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Abstrakt

Tato prace se zabyva obecnou definici, klasifikaci a zpiisoby konstrukce pravidelnych
mnohothelnikd. Diky systematickému usporadani je mozné tuto praci nazvat pirehledem
proveditelnych konstrukci vztahujicich se k tématu pravidelného mnohotihelnika. Kom-
pilacni metodou tak byl vytvoren pfehled, ktery rozsahem svého zaméfeni je v cCeské
literatute docela originalni.

V prvni casti je kladen diraz na teoretické zavedeni pojmi a z toho i vyplyvajici
souvislost algebry a geometrie.

Dalsi ¢ast je vénovana jednotlivym eukleidovsky sestrojitelnym pravidelnym mnoho-
thelnikiim. Pifedvedeny jsou jejich konstrukce pomoci pravitka a kruzitka. U netrivialnich
pripadi je uveden ditkaz o korektnosti pouzitého postupu. Velka pozornost je kladena
v chapani geometrie.

Zavérecna Cast je zamérena na priblizné konstrukce nékterych mnohothelniki, jejichz

eukleidovska konstrukce neni proveditelna.

Kli¢ova slova: pravidelny mnohothelnik, pravidelny sedmnactithelnik, eukleidovska kon-

strukce



Abstract

The main subjects of the present thesis are the basic definition, the classification and
the construction methods of regular polygons. The structure of the thesis allows for using
it as a summary of the whole topic. By employing the compilation method, a unique
summarization was created for which there is no exact match in the field of the Czech
literature.

The first part of this thesis deals with the theoretical definition of terms and with
relations between algebra and geometry resulting from it.

The next part focuses on regular polygons the constructions of which are enabled by
methods established by Euclid. The construction method is shown for the respective poly-
gons, only tools alowed being the ruler and compasses. The exactness of the used methods
is proved only in non-trivial cases. Great emphasis is also put on the construction of the
regular heptadecagon, which caused a breakthrough in the understanding of geometry.

The last part presents several approximate construction methods for some polygons

which cannot be constructed by using Euclid’s method.

key words: regular polygon, regular heptadecagon, Euclidean construction
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Uvod

Tato préace je kompilaci na zminéné téma. Hlavni naplni a jejim cilem je klasifikace
pravidelnych mnohothelniki dle jejich konstruovatelnosti pouze za pouziti pravitka a kru-
zitka.

Prestoze je primarné zameéfena na konstrukce pravidelnych mnohothelniki, na za-
¢atku se budeme vénovat mnohothelniku obecné a rozdilim v jeho zavedeni od rtiznych
autorti. Mezi témi je naptiklad Eukleides, jehoz principy slouzi jako zékladni kdmen té
casti geometrie, kterou se zde zabyvame.

Ne kazdy pravidelny mnohotihelnik je ale zkonstruovatelny eukleidovskou konstrukei.
Proto se také budeme vénovat predpisu udavajicimu podminky, které musi byt splnény,
aby bylo mozné prohlasit, ze dany mnohothelnik lze sestrojit pouze eukleidovsky. Budeme
se pak zabyvat i ¢astecnym diikazem téchto podminek.

V dalsi ¢asti se zaméfime na konstrukce fady mnohothelniki sestrojitelnych euklei-
dovskou konstrukci. Neopomeneme zminit a ukazat dikazy, pro¢ jsou dané konstrukce
skutecné platné a presné. V prvé radé se zaméfime na ty, jejichz konstrukce pochézi
uz z dob samotného Eukleida. Pak si predstavime pravidelny sedmnactithelnik, nékteré
moznosti jeho konstrukce a i nékteré informace o historii jeho konstrukce. V neposledni
radé se zamérime na dalsi zkonstruovatelné mnohothelniky, jejichz konstrukce sice byly
objeveny, ale nebudeme je uvadét, jelikoz jsou prilis dlouhé a slozité.

V posledni ¢asti se budeme vénovat pravidelnym mnohothelnikiim, jejichz eukleidov-
ska konstrukce neni moznéa, a divodim k tomu vedoucim. V této kapitole si predstavime
i nékteré jejich priblizné konstrukce a uré¢ime chybu, ktera pti té ¢i oné konstrukei vznikla.

Od pocatku minulého stoleti se neobjevily nové prace, které by se hloubéji zabyvaly
problematikou pravidelného sedmnactitihelnika, a uz viibec ne takové, které by se vénovaly

stejnému tématu, navic v jazyce ceském. Nakonec existuji i prace, které si v souvislosti



na nékteré otazky, tykajici se autora prvni konstrukce pravidelného sedmnactithelnika,

odporuji, coz by zde mélo byt objasnéno.



Kapitola 1

Mnohothelniky

Nez se v této praci viibec zacneme zabyvat eukleidovskymi konstrukcemi pravidel-

vvvvvv

terminy mnohouhelnik, pravidelny mnohouhelnik, eukleidovska konstrukce a dalsi.

1.1 Definice mnohouhelnika

Mnohotuhelnik 1ze nadefinovat riiznymi zptisoby. Mezi témito definicemi neni fakticky
velky rozdil, nicméné naptiklad Eukleides zavadi pojem trojthelnika, ¢tyithelnika a mno-
hothelnika v knize [I], s. 42] takto: ,/ Trojihelnikem je ttvar tfemi, ¢tyfthelnikem ¢tyfmi
a mnohothelnikem vice nez ¢étyfmi tiseckami (neboli stranami) omezeny.“ Takto je ale
pojmem mnohotuhelnik nazvan jen ten rovinny utvar, ktery méa vice nez Ctyri strany.
To by vsak znamenalo, ze trojuhelnik a ¢tyruhelnik nejsou mnohotihelniky. Ale naptiklad
z pojeti Molnarovy a Kobzovy knihy [2], s. 57] 1ze ziskat definici mnohotihelnika odlisnou:
»Mnohothelnik (n-thelnik) je ohrani¢eny rovinny tutvar, jehoz hranici je uzaviena lomena
¢ara s n vrcholy, n € N,n > 2.“

Dle definice uvedené v knize [2] by se za mnohothelnik dal povazovat i néktery z téchto

rovinnych atvart (obr. [1.1] [1.2)):



Obr. 1.1: Mnohothelnik

Obr. 1.2: Mnohotuhelnik

Ty ale na zakladni ani stfedni Skole nenazyvame mnohotihelniky. Mnohothelniky,
se kterymi jsou bézné seznamovani zaci zakladnich a stfednich skol, spadaji do kategorie
tzv. prostych mnohotuhelniki. Krom toho, Ze spliuji ur¢ené podminky dané pro mnoho-
uhelniky, a to jak podle Eukleida, tak i Molnara s Kobzou, plati pro né i dalsi specialni
pravidla. Tato pravidla vSak nesplnuji vyse znazornéné obrazce. Kazdy vrchol prostého
mnohothelnika mé byt prisecikem praveé dvou stranﬂ a jedinym spole¢nym bodem dvou
sousednich stran je vrchol mezi nimi, zddné nesousedni strany nemaji spolecny bodE|.

Vsechny mnohotuhelniky lze rozdélit na konvexni a nekonvezrni. Pro kazdy konvexni
mnohotuhelnik plati, Ze pokud jsou vybrany libovolné dva body, které tomuto mnohotihel-

niku nalezi, pak mu nélezi i cela spojnice téchto dvou bodi. Jakykoliv konvexni trojihel-

Lobr. Bod As je prusecikem ¢tyt stran (AqAs, AsAs, AsAyg, AsAs).
2obr. Existuje prusecik nesousednich stran A; Az a A4As.



nik ¢i ¢tyruhelnik je s jistotou prosty. Mnohothelnik, ktery neni konvexni, je nekonvexni.
Mezi konvexnimi mnohothelniky pak existuji takové, kterym lze opsat kruznici (tétivové
mnohothelniky), vepsat kruznici (te¢nové mnohotihelniky), nebo opsat i vepsat kruznici
(dvojstfedové mnohothelniky). Jednim typem dvojstfedovych mnohothelnikt je pravi-
delny mnohothelnik. Takovyto mnohothelnik je pak pfesné definovan v knize |2 s. 59]
takto: ,,Mnohothelnik je pravidelny, ma-li shodné vSechny vnitini thly a stejné délky

vSech stran.“

1.2 Eukleidovska konstrukce

V této praci se jednd o pravidelné mnohouhelniky, které jsou zkonstruovatelné eu-
kleidovskymi konstrukcemi, popripadé které jsou zkonstruovatelné povolenymi nastroji
alespon ptiblizné. Tyto konstrukce jsou pojmenované podle feckého matematika Fukleida
z Alezandrie (4.-3. stoleti pt.n.l.). Ten zavedl terminologii a zésadni vlastnosti geometric-
kych atvari, aby je bylo mozné pojmenovat a dale s nimi pracovat. Zakladni vlastnosti,
na kterych je eukleidovsky geometricky svét zalozen, jsou tzv. axiomy. Téch je celkem de-
set a popisuji vztahy mezi obecnymi geometrickymi utvary. Témito utvary jsou ﬁseékaﬂ
bod, kruh, thel apod.

Za eukleidovskou konstrukci pak povazujeme takovou konstrukci geometrickych ob-
jekta, pri které se pouziva pouze kruzitko a pravitko a kterd vyuziva nékterych ze za-
kladnich pravidel. Pfi praci s pravitkem a kruzitkem uvazujeme, ze pravitko lze libovolné
prodlouzit tak, abychom byli schopni znézornit libovolné dlouhou tsecku, kruzitkem lze
znazornit kruznici s libovolnym polomérem.

Aby bylo jasné, co je vibec mozné s predepsanymi nastroji tvorit a jak je mozné
s nimi pracovat, sepsal Eukleides i tzv. postuldty, které tikaji, co je pii eukleidovskych

konstrukcich povoleno. Tyto postulaty byly ptvodné t¥i [I], s. 43]:

1. Vytvorit tsecku, ktera spojuje dva dané body.
2. Na jedné i druhé strané tsecku prodlouzit tak daleko, jak potiebujeme.

3. Vytvorit kruh o daném stfedu, na jehoz hraniciﬁ] lezi dany bod.

3Eukleides ji nazyva pfimkou, pfimkou v dnesni terminologii je pak tsecka libovolné prodlouzitelna.
4Autor zde pouziva, dnes jiz pro danou problematiku nepouZivany, vyraz obvod.
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Vyse zminéna pravidla pak jsou prakticky uchopitelna. Pokud jsou zadany dva body,
jsme schopni sestrojit spojujici tsecku. Stejné tak jsme schopni tuto tsecku libovolné
prodlouzit’] Nakonec také k nekone¢né zadanym bodfim zkonstruujeme nekone¢né mnoz-
stvi kruznic odpovidajicich zadani. VSechny vyse zminéné postulaty by tedy pfi zadani
nekone¢ného mnozstvi bodt bylo nutné ovérit.

Bohuzel ale tato pravidla nejsou dostacujici. Co vime o rovnobézkach? Dle zavedeni
pojmu se v roviné neprotnou. Jak ale miizeme védét, ze se nejednad o riiznobézky, které
se preci jen nékde protnou? Nékde, kam nase oko nedohlédne? Kvili témto pripadiim
Eukleides zavadi dodateény ¢tvrty postulat. ,,Postulat o rovnobézkach. Necht tsecka u
protina tsecky p, ¢ tak, Ze na jedné strané tsecky u je soucet vnitinich ahli «, 3, které
sviraji tisecky p, ¢ s tGseckou u, mensi nez dva pravé thly.[...]. Potom na této strané jest
usecky p, ¢ prodlouzit tak, aby se tato jejich prodlouzeni protla.“[I} str. 64]

Tento dodatecny ¢tvrty postulat nakonec konstruujiciho nuti uvétit. Uz se nefidi za-
kladnim principem obsazenym v Zakladech: ,Geometr |[...] geometrické objekty vytvaii,
a to tak, ze si je predstavuje. Byti geometrickych objektt tak neni trvalé, je vSak obnovi-
telné. Vynofovani geometrickych objektt je tedy jejich tvorenim.“[1} str. 36]. U ¢tvrtého
postulatu se tedy predpoklada, ze geometr bude véfit nécemu, co sdm nevytvoril, a tedy
co neexistuje.

Stoji za povsimnuti, ze pfiblizné konstrukce pravidelnych mnohothelniki nelze pova-

zovat za konstrukce eukleidovské.

1.3 Eukleidovské konstrukce pravidelnych
mnohouhelniku

Neni pravda, ze by bylo mozné pomoci eukleidovské konstrukce sestrojit bezchybné
jakykoliv pravidelny mnohothelnik. Nékteré pravidelné mnohotihelniky jsou sestrojitelné
presné (trojuhelnik, ¢tyFthelnik, pétitthelnik,. . . ), jiné piiblizndf| (sedmithelnik).

Konstrukei pravidelnych mnohotihelnikti se zabyval uz Eukleides v obodobi staroveé-

kého Recka. Podaiilo se mu vy¥esit konstruovatelnost a dokonce vytvoiil samotny postup

®Nebo-li z ni (v dnesni terminologii) vytvofit ptimku.
6Nikoliv vsak eukleidovskou konstrukei, ale k ni povolenymi prostiedky.
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konstrukce pro rovnostranny trojuhelnik, ¢tverec a dalsi, zkratka vSechny pravidelné mno-
hotihelniky o n vrcholech, kde n odpovid4 vztahu n = 2%3!5™ kde k € No A I,m € {0, 1},
nicméné co se tyce dalsich mnohothelnikt (devititthelnika ¢i sedmnéctitithelnika), u nich
nebyl schopen zkonstruovatelnost pouze pomoci kruzitka a pravitka jednoznac¢né rozhod-
nout.

S TeSenim pfisel témér o dva tisice let pozdéji némecky matematik Carl Friedrich
Gauss (1777-1855). Zaroveri pak vyslovil vétu urcujici, kdy je pravidelny mnohothelnik
zkonstruovatelny eukleidovskou konstrukci. Tuto vétu dnes nazyvame Gaussovou vétou:
,Pravidelny mnohothelnik je eukleidovsky konstruovatelny (tj. pomoci kruzitka a pra-
vitka) tehdy a jen tehdy, kdyz pocet jeho vrcholt je roven &islu k = 2'pips ... p;, kde
i>0,7 >0,k > 3jsou cela ¢isla a py, po, . . ., p; navzajem rizna Fermatova prvocisla.“[3].
Uz v devatenacti letech se mu podarilo dokazat, ze pomoci pravitka a kruzitka je mozné
zkonstruovat pravidelny sedmnéactitthelnik. Ve svém dile Disquisiones arithmeticae se pak
zabyva konstruovatelnosti pravidelnych mnohothelnik, jejichZ pocet vrcholtl je z mnoziny
Fermatovych prvocisel. Tedy jednou z klicovych ¢asti Gaussovy véty. Samotnou konstrukci
pravidelného sedmnactitihelnika, 257-tthelnika a dalsich ale svétu nepredvedl.

Fermatova prvocisla ziskala svoje pojmenovani podle francouzského matematika Pierra
Fermata (1601-1665). Dle jeho hypotézy kazdé &islo F, tvaru F), = 22" +1
prom = 0,1,2,... je prvocislo. VSechna ¢isla odpovidajici tomuto vztahu pak po svém
objeviteli ziskala nazev Fermatova ¢isla. Vyse zminénou hypotézu se mu ale nepodafilo
dokazat. To by ani nebylo mozné, protoze neni platna. Roku 1732 zjistil Leonhard Eu-
ler(1707-1783), ze Fermatovo ¢islo F5 je soufinem dvou netrividlnich ¢initeld, coz vyvraci
Fermatovu hypotézu o prvociselnosti. Je ale mozné vyrknout dalsi vétu: Pokud je F),
prvocislo, nazgvame jej Fermatovym prvocislem. [3]

Sice bylo dokazano, zZe existuji takova Fermatova dcisla, kterd nejsou prvocisly, ale
nebylo zdaleka dokézano, zda existuje nekonecné mnoho Fermatovych prvocisel, jak bylo

v ptvodni myslence.
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1.4 (Gaussova véta

Ackoliv neni znamo, zda je Fermatovych prvocisel kone¢ny ¢i nekoneény pocet, a pocet
pravidelnych mnohotihelnikii je zavisly na poctu Fermatovych prvoéisel’ je mozné tvr-
zeni, ze pravidelnych mnohotihelniki zkonstruovatelnych eukleidovskou konstrukei bude
nekonecné mnoho. Pocet vrcholi £ mnohotihelnika ma odpovidat vztahu danému Gausso-
vou vétou, tj. k = 2'p1ps ... pj, kdei > 0,7 > 0,k > 3 a p, jsou postupné rizna Fermatova
prvocisla, takze pri feSeni konec¢nosti mnoziny obsahujici vSechny pravidelné eukleidovsky
zkonstruovatelné mnohotihelniky nesmi byt opomenut prvni ¢initel vise uvedené véty — 2°.
Vzhledem k tomu, Ze ¢isel 2¢ pro ¢ > 0 existuje nekone¢né mnoho, existuje stejné tak ne-
kone¢né mnoho pravidelnych mnohothelnikii, zkonstruovatelnych pouze pomoci pravitka
a kruzitka.

Dtikaz této véty provedeme postupné v nékolika krocich. Nejprve bude dokézana zkon-
struovatelnost 2n-thelnika za ptredpokladu, ze n-tthelnik je zkonstruovatelny eukleidov-
skou konstrukci. V dalsi ¢asti se budeme zabyvat zkonstruovatelnosti /-tihelnika, pokud
je [ soucinem riiznych vzajemné nesoudélnych prirozenych cisel, kterd udavaji pocet vr-
chold mnohotihelnikd, které lze sestrojit pouze pomoci kruzitka a pravitka. Nakonec bude
bribliZeno, ze aby bylo mozné mnohotihelnik eukleidovskou konstrukei sestrojit, musi byt
Cinitelé p, uvedené v Gaussové vété rtizna Fermatova prvocisla.

Vzhledem k tomu, ze ¢isla p, maji byt Fermatovymi prvodisly, je nutné nejprve urcit,
pro ktera ¢isla m po dosazeni do vztahu F), = 22" + 1 bude platit, Ze F,, je prvocislem.
Jak uz bylo zminéno vyse, Fermat se domnival, Ze vSechna c¢isla, ktera odpovidaji uvede-
nému vztahu, 1ze oznacit za prvocisla. Ale jiz pro m = 5 a dalsi ¢isla toto tvrzeni nemusi
platit. Jak stoji v [3], roku 1732 se podatilo Eulerovi rozlozit Fermatovo ¢islo Fy = 2% 41
na soucin c¢isel 641 a 6 700 417. Obecnéjsi dikaz, ze je ¢islo Fy rozlozitelné na mensi
prvocisla, je uveden v knize [4 s. 153].

V prvni dokazované casti se jedna o trivialni konstrukci os stran, ktera je provadéna
tolikrat, kolik ¢ini exponent u zakladu dva. Tedy naptiklad pravidelny Sestitthelnik by bylo
mozné sestrojit pomoci rovnostranného trojuhelnika a kazdé z jeho stran zkonstruovat

osu. Jeji prusecik s kruznici opsanou trojihelniku by pak tvoril dalsi vrchol pozadovaného

"Poéet vrchol pravidelného mnohotihelnika je roven souéinu nékolika réiznjch Fermatovych prvoéisel,

jednomu takovému ¢islu, poptipadé jejich soucinu s mocninou ¢isla 2.

13



utvaru. Analogicky by se dalo postupovat pii konstrukci pravidelného dvanactithelnika,
¢tyriadvacetithelnika atd.

Vzhledem k tomu, Ze se budeme fidit tvrzenim ohledné os stran a moznosti pomoci nich
a kruznice opsané sestrojit mnohotihelnik s poc¢tem vrcholt 2n k ptivodnimu n-thelniku,
bude jej potreba dokézat.

Pravidelny mnohotihelnik mé vsechny strany stejné dlouhé. Mnozinu bodi se stejnou
vzdalenosti k vrcholim A; a As urcuje osa o. Vzhledem k tomu, Ze pravidelnému mnoho-
thelniku se da opsat kruznice, musi vsechny jeho vrcholy nalezet jedné kruznici. Vrcholem
pravidelného sSestitthelnika tedy bude priisecik osy o a kruznice opsané.

Krom této jiz vyse zminéné kostrukce, lze mnohothelnik o 2n vrcholech sestrojit i po-
moci postupu puleni kruhové vysece, jinak také metodou pileni uhlu.

Tento postup lze libovolné opakovat, lze tak tedy vzdy docilit ¢ ptileni pfi ¢initeli 2¢.
Pokud tedy bude n-tihelnik zkonstruovatelny eukleidovskou konstrukei, mizeme to samé
prohlésit o 2n-thelniku.

Nyni se budeme zabyvat sou¢inem dvou vzajemné nesoudélnych prirozenych cisel,
kterd udavaji pocet vrcholi zkonstruovatelného mnohothelnika. Dikaz nize je popsan
blize v knize [8 s. 48, 49]. Z pfedpokladu vime, Ze p,,, p, maji byt vzajemné nesoudélna.

Za vyuziti Fukleidova algoritmu tento vztah lze zapsat jako
a Ppm—b-pp=1,

kde a,b € N. Jestlize 1ze zkonstruovat mnohothelniky o p,, a p, vrcholech, pak musi

platit pro «,

2T 2T
o= —), 5 =
Pm Pn

7ze jsou zkonstruovatelné. A tim padem i jejich linedrni kombinace odpovida vztahu
b-2r a-2mr b-p,—a-pm
b-ao—a- 5 = — = p P - 2.
Pm Pn PmPn

Z puvodniho predpokladu o nesoudélnosti vyplyva

b- Pn— Q" Pm 27
——— 27 = .
PmPn PmPn
Do této doby jsme ale piedpokladali, Ze ptivodni ¢initelé py, ps, ..., p; skutecné udavaji

pocet vrchold pravitkem a kruzitkem sestrojitelného pravidelného mnohotuhelnika. Aby
byl dany pravidelny mnohothelnik skute¢né zkonstruovatelny, musi byt témito Ciniteli

ruzna Fermatova prvoéisla. Dikaz je napt. v knize [16].
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Kapitola 2

FEukleidovské konstrukce konkrétnich

pravidelnych mnohotuhelnikti

2.1 Konstrukce znamé uz z dob Eukleida

Jak jiz bylo zminéno, uz ve starovékém Recku byly objeveny konstrukce pravidelnych
mnohothelnikt o n vrcholech, kde plati vztah n = 283!5™ pro k €Ny A l,m € {0,1}.
Konkrétné se tedy jedna o rovnostranny trojihelnik, ¢tverec, pétithelnik, Sestithelnik,
osmithelnik, desetitihelnik, dvanactithelnik, patnactitihelnik a dalsi.

Tato c¢ast bude zaméfena pravé na konstrukci rovnostranného trojuhelnika, ¢tverce,

pétithelnika, Sestithelnika a patnactithelnika.

2.1.1 Rovnostranny trojuahelnik

S pojmem trojuhelnik byl geometricky svét seznamen za Fukleida z Alexandrie, ktery
ho pouzil ve svych spisech o zakladech geometrie [I]. P¥i srovnéani s dnesni definici pro troj-
thelnik je Eukleidovo zavedeni pojmu mnohem intuitivnéjsi. Z hlediska poméru délek
stran se trojuhelniky déli na rovnostranné, rovnoramenné a obecné. Obecny trojuhelnik
nema zadné dvé strany stejné dlouhé, rovnoramenny trojihelnik ma pravé dvé strany
stejné dlouhé, rovnostranny trojihelnik ma vsSechny tii strany stejné dlouhé. Pravé jeho

konstrukef se budeme zabyvat (obr. [2.1)).
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Obr. 2.1: Konstrukce rovnostranného trojihelnika

Diikaz konstrukce trojuhelnika. Dle obr. a z konstrukce vyplyva, ze body B a C' nalezi
stejné kruznici a maji tak od stfedu — bodu A — stejnou vzdalenost. Podobna situace
nastava v pripadé kruznice se stfedem v bodé B. VsSechny tii usecky jsou tedy stejné
dlouhé.

Vzhledem k tomu, ze v pravidelném mnohothelniku maji byt i vSechny thly shodné,
musime i tuto podminku dokazat.

Necht je déan rovnostranny trojihelnik ABC a bod S, jako stfed strany AB. Po spo-
jeni bodt C' a S, vzniknou dva trojihelniky — AAS.C,ABS.C. Podle véty sss (,,Dva
trojahelniky jsou shodné, praveé kdyz se shoduji ve vSech t¥ech stranédch.“[7, str. 19]) jsou
tyto trojihelniky shodné. Oba trojuhelniky tak maji shodné i odpovidajici si tihly. Pak
tedy plati, ze ZBAC = ZCBA.

Stejny postup lze samoziejmé aplikovat i pro zbylé strany. Pro stranu AC, popiipadé
BC' ziskavame ZACB = /BAC, popripadé Z/CBA = ZACB. Po vzajemném dosazeni
vychazi ZABC = L/ACB = /BAC. O
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2.1.2 Ctverec

Pro oznaceni pravidelného ¢tyttuhelnika byva také velmi ¢asto pouzivan termin ctverec.
Jeho konstrukce je znamé také uz z doby antického Recka od jiz zminéného Eukleida,
z Alexandrie. Presnou konstrukci ¢tverce lze nalézt opét v jeho slavném spise Zdklady.
My si tu ale predvedeme konstrukci trochu pozménénou.

Pro konstrukci ¢tverce A; A3 A3A; mame zadanou délku jedné strany a. Tuto stranu
pojmenujeme A;As. Z bodu A, vedeme kolmici Ay X k tsecéce A;A;. Na této kolmici
pomoci kruzitka naneseme bod As, a to tak, ze |AyAs| = |A1As|. Z bodu A3 je vedena
rovnobézna primka p se zadanou stranou A; A,, stejné tak bodem A; pfimka ¢ s pfimkou
AgAs. Priisecik téchto dvou pfimek pak je bod A;. Mnohothelnik vznikly postupnym
propojenim bodt A;, Ay, A3, Ay je hledanym ctvercem A;A;AzAy (obr. .

Obr. 2.2: Konstrukce ¢tverce

Nize je predveden dtiikaz, ze byl touto konstrukci skutecné sestrojen pravidelny ctyt-

uhelnik — ¢tverec.

Diikaz konstrukce ctverce. Nejprve dokdzeme stejnou velikost vSech vnitinich thla ziska-
ného ctyithelnika.

Uhly £A5A Ay, ZA3A3A, mohou byt vétsi, mensi, nebo rovny thlu pravému. Di-
kaz provedeme jen pro tthel ZA5A; Ay, pro ten druhy je postup diky zptisobu sestrojeni
obdobny.
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Obr. 2.3: Pomocna konstrukce pii ditkazu zkonstruovaného ¢tverce

Pokud by byl sledovany tthel mensi nez tihel pravy, muselo by platit:
‘4A2A1A4’ + ’4A1A2A3| == |4A2A1A4’ + 900 < 1800.

Na zakladé véty o vnitrnich thlech trojdhelm’kaﬂ by pak existoval takovy bod PE], ze
soucet vnitinich hla trojuhelnika A; As P by byl roven velikosti pfimého thlu. Jelikoz
maji byt ale pfimky A; A4 a As A3 rovnobézné, je existence takového bodu P vyloucena.
To samé plati pro pfipad, ze je sledovany thel vétsi nez thel pravy. Pak by byl totiz jeho
vedlejsi thel — ZA4A1Y (obr. — mens$i nez pravy uhel a nastal by predchozi ptipad.
Zkoumany uhel tedy bude urcité pravy. Jak uz bylo fec¢eno na zacatku, stejnym postupem
muzeme ukéazat, ze pravy je i thel LA;A3A,.

Nyni je mozné stejnou myslenku pouzit i na ovéteni velikosti posledniho z vnitinich
thlt — A1 A4 As. Z toho ziskdvame |L A1 AyAs| = |[LAJA3A| = |[£LA1A2A;| = | LA A1 Ayl
Vsechny vnitini tthly vzniklého mnohothelnika jsou tedy shodné.

Abychom ale skute¢né mohli mluvit o ¢tverci, je nutné jesté dokazat, ze jsou vSechny
strany stejné dlouhé. Z konstrukce vyplyva, ze délky usecek A;As a AyAs jsou stejné.
Je nutno ukazat, ze i tsecky AsA; a A; Ay jsou stejné dlouhé jako A1 Ay a Ay As.

1V kazdém trojihelniku plati, Ze soucet jeho vnitinich hlt je roven dvéma thlim pravym (2R).
2Prusecéik piimek 42X a A Ay.
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Sestrojenim tsecky A; Az je ¢tytuhelnik A; A; A3 A, rozdélen na dva trojihelniky —
— A1 A Az a A3A4A; (obr. . Uhly AyA;As a AjA3A, jsou ahly stiidavé, a proto plati
LA3A1Ay =2 LA1A3A,. To samé je mozno Tict o dvojici tahld A3 Az3As a A3A1As. Dané
trojuhelniky jsou dle véty usu (,Dva trojuhelniky jsou shodné, pravé kdyz se shoduji
v jedné strané a v thlech k ni pfilehlych.“[7, str. 19]) shodné. Potom maji shodné i vSechny
odpovidajici si strany (A3 Ay = As AsNA1 Ay = A3Ay). A jelikoz ze zadani konstrukee vime,
ze plati |A1 As| = |AgAs|, tak pak plati i [A3Ay| = |A1A42| = |A2As] = |A1Ay|. VSechny
strany vzniklého ¢tyfuhelnika jsou tedy stejné dlouhé. Nami sestrojeny mnohotihelnik

je skutecné c¢tvercem. O

2.1.3 Pravidelny pétithelnik

Jak jiz bylo zminéno vyse, konstrukce pravidelného pétithelnika je zndma a sepsana
uz od dob feckého myslitele Eukleida. Nicméné narozdil od rovnostranného trojihelnika
¢i Ctverce v sobé nese i vlastnost zlatého Tezu (,Zlatym Fezem tsecky se rozumi jeji
rozdéleni na dvé nestejné dlouhé tsecky, z nichz délka kratsi z nich ku délce delsi z nich
je ve stejném poméru jako délka delsi z nich ku délce celé tsecky.“[7), str. 122]). Kvli
této vlastnosti se pravidelny mnohothelnik zaslouzil o svou popularitu mezi matematiky
a umélci uz od antického Recka. S tim souvisi i fakt, Ze vznikla spousta piedpist jeho
konstrukece.

Pti zde uvadénych konstrukei jsme doposu vyuzivali zejména toho, Ze byla pfi kon-
strukci daného mnohothelnika zadana délka strany tohoto utvaru. Vzhledem k tomu,
ze samotna Gaussova uvaha o konstruovatelnosti mnohothelnik se opira o jednotkovou
kruznici, kam se postupné nanaseji jednotlivé body, budeme se jiz od tohoto mnohotihel-
nika fidit timto pravidlem. Presné znéni této konstrukce, objevené samotnym Eukleidem,
je k nalezeni v knize [8] str. 57].

Pro konstrukci daného pravidelného mnohotihelnika je tedy zadéana kruznice k se stte-

dem v bodé O. Usetky AB a A;D jsou navzajem kolmé primeéry kruznice k. Plati tedy
ABL AyD N ABn A1D> O

Jako F nazvéme stfed tsecky OB a jako F' takovy bod na tusecce AB, pro ktery plati
|EF| = |EA;]| (obr. 2.4). Na kruznici k£ nalezneme pomoci kruznice m takovy bod G,
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ktery ma od bodu A; stejnou vzdalenost jako bod F. Vzdalenost |GA;| je pak délka

strany hledaného pétitihelnika — s5. Kruznice k je kruznici opsanou danému pétiahelniku.

Obr. 2.4: Konstrukce pravidelného pétithelnika

Priseciky kruznice k& a postupné nanasené délky ss z bodu A; jsou vrcholy pra-

videlného pétithelnika. Po spojeni sousednich vrcholi ziskdvame hledany pétithelnik

A G A AL As.

Diikaz konstrukce pravidelného petiuhelnika. Nejprve se zamérime na diikaz shodnosti jed-
notlivych stran mnohothelnika, poté bude dokazana shodnost vnitinich ihl sestrojeného
pétithelnika.

Jednotlivé vrcholy pétithelnika jsou priseciky kruznice k£ a oblouku kolem sousedniho
vrcholu, a to az do vrcholu As. Otazkou tedy zistava, zda plati i |A5A;| = s5. Zda jsou
tedy vSechny takto vzniklé strany stejné dlouhé.

ZaméFime se na obr. 2.5 ktery je vlastné mezikrokem pii konstrukei zadaného mno-
hothelnika. Po tomto stavu staci jen odmeértit kruzitkem vzdélenosti jednotlivych stran
a vzniklé priseciky postupné spojit.

Bez omezeni obecnosti miizeme uvazovat kruznici £ s polomérem 1. VSechny jiné
kruznice by byly podobné této a pii podobném zobrazeni se sice méni vzdalenosti, nicméné

pomeéry a uhly zustavaji stejné. A to je v nasem dikazu klicové.

20



Obr. 2.5: Mezikrok pii konstrukci pravidelného pétithelnika

Trojuhelnik A;OG je rovnoramenny s rameny A;0 a GO. Spojnice bodu O a stiedu
protéjsi strany ho tedy rozdéli na dva mensi trojihelniky — A HO a GHO. Tyto troja-
helniky jsou dle véty sss navzajem shodné. Uhly u vrcholu H jsou thly pravymi, velikosti
uhlt u vrcholu O jsou stejné. Velikost vnitiniho tthlu u vrcholu O trojthelnika A;0G
bude tedy dvojnasobna velikosti thlu u stejného vrcholu v nové vzniklém trojahelniku
A1HO, nebo-li |[£A,0G| = 2|£A,0H|.

Podle Pythagorovy véty (Trojahelnik je pravouhly pravé tehdy, kdyz plati, ze obsah
¢tverce nad pfeponou je roven souctu obsaht ¢tvercti nad odvésnami.) 1ze vypocitat délku

usecky A;F — pfeponu pravouhlého trojuhelnika £A;O

|ALE| = \/|EO|? + |A,0)2 = ,/— +1= \[

Stejného vztahu lze vyuzit i u trojihelnika FOA;:

5 1
[FO| = |FE| - |OE| = |A,E| — |OE| = ﬁ =

3 /5 5[5 1
—= 2 2: —_ — — = —_ — _ = — —
[FA| = V/|FOP +]0A,| \/2 \/;+1 \/2 \/; V10 -2V5
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Nyni jiz v trojihelniku OA;H zname délky dvou jeho stran a potfebujeme zjistit

velikost thlu ZA;OH. Dosadime do

3V10-2v5 V1025

sin(ZA,0H) = 5 1

z Geho? vychazi |Z/A;OH| = 36°; odtivodnéni tohoto je k nalezeni nize. Uhel A;0G je
pak roven 72°; soucet péti takovychto tihli je roven tthlu plnému. VSechny rovnoramenné
trojihelniky se zakladnou v jedné ze stran konstruovaného pétitthelnika a s hlavnim vr-
cholem ve stfedu O jsou podle véty sus shodné, pak jsou stejné dlouhé i vSechny strany
zkoumaného pétithelnika.

V10215
4

Béhem dtikazu shodnosti bylo vyuzito vztahu sin 36° = . Nize je dokéazano, ze
je tento vztah skutecné platny.

K tomuto dikazu vyuzijeme vztahu zlatého rezu, v tomto pripadé tedy konkrétnéji
zlateho trojuhelnika. To je takovy rovnoramenny trojihelnik, kdy je pomér délky jeho
ramena a zakladny roven zlatému cislu. Nejprve tedy bude nutné ¢tenare blize seznamit
s vlastnosti zlatého fezu.

Jak jiz bylo zminéno vysSe, jednd se o pomér délek dvou nestejnych casti tisecky.
Pro konkrétni predstavu si pak lze predstavit tsecku AB a bod C, ktery tuto tsecku
rozdéluje v poméru zlatého fezu. Plati ted % = %. Pokud plati, ze |AC| = =

a |AB| = a, je velikost tsecky BC rovna a — x. Po dosazeni do vyse uvedené rovnice

dostavame kvadratickou rovnici

0= 22— 3ax + a>.

Pomoci této rovnice je mozné vyjadiit délky z a a — x v zavislosti na a: ¢ = 3_2‘/5a,
a—xT= @a. Porovnanim téchto délek z a a — x ziskdvame tzv. zlaté dislo:
_a—x_@a_\/g—l_\/g—i-l
= x _3*\/5a_3_\/3_ 2

2

Necht je tedy dén zlaty trojuhelnik ABC (obr. [2.6), jehoz thly pii zdkladné jsou
rovny 72°, tfeti tihel tak bude mit velikost 3697 Na tiseéce BC existuje takovy bod D, 7e
primka AD je osa ihlu BAC. Jelikoz jsou pak thly DCA a DAC shodné, je trojiuhelnik

3V tomto pifpadé za piedpokladu, Ze |AC| < |BC)|.
4Diikaz, 7e je takovyto trojihelnik zlatym trojihelnikem, je napi. v [7, str. 118].
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Obr. 2.6: Zlaty trojuhelnik

ADC také rovnoramenny s rameny CD a DA. Po spojeni bodu F — stfedu strany AC —
—a bodu D, dostaneme dva shodné pravouhlé trojuhelniky.

Dalsi zajimavou vlastnosti zlatého trojuhelnika je, ze bod D déli stranu BC' v poméru
zlatého fezu. Trojuhelniky ABC a BDA jsou totiz podle véty uu podobné, poméry v téchto
trojuhelnicich tedy budou stejné. Jestlize je pomér délek tsecek DA a BD roven zlatému
¢islu, musi toto platit i pro pomér délek CD a BD, protoze |AD| = |DC|.

Pak tedy miizeme aplikovat vztahy platici pro tsecky v poméru zlatého fezu:

35

a

|BD| =z =
2

5—1
|AD| = |CD| = \/_2 a

10—2v/5
.

Vratime se k dikazu vztahu sin 36° =
Diky pravothlému trojuhelniku ADE lze objevit vztah pro cos 36°:

JAB|_AC| _ la _ VB+1

JAD|  a—a V1, 4
2

cos 36°

Dale vyuZijeme vztahu sin? z + cos? = 1. Pomoci toho vyjadiime sin 36° jako

1)2 - 1
sm36°:\/1—cos236°:\/1—(‘/5;(; 2 _ /P 8\/522\/10—2\/5,
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¢imz ziskavame stejny tvar, kterého bylo vyuzito pii dikazu shodnosti stran sestrojeného
pétithelnika.

VsSechny strany sestrojeného pétitthelnika jsou tedy beze sporu shodné. Nyni se budeme
zabyvat shodnosti vSech jeho vnitinich thld.

Jak uz bylo zminéno, vSechny trojihelniky s vrcholem u stfedu kruznice a jednou
stranou zkonstruovaného mnohothelnika jsou shodné. Bez omezeni obecnosti si zvolime
trojuhelniky A1OA,, AsOA3 a A3OA,. Vime, Ze plati LZOA1 Ay = LZO0AA3 = LOA3A,,
tedy |LOA1Ay| = |LO A A3| = |LO A3 A,l; stejné tak plati, ze LZOAs A = LOA3A; =
= LOALAs, tedy |[LOAAL| = |[LOA3As| = | LOA4A;3|. Podle jedné ze zékladnich Euklei-
dovych zésad ,,Kdyz se ptidaji veli¢iny rovné k rovnym, i celky jsou rovny.“ [1, str. 13],
mizeme uvazovat, ze | £LA; As Az| = | LA A3 A, a protoZe takovouto trojici je mozné nelézt

pro kazdé dva sousedni tihly, jsou shodné vSechny vnitini ihly sestrojeného utvaru. [

2.1.4 Pravidelny Sestitthelnik

Konstrukce pravidelného Sestitthelnika byla jiz v této praci zminéna, a to v souvis-
losti s moznosti konstrukce pravidelného 2n-tihelnika za vyuziti pravidelného n-thelnika
a os jeho stran.

Tuto metodu by samoziejmé bylo mozné pouzit, nicméné na zakladnich skolach jsou
zaci seznamovani s metodou snazsi. Ta je vlastné, co se tyce konstrukéni narocnosti,
zjednodusenou verzi toho, s ¢im uz davno prisel Eukleides. My si tady ukazeme obé dveé.
Nejprve si predstavime verzi Eukleidovu.

Je dana kruznice | se stiedem S. Body A, D necht lezi na kruznici k a zaroveii jsou
krajnimi body tusecky prochézejici bodem S — priméru kruznice k£ (obr. . Necht [ je
kruznice se stfedem v bodé A a polomérem AS. Pruseciky téchto dvou kruznic nazveme
B, F (B, F € kNl). Bodem F riznym od B nazveme prusecik polopiimky BS a kruznice
k (E €§S N k, E # B). Podobny postup pak plati pro oznac¢eni bodu C' (C € k N ES,
C#F).

Postupnym spojenim bodi A, B, C, D, E, F byl sestrojen pravidelny Sestitithelnik
ABCDEF.

Nyni si dokazeme, ze touto konstrukci skutecné vznikne pravidelny Sestitthelnik.

SKruznice k je kruznice opsand Sestitthelniku ABCDEF.
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Obr. 2.7: Pravidelny sestithelnik dle Eukleida

Diikaz konstrukce pravidelného sestituhelnika, uvedenée v Fukleidovych Zdkladech. Lze tvr-
dit, ze trojuhelniky SAB a ASF jsou rovnostranné. Podle véty o vnitinich thlech troju-
helnika je velikost kazdého vnitiniho thlu %. Jelikoz plati, ze délky tisecek AB a AF jsou
stejné, pak jsou oba trojuihelniky podle véty sss shodné, a tim i jejich vnitini thly. Vzhle-
dem k tomu, ze |ZFSC| = 2R, pak ze vztahu |ZFSC| = |[LFSA| + |£LASB| + |£BSC)|
vyplyvé, ze 2R = 2 + 28 + |/ BSC|, takze plati 28 = |/BSC| = [ZFSA| = |£ZASB|.
Obdobné lze dokazat, ze jsou vSechny stfedové thly shodné. Podle véty sus jsou
vSechny trojuhelniky v daném Sestitthelniku shodné. Potom jsou ale i vSechny strany

Sestitthelnika ABCDEF stejné dlouhé. m

Jak jiz bylo feceno, zaci na zakladnich a stfednich skolach se setkavaji spise s odlisnou
konstrukci. Nech? je dana kruznice k£ a bod A ji nalezici. Sestrojime kruznici /; se stfedem
v bodé A a polomérem SA. Priseciky téchto dvou kruznic nazveme B, F (B, F € kNly).
Sestrojime kruznici [, se stfedem v bodé B a s polomérem stejnym jako u kruznic k, [5.
Pokracujeme az po kruznici 5 (obr. [2.8)).

Postupnym pospojovanim priisecikii kruznice k£ a ostatnimi rysovanymi kruznicemi
l1,15,13,14,15 jsme sestrojili pravidelny Sestithelnik ABCDEF. Jak je na obr. vidét,

uvnitt narysovaného Sestitthelnika byl vytvofen obrazec, ktery pripomina kvét. Prevez-
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meme tedy terminologii z anglické literatury a nazvéme kazdou ze shodnych casti této
kvétiny okvétnim listkem. Nize je uveden diikaz, ze jsou tyto konstrukce na zakladnich

skolach skutecné platné.

Obr. 2.8: Konstrukce pravidelného sSestitthelnika provadéna na zakladnich skolach

Dukaz konstrukce pravidelného sestiuhelnika, prezentované na zdakladnich skoldach. Pokud
bychom mohli predem predpokladat, ze bod F' néalezi kruznici [5, pak by byl diikaz snadny.
7 postupu konstrukce je jasné, ze prvnich pét vytvorenych trojuhelnikt ve vzniklém Ses-
titthelniku je rovnostrannych. Ze tomu tak je i u trojuhelniku Sestého, bude dokazano
nize.

7 véty o vnitinich tihlech trojuhelnika vyplyva, ze velikost kazdého tihlu v téchto rovno-
strannych trojuhelnicich bude %. Jelikoz se kolem bodu S nachézi plny thel, jehoz velikost
je rovna dvéma thlim pfimym a ktery je tvoren vnitfnim thlem kazdého z trojihelnik,
Ize pak zapsat vztah 4R = |LZASB|+ |£BSC|+ |LCSD|+|£DSE|+|ZESF|+|£ZFSA|.

Diky znalosti velikosti thla trojuhelnikt je pak mozné vyvodit, ze

2R 2R 2R 2R 2R
=St T 5 g HILESE,

4R
3+3 3 3

tudiz 28 = |ZESF)|.
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Podle véty usu plati: AASB = AESF. Pak ale plati i |AB| = |E'F|. VSechny strany
Sestitthelnika jsou tedy stejné dlouhé.

Pro dtkaz nutné podminky o shodnosti vSech vnitinich thld pfi vrcholech daného
mnohothelnika bude opét vyuzito shodnosti jejich vnitinich hld. Jako ukazkovy priklad
pouzijeme srovnani thld ABC a BCD. Vzhledem k tomu, zZe jsou vSechny vyskytujici
se zde trojuhelniky navzajem shodné, nebyl by problém analogicky stejny postup aplikovat
i pro ostatni vrcholy Sestitihelnika.

Je o¢ividné, ze plati: |ZABC| = |ZABS|+ |£SBC|, |£BCD| = |£BCS| + |£SCD|.
Diky shodnosti trojihelnikt pak lze tvrdit LZABS = /BCS a £/SBC = /ZSCD.

Podle jednoho ze zakladnich Eukleidovych axiomi ,,Kdyz se pfidaji veli¢iny rovné
k rovnym, i celky jsou si rovny.“[I} str. 43] vyplyva: ZBCD = ZABC. Jak jiz bylo vyse
zminéno, stejny postup by bylo mozné aplikovat u kazdého vnitiniho thlu pfi vrcholu
Sestitthelnika. VSechny strany i vnitini thly sestrojeného obrazce jsou tedy navzajem

shodné. Jedna se o pravidelny Sestitthelnik. O

2.1.5 Pravidelny patnactiahelnik

Poslednim z pravidelnych mnohotihelnikti, jehoz konstruovatelnost pouze pravitkem
a kruzitkem byl Eukleides schopen ukéazat a dokéazat, je pravidelny patnactithelnik. Pti kon-
strukci vyuzijeme faktu, ze pocet vrcholtl je soucinem cisel, jez vyjadiuji pocet vrcholt
pravidelnych mnohothelniki, které jiz dokazeme sestrojit. Nize uvedena konstrukce byla
pfevzata a upravena z Eukleidovych Zdkladd [1, str. 139)].

Do kruznice k narysujeme rovnostranny trojihelnik AFG, a to tak, ze je mu kruz-
nice k kruznici opsanou. Kruznice k je opsanou i pravidelnému pétithelniku ABCDE
(obr[2.9). Kazdy oblouk kruznice ohrani¢eny vrcholy trojihelnika AFG bude rozdélen
na pét stejnych ¢asti, kazda cast je strana konstruovaného patnactithelnika; body A,F,G
je tedy mozné prejmenovat na A;, Ag, A1;. Kazdy oblouk na kruznici k£ ohraniceny vr-
choly pétithelnika ABCDE bude rozdélen na tii ¢asti; vrcholy tohoto pétithelnika lze
prejmenovat na Aj, Ay, A7, Ay, A13. Z toho vyplyva, ze oblouk AC' (A;A;) kruznice k
musi byt rozdélen na Sest ¢asti, oblouk AF (A;Ag) na ¢asti pét. Usecka FC (AgA7) je
tak jednou ze stran pravidelného patnactitthelnika. Po postupném nanaseni této vzdale-

nosti po obvodu kruznice k£ pak ziskavame body A,, Az, A5, Ag, Ag, A12, A14, A15 — vrcholy
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pravidelného patnactitihelnika. Po nasledném spojeni téchto vrchold ziskavame hledany

obrazec (obr. [2.10)).

Ze byl konstrukei skuteéné narysovan pravidelny patnactithelnik, je sepsano nize.

A

Obr. 2.9: Konstrukce pravidelného patnactitihelnika

Diikaz konstrukce pravidelného patndctituhelnika. Abychom mohli bezpecné tvrdit, Ze mno-
hothelnik A; A, ... A5 je skuteéné pravidelnym patnactithelnikem, musime dle jeho de-
finice dokazat, Ze jsou vSechny strany tohoto mnohothelnika stejné dlouhé a ze vSechny
vnitini thly u vrcholt jsou navzajem shodné.

Trojuhelnik AFG (A1 AgAj1) rozdéluje kruznici k na tfetiny. Pokud by tomu tak nebylo
a néktery z obloukid kruznice by byl delsi, nemohl by byt tento trojuhelnik rovnostranny.
Jestlize tedy chceme kruznici rozdélit na patnact stejné velkych ¢asti — ¢ehoz sestrojenim
pravidelného patnactithelnika urcité dosdhneme — odpovida kazdému oblouku ohranice-
nému vrcholy zadaného trojihelnika presné pét stejné velkych casti. Kazda z téchto casti
bude svymi krajnimi body urcovat stranu hledaného rovinného utvaru.

Podobné je to u sestrojeného pétitthelnika. Ten rozdéluje kruznici na pét stejné velkych
ééstiﬂ Potom tedy ale musi byt kazdy oblouk nad stranou pétitthelnika rozdélen na tii

stejné velké casti. Tyto ¢asti jsou ohraniceny vrcholy hledaného obrazce.

6C4sti musi byt stejné velké ze stejného diivodu, jako je tomu u trojihelnika AFG.
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Obr. 2.10: Dokonceni konstrukce pravidelného patnactitthelnika

Jak je vidét, kruznice bude v riznych obloucich rozdélena na rizny pocet stejné veli-
kych ¢asti. Od spole¢ného bodu obou pomocnych obrazcii mtizeme odpocitat, kolik stran
hledaného mnohothelnika ohranicuji jednotlivé zvyraznéné oblouky kruznice k. U oblouku
AB (A1 Ay) se to tyka tii stran, u oblouku BF' (A4As) dvou. Oblouk F'C (AgA7) je tedy
slozen z jedné jediné ¢asti, ktera je patnactinou celé kruznice k. Usecka FC' je pak skutecné
stranou patnactithelnika A; A3 Az ... A14 A5 se vSemi stranami stejné dlouhymi.

Zbyva dokazat, ze i vnitini thly u vrcholi vzniklého obrazce jsou stejné velké. Diikaz
shodnosti vnitinich thli je obdobny dikazu u pravidelného pétitthelnika a Sestitihelnika.

Vznikly obrazec je tedy skutec¢né pravidelnym patnéctiihelnikem. O
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2.2 Pravidelné mnohouhelniky, jejichz predpis kon-

strukce nepochazi z dob Eukleida

2.2.1 Pravidelny sedmnactiahelnik

V této casti se nejdiive zamérime na nezbytné udalosti predchazejici objevu konstruo-
vatelnosti pravidelného sedmnéactithelnika a budeme se zabyvat eukleidovskou konstrukeci
za vyuziti algebraického predpisu. Pak bude ukézan postup hledani vrcholi s vyuzitim
algebraickych znalosti, nakonec prejdeme k samotnym konstrukcim a ukazeme si i pribéh
nejznameé;jsi z nich.

Jak uz bylo zminéno vyse, konstrukci pravidelného sedmnéctitihelnika nebyl Euklei-
des schopen ve své dobé rozhodnout. Jednoznac¢né feseni pak predstavil roku 1796 Gauss,
kdy uvetejnil vétu urcujici, pii kolika vrcholech je mnohothelnik zkonstruovatelny euk-
leidovskou konstrukeci. Navzdory tvrzeni ,, Autorem eukleidovské konstrukce pravidelného
n-tuhelniku pro n = 17 a n = 257 je C. F. Gauss ...“ [2, str. 60] ale Gauss samotnou
konstrukci pravidelného sedmnéactitthelnika svétu nepredvedl.

Zakladni myslenkou v jeho dikazu, Ze je sedmnéactitthelnik zkonstruovatelny euklei-
dovskou konstrukci, je fakt, ze od doby Reného Descarta (1596-1650) bylo mozné pomoci
kruzitka a pravitka narysovat slozené vyrazy obsahujici operace +, —, X, + a V- Jak pak
pozdéji prokazal Pierre Laurent Wantzel (1814-1848) ve své knize [17], je takova kon-
strukce mozna za vyjadieni pravé témito operacemi. Prakticky se tedy otazka konstruo-
vatelnosti zménila na otazku, zda je mozné polohu vrcholu mnohothelnika v komplexni
roviné vyjadrit pomoci algebraickych vyrazii za pouziti vySe zminénych symbold. Kon-

krétné pro pravidelny sedmnactithelnik Gauss nalezl formuli

) 1
cosl—gzﬁ (—1+\/1_7+\/34—2\/1_7+2\/17+3\/1_—\/34—2\/1_7—2\/34+2\/ﬁ>.

Jelikoz je tedy za pouziti pravitka a kruzitka tento vyraz zkonstruovatelny, je mozné nalézt

i dany vrchol pravidelného sedmnactithelnika.
Nyni se ale vratime na okamzik zpét ke Gaussové vété a jeho myslence, dle niz je
hledani vrcholti n-thelnika v podstaté hledanim kotrent rovnice n-tého fédu[]. V pripadé

pravidelného sedmnéctitthelnika pak musi platit #!” = 1, po zjednoduseni pro kofen x = 1

"Postup je podrobnéji popsan v knize [10].
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pak 216+ 2% +. ..+ 2+1 = 0. JiZ je tedy znamo, Ze jeden z vrcholi hledaného mnohotihel-
nika bude mit soutadnice 1 a 0, dalSich Sestnact vrcholti pak bude s pravidelnymi odstupy

rozlozeno na jednotkové kruznici se sttedem v pocatku. Podle Moivrovy véty obecné plati

2

7k =1,2,...,16. Déle pro takovéto kofeny miizeme Fici,

X = cos ka+i sin ka pro o =
ze jejich indexy odpovidaji exponentu. Pro libovolné k pak bude z;’ = 1.

Jak je uvedeno v knize [10], Gauss nazyva ¢islo 3 primitivnim kofenem &isla 17
Kofeny ptivodni rovnice mizeme tedy sefadit v takovém poradi, kdy je néasledujici kofen

tfeti mocninou kotfenu predchazejiciho:
X1,23,%9, 10,13, 5, L15, L11, L16, L14, T8, L7, T4, 12, T2, Te

Jelikoz je ¢islo 16 mocninou ¢isla 2, je mozné feSeni rovnice Sestnactého stupné prevést
na feSeni kvadratickych rovnic opakovanou substituci za kvadraticky ¢len. Pro jejich feseni
vyse zminénych Sestnact korentl sefadime celkem do ¢trnacti skupin po dvou, c¢tyfech
¢i osmi prvcich:

y1:xl+mg+x13+x15+$16+m8+x4+m2
Yo = T3+ T10 + T5 + 11 + T1a + T7 + T12 + T
21:$1+ZE13+ZB16+9§4, 29 = X9 + T15 + Tg + T2
23 = T10 T T11 + X7 + Te, 24 = T3+ T5 + T1a + T12
U1:$1+I16, u2:x13+x4, U3:I15+I27 Uy = Tg + Tg
Us = T11 + Te, Ue = T10 + Ty, U7 = Ts + T12, Ug = T3 + T14

Dle vyse uvedené rovnice Sesnactého stupné pak lze usoudit, ze y;+yo+1 = 0. Abychom
byli schopni vyuzit Vietovych vzorcili, vyjadiime i soucin vyrazi y;, yo. Po tpraveé vsech

exponentti vyssich nez 17 dostavame
Y1 - Y2 :4(I1+ZE2+"'+I16> = —4.

isla y1,ys jsou tedy feSenim rovnice y“ + y — 4 = 0. Podobnym postupem jsou ziskany
Cisl j tedy Teseni i 2 4 = 0. Podobnjy t j iskd

i ostatni rovnice a dopocitany jednotlivé kofeny.

8T¥eti mocniny &isla t¥i maji po vydéleni sedmnécti viechny zbytky od jedné do Sestnacti.
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Jesté je ale nutné zjistit, jakd znaménka budou mit jednotlivé hodnoty u, ve kterych
kvadrantech se prislusné body z budou nachéazet. Jak jiz bylo mozné si vSimnout, pro u

plati obecny vztah v = z, + x17_; = 2 cos ka. Pro jednotlivé hodnoty u pak vychézi:
Uy = 2cosa, uy = 2cosda, ug = 2cos2qa, uy = 2cos8a,

Ug = 2cosba, uyg =2cosTa, uy; = 2c08da, Ui = 2cos 3a.

Vzhledem k tomu, Ze o thlu a ma platit o = ?—T;, miizeme tvrdit, ze 4a < 90°, 5a > 90°.
Pak tedy plati, ze jsou wuy, us, ug, u7; negativni. Podobné by slo odpocitat i znaménko
uzazy.

Strana pravidelného mnohotihelnika pak ma velikostﬂ

[1—
azQsin%zZ %zxﬂ—ul.

Algebraickymi metodami jsme tedy schopni jednotlivé vrcholy nalézt. Nyni si ukdzeme,
ze v pripadé sedmnactithelnika toto dokédzeme i geometickymi prostfedkym.

Nize je uvedena konkrétni konstrukce pro Gaussem objevenou formuli. Ta je se zmé-
nami uvedena v [I3] str. 212-213].

Na jednotkové kruznici k se stfedem O zkonstruujeme vzajemné kolmé primeéry této
kruznice AB a C'D. V bodech A,B pak narysujeme tecny p, q ke kruznici k (obr. .

Vzhledem k tomu, ze budeme vysSe uvedeny algebraicky vyraz porovnavat, pouzijeme

substituci u; = 2 cos ?—T; Tim po zjednoduseni dostavame

1 / /
u1:§(—1+\/ﬁ+\/34—2¢ﬁ+2\/17+3\/1_— 34— 2V17 -2 34+2\/1_7>.

Jelikoz se cely zkonstruovany vyraz bude nasobit %, budeme rovnou konstruovat veli-

kosti osmkrat mensi nez u jiz znazornéné jednotkové kruznice. Proto uvazujme, zZe polomeér
narysované kruznice k£ ma velikost 8.
Nechf je bod E v poloviné usecky AO, bod G dvé jednotky nad A a bod F' jednotku

pod AT

Pomoci Pythagorovy véty 1ze dopocitat hodnotu pro FF':

|EF| = \/|AF]? + |AE? = V17

9V piipadsé, 7e je jeho kruznici opsanou jednotkova kruznice.

107a pomoci téch algebraickych.
1Vsechny tii body (A, G, F) nalezi piimce p.
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Kruznice [ se sttedem v bodé F' a polomérem FEF protne polopfimku AG v bodé H.
Je zfejmé, ze plati |[HA| = |EF| — 1 = /17 — 1. Po opétovném uziti Pythagorovy véty

pro trojuhelnik FH A ziskavame velikost tsecky HE:

HE| = \/THAP + [ABP = \/ (VI7 — 1)2 + 16 = /34 — 217

Necht je déna kruznice m = (H;|HE|). Pruseciky s pfimkou p nazveme I a J.
Pak plati:
[TA| = |IH|+ |HF| — |[FA| = /34 — 21T+ V17 - 1

[JA| = [IH| — |[HF| + |[FA] = \/34 = 2V17 = V17 + 1

Obr. 2.11: Konstrukce pravidelného sedmnactithelnika na zakladé algebraického predpisu

Na tsecce AB uréime bod K tak, aby platilo |AK| = |AJ| (obr. 2.12)). Na polopiimce
FE nalezneme bod L tak, aby platilo: [F'L| = v/17 + 2. Necht kruznice n = (G;|FL|)
protina prodlouzeni pruméru AB v bodé M. Pak plati:

|AM| = IGMP — JAGE = \/IFLP — 4 = \/(VIT +2)? — 4 = /17 + 4V/T7.
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Ve stiedu usecky K M nalezneme bod N. Nyni zkonstruujeme kruznici r = (N; [ M NJ).
Ta protne poloptimku AJ v bodé P. Podle Eukleidovy véty o vysce vime:

|PA]? = |AK| - |[AM| = |AJ| - |[AM|

|PA|2:( 34—2\/ﬁ—¢1—7+1) 17 + 417

Na polopfimce AF nalezneme bod @ tak, aby platilo |PA| = |PQ)|. Pak je

Obr. 2.12: Konstrukce pravidelného sedmnéctitthelnika podle algebraického predpisu

|AI|+|AQ|:\/34—2\/1_7+\/1_7—1+2\/( 34—2\/ﬁ—\/1_7+1> \ 17 + 4V17,

coz odpovida hodnoté vyse zvoleného u;.
Piimky IO a ¢ se protnou v bodé R (obr. [2.13)). Spojenim bodt R a @ ziskdvame
bod S — prusecik tsecek RQ) a OD. Vznikly trojuhelnik RSO je podobny trojihelniku
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RQI, a sice s koeficienten podobnosti % Proto také bude platit, ze

21
U] = COS —

1

1
2
Po sestrojeni kolmice k tise¢ce OD prochéazejici bodem S ziskdme body T}, T5 — vrcholy
pravidelného sedmnéctitihelnika. Usecky DT}, DT} jsou tedy jeho stranami.
Timto se nam sice podarilo pravidelny sedmnactithelnik zkonstruovat, nicméné kon-

strukce byla znac¢né zdlouhava a neprakticka. Podobné tomu bylo u vSech ostatnich, které

byly predkladany nedlouho po Gaussové objevu.

B q
I
k C
A 0 B
Q
S
EM R
T2 D T \

Obr. 2.13: Nalezeni délek stran pravidelného sedmnéctitthelnika

35



Vyse predvedenym propojenim eukleidovské geometrie a algebry Gauss ukazal dopo-
sud nepredstavitelné moznosti, kam az geometrie miize zasahovat. Uz nebyla pouze na-
strojem ke sledovani jiz davno jasného, evidentniho a znamého, ale stala se dalsi oblasti
matematiky plnou neprozkoumaného.

Zjisténi, ze pravidelny sedmnactitihelnik je zkonstruovatelny eukleidovskou konstrukei,
vyvolalo vinu zajmu, kdyz se danou konstrukci matematici snazili nalézt. Zkonstruovat
se ho podarilo az o né€kolik let pozdéji. Mezi prvnimi byli naptiklad Johannes Erchinger
(1788-1829), Magnus Georg von Paucker (1787-1855) a dalsi. Jejich konstrukce jsou ale
vétsinou prilis slozité a nepraktické. Za autora jedné z prvnich konstrukei pravidelného se-
dmnactithelnika provedené geometrickymi prostredky je pak povazovan pravé Erchinger.
Tuto konstrukci pak mél sepsat roku 1825. K samotnému vytisku pravdépodobné ale nikdy
nedoslo. O tom svédéi jak poznamka v knize [20), str. 37]@ tak jeho nemoznost zpracovani
pro knihu [9], kdy préce, o které se ve svém dile Werke II Gauss zmitiuje, neni k dispozici,
a to jak v Némecké knihovné, tak v Kralovské védecké spolec¢nosti v Gottingenu.

Jak je mozné vidét v knize [9], objevovaly se konstrukce pravidelného sedmnéctithel-
nika za pouziti nanejvys pravitka a kruzitka skutecné v hojném poctu. S velmi zajimavou
konstrukei prisel roku 1911 Theodor Vahlen (1849-1945). Konstruuje v ni pouze takové
kruznice, které prochazeji spolecnym prisec¢ikem. S dalsimi zajimavymi konstrukcemi pak
ptisli Christian von Staudt (1842) a Heinrich Schroder (1872). Ti vyuzivaji pevné zadané
kruznice se stredem. Tu rozdéli na sedmnact stejnych casti, a to pouze za vyuziti ptimek.
Gotthilf Mulsow (1898), Louis Gérard (1897) a Richard Giintsche (1902) pak pfichazeji
s takovymi konstrukcemi, pii kterych dokonce nevyuzivaji pravitka. Dokonce je v knize
[9] k nalezeni i konstrukee, pti které bylo vyuzivano jen konstrukce pravych thlu.

S nize uvedenou prisel roku 1893 britsky ucitel na univerzité v Cambridge — Herbert
William Richmond (1863-1948). Jeho konstrukce je dnes povaZzovana za jednu z nejele-
gantnéjsich; sklada se celkem z ¢trnacti kroki, kdy v predposlednim budou objeveny body
Ps, Ps — tieti a paty vrchol sedmnactithelnika. Tato konstrukce je uvedena naptiklad

v [11}, s. 206-207]. Grafické znazornéni konstrukce je na obr.

12V dopise adresovaném Gaussovi mé profesor prav na univerzité v Thiiringu Heinrich Schrader vyzjvat

k nutnému prepracovani formy, bez néjz neni mozné dané dilo vydat.

36



Obr. 2.14: Konstrukce pravidelného sedmnéactitthelnika

Necht jsou OA a OB (...) navzajem kolmé poloméry kruznice. Narysujte
usecku OI v jedné ctvrtiné OB a uhel OIF v jedné c¢tvrtiné O[Aﬁ; poté
naleznéte na polopifmce AO bod F tak, Ze plati EIF je 45T% Necht kruznice
nad primérem AF protind OB v bodé K a necht kruznice se stfedem v bodé F
a polomérem FK protind OA v bodech N3 a Nj. Pak jestlize jsou odvésny N3 P
a N5Ps narysovény do kruznice, arcsin |AP3| a arcsin |[APs| budou || a |Z|

délky kruznice. [IT} str. 206-207]"]

Body P; a P5 oznacuji tieti a paty, bod A prvni vrchol hledaného mnohothelnika. Nyni
méme vice moZnosti, jak postupovat. Z nalezenych vrcholt (A, P3, P5) si vybereme jednu
dvojici a na kruznici postupné nanasime vzdalenost odméfenou mezi vybranymi body.
Na obr. je znazornéno poradi, v jakém jsme nachdzeli vrcholy sedmnéctithelnika
pri pocatecni zvolené dvojici A, P3, ale vzhledem k tomu, ze kazda z dvojic ohranic¢uje
%, %, popripadé % délky kruznice a kazdy nasobek ¢isel 3, 2 a 5 po vydéleni sedmnécti
dava vzdy ruzny zbytek od 1 do 16, jsme schopni kterymkoliv z téchto zptisobi nalézt

vSech sedmnéct vrcholt hledaného mnohothelnika.

Bp e OA
Up ¢ EA
I5Ptelozeno autorkou prace.
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Obr. 2.15: Nalezeni zbylych vrcholt pravidelného sedmnéctitithelnika

Dikaz této konstrukee je v [II], str. 206-207] nebo [12] str. 459-461].

2.2.2 Dalsi zkonstruovatelné mnohotuhelniky

Jak jiz bylo zminéno vyse, neni mozno urcit, kolik presné je Fermatovych prvoci-
sel, a tak ani to, kolik pfesné pravidelnych mnohothelnikii s lichym poctem vrcholt
je eukleidovsky zkonstruovatelnych. Konkrétné tedy takovych, jejichz pocet vrchold je
roven Fermatovu prvocislu. Nicméné zkoumani konstrukei pravidelnych mnohothelnikt
u sedmnéactitthelnika neskoncilo. Roku 1832 prisel s konstrukeci pravidelného 257-tithelnika
Friedrich Julius Richelot (1808-1875). Uvetejnil ji ve svém élénkulT_GI. Se zjednodusenymi
konstrukcemi pak pfisli naptiklad Duane W. DeTemple (1991), Christian Gottlieb (1999)
koncem dvacatého stoleti. I tak maji ale tyto konstrukce vice nez 1 150 kroki.

Dalsim Fermatovym prvocislem, konkrétné tedy Fj, je ¢islo 65 537. S konstrukei

65 537-tthelnika mél piijit Johann Gustav Hermes (1846-1912). Nad danou konstrukei mél

2T = 1, sive de divisione circuli per bisectionem anguli septies

16 De resolutione algebraica aequationis x
repetitam in partes 257 inter se aequales commentatio coronata v novinach Journal fiir die reine und

angewandte Mathematik
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badat celych deset 1etE} Hotové spisy mély mit celkem 191 listd papiru. Kufiik, ve kterém
byly dané materialy roku 1889 predlozeny, je i s nimi uschovan na univerzité v Géttingenu.
Spravnost danych spistt pak dokonce nikdo neumél zkontrolovat. O pét let pozdéji o své

praci napsal sim Hermes do tietiho vydani Gottingenského zpravodaje.

17Zminéno je toto napi. v [§]
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Kapitola 3

Priblizné konstrukce pravidelnych

mnohouhelniku

3.1 Pravidelny sedmiahelnik

Pokud bychom pravidelné mnohothelniky méli sefadit vzestupné podle poctu vr-
chold, byl by sedmitihelnik prvnim, ktery nelze sestrojit eukleidovskou konstrukei. Protoze
ale tento fakt az do roku 1801 nebyl dokazan, snazili se jeho konstrukei objevit jiz v nejstar-
sich civilizacich. S konstrukci pomoci rovnostranného trojuhelnika se zabyval naptiklad
orientalni ucenec Abu —' 1 — Wafa & Aristoteles z antického Recka.

Nejprve si ukdzeme, pro¢ neni mozné sestrojit pravidelny sedmithelnik jen za pouziti
kruzitka a pravitka, a poté si predstavime nékteré z pribliznych konstrukei.

Pro tentokrat vynechdme Gaussovu vétu, kterd vylucuje, ze by takovyto mnohothel-
nik bylo mozné narysovat pfesné pomoci pravitka a kruzitka. Pokud méa byt sedmithelnik
pravidelny, tak musi platit 7 = 1. Stejné jako u obecného feseni pravidelnych mnoho-
thelniki mizeme urcéenim jednoho z kofenti (z = 1) snizit stupen polynomu na polynom
nasledujici: 26 + 2% + .-+ + 22 + 2 + 1 = 0. Takovyto polynom ale nem4 feseni v radi-
kalech. Je tedy nemozné takovyto mnohothelnik narysovat pouze Eukleidem povolenymi
prostiedky.

Nyni se budeme zabyvat konkrétnimi pfibliznymi konstrukcemi a tim, jak se takové

hodnoty lisi od pravidelného sedmithelnika.
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Jedna z nejstarsich konstrukci vyuziva rovnostranného trojuhelnika vepsaného zadané

kruznici. Stranou sedmithelnika je jedna polovina strany tohoto trojthelnika.

Obr. 3.1: Priblizna konstrukce sedmithelnika

Nyni vypocitame, jak velké chyby jsme se pii konstrukei dopustili. Strana rovnostran-
ného trojihelnika vepsaného do jednotkové kruznice mé délku v/3. Jedna strana sedmi-
thelnika ma mit polovi¢éni délku — %g Pak by ale thel u stfedu musel byt roven cca
51,317 813°. Pokud ale na druhou stranu uvazujeme, Ze u plného thlu mé byt sedm
shodnych uhl, musi byt kazdy z nich veliky 51,428 571°.

Dalsi ptiblizna konstrukce je napiiklad v knize [5, str. 61] nebo [7), str. 119].

Necht je déna kruznice k se stiedem S a polomérem SB (obr. 3.1)). Necht je dén
bod C tak, aby platilo |SC| = |CB|. Sestrojime kolmici p k tseéce SB tak, aby platilo
C € pNSB. Bod A je prusecik kruznice k a primky p. Délka tsecky A;C' je pak priblizné
rovna délce s strany sedmithelnika. Po postupném nanaseni této vzdalenosti na kruznici
a spojeni vzniklych prisecikti dostaneme hledany sedmitihelnik.

Nyni se zaméfime na pfiblizny vypocet chyby, které by bylo pfi takovéto konstrukei

dosazeno. Dle této konstrukce plati, ze

2 3
|ALC| = 7“2—% :\/7_7“.
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Obr. 3.2: Pfiblizna konstrukce sedmitihelnika

Délka strany pravidelného sedmitihelnika je rovna |A; As| = 27sin Z. Pro konkrétnéjsi
udaje pak po zaokrouhleni vysledkii na pét desetinnych mist vychazeji hodnoty 0,867 84-r
a 0,866 02-r. Vysledné hodnoty se tedy oc¢ividné 1isi, ale odchylka je vcelku malé (necelé
0,002-r). V praxi to znamend, Ze pti poloméru 10 cm by byla chyba v délce strany 0,2 mm.

Posledni konstrukei, kterou si zde predvedeme, v knize [14] uvadi Robert Dizon. P¥i té
bychom pii plném tthlu u stfedu kruznice meéli mit chybu pouze 0, 3°.

Do jednotkové kruznice k narysujeme okvétni listky jako pii konstrukci pravidelného
sestitthelnika ABCDEF. Poté z bodu A jako stfedu narysujeme dalsi oblouk /, a to podle
obr. . Nechf je bod P prusecikem tohoto oblouku s kruznici &, a to konkrétné ten, ktery
je blize bodu B. Spojme tedy bod P s bodem F. Use¢ka FP ohrani¢uje oblouk o délce
% délky celé kruznice. Nalezenim jeho stfedu ziskame i hledany vrchol sedmitihelnika. Toto

tvrzeni si nyni dokazeme.

LOblouk I m4 s oblouky BOD a DOF vzdy jeden spole¢ny bod.
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Pro zacatek budeme uvazovat, ze ma oblouk [ polomér V3 — 1. Pro¢ tomu tak
je, si ukdzeme nize. Spojenim bodi A, P se stfedem kruznice k ziskdvame rovnora-
menny trojihelnik OPA (obr. . Po dosazeni do kosinové véty ziskavame velikost thlu
POA: |[£ZPOA| = 42,941 403°. Sousedni trojihelnik AOF je rovnostranny, velikost vSech
jeho vnitinich thlt je stejna. Plati tedy: |ZAOF| = 60°. Uhel POF méa tedy velikost
102,941 403°. To je ale priblizné dvojnasobek stiedového tthlu pravidelného sedmithel-
nika. Osa tohoto thlu déli tuto kruhovou vysec na dvé shodné ¢asti, jeji prisecik s kruznici
k se nachazi v poloviné oblouku PB a je vrcholem konstruovaného sedmithelnika.

Vyse jsme predpokladali, ze polomér vnitini kruznice se stfedem v bodé A je roven

v/3 — 1. To bude nyni dokézano.

Obr. 3.3: Priblizné konstrukce pravidelného sedmithelnika

Jak je zobrazeno na obr. [3.4] je mozné sestrojit trojuhelniky ACE a AK H, kde body K
a H jsou te¢nymi body relevantnich obloukii. Tyto body lezi na tseckach AC, popiipadé
AF, jelikoz tyto jsou spojnicemi stiedti odpovidajicich obloukii.

Polomér kruznice k je 1, thel COFE je roven 2?” Pomoci kosinové véty tedy dokazeme
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Obr. 3.4: Priblizna konstrukce sedmithelnika

vypocitat délku strany rovnostranného trojuhelnika AC'E:

a’> = b + & — 2bccosa

2
a2:2—2(:os—7r
3

a=+3

Jelikoz H € AFE, plati:
|AH| = |AE| — |HE|

|AH| =3 -1

Polomér zkoumaného oblouku se stfedem v bodé A mé skuteéné polomér v/3 — 1

prii jednotkovém poloméru kruznice k lE]

2Polomér o velikosti 1 byl vybran zdmérné kvili vipoétiim, nicméné pii jiném poloméru dojde ke zméné

konkrétnich délek, nikoliv v§ak poméri ¢i thli.
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3.2 Pravidelny devitiihelnik

Mnohé jisté napadne, ze devititthelnik 1ze sestrojit celkem snadno. Staci sestrojit troj-
uhelnik a kazdy jeho thel rozdélit na tretiny. Jenze zde nastava problém. Jiz v ivodu této
kapitoly bylo ukazano, ze trisekce uhlu pomoci pravitka a kruzitka je nefesitelny problém.

Opét si zde predstavime metodu, pomoci které by bylo mozné devititthelnik sestrojit.
Ta byla upravena dle knihy [14].

Narysujeme pravouhly trojuhelnik KLM s pravym thlem u vrcholu L a odvésnami
délek |KL| = v3 —1[a |[LM| = 2 (obr. B.5). Uhel u strany LM bude mit velikost
priblizné 20°. Stejné tak jsme schopni narysovat pravouhly trojuhelnik LM N s pravym
uhlem pfi vrcholu L a za predpokladu, ze M # N. V takovém piipadé pak méame troj-
thelnik KM N s thlem pti vrcholu M o velikosti ptiblizné 40°. Nyni sestrojime kruznici
k = (M;1). Jeji priseciky s trojuhelnikem KMN jsou pak sousedni vrcholy A, A; hleda-

ného devitithelnika.

Obr. 3.5: Priblizné konstrukce pravidelného devititthelnika

Pokud by byla velikost thlu K M N rovna 40°, jednalo by se o pravidelny devititthelnik

3Délku v/3 — 1 lze sestrojit pomoci Eukleidovy véty o visce, jak tomu bylo vyse u konstrukce pravi-
delného sedmnéactithelnika, popfipadé pomoci priblizné konstrukce pravidelného sedmithelnika, kde je

useCka PA rovna pravé nami pozadované délce.
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zkonstruovatelny eukleidovskou konstrukei. P¥i deviti stranach by byl totiz soucet vniti-
nich thla pfi vrcholu M roven thlu plnému. Jak jiz ale bylo zminéno vyse, |ZK M L| = 20°
a |/KM N| = 40° plati pouze piiblizné. Zaméime se tedy na to, jaké chyby jsme se pii kon-
strukci dopustili. Toto budeme zkoumat pravé na jiz zminénych thlech. Velikost thlu «,

ktery byl sestrojen nami provedenou konstrukci, odpovida vztahu

—1
« = arctan \/52 = = 20,103 909°.

Trojuhelniky KLM a NLM jsou ale dle véty sus shodné, tthly KLM a NLM tak maji

stejnou velikost. Proto plati, ze
|/KMN|=2|ZLMK| = 40,207818°.

Chyba, které jsme se timto dopustili, odpovida vztahu

40,207818

—1=1,0051955 -1 = = 0,005
40 Y Y Y

takze zhruba 0,5 %.
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Z.avér

V této praci je ¢tendl seznamen jak s metodou sestrojeni a dikazy zakladnich kon-
strukei pochazejicich uz z dob antického Recka, tak i s konstrukcemi, které spat¥ily svétlo
svéta az v 18. stoleti nebo i pozd€ji. Zejména pak u téch pozdéji objevenych je poukazo-
Geometrie tak uz neni uzavienou kapitolou, nicméné odvétvim, kde je stale co objevovat.
Jako priklad lze uvést otazku, kolik mnohothelnikd s lichym poctem vrcholi je mozno
sestrojit eukleidovskou konstrukci nebo kolik thli by mél mit dalsi mnohothelnik, ktery
lze takto sestrojit.

Prilomovou se stala Gaussova véta, ktera jiz ve své podstaté spojuje geometrii a al-
gebru. V tom, kdo ji nakonec dokazal, nemaji oc¢ividné autofi rtiznych publikaci jasno.
Napiiklad tedy se lze docist, Ze je autorem této véty Gauss, nicméné podle [16] ¢i [17]
ji nemél sam dokazat.

Tato prace se jako jedna z mala cesky psanych praci zabyva klasifikaci pravidelnych
mnohothelnikt v zavislosti na jejich zkonstruovatelnosti eukleidovskou konstrukei. Jako
snad jedina blize ¢tenafe seznamuje i s pravidelnym sedmnactithelnikem a nékterymi
jeho konstrukcemi. Jak je jiz v dané kapitole zminéno, existuje spousta zptisobi, jakymi
je mozné pravidelny sedmnactithelnik sestrojit. Pfi pripadném rozsifeni této prace by
bylo urcité mozné blize se jesté jednotlivym konstrukcim vénovat. Stejné tak by bylo
mozné i rozsifit seznam priblizné zkonstruovatelnych pravidelnych mnohotihelniki, a to
napiiklad o pravidelny jedenactitihelnik.

Tato bakalarska prace se vsak svym tématem hodi i k rozsifeni na praci s didaktickym
zameéfenim, kdy by bylo mozné naptiklad porovnat zptisoby konstrukce jednotlivych pra-
videlnych mnohothelniki na zékladnich ¢i stfednich skolach, jakym zpiisobem jsou dané

konstrukce zakiim prezentovany, zda a jak jsou seznamovani s diikazy danych konstrukei.
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