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Uvod

Nejdiive ze vSeho je potieba upiesnit nékteré zakladni pojmy, které souvisi s pokryva-
nim. Vétsinou se budeme zabyvat pokryvanim obdélnikiu o velikosti m x n, kde m,n € N.
Takovy obdélnik se sklada z mn ¢tvercu o velikosti 1 x 1, budeme tikat, ze obdélnik ob-
sahuje mn policek (obrazek . Nékdy budeme zkoumat pokryvani jinych rovinnych ploch
nez obdélniku, ale vzdy se budou tyto plochy skladat z daného poctu policek. Napt. muzeme
pokryvat plochu, kterd vznikne z obdélniku o velikosti 3 x 5 odebranim vsech rohovych
policek. Jednalo by se potom o plochu velikosti 11 policek (obrazek .

Pokryvat budeme pomoci dlazdic znamych pod nazvem polyomina. Jsou to obrazce,
které pokryvaji urcity pocet policek. Nejmensi mozné polyomino je monomino, to pokryva
pravé jedno policko. Ostatni vétsi polyomina lze vzdy poskladat z koneéného poctu mo-
nomin tak, ze kazdé monomino tohoto obrazce musi mit spole¢nou alespon jednu stranu
s libovolnym jinym monominem, proto utvar na obrazku [3| za polyomino povazovat nebu-
deme.

Obrazek  2: Plo-

Obréazek 1: Obdélnik cha, ktera vznikne Obrézek 3: Tento ob-
o velikosti 3 x 5 obsa- z obdélniku o veli- razec nepovazujeme
hujici 15 policek kosti 3 x 5 odebranim za polyomino

vsech ¢tyt rohu

Polyominu, které pokryva dveé policka, budeme tikat domino. Polyominu, které pokryva
tfi policka, budeme tikat tromino. Je mozné vytvorit dva druhy tromin a podle toho, jaké
pismeno pripomind tvar tromina, je budeme nazyvat: L-tromina a I-tromina. Obdobné po-
jmenujeme dalsi vétsi polyomina (tetromina, pentomina, hexomina, heptomina, oktomina,
nonomina atd.). V tabulce (1| jsou zndzornéna a popsana polyomina, se kterymi budeme
nejcastéji pracovat.

Za plochu pokrytou polyominy budeme povazovat takovou plochu, jejiz kazdé policko
je pokryto pravé jednim polyominem. Zaroven se nesmi stat, ze by polyomino piesahovalo
pres okraj plochy.

V typickych tlohéch bude nasim tkolem nalézt pokryti konkrétni plochy pomoci za-
danych polyomin, vétsinou pomoci nékolika polyomin stejného druhu, ale nékdy i pomoci
polyomin ruznych druht. Samoziejmé ne vzdy hledané pokryti existuje, proto v nékterych
ulohach budeme hledat dukaz neexistence takového pokryti.

V nékterych tlohdch se také muzeme zajimat o to, zda je dané pokryti invariantni
vudi sttedové ¢i osové soumeérnosti. Hovorime potom o tzv. stfedové soumérném pokryti



Tabulka 1: Polyomina

Monomino

[ ]
Domino Dj

I-tromino L-tromino

Tromino @ ‘

I-tetromino O-tetromino Z-tetromino L-tetromino T-tetromino

| B | |
Tetromino E ‘ ‘ L

(obrazek , resp. osové soumérném pokryti (obrazek . Pti pokryvani ¢tverce se navic
muzeme potkat s pokrytim invariantnim vuci otoceni o 90° okolo stredu ¢tverce (obrézek@.

Dalsi pojem, se kterym se potkame pii pokryvani obdélniku, je zlom. Jedna se o vo-
dorovnou nebo svislou tsecku, jejiz krajni body lezi na protilehlych stranach obdélniku.
Navic tato tsecka neprotind zadné policko obdélniku, pouze se jich dotyka podél jejich
stran (obrézek [7)). Této definici vyhovuji i samotné strany obdélniku, ale ty za zlomy
povazovat nebudeme. Ziejmeé tedy v kazdém obdélniku o velikosti m x n najdeme m+n—2
zlomu. V nékterych tlohach o pokryvani obdélniku budeme odlisovat, zda je dané pokryti
rozlozitelné ¢i nerozlozitelné. Rozlozitelné pokryti je takové, ve kterém se nachazi néjaky
zlom, ktery neprotind zadné polyomino, pouze se jich dotykd podél jejich stran (obrazek .
Naproti tomu nerozlozitelné pokryti je takové, ve kterém kazdy zlom protind alespon jedno
polyomino (obrézek [9).

Obrazek 4: Stredove Obrazek 5.  Osoveé Obrazek 6: Pokryti
soumeérné pokryti soumérné pokryti ¢tverce invariantni vuéi
obdélniku obdélniku otoceni o 90°



Jelikoz pomoci danych polyomin Ize pokryt pouze nékteré obdélniky, ale jiné zase ne,
nabizi se ulohy, ve kterych je cilem odvodit kritéria, jez musi obdélnik splnovat, aby bylo
zaruceno, ze jej 1ze pokryt zadanymi polyominy. Tyto naro¢néjsi ilohy jsou ¢asto rozdéleny
do nékolika diléich ¢asti.

Prevazné se tedy budeme vénovat existenci ¢i neexistenci pokryti. Vétsinu ploch lze
pokryt vice zpusoby. Téchto zpusobu byva dokonce obrovské mnozstvi, proto nemé smysl
snazit se najit vsechna mozna pokryti. Muze nas vsak zajimat, kolik moznych pokryti za-
daného obdélniku existuje. Touto problematikou se budeme zabyvat v posledni kapitole.

Zmacnou ¢ast uloh této diplomové prace jsem prevzala z odborné literatury. V kazdé
takové tloze je vzdy u zadani citovan ptislusny pramen.

Obra,zek 7 vCervene Obrézek 8: Rozlogitelné OIE)_razelf 9: Neroz—/
svisly a modie vodo- lozitelné pokryti

rovny zlom pokrytf obdélniku obdélniku



1 Pokryvani obdélnikii dominy

Uloha 1.1 ([11], str. 3). Jaké podminky musi spliovat ¢sla m,n € N, aby obdélnik
o velikosti m x n Sel pokryt dominy?

Resent: Uvédomme si, ze libovolné mnozstvi domin pokryvé sudy pocet policek. Je
tedy zfejmé, ze jestlize obdélnik o velikosti m X n lze pokryt dominy, potom pocet policek
obdélniku, tj. ¢islo mn, musi byt sudé. Toto je nutnd podminka a nabizi se otazka, jestli
je 1 podminkou postacujici. Jestlize je ¢islo mn sudé, potom alespon jedno z ¢isel m nebo
n je sudé. Predpokladejme, ze n je sudé, tj. pocet policek v jednom radku je sudy. Kazdy
radek tedy muzeme pokryt dominy umisténymi ve vodorovné poloze.

Obdélnik o velikosti m x n lze tedy pokryt dominy prave tehdy, kdyz mn je sudé.

Uloha 1.2 ([13], str. 11). Je mozné pokryt dominy ¢tverec o velikosti 8 x 8, ze kterého
odebereme dvé protilehla rohova policka?

Reseni: Zbyld plocha obsahuje 62 policek, coz je sudé ¢islo. Je tedy splnéna nutnd
podminka pro pokryvani dominy a na prvni pohled se muze zdat, ze pokryti existuje.

K nalezeni feSeni nam v tomto ptripadé pomuze vhodné obarveni policek ¢tverce. Kazdé
policko obarvime cernou, nebo bilou barvou tak, aby se stejné barevna policka dotykala
pouze rohy (obrazek . Jednd se o klasické obarveni Sachovnice. Pokud nyni umistime
domino na libovolné misto obarveného ¢tverce, domino vzdy pokryje jedno cerné a jedno
bilé policko. Z toho lze odvodit dalsi nutnou podminku. Jestlize ¢tverec, obdélnik (¢ jinou
plochu vzniklou z obdélniku odebréanim nékterych policek) 1ze pokryt dominy, potom musi
obsahovat stejny pocet ¢ernych a bilych policek.

Vratme se nynf k nasemu pifkladu. Ctverec o velikosti 8 x 8 m4 32 ¢ernych a 32 bilych
policek. Kdyz z tohoto ¢tverce odebereme dva protilehlé rohy, coz jsou policka obarvena
stejnou barvou, zbyde 30 policek jedné barvy a 32 policek druhé barvy.

Druha nutnd podminka neni splnéna, proto ¢tverec o velikosti 8 X 8 bez dvou proti-
lehlych rohu nelze pokryt dominy.

Obrézek 10: Ctverec obarveny jako
Sachovnice




Uloha 1.3 ([13], str. 12). Je mozné pokryt dominy ¢tverec o velikosti 8 x 8, ze kterého
odebereme dvé prilehla rohova policka?

Resens: Obé nutné podminky jsou v tomto pifpadé splnény. Chceme pokryt 62
policek, pricemz 31 je cernych a 31 je bilych. Jedno z moznych teSeni je na obrazku

Uloha 1.4 ([13], str. 12). Dokaite, 7e jestlize ze ¢tverce o velikosti 8 x 8, ktery je
obarven jako Sachovnice, odebereme libovolné cerné a libovolné bilé policko, potom lze
zbyvajici plochu pokryt dominy.

Resenid: V této tloze si vezmeme na pomoc Sachovou figurku véz, kterd se smi na 3a-
chovnici v jednom tahu posunout o libovolny pocet policek vodorovné nebo svisle. Najdeme
cestu véze po Sachovnici 8 X 8, kde pfi této cesté véz navstivi kazdé policko sachovnice prave
jednou a na zaveér své cesty se vrati na startovni policko. Takovych cest je mnoho, jedna
je na obrazku

Podél nalezené cesty muzeme nasklddat domina tak, jak ukazuje obrézek [13] Nyni
ze Sachovnice odebereme libovolné ¢erné policko. Cesta véze uz neni uzaviena, ale stéle tvori
jednu souvislou cestu, ktera zac¢ind i konci na bilém policku. Déle ze Sachovnice odebereme
libovolné bilé policko. Bud odebereme prvni (resp. posledni) policko cesty, ¢imz ziskdme
jednu souvislou cestu o sudém poctu policek nebo odebereme bilé policko uprostied cesty,
¢imz se cesta véze rozpadne na dvé kratsi cesty. Tyto kratsi cesty obé zacinaji na bilém
policku a konéi na ¢erném policku (popiipadé opacné, zalezi, jaky si zvolime smér cesty).
Kazdopadné obé cesty se skladaji ze sudého poctu policek.

Ziejmé muzeme podél kazdé cesty véze o sudém poctu policek naskladat domina.
Zbyvajici plochu sachovnice po odebrani dvou ruznobarevnych policek tedy lze pokryt
dominy jak v pripadé, ze se sklada z jedné cesty, tak v pripadé, ze se sklada ze dvou
kratsich cest (druhou situaci ilustruje obrézek [14)).

Obréazek 11: Obdélnik o velikosti 8 x 8
bez dvou prilehlych rohu pokryty do-
miny

Obréazek 12: Cervené je vyznacend cesta
véze po Sachovnici



Obréazek 13: Domina vyskldadana podél Obréazek 14: Domina vysklddana podél
cesty véze dvou cest véze o sudém poctu policek

Uloha 1.5 ([11], str. 3). Je dén obdélnik o velikosti m x n, kde m,n € N, mn je
sudé a m,n > 1, ktery je obarven jako Sachovnice. Dokazte, Ze jestlize z tohoto obdélniku
odebereme libovolné ¢erné a libovolné bilé policko, potom lze zbyvajici plochu pokryt
dominy.

Resend: Tato tloha je zobecnénim tlohy predchozi. Staéi dokdzat, Ze na Sachovnici,
kterd ma rozméry m x n, kde m,n € N, mn je sudé a m,n > 1 existuje uzaviena cesta
véze popsana vyse. Predpokladejme, ze n je sudé, tedy pocet sloupcu je sudy (pro sudé
m je situace analogickd). Potom lze vytvorit cestu véze, kterd bude vypadat obdobné jako
na obrézku [12|

Cesta véze zacne v levém dolnim rohu, pokracuje ptes cely dolni fadek do pravého
dolniho rohu, poté pfes cely posledni sloupec do pravého horniho rohu. Nyni se budou
stale opakovat tyto dva kroky: Véz se posune o jedno policko doleva a projde zbyla policka
daného sloupce. Tim se bude pravidelné stiidat smér pruchodu sloupcu. Posledni (pravy)
sloupec véz prosla smérem nahoru, a protoze mame sudy pocet sloupcu, musi véz prvni
(levy) sloupec projit smérem dolu. Tim je zaruceno, ze se cesta véze uzavre.

Uloha 1.6 ([4], str. 26). Ze ctverce o velikosti (2n + 1) x (2n + 1), n € N, odebereme
jedno rohové policko. Pro jaké n lze zbyvajici plochu pokryt dominy tak, aby polovina
domin byla ve svislé poloze a polovina ve vodorovné?

Resend: V této tiloze ndm opét pomiize obarveni étverce. Tentokrat jej obarvime pru-
hované, tj. tak, ze kazdy rddek bude mit stfidavé ¢ernou nebo bilou barvou (obrazek .
Jestlize prvni radek obarvime cerné, potom budou i vSechna rohova policka obarvena cerné.
Po odebrani jednoho rohového policka bude zbyld plocha obsahovat 2n? + 3n éernych
a 2n?+n bilych policek, tj. celkem 4n2 4 4n policek. Tuto plochu budeme pokryvat pomoci
2n% 4 2n domin, z ¢ehoz n? 4+ n bude ve svislé a n? + n bude ve vodorovné poloze.

Domino ve svislé poloze pokryje vidy jedno ¢erné a jedno bilé policko. n? + n domin
ve svislé poloze proto pokryje n? +n ¢ernych a n? +n bilych poliéek. Domina ve vodorovné



Obrazek 16: Obdélnik o velikosti 9 x 9
bez pravého dolnitho rohu rozdéleny
na Sest casti

Obrazek 15: Obdélnik bez rohového
policka obarveny pruhované po rfadcich

poloze tedy musi pokryt zbyvajici policka, tj. n? + 2n éernych a n? bilych policek.

Domino ve vodorovné poloze vzdy pokryje dvé éernd nebo dvé bila policka. Vsechna
domina ve vodorovné poloze proto musi pokryvat sudy pocet ¢ernych a sudy pocet bilych
policek. Cisla n? + 2n, n? musi byt obé sudd, coz nastane pravée tehdy, kdyz je n sudé.

Nasli jsme tedy nutnou podminku. Jestlize ¢tverec o velikosti (2n+1) x (2n+1) bez jed-
noho rohového policka lze pokryt dominy napul svisle a napul vodorovné umisténymi,
potom n musi byt sudé ¢islo, resp. dany Ctverec musi byt velikosti (4k + 1) x (4k + 1)
bez jednoho rohového policka, kde k € N.

Ihned se nabizi otazka, jestli je tato podminka postacujici. Abychom ukézali, Ze ano,
rozdélime ctverec (4k 4+ 1) x (4k 4+ 1) bez pravého dolniho rohu (pro jiné rohy analogicky)
na nekolik édsti: dolni fédek (1 x 4k), pravy sloupec (4k x 1) a k ¢tverca 4 x 4 (obrazek [16)).
Postupné budeme dominy pokryvat jednotlivé ¢asti. Dolni fadek vyplnime pomoci 2k vo-
dorovnych domin a levy sloupec vyplnime pomoci 2k svislych domin. Po¢et vodorovnych
a svislych domin je tedy zatim vyrovnany. Déle kazdy ¢tverec 4 x 4 vyplnime pomoci ¢tyt
svislych a étyf vodorovnych domin (jako na obrazku . Tim jsme pokryli celou plochu
a dodrzeli dany pozadavek, podminka je tedy i postacujici.

Uloha 1.7 ([13], str. 225). Najdéte nerozlozitelné pokryti obdélniku o velikosti 5 x 6
dominy.

Reseni: Mozné fesSeni je na obrazku .

Uloha 1.8 ([4], str. 27). Dokaite, ze jestlize étverec o velikosti 6 x 6 je pokryty dominy,
potom je toto pokryti rozlozitelné.

Resend: Budeme postupovat sporem. Piedstavime si, Ze existuje nerozlozitelné pokryti
¢tverce o velikosti 6 x 6. To znamend, Ze kazdy zlom musi protinat alespon jedno domino.
V tomto ptipadé dokonce plati, Ze pokud zlom protina jedno domino, potom musi protinat



Obrézek 17: Ctverec o velikosti 4 x4 po-
kryty dominy napul svisle a napul vo-
dorovné umisténymi

Obrazek 18: Nerozlozitelné pokryti
obdélniku o velikosti 5 x 6

néjaké druhé domino. Pro¢ to plati, si vysvétlime v nasledujicim odstavci.

Zaméiime se na libovolny zlom ve ¢tverci, napf. k-ty vodorovny zlom, k € {1,2,3,4,5},
a budeme predpokladat, ze zlom protina alespon jedno domino. Zlom rozdéli ¢tverec na dva
obdélniky o rozmeérech k x 6 a (6 — k) x 6. Prvni obdélnik mé 6k policek, tj. sudy pocet.
Zéaroven ale jedno policko zabird zminéné domino, které je protnuto danym zlomem. Nyni
je tteba pokryt dominy zbyvajici plochu prvniho obdélniku, kterd ma lichy pocet policek,
coz nelze. Na obrazku (19| je tato situace znazornéna.

Obdobny problém nastane i u druhého obdélniku. Aby tedy bylo vibec mozné néjaké
pokryti nalézt, musi dany zlom protinat jesté druhé domino (resp. zlom musi protinat sudy
pocet domin), aby zbyvajici plocha prvniho i druhého obdélniku méla sudy pocet policek
a Sla tedy pokryt dominy.

Ve ¢tverci o velikosti 6 x 6 je 10 zlomtu. Aby bylo pokryti nerozlozitelné, musi kazdy
zlom protinat alespon dvé domina. Na pokryti bychom tedy potiebovali alespori 20 domin.
Nase sachovnice ma ale 36 policek a lze ji pokryt jediné pomoci 18 domin. Dosli jsme tedy
ke sporu.

Obrazek 19: Ctverec o velikosti 6 x 6
s cervené vyznacenym vodorovnym zlo-
mem, ktery protind pravé jedno do-
mino. Zelenou ani bilou plochu nelze
dominy pokryt.




2 Pokryvani obdélnika trominy

2.1 Pokryvani obdélniki I-trominy

Uloha 2.1. Jaké podminky musi spliovat ¢isla m,n € N, aby obdélnik o velikosti m x n
Sel pokryt I-trominy?

Resend: I-tromino pokryva tii policka, proto musi byt pocet policek obdélniku délitel-
ny tfemi, a to je pravé tehdy, kdyz jedno z ¢isel m,n je délitelné tremi. Obdobné jako
u domin se jednd zdroven o postacujici podminku, nebotf pokud by bylo napi. n délitelné
tfemi, tj. pocet policek v jednom fadku by byl délitelny tfemi, potom bychom mohli kazdy
radek vysklddat I-trominy.

Obdélnik o velikosti m x n lze tedy pokryt I-trominy pravé tehdy, je-li mn délitelné
tremi.

Uloha 2.2 ([11], str. 31). Plochu na obrazku 20| pokryjte I-trominy.

Resend: Plocha obsahuje 75 policek a miizeme tedy ocekévat, ze ji lze pokryt pomoci
25 I-tromin. Toto pokryti ovSem neexistuje. Abychom to dokéazali, obarvime obrazec pru-
hované tfemi ruznymi barvami jako na obrazku [21}

[-tromino umisténé na plochu ve vodorovné poloze pokryva od kazdé barvy jedno
policko, oproti tomu I-tromino ve svislé poloze pokryva od jedné barvy tii policka. Oznaci-
me-li 57, Sy a S5 pocet policek modré, azurové a zelené barvy, potom by pro plochu pokry-
tou I-trominy muselo platit, ze S; = Sy = 53 (mod 3). Pokud se ale podivame na danou
plochu, zjistime, ze S; = 30, S, = 25 a S3 = 20, ¢imz jsme dosli ke sporu.

Obréazek 21: Plocha, jez ma byt pokryta
I-trominy, obarvena pruhované tremi
barvami

Obrazek 20: Plocha, jez ma byt pokryta
[-trominy

Uloha 2.3 ([4], str. 27). Ctverec o velikosti 7 x 7 chceme pokryt pomoci 16 I-tromin
a jednoho monomina. Jakd jsou mozna umisténi daného monomina, aby pokryti existo-



valo?

Resend: V této dloze opét ¢tverec obarvime pomoci tif barev: zelené, modré a azu-
rové. Obarveni bude pruhované, tentokrat vsak nebudou pruhy svislé, nybrz diagondlni
(obrazek . Ve ¢tverci se nyni nachazi 17 zelenych, 16 modrych a 16 azurovych policek.
Libovolné I-tromino umisténé v tomto ¢tverci pokryje od kazdé barvy jedno policko. Mo-
nomino tedy musi byt umisténo na nékterém zeleném policku.

Ctverec nyn{ obarvime podruhé. Opét pruhované pomoci tif barev, ale tentokrat bu-
dou pruhy ve sméru druhé diagonély (obrazek . Ze stejného duvodu jako u predchoziho
obarveni musi byt monomino umisténo na nékterém zeleném policku.

Pripustna policka pro monomina jsou takova, ktera jsou zelena pii prvnim i pii druhém
obarveni. Tato policka jsou zndzornéna na obrazku [24] Nyni bychom méli dokdzat, ze po-
kud umistime monomino na libovolné z téchto policek, potom lze zbyvajici plochu pokryt
[-trominy.

Pokud monomino umistime na nékteré zelené policko v hornim (resp. dolnim) fadku,
potom tento fadek doplnime dvéma I[-trominy a zbyde nam k pokryti obdélnik o velikosti
6 x 7, ktery pokryjeme dle tlohy Pokud monomino umistime do prostiedniho fadku,
potom doplnime dvéma I-trominy prostfedni fadek a zbydou nam k pokryti dva obdélniky
o velikostech 3 x 7, které opét pokryjeme dle ulohy [2.1]

Obrazek 22: Ctverec o ve-
likosti 7 x 7 obarveny
tfemi barvami pruhovaneé
ve smeéru hlavni dia-
gonaly

Obrézek 23: Ctverec o ve-
likosti 7 x 7 obarveny
tfemi barvami pruhované
ve smeéru vedlejsi dia-
gonaly

Obrazek  24:  Zelena
policka jsou prunikem ze-
lenych policek z obrazku

PAaf

Uloha 2.4 ([13], str. 230). Ctverec o velikosti 8 x 8 chceme pokryt pomoci 21 I-tromin
a jednoho monomina. Jakd jsou mozna umisténi daného monomina, aby pokryti existovalo?

Reseni: Mohli bychom postupovat obdobnym zptisobem, jako v piedchozi dloze, tedy
s vyuzitim diagonalniho obarveni pomoci ti{ barev. Ukazeme si ale nyni jiny mozny postup.
Jednotliva policka na ¢tverci popiseme pomoci souradnic tak, ze policko v i-tém Fadku
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a j-tém sloupci bude mit souradnice (7, 7). Umistime-li do étverce I-tromino vodorovné,
potom policka, kterd bude pokryvat, budou mit souradnice (4,j), (i,7 + 1), (4,7 + 2).
Soucet vSech prvnich soutadnic je 3¢, soucet druhych souradnic je 37 4+ 3. Oba soucty jsou
delitelné tremi. Dale si uvédomime, ze soucet prvnich soutadnic vSech policek ve ¢tverci je
8- (14+2+---+8)=28-36, coz je ¢islo délitelné tFemi. Stejny bude i soucet vsech druhych
soutadnic. Z toho plyne, ze pokud je ¢tverec pokryty pomoci I-tromin a jednoho monomina,
potom obé soufadnice monomina musi byt ¢isla délitelna tfemi. Ve ¢tverci o velikosti 8 x 8
jsou to pouze ¢isla 3 a 6. Piipustné souradnice pro monomino jsou tedy (3,3), (3, 6), (6, 3)
a (6,6).

Nakonec je potieba ukazat, ze pro kazdou z téchto ¢tyf moznosti skutecné lze ¢tverec
pokryt. Na obrézku je pokryti pro monomino o souradnicich (3, 3). Postupnym otécenim
tohoto obrazku o 90° dostaneme pokryti pro monomina umisténa na zbylych pozicich.

Obrézek 25: Ctverec o velikosti 8 x 8,
ktery je pokryty pomoci I-tromin a jed-
noho monomina o soutadnicich (3, 3).

2.2 Pokryvani obdélniki L-trominy

V této kapitole budeme tesit nékolik drobnéjsich iloh, pomoci kterych budeme smétovat
k obecnému kritériu pro pokryvani obdélniku L-trominy.

Uloha 2.5 ([11], str. 7). Obdélnik o velikosti 4 x 5 pokryjte L-trominy.

Reseni: Takové pokryti neexistuje, jelikoz je porusena jednoduchd podminka. L-tro-
mino pokryje tii policka obdélniku, proto pokud libovolny obdélnik o velikosti m x n lze
pokryt L-trominy, musi byt pocet policek tohoto obdélniku délitelny tremi. To je praveé
tehdy, kdyz alespon jedno z cisel m,n je délitelné tfemi. Tuto podminku ovSem zadany
obdélnik nespliuje.

Uloha 2.6 ([11], str. 7). Zjistéte pro jaké nejmensi ¢islo n € N lze ¢tverec o velikosti
n X n pokryt L-trominy.

Resend: Aby byla splnéna nutna podminka, ziejmé musi byt n délitelné tiemi. Snadno
lze vyzkouset, ze do ¢tverce o velikosti 3 X 3 nelze vlozit vice jak dvé L-tromina. U ¢tverce
o velikosti 6 x 6 uz Teseni existuje. Jedno mozné teseni je na obrazku [26]
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Uloha 2.7 ([11], str. 7). Najdéte viechna ¢isla n € N, pro kterd obdélnik o velikosti
2 X n lze pokryt L-trominy.

Reseni: Aby mél tento obdélnik pocet policek délitelny tiemi, musi byt &islo n
délitelné tremi, tedy n musi byt tvaru n = 3k, k € N. To je nutna i postacujici podminka,
nebot kazdy obdélnik o velikosti 2 x 3k 1ze rozdélit na k mensich obdélniki o velikosti 2 x 3
a kazdy tento mensi obdélnik lze pokryt L-trominy (obrdzek [27).

Obrézek 26: Ctverec o velikosti 6 x 6 Obréazek 27: Obdélnik o velikosti 2 x 3
pokryty L-trominy pokryty L-trominy

Uloha 2.8 ([11], str. 8). Dokazte nésledujici tvrzeni: Jestlize obdélnik o velikosti a x b,
kde b je délitelné tremi, lze pokryt L-trominy, potom i obdélnik o velikosti (a 4+ 2) x b 1ze
pokryt L-trominy.

Reseni: Obdélnik o velikosti (a+2) x b rozdélime na dva mensf. Jeden bude velikosti
a X b, ten lze pokryt dle predpokladu tohoto tvrzeni. Druhy bude velikosti 2 x b, kde b je
délitelné tremi. Podle predchozi ilohy umime pokryt i druhy obdélnik.

Uloha 2.9 ([11], str. 7). Najdéte viechna ¢isla n € N, pro kterd obdélnik o velikosti
3 X n lze pokryt L-trominy.

Reseni: Nejprve danému obdélniku pokryjeme levy dolni roh, to lze pravé tiemi
zpusoby (obrazek . Poté se pokusime pokryt levy horni roh. Ve tfetim piipadé to nelze,
proto neni mozné pokryvani celého obdélniku timto zpusobem dokonc¢it. V prvnich dvou
pripadech to lze a vzdy pravé jednim zpusobem, ktery vede k pokryti mensiho obdélniku
o velikosti 3 x 2 (obrdzek [29).

Déle je potieba pokryt zbylou plochu, coz je obdélnik o velikosti 3 X (n — 2). Stejnym
zpusobem budeme pokryvat levy dolni i horni roh a opét pokryjeme mensi obdélnik o ve-
likosti 3 x 2.

Obdélnik o velikosti 3 x n lze tedy pokryt L-trominy pravé tehdy, kdyz n je sudé.

12



Obrazek 28: Tti zpusoby pokryti levého dolniho rohu obdélniku L-trominy

Obrazek 29: Dva zpusoby pokryti levého horntho rohu obdélniku L-trominy

Uloha 2.10. Najdéte vSechna cisla k,l € N, pro ktera obdélnik o velikosti 3k x 2[ lze
pokryt L-trominy.

Reseni: Obdélnik o velikosti 3k x 21 1ze rozdélit na kI mensich obdélniku o velikostech
3 x 2, které lze L-trominy pokryt (obrazek . Jeden z téchto obdélniku je na obrazku
Plati tedy, ze kazdy obdélnik o velikosti 3k x 21, kde k,[ € N, lze pokryt L-trominy.

Uloha 2.11 (, str. 8). Obdélnik o velikosti 5 x 6 pokryjte L-trominy.

Resent: Tento obdélnik lze rozdélit na 5 mensich obdélnikt o velikosti 3 x 2. Jedno
z moznych TeSeni je na obrazku

Uloha 2.12 (, str. 8). Obdélnik o velikosti 5 x 9 pokryjte L-trominy.

Reseni: Jedno z moznych feseni je na obrazku

Obrazek 30: Obdélnik o velikosti 5 x 6 Obrazek 31: Obdélnik o velikosti 5 x 9
pokryty L-trominy pokryty L-trominy

Uloha 2.13 (, str. 8). Dokazte, ze obdélnik o velikosti 5 x 3k, k € N, k > 2 lze
pokryt L-trominy.
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Reseni: Dva nejmensi takové obdélniky jsou velikosti 5 x 6 a 5 x 9. Pokryti téchto
obdélniku zndme z predchozich dvou tloh. VSechny ostatni obdélniky, tedy obdélniky o ve-
likosti 5 x 3k, kK > 3 potom lze rozdélit na nékolik mensich, které pokryt umime. Pro k
sudé rozdélime obdélnik na k/2 mensich typu 5 x 6. Pokud je k liché rozdélime obdélnik
na jeden o velikosti 5 x 9 a na (k — 3)/2 obdélniku o velikostech 5 x 6. Na obréazku 32 je
priklad pokryti obdélniku o velikosti 5 x 21.

Obrazek 32: Obdélnik o velikosti 5 x 21 pokryty L-trominy

Uloha 2.14 ([11], str. 8). Obdélnik o velikosti 9 x 9 pokryjte L-trominy.

Reseni: Obdélnik si rozdélime na tfi mensf obdélniky. Dva budou velikosti 2 x 9
a jeden bude velikosti 5 x 9. Kazdy z téchto mensich obdélniku uz jsme v nékteré tloze
vysSe pokryvali. Jedno z moznych teseni je na obrazku [33|

Obrazek 33: Obdélnik o velikosti 9 x 9
pokryty L-trominy

Uloha 2.15 (, str. 9). Dokazte, ze obdélnik o velikosti m x n, kde m,n € N,
2 < m < n, lze pokryt L-trominy pravé tehdy, kdyz je splnéna jedna z nasledujicich pod-
minek:

(i) m =3 an je sudé

(ii) m # 3 a mn je délitelné tiemi
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Reseni: Budeme postupovat tak, ze obdélniky o velikosti m x n rozdélime do nékolika
skupin podle poctu radku obdélniku, tj. podle cisla m. Dané tvrzeni dokazeme postupné
pro kazdou skupinu. Vétsinou pouze zrekapitulujeme vysledky tloh predchozich.

Prvni skupinu tvoii obdélniky, kde m = 2. Podle tlohy lze takovy obdélnik pokryt
pravé tehdy, kdyz n je délitelné tremi.

Druhou skupinu tvoii obdélniky, kde m = 3. Podle ulohy lze takovy obdélnik
pokryt pravée tehdy, kdyz je n sudé.

Treti skupinu tvori obdélniky, kde je m > 3 a zaroven m je délitelné tiemi. Ukazeme,
ze kazdy takovy obdélnik, kde m < n, lze pokryt L-trominy. Musime rozlisit dva piipady,
tentokrat podle pocétu sloupcu, tj. podle ¢isla n. Pokud je n sudé, obdélnik lze pokryt
dle ulohy Pokud je n liché, potom nejprve pokryjeme mensi obdélnik o velikosti m x 5,
coz jsme uz vytesili v tloze Zbyde nam k pokryti obdélnik o velikosti m x (n — 5),
kde m je délitelné tfremi a n — 5 je sudé, coz je opét typ obdélniku, ktery jsme pokryvali
v utloze .10

Ctvrtou skupinu tvoif obdélniky, kde je m > 3, je sudé a zdroven neni délitelné tfemi.
Z nutné podminky pro pokryvéni trominy plyne, ze n musi byt délitelné tfemi. Jedna
se zdroven o postacujici podminku, nebot chceme pokryt L-trominy obdélnik o velikosti
m X n, kde m je sudé a n je délitelné tfemi (opét tloha [2.10)).

Posledni skupinu tvori obdélniky, kde je m > 3, je liché a zaroven neni délitelné
tfemi. Opét z nutné podminky plyne, ze n musi byt délitelné tfemi. Ukazeme, Ze se jedna
i o postacujici podminku.

Obdélniky o velikosti m x n v této skupiné budeme pokryvat po céstech. Nejprve
pokryjeme obdélnik o velikosti 5 X n, pficemz vime, ze n je délitelné tfemi (iloha [2.13)).
Poté, je-li m > 5, pokryjeme zbyvajici plochu. Tou bude obdélnik o velikosti (m — 5) x n,
kde m — 5 je sudé &islo (dloha [2.10)).

Pro obdélniky z kazdé skupiny jsme tedy dokazali, ze je lze pokryt prave tehhdy, kdyz
je splnéna jedna ze zadanych podminek.

2.3 Pokryvani obdélnikti L-trominy a monominy

Uloha 2.16 ([4], str. 28). Jaky je minimalni pocet monomin, které musi byt umistény
do obdélniku o velikosti m x n, kde m,n € N, aby se uz do obdélniku neveslo jediné
L-tromino?

Resent: Znovu obdélniky rozdélime do nékolika skupin podle poctu fadka ¢ sloupet.
Do prvni skupiny patti obdélniky, které maji sudy pocet radku i sloupcu, tj. m,n jsou obé
sudé cisla. Do téchto obdélniku se vejde mn /4 ¢tvercu o velikosti 2 x 2 a do kazdého tohoto
¢tverce musime umistit alespon dvé monomina, coz je dohromady mn/2 monomin. Nyni
ukazeme, ze mn/2 monomin je i dostatecny pocet. Jedno z moznych umisténi je takové, ze
monomina vyskldddme do vsech sudych fadki. Zadné L-tromino se uz potom do obdélniku
nevejde (obrézek [34)).

Do druhé skupiny patii obdélniky, které maji sudy pocet radku a lichy pocet sloupcu,
tj. m sudé a n liché. Bez ijmy na obecnosti do této skupiny zahrneme i obdélniky s lichym
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. . . Obrézek 34: Ctverec o velikosti 6 x 6,

ve kterém je umisténo dostatek mono-

min tak, aby se do obdélniku neveslo
. . . zadné L-tromino.

poctem fadku a sudym poctem sloupcu. Do obdélniku z této skupiny se vejde m(n —1)/4
¢tvercu o velikosti 2 x 2, do kazdého ¢tverce musime umistit minimalné dvé monomina, coz
je dohromady m(n—1)/2 monomin. To je zaroven dostate¢ny pocet, nebot m(n—1)/2 mo-
nominy muzeme zaplnit vsechny sudé fadky (resp. sloupce), ¢imz uz pro zadné L-tromino
nezbyde misto.

Do posledni skupiny patti obdélniky, které maji lichy pocet fadku i sloupcu, tj. m
i n jsou licha ¢isla. Predpokladejme, ze m > n. Vyskladdme-li m(n — 1)/2 monomin do
sudych sloupct, bude obdélnik zaplnén dostatecné. V nasledujicim odstavci ukazeme, ze
m(n — 1)/2 monomin je také nezbytné mnozstvi.

Obdélnik o velikosti m x n oznaéime Ry a rozdélime ho na dvé éasti: mensi obdélnik
o velikosti (m — 2) x (n — 2), ktery oznac¢ime R; a plochu ve tvaru pismena L o sifce
dvé policka, kterou oznacime L;. Rozdéleni je vidét na obrdzku [35] Obdélnik R; posléze
opét rozdélime na dvé ¢asti: mensi obdélnik o velikosti (m — 4) x (n — 4), ktery oznacime
R,y a plochu ve tvaru pismena L o sifce dvou policek, kterou oznac¢ime L,. Takto budeme
pokracovat, dokud obdélnik R; nebude mit sitku 1. Situaci ilustruje obrazek

Postupné budeme plochy L; pokryvat monominy tak, aby uz nebylo mozné do zadné
plochy L; vlozit L-tromino. Za¢neme u plochy L;. Ta se skladé z mT’?’ + ”T’B’ ¢tvercu o ve-
likosti 2 X 2 a z jednoho ¢tverce o velikosti 3 x 3 bez horniho pravého rohu. Do kazdého
¢tverce 2 X 2 musime umistit alesponn dvé monomina a do ¢tverce 3 x 3 bez jednoho rohu
musime umistit alespon t¥i monomina (obrazek . Nezbytné mnozstvi monomin, které je
potieba na dostatecné pokryti plochy L4, je tedy m +n — 3.

Plocha Ls se sklada z mT’E’ + ”T"r’ ¢tvercu o velikosti 2 X 2 a z jednoho ¢tverce o velikosti
3 x 3 bez horniho pravého rohu. Proto k dostatecnému pokryti plochy Lo uz postaci pouze
m -+ n — 7 monomin.

Pocet nutnych monomin pro plochu L; tvori aritmetickou posloupnost o diferenci —4.
Pocet ploch L;, které se vejdou do puvodniho obdélniku Ry je (n — 1)/2. Abychom zjistili

nezbytny pocet monomin, musime zjistit soucet prvnich (n —1)/2 ¢lenu této posloupnosti,
m(n—1)
—5.

coZ je
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Obrazek 35: Obdélnik
Ry, v ném tmavé modre
vyznacen obdélnik R,

Obréazek 36: Obdélnik
Ry, v ném tmavé modfe
vyznacen obdélnik R,
svétle modfe plocha L,

Obrézek 37: V plose L je
umisténo dostatek mono-
min tak, aby se do plochy
neveslo zadné L-tromino

a svétle modie plocha L, zelené plocha L
2

Uloha 2.17 ([5], str. 164). Ctverec o velikosti 5 x 5 chceme pokryt pomoci osmi
L-tromin a jednoho monomina. Jaka jsou mozna umisténi daného monomina, aby po-
kryti existovalo?

Reseni: Ctverec o velikosti 5 X 5 je pomérné maly, proto neni piili§ pracné roze-
brat vSechna mozna umisténi monomina. Na obrazku (38| vidime pokryti ¢tverce pti trech
ruznych polohédch monomina. Postupnym rotovanim téchto obrazki o 90° muzeme vytvorit
pokryti ¢tverce s umisténim monomina na libovolném zlutém policku z obrazku [39]

Podivejme se nyni, co se stane pfi umisténi monomina na jedno z azurovych policek
z obrazku [39] Vyberme napt. treti policko ve druhém fadku. Existuji pravé dvé moznosti,
jak pokryt policko nad monominem. V obou pripadech vsak nebude mozné pokryt jeden
z hornich rohu ¢tverce (jedna moznost je na obrdzku [40). Monomino tedy nemuze byt
umisténo na zadné azurové policko z obréazku [39

Nakonec uvazujeme moznost umistit monomino na nékteré ze zelenych, nebo modrych
policek. Diky symetrii staci uvazovat napt. druhé policko v prvnim fadku, nebo druhé
policko ve druhém tadku. V obou ptipadech existuje jedind moznost jak pokryt levy horni

Obrazek 38: Tii ruzna pokryti ¢tverce o velikosti 5 X 5 pomoci monomina a L-tromin
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roh c¢tverce. Pokryta budou zatim ¢tyti policka, kterd jsou na obrazku [41] znazornéna ze-
lené. Déle pokryjeme prazdna policka v prvnim fadku, coz lze pravé dvéma zpusoby, vzdy
pomoci dvou L-tromin. Ta pokryji modra policka z obrdzku [4I] Nyni ndm zbyvé pokryt
obdélnik o velikosti 3 x 5 pomoci L-tromin, ale dle tlohy jiz vime, ze takové po-
kryti neexistuje. Monomino tedy nemiize byt umisténo na zadné zelené ani modré policko
z obrazku [39]

) ' ) Obréazek  41:  Pokryti
Obrazek 39: Policka pbrazek 4(.)' Pokrytl ¢tverce o velikosti 5 x 5
¢tverce o velikosti 5 x b

¢tverce o velikosti 5 x 5 , . pomoci L-tromin s mo-
. 3 5 pomoci L-tromin s mono- . ,
jsou barevné rozdélena nominem ve druhém

. i tret{ lick .. ,
do ¢ty skupin mmer/n V?, Febh poticku policku  prvnitho nebo
druhého tadku neexistuje PR C
druhého tadku neexistuje

Uloha 2.18 ([5], str. 164). Ctverec o velikosti 7 x 7 chceme pokryt pomoci 16 L-tromin
a jednoho monomina. Jakd jsou mozna umisténi daného monomina, aby pokryti existo-
valo?

Reseni: Na obrazku 42| vidime tii pokryti s riiznym umisténim monomina. V kazdém
tomto pokryti tvoii monomino s jednim sousednim L-trominem c¢tverec, ktery je vyznacen
cervené. Ziejmé je mozné monomino umistit na libovolné ze ¢tyt policek vyznaceného
¢tverce. Tyto tii obrazky proto znamenaji existenci pokryti celého ¢tverce pro 12 ruznych
poloh monomina. Navic muzeme obrazky postupné rotovat o 90°, poptipadé zobrazit

Obrazek 42: Tti ruzna pokryti ¢tverce o velikosti 7 X 7 pomoci monomina a L-tromin
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v osové soumérnosti a tim muzeme vytvorit pokryti ¢tverce o velikosti 7 x 7 pomoci
L-tromin a jednoho monomina umisténého na libovolném policku.

Uloha 2.19 ([5], str. 163). Ctverec o velikosti 2" x 2" m4 byt pokryt pomoci L-tromin
a jednoho monomina. Jaké podminky musi spliiovat ¢islo n a jakd jsou mozna umisténi
daného monomina, aby pokryti existovalo?

Reseni: Nejprve uréime podminky pro n. Aby vibec bylo mozné étverec pokryt,
je potieba, aby pocet policek zbyvajici plochy po umisténi monomina byl délitelny tremi.
Tj. &islo 22® — 1 musi byt délitelné tfemi. MiuZeme elegantné dokdzat, Ze tuto nutnou
podminku spliiuji v§echna piirozend ¢isla n, nebot: 22" —1 = 4" — 1 = 1" — 1 (mod 3)
a tedy 22" — 1 = 0 (mod 3). Zd4 se tedy, Ze pro n nemusi byt splnény Zaddné podminky.
Tuto hypotézu potvrdime, az pokryti najdeme pro libovolné n.

Zatneme od nejmensich ¢tvercu. Na obrazku vidime pokryti ¢tverce o velikosti
2 x 2. Monomino muzeme umistit na libovolné ze ctyt policek a vzdy bude mozné zbyvajici
plochu pokryt L-trominem.

Dale pokryjeme ctverec o velikosti 4 x 4. Jedno z moznych feSeni je znazornéno
na obrdzku {44} kde je ¢ervené vyznacen mensi ¢tverec, v némz se nachdzi monomino. To
muze byt umisténo na libovolné ze ¢tyr policek této ¢asti. Navic pokud celym obrazkem
budeme postupné otacet o 90°, muzeme z tohoto pokryti odvodit jiné s monominem
umisténym na kterémkoli policku.

Ctverec o velikosti 8 x 8 (obrazek 45)) rozdélime na Gtyfi mensi étverce o velikos-
tech 4 x 4. Jeden z téchto mensich étvercu (napt. levy horni) pokryjeme pomoci jednoho
monomina a L-tromin stejné jako na obrdzku [d4] Navic monomino muze byt umisténo

Obrazek 43:

Ctverec A . C >
v . . Obra'uzek . 44 Ctvere(f Obrazek 45: Ctverec o veli-
0 velikosti o velikosti 4 x 4 pokryty Kosti 8 X 8 Dokrvty Letromin
2 x 2 pokryty L-trominy a jednim mo- . POLYLY Y
: . a jednim monominem
L-trominem nominem

a monominem

19



kdekoliv v této ¢asti. Zbylou plochu lze jisté pokryt pomoci L-tromin, nebot jedno L-tro-
mino umistime do stfedu celého ¢tverce. Zbydou nepokryté tii ¢tverce o velikostech 4 x 4
bez jednoho rohového policka. O téchto plochéch jiz vime, Ze je lze pokryt pomoci L-tromin.
Postupnym otacenim o 90° muzeme opét monomino premistit na libovolné jiné policko.

Déle bychom mohli pokracovat v pokryvani vétsich ¢tvercu, ale je ziejmé, ze vzdy po-
moci ¢tyt étvercti o velikosti 2" x 2" muiZzeme odvodit pokryt{ étverce o velikosti 271 x 2n+L,
Odsud plyne existence pokryti ¢tverce o velikosti 2" x 2" pro libovolné prirozené ¢islo n,
pricemz monomino lze umistit kamkoliv.

Uloha 2.20 ([7], str. 38). Dokaite, 7e ctverec o velikosti nx n, kde n > 5, je liché a nenf
délitelné tremi, lze pokryt pomoci L-tromin a jednoho monomina umisténého na libovolné
policko ¢tverce.

Resendt: Nejmens{ takovy ¢tverec ma délku strany 7, jeho pokryti jsme nasli v dloze
[2.18 Dalsi je étverec o velikosti 11 x 11. Rozdélime ho na ¢ctyfi ¢dsti: dva obdélniky o ve-
likostech 4 x 6, ctverec o velikosti 5 X 5 bez jednoho rohu a ¢tverec o velikosti 7 x 7
(obrazek . Prvni tfi ¢éésti lze pokryt pomoci L-tromin (ilohy a . Monomino
muzeme umistit na libovolné policko ¢tverce 7 x 7 a jeho zbylou ¢ast pokryt L-trominy
(iloha . Otacenim celého ¢tverce o 90° potom muzeme ziskat pokryti pro libovolnou
polohu monomina.

Déle budeme pokracovat matematickou indukei. Predpokladejme, ze ¢tverec o velikosti
n X n spliujici podminky ze zadani lze pokryt pomoci L-tromina a libovolné umisténého
monomina. Ukdzeme, ze totéz plati pro ¢tverec o velikosti (n + 6) x (n + 6). Rozdélime ho
na ¢tyti ¢asti: dva obdélniky o velikostech (n — 1) x 6, ¢tverec o velikosti 7 x 7 bez jednoho
rohu a ¢tverec o velikosti n x n (obrézek . Prvni tTi ¢asti lze jisté L-trominy pokryt
(ilohy a 2.18)). Posledn{ ¢dst lze pokryt L-trominy a libovolné umisténym monomi-
nem dle indukéniho ptredpokladu. Opét piipadnym otacenim o 90° docilime libovolného
umisténi monomina ve ¢tverci.

Obrézek 46: Ctverec o velikosti 11 x 11 Obrézek 47: Ctverec o velikosti
pokryty pomoci L-tromin a jednoho (n+6) x (n+6) rozdéleny na Ctyfi
monomina casti

20



Ukazali jsme, ze pomoci pokryti ¢tverce o délce strany 7 odvodime pokryti ¢tvercu
o délkach stran 13,19,25... a zaroven pomoci ¢tverce o délce strany 11 odvodime pokryti
¢tvercu o délkach stran 17,23,29... Timto jsme tedy dokazali existenci pokryti vsech
¢tvercu o délkéach stran n, kde n je liché ¢islo vétsi nez 5, které neni délitelné tfemi.

Uloha 2.21 ([7], str. 38). Dokazte, ze ctverec o velikosti n x n, kde n je sudé a neni
délitelné tremi, lze pokryt pomoci L-tromin a jednoho monomina umisténého na libovolné
policko ¢tverce.

Resend: Podminky spliiuji i étverce o velikosti 27 x 2, pro které jsme jiz v tloze
dokazali, ze tvrzeni plati. Existenci pokryti pro tfi nejmensi ¢tverce spliujici podminky
ze zaddni (Ctverce o velkostech 2 x 2, 4 x 4, 8 x 8) jsme tedy jiz vytesili.

Ostatni ctverce, ty o velikosti n x n, kde n je jako v zadani a n > 8, rozdélime na ¢tyfti
¢asti: dva obdélniky o velikostech 3 x (n — 3), ¢tverec o velikosti 4 x 4 bez jednoho rohu
a ¢tverec o velikosti (n — 3) x (n — 3) (obrdzek [48)). Prvni tii ¢dsti umime pokryt pomoct
L-tromin (tlohy a . Posledni ¢ast je ¢tverec o délce strany n — 3, kde n je sudé,
neni délitelné tremi a n > 8, proto ¢islo n — 3 je liché, neni délitelné tremi a je vétsi nez 5.
Ctverec o velikosti (n — 3) x (n — 3) mizZeme tedy pokryt pomoci L-tromin a libovolné
umisténého monomina (dloha[2.20). Nakonec rotaci celého ¢tverce o 90° muzeme opét najit
pokryti pro libovolné umisténi monomina.

Obrizek 48: Ctverec o velikosti n X n
rozdéleny na ¢tyfi ¢asti

S

Uloha 2.22 ([7], str. 39). Odvod'te kritéria pro existenci pokryti ¢tverce o velikosti
n X n pomoci L-tromin a jednoho monomina umisténého na libovolné policko ¢tverce.

Resend: V tlohich a jsme zjistili, ze pokud n neni délitelné tfemi, n > 1
a n # b, potom ¢tverec 1ze pokryt L-trominy a libovolné umisténym monominem. Tyto
podminky pro n jsou také nutné, nebot pokud je n délitelné tfemi, potom po umisténi
monomina pocet policek zbyvajici plochy neni délitelny tfemi, tudiz nemuze byt pokryta
L-trominy. Ctverci o délce strany 5 jsme se vénovali v tloze . Nakonec ctverec o délce
strany 1 bychom mohli povazovat za specidlni ptipad, protoze jej vlastné lze pokryt pomoci
jednoho monomina a nula L-tromin.
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Plati tedy, ze ¢tverec o velikosti nxn lze pokryt pomoci L-tromin a libovolné umisténého
monomina praveé tehdy, pokud n neni délitelné tremi a n # 5.

2.4 Stredové soumérné pokryvani obdélnika L-trominy

Uloha 2.23 ([11], str. 37). Najdéte stfedové soumérné pokryti obdélniku o velikosti
3 x 5 L-trominy.

Reseni: Prestoze obdélnik o velikosti 3 x 5 je mozné pokryt L-trominy, neni mozné
nalézt sttedové soumérné pokryti. Stfed tohoto obdélniku se nachazi ve stfedu jednoho
policka. Umistime prvni L-tromino tak, aby pokryvalo dané sttedové policko. Nyni bychom
potiebovali umistit druhé L-tromino stfedové soumérné s prvnim, coz nelze ucinit tak, aby
se L-tromina na stfedovém policku nepfekryvala (obrdzek [49).

7 tohoto odvodime nutnou podminku pro stfedové soumérné pokryti obdélniku o ve-
likosti m x n L-trominy. Aby vubec néjaké pokryti L-trominy existovalo, musi byt mn
deélitelné tfemi (tloha . Jestlize ma navic existovat sttedové soumérné pokryti, potom
stted obdélniku nesmi byt ve stfedu néjakého policka, ale musi byt na hrané, ¢i vrcho-
lu policek, coz je pravé tehdy, pokud ma obdélnik sudy pocet fadku nebo sloupcu. Obé
tyto podminky muzeme shrnout do jedné: Jestlize obdélnik o velikosti m x n lze stiedové
soumérné pokryt L-trominy, potom c¢islo mn je délitelné Sesti.

Obrazek 49: Obdélnik o velikosti 3 x5 nelze Obrazek 50: Obdélnik o velikosti 4 x 9
sttedové soumeérné pokryt L-trominy sttedové soumeérné pokryty L-trominy

Uloha 2.24 ([11], str. 37). Dokazte, ze pro kazdy obdélnik o velikosti m x n, kde m je
sudé a n je délitelné tiemi, existuje sttedové soumérné pokryti L-trominy.

Reseni: Obdélniky si rozdélime do nékolika skupin podle poctu Ffadkt a sloupet.
Do prvni skupiny zaradime ty obdélniky, které maji pocet radku délitelny ¢tyrmi. Obdélnik
z této skupiny muzeme stiedové soumérné pokryt L-trominy nasledujicim zpusobem. Nej-
prve libovolné pokryjeme horni polovinu obdélniku, coz je obdélnik o velikosti (m/2) x n.
m/2 je sudé ¢islo, n je délitelné tFemi, proto lze tento obdélnik L-trominy pokryt (tiloha
2.10)). Dolni polovinu obdélniku poté pokryjeme tak, abychom dodrzeli stredovou soumeér-
nost s horni polovinou. Ptiklad pokryti obdélniku z této skupiny je na obrazku [50]

Do druhé skupiny zaradime obdélniky, které maji pocet sloupcu délitelny Sesti. U téchto
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obdélniki nejprve pokryjeme levou polovinu, coz je obdélnik o velikosti m x (n/2). Ten lze
pokryt opét dle tilohy Poté pokryjeme pravou polovinu obdélniku tak, aby vzniklo
sttedové soumérné pokryti. Piiklad pokryti obdélniku z této skupiny je na obrézku [51}

Obdélniky, které maji pocet tadku délitelny ctyimi a zaroven pocet sloupcu délitelny
Sesti, muzeme zahrnout do jakékoliv z prvnich dvou skupin obdélniku.

Do posledni skupiny patii ty obdélniky, které nemaji pocet radku délitelny ¢tyimi, ale
pouze dvéma, a které nemaji pocet sloupcu délitelny Sesti, ale pouze tremi. Pti pokryvani
obdélniku z této skupiny si obdélnik nejprve rozdélime na mn/6 mensich obdélniku o veli-
kosti 2 x 3. Téchto mensich obdélniku je lichy pocet. Jeden z nich obsahuje stied velkého
obdélniku. Tento maly obdélnik muzeme pokryt dvéma zpusoby, pficemz oba zachovaji
sttedovou soumérnost.

Déle budeme postupné pokryvat zbylé mensi obdélniky v nasledujicim poradi. Vybe-
reme si libovolny nepokryty mensi obdélnik a pokryjeme ho L-trominy. Najdeme s nim
sttedové soumérny mensi obdélnik a pokryjeme ho tak, abychom zachovali stiredovou
soumérnost. Timto zpusobem stiedové soumérné pokryjeme cely velky obdélnik. Piiklad
pokryti obdélniku z této skupiny je na obrazku [52

Obrazek 51: Obdélnik o velikosti 6 x 6 Obrazek 52: Obdélnik o velikosti 6 x 9
sttedové soumérné pokryty L-trominy sttedové soumeérné pokryty L-trominy

Uloha 2.25 ([11], str. 37). Najdéte stiedové soumérné pokryti obdélniku o velikosti
5 X 6 L-trominy.

Reseni: Jedno z moznych feseni je na obrazku .

Uloha 2.26 ([11], str. 37). Dokaite, 7Ze pro kazdy obdélnik o velikosti 5 x 6k, k € N,
existuje stredové soumérné pokryti L-trominy.

Resent: Pro k sudé libovolné pokryjeme L-trominy levou polovinu obdélniku, tj.
obdélnik o velikosti 5 x 3k (iiloha a pravou polovinu pokryjeme podle levé tak, aby
byla zachovana stfedova soumérnost pokryti.

Pro k liché obdélnik rozdélime na tii mensi obdélniky. Na krajich budou obdélniky
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Obrazek 53: Obdélnik o velikosti 5 x 6

stfedové soumeérné pokryty L-trominy

o velikostech 5 x 3(k — 1) a uprostied obdélnik o velikosti 5 x 6. Nejprve L-trominy stiedové
soumérné pokryjeme prostfedni obdélnik o velikosti 5 x 6 (dloha [3.21). Poté libovolné
pokryjeme levy obdélnik o velikosti 5 x 3(k — 1) (dle tlohy a na zaveér pokryjeme
pravy obdélnik tak, abychom zachovali sttedovou soumérnost pokryti vzhledem k levému
obdélniku. Piiklad pokryti takového obdélniku ilustruje obrézek [54]

Obrazek 54: Obdélnik o velikosti 5 x 18 stfedové soumeérné pokryty L-trominy

Uloha 2.27 ([11], str. 37). Dokazte, ze pro kazdy obdélnik o velikosti m x 6k, k € N,
m > 2, existuje sttedové soumérné pokryti L-trominy.

Reseni: Jestlize je m sudé nebo délitelné t¥emi, potom stiedové soumérné pokryti
existuje dle dlohy [2.24] Pro m = 5 stfedové soumérné pokryti najdeme podle tlohy [2.26]

Pro ostatni licha m, ktera nejsou délitelnd tiemi, budeme postupovat néasledovneé.
Rozdélime obdélnik na t¥i ¢asti. Horni ¢dst bude obdélnik o velikosti (m — 3)/2 x 6k,
prostiedni ¢ast bude obdélnik o velikosti 3 x 6k a dolni ¢ast bude opét obdélnik o ve-
likosti (m — 3)/2 x 6k. Horni obdélnik libovolné pokryjeme L-trominy. Existenci tohoto
pokryti nam zaruci uloha , nebot pocet Fadki horniho obdélniku je vidy alespon dva
(nejmensi m v tomto pripadé je m = 7) a pocet sloupcu je délitelny Sesti. Poté pokryjeme
dolni obdélnik stiedové soumérné s hornim. Nakonec podle tlohy stfedové soumérne
pokryjeme prostiedni obdélnik.

Uloha 2.28 ([11], str. 37). Dokazte nasledujici tvrzeni: Obdélnik o velikosti m x n, kde
m,n > 2, lze sttedové soumérné pokryt L-trominy praveé tehdy, kdyz mn je délitelné Sesti.
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Resend: Prvnf implikace zni: Jestlize existuje stiedové soumérné pokryti obdélniku
L-trominy, potom mn je délitelné Sesti. Toto tvrzeni jsme uz dokazali v tloze [2.23]

Druha implikace zni: Jestlize je mn délitelné Sesti, potom existuje stfedové soumérné
pokryti obdélniku o velikosti m x n pomoci L-tromin. Pokud je mn délitelné Sesti, potom
mohou nastat dvé situace. V prvnf situaci je m sudé a n délitelné tfemi (popiipadé opacéné).
Pokryti pro tento obdélnik existuje dle tlohy . V druhé situaci je m (popfipadé n)
délitelné Sesti. Pokryti pro tento obdélnik existuje dle ulohy [2.27]

Uloha 2.29 ([11], str. 37). Najdéte pokryti étverce o velikosti 6 x 6 pomoci L-tromin
invariantni vici otoceni o 90°.

Reseni: ResSeni je na obrazku .

Obrazek 56: Ctverec o velikosti 30 x 30
rozdéleny na pét c¢asti: modie obdélniky
o velikosti 12 x 18 a zelené ¢tverec o veli-
kosti 6 x 6

Obrazek 55: Pokryti ¢tverce o velikosti
6 X 6 L-trominy invariantni vuci otoceni
0 90°

Uloha 2.30 ([11], str. 37). Dokazte, ze pro ¢tverec o velikosti n X n existuje pokryti
L-trominy invariantni vuci otoceni o 90° praveé tehdy, kdyz n je délitelné Sesti.

Reseni: Nejprve si uvédomme, Ze pokryti ¢tverce, které je invariantni vici otoceni
0 90°, je pouze specidlnim ptripadem stfedové soumérného pokryti. Podle tlohy musi
tedy byt n? délitelné Sesti a to je prave tehdy, kdyz je n délitelné Sesti.

Co se tyce opacné implikace, vezméme si ¢tverce o velikosti 6k x 6k a rozdélime je
do dvou skupin podle k. Pro k sudé ¢tverec rozdélime na ¢tyti mensi ¢tverce o velikostech
3k x 3k. Nejprve L-trominy libovolné pokryjeme mensi ¢tverec umistény napt. v levé horni
¢asti puvodniho ¢tverce (pokryti existuje dle tlohy . Déle budeme postupné pokryvat
zbylé mensi ¢tverce tak, aby si odpovidaly pfi otoc¢eni o 90°.

Pro k liché rozdélime ¢tverec na pét ¢asti: ¢tverec o velikosti 6 X 6 umistény ve stredu
puvodniho ¢tverce a ¢tyii obdélniky o velikostech 6(k—1) x 6(k+1), které budou umistény
v rozich puvodniho ¢tverce. Rozdélent je vidét na obrazku [56] Mensi étverec o velikosti 6 x 6
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pokryjeme jako v iloze [2.29, Poté libovolné pokryjeme jeden z obdélnikiu (pokryti exis-
tuje dle tlohy [2.10]). Nakonec postupné pokryjeme zbylé obdélniky tak, aby si odpovidaly
pri otoceni o 90°.
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3 Pokryvani obdélniku tetrominy

Uloha 3.1. Obdélnik o velikosti 5 x 8 pokryjte pomoci 10 tetromin tak, aby se v pokryti
vyskytoval kazdy druh tetromina prave dvakrat.

Reseni: Mozné TeSeni je na obrazku .

Uloha 3.2 ([13], str. 14). Zjistéte, které obdélniky je mozné pokryt pomoci péti ruznych
tetromin.

Resent: Zadny takovy obdélnik neexistuje. Pokud totiz libovolny obdélnik obsahujici
20 policek obarvime cernobile jako Sachovnici, bude obsahovat 10 cernych a 10 bilych
policek. I-tetromino, O-tetromino, L-tetromino i Z-tetromino pokryvaji vzdy dveé bild a dvé
¢ernd policka. Jediné T-tetromino pokryva tii policka jedné barvy a jedno policko druhé
barvy. To je dohromady 9 policek jedné barvy a 11 policek druhé barvy.

Uloha 3.3 ([11], str. 15). Dokaite, ze obdélnik o velikosti m x n lze pokryt O-tetrominy
pravée tehdy, kdyz m,n jsou suda.

Reseni: Jestlize m,n jsou sudd, potom ziejmé lze obdélnik pokryt. Zamysleme se
tedy nad opacnou implikaci: Jestlize obdélnik o velikosti m x n lze pokryt O-tetrominy,
potom m, n jsou suda. Jelikoz kazdé tetromino pokryva ¢tyti policka, musi byt mn délitelné
¢tyfmi. Pokud by bylo m délitelné ¢tyfmi a n by bylo liché, potom by neslo pokryt horni
fadek obdélniku. Pti postupném pokryvéani policek horniho fadku zleva doprava, které je
mozné ucinit pravé jednim zpusobem, by zustalo posledni policko nepokryté (obrazek .
Proto musi byt m i n sudé.

Obréazek 57: Obdélnik o velikosti 5 x 8 po-

kryty pomoci 10 tetromin tak, ze kazdy Obrazek 58: Horni fadek obdélniku o veli-
druh tetromina se v pokryti vyskytuje kosti 4 x 5 nelze pokryt O-tetrominy
praveé dvakrat

Uloha 3.4 ([13], str. 227). Ctverec o velikosti 6 x 6 pokryjte pomoci I-tetromin.

Reseni: Pokryti v tomto pifpadé neexistuje. Obarvime-li totiz ¢tverec pomoci &tyt
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barev pruhované ve sméru diagondly (obrazek , potom libovolné I-tetromino pokryje
od kazdé barvy jedno policko. Ve ¢tverci se vSak nachazi 10 azurovych, 9 zelenych, 9 zlutych
a 8 modrych policek.

Uloha 3.5 ([4], str. 26). Obdélnik je pokryty pomoci O-tetromin a I-tetromin. Libo-
volné tetromino odebereme a nahradime tetrominem druhého druhu. Dokazte, ze tetromina
nelze preusporadat tak, aby byl obdélnik pokryt.

Reseni: Obdélnik obarvime jako na obrézku 60| Pii tomto obarveni kazdé O-tetromino
pokryva jedno zelené a tii bild policka a kazdé I-tetromino pokryva bud dvé zelena a dvé
bila, nebo pouze ¢tyii bila policka. Pokud tedy jedno tetromino zaménime, potom novy
soubor tetromin bude pokryvat jiny pocet zelenych i bilych policek nez puvodni soubor.
Proto obdélnik nelze pokryt.

Obrézek 59: Ctverec o velikosti 6 x 6
obarveny pomoci ¢ty barev pruhované
ve sméru diagonaly

Obréazek 60: Obdélnik, ktery je vhodné
obarven k dukazu z tlohy

Uloha 3.6 ([11], str. 15). Dokaite, 7e zadny obdélnik nelze pokryt pomoci Z-tetromin.

Reseni: Pokusime se pokryt horni fadek libovolného obdélniku. Budeme postupovat
zleva doprava. Levy horni roh lze pokryt dvéma zpusoby (obrazek . Pro pokryti dalsiho
policka v prvnim fadku je v obou ptipadech potfeba umistit Z-tetromino do vodorovné
polohy (obrazek . Pro kazdé dalsi policko v prvnim radku existuje pouze jediny zptusob

gi=

Obrazek 61: Dva zpusoby pokryti levého horntho rohu obdélniku Z-tetrominy
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jeho pokryti. Takto budeme pokracovat, dokud nenarazime na pravy horni roh, kde mohou
nastat dvé situace (obrézek [63). Ani v jedné situaci roh nelze pokryt.

1 "

Obrazek 62: Dva zpusoby pokryti nésledujictho policka v prvnim radku obdélniku

Z-tetrominy

Obrazek 63: Dvé situace pri pokryvani pravého horntho rohu obdélnika Z-tetrominy

3.1 Pokryvani obdélnikt T-tetrominy
Uloha 3.7 ([4], str. 26). Pomoci T-tetromin pokryjte ctverec o velikosti 10 x 10.

Resend: Nutna podminka pro pocet policek ¢tverce pii pokryvani tetrominy je splné-
na, nebot ¢tverec ma 100 policek, coz je ¢islo délitelné ¢étyimi. Pokud ovSem Etverec
obarvime ¢ernobile jako Sachovnici, zjistime, ze obsahuje stejny pocet cernych a bilych
policek. T-tetromino pokryva bud tii bild a jedno ¢erné policko, nebo tii ¢ernd a jedno
bilé policko. Ziejmé bychom tedy k pokryti ¢tverce potiebovali od kazdého druhu stejny
pocet T-tetromin. Ale tento ¢tverec by mohl byt pokryt pouze pomoci 25 tetromin.

Uloha 3.8 ([11], str. 17). Dokaite, Ze jestlize obdélnik o velikosti m x n, kde m,n € N
lze pokryt T-tetrominy, potom ¢islo mn je délitelné osmi.

Resend: Pii dikazu tohoto tvizeni budeme vychézet z feseni predchozi tlohy. Jen
je potfeba zminit, ze kazdy obdélnik o sudém poctu policek, ktery obarvime ¢ernobile
jako Sachovnici, obsahuje stejny pocet bilych a ¢ernych policek. Ze stejného duvodu jako
v predchozi tloze tedy musi byt obdélnik pokryt sudym poctem T-tetromin. Pocet policek
obdélniku tedy musi byt délitelny osmi.

Uloha 3.9 ([4], str. 26). Ctverec o velikosti 8 x 8 pokryjte pomoci jednoho O-tetromina
a 15 T-tetromin.

Reseni: Tato tloha nem4 feseni. Obarvime-li totiz tento ¢tverec ernobile jako sachov-
nici, bude obsahovat 32 ¢ernych a 32 bilych policek. O-tetromino pokryje vzdy dvé ¢erna
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a dveé bila policka. Zbyva ndm T-tetrominy pokryt 30 ¢ernych a 30 bilych policek. Ze stej-
ného duvodu jako v tiloze [3.7] bychom potiebovali sudy pocet T-tetromin, ale my jich méme
k dispozici 15.

Uloha 3.10 ([11], str. 17). Ctverec o velikosti 4 x 4 pokryjte T-tetrominy.
Reseni: Reseni je na obrazku .

Obréazek 64: Ctverec o velikosti 4 x 4
pokryty T-tetrominy, pokryti je invari-
antni vuci otoceni o 90°

Uloha 3.11 ([11], str. 17). Jaké podminky musi spliiovat ¢islo n € N, aby ctverec
o velikosti n x n bylo mozné pokryt T-tetrominy?

Resend: Dle tlohy musi byt éislo n? délitelné osmi, coz je pravé tehdy, kdyz éislo
n je délitelné étyimi. Tato nutnd podminka je zaroveii i podminkou postacujici, nebot
¢tverec o velikosti 4k x 4k, kde k € N, lze rozdélit na k% mensich ¢tvercti o velikosti 4 x 4,
které pokryjeme dle tlohy [3.10]

Uloha 3.12 ([11], str. 38). Dokazte, Ze pro étverec o velikosti n x n existuje pokryti
T-tetrominy invariantni viici otoceni o 90° praveé tehdy, kdyz n je délitelné ¢tyimi.

Reseni: Nejmensi takovy ¢tverec, tj. ¢tverec o velikosti 4x4, je pokryty na obrézku
Vétsi étverce o velikosti 4k x 4k, kde k > 2, vidy rozdélime na k? mensich étvercii o velikosti
4 x 4 a budeme je pokryvat postupné.

Pro k sudé pokryjeme k?/4 mensich ¢tverci napt. v levé horni ¢tvrting velkého étverce
a zbylé malé ¢tverce uz pokryjeme tak, aby si odpovidaly pfi otoceni o 90°. Pro k liché
nejprve pokryjeme centralni mensi ¢tverec a poté budeme postupovat stejnym zpusobem
jako pro k sudé.

Co se tyce opacné implikace, pokud je ¢tverec pokryt T-tetrominy, potom dle 1lohy
musi byt n délitelné c¢tyimi. To samoziejmé plati i pfi pokryti invariantnim vuci
otoceni o 90°.
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3.2 Pokryvani obdélnikt L-tetrominy

Uloha 3.13 ([11], str. 16). Dokaite, Ze jestlize obdélnik o velikosti m x n je pokryty
L-tetrominy, potom je ¢islo mn délitelné osmi.

Resend: Jelikoz je obdélnik pokryty L-tetrominy, musi byt pocet policek obdélniku
délitelny ¢tyimi. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze méa obdélnik sudy pocet
sloupct. Kdyz jej obarvime ¢ernobilymi svislymi pruhy, bude obsahovat stejny pocet bilych
a cernych policek.

Kazdé L-tetromino umisténé do obdélniku pokryje bud tii éerné a jedno bilé policko,
nebo tifi bild a jedno ¢erné policko. Proto pii pokryvani obdélniku potiebujeme stejny
pocet L-tetromin od kazdého druhu, tedy dohromady musi byt L-tetromin sudy pocet, coz
znamena, ze pocet policek obdélniku musi byt ¢islo délitelné osmi.

Uloha 3.14 ([11], str. 16). Dokaite, e kazdy obdélnik o velikosti m x n, kde m je sudé
a n je délitelné c¢tyfmi, 1ze pokryt L-tetrominy.

Reseni: Kazdy takovy obdélnik je mozné rozdélit na mensi obdélniky o velikosti 2 x 4.
Tyto mensi obdélniky potom pokryjeme L-tetrominy jako na obrazku [65]

Uloha 3.15 ([11], str. 16). Obdélnik o velikosti 3 x 8 pokryjte L-tetrominy.

Reseni: Mozné feseni je na obrézku [66]

Obréazek 65: Obdélnik o velikosti 2 x 4 po- Obréazek 66: Obdélnik o velikosti 3 x 8 po-
kryty L-tetrominy kryty L-tetrominy

Uloha 3.16 ([11], str. 17). Dokazte nésledujici tvrzeni: Obdélnik o velikosti m x n, kde
m > 2, n > 2 lze pokryt L-tetrominy pravé tehdy, kdyz je mn délitelné osmi.

Resend: Jednu implikaci jsme jiz dokézali v tloze . Nyni dokazeme druhou im-
plikaci: Jestlize je mn délitelné osmi, potom lze dany obdélnik pokryt L-tetrominy.

Jestlize je mn délitelné osmi, mohou nastat dvé moznosti. Muze byt m sudé a n
délitelné ctyimi (popiipadé opacné). Existenci tohoto pokryti jsme dokdzali v tloze m
Nebo bude m liché a n je délitelné osmi (popiipadé opa¢né). Tento obdélnik rozdélime
na dva mensi: obdélnik o velikosti 3 x n a obdélnik o velikosti (m — 3) x n. Prvni mensi
obdélnik se skldda z n /8 obdélniki o velikosti 3 x 8, které pokryjeme dle tilohy Druhy
mensi obdélnik pokryjeme dle dlohy , nebot m — 3 je sudé ¢islo a n je délitelné osmi,
tedy i ctyfmi.
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Uloha 3.17 (, str. 26). Ctverec o velikosti 6 x 6, kterému odebereme viechna rohové
policka, pokryjte L-tetrominy.

Reseni: ReSeni je na obrazku @

Uloha 3.18 (, str. 26). Pro jaka n € N lze ¢tverec o velikosti n x n, kterému odebe-
reme vSechna rohova policka, pokryt L-tetrominy?

Resend: Tato plocha mé n? — 4 policek, coz musi byt nutné ¢islo délitelné ¢tyimi. To
je prave tehdy, kdyz je n? délitelné étyimi, proto n musi byt tvaru 2/. Déle i v této tiloze
vyuzijeme obarveni plochy cernobilymi svislymi pruhy. Puvodni ¢tverec mé stejny pocet
¢ernych jako bilych policek a to se nezméni ani po odebrani ¢tyt rohu. Tudiz ze stejného
duvodu jako v 1loze [3.13] potfebujeme, aby pocet L-tetromin na pokryvané plose byl sudy.
Tedy ¢islo n? — 4 musi byt délitelné osmi. Dosadime-li n = 2I, dostaneme vyraz 41% — 4,
ktery je délitelny osmi prave tehdy, kdyz 12 — 1 je sudé, resp. {2 je liché. Cislo I je tedy
tvaru [ = 2k 4+ 1 a po dosazeni nam vyjde: n = 4k + 2.

Dale ukazeme, ze podminka n = 4k + 2 je také postacujici. Plochu budeme pokryvat
po c¢tvercich o velikosti 2 x 4, které sestavime ze dvou L-tetromin. k& téchto mensich
obdélniku vysklddame do prvniho a druhého fadku. £ — 1 mensich obdélniku vyskladdme
do ttetiho a étvrtého rddku (umistime je doprostied fadki). Poté opét k& obdélniku do pé-
tého a Sestého, k — 1 do sedmého a osmého (vzdy umisténé uprostied). Takto budeme po-
stupovat az k poslednimu tadku. V této fazi bude zbyvat jeden jediny zpusob, jak pokryt
postranni sloupce. Piiklad pokryti této plochy je na obrazku

Obrazek 67: Ctverec o velikosti 6 x 6 Obrazek 68: Ctverec o velikosti 10 x 10
bez ¢tyt rohu pokryty L-tetrominy bez ¢tyt rohu pokryty L-tetrominy

Uloha 3.19 (, str. 37). Dokazte, ze kazdy obdélnik o velikosti m x n, kde m je sudé
a n je délitelné ¢tyimi, 1ze stredové soumérné pokryt L-tetrominy.

Resend: Pii feseni této tlohy budeme postupovat analogicky tloze Obdélnik
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o velikosti 2k x 4l zaradime do jedné ze tii skupin podle ¢isel k, [. Pokud je k sudé, zaradime
obdélnik do prvni skupiny. Témto obdélnikum nejprve pokryjeme horni polovinu (tloha
3.14]), poté dolni polovinu doplnime sttedové soumérné. Pokud je [ sudé, zaradime obdélnik
do druhé skupiny. Témto obdélnikiim nejprve pokryjeme levou polovinu (iiloha , poté
pravou polovinu doplnime stiedové soumérné. Pro k i [ suda si vybereme jednu z téchto
dvou skupin.

Pro ki1 lich4 si obdélnik rozdélime na kIl mensich obdélniku o velikosti 2 x 4 a budeme
je pokryvat ve stejném potadi, jako jsme v loze ve tfeti skupiné postupné pokryvali
mensi obdélniky o velikosti 2 x 3. Piiklad takového obdélniku je zndzornén na obrazku

Obrazek 69: Obdélnik o velikosti 6 x 12
stfedové soumeérné pokryty L-tetrominy

Uloha 3.20 ([11], str. 37). Najdéte stfedové soumérné pokryti obdélniku o velikosti
3 X 16 L-tetrominy.

Reseni: Nejprve pokryjeme levou polovinu, tj. obdélnik o velikosti 3 x 8 (obrazek ,
poté pravou polovinu doplnime stiedové soumeérné. Jedno z moznych feseni je na obrazku

Obrazek 70: Obdélnik o velikosti 3 x 16 stfedové soumérné pokryty L-tetrominy

Uloha 3.21 ([11], str. 37). Najdéte stredové soumérné pokryti obdélniku o velikosti
3 x 8 L-tetrominy.

Resend: Tato tloha nemd feseni a bohuzel mi neni zndmo elegantnéjstho dikazu, nezli
vyzkousSeni vSech moznosti. Naznac¢im alespon, jak systematicky postupovat. Nejprve po-
kryjeme levy horni roh obdélniku jednim L-tetrominem a ihned k nému pridame stifedové
soumérné L-tetromino. Existuje 6 moznosti, jak toho docilit, pficemz u dvou z téchto
moznosti (obrazek se jiz vyskytuji policka, kterd neni mozné dalsim L-tetrominem
pokryt. U étyt zbylych (obrézek musime vlozit dalsi dvé stredové soumérna L-tetromina,
napf. tak, abychom pokryli néasledujici volné policko v prvnim radku. Pro prvni obdélnik
z obrdzku([72]jsou ¢tyfi moznosti umistént této dvojice L-tetromin (obrdzek[73)), ale v kazdém
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z téchto pripadi se nachazi policko, které jiz nelze L-tetrominy pokryt.

| = =

Obrazek 71: Dva zpusoby pokryti levého horniho rohu obdélniku L-tetrominy, které ne-
umozni pokryti levého dolniho rohu obdélniku

L _'__I‘__r
: U

Obréazek 72: Ctyfi zpusoby pokryti levého hornfho rohu obdélniku L-tetrominy

=

Obrézek 73: Ctyfi zpusoby pokryti prvniho a druhého policka v hornim fédku pomoci
L-tetromin
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4 Pokryvani obdélnikti pentominy

Uloha 4.1 ([13], str. 236). Zjistéte, kolik existuje druhil pentomin a nakreslete je.

Resend: Existuje 12 druht pentomin. Vsechny druhy jsou v tabulce . Obdobné
jako u jinych polyomin budeme pentomina nazyvat podle toho, jaka pismena pfipominaji.
Musim podotknout, ze k pojmenovani nékterych pentomin je tieba trocha fantazie.

Tabulka 2: Pentomina

[-pentomino  L-pentomino Y-pentomino N-pentomino P-pentomino V-pentomino

W-pentomino X-pentomino U-pentomino T-pentomino F-pentomino Z-pentomino

V nasledujicich ulohach budeme pokryvat obdélniky pomoci dvanacti ruznych pento-
min. Pokryti tedy bude obsahovat od kazdého druhu pentomina praveé jedno. Je ziejmé, ze
tyto obdélniky musi zabirat plochu Sedeséti policek a délky stran téchto obdélniku budou
jisté deélitele ¢isla 60. Mozné rozméry jsou tedy nasledujici: 1 x 60, 2 x 30, 3 x 20, 4 x 15,
5 x 12, 6 x 10. Prvni dva obdélniky pokryt nelze, nebotf neni zptsob, jak na né umistit
napt. V-pentomino. Ostatnim obdélnikiim jsou vénovany nasledujici tlohy.

Uloha 4.2 ([13], str. 236). Najdéte nerozlozitelné pokryti obdélniku o velikosti 5 x 12
pomoci dvanacti ruznych pentomin.

Reseni: Mozné feseni je na obrazku [74]

Uloha 4.3 ([13], str. 236). Najdéte nerozlozitelné pokryti obdélniku o velikosti 6 x 10
pomoci dvanacti ruznych pentomin.

Resend: Mozné feseni je na obrézku [75]

Uloha 4.4 ([13], str. 236). Najdéte rozlozitelné pokryti obdélniku o velikosti 5 x 12
pomoci dvandacti ruznych pentomin.

Resend: Obdélnik rozdélime na dva mensf shodné obdélniky o velikostech 5x 6. Kazdy
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z téchto mensich obdélniku pokryjeme pomoci Sesti ruznych pentomin. Mozné teseni je
na obréazku [76

Obréazek 74: Nerozlozitelné  pokryti Obrazek 75: Nerozlozitelné  pokryti
obdélniku o velikosti 5 x 12 pomoci obdélniku o wvelikosti 6 x 10 pomoci
dvandcti ruznych pentomin dvandcti ruznych pentomin

Uloha 4.5 ([13], str. 236). Najdéte rozlozitelné pokryti obdélniku o velikosti 6 x 10
pomoci dvanacti ruznych pentomin.

Reseni: V této tloze vyuzijeme feseni predchézejici dlohy, kde jsme pokryli po-
moci dvandcti ruznych pentomin dva obdélniky o velikostech 5 x 6. Tyto dva pokryté

obdélniky otoc¢ime o 90° a vytvotrime z nich pokryti obdélniku o velikosti 6 x 10. Reseni je
na obrazku [77

Obrazek  76:  Rozlozitelné  pokryti Obrazek 770  Rozlozitelné  pokryti
obdélniku o wvelikosti 5 x 12 pomoci obdélniku o wvelikosti 6 x 10 pomoci
dvandcti ruznych pentomin dvanacti ruznych pentomin

Uloha 4.6 ([13], str. 236). Obdélnik o velikosti 4x 15 pokryjte pomoci dvandcti riznych
pentomin.

Reseni: Mozné feseni je na obrézku [78]
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Obrazek 78: Obdélnik o velikosti 4 x 15 pokryty pomoci dvanacti riznych pentomin

Uloha 4.7 (, str. 236). Obdélnik o velikosti 3 x 20 pokryjte pomoci dvanacti ruznych
pentomin.

Reseni: Mozné teseni je na obrazku

Obrazek 79: Obdélnik o velikosti 3 x 20 pokryty pomoci dvanacti ruznych pentomin

V dalsich ulohach nebudeme pokryvat obdélnik, ale plochu, kterou vytvorime tak, ze
zvetsime nékteré z pentomin.

Nejprve ztrojnasobime vysku i sitku néjakého pentomina. Pocet policek pentomina
se zvetsi devétkrat, a budeme je tedy pokryvat pomoci deviti pentomin. Na obrazku
vidime plochu, ktera vznikla ztrojnasobenim sitky i délky X-pentomina. Budeme tuto
plochu nazyvat (3 x 3) X-pentomino.

Nésledné zvétsime pentomina tak, ze ztrojndsobime jejich vysku, ale sitku zvétsime
ctytikrat. Pocet policek takto zvétseného pentomina se zvétsi dvandctkrat, a budeme je
tedy pokryvat pomoci dvanacti pentomin. Na obrazku vidime piiklad takové plochy,
budeme ji nazyvat (3 x 4) X-pentomino.

Obrazek 80: (3 x 3) X-pentomino Obrazek 81: (3 x 4) X-pentomino
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Uloha 4.8 (, str. 237). Najdéte pokryti vSech druht (3 x 3) pentomin pomoci deviti
ruznych mensich pentomin.

Reseni: Priklady moznych feSeni jsou znazornény v tabulce

Tabulka 3: (3 x 3) pentomina pokrytd pomoci deviti ruznych mensich pentomin

[-pentomino L-pentomino Y-pentomino N-pentomino

i

P-pentomino V-pentomino W-pentomino X-pentomino

AN

U-pentomino T-pentomino F-pentomino Z-pentomino

"
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Uloha 4.9 (, str. 237). Najdéte pokryti vSech druhu (3 x 4) pentomin pomoci
dvanécti ruznych mensich pentomin.

Reseni: Priklady moznych feSeni jsou znazornény v tabulce @,

Tabulka 4: (3 x 4) pentomina pokrytd pomoci dvandcti ruznych mensich pentomin

[-pentomino L-pentomino Y-pentomino N-pentomino
P-pentomino V-pentomino W-pentomino X-pentomino

b B iy

U-pentomino T-pentomino F-pentomino Z-pentomino

P® & L
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Uloha 4.10 (, str. 237). Najdéte pokryti vsech druhu (4 x 3) pentomin pomoci
dvanécti ruznych mensich pentomin.

Reseni: Priklady moznych feSeni jsou znazornény v tabulce

Tabulka 5: (4 x 3) pentomina pokrytd pomoci dvandcti ruznych mensich pentomin

[-pentomino L-pentomino  Y-pentomino  N-pentomino

Wik

P-pentomino  V-pentomino  W-pentomino X-pentomino

Pt

U-pentomino  T-pentomino  F-pentomino  Z-pentomino

KR
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5 Pokryvani obdélniku polyominy tvaru obdélniku

Uloha 5.1 ([4], str. 28). Ctverec o velikosti 23 x 23 mé byt pokryt pomoci monomin,
O-tetromin a O-nonomin (tj. pomoci mensich étvercu o velikostech 1 x 1, 2 x 2 a 3 x 3).
Jaky minimalni poc¢et monomin je k tomu potieba?

Resend: Nejprve zkusme najit pokryti, které by neobsahovalo jediné monomino. Aby-
chom ukazali, ze takové pokryti neexistuje, obarvime ctverec ¢ernobile pomoci svislych
pruhtu. O-tetromino umisténé ve ¢tverci vzdy pokryva dvé ¢ernd a dvé bila policka, O-no-
nomino pokryva 6 policek jedné barvy a 3 policka druhé. Rozdil mezi poc¢tem policek ¢erné
a bilé barvy v celém pokrytém ¢tverci by tedy mél byt délitelny tremi. Ve ¢tverci se ovsem
nachazi o 23 bilych policek vice nez ¢ernych.

Nyni zkusme najit pokryti ¢tverce s vyuzitim jediného monomina. Ptiklad takového
pokryti je na obrazku[82] Tim jsme dokdzali, ze minimélni pocet monomin, ktery je potieba,
aby existovalo pokryti, je jedna.

Obrizek 82: Ctverec o velikosti 23 x 23
pokryty pomoci jednoho monomina, 24
O-tetromin a 72 O-nonomin

V nasledujicich tlohach se budeme vénovat pokryvani obdélniku linedrnimi polyominy.
To jsou vSechna polyomina tvaru obdélniku o rozmeérech 1 x k, kde k& € N. S nékterymi
linearnimi polyominy jsme jiz pracovali. Byla to monomina, domina, I-tromina, [-tetromina,
[-pentomina. Nyni vSak budeme hledat kritéria existence pokryti obdélniku pomoci obec-
nych linedrnich polyomin o délce k.

V zdvéru kapitoly se budeme vénovat jesté obecnéjsimu tvrzeni, nebot se podivdme
na kritéria existence pokryti obdélniku pomoci polyomin tvaru obdélniku o rozmeérech a x b.

Uloha 5.2 ([11], str. 24). Dokazte, ze obdélnik o velikosti m x nk, kde m,n, k € N lze
pokryt pomoci mn linedrnich polyomin o délce k.

Resend: Tvrzeni jsme jiz dokézali pro domina (ﬁloha i pro [-tromina (ﬁloha.
Dukaz tohoto obecnéjstho znéni je zcela analogicky. Jestlize ma totiz pokryvany obdélnik
rozméry m X nk, potom lze kazdy radek pokryt pomoci n polyomin o délce k, a protoze
obdélnik ma m radku, pokryti se sklada z mn polyomin.
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Uloha 5.3 ([11], str. 24). Dokazte, ze pokud lze obdélnik o velikosti m x n pokryt
pomoci linearnich polyomin o délce k£, potom m nebo n je délitelné cislem k.

Reseni: Budeme postupovat sporem. Predpokliadejme tedy, ze existuje obdélnik o ve-
likosti m X n pokryty pomoci linearnich polyomin o délce k, kde m ani n neni délitelné
¢islem k.

Zékladni myslenka dikazu je stejna jako v tloze Obarvime obdélnik pruhovane,
tentokrat pomoci k£ barev, kde barevné pruhy budou svislé. Linearni polyomino o délce
k umisténé do obarveného obdélniku pokryje bud k policek jedné barvy, nebo pokryje
od kazdé barvy pravé jedno policko. Oznacime-li S, Ss... Sy pocet policek prvni, druhé
az k-té barvy, potom by pro obdélnik pokryty polyominy muselo platit:
S1=8y=---=8; (mod k).

Nyni se zamétime na to, kolik policek kazdé barvy se muze nachazet v zadaném
obdélniku. Oznaéime t = n mod k. Jisté plati: 0 < ¢t < k, nebot piedpokldddme, Ze n
neni délitelné ¢islem k. Vsimnéme si, ze sloupcti obarvenych prvni az t-tou barvou je vzdy
o jeden vice nez sloupct obarvenych ostatnimi barvami (piiklad obarveni je na obrazku .
Pocet policek v jednom sloupci je m, proto pro S; a Siyq1 bude platit: S; — S;p1 = m. Je-
likoz m neni délitelné cislem k, je tato rovnost ve sporu s tim, k ¢emu jsme dosli v prvnim
odstavci, tedy ze S;y1 = S; (mod k).

Obrazek 83: Obdélnik o velikosti 6 x 8
obarveny pruhované pomoci péti ba-
rev. Pocet sloupcu obarvenych prvni
az tieti barvou je o jeden vétsi nez pocet
sloupcu obarvenych c¢tvrtou a péatou
barvou.

Uloha 5.4 ([11], str. 24). Dokazte, ze obdélnik o velikosti m x n lze pokryt pomoci
linedrnich polyomin o délce k pravé tehdy, kdyz m nebo n je délitelné ¢islem k.

Reseni: Toto tvrzeni lze pifmo odvodit z tvrzeni piedchozich dvou tloh.

Uloha 5.5 ([11], str. 28). Jaké obdélniky lze pokryt pomoci jednoho monomina a li-
nearnich polyomin o délce k7 Jaka jsou mozna umisténi daného monomina?

Resend: Dva konkrétni piipady této tlohy jsme jiz vyfesili (ﬁlohy a, kde jsme
¢tverce o velikostech 7 x 7 a 8 x 8 pokryvali pomoci jednoho monomina a I-tromin. Nyni
ulohu vytesime zcela obecné.

Je ztejmé, Ze jestlize obdélnik o velikosti m X n lze pokryt pomoci jednoho monomina
a linearnich polyomin délky k, potom mn — 1 musi byt délitelné ¢islem k. Proto ani m, ani
n neni délitelné ¢islem k. Toto je prvni nutnd podminka. Pojdme odvodit druhou nutnou
podminku.
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Dalsi ivaha bude stejnd jako pii feseni ulohy [5.3] Piedpokladejme, ze obdélnik o ve-
likosti m X n je pokryty jednim monominem a linedrnimi polyominy o délce k. Zavedeme
konstanty ¢, € Ny tak, ze plati: n = rk +t, kde 0 < t < n. Obdélnik obarvime pru-
hované pomoci k barev. Nejprve budou barevné pruhy svislé. Oznac¢ime S; pocet policek
i-té barvy, které jsou pokryty néjakym linedrnim polyominem, mezi S; tedy zapocitame
vSechna policka obdélniku i-té barvy kromeé policka, na kterém je umisténo monomino.
Déle oznacime P; pocet vSech policek i-té barvy v obdélniku. Pro ¢isla S; a P; bude platit:

(i) S; = Sy = -+ = S, (mod k), protoze linedrni polyomino o délce k pokryje bud k
policek jedné barvy, nebo pokryje od kazdé barvy pravé jedno policko.

(ii) P, = P, =--- = P, = m(r+ 1), protoze obdélnik obsahuje r + 1 sloupcu prvni az
t-té barvy a kazdy sloupec obsahuje m policek.

(iii) Py = Pyyo = -+ = Pr = mr, protoze obdélnik obsahuje r sloupcu barev t + 1 az k
a kazdy sloupec obsahuje m policek.

Zaroven cisla P; a S; si budou rovné pro vSechny barvy kromé jedné a to barvy toho
policka, na kterém bude umisténo monomino. Pokud monomino umistime na policko j-té
barvy, potom S; = P; — 1.

Aby byly splnény rovnosti (i) — (iii), musi ¢islo ¢ byt rovno jedné, nebo k — 1. Kdyby
totiz bylo 1 < ¢t < k — 1, méli bychom v podstaté dvé moznosti na umisténi monomina.
Za prvé bychom mohli monomino umistit na policko obarvené jednou z prvnich ¢ barev.
Zvolme napt. prvni barvu. Jisté potom plati: P, = P, S1 = P, — 1, S5 = P5. Proto:
S;=P—1=P,—1=5—-1#S; (mod k), a tedy neni splnéna podminka (i).

Za druhé bychom mohli monomino umistit na nékterou z barev t + 1 az k, zvolme
napi. k-tou barvu. Jisté potom plati: P, = P,_1, S, = P, — 1, Sx._1 = P,_1. Proto:
Sg=FP.—1=PF,1—1=5,_1—1%# S, (mod k). Opét neni splnéna podminka (i).

Zaméime se nyni na piipad, kdy ¢t = 1, tedy n = ¢t = 1 (mod k). Monomino potom
musi byt umisténo do sloupce prvni barvy, protoze pocet policek prvni barvy se jediny lisi
od poctu policek vSech ostatnich barev. Je to tedy jedind moznost, jak zarucit splnéni prvni
podminky. Umistime-li monomino do x-tého sloupce zleva, potom x = 1 (mod k) a zaroven
S1 =P —1,5y = Ps,...S, = Fy. Prosplnéni podminky (i), tj. S; = So = --- = S (mod k),
musi jesté platit P, — 1 = P, (mod k), coz podle rovnosti (ii), (iii) lze zapsat také jako
m(r+1) —1=mr (mod k). Po tpravé dostaneme m =1 (mod k).

Obarvéme nyni obdélnik jinak a to opét pruhované pomoci k barev, tentokrate vsak
budou barevné pruhy vodorovné. Musime jiz predpokladat, ze m =n =z = 1 (mod k).
Analogickymi tvahami jako pro svislé pruhy muzeme odvodit, ze umistime-li monomino
na y-ty radek zdola, potom bude navic platit: y =1 (mod k).

Vratme se nyni ke svislym pruhtim a druhému moznému piipadu pro ¢, kdy by bylo
t=k—1,tedy n =t = k — 1 (mod k). Monomino musi byt v této situaci umisténo
do sloupce posledni barvy. Opét protoze pocet policek posledni barvy se jediny lisi od poc¢tu
policek vSech ostatnich barev a neslo by jinak splnit podminku (i). Bude-li se jednat o z-ty
sloupec, bude x = 0 (mod k) a zdroven S| = P;,Sy = Py,...Sx—1 = Py_1,S, = P, — 1.

43



Stale musi platit: S; = Sy =+ = S (mod k), tedy také P,y = P, — 1 (mod k) a to je
totéz jako m(r +1) = mr — 1 (mod k). Po tpravé dostaneme m = —1 (mod k).

Opét v této fazi tentyz obdélnik obarvime pomoci k barev pruhované tak, aby pruhy
byly vodorovné. Musime jiz predpoklddat, ze m = n = —1 (mod k) a x =0 (mod k).
Analogickymi tivahami muzeme odvodit, ze umistime-li monomino na y-ty fadek zdola,
potom bude navic platit: y = 0 (mod k).

Zjistili jsme tedy dvé nutné podminky: Pokud obdélnik o velikosti m x n lze pokryt
pomoci jednoho monomina a linearnich polyomin délky k, potom:

e mn — 1 musi byt délitelné ¢islem k.

e plati bud m =n =2 =y =1 (mod k), nebo m = n = —1 (mod k) a zdrovei
x =y =0 (mod k), kde z je ¢islo sloupce a y je ¢islo fadku, ve kterych je umisténo
dané monomino.

Prvni nutnou podminku muzeme vynechat, protoze druha podminka je silnéjsi, tedy
pokud je druha podminka splnéna, je tim automaticky splnéna i ta prvni.

Zbyva nam jesté dokazat, ze je tato jedina nutna podminka také postacujici. Nejprve
vytesime prvni situaci. Méjme tedy dan obdélnik o velikosti (kp+1) x (kg+1), kde v fadku
ks + 1 a ve sloupci kr 4+ 1 je umisténo monomino. Hledejme pokryti zbylé plochy pomoci
linearnich polyomin o délce k. Obdélnik rozdélime na tii ¢asti: mensi obdélnik o velikosti
(kp+ 1) x kr, poté sloupec kr + 1 a nakonec mensi obdélnik o velikosti (kp+1) x (kq — kr)
(priklad takového rozdéleni obdélniku je na obrazku [84).

Obrazek 84: Obdélnik o velikosti
7x 10 s monominem ve c¢tvrtém
radku a ctvrtém sloupci, ktery je
rozdélen na tfi C¢asti pro pokryti
linedrnimi polyominy o délce k = 3

Dva mensi obdélniky muzeme pokryt dle tlohy Sloupec kr + 1 obsahuje kp + 1
policek, pficemz policko ks + 1 (pocitano zezdola) je pokryto monominem. Zezdola je tedy
tteba pokryt kr policek, coz lze pomoci r polyomin. Zbyva v tomto sloupci pokryt horni
cast tj. kp — ks a to lze pomoci p — s polyomin.

Ve druhé situaci mame dan obdélnik o velikosti (kp — 1) x (kq — 1), kde v Fadku ks
a ve sloupci kr je umisténo monomino. Hledejme pokryti zbylé plochy pomoci linearnich
polyomin o délce k. Zacneme tim, ze okolo daného monomina vytvotime ¢tverec o velikosti
(2k —1) x (2k — 1) ktery pokryjeme pomoci 4k — 4 polyomin (obrézek [8F]). Zbyvajici plochu
rozdélime na ¢tyfi mensi obdélniky: obdélnik o velikosti (kp — 1) x (kr — k), obdélnik
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o velikosti (kp — 1) x (kq — kr — k), obdélnik o velikosti (kp — ks — k) x (2k — 1) a obdélnik
o velikosti (ks — k) x (2k — 1) (pifklad rozdéleni obdélniku je na obrazku [8€]). VSechny ctyfi
tyto obdélniky lze pokryt dle tlohy

Zaver: Obdélnik o velikosti m x n lze pokryt pomoci jednoho monomina (umisténého
v z-tém sloupci a y-tém fadku) a linedrnich polyomin o délce k prévé tehdy, kdyz je splnéna
jedna z nésledujicich podminek:

(i) m=n=xz=y=1 (mod k)

—1 (mod k) a zéroven x =y =0 (mod k)

3
Il
S
If

Obrazek 86: Obdélnik o velikosti 14 x 17
s monominem v devatém radku a Sestém
sloupci, ktery je rozdélen na pét casti
pro pokryti linedrnimi polyominy o délce
k=3

Obrézek 85: Obdélnik o velikosti
(2k—1) x (2k—1) pro k=3

Uloha 5.6. Dokaizte, ze pokud lze obdélnik o velikosti m x n pokryt pomoci polyomin
tvaru obdélniku o velikosti a x b, potom a déli aspon jedno z ¢isel m, n a b déli aspon jedno
z Cisel m, n.

Resend: Toto tvrzeni je zobecnénim tvrzeni tlohy proto pii dukazu vyuzijeme
myslenky z feseni této tlohy a pouze ji zobecnime. Pro vétsi prehlednost potiebnych vyrazu
zavedme jiz nyni konstanty: p,q,r,t € Ny, ¢ < a, t < a, pro které plati: b = pa + q,
n=ra-+t.

Budeme tedy postupovat sporem: predpokladejme, ze existuje obdélnik o velikosti
m X n, ktery lze pokryt pomoci polyomin tvaru obdélniku o velikosti a X b a zaroven m ani
n neni délitelné ¢islem a (dukaz pro b je analogicky). Obdélnik obarvime pruhované pomoci
a barev. Barevné pruhy budou svislé. Polyomino o velikosti a x b umisténé do obarveného
obdélniku pokryje bud od kazdé barvy b policek, nebo od ¢ barev (berme napi. od prvnich
q barev) pokryje (p+ 1)a policek a od (a — q) ostatnich barev pokryje pa policek (priklad je
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na obrazku . Oznacime-li Sy, Ss...S, pocet policek prvni, druhé az a-té barvy, potom
by pro obdélnik pokryty polyominy muselo platit, ze S; = Sy =--- =5, (mod a).

Déle jisté plati: 0 < ¢t < a, nebot predpoklddame, Ze n neni délitelné éfslem a. Proto
sloupcu obarvenych prvni az t-tou barvou je vzdy o jeden vice nez sloupcu obarvenych
ostatnimi barvami. Pocet policek v jednom sloupci je m, proto pro S; a S;;1 bude platit:
Sy — Si1 = m. Jelikoz m neni délitelné ¢islem a je tato rovnost ve sporu s predchézejicim
odstavcem (tj. s Sy =S¢ (mod a)).

i1

Obrazek 87: Obdélnik o velikosti 9 x 10 pokryvame pomoci polyomin tvaru obdélniku o ve-
likosti 3 x 7. Obdélnik tedy obarvime pomoci tii barev. Polyomino umisténé do obdélniku
pokryva bud 7 policek od kazdé barvy (prostiedni obrdzek), nebo 3 - 3 policka od azurové
barvy a 2 - 3 policka od zelené a modré barvy (obrazek vpravo).

Uloha 5.7. Dokazte, ze obdélnik o velikosti ak x bl 1ze pokryt pomoci polyomin tvaru
obdélniku o velikosti a x b.

Resend: Prvnich a fadki vyplnime pomoci [ polyomin, taktéz druhych a fadka, atd.
vyplnime vSechny fadky. Piklad je na obrazku [88]

Uloha 5.8. Jakou podminku musi splnit ¢islo m, aby existovalo pokryti obdélniku o ve-
likosti m x kab pomoci polyomin tvaru obdélniku o velikosti a x b7

Reseni: Predpoklddejme, ze a > b. Budeme Fikat, ze polyomino je umisténé ve vo-
dorovné poloze, pokud ma vodorovnou stranu délky a. Obdobné polyomino je umisténé
ve svislé poloze, pokud ma svislou stranu délky a.

Zkusme pokryt vSechna policka prvniho sloupce zadaného obdélniku. Pokud se nam
podaii prvni sloupec pokryt pomoci r polyomin umisténych ve vodorovné poloze a s po-
lyomin umisténych ve svislé poloze, potom jisté plati, ze m = rb + sa, kde r, s € Nj,.

Tato podminka je i postacujici, nebot obdélnik o velikosti (rb + sa) x kab pokryjeme
tak, ze dolnich rb radku pokryjeme pomoci rkb vodorovnych polyomin a hornich sa radku
pokryjeme pomoci ska svislych polyomin. Piiklad je na obrazku [89

Uloha 5.9. Odvod'te obecné kritérium pro existenci pokryti obdélniku o velikosti m x n
pomoci polyomin tvaru obdélniku o velikosti a x b7
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Obrézek 88: Ctverec o velikosti 6 x 6 po- Obréazek 89: Obdélnik o velikosti 5 x 6 po-
kryty polyominy tvaru obdélniku o veli- kryty polyominy tvaru obdélniku o veli-
kosti 2 x 3 kosti 2 x 3

Resend: Shrneme-li vysledky predchozich tif loh, muzeme prohlésit: Obdélnik o ve-
likosti m x n lze pokryt pomoci polyomin tvaru obdélniku o velikosti a x b pravé tehdy,
kdyz je splnéna aspon jedna z nasledujicich ¢tyt podminek:

(i) a déli m a zaroven b déli n
(i) a déli n a zéroven b déli m
(iii) aib déli m a zaroven existuji ¢isla r, s € Ny takovd, ze n = ra + sb

(iv) aib déli n a zaroven existuji ¢isla r, s € Ny takovd, ze m = ra + sb

Vsimnéme si, ze pro b = 1 jsou vSechny podminky ekvivalentni a odpovidaji tvrzeni

dlohy

47



6 Hledani poctu reseni

Az do této chvile nds u kazdé tlohy zajimalo pouze to, zda existuje pokryti urcité
plochy pomoci zadanych polyomin. Nyni se zamérime na hledani vSech takovych fesSeni,
resp. jejich poctu. Pritom za dvé ruzna reSeni budeme povazovat i takova pokryti, ktera lze
na sebe premistit pomoci shodného zobrazeni. Napt. ve druhém fadku tabulky [6] vidime
dvé pokryti ¢tverce, ktera budeme povazovat za ruznd, i kdyz l1ze jedno na druhé prevést
otocenim o 90°.

Obecné se jedna o velmi komplikovanou otdzku, na kterou budeme znat odpovéd jen
vyjimecné. Podivejme se tedy na nékolik typickych tloh.

Uloha 6.1. Najdéte vsechna pokryti obdélniku o velikostech 2 x 1, 2 x 2,2 x 3 a2 x 4
pomoci domin.

Reseni: Vsechna mozna feseni jsou systematicky znazornéna v tabulce |§I

Tabulka 6: Pokryvani obdélniki o vysce 2 dominy

2x1 I
2 x 2 [ g

L

Uloha 6.2 ([2], str. 51). Urcete, kolika zpusoby lze pokryt obdélnik o velikosti 2 x n
dominy.

Reseni: Pocet viech pokryti obdélniku o velikosti 2 xn dominy oznaéime a,,. Obdélnik
budeme pokryvat postupné zleva doprava. Levy horni roh obdélniku lze dominem pokryt
dvéma zpusoby (jak je zobrazeno ve tfetim fadku tabulky @ Bud umistime domino svisle
a zbyde ndm k pokryti obdélnik o velikosti 2 x (n — 1). Pocet vSech téchto pokryti je a,_1.
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Nebo prvni domino umistime vodorovné, potom existuje jedind moznost, jak pokryt levy
dolni roh a zbyde nepokryty obdélnik o velikosti 2 x (n — 2). Pocet vsech jeho pokryti je
an—9. Tento princip postupného pokryvéni je vidét uz v tabulce [6]

Zjistili jsme, ze pro n > 2 plati a,, = a,,_1 + a,_o. Navic z ptedchozi tlohy jiz vime, Ze
a; = 1 aag = 2. Posloupnost {a,} je timto rekurentnim vzorcem s poc¢atecnimi podminkami
jednoznac¢né urcena. V tabulce [7| je uvedeno prvnich 10 ¢lent posloupnosti.

Tabulka 7: Prvnich 10 ¢lenu posloupnosti {a,, }

1 |z | a3z | a4 | A5 | Qg | Q7 | A8 | Q9 | Q10

1121315811321 34]55]| 89

Pozn.: Této posloupnosti se casto fika Fibonacciho a vzorec pro jeji n-ty ¢len vypadé
nasledovné: a,, = = (L£B)n+l \/Lg(%g)’”rl Odvozeni lze nalézt v literatute (napt. v [2],

VAN
str. 60).

Uloha 6.3. Urcete, kolika zpusoby lze pokryt obdélnik o velikosti 3 x n I-trominy.

Resend: Pocet viech pokryti obdélniku o velikosti 3 x n I-trominy oznacéime b,,. Bu-
deme postupovat obdobné jako v prechozi tloze zleva doprava. Levy horni roh lze pokryt
dvéma zpusoby (obrazek . Bud muzeme prvni I-tromino umistit svisle, potom bude
zbyvat k pokryti obdélnik o velikosti 3 x (n — 1) a ten lze pokryt b,_; zpusoby. Nebo
muzeme prvni I-tromino umistit vodorovné, potom existuje jediny zpusob, jak pokryt zby-
tek prvniho sloupce tj. dvéma vodorovnymi I-trominy. Zbyde nepokryty obdélnik o velikosti
3 x (n — 3), pocet zpusobu jeho pokryti je b,_3. Jisté tedy bude platit: b, = b,_1 + b,_3.

|

Obrazek 90: Dvé moznosti pokryti levého horniho rohu obdélniku pomoci I-tromina

Obrazek 91: Vsechny zpusoby pokryti obdélniku o velikostech 3 x 1, 3 x 2 a 3 x 3 pomoci
[-tromin

49



Toto rekurentni zadani samoziejmé plati pro n > 3 a pro jednoznac¢né urceni po-
sloupnosti {b,} je potieba znat poc¢iteéni podminky. Podivejme se tedy, kolika zptisoby lze
pokryt obdélniky o velikostech 3 x 1, 3 x 2 a 3 x 3 pomoci I-tromin. Resen{ jsou znizornéna
na obrazku [91] a muzeme tedy doplnit: by = 1, by = 1 a b3 = 2. V tabulce [§ je uvedeno
prvnich 10 ¢lenu této posloupnosti.

Tabulka 8: Prvnich 10 ¢lenu posloupnosti {b,,}

bl b2 b3 b4 b5 b6 b? b8 b9 blO

11123469 |13|19] 28

Uloha 6.4. Urcete, kolika zpusoby lze pokryt obdélnik o velikosti k x n linedrnimi poly-
ominy o délce k.

Reseni: Pocet viech pokryti obdélniku o velikosti k x n linedrnimi polyominy o délce
k oznacime c,. Zrejmé nyni zobecnime feSeni tloh a [6.3] Rekurentni zadani bude
vypadat takto: ¢, = c¢,_1 + ¢k pro n > k a pocatecni podminky jsou nasledujici:
co=1,co=1,....c,.1=1ac, =2.

Uloha 6.5 ([6], str. 329). Urcete, kolika zptisoby lze pokryt obdélnik o velikosti 3 x n
dominy.

Reseni: Pocet viech pokryti obdélniku o velikosti 3 x n dominy oznacime d,,. Nejprve
si pripomeneme, ze dle tlohy pokryti tohoto obdélniku existuje pravé tehdy, kdyz ¢islo
n je sudé.

Zatneme s pokryvanim levého sloupce obdélniku. Moznosti jsou tfi (obrazek .
V prvnim piipadé zbyde prazdny obdélnik o velikosti 3 x (n — 2), ktery lze pokryt d,_o
zpusoby. Ve druhém i ve tfetim piipadé zbyde k pokryti obdélnik o velikosti 3 x (n — 1)
bez jednoho rohu. Necht e, zna¢i pocet pokryti obdélniku 3 x n bez rohového policka
(nezdlezi na tom, o ktery roh se jednd). Z predchozi tvahy pak plyne: d,, = d,, 2 +2-e,_;.

I i

Obréazek 92: Tti moznosti pro pokryti levého sloupce obdélniku pomoci domin

Déle najdeme rekurentni vztah pro posloupnost {e,}. Méjme tedy dédn obdélnik o ve-
likosti 3 X n bez jednoho rohu napft. levého dolniho. Zbyvajici policka v levém sloupci
1ze pomoci domin pokryt dvéma zpusoby (obrazek . V prvnim ptipadé bude k pokryti
zbyvat obdélnik o velikosti 3 x (n — 1) a ten lze pokryt d,,_; zpusoby. Ve druhém piipadé
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bude az na jedno policko pokryty i druhy sloupec. Toto policko lze pomoci domina pokryt
jedinym zpusobem, proto muzeme domino rovnou umistit (obrézek vpravo). Potom
zustane prazdny obdélnik o velikosti 3 x (n — 2) bez jednoho rohu, ktery muzeme pokryt
én—2 zpusoby. Plati tedy: e, = d,,_1 + €,_».

. B P

Obrazek 93: Pokryvani levého sloupce obdélniku bez levého dolniho rohu pomoci domin

Nakonec je potieba uvést poc¢ateéni podminky. Pro posloupnost {d,} je d; =0, dy = 3
a pro posloupnost {e,} je e1 =1 a ex = 0 (viz tabulku [9).

Tabulka 9: Poc¢atecni podminky pro posloupnosti {d,} a {e,}

n=1 n=>2
d, | L H t

€n

Zrekapitulujeme vysledky této ulohy. Pocet vSech pokryti obdélniku o velikosti 3 x n
dominy jsme oznadili d,,. K vyjadieni posloupnosti {d,,} jsme museli zavést pomocnou po-
sloupnost e,,. Plati: d, =d, s +2-¢, 1 ae, =d,_1+e€,_2 pron > 2, kde d; =0, dy = 3,
e; =1 aey =0.V tabulce [10] je uvedeno prvnich 10 ¢lent obou posloupnosti.

Tabulka 10: Prvnich 10 ¢lenu posloupnosti {d,,} a {e,}

dy | dy | d3 | dy|ds|dg|dy| ds | dy | dio

030110 |41 0 |[153] 0 |571

€1 | €2 | €3] €4 | €5 | €6 | €7 €8 €9 €10

11041015015 0 [20] 0
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Z tohoto rekurentniho zadani 1ze odvodit vzorec pro n-ty ¢len, ktery vypada nasledovné:
doy, = 1;\/\?(2 —/3)mH — %3(2 ++/3)™*1. Vzorec popisuje pouze sudé cleny posloupnosti
d,, coz staci, protoze liché ¢leny jsou vzdy rovny nule, jak jiz bylo feceno v tivodu feseni

ulohy.

Uloha 6.6. Urcete, kolika zpusoby lze pokryt obdélnik o velikosti 2 X n pomoci monomin
a domin.

Reseni: Pocet viech pokryti obdélniku o velikosti 2 X n pomoci monomin a domin
oznacime f,. Zaéneme pokryvanim levého horntho rohu. To lze tfemi zpusoby pomoci
monomina nebo domina (obrazek . V prvnim ptipadé ndm zbyde k pokryti obdélnik
o velikosti 2 x n bez jednoho rohu. Pocet zpusobu jeho pokryti oznac¢ime g,. Ve druhém
piipadé zustane nepokryty obdélnik o velikosti 2 x (n — 1), pocet jeho pokryti je f, 1.

|

Obréazek 94: Tti moznosti pro pokryti levého horniho rohu obdélniku pomoci monomina
nebo domina

V poslednim piipadé jesté pokryjeme levy dolni roh. To lze dvéma zpusoby (obrézek [97)).
Potom nam zbyde k pokryti bud obdélnik o velikosti 2 x (n — 2), ktery lze pokryt f,, o
zpusoby, nebo obdélnik o velikosti 2 X (n — 1) bez jednoho rohu a ten lze pokryt g, 1

zpusoby.

Obrazek 95: Dvé moznosti pro pokryti levého dolniho rohu obdélniku pomoci monomina
nebo domina

Pro posloupnost {f,,} tedy plati: f, = gn+ fu_1+9n_1+ fn_2. Dale najdeme rekurentni
vztah pro posloupnost {g,}, tj. pocet pokryti obdélniku o velikosti 2 x n bez levého horniho
rohu pomoci{ monomin a domin. Jeho levy dolni roh lze pokryt dvéma zpisoby, a to bud
monominem, nebo dominem ve vodorovné poloze (obrazek . V prvnim piipadé zbyde
k pokryti obdélnik o velikosti 2 x (n — 1), coz lze provést f,_; zpusoby. Ve druhém piipadé
zustane nepokryty obdélnik o velikosti 2 x (n — 1) bez jednoho rohu. Pocet jeho pokryti je

gn—1. Plati tedy: g, = fu—1+ gn-1.

Obrazek 96: Dvé moznosti pro pokryti levého dolniho rohu obdélniku bez levého horniho
rohu pomoci monomina nebo domina
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Nakonec ur¢ime pocatecni podminky. Podle obrazku v tabulce [L1] je fi = 2, fo = 7,
g1 =1 a go = 3. V tabulce [12] je uvedeno prvnich 10 ¢lenu obou posloupnosti.

Tabulka 11: Pocatecni podminky pro posloupnosti {f,} a {g.}

U N e O e ] B
, ™ A e

Tabulka 12: Prvnich 10 ¢lenu posloupnosti {f,} a {g.}

ol el sl fal fs | fo | fa I8 fo f1o

2|7 [ 2271|228 | 733 | 2356 | 7573 | 24342 | 78243

g1 192 |93 | 94 | G5 e gr gs 99 g10

13 [10]32|103 | 331 | 1064 | 3420 | 10993 | 35335

Uloha 6.7. Urcete, kolika zpusoby lze pokryt obdélnik o velikosti 2 X n pomoci monomin
a L-tromin.

Reseni: Pocet viech pokryti obdélniku o velikosti 2 X n pomoci monomin a L-tromin
oznac¢ime h,,. Levy horni roh obdélniku lze pokryt ¢tyimi zpusoby (obrézek . V prvnim
pripadé zbyde k pokryti obdélnik o velikosti 2 X n bez jednoho rohu. Po¢et moznych pokryti
této plochy pomoci monomin a L-tromin ozna¢ime 7,,. Ve druhém i ve tfetim ptripadé zbyde
k pokryti obdélnik o velikosti 2 x (n — 1) bez jednoho rohu, coz lze provést i,_1 zpusoby.

V poslednim piipadé muzeme rovnou levy dolni roh pokryt monominem, protoze neni

Obrazek 97: Ctyfi moznosti pro pokryti levého horniho rohu obdélniku pomoci monomina
nebo L-tromina
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jiny zpusob, jak policko pokryt. Poté zustane nepokryty obdélnik o velikosti 2 x (n — 2),
pocet jeho pokryti je h,_5. Pro posloupnost {h,} tedy plati: h, =i, + 24,1 + hp_o.

Pro urceni posloupnosti {i,} pokryjeme levy dolni roh obdélniku o velikosti 2 x n
bez levého hornfho rohu. Mdme zde dvé moznosti: bud policko pokryjeme monominem,
nebo L-trominem (obrazek [98). V prvnim piipadé zistane nepokryty obdélnik o velikosti
2 x (n — 1), ktery lze pokryt h,_; zpusoby. Ve druhém piipadé zbyde prazdny obdélnik
o velikosti 2 x (n — 2), ktery lze pokryt h,_5 zpusoby. Pro posloupnost {i,} tedy plati:
Z.n = hn—l -+ hn_g.

Obréazek 98: Dvé moznosti pro pokryti levého dolniho rohu obdélniku bez levého horniho
rohu pomoci monomina nebo L-tromina

Jelikoz kazdy ¢len posloupnosti {i,} lze vyjadiit pouze pomoci ¢lent posloupnosti
{h,}, muzeme do rovnice h, = i, + 2 i,_1 + hy_o dosadit i,, = h,_1 + hy_2. Po mensi
upravé dostaneme rovnici h,, = h,_1 +4-h,_o+2- h,_3.

Na zavér musime urcit pocatecni podminky. Z tabulky [13| muzeme usoudit, ze h; = 1,
he =5 a hy = 11. V tabulce [14] je uvedeno prvnich 10 ¢lenu této posloupnosti.

Tabulka 13: Pocatecni podminky pro posloupnosti {h,, }

. a

.ul B8 (o B
il (e MM [
M e MEHHE

7 rekurentniho zapisu muzeme odvodit vzorec pro n-ty clen, ktery vypada takto:
h, = (—1)"+ (H\}/;)n — (1—\;/53)". Odvozeni zde neuvadim, ale napt. v [2] je uveden obecny
postup, jak fesit rekurentni rovnice, poptipadé je mozné vzorec ziskat pomoci vhodného

matematického softwaru.
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Tabulka 14: Prvnich 10 ¢lenu posloupnosti {h,}

ha

ho

hs

hy

hs

he

hq

hs

hg

hio

1

5

11

33

87

241

655

1793

4895

13377

Je ziejmé, ze ¢im vétsi bude pokryvany obdélnik, tim komplikovanéjsi bude nalézt
feSeni. Velmi lakavé by bylo napt. vyjadrit, kolika zpusoby lze pokryt obdélnik o velikosti
m X n pomoci domin. Postupné pokryvani levého sloupce zde k vysledku evidentné nepo-
vede. Resenf se d4 odvodit s vyuzitim teorie grafi, jak uvaddi napt. [8]. Oznacime-li L(m,n)

pocet pokryti obdélniku o velikosti m x n pomoci domin, potom plati:

m n

L(m,n) = H H(4 cos®

i=1 j=1

m —+

4 2
1+ Ccos

Vs
n
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Zaveéer

Uloh o pokryvani obdélniki polyominy je nepteberné mnozstvi. V této diplomové
praci jsem se snazila zachytit ty nejznaméjsi, ale téma jesté zdaleka neni vycerpano. Exis-
tuje spousta dalsich zajimavych tloh, na které mi jiz nezbyl prostor.

Zabyvala jsem se obzvlasté pokryvanim obdélniku pomoci nejmensich polyomin, tedy
domin, tromin, tetromin a pentomin. Zrejmé se takto muzeme vénovat i vétsim polyo-
minum: hexominum, heptominum atd. (O utvareni vétsich polyomin se doc¢teme napf.
v ) Zajimavou ulohou s timto rozsifenim souvisejici je uréeni poétu vsech ruznych poly-
omin dané velikosti. Vime ze monomino a domino maji jediny mozny tvar, tromina jsou jiz
dvé, tetromin je pét, pentomin dvanact. Zatim jesté nikdo nevymyslel rozumny algoritmus
nebo vzorec, pomoci kterého by se dal zjistit pocet druhu polyomin o velikosti k policek.
Nejvétsi polyomino, pro které se mi podarilo najit pocet druhu, je polyomino o velikosti
28 policek a je jich 153511100594603 druhu (viz [10]).

Navic se v této praci vénuji prevazné uloham, ve kterych je pokryvanou plochou
obdélnik s celo¢iselnymi stranami. Ten muzeme ruzné zobecnit a nabizi se nam tak siroka
skala obménénych tloh. Obdélnik napt. nemusi lezet v roviné, ale muzeme spojit dvé
jeho protéjsi strany a vytvorit tak ¢tvercovou sit na vélci. V tomto valci muzeme spo-
jit podstavy a vytvorit tak torus, zde ovSsem dojte k deformaci ¢tvercové sité. Obé tyto
plochy lze pokryvat polyominy (viz [11]). Déle muzeme v roviné pokryvat obdélnik, jehoz
strany nejsou celoéiselné, pomoci ruznych mensich obdélniku (viz nebo [1]). Popiipadé
muzeme zkoumat, jakymi obrazci lze pokryt rovinny pds nebo i celou rovinu (viz [9]).

V neposledni fadé zminme tlohy zabyvajici se vypliovanim kvadru o celo¢iselnych
stranach pomoci prostorovych polyomin. Ty vzniknou obdobné jako ta rovinnd, jen se ne-
skladaji ze ¢tvercu o velikosti 1 x 1, ale z krychli o velikosti 1 x 1 x 1 (viz [11]). Na obrazku
vidime priklad prostorového tetromina a na obrazku krychli, kterd je dvéma témito
tetrominy vyplnéna.

Obrazek 100: Krychle o velikosti 2 x 2 x 2

Obrazek 99: Prostorové tetromino B .. .
vyplnénd dvéma prostorovymi tetrominy
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