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1.2 Teorie na úvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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Úvod
Seminárńı práce Modelováńı křivek na poč́ıtači si klade za ćıl seznámit čtenáře
se křivkami využ́ıvanými v poč́ıtačové grafice a vytvořit programové prototypy,
které slouž́ı při jejich modelováńı a aplikaćıch na poč́ıtači.

Práce je koncipována jako studijńı materiál pro studenty geometrie, zároveň
však jako přehled teorie křivek, sb́ırka př́ıklad̊u týkaj́ıćıch se studia křivek poč́ıtačové
grafiky a v neposledńı řadě jako ukázka programů, tedy jako ukázka praktické
aplikace geometrie. Důležitým př́ınosem této práce je jej́ı využitelnost jako di-
daktické pomůcky na středńı škole. Použité algoritmy a studované křivky jsou
vhodným rozš́ı̌reńım učiva, které se hod́ı na informatický seminář. V práci bylo k
implementaci vybráno prostřed́ı MatLab, je ovšem možné použ́ıt jakýkoliv pro-
gramovaćı jazyk. Pomoćı programů pak lze názorně předvést jednotlivé vlastnosti
křivek. Daľśı možné využit́ı na středńı škole je při studiu kuželoseček, které jsou
v práci studovány jako racionálńı Bézierovy křivky.

Práce je rozdělena do tř́ı kapitol. Prvńı kapitola popisuje obecné vlastnos-
ti křivek a zavád́ı základńı pojmy a definice. Prvńı část kapitoly je věnována
možným rozděleńım křivek podle r̊uzných kritéríı. Druhá část se pak zabývá
vlastnostmi parametrických křivek, které tato práce studuje.

Ve druhé kapitole jsou konkrétně popsány d̊uležité křivky poč́ıtačové grafiky. V
prvńı části je zavedena Fergusonova kubika a jsou uvedeny jej́ı vlastnosti. Druhá
část je věnována studiu Bézierovy křivky, nejprve jej́ı neracionálńı variantě a
poté variantě racionálńı, d́ıky ńıž je možné závést kuželosečky. Ve třet́ı části
druhé kapitoly je podrobena studiu Coonsova kubika. Zároveň jsou zkoumány
vzájemné vztahy uvedených křivek.

Ve třet́ı, stěžejńı kapitole této seminárńı práce, jsou popsány programy, které
jsem implementovala v prostřed́ı MatLab. Každé křivce studované ve druhé ka-
pitole je věnován jeden nebo v́ıce programů, které uživateli nab́ızej́ı výpočet a
vizualizaci konkrétně zadané křivky a př́ıpadně jej́ıch daľśıch vlastnost́ı. Je tedy
možné si s jejich pomoćı experimentem ověřit vlastnosti křivek studovaných v
předešlých kapitolách této práce.

Součást́ı seminárńı práce je přiložené CD, na němž se nacházej́ı programy
popsané ve třet́ı kapitole. Celý text je pro názornost doplněn obrázky, které jsem
źıskala s využit́ım programu MatLab. Tyto obrázky se v elektronické podobě také
nacházej́ı na přiloženém CD.
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1. Kapitola
Úvod do studia křivek
Zp̊usob náhledu na pojem křivka prošel historicky dlouhým vývojem. Od prvńı
Euklidovy definice ”čára jako délka bez š́ı̌rky“ přes Descartovo zavedeńı pomoćı
pr̊useč́ıku dvou pohybuj́ıćıch se př́ımek, dále od počátku 18. stolet́ı křivka jako
graf funkce. Od poloviny 19. stolet́ı se již začala vyv́ıjet diferenciálńı geomet-
rie křivek, jak ji známe dnes. Nicméně zavedeńı pojmu křivka se objevovalo i v
odvětv́ıch matematiky jako je teorie množin, topologie a teorie dimenze. V ne-
posledńı řadě je pak křivka definována jako jednorozměrná podvarieta, kde na
křivku pohĺıž́ıme lokálně jako na zakřivený jednorozměrný podprostor v Rn. Vı́ce
o historii vývoje pojmu lze nalézt v [7].

V současné době nahĺıž́ıme na křivku v́ıce zp̊usoby. Chápeme ji jako trajektorii
bodu, jako pr̊unik ploch, jako graf funkce, jako algebraickou množinu. Křivku také
můžeme zadat množinou bod̊u a vztahem k nim společně s daľśımi požadavky.
Výsledkem potom jsou r̊uzné druhy aproximačńıch a interpolačńıch křivek. V této
práci bude pojem křivka chápán podle situace jako křivka i s jej́ım nakresleńım
nebo jako samotné vyjádřeńı. Podle aplikace, ke které slouž́ı, vyb́ıráme vhodný
popis křivky. Pro naše účely budeme vyb́ırat taková vyjádřeńı, která se hod́ı pro
potřeby poč́ıtačové grafiky a jsou proto dobře využitelná v poč́ıtačové grafice v
praxi. Nutno podotknout, že při reprezentaci křivek v poč́ıtači se pro vykres-
leńı vždy použ́ıvá po částech lineárńı interpolace. Při dostatečně jemném děleńı
intervalu, na kterém je křivka vykreslována, ji pak lidské oko vńımá jako hladkou.

1.1 Různá děleńı křivek
Dle druhu zadáńı lze křivky rozdělit na explicitně, implicitně a parametricky
vyjádřené. Podle konkrétńı aplikace vyb́ıráme, které z těchto vyjádřeńı použijeme.
V této práci se budeme z následně popsaných d̊uvod̊u zabývat parametricky
vyjádřenými křivkami. Ukáže se totiž, že reprezentace je nejvýhodněǰśı pro účely
poč́ıtačové grafiky, kde nás vždy zaj́ımá co nejjednodušš́ı vyjádřeńı bodu na
křivce.

Explicitńı vyjádřeńı
Explicitńım vyjádřeńım křivky se rozumı́ jej́ı vyjádřeńı předpisem y = f(x), kde
y je závisle proměnná a x nezávisle proměnná z nějakého intervalu.

S explicitně vyjádřenou křivkou se př́ıjemně poč́ıtá, lze k ńı snadno zavést po-
jem orientovaná křivka, jednoduše se pro jej́ı zobrazeńı spojuje v́ıce hodnot funkce
f úsečkami, aby tak pro oko vznikl dojem hladké křivky. Významná nevýhoda
však je, že mnoho křivek takovýmto zp̊usobem vyjádřit nelze - např́ıklad již
kružnici nebo elipsu bychom museli zadat dvěma r̊uznými předpisy. Vzhledem
k tomu, že nás zaj́ımaj́ı vyjádřeńı, která se hod́ı pro práci na poč́ıtači, necháme
explicitńı vyjádřeńı křivek stranou.

Př́ıkladem explicitně zadané křivky je parabola daná předpisem y = ax2 +bx+
c, kubická parabola daná předpisem y = a3x

3 + a2x
2 + a1 + a0 nebo řetězovka
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y = a cosh(x
a
).

Implicitńı vyjádřeńı
Implicitně lze křivku vyjádřit jako množinu nulových bod̊u funkce F (x, y), tedy
jako množinu M = {[x, y];F (x, y) = 0}. Takto vyjadřovat křivku je však při práci
na poč́ıtači velmi nepraktické.

Př́ıkladem může být množina nulových bod̊u funkce F (x, y) = x2 + y2 − 1,
množina nulových bod̊u polynomu F (x, y) = x3+y3−3axy, a > 0 (tzv. Descart̊uv
list) nebo např́ıklad polynomu F (x, y) = y2 − x(x− 1)(x+ 1).

Parametrické vyjádřeńı
Parametrické vyjádřeńı křivky je vhodné z hlediska jednoduchého vyjádřeńı bodu
na křivce. Zároveň máme možnost tak vyjádřit jakoukoliv křivku. Také vyhovuje
často kladeným požadavk̊um jako je nezávislost na volbě souřadnic a jednoduché
omezeńı výpočtu pouze na část křivky. Nav́ıc např́ıklad odpov́ıdá fyzikálńımu
pojet́ı křivky jako dráhy bodu.

Společně s nepř́ıjemnostmi ostatńıch dvou vyjádřeńı jsou toto d̊uvody, proč se
budeme nadále zabývat křivkami vyjádřenými v parametrickém tvaru.

Podle potřeby lze křivky kromě zp̊usobu zadáńı rozdělit do daľśıch skupin.
Můžeme je dělit např́ıklad dle dimenze - rovinná nebo prostorová křivka. Dále
pak můžeme křivky zadané množinou bod̊u rozdělit na takové, které jimi procháźı
(interpolačńı křivky) a takové, které zadanými body neprocháźı (aproximačńı
křivky).

1.2 Teorie na úvod

Definice 1.2.1(Bodová funkce jedné reálné proměnné) Necht’ I ⊂ R je inter-
val. Potom zobrazeńı Q intervalu I do euklidovského prostoru Rn se nazývá bo-
dová funkce jedné reálné proměnné, Q(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]. Reálné funkce
x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t), t ∈ I se nazývaj́ı souřadnicové funkce bo-
dové funkce jedné reálné proměnné.

Definice 1.2.2(Vektorová funkce jedné reálné proměnné) Necht’ I ⊂ R je in-
terval. Potom zobrazeńı q intervalu I do zaměřeńı V euklidovského prostoru Rn

se nazývá vektorová funkce jedné reálné proměnné, q(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)).
Reálné funkce x1 = x1(t), x2 = x2(t), . . . , xn = xn(t), t ∈ I se nazývaj́ı souřadnicové
funkce vektorové funkce jedné reálné proměnné.

Definice lze naj́ıt např́ıklad v [6].
Definice 1.2.3(Parametrizovaná křivka) Necht’ I ⊂ R je interval. Paramet-

rizovaná křivka v Rn je diferencovatelné zobrazeńı c : I → Rn. Množina hodnot
< c >= c(I) se nazývá obraz parametrizované křivky. Řekneme, že křivka c je
regulárńı v bodě t0 ∈ I, pokud c′(t0) 6= o.

Definice 1.2.4(Tečný vektor k parametrické křivce) Pro parametrickou křivku
c : I → Rn, c(t) = [c1(t), c2(t), . . . , cn(t)], nazveme vektor c′(t) ≡ dc

dt
(t) =
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(dc1
dt

(t), dc2
dt

(t), . . . , dcn

dt
(t)) ∈ Rn tečným vektorem k parametrické křivce c v bodě

c(t).
Definice 1.2.5(Tečna ke křivce) Tečna ke křivce c : I → Rn v regulárńım

bodě t0 ∈ I je př́ımka s parametrizaćı t 7→ c(t0) + tc′(t0), t ∈ R.
Př́ıklad 1.2.6 Mějme dvě křivky, zobrazuj́ıćı pro jednoduchost do R2, př́ımku

Q = A + tu, t ∈ R a parabolu P = A + tu + t2v, t ∈ R. Chceme-li vyjádřit
bod př́ımky Q, zaṕı̌seme ho pomoćı bodové funkce Q(t) = [a1 + tu1, a2 + tu2].
Podobně pokud chceme vyjádřit bod paraboly P , zaṕı̌seme ho opět pomoćı bodové
funkce, tentokrát P (t) = [a1 + tu1 + t2v1, a2 + tu2 + t2v2]. Tečný vektor paraboly
P naopak zaṕı̌seme pomoćı vektorové funkce P ′(t) = dP

dt
(t) = (dP1

dt
(t), dP2

dt
(t)) =

(u1 + 2tv1, u2 + 2tv2). Tečnu k parabole P v bodě t0 bychom zapsali pomoćı bodové
funkce Pt(z) = [P1(t0) + z dP1

dt
(t0), P2(t0) + z dP2

dt
(t0)] = [a1 + t0u1 + t20v1 + z(u1 +

2t0v1), a2 + t0u2 + t20v2 + z(u2 + 2t0v2)], z ∈ R.
Definice 1.2.7(Ekvivalentńı křivky) Necht’ c je parametrická křivka na I ∈ R

a d parametrická křivka na J ∈ R. Existuje-li zobrazeńı ϕ : I → J , které je
bijektivńı, spojitě diferencovatelné a dϕ

dt
(t) 6= 0 ∀t ∈ I a pro které plat́ı c(t) =

d(ϕ(t)) na I, potom křivku d nazveme reparametrizaćı křivky c a křivky c a d
nazveme ekvivalentńı.

Definice lze naj́ıt např́ıklad v [12].
Definice 1.2.7 zajǐst’uje, že je splněn výše zmı́něný požadavek nezávislosti křivky

na volbě souřadnic. Je nav́ıc jasné, že dvě ekvivalentńı křivky maj́ı stejný obraz.

Definice 1.2.8(Spojitost křivky) Křivka c : I → Rn, I ∈ R, má spojitost
k-tého řádu v bodě t ∈ I (resp. na I), právě když má jej́ı vektorová funkce v
tomto bodě (resp. na I) spojitost k-tého řádu, tj. když jsou derivace všech jej́ıch
souřadnicových funkćı v tomto bodě (resp. na I) až do k-tého řádu spojité. O
takové křivce pak ř́ıkáme, že je Ck spojitá v bodě t ∈ I (resp. na I).

Definice 1.2.9(Spojitost napojeńı dvou křivek) Necht’ jsou dány dvě křivky
c : I → Rn, I ∈ R, I =< a, b > a d : J → Rn, J =< p, q, J ∈ R a necht’ c je Ck

spojitá na I a d je Ck spojitá na J .
Ř́ıkáme, že křivka d je svým počátečńım bodem na koncový bod křivky c

napojena s Ck spojitost́ı, popř. že tyto křivky jsou Ck spojitě napojeny, pokud
plat́ı: c(i)(b) = d(i)(p), ∀i = 1, 2, . . . , k. Takto definovaná spojitost napojeńı dvou
křivek se označuje jako parametrická spojitost.

Ř́ıkáme, že křivka d je svým počátečńım bodem na koncový bod křivky c
napojena s Gk spojitost́ı, popř. že tyto křivky jsou Gk spojitě napojeny, pokud
plat́ı: c(i)(b) = h.d(i)(p), ∀i = 1, 2, . . . , k, h > 0. Takto definovaná spojitost
napojeńı dvou křivek se označuje jako geometrická spojitost.

Definice lze naj́ıt např́ıklad v [?].
Poznámka: Parametrická spojitost Ck v bodě napojeńı dvou křivek vyjadřuje,

že vektory prvńıch k derivaćı obou křivek jsou v tomto bodě totožné. Naproti to-
mu geometrická spojitost Gk v bodě napojeńı dvou křivek vyjadřuje, že vektory
prvńıch k derivaćı obou křivek jsou v tomto bodě lineárně závislé. Je tedy jasné,
že požadavek na geometrickou spojitost je slabš́ı než požadavek na spojitost pa-
rametrickou.

Daľśı teorii diferenciálńı geometrie lze naj́ıt v literatuře.

4



2. Kapitola
Křivky volného tvaru (Freeform
curves)
V následuj́ıćı kapitole se budeme zabývat některými d̊uležitými křivkami využ́ıvanými
v poč́ıtačové grafice. Pro jednotlivé křivky budeme zavádět pojmy a definice
a poté formulovat jejich vlastnosti. Křivky budou studovány výhradně v R3

(př́ıpadně R2), vzhledem k zaměřeńı směrem na výuku a k reálným aplikaćım
v programech.

2.1 Fergusonova kubika
Fergusonova kubika je křivka třet́ıho stupně, která interpoluje dva zadané bo-
dy. Je to jedna z nejznáměǰśıch interpolačńıch křivek použ́ıvaných v poč́ıtačové
grafice. Poprvé byla použita J.C.Fergusonem pro konstruováńı křivek v leteckém
pr̊umyslu roku 1964.

Definice 2.1.10(Fergusonova Kubika) Necht’ jsou dány dva ř́ıdićı body A a B,
tečné vektory A′ a B′ v těchto bodech. Potom je vektorová rovnice Fergusonovy
kubiky Q(t):

Q(t) = F0(t)A+ F1(t)B + F2(t)A′ + F3(t)B′; t ∈ 〈0, 1〉 (2.1)

kde bázové funkce Fi(t), i = 0, 1, 2, 3, jsou Hermitovy polynomy třet́ıho stupně a
plat́ı

F0(t) = 2t3 − 3t2 + 1
F1(t) = −2t3 + 3t2 (2.2)
F2(t) = t3 − 2t2 + t

F3(t) = t3 − t2

Definice je uvedena např́ıklad v [6].

0 1

0

0.5

1

F
0
(t) F

1
(t)

F
2
(t)

F
3
(t)

Obrázek 2.1: Hermitovy polynomy

Fergusonova kubika je tedy zadaná svými koncovými body a tečnými vek-
tory v př́ıslušných bodech. Na obrázćıch 2.2a. a 2.2b. vid́ıme dvě r̊uzná zadáńı
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Fergusonovy kubiky. Křivka se vždy přimyká k tečnému vektoru v jeho směru,
mı́ra přimykáńı je dána jeho velikost́ı. Pro změnu křivky tedy můžeme pohnout
koncovým bodem, změnit velikost tečného vektoru nebo změnit směr tečného
vektoru.

0 2

−1

1

P(t)

A

A’

B

B’

(a)
2 3

1

1.5

Q(t)

K

K’

L

L’

(b)

Obrázek 2.2: Př́ıklady Fergusonovy kubiky

Poznámka: Při modelováńı na poč́ıtači (v prostřed́ı MatLab) se často využ́ıvá
maticový zápis, který má tvar

Q(t) = TFA =
(
t3 t2 t 1

)
︸ ︷︷ ︸

T


2 −2 1 1
−3 3 −2 −1
0 0 1 0
1 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

F


A
B
A′

B′


︸ ︷︷ ︸

A

Chceme-li navázat dvě Fergusnovy kubiky, je z definice jasné, že pokud zto-
tožńıme koncový bod prvńı křivky a počátečńı bod křivky druhé a př́ıslušné
tečné vektory, dostaneme křivku se spojitost́ı C1. Výjimku tvoř́ı pouze př́ıpad,
kdy je některý tečný vektor nulový. (Pokud ztotožńıme pouze směry př́ıslušných
tečných vektor̊u, źıskáme pro výslednou křivku spojitost G1). Častý požadavek
na C1 spojitost křivky vzniklé navazováńım segment̊u je proto jednoduché splnit.

Zadáńı Fergusonovy kubiky lze zobecnit pro interpolaci i-tého a (i + 1)-ho
bodu z n zadaných bod̊u (i < n):

Definice 2.1.10*(Fergusonova kubika) Necht’ jsou dány body Ai a Ai+1 a
tečné vektory v těchto bodech A′i a A′i+1. Necht’ uvedeným bod̊um odpov́ıdaj́ı
hodnoty parametru ti a ti+1. Fergusonovu kubiku urč́ıme pomoćı rovnice

Q(t) = H0(t− ti)Ai +H1(t− ti)Ai+1 +H2(t− ti)A′i +H3(t− ti)A′i+1 (2.3)

kde Hi(s) jsou polynomy třet́ıho stupně.
Definice je uvedena např́ıklad v [3].

Z podmı́nek Q(ti) = Ai, Q(ti+1) = Ai+1, Q′(ti) = A′i a Q′(ti+1) = A′i+1 urč́ıme
koeficienty u jednotlivých mocnin výrazu t − ti. Při označeńı s := t − ti, ki :=
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ti+1 − ti dojdeme ke vztah̊um

H0(s) = 2
k3
i

s3 − 3
k2
i

s2 + 1

H1(s) = − 2
k3
i

s3 + 3
k2
i

s2, (2.4)

H2(s) = 1
k2
i

s3 − 2
ki
s2 + s,

H3(s) = 1
k2
i

s3 − 1
ki
s2

Pro volbu uniformńı parametrizace ti = 0, ti+1 = 1 tj. ki = 1 maj́ı polynomy
Hi(s) tvar bázových polynomů Fi(t).

Př́ıklad 2.1.11 Určete parametrické vyjádřeńı Fergusonových kubik P (t),
Q(t) navázaných spojitost́ı C1 a jejich tečných vektor̊u P ′(t), Q′(t). Kubika P (t)
je zadána body A, B a tečnými vektory A′, B′ v těchto bodech, kubika Q(t) je
zadána body B, C a tečnými vektory B′, C ′ v těchto bodech. A = [1, 0], B = [3, 2],
C = [4.5, 1], A′ = (1, 3), B′ = (1,−4), C ′ = (2.5, 1).

Řešeńı: Dle (2.1) je P (t) = F0(t)[1, 0]+F1(t)[3, 2]+F2(t)(1, 3)+F3(t)(1,−4); t ∈
〈0, 1〉.
tj. P (t) = (2t3−3t2+1)[1, 0]+(−2t3+3t2)[3, 2]+(t3−2t2+t)(1, 3)+(t3−t2)(1,−4).
Spoč́ıtáme zvlášt’ prvńı a druhou složku bodu P (t):
P1(t) = 2t3 − 3t2 + 1 + 3(−2t3 + 3t2) + t3 − 2t2 + t+ t3 − t2 = −2t3 + 3t2 + t+ 1
P2(t) = 0 + 2(−2t3 + 3t2) + 3(t3 − 2t2 + t)− 4(t3 − t2) = −5t3 + 4t2 + 3t
a dostaneme tedy P (t) = [P1(t), P2(t)] = [−2t3 + 3t2 + t+ 1,−5t3 + 4t2 + 3t].
P ′(t) := dP

∂t
(t) = (dP1

∂t
(t), dP2

∂t
(t)) = (−6t2 + 6t+ 1,−15t2 + 8t+ 3).

Nyńı stejně pro Q(t):
Q(t) = F0(t)[3, 2] + F1(t)[4.5, 1] + F2(t)(1,−4) + F3(t)(2.5, 1); t ∈ 〈0, 1〉.
Q1(t) = 3(2t3− 3t2 + 1) + 4.5(−2t3 + 3t2) + t3− 2t2 + t+ 2.5(t3− t2) = 1

2t
3 + t+ 3

Q2(t) = 2(2t3− 3t2 + 1)− 2t3 + 3t2− 4(t3− 2t2 + t) + t3− t2 = −t3 + 4t2− 4t+ 2
Q(t) = [1

2t
3 + t+ 3,−t3 + 4t2 − 4t+ 2].

Q′(t) = (3
2t

2 + 1,−3t2 + 8t− 4); t ∈ 〈0, 1〉.

1 3 5 7

−2

0

2

P(t)

Q(t)

A

B

C

A’

B’

C’

Obrázek 2.3: Fergusono-
vy kubiky z př́ıkladu 11.

1 3 5 7

−2

0

2

A

B

C

A’

B’

C’

1
B’

2
B’

3
B’

Obrázek 2.4: Změny
tečného vektoru B′

křivky v bodě B

Obrázek 2.4. znázorňuje postupnou změnu tečného vektoru B′ na vektory
1B
′, 2B

′, 3B
′ v bodě navázáńı dvou segment̊u Fergusonovy kubiky.
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Př́ıklad 2.1.12 Určete rovnici Fergusonovy kubiky Q(t) pro body A = [1, 0, 0], B =
[2, 2, 2] a tečné vektory v těchto bodech A′ = (−1, 3, 1), B′ = (−0.5, 1,−2).

Řešeńı:
Dle (2.1):Q(t) = F0(t)[1, 0, 0]+F1(t)[2, 2, 2]+F2(t)(−1, 3, 1)+F3(t)(−0.5, 1,−2); t ∈
〈0, 1〉.
Vypoč́ıtejme zvlášt’ složky bodu Q(t):
Q1(t) = (2t3−3t2+1)+2(−2t3+3t2)−(t3−2t2+t)− 1

2(t3−t2) = −7
2t

3+ 11
2 t

2−t+1
Q2(t) = 0 + 2(−2t3 + 3t2) + 3(t3 − 2t2 + t) + (t3 − t2) = −t2 + 3t
Q3(t) = 0 + 2(−2t3 + 3t2) + (t3 − 2t2 + t)− 2(t3 − t2) = −5t3 + 6t2 + t
Tedy dostaneme:
Q(t) = [Q1, Q2, Q3] = [−7

2t
3 + 11

2 t
2− t+ 1,−t2 + 3t,−5t3 + 6t2 + t]; t ∈ 〈0, 1〉.

Výsledky př́ıklad̊u 2.1.11 a 2.1.12 lze źıskat spuštěńım programu FergusonovaKu-
bika, který je popsán na straně 21.

0

1

2

0
1

2
3
0

1

2

A

Q(t)

B

B’

A’

Obrázek 2.5: Fergusonova
kubika z př́ıkladu 12.

0 1 2 0
1

2
3

0

1

2

B’

B

C’

Q(t)A’

A

R(t)

C

Obrázek 2.6: Navázáńı daľśı
Fergusonovy kubiky v bodě
B spojitost́ı C1.

Př́ıklad 2.1.13 Určete, kdy Fergusonova kubika Q(t), zadaná body A,B a
tečnýma vektory A′, B′ v těchto bodech, degeneruje na křivku druhého stupně.
A = [−1, 0], B = [1, 0], A′ = (a, a), B′ = (b,−b); a, b > 0.

Řešeńı: Vyjdeme z rovnic (1) a (2). Máme určit a a b tak, aby koeficienty u
členu t3 byly rovny nule - pokud je to možné.
Tedy máme:

2A− 2B + A′ +B′ = o

tj.
−4 + a+ b = 0

a− b = 0

}
a = b = 2

Vzhledem k rovnićım (1) a (2) má źıskaná křivka vyjádřeńı

Q(t) = F0(t)[−1, 0] + F1(t)[1, 0] + F2(t)(2, 2) + F3(t)(2,−2)

tj.
x = 2t− 1, y = −2t2 + 2t; t ∈ 〈0, 1〉

a po převedeńı na explicitńı tvar dostaneme y = −1
2x

2 + 1
2 ; x ∈ 〈−1, 1〉.
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−1 1 3

−2

0

2

Q(t)

A

A’

B

B’

Obrázek 2.7: Ferguso-
nova kubika z př́ıkladu
13.

Obrázek 2.8: Navázáńı několika Ferguso-
nových kubik, s nulovými tečnými vektory
a spojitost́ı C1.

Na obrázku 2.8. je znázorněno navazováńı Fergusonových kubik v rovině. Vždy
vektor v koncovém bodě jednoho segmentu splývá s vektorem v počátečńım bodě
následuj́ıćıho segmentu. Můžeme sledovat, jak v takovém př́ıpadě ovlivńı nulové
tečné vektory v koncových bodech chováńı výsledné křivky.

2.2 Bézierova křivka
Bézierova křivka je aproximačńı křivka, která je velmi hojně použ́ıvaná v poč́ıtačové
grafice. Jej́ı konstrukce stoj́ı na intuitivńım geometrickém algoritmu de Cas-
teljau. Tento algoritmus umožňuje geometrickou konstrukci a úpravu křivky na
základě jej́ıho tvaru - pomoćı změny bod̊u kontrolńıho polygonu, který Bézierovu
křivku určuje. Doba vzniku Bézierových křivek se datuje na přelom padesátých
a šedesátých let minulého stolet́ı, kdy Paul de Casteljau a Pierre Bézier objevo-
vali teorii těchto křivek. S Bézierovými křivkami se můžeme setkat např́ıklad při
popisu TrueType (kvadratické křivky) a postscriptových (kubické křivky) font̊u.

Definice 2.2.14(Bézierova křivka) Bézierova křivka Q(t) n-tého stupně je
určena posloupnost́ı n+ 1 bod̊u Ai, které tvoř́ı kontrolńı polygon, a vztahem

Q(t) =
n∑
i=0

Bn
i (t)Ai ; t ∈ 〈0, 1〉 (2.5)

kde Bn
i (t) jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupně tvaru:

Bn
i (t) =

(
n

i

)
ti(1− t)n−i ; t ∈ 〈0, 1〉, i = 0, 1, . . . , n, (2.6)

kde dodefinujeme následuj́ıćı výrazy:
(
n
i

)
:= n!

(n−i)!i! ,
(
n
0

)
:= 1, 00 := 1.

Definice je uvedena např́ıklad v [6], [10].
Poznámka: Při práci v prostřed́ı MatLab se často použ́ıvá maticový zápis, který
má tvar
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Q(t) = TBA =
(
tn tn−1 · · · t 1

)
︸ ︷︷ ︸

T

B



A0
A1
...

An−1
An


︸ ︷︷ ︸

A

(2.7)

kde B je čtvercová matice typu (n+ 1)× (n+ 1),

B =



(−1)n (−1)n−1n (−1)n−2
(
n
2

)
· · ·

(
n
n−2

)
−n 1

(−1)n+1n (−1)nn(n− 1) (−1)n−1n
(
n−1

2

)
· · · −n(n− 1) n 0

... ... ... . . . ... ... ...
−n n 0 · · · 0 0 0
1 0 0 · · · 0 0 0


Tedy např́ıklad pro Bézierovu křivku 3. stupně

Q(t) =
(
t3 t2 t 1

)
−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 3 0 0
1 0 0 0



A0
A1
A2
A3

 (2.8)

V následuj́ıćı tabulce 2.1 jsou vypoč́ıtány Bernsteinovy polynomy stupně 0, 1, 2
a 3 vždy pro t ∈ 〈0, 1〉.

n = 0 n = 1 n = 2 n = 3
B0

0(t) = 1 B1
0(t) = 1− t B2

0(t) = (1− t)2 B3
0(t) = (1− t)3

B1
1(t) = t B2

1(t) = 2t(1− t) B3
1(t) = 3t(1− t)2

B2
2(t) = t2 B3

2(t) = 3t2(1− t)
B3

3(t) = t3

Tabulka 2.1: Bernsteinovy polynomy stupně 0, 1, 2 a 3

Bernstenovy polynomy nultého až páteho stupně jsou znázorněny na obrázku 2.9.

Tvrzeńı 2.2.15 Bézierova křivka určená posloupnost́ı n+ 1 bod̊u kontrolńıho
polygonu A0, A1, . . . , An procháźı bodem A0 a bodem An pro n ∈ N.

D̊ukaz. Necht’ body A0, A1, . . . , An jsou body kontrolńıho polygonu určuj́ıćıho
Bézierovu křivku Q(t). Protože Bn

0 (0) = 1 a Bn
i (0) = 0, i = 1, . . . , n, plat́ı

Q(0) = A0. Stejně Bn
n(1) = 1, Bn

i (1) = 0, i = 0, 1, . . . , n−1, tedy Q(1) = An.

Tvrzeńı 2.2.16 Je-li Bézierova křivka Q(t) určená body kontrolńıho polygonu
A0, A1, . . . , An, pak
(a) vektor A0A1 a tečný vektor křivky Q(t) v bodě t = 0 jsou lineárně závislé
(b) vektor An−1An a tečný vektor křivky Q(t) v bodě t = 1 jsou lineárně závislé.
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Obrázek 2.9: Bernsteinovy polynomy nultého až pátého stupně
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D̊ukaz. SpočtemeQ′(0) := dQ
∂t

(0). (Bn
0 )′(0) = −n, (Bn

1 )′(0) = n, (Bn
i )′(0) = 0, i =

2, . . . , n. Tedy Q′(0) = n(A1 − A0). Stejně pro Q′(1) := dQ
∂t

(1). (Bn
n−1)′(1) = −n,

(Bn
n)′(1) = n, (Bn

i )′(1) = 0, i = 0, . . . , n− 2. Tedy Q′(1) = n(An − An−1).

Tvrzeńı 2.2.17 Bézierova křivka je invariantńı v̊uči afinńı transformaci.

D̊ukaz. Prvně si uvědomı́me, že ∑n
i=0 B

n
i (t) = ∑n

i=0

(
n
i

)
ti(1 − t)n−i = (t + (1 −

t))n = 1.
Necht’ je dána Bézierova křivka Q(t) body kontrolńıho polygonu A0, A1, . . . , An
a afinńı zobrazeńı, které x 7→ x̃ = Mx+m. Necht’ je křivce Q(t) t́ımto zobrazeńım
přǐrazena křivka R(t) a bodu Ai bod Ãi, i = 0, 1, . . . , n. Pak R(t) = MQ(t) +m
a Ãi = MAi +m. Necht’ S(t) je Bézierova křivka daná body Ãi. Potom
S(t) = ∑n

i=0(MAi +m)Bn
i (t) = M

∑n
i=0 AiB

n
i (t) +m

∑n
i=0 B

n
i (t) = MQ(t) +m =

R(t).

Výše uvedená tvrzeńı lze dohledat např́ıklad v [2], [3], [9].

(a) (b)

Obrázek 2.10: Změna Bézierovy křivky
zvýšeńım stupně a posunut́ım bodu kon-
trolńıho polygonu

Stupeň Bézierovy křivky se odv́ıj́ı
od počtu bod̊u kontrolńıho polygo-
nu. Pro (n + 1) bod̊u je jej́ı stupeň
n. Obrázek 2.10a ilustruje jak stu-
peň Bézierovy křivky ovlivňuje jej́ı
přimykáńı ke kontrolńımu polygo-
nu. Z obrázku 2.10b je zřejmé, že
změna jednoho bodu kontrolńıho po-
lygonu ovlivńı pr̊uběh celé výsledné
křivky. Ze zmı́něného vyplývaj́ı ome-
zeńı, která Bézierova křivka má.
S rostoućım stupněm se stává ne-
praktickou a zároveň se celá měńı
při změně i přidáńı jediného bo-
du kontrolńıho polygonu. Tento fakt
výrazně znepř́ıjemňuje práci s ńı, nebot’ je vždy nutné celou křivku přepoč́ıtat.

Pro výpočet (konstrukci) bod̊u Bézierovy křivky se použ́ıvá algoritmus de Cas-
teljau. Jeho vstupem je (n + 1) bod̊u kontrolńıho polygonu Ai, i = 0, 1, . . . , n,
výstupem bod lež́ıćı na Bézierově křivce určené t́ımto polygonem. Algoritmus
poč́ıvá v opakované lineárńı interpolaci. V prvńım kroku algoritmu provedeme
lineárńı interpolaci bod̊u kontrolńıho polygonu: bereme vždy t ∈ 〈0, 1〉 tak, že
b1
j(t) = (1− t)Aj + tAj+1, j = 0, 1, . . . , n−1. V každém následuj́ıćım i-tém kroku

vždy provád́ıme lineárńı interpolaci bod̊u na právě vzniklých úsečkách stále pro
stejnou hodnotu parametru t: bij(t) = (1− t)bi−1

j (t) + tbi−1
j+1(t), j = 0, 1, . . . , n− i.

V n-tém kroku dostaneme jedinou úsečku bn0 (t), t ∈ 〈0, 1〉. Pro zvolenou hodnotu
parametru t źıskáme bod na Bézierově křivce.

Na obrázku 2.11 jsou kroky algoritmu de Casteljau znázorněny pro Bézierovu
kubiku danou body kontrolńıho polygonu A,B,C,D pro t = 1

2 . V prvńım kroku
jsou vyjádřeny body b1

0(t), b1
1(t), b1

2(t) na úsečkách AB,BC,CD. Ve druhém kro-
ku jsou vyjádřeny body b2

0(t), b2
1(t) na úsečkách b1

0(t)b1
1(t), b1

1(t)b1
2(t). Ve třet́ım,

posledńım kroku je vyjádřen bod b3
0(t) na úsečce b2

0(t)b2
1(t).
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Obrázek 2.11: Kroky algoritmu de Casteljau pro t = 1
2

Tvrzeńı 2.2.18 Bod bn0 (t) z výše popsaného algoritmu de Casteljau pro zvolené
t ∈ 〈0, 1〉 lež́ı na Bézierově křivce určené body Ai, i = 0, 1, . . . , n.

D̊ukaz. Mějme pevné t ∈ 〈0, 1〉. bn0 (t) = (1− t)bn−1
0 (t) + tbn−1

1 (t) = (1− t)((1−
t)bn−2

0 (t)+tbn−2
1 (t))+t((1−t)bn−2

1 (t)+tbn−2
2 (t)) = (1−t)2bn−2

0 (t)+2t(1−t)bn−2
1 (t)+

t2bn−2
2 (t) = . . . = ∑N

i=0

(
N
i

)
ti(1− t)N−ibn−Ni (t);N = 0, 1, . . . , n,

tj. bn0 (t) = ∑n
i=0

(
n
i

)
ti(1− t)n−ib0

i (t) = ∑n
i=0 B

n
i (t)Ai = Q(t).

Výše uvedená tvrzeńı lze dohledat např́ıklad v [2], [3], [9].
Algoritmus de Casteljau tedy děĺı Bézierovu křivku na dvě části, s kontrolńımi

polygony A0b
1
0(t)b2

0(t) . . . bn0 (t) a bn0 (t)bn−1
1 (t) . . . b1

n−1(t)An, jak vid́ıme i na obrázku
2.11c.Pokud bychom pro nově vzniklé body algoritmus opakovali a dostali bychom
se tak na k-tou úroveň opakováńı, źıskali bychom z nově vzniklých 2k kontrolńıch
polygon̊u lineárně lomenou křivku, která se pro k → ∞ bĺıž́ı k Bézierově křivce
dané kontrolńım polygonem A0, A1, . . . , An. Na obrázku 2.11c je algoritmus prove-
den pouze jednou, přesto však již můžeme pozorovat výrazněǰśı přimykáńı křivky
k nově vzniklým kontrolńım polygon̊um.

Př́ıklad 2.2.19 Určete parametrické vyjádřeńı Bézierovy kubiky Q(t), t ∈
〈0, 1〉, která je dána body ř́ıdićıho polygonu A = [0, 0], B = [2, 3], C = [4, 2], D =
[5,−2].

Řešeńı: Počet bod̊u kontrolńıho polygonu je 4, hledáme tedy opravdu kubic-
kou křivku (n = 3). Př́ıklad vyřeš́ıme dvěma zp̊usoby.

Nejprve pomoćı algoritmu de Casteljau. Provedeme prvńı krok algoritmu - li-
neárńı interpolaci bod̊u kontrolńıho polygonu - a spoč́ıtáme b1

j(t), j = 0, 1, 2 podle
vztahu b1

j(t) = (1− t)Aj + tAj+1
b1

0(t) = (1− t)A+ tB = (1− t)[0, 0] + t[2, 3] = [2t, 3t]
b1

1(t) = (1− t)B + tC = (1− t)[2, 3] + t[4, 2] = [2t+ 2,−t+ 3]
b1

2(t) = (1− t)C + tD = (1− t)[4, 2] + t[5,−2] = [t+ 4,−4t+ 2]
Následně provedeme druhý krok algoritmu, dle vztahu pro bod bij(t):
b2
j(t) = (1− t)b1

j(t) + tb1
j+1(t), j = 0, 1

b2
0(t) = (1− t)b1

0(t) + tb1
1(t) = (1− t)[2t, 3t] + t[2t+ 2,−t+ 3] = [4t,−4t2 + 6t]

b2
1(t) = (1 − t)b1

1(t) + tb1
2(t) = (1 − t)[2t + 2,−t + 3] + t[t + 4,−4t + 2] =

[−t2 + 4t+ 2,−3t2 − 2t+ 3]
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A nakonec třet́ı krok, posledńı lineárńı interpolace bod̊u minulého kroku:
b3

0(t) = (1− t)b2
0(t) + tb2

1(t)
Bod křivky Q(t) má tedy vyjádřeńı (pro zvolené t ∈ 〈0, 1〉):
Q(t) = b3

0(t) = (1 − t)[4t,−4t2 + 6t] + t[−t2 + 4t + 2,−3t2 − 2t + 3] = [−t3 +
6t, t3 − 12t2 + 9t]

Dále řeš́ıme př́ıklad dle definice (2.6). V tabulce2.1 najdeme vyjádřeńı Bernstei-
nových polynomů třet́ıho stupně:
B3

0(t) = (1−t)3, B3
1(t) = 3t(1−t)2, B3

2(t) = 3t2(1−t), B3
3(t) = t3, t ∈ 〈0, 1〉

Potom podle definice Bézierovy křivky (2.5) vyjádř́ıme Q(t):
Q(t) = ∑3

i=0 B
3
i (t)Ai = (1− t)3[0, 0] + 3t(1− t)2[2, 3] + 3t2(1− t)[4, 2] + t3[5,−2]

Nakonec vypoč́ıtáme zvlášt’ složky bodu Q(t):
Q1(t) = 0 + 2(3t(1− t)2) + 4(3t2(1− t)) + 5t3 = −t3 + 6t
Q2(t) = 0 + 3(3t(1− t)2) + 2(3t2(1− t))− 2t3 = t3 − 12t2 + 9t ; t ∈ 〈0, 1〉
Výsledky př́ıkladu 2.219 lze źıskat spuštěńım programu BezierovaKrivka, který je
popsán na straně 22. Pr̊uběh př́ıkladu je nav́ıc znázorněn v ukázce na straně ??.
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Obrázek 2.12: Bézierovy křivky z př́ıklad̊u 2.2.19. a 2.2.20.

Na obrázku 2.12a vid́ıme výsledek př́ıkladu 2.2.19, na obrázku 2.12b jeho
řešeńı pomoćı algoritmu de Casteljau, zde pro t = 2

5 . Na obrázku 2.12c je řešeńı
následuj́ıćıho př́ıkladu 2.2.20.

Př́ıklad 2.2.20 Určete parametrické vyjádřeńı Bézierovy křivky dané body
kontrolńıho polygonu A = [0, 0, 0], B = [2, 3, 2], C = [4, 2, 0], D = [5,−2, 4].

Řešeńı: Vypoč́ıtejme pomoćı algoritmu de Casteljau. Prvńı krok - lineárńı
interpolace bod̊u ř́ıdićıho polygonu:
b1

0(t) = (1− t)[0, 0, 0] + t[2, 3, 2] = [2t, 3t, 2t]
b1

1(t) = (1− t)[2, 3, 2] + t[4, 2, 0] = [2t+ 2, 3− t, 2− 2t]
b1

2(t) = (1− t)[4, 2, 0] + t[5,−2, 4] = [t+ 4, 2− 4t, 4t]
Druhý krok - lineárńı interpolace bod̊u źıskaných v minulém kroku:
b2

0(t) = (1− t)[2t, 3t, 2t] + t[2t+ 2, 3− t, 2− 2t] = [4t,−4t2 + 6t,−4t2 + 4t]
b2

1(t) = (1− t)[2t+ 2, 3− t, 2− 2t] + t[t+ 4, 2− 4t, 4t] = [−t2 + 4t+ 2,−3t2− 2t+
3, 6t2 − 4t+ 2]
Třet́ı krok - opět lineárńı interpolace bod̊u źıskaných v minulém kroku:
Q(t) = b3

0(t) = (1− t)[4t,−4t2 + 6t,−4t2 + 4t] + t[−t2 + 4t+ 2,−3t2−2t+ 3, 6t2−
4t+ 2] = [−t3 + 6t, t3 − 12t2 + 9t, 10t3 − 12t2 + 2t].
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Výsledky př́ıkladu 2.2.20 lze źıskat spuštěńım programu BezierovaKrivka, který
je popsán na straně 22.

Všimněme si, že je splněno tvrzeńı 2.2.17 o invarianci Bézierovy křivky v̊uči
afinńım transformaćım: body v př́ıkladu 2.2.20. maj́ı stejné x-ové a y-ové souřadnice
jako body v př́ıkladu 2.2.19. Ty jsou proto pr̊umětem bod̊u z př́ıkladu 2.2.20.
do roviny (x, y). Výsledná křivka z př́ıkladu 2.2.19. je také pr̊umětem křivky z
př́ıkladu 2.2.20. do roviny (x, y).

Bézierova křivka se se zvyšuj́ıćım se stupněm stává nepraktickou, proto je
pro v́ıce bod̊u výhodné navázat několik Bézierových křivek nižš́ıho stupně. V
následuj́ıćım př́ıkladě spoč́ıtáme napojeńı Bézierových křivek druhého a třet́ıho
stupně s r̊uznými typy spojitosti.

Př́ıklad 2.2.21 Bézierova křivka 2. stupně P (t) je dána body kontrolńıho po-
lygonu A = [0, 0], B = [0, 2], C = [2, 3]. Bézierova kubika Q(t) je dána body
kontrolńıho polygonu K = [2, 3], L = [u, v],M = [6, 3], N = [4, 0]; u, v ∈ R a
podmı́nkou:
(a) napojeńı křivek P (t) a Q(t) je spojitosti G1

(b) napojeńı křivek P (t) a Q(t) je spojitosti C1

Dourčete souřadnice bodu L kontrolńıho polygonu křivky Q(t).
Řešeńı: V obou př́ıpadech budeme zkoumat vztah tečného vektoru P ′(t) v kon-

covém bodě křivky P (t) a tečného vektoru Q′(t) v počátečńım bodě křivky Q(t).
Ty źıskáme rychle, podle tvrzeńı 2.2.16. totiž plat́ı P ′(1) = 2(C − B) = (4, 2)
a Q′(0) = 3(L−K) = 3(u− 2, v − 3).
(a) Pro spojitost G1 potřebujeme, aby vektory P ′(1) a Q′(0) byly lineárně závislé,
tedy aby 3(u− 2, v− 3) = k(4, 2); k 6= 0. Z toho vyplývá, že bod L muśı ležet na
př́ımce p : [u, v] = [1

3(4k + 6), 1
3(2k + 9)]; k ∈ R \ {0}.

(b) Pro spojitost C1 potřebujeme, aby se vektory P ′(1) a Q′(0) rovnaly, tj. aby
bylo k = 1, tedy L = [u, v] = [10

3 ,
11
3 ].

0 2 4 6
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2

4
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B

C=K

L1

L2

L3

M

N

Obrázek 2.13: Navázáńı
Bézierových křivek r̊uznými
typy spojitosti

Obrázek 2.14: Vztah mezi
Bézierovou a Fergusonovou
kubikou

Na obrázku 2.13 je vyobrazeno navázáńı Bézierových křivek z př́ıkladu 2.2.21.
Prvńı křivka je dána body kontrolńıho polygonu A,B,C, druhá body kont-
rolńıho polygonu K,L1 (resp. L2, L3),M . Křivky jsou navázány spojitost́ı C0

(resp. C1, G1).

15



Vztah mezi Bézierovou a Fergusonovou kubikou
Z tvrzeńı 2.2.16. v́ıme, že pro Bézierovu kubiku R(t) danou body A,B,C,D má
tečný vektor R′(t) v počátečńım bodě tvar R′(0) = 3(B−A) a v koncovém bodě
R′(1) = 3(D − C). Pokud tedy chceme zadat Fergusonovu kubiku S(t) tak, aby
R(t) = S(t), zadáme ji body A,D a tečnými vektory 3(B−A), 3(D−C) v těchto
bodech.

Obrázek 2.14 ilustruje vztah mezi Bézierovou a Fergusonovou kubikou: Bézierova
kubika zadaná body A,B,C,D a j́ı odpov́ıdaj́ıćı Fergusonova kubika zadaná body
A,D a př́ıslušnými tečnými vektory 3AB a 3CD.

Racionálńı Bézierova křivka
U samotné Bézierovy křivky neńı žádná možnost, jak ovlivňovat jej́ı tvar lokálně.
Křivka měńı tvar pouze při změně (přidáńı, ubrańı) bodu kontrolńıho polygonu.
Racionalizaćı Bézierovy křivky z (2.5) je přidána možnost ovlivnit, nakolik se
ke kterému z bod̊u kontrolńıho polygonu křivka přimyká. Je potom např́ıklad
možné, aby Bézierova křivka 2. stupně tvořila i část elipsy, kružnice a hyperboly,
nejen paraboly. Každému bodu totiž můžeme přǐradit váhu, která udává mı́ru
přimykáńı křivky k př́ıslušnému bodu.

Definice 2.2.22(Racionálńı Bézierova křivka) Racionálńı Bézierova křivka
Q(t) n-tého stupně je určena posloupnost́ı n + 1 bod̊u Ai, které tvoř́ı kontrolńı
polygon, a vztahem

Q(t) =
n∑
i=0

Rn
i (t)Ai ; t ∈ 〈0, 1〉 (2.9)

kde Rn
i (t) jsou racionálńı Bernsteinovy polynomy n-tého stupně tvaru:

Rn
i (t) = ωiB

n
i (t)∑n

i=0 ωiB
n
i (t) ; t ∈ 〈0, 1〉, ωi ≥ 0 i = 0, 1, . . . , n (2.10)

kde Bn
i (t) jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupně a ωi je váha přǐrazená

bodu Ai.
Definice je uvedena např́ıklad v [2].
Obrázek 2.15 znázorňuje změnu váhy u bodu C racionálńı Bézierovy křivky

zadané body kontrolńıho polygonu A,B,C,D s vahami u bod̊u A,B,D rovnými
jedné. Obrázek 2.16 ilustruje řešeńı následuj́ıćıho př́ıkladu 2.2.23.

Kuželosečky jako racionálńı Bézierovy křivky
Každá křivka druhého stupně je kuželosečka. Pro tři nekolineárńı body kont-
rolńıho polygonu dostáváme Bézierovu křivku druhého stupně.

Pod́ıvejme se, že pokud neńı Bézierova křivka druhého stupně racionálńı, pak
může být pouze část́ı paraboly. Bézierovu křivku druhého stupně vyjádř́ıme (v ta-
bulce 2.1 máme připraveny Bernsteinovy polynomy):
Q(t) = (1−t)2A+2t(1−t)B+t2C = (A−2B+C)t2+(−2A+2B)t+A = at2+bt+c
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Obrázek 2.15: Racionalńı
Bézierova kubika

Obrázek 2.16: Racionálńı
Bézierova křivka 2. stupně z
př́ıkladu 2.2.24.

A,B,C jsou nekolineárńı, tedy A−B 6= B−C a proto a 6= o. Vyjdeme-li z para-
metrizace paraboly P (t) = (t, t2), dostaneme se reparametrizacemi k obecnému
vyjádřeńı Q(t) = at2 + bt+ c, a 6= 0. Viz. např́ıklad [3].

Ostatńı kuželosečky tedy nelze pomoćı Bézierovy křivky bez jej́ı racionalizace
źıskat.

Př́ıklad 2.2.23 Racionálńı Bézierova křivka 2. stupně Q(t) je daná body kon-
trolńıho polygonu A,B,C. Klasifikujte křivku podle parametru ω - váhy u bodu B.
Váhy u bod̊u A a C jsou rovny jedné.

Řešeńı: Pro ω = 0 jde o úsečku AC, předpokládejme tedy, že ω 6= 0. Bern-
steinovy polynomy 2. stupně máme v tabulce 2.1.

Pomoćı nich křivku vyjádř́ıme: Q(t) = (1− t)2A+ 2t(1− t)ωB + t2C

(1− t)2 + 2t(1− t)ω + t2

Nyńı rozebereme jmenovatele J(t) křivky Q(t) v závislosti na koefecientu ω
s užit́ım projektivńıch vlastnost́ı kuželoseček, uvedených např́ıklad v [5]
J(t) := (1−t)2+2t(1−t)ω+t2 = 2t2(1−ω)+2t(ω−1)+1, tedy D = 4(ω−1)(ω+1):
ω ∈ (0, 1) : J(t) 6= 0 ∀t ∈ R ⇒ Q(t) je část elipsy nebo ve speciálńım př́ıpadě
kružnice
ω = 1 : J(t) = 1 ∀t ∈ R ⇒ Q(t) je neracionálńı Bézierova křivka, tj. část
paraboly
ω > 1 : ∃t1, t2 ∈ R : J(t1) = 0 ∧ J(t2) = 0 ⇒ Q(t) je část hyperboly

Př́ıklad 2.2.24 Racionálńı Bézierova křivka 2. stupně Q(t) je daná body kon-
trolńıho polygonu A = [−1, 0], B = [0,−b], C = [1, 0], b > 0. Určete hodnotu váhy
ω u bodu B tak, aby křivka byla část́ı kružnice. Váhy u bod̊u A a C jsou rovny
jedné.

Řešeńı: Využijeme př́ıkladu 2.2.23. Vı́me tedy už, že muśı být ω ∈ (0, 1).
Prvně najdeme souřadnice bodu Q(1

2), který lež́ı na ose y:
M := Q(1

2) = A+2ωB+C
2(ω+1) = [0,−m], −m = ω(−b)

ω+1 ⇒ ω = m
b−m

Tečné vektory v koncových bodech A,C muśı být kolmé na spojnici př́ıslušného
koncového bodu a středu S kružnice K(t), j́ıž je křivka Q(t) část́ı. Střed S muśı
také ležet na ose symetrie oblouku křivky, mužeme tedy označit S = [0, s], s ∈
R. Dále označ́ıme β := 1

2 |∠ABC|, α := π
2 − β, r := |SC|. Nyńı tedy plat́ı
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α = |∠BSC|.
Dále: m = r − s = r − r sin β, b−m = b+ s− r = r

sinβ − r = r−r sinβ
sinβ .

Proto: ω = (r − r sin β)( sinβ
r−r sinβ ) = sin β, což je pro body A,B,C v závislosti na

parametru b: ω = 1√
b2+1

2.3 Coonsova kubika

Definice 2.3.25(Coonsova kubika) Necht’ jsou dány čtyři ř́ıdićı body A0, A1, A2
a A3. Potom je vektorová rovnice Coonsovy kubiky Q(t):

Q(t) = C0(t)A0 + C1(t)A1 + C2(t)A2 + C3(t)A3; t ∈ 〈0, 1〉 (2.11)

kde bázové funkce Ci(t), i = 0, 1, 2, 3, jsou Coonsovy polynomy třet́ıho stupně a
plat́ı

C0(t) = 1
6(1− t)3

C1(t) = 1
6(3t3 − 6t2 + 4) (2.12)

C2(t) = 1
6(−3t3 + 3t2 + 3t+ 1)

C3(t) = 1
6t

3

Poznámka: Při modelováńı na poč́ıtači (v prostřed́ı MatLab) se často se
využ́ıvá maticový zápis, který má tvar

Q(t) = 1
6TCA = 1

6
(
t3 t2 t 1

)
︸ ︷︷ ︸

T


−1 3 −3 1
3 −6 3 0
−3 0 3 0
1 4 1 0


︸ ︷︷ ︸

C


A0
A1
A2
A3


︸ ︷︷ ︸

A

Tvrzeńı 2.3.26 Je-li Coonsova kubika dána body A0, A1, A2 a A3, potom je
Q(0) = 1

6(A0 + 4A1 + A2) počátečńı bod této kubiky a Q(1) = 1
6(A1 + 4A2 + A3)

jej́ı koncový bod. Dále tečné vektory v těchto bodech maj́ı tvar Q′(0) = 1
2(A2−A0)

a Q′(1) = 1
2(A3 − A1).

D̊ukaz. C0(0) = 1
6 , C1(0) = 1

6 ·4, C2(0) = 1
6 , C3(0) = 0 → Q(0) = 1

6(A0 +4A1 +
A2)
C0(1) = 0, C1(1) = 1

6 , C2(1) = 1
6 · 4, C3(1) = 1

6 → Q(1) = 1
6(A1 + 4A2 + A3)

C ′0(t) = −1
2(1− t)2, C ′1(t) = 1

2(3t2 − 6t), C ′2(t) = 1
2(−3t2 + 2t+ 1), C ′3(t) = 1

2t
2

C ′0(0) = −1
2 , C

′
1(0) = 0, C ′2(0) = 1

2 , C
′
3(0) = 0 → Q′(0) = 1

2(A2 − A0)
C ′0(1) = 0, C ′1(1) = −1

2 , C
′
2(1) = 0, C ′3(1) = 1

2 → Q′(1) = 1
2(A3 − A1)

Tvrzeńı je uvedeno např́ıklad v [6].

Posledńı tvrzeńı znamená, že počátečńı bod kubiky lež́ı v tzv. antitěžǐsti trojúhelńıka
A0A1A2, koncový pak v antitěžǐsti trojúhelńıka A1A2A3. Zároveň ukazuje, že
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tečný vektor v počátečńım bodě je lineárně závislý s vektorem A0A2 a nav́ıc má
polovičńı velikost, tečný vektor v koncovém bodě je v tomtéž vztahu k vektoru
A1A3.
Poznámka: Antitěžǐstě trojúhelńıka ABC je bod lež́ıćı na těžnici tb ve vzdálenosti
1
3 jej́ı délky od vrcholu B.

Př́ıklad 2.3.27 Vypoč́ıtejte Coonsovu kubiku zadanou body K = [0, 0], L =
[2, 3],M = [4, 2], N = [5,−2].

Řešeńı: Budeme postupovat podle definice:
Q(t) = 1

6((1− t)3K + (3t3 − 6t2 + 4)L+ (−3t3 + 3t2 + 3t+ 1)M + t3N)

Q1(t) = 1
6(2(3t3 − 6t2 + 4) + 4(−3t3 + 3t2 + 3t+ 1) + 5t3)

Q2(t) = 1
6(3(3t3 − 6t2 + 4) + 2(−3t3 + 3t2 + 3t+ 1)− 2t3)

Q1(t) = 1
6(−t3 + 12t+ 12)

Q2(t) = 1
6(t3 − 12t2 + 6t+ 14)

Coonsova kubika daná těmito body má proto tvar
Q(t) = 1

6(−t3 + 12t+ 12, t3 − 12t2 + 6t+ 14)

Vztah mezi Coonsovou a Fergusonovou kubikou
Dı́ky tvrzeńı 2.3.26. máme vyjádřeny koncové body a tečné vektory v těchto
bodech. Pro ztotožněńı Coonsovy kubiky dané body A0, A1, A2, A3 s Fergusonovy
kubiky proto stač́ı zadat Fergusonovu kubiku body K = 1

6(A0 + 4A1 + A2),
L = 1

6(A1 + 4A2 + A3) a tečnýmy vektory v těchto bodech K ′ = 1
2(A2 − A0),

L′ = 1
2(A3 − A1).
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3. Kapitola
Algoritmy a experimentálńı
vyhodnoceńı

3.1 Souhrn programů
V následuj́ıćı tabulce jsou vypsány programy implementované v prostřed́ı MatLab
s popisem jejich vstup̊u, účelu a využ́ıvaných funkćı.

program vstup funkce, které
použ́ıvá

popis

FergusonovaKubika – NactiData spoč́ıtá a vykresĺı
FK

BezierovaKrivka – NactiData, Bernstei-
novyPolynomy

spoč́ıtá a vykresĺı
BK

CoonsovaKubika – NactiData spoč́ıtá a vykresĺı
CK

NactiData – ZiskejDimenzi, Ziskej-
ZpusobZadani, Ziskej-
Pocet, NactiBody

načte data, která
jsou na vstupu
programů

BernsteinovyPolynomy stupeň – spoč́ıtá matici koe-
ficient̊u Bernstei-
nových polynomů
stupně n

3.2 Společné prvky programů
V této části textu se zaměř́ıme na popis algoritmů a struktur, které využ́ıvaj́ı
všechny uvedené programy. Při samotném rozboru algoritmů se tomuto spo-
lečnému základu již nebudeme věnovat.

Načteńı dat
Nač́ıtáńı dat zajǐst’uje funkce NactiData. Ta je rozdělena na tři části – načteńı
dimenze, načteńı zp̊usobu, jakým budou body zadány a samotné načteńı bod̊u.
Program ošetřuje nesprávné hodnoty vstupu, což je ukázáno později na př́ıkladě
[č́ıslo].

Volbu dimenze zajǐst’uje funkce ZiskejDimenzi. Ta nemá žádný vstupńı para-
metr, uživatel je vyzván k volbě mezi dimenźı 2 (body v rovině) a 3 (body v
prostoru).

Volba zp̊usobu zadáńı bod̊u je zajǐstěna funkćı ZiskejZpusobZadani. Vstupńım
parametrem této funkce je zvolená dimenze. Je možné body zadat pomoćı souřadnic
a nebo graficky (pouze u rovinného př́ıpadu). Dále je poskytnuta možnost použ́ıt
připravené body.
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Samotné zadáváńı bod̊u prob́ıhá u grafického zadáváńı i zadáváńı souřadnicemi
stejně. Program čeká na načteńı všech bod̊u. U grafického zadáváńı je zadáńı po-
sledńıho bodu odlǐseno stiskem jiného (levého) tlač́ıtka myši, u zadáváńı souřadnicemi
se program uživatele předem zeptá, kolik bod̊u chce zadat.

Reprezentace a vykresleńı křivek
Body jsou v programech vždy reprezentovány matićı, kde má každý bod vlastńı
řádek a jeho i-tá souřadnice je v i-tém sloupci matice. Jak již bylo zmı́něno v
části Úvod do studia křivek, při reprezentaci křivek v poč́ıtači se pro vykresleńı
vždy použ́ıvá po částech lineárńı interpolace bod̊u křivky. Je-li děleńı intervalu,
na kterém je křivka vykreslována, dostatečně jemné, lidské oko ji pak vńımá jako
hladkou. Každou křivku proto reprezentujeme posloupnost́ı bod̊u, které na ńı lež́ı.
V našem př́ıpadě je jich PocetDeli. Taková posloupnost je jednoduše zachycena
matićı bod̊u, která má potom velikost PocetDeli× dimenze.

Před zobrazeńım křivky jsou nejprve vypoč́ıtána maxima a minima, kterých
křivka na daném intervalu nabývá (tento úkon je vynechán v př́ıpadě grafického
zadáváńı bod̊u). Důvodem je vykresleńı vhodné části roviny (resp. prostoru).
Pro vykresleńı lineárńıch segment̊u, které jsou interpolacemi spoč́ıtaných bod̊u
křivky, je vždy použit jeden cyklus. Stejně tak pro vykresleńı bod̊u a tečných
vektor̊u, kterými je křivka určena a kterých je podle počátečńı uživatelovy volby
PocetBodu.

3.3 Výpočet a vykresleńı Fergusonovy kubiky
K výpočtu a vykresleńı Fergusonovy kubiky slouž́ı program FergusonovaKubika,
kterým se ted’ budeme zabývat.

Je připravena matice H Hermitových polynomů o velikosti 4×4 a matice T pa-
rametru t v mocninách od 0 do 3. Matice T má velikost podle počtu interval̊u, na
kterých provád́ıme lineárńı interpolaci bod̊u křivky, PocetDeli× 4. Podle počtu
bod̊u na vstupu (označme n) je určen počet segment̊u Fergusonovy kubiky (n−1).
Pro každý segment je prováděn následuj́ıćı výpočet: Jsou vybrány ty dva body
(A,B) a tečné vektory (A′, B′), které danému segmentu př́ısluš́ı. Dále je vytvořena
speciálńı matice BodyV ektory ve tvaru (A;B;A′;B′). Poté jsou vypoč́ıtány body
Fergusonovy kubiky tohoto segmentu dle definice – T ∗H ∗BodyV ektory.

1 H = [2,-2,1,1; -3,3,-2,-1; 0,0,1,0; 1 ,0 ,0 ,0];
t = linspace (0,1, PocetDeli ) ’;

3 T = [t.^3, t.^2, t, ones(PocetDeli ,1) ];
FegusonKubika = ones(PocetDeli ,Dimenze ,PocetBodu -1);

5 for ii = 1: PocetBodu -1
BodySegmentu = Body(ii:ii +1 ,:);

7 TecneVektorySegmentu = TecneVektory (ii:ii +1 ,:);
BodyVektory = [ BodySegmentu ; TecneVektorySegmentu ];

9 FegusonKubika (:,:,ii) = T*H* BodyVektory ;
end

Výpočet Fergusonovy kubiky
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3.4 Výpočet a vykresleńı Bézierovy křivky
Nyńı rozebereme tu část programu BezierovaKrivka, ve které prob́ıhá samotný
výpočet bod̊u křivky.

Nejprve je potřeba vypoč́ıtat matici B Bernsteinových polynomů př́ıslušného
stupně (n). Tu poč́ıtá funkce BernsteinovyPolynomy. Poté je vypoč́ıtána mati-
ce T , kde jsou hodnoty koeficientu t až do př́ıslušné mocniny (n). Má velikost
podle počtu interval̊u, na kterých provád́ıme lineárńı interpolaci bod̊u křivky –
PocetDeli × (n + 1). Nakonec stač́ı podle definice vynásobit tyto dvě matice a
matici Body zadaných bod̊u – T ∗B ∗Body.

B = BernsteinovyPolynomy (PocetBodu -1);
2 t = linspace (0,1, PocetDeli ) ’;

T = ones(PocetDeli , PocetBodu );
4 for ii = 1: PocetBodu

T(:,ii) = t.^( PocetBodu -ii);
6 end

BezierovaKrivka = T*B*Body (1: PocetBodu ,:);

Výpočet Bézierovy křivky
Ukázka 3.4.28 Chceme-li zobrazit a vypoč́ıtat Bézierovu křivku danou body
kontrolńıho polygonu A = [0, 0], B = [2, 3], C = [4, 2], D = [5,−2], budou výstupy
programu vypadat takto:

Obrázek 3.1: Grafická okna k ukázce 3.4.28 pro PocetDeli = 6

Ukázka patř́ı k př́ıkladu 2.2.19 řešenému na straně 13
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3.5 Výpočet a vykresleńı Coonsovy kubiky
Budeme zkoumat program CoonsovaKubika, který Coonsovu kubiku poč́ıtá.

Prvně je připravena matice C Coonsových polynomů. Poté je vypoč́ıtána ma-
tice T , kde jsou hodnoty parametru t v mocninách od 0 do 3. Má velikost
podle počtu interval̊u, na kterých provád́ıme lineárńı interpolaci bod̊u křivky
– PocetDeli × 4. Dále jsou vybrány ty čtyři body, které př́ısluš́ı danému seg-
mentu (BodySegmentu). Nakonec stač́ı podle definice tyto matice vynásobit –
1
6 ∗T ∗B ∗BodySegmentu. Pro názornost obrázku, který je výstupem, jsou nav́ıc
vypoč́ıtány body navázáńı jednotlivých segment̊u BodyNavazani a tečné vektory
v těchto bodech V ektoryV Bodech.

1 C = [ -1 ,3 , -3 ,1;3 , -6 ,3 ,0; -3 ,0 ,3 ,0; 1 ,4 ,1 ,0];
t = linspace (0,1, PocetDeli ) ’;

3 T = [t.^3, t.^2, t, ones(PocetDeli ,1) ];
CoonsovaKubika = ones(PocetDeli ,Dimenze ,PocetBodu -3);

5 BodyNavazani = ones(PocetBodu -2, Dimenze );
VektoryVBodech = ones(PocetBodu -2, Dimenze );

7 KoncBodyVektoru = ones(PocetBodu -2, Dimenze );
for ii = 1: PocetBodu -3

9 BodySegmentu = Body(ii:ii +3 ,:);
CoonsovaKubika (:,:,ii) =(1/6) .*T*C* BodySegmentu ;

11 BodyNavazani (ii ,:) = (1/6) .*( Body(ii ,:) +4.* Body(ii
+1 ,:)+Body(ii +2 ,:));

VektoryVBodech (ii ,:) = (1/2) .*( Body(ii +2 ,:) -Body(
ii ,:));

13 KoncBodyVektoru (ii ,:) = BodyNavazani (ii ,:) +
VektoryVBodech (ii ,:);

end

Výpočet Coonsovy kubiky
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Závěr
Výsledkem této seminárńı práce jsou programy, které čtenáři umožňuj́ı studovat
chováńı konkrétńıch křivek a experimentem si tak ověřit jejich vlastnosti.

Zároveň jsme podali přehled nejd̊uležitěǰśıch křivek poč́ıtačové grafiky. Přitom
jsem se zaměřili předevš́ım na Fergusonovu kubiku, Bézierovu křivku a Coonsovu
kubiku. U každé z křivek je uvedena jej́ı definice a vlastnosti a je poskytnuto
porovnáńı křivek pomoćı jejich vzájemných vztah̊u.

Ke všem zmı́něným křivkám se váže alespoň jeden obrázek, aby bylo možné
si danou křivku lépe představit. Ke každé křivce je připojen jeden nebo v́ıce
programů. Tyto programy, které jsem implementovala v prostřed́ı MatLab, jsou
hlavńım př́ınosem práce. Dovoluj́ı totiž čtenáři doprovodit teorii ověřeńım na
konkrétńım př́ıkladě a vizualizaćı problému.

Seminárńı práce Modelováńı křivek na poč́ıtači by měla být př́ınosem pro
studenty a učitele geometrie a středoškolské studenty informatického semináře.
Zároveň by měla sloužit jako učebńı text, který spojuje teoretickou a experi-
mentálńı stránku teorie křivek.
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