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Předmluva

Úvaha o podílu geometrie na kultivaci mládí

Bylo mi třináct, když jsem poprvé zažil geometrické zasvěcení. Experi-
mentováním jsem objevil konstrukci trojúhelníka z prvků a, va, α. Asi po
týdnu mi došlo, že klíčový trik mé konstrukce – že totiž vrchol A úhlu
α „běhá
 po kružnici – je klíčem k řešení dalších konstrukcí, protože
to je obecný zákon. Sám si již pamatuji pouze omamnou vůni té chvíle
a radostí zářící tvář otce, který mi po letech popisoval tento okamžik
i způsob, jak se jej trpělivě snažil navodit.
Když mi bylo patnáct, potkalo mě veliké štěstí: učitelem matematiky

naší třídy byl určen profesor Josef Filip. Hned na jedné z prvních hodin,
když mluvil o číselné ose, dostal provokativní otázku, jak je to v tom
nekonečnu, v tom bodě ∞, když tam ta číselná osa dorazí. Pan profesor,
duše čistá a prostá všech záludností, byl „zájmem
 studentky potěšen
a celou hodinu nám vyprávěl o Zenonovi a jeho aporiích, o Albrechtovi
Dürerovi, o úběžnících a nekonečných bodech roviny o projektivní rovině.
Dokonce zmínil i Lobačevského a Bolyaie. Bylo to fascinující a výrazně
to ovlivnilo můj zájem o geometrii. Konstrukce, které do té doby byly
hlavním, skoro jediným zřídlem mého geometrického rozvoje, byly dopl-
něny novým zdrojem problémů, otázkami skoro filosofickými: Co je bod?
Co je přímka? Jak je to se sousedními body na přímce? Jak je možné, že
na krátké úsečce je stejný počet bodů jako na nekonečně dlouhé přímce?
Dochází při zobrazení, které tuto pravdu popisuje, ke zhušťování bodů?
Do jaké míry jsou naše smysly věrohodné? Film nás klame, když nám
z posloupnosti statických obrázků vytváří iluzi pohybu? Nebo je i sku-
tečnost taková?
Omlouvám se, že jsem si dovolil osobní vstup k úvaze. Považuji ale za

potřebné informovat čtenáře o kořenech mého osobního přesvědčení o ne-
postradatelném významu geometrického vzdělávání mladého člověka.
Při zdůvodňování smyslu vyučování matematice často hledáme ar-

gumentaci v oblasti její použitelnosti. Naši odpůrci, usilující o výrazné
snížení přítomnosti matematiky na základních a středních školách, pou-
kazují na zbytečnost vyučování toho, co umí každá kalkulačka. Domní-
vám se, že taková debata jasně ukazuje na lichost naší argumentace.
Ta musí vycházet nikoli z použitelnosti matematiky, ale z jejího vlivu
formativního. Není podstatné, co se žák naučí, ale to, do jaké míry roz-
vine svoje kognitivní schopnosti (analyzovat problémy, abstrahovat, hle-
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dat souvislosti, modelovat procesy a situace, argumentovat, formulovat
vlastní myšlenky a kriticky hodnotit myšlenky jiných lidí, . . . ) a do jaké
míry přispěje matematika k jeho osobnostnímu zrání, zejména ke kulti-
vaci jeho hodnotového systému.
Uvedené pojetí vyučování matematice pak klade geometrii na vý-

znamné místo, protože tato disciplína zde výrazně působí přinejmenším
ve čtyřech směrech, které zde stručně nastíním.
Geometrie umožňuje v jediném obrázku, nebo prostorovém modelu,

postihnout sérii souvislostí. Plastická mapa Krkonoš, plán sítě praž-
ského metra a tabulka hokejového turnaje jsou příklady ze života. Pokud
jde o matematiku, první početní poznatky jsou budovány na vnímání po-
mocí zraku i hmatu a víme, že snaha o rychlý přechod k počítání bez
této geometrické opory vede často k poznání formálnímu. Ještě výraz-
něji se zhoubná absence geometrické zkušenosti projeví u zlomků nebo
procent. Seznam pojmů a myšlenek matematiky, které bez názorného
geometrického ukotvení strádají, je dlouhý: číslo (přirozené, celé, raci-
onální, reálné), základní početní operace, absolutní hodnota, mocnina
a odmocnina, funkce, spojitost, limita, derivace, integrál atd. Dodejme,
že jedna z oblastí, v nichž se evidentně projevuje nedostatečný podíl ge-
ometrie na matematickém vzdělávání mládeže, jsou slovní úlohy. Žáky
učíme řešitelské postupy pro slovní úlohy o práci, úlohy o věku, úlohy
o plnění bazénu několika přítoky, ale nediskutujeme s nimi možnosti mo-
delovat situaci obrázkem. A přitom právě schopnost uchopit situaci úlohy
obrázkem dává řešiteli vhled do struktury zkoumaných objektů a vazeb
a tím i směr k nalezení řešitelské strategie.
Geometrické konstrukce umožňují žákovi na základě (nezřídka opa-

kované) manuální zkušenosti, na základě experimentu, odhalovat nové
všeobecné jevy a zákonitosti. Navíc konstrukční úlohy rozvíjejí schop-
nost žáka propojovat zkušenosti procesuální (konstrukce jako postup
tvorby) a konceptuální (výsledný obrázek, produkt procesu). Na po-
měrně malém pojmovém prostoru je možné dát žákům možnost pocítit
radost z vlastní tvůrčí práce, zážitek objevu. Právě taková zkušenost
stála u pramene mého geometrického zasvěcení.
Geometrie je jazyk. Je to způsob uchopování reality, nástroj, který

nám umožňuje porozumět světu. Hlavní přínos objevu souřadnicové sou-
stavy spočívá podle mého mínění ve vytvoření slovníku mezi světem al-
gebry + aritmetiky a světem geometrie. Podobně v současnosti je Cabri
geometrie nejen nástrojem, ale též slovníkem, který umožňuje žákům
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vzájemně propojit převážně statický svět geometrie a převážně dyna-
mický svět počítačů. Různé počítačové hry typu Žofka umožňují nabývat
tyto důležité zkušenosti dokonce dětem předškolního věku. V radostném
údivu sleduji jak moji vnuci (7 a 5 let) tímto způsobem vlastní experi-
mentální činností zcela spontánně komunikují s počítačem.
Z hlediska didaktiky můžeme geometrii metaforicky chápat jako in-

telektuální žebřík. Paralela fylo- a ontogeneze geometrie nabízí mož-
nost předkládat žákům problémy přiměřené jejich kognitivní vyspělosti
a geometrické zdatnosti. Tvarová pséfofórie, znázorňování čísel kaménky
uspořádanými do různých tvarů, stála v pythagorejské době u zrodu spe-
kulativní matematiky. Geometrické důkazy o sčítání a násobení sudých
a lichých čísel byly velice pravděpodobně první argumentace tvrzení
vztahujících se na nekonečný počet případů. Geometrický důkaz exis-
tence iracionálního čísla byl první důkaz nekonstruovatelnosti jistého
objektu. Euklidův axiomatický systém byl po dvě tisíciletí prototypem
vědecké dokonalosti struktury znalostí. Trisekce úhlu, duplicita krychle,
rektifikace kružnicového oblouku, kvadratura kruhu a problém pátého
postulátu vzrušovaly skvělé matematiky ve všech epochách a byly zříd-
lem mnoha hlubokých myšlenek. Model jako důkaz nedokazatelnosti
jistého tvrzení je asi nejnáročnější myšlenka, kterou geometrie nabízí
hloubavé mysli středoškoláka. Hluboká analýza fylogeneze geometrického
myšlení uskutečněná v posledních patnácti letech Petrem Vopěnkou je
nejen bohatým inspiračním materiálem, ale i výzvou učitelům a didak-
tikům matematiky ke hledání dalších motivačně účinnějších cest výuky
geometrie na všech stupních škol.
S jistou nostalgií jsem sledoval útlum školské geometrie, který na-

stal v období „množinové matematiky
. S velikou radostí vítám její,
byť trochu váhavý, návrat do tříd a učebnic. Věřím, a doufám, že tuto
víru sdílí většina účastníků naší konference. Doufám, že naše konference
povzbudí snahu účastníků odvážněji přispívat geometrií ke kultivování
myšlení žáků a studentů. Jsem přesvědčen, že tím geometrie výrazně
přispěje k zvýšení prestiže matematiky a ukáže na smysluplnost tohoto
předmětu, na nezastupitelnou roli, kterou hraje při formování mladé ge-
nerace.

Milan Hejný
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Současné aplikace klasické geometrie

Adolf Karger

1 Úvod

Mnoho učitelů základních, středních i vysokých škol není v současné době
spokojeno s tím, jak mnoho a jakým způsobem se vyučuje geometrie
na našich školách. Domnívám se, že nespokojenost je oprávněná a není
pouze naší, tj. českou záležitostí.
Shodou okolností jsem měl možnost se u příležitosti udělení čestného

doktorátu Univerzity Karlovy profesoru Gustavu Choquetovi seznámit
se zprávou, vypracovanou pro francouzské ministerstvo školství komisí
vedenou Jean-Pierre Kahanem s názvem „O vyučování matematiky
 a ze
které volně cituji:
Strana 90 – Co se týká geometrie, základní myšlenkou reformy (fran-

couzského školství) bylo upřednostnit pojem vektorového prostoru oproti
implicitnímu systému axiomů Eukleida a Hilberta. Citujme Dieudon-
ného – Zdá se mi, že je vhodné seznámit začátečníka co nejdříve se
základními pojmy lineární algebry a naučit ho „myslit lineárně
.
Komise konstatuje, že to vedlo k

• systematickému omezení úlohy obrázků

• omezení úlohy invariantů, hlavně velikostí úhlů a ploch

• opuštění studia shodností a trojúhelníků

• zmizely vyšší geometrie

Výzkum umožňující napsání tohoto příspěvku byl podporován grantem GAČR
201-02-0616 a částečně Výzkumným záměrem MŠMT 113200007.
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V každém případě žáci přechod k lineární algebře neakceptovali.
Strana 115 – Neúspěch moderní reformy vedl na konci 70. let k opuš-
tění lineární algebry, možná protože návrat zpět už nebyl psychologicky
možný, geometrie už se nestala tím, čím byla ani po stránce obsahu, ani
po stránce metod.
Profesor Choquet k tomu říká:
Slavný Dieudonného výrok „Pryč s Eukleidem!
 docela dobře vyjad-

řoval zaměření ministerské komise pověřené vypracováním nových učeb-
ních plánů matematiky na základních školách a gymnáziích. Ústřední
myšlenka reformy vycházela z představy, že základy matematiky jsou
nepostradatelné pro jakoukoli logickou konstrukci, a tak se zdůrazňo-
vala potřeba začít při výuce právě s nimi. Šlo o logiku, množiny, algebru
a lineární algebru. Výsledek nemohl dopadnout jinak, než katastrofálně,
protože se odsunuly na vedlejší kolej veškeré pedagogické aspekty.
Situace u nás má možná jiné příčiny a projevy, ale myslím, že bychom

našli i podobné rysy a problémy. V každém případě vidíme, že úroveň
znalostí studentů a jejich schopnost řešit geometrické úlohy se postupně
mění, žáci mají raději jasné a přehledné algoritmy, pomocí nichž lze dané
úlohy řešit, nejlépe s použitím kalkulátoru.
K všeobecně přijatému pohledu na „klasickou
 nebo „elementární


geometrii přispívá také mínění, že „klasická
 nebo „elementární
 geome-
trie jsou uzavřené disciplíny, které nejen že se již dále nerozvíjejí, ale ani
již nejsou potřebné, protože všechny praktické problémy s elementární
geometrií související už byly vyřešeny nebo je vyřeší počítače.
V další části bych chtěl uvést některé problémy, které ukazují, že

opak je pravdou. Uvedu několik „klasických
 geometrických problémů,
se kterými se setkáváme v aplikacích, některé z nich jsou dokonce ještě
otevřené.

2 Geometrické úlohy v robotice

Nejdříve uvedu jednu historickou poznámku.
V roce 1904 vypsala francouzská Akademie věd pro soutěž Prix Vail-

lant následující problém:
Určete a studujte všechny pohyby pevného tělesa, při kte-

rém se vyznačené body tohoto tělesa pohybují po sférických
trajektoriích.
(Jde o volný a doufám i věcně správný překlad z francouzštiny.)
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Soutěže se zůčastnilo 8 prací, dvě z nich cenu získaly a to:

Borel, E.: Mémoire sur les déplacements a trajectoires sphériques. Mém.
présentés par divers savants, Paris (2), 33, 1–128, 1908.

Bricard, R.: Mémoire sur les déplacements a trajectories sphériques.
Journ. École Polyt. (2), 11, 1–96, 1906.
Obě práce mají vynikající úroveň a obsahují mnoho velmi originálně
nalezených příkladů takových pohybů.
Uvažují ovšem vždy pouze „obecný
 případ, jak bylo v jejich době

obvyklé. Obecný na této úrovni znamená, že dvě kuželosečky mají spo-
lečné čtyři body, dvě přímky se protínají v jednom bodě a podobně.
Ukazuje se však také, že obecné řešení problému, tj. nalezení všech

případů takových pohybů, je spojeno s velice komplikovanými výpočty
a v dané době nebylo možné řešení dokončit.
Než budeme pokračovat, musíme zadání trochu upřesnit, musíme po-

psat, co rozumíme vyznačenými body tělesa.
Poloha tělesa v prostoru je určena šesti parametry, například třemi

souřadnicemi těžiště a třemi Eulerovými úhly, které udávají jeho nato-
čení vzhledem k osám souřadnic.
To znamená, že jednoparametrický pohyb tělesa (pohyb v čase) je

určen, je-li dáno obecně pět podmínek, které tento pohyb omezují –
například pět podmínek požadujících, aby se vybrané body tělesa pohy-
bovaly po sférách. To znamená, že pohyb tělesa, který má pět bodů se
sférickými trajektoriemi, není z tohoto hlediska zajímavý; jsou-li splněny
určité nerovnosti, existuje vždycky.
Borel – Bricardovým pohybem nazýváme prostorový pohyb, který

není sférický ani translační a má tu vlastnost, že existuje alespoň šest
bodů pohybujícího se tělesa, které mají sférické trajektorie.
Existuje celá škála konfigurací bodů v hybném a pevném prostoru,

které mají tu vlastnost, že existuje pohyb, při kterém body hybného
prostoru mají sférické trajektorie na sférách se středy v daných bodech
pevného prostoru.
Například Borel a Bricard nalezli pohyb, při kterém se všechny body

hybného prostoru pohybují po sférických trajektoriích (a není to sférický
ani translační pohyb), na druhé straně existují případy pohybů majících
právě šest bodů se sférickými trajektoriemi.
Problém Borel – Bricardových pohybů byl zcela akademickým pro-

blémem v době svého vzniku a byl by otázkou spíše pro historiky, kdyby
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se taková otázka neobjevila v současné době v souvislosti s pohybem tzv.
paralelních manipulátorů.
Paralelním manipulátorem (platformou) rozumíme dvě šestice bodů,
m1, . . . , m6 v hybném prostoru a M1, . . . , M6 v pevném prostoru,

které jsou spojeny teleskopickými rameny se sférickými klouby na kon-
cích. Změnou délky ramen v závislosti na čase se hybný prostor (horní
část platformy) pohybuje vzhledem k pevnému prostoru (dolní část plat-
formy) v rámci oblasti dané technickými parametry ramen. Takto lze re-
alizovat prakticky jakýkoli prostorový pohyb v rámci největší a nejmenší
délky ramen manipulátoru.
Paralelní manipulátory se používají například jako letecké simulá-

tory, jako svařovací stroje, v chirurgii, v astronomii a dalších oblastech
moderní techniky.
Základním požadavkem pro konstrukci takového manipulátoru je,

aby při pevné délce ramen se celá soustava nemohla pohybovat, tj. aby
tvořila pevné těleso. To znamená, aby nedošlo k tzv. vlastnímu pohybu
manipulátoru, který by znamenal jeho nekontrolovatelný pohyb, pří-
padně zřícení. Vlastní pohyb paralelního manipulátoru není ovšem nic
jiného než Borel – Bricardův pohyb uvažované konfigurace šesti bodů
v hybném a šesti bodů v pevném prostoru.
To znamená, že dosud nevyřešený problém klasické geometrie se stává

aktuálním problémem v moderních technických aplikacích.

3 Vlastní pohyby paralelních manipulátorů

V dalším textu uvedeme některé známé případy vlastních pohybů para-
lelních manipulátorů. Nejjednodušší je asi případ, kdy body m1, . . . , m6
a M1, . . . , M6 leží na kuželosečkách a je mezi nimi projektivní příbuz-
nost. Nastane-li tato situace, máme zcela extremální případ pro paralelní
manipulátory. V tomto případě má totiž paralelní manipulátor vlastní
pohyby pro každou konfiguraci, tj. pro všechny možné délky ramen. Vý-
počty jsou dosti komplikované a je nutné je provádět pomocí počítače.
Příklad vidíme na obrázku 1, kde horní část platformy je podobná dolní
části a zobrazeny jsou dráhy dvou vrcholů platformy.
Obecnější případ dostaneme na základě následující věty:
Mějme platformu, kde body m1, . . . , m6 leží v rovině (nazvěme ji α)

a stejně tak bodyM1, . . . , M6 leží v rovině (nazvěme ji β). Uvažujme pro-
jektivní transformaci f :α → β, která body m3, . . . , m6 převádí do bodů
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Obr. 1

M3, . . . , M6. (Předpokládáme, že body jsou v obecné poloze.) V rovině
β tak dostáváme konfiguraci osmi bodů, jsou to M3 = f(m3), . . . , M6 =
= f(m6), M1, M2, f(m1), f(m2). Jestliže platí:

1. Body M3, M4, M5, M6, M1, f(m2) leží na kuželosečce

2. body M3, M4, M5, M6, M2, f(m1) leží na kuželosečce

3. body f(m1), f(m2), M1, M2 leží na přímce,

je manipulátor pohyblivý v každé poloze (viz obrázek 2 vlevo, vpravo je
znázorněn jeden takový manipulátor při pohledu shora).

f�m��

M� M�f�m��

M� � f�m��

M� � f�m��

M� � f�m��

M� � f�m��

M�

M� M�
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Obr. 2

Poslední tvrzení je možné dokázat při splnění všech požadavků na
matematický důkaz. Výpočty s důkazem spojené jsou ovšem opět natolik
komplikované, že je potřeba použít některého matematického programu,
který umí provádět symbolické výpočty (např. Mathematica nebo Ma-
ple). I to však není snadné, současná úroveň počítačové techniky neu-
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možňuje provádět všechny výpočty v robotice potřebné v symbolickém
tvaru, mnoho úloh je třeba řešit numericky. Nebudeme zde zabíhat do
podrobností a raději uvedeme některé jednodušší úlohy, které s robotikou
souvisejí a je možné je řešit i na střední škole.

4 Geometrické úlohy inspirované robotikou

Základní geometrická úloha robotiky paralelních manipulátorů se dá for-
mulovat velice jednoduše – máme dánu polohu platformy a chceme na-
jít odpovídající délky ramen. To je ovšem velice jednoduché, najdeme
vzdálenosti bodů miMi, i = 1, . . . , 6 a to jsou hledané délky příslušných
ramen. Mnohem obtížnější je úloha obrácená, tj. jsou dány délky ramen
a máme najít příslušnou polohu horní platformy manipulátoru. To má
praktický význam – je to problém montáže manipulátorů, tj. kolik růz-
ných manipulátorů můžeme při dané geometrii horní a dolní platformy
sestavit. Tento problém máme rovněž při řízení manipulátoru – máme
údaje o aktuální délce ramen a potřebujeme vědět, kde se horní plat-
forma právě nachází.
Tato úloha není jednoduchá – k jejímu vyřešení je třeba najít kořeny

polynomu čtyřicátého stupně. Můžeme ji formulovat jako čistě geomet-
rickou úlohu:
Je dán osmistěn (nemusí být pravidelný) a šest kulových ploch. Pře-

místěte osmistěn tak, aby jeho vrcholy ležely na daných kulových plo-
chách.
To je klasická geometrická úloha o přemístění a je možné ji různým

způsobem modifikovat, např. místo některých kulových ploch zvolit ro-
viny nebo některé body ztotožnit, takže nejjednodušší verzí bude úloha
o sestrojení rovnostranného trojúhelníka o dané straně, jehož vrcholy
leží na daných třech mimoběžkách.
Pro jednoduchost celý problém přeneseme do roviny. Rovinným pa-

ralelním manipulátorem jsou dva trojúhelníky, hybný určený body m1,
m2, m3 a pevný, určený body M1, M2, M3. Tyto body mi, Mi, i = 1, 2, 3
jsou spojeny teleskopickými rameny a jejich prodlužování a zkracování
vytváří rovinný pohyb trojúhelníka m1, m2, m3. (Takové manipulátory
existují.) Z této interpretace plynou následující úlohy:
Sestrojte trojúhelník shodný s daným trojúhelníkem, jehož vrcholy

leží na daných kružnicích.
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Nahradíme-li některé kružnice přímkami, dostáváme například:
Sestrojte rovnostranný trojúhelník o dané straně, jehož vrcholy leží

na daných dvou přímkách a jedné kružnici – vede na sestrojení průsečíků
kružnice a elipsy.
Sestrojte rovnostranný trojúhelník o dané straně, jehož vrcholy leží

na daných třech přímkách – vede na průsečíky přímky s elipsou, úloha
řešitelná pravítkem a kružítkem.
Opustíme-li požadavek shodnosti, dostáváme další zajímavé úlohy:
Sestrojte čtverec, jehož vrcholy leží na daných čtyřech kuželosečkách.

V nejjednodušší formě pak:
Sestrojte čtverec, jehož vrcholy leží na daných čtyřech přímkách –

opět úloha řešitelná pravítkem a kružítkem.

KONSTRUKCE ČTYŘÚHELNÍKA PŘÍMO

PODOBNÉHO DANÉMU, JEHOŽ VRCHOLY LEŽÍ

NA DANÝCH ČTYŘECH PŘÍMKÁCH

Rovnice přímek.

> p1 := A1 ∗ X+ B1 ∗ Y+ C1; p2 := A2 ∗ X+ B2 ∗ Y+ C2 :
> p3 := A3 ∗ X+ B3 ∗ Y+ C3 : p4 := A4 ∗ X+ B4 ∗ Y+ C4 :

p1 := A1X + B1Y + C1

Rovnice podobného zobrazení v rovině.

> xp := x ∗ k+ y ∗ l + m : yp := −x ∗ l+ y ∗ k+ p : [xp, yp];

[xk + yl+m,−xl + yk + p]

Vrcholy podobného čtyřúhelníka.

> x1p := subs(x = x1, y = y1, xp); y1p := subs(x = x1, y = y1, yp);
> x2p := subs(x = x2, y = y2, xp) : y2p := subs(x = x2, y = y2, yp) :

x1p := x1k + y1l+m

y1p := −x1l+ y1k + p

> x3p := subs(x = x3, y = y3, xp) : y3p := subs(x = x3, y = y3, yp) :
> x4p := subs(x = x4, y = y4, xp) : y4p := subs(x = x4, y = y4, yp) :
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Podmínka incidence.

> q1 := subs(X = x1p, Y = y1p, p1); q2 := subs(X = x2p, Y = y2p, p2) :
> q3 := subs(X = x3p, Y = y3p, p3):q4 := subs(X = x4p, Y = y4p, p4) :

q1 := A1(x1k + y1l+m) +B1(−x1l+ y1k + p) + C1

Řešení soustavy rovnic pro neznámé k, l, m, p.

> solve(q1, q2, q3, q4, k, l, m, p) :
> assign(”);

PŘÍKLAD

> A1 := 1 : B1 := 1 : C1 := −2 : A2 := −7 : B2 := 1 : C2 := 0 :
A3 := 4 : B3 := 1 : C3 := −20 :

> A4 := −1/4 : B4 := 1 : C4 := 2 :
> x1 := −4 : y1 := 0 : x2 := −4.2 : y2 := 13/4 :

x3 := 29/10− 3.4 : y3 := 1.6 :
> x4 := 5/2− 4 : y4 := 0 :
> k, l, m, p;

−.2767775405,−3.968568813, 10.16841623, 6.598748856

> x1p, y1p, x2p, y2p, x3p, y3p, x4p, y4p;

11.27552639,−9.275526394,−1.56696674,−10.96876716,
3.957094899, 4.171620384, 10.58358254, .645895636

Výsledek zobrazíme.

> with(plots) :
> q1 := solve(p1, Y) : q2 := solve(p2, Y) : q3 := solve(p3, Y) :

q4 := solve(p4, Y) :

> R1 := plot(q1, q2, q3, q4, X = −5..15, Y = −12..10,
numpoints = 1000) :

> R2 := plot([[x1, y1], [x2, y2], [x3, y3], [x4, y4], [x1,y1]],
> style = line, numpoints= 1000) :
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> R3 := plot([[x1p, y1p], [x2p, y2p], [x3p, y3p], [x4p, y4p], [x1p, y1p]],
> style = line, numpoints= 1000) :
> display(R1, R2, R3, color = black, thickness= 3);
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Obr. 3
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Vyučování geometrii a rozvoj žákovských

kompetencí

Marie Kubínová, Václav Sýkora

Žijeme v rozporuplné době. Postupující globalizace vyhrocuje proti-
klady mezi vědeckotechnickou průmyslovou racionalitou a životem lid-
stva na naší planetě [1, s. 13]. Globalizující se svět je charakterizován ros-
toucí mobilitou informací, zboží i lidí, která v některých svých projevech
vede k pocitům nejistoty, nestability, neprůhlednosti. V souvislosti s tím
proto požadujeme, aby vzdělávání nemělo charakter pouhého předávání
již hotových a uspořádaných poznatků vědy a techniky nebo pasivního
osvojování profesionálních kompetencí. Vzdělávání je čím dál naléhavěji
třeba koncipovat se zřetelem k optimálnímu rozvoji osobnostního poten-
ciálu každého člověka.
Jedním ze společných rysů světových trendů typických pro současné

přístupy k procesu vzdělávání jsou proto snahy o harmonickou pro-
porci mezi jeho vzdělávacím a formativním působením. Osvojování po-
znatků a vědomostí, pěstování a rozvíjení dovedností nebo prohlubování
a zdokonalování schopností musí být úzce vázáno i na formování po-
stojů, s nimiž jsou spjaty potřeby a zájmy motivující aktivity jednot-
livce v jeho praktickém životě. Celosvětově se prosazuje interaktivní –
činnostní a zkušenostní učení, které je založeno na používání aktivizují-
cích metod, forem a prostředků ve výchově a vzdělávání.
To všechno, spolu s neuvěřitelně rychlým rozvojem výpočetní a in-

formatické techniky, vede k poklesu významu jednotlivých konkrétních
matematických poznatků a dovedností pro praktický život i pro výkon
profese. Ze všech stran (snad s výjimkou vědců – matematiků) sílí tlaky
na omezení rozsahu vyučovacího předmětu matematika v povinném ku-
rikulu. Nikdo se dnes nepozastavuje nad tím, že jen velmi málo lidí
umí v dospělém věku vyslovit správně Pythagorovu větu, nebo že je-
nom nepatrné procento dospělé populace využije Pythagorovu větu ve
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své profesi.1 V současné době i inženýři technických profesí využívají
(více méně pasivně) dokonalé software a málo si pamatují z matematiky,
kterou studovali na vysokých školách. Přesto je zřejmé, že matematika
a její vyučování jsou nezastupitelné pro formování mnoha osobnostních
charakteristik, které jsou nezbytné pro praktický život a profesní uplat-
nění každého z nás. Obvykle jsou uváděny následující příklady: logické
usuzování, kritické myšlení, argumentace při obhajování přijatých zá-
věrů, přesné vyjadřování, kvalifikované zpracování informací, tvorba al-
goritmů, prostorová představivost, volba vhodné strategie řešení problémů
a jiné.
V Koncepci resortu MŠMT do roku 20022 bylo za jeden z výchozích

bodů konstrukce kurikula považováno definování klíčových kompetencí
žáků základní školy a jejich rozpracování do konkrétních cílů. Teprve na
základě takto formulovaných cílů by bylo stanoveno povinné a rozšiřující
učivo. Tímto krokem měla být v České republice započata transformace
obsahu vzdělávání, která odpovídá současným evropským trendům a jejíž
potřebu pociťuje velká část odborné veřejnosti již delší dobu. To zároveň
poskytuje možnost prokázat, že matematika významně rozvíjí klíčové
kompetence žáků.
Pojem „kompetence
 se objevil v pedagogické a didaktické literatuře

v posledních deseti letech a přiřadil se k tradičně užívaným pedagogic-
kým pojmům (poznatky, dovednosti, schopnosti, cíle), aniž by byl zatím
blíže specifikován. V našich podmínkách je termín kompetence využíván
především v kurikulárních dokumentech a v materiálech školské správy.
Přitom se nejčastěji hovoří o

• kompetencích žáka – termín uplatňovaný u nás i v zahraničí, který
se snaží postihnout skutečnost, že „cílem školního vzdělávání mladé
generace není jen osvojování poznatků a dovedností, ale i vytváření
způsobilostí přesahujících do mimoškolního prostředí.� [2, s. 111],

• kompetencích učitele – jimiž se rozumí „soubor profesních doved-
1V květnu 1999 provedli naši žáci statistické šetření, jehož předmětem bylo vyslo-

vení Pythagorovy věty a Archimédova zákona. Celkem bylo dotázáno 96 dospělých
členů rodin našich žáků. Všichni respondenti uvedli, že Pythagorova věta má „něco
společného s matematikou�, dvacet šest z nich uvedlo, že se týká pravoúhlého troj-
úhelníku, pět z nich vyslovilo větu správně jako implikaci a jeden (dědeček jedné
žákyně a bývalý středoškolský profesor matematiky) správně jako ekvivalenci.
2Schválena vládou České republiky dne 7. 4. 1999 pod č. 277.
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ností a dispozic, kterými by měl být vybaven učitel, aby mohl efek-
tivně vykonávat svoje povolání. . . . Jsou to nejen kompetence (zna-
losti a dovednosti) vztahující se k obsahové složce výkonu profese
(„znalost předmětu�), ale dnes jsou zdůrazňovány zvláště komuni-
kativní, řídící, diagnostické aj. kompetence.� [2, s. 110] (Průcha,
1998, s. 110)

V našem příspěvku chceme vyjít z tohoto pohledu a ukázat, že kom-
petence žáka rozvíjené předmětem matematika, speciálně geometrickým
učivem, tvoří nezbytnou součást celkového rozvoje jeho osobnosti, a že
je v tomto smyslu předmět matematika nezastupitelný, i přesto, že
vlastní využití osvojených konkrétních matematických poznatků a do-
vedností v praktickém životě většiny členů společnosti je relativně velmi
nízké. V návaznosti na to se v příspěvku budeme zamýšlet nad vytváře-
ním potřebných profesních kompetencí učitele matematiky.
K základním charakteristikám tradičně vedeného vyučování mate-

matice, které je často deklarované jako vytváření optimálních a rovných
podmínek pro všechny učící se žáky, patří:

• transmise „hotového
 učiva v předem daných schématech a vzta-
zích (škola nemá právo narušovat systém matematiky jako vědy
a žáci nemají dostatečné schopnosti tvořivě pracovat s matematic-
kými poznatky a dovednostmi),

• separace (často různě skrývaná, ale implicitně přítomná ve všem,
co se ve škole děje) školního světa a světa mimoškolního; to je ve
vyučování matematice snad na celém světě patrné na první pohled,
neboť části kurikula jen výjimečně (početní geometrie, procentový
počet, statistika a finanční matematika) souvisí, a to většinou ne
zcela bezprostředně, s reálným světem,

• restrikce prostoru pro uplatňování individuálních zvláštností jed-
notlivých žáků zdůvodňovaná velmi často nutností zachovat rovné
podmínky pro všechny učící se žáky.

Přijmeme-li předpoklad, že cílem školního vzdělávání mladé generace
v matematice není jen osvojování poznatků a dovedností, ale i vytváření
způsobilostí přesahujících do mimoškolního prostředí, znamená to pod-
statně změnit výše uvedené charakteristiky tradičního vyučování tak,
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aby byl vytvořen dostatečný prostor pro realizaci potřeb a zájmů žáků.
Jde především o to:

• získávat nové zkušenosti, poznatky a schopnosti (včetně schopnosti
učit se) pomocí různých prostředků a různými cestami, které ne
vždy musí vést přímo k cíli, ale které dovolují žákům konstruo-
vat si své poznání (matematické pojmy, jejich vlastnosti a vztahy
mezi nimi, postupy, nejsou definovány učitelem, ale „objevovány

samotnými žáky),

• aktivně se střetávat se světem mimo školu i za cenu prvotních neú-
spěchů a propojovat tento svět se světem školy, integrovat ve svém
poznávání školní a mimoškolní svět (matematika se stává účinným
nástrojem řešení reálných problémů, přestává být světem sama pro
sebe),

• uplatnit svou vlastní odpovědnost i spoluodpovědnost za práci (na-
příklad při řešení úlohy jde o žákovo dílo, za něž cítí odpovědnost
a mnohdy vykoná práci, která svým rozsahem např. při nácviku
algoritmů mnohonásobně překračuje požadavky tradičního vyučo-
vání); uplatnit rovněž své individuální zvláštnosti (žák postupuje
svým tempem a své handicapy v některé oblasti kompenzuje svými
přednostmi v jiné oblasti).

V tomto smyslu budeme žákovskými kompetencemi rozvíjenými ve
vyučování matematice nazývat postoje, schopnosti a dovednosti různého
stupně obecnosti, které matematika jako školní předmět v žácích rozvíjí,
a které jsou potřebné pro jeho praktický život, zejména z hlediska profesní
připravenosti. Nezahrnujeme je přitom do poznatkového obsahu školské
matematiky. Naším cílem bude přitom ukázat, že existují kompetence,
které jsou pro matematiku typické, to znamená, že jsou úspěšně rozvíjeny
především v rámci matematického vzdělávání, a že je pro jejich rozvoj
matematické vzdělávání nezastupitelné.
Vmateriálech OECD [11, s. 40] je zpracován přehled základních a nej-

obecnějších matematických kompetencí, které odpovídají všem úrovním
vzdělání. Tento seznam není hierarchicky uspořádán a obsahuje:

1. Matematické myšlení (pochopení obsahu a přiměřeného rozsahu
daných matematických pojmů a práce s nimi v různých typech
tvrzení)
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2. Matematická argumentace (znalost povahy a praktické použití
principů matematických důkazů)

3. Modelování („matematizace
, tj. převod „reality
 do jazyka ma-
tematických struktur → práce s matematickými modely → „de-
matematizace
, tj. interpretace matematických modelů v jazyce
„reality
)

4. Vymezení problému a jeho řešení

5. Znakové reprezentace a jejich transformace (dekódování, formy
znázornění matematických objektů a vztahů mezi nimi)

6. Symbolika, formalismy a technické dovednosti (práce s výrazy, uží-
vání proměnných, řešení rovnic, provádění výpočtů)

7. Komunikace (schopnost pochopit písemné nebo ústní výroky, vy-
jádřit je a sdělovat jejich význam)

8. Pomůcky a nástroje (včetně výpočetní a informační techniky)

Vzhledem k zaměření naší konference se na základě předcházejících
úvah pokusíme v dalším zamyslet podrobněji nad tím, které základní
a nejdůležitější kompetence rozvíjí vyučování geometrii. Chceme v této
úvaze vyčlenit a pojmenovat jednak kompetence, o nichž soudíme, že je
rozvíjí výlučně vyučování geometrii v rámci předmětu matematika nebo
je rozvíjí lépe než ostatní školské disciplíny. Dále chceme určit kompe-
tence, které nazveme všeobecnými kompetencemi, o nichž budeme tvrdit,
že jsou potřebné pro praktický nebo profesní život každého člověka, tedy
člověka, který není speciálně připravován pro užívání matematiky jako
nástroje poznání (učitele matematiky považujeme za člověka speciálně
připravovaného pro použití matematiky). Hlavním cílem je tedy jakási
„obrana
 matematiky podporující názor, že vyučování matematice (spe-
ciálně geometrii) je nezbytné pro každého člověka i přesto, že většinu
z osvojených matematických poznatků ve svém praktickém životě nepo-
užije. Vybrané kompetence prozkoumáme podrobněji. Předložená úvaha
je samozřejmě diskutabilní, bereme ji jako výzvu k zamyšlení nad danou
problematikou.
Domníváme se, že v souvislosti s vyučováním geometrii můžeme ho-

vořit zejména o následujících kompetencích formovaných v průběhu
rozvíjení:
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A) Pojmotvorného procesu jako konstruktivistického fenoménu,

B) Racionálního myšlení zahrnujícího v Descartesově pojetí:

a) Induktivní myšlenkové postupy a tvorbu hypotéz,

b) Základy deduktivní argumentace,

C) Strukturalistického chápání světa,

D) Fenoménu invariance osvojováním tvrzení o průvodních jevech ge-
ometrických útvarů,

E) Aktivní tvorby algoritmů,

F) Pravidel transformace znakových reprezentací abstraktních pojmů,

G) Dovednosti klasifikovat pojmy a poznatky,

H) Prostorové představivosti a orientace v prostoru,

I) Metod zobrazování a modelování,

J) Kultivovaného grafického projevu,

K) Dovednosti volit způsob matematizace reálné situace,

L) Dovedností aktivně používat metrické vlastnosti rovinných a pro-
storových útvarů,

M) Dovedností aktivně používat polohové vlastnosti rovinných a pro-
storových útvarů.

Netvrdíme, že jsme uvedli úplný systém všech kompetencí rozvíjených
při vyučování matematice. Ten je určitě širší. V souvislosti s jeho vyme-
zováním budeme například hovořit o kompetenci komunikovat v procesu
vyučování a učení se, o kompetenci prezentovat výsledky řešení nebo
učení, o kompetenci volit vhodný učební styl pro osvojování matema-
tických poznatků a dovedností. Můžeme hovořit o kompetencích, jako
je například volba strategie řešení problému, která je významná nejen
pro všechny složky matematiky, ale i pro efektivní rozhodování v ne-
matematickém jednání. Úplný systém kompetencí souvisejících s vyučo-
váním matematice zatím patrně vytvořen nebyl. V našem příspěvku se
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snažíme orientovat na nejdůležitější kompetence rozvíjené při vyučování
geometrii. Podrobněji zdůvodníme význam vybraných kompetencí pro
rozvoj osobnosti každého člověka a budeme přitom zdůrazňovat nezastu-
pitelnost kompetencí rozvíjených ve vyučování matematice pro všeobecné
vzdělání. Vzhledem k omezení daném rozsahem příspěvku se zabýváme
jenom vybranými kompetencemi. Domníváme se, že to postačuje k ilu-
straci našeho záměru.

Ad A) Postupné rozvíjení pojmotvorného procesu jako konstruk-
tivistického fenoménu:
Geometrické pojmy, s nimiž pracují žáci základní i střední školy, před-

stavují důležitý krok v rozvoji abstraktního myšlení. Vyučování geomet-
rii důsledně sleduje konstruktivistický přístup především v tom smyslu,
že zdůrazňuje etapu předmětných modelů v pojmotvorném procesu. Vy-
tvoření nebo „konstrukce
 pojmu nebo poznatku žákem představuje zá-
ruku, že nedojde k formálnímu osvojení pojmu nebo poznatku. Těsná
souvislost těchto otázek se znakovými reprezentacemi pojmů nebo po-
znatků naznačuje, že bychom v průběhu pojmotvorného procesu měli vy-
užívat široké škály znakových reprezentací (způsobů modelování). Zda-
leka už nepostačuje zatím široce zakořeněná představa, že rýsování je
nejdůležitější a postačující nástroj znakové reprezentace geometrických
pojmů a poznatků.
Je třeba si přiznat, že didakticky neřešitelným problémem školské

geometrie je zatím pojem nekonečna. Přestože s pojmem reálného čísla
operujeme již od základní školy, nejsme schopni přesvědčit žáky základní
nebo střední školy, že má smysl zabývat se otázkou, co je zárukou skuteč-
nosti, že kružnice a její sečna mají vždy dva společné body. Problematika
spojitosti a kontinua patrně představují matematický konstrukt, který
nemá charakter všeobecné kompetence.

Ad B) Rozvíjení racionálního myšlení zahrnujícího v Descarte-
sově smyslu:
a) Induktivní myšlenkové postupy a tvorbu hypotéz: Vyučování
geometrii poskytuje velké množství příležitostí k rozvíjení induktivní me-
tody v racionálním myšlení. Například Thaletovu větu zavádíme jako
zobecnění experimentálně ověřené zkušenosti žáků, podle níž jsou ná-
hodně vybrané body kružnice vrcholy pravých úhlů sestrojených nad
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jejím průměrem. Množiny bodů dané vlastnosti představují dokonce uce-
lené téma, který tento mentální postup prohlubuje a upevňuje. Můžeme
hned poznamenat, že nové a velmi účinné nástroje pro tuto metodu
tvorby geometrických hypotéz představuje výpočetní technika a soft-
ware typu Cabri. Soudíme, že možnost rozvíjet tuto kompetenci přisu-
zuje matematice a především geometrii výjimečné místo. Srovnáme-li pro
jednoduchost zobecňující úvahu Darwina o vývoji druhů, která rozvíjí
představy žáků o induktivním postupu v biologii, musíme konstatovat,
že myšlenkový postup matematiky se neomezuje na neúplnou indukci.
Matematické uvažování je v tomto smyslu silnější a „dokonalejší
, pro-
tože své tvrzení vztahuje na všechny prvky uvažované množiny (i když
abstraktních) objektů. Není ovšem jednoduché pochopit tento nástroj
logického uvažování. Autoři tohoto příspěvku se každý rok účastní při-
jímacích zkoušek na vysoké školy a vědí své o tom, jak malé procento
absolventů středních škol neformálně pochopí princip matematické in-
dukce. Uvedené skutečnosti souvisí bezprostředně s následující kompe-
tencí rozvíjenou velmi výrazně vyučováním geometrii.
b) Základy deduktivní argumentace: Thaletovu větu jsme schopni
s prostředky dostupnými už žákům základní školy dokázat, předpokládá-
me-li, že platí věta o shodnosti vnitřních úhlů při základně rovnoramen-
ného trojúhelníku. Potvrdíme tak správnost induktivní úvahy vedoucí
k hypotetické formulaci Thaletovy věty. Podobných možností poskytuje
školská geometrie nepřeberně, a to na nejrůznějších úrovních obtížnosti
a náročnosti. Jistě se všichni dohodneme na tom, že školskou geome-
trii není možno budovat striktně deduktivně. Zdá se, že axiomatická
výstavba matematické teorie je nepříliš vhodná z didaktického hlediska
pro všechny stupně školy. Souvisí s tím problém, jehož důsledkem je
skutečnost, že zatím nevíme o vhodných prostředcích neeuklidovské geo-
metrizace reálného světa. Přitom bychom patrně považovali za rozumné,
aby si lidé létající do kosmu, osvojovali adekvátní geometrické pohledy
na svět. Z hlediska přísně deduktivní výstavby je jistě školská geometrie
„děravá
, přesto však rozvíjí velmi mnohostranně základy deduktivní
argumentace. Je možné, že jsme v práci s důkazovými úlohami příliš
opatrní, že by bylo účelné posílit tuto kompetenci ještě intenzivněji.

AdC)Strukturalistické chápání světa: Strukturalistické pojetí chápe
svět jako souhrn vztahů vytvářených člověkem, který jevy světa aktivně
pozoruje. Věci existují jen ve vztahu k jejich pozorovateli. Jestliže Pi-
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aget tvrdí, že vývoj psychických operací má grupový charakter, je to
především on, kdo do zkoumání psychických operací vkládá tuto mate-
matickou strukturu. Poznávat svět jako množinu jevů nebo objektů, jejíž
prvky existují v určitých vztazích vytvářejících pojmenovatelné struk-
tury, je moderním způsobem nazírání světa a vyučování geometrii k tomu
může významně přispívat. Domníváme se totiž, že na školskou geomet-
rii můžeme stále pohlížet jako na geometrii v její definici podané Klei-
nem v Erlangenském programu. Velmi zjednodušeně řečeno, na geomet-
rii základní a střední školy bychom měli mnohem výrazněji pohlížet jako
na studium vlastností invariantů grup shodných a podobných zobrazení
v rovině a prostoru. Soudíme, že posílení pohledu na školskou geometrii
jako na studium struktur geometrických transformací, prospívá i rozvoji
kompetence strukturalisticky chápat svět kolem nás. Úzce totiž souvisí
s problematikou práce s předmětnými modely abstraktních matematic-
kých pojmů. Většina jevů reálného světa, které se snažíme geometrizovat,
má dynamický charakter, odehrává se v pohybu. Jednoduchým pozoro-
váním se můžeme snadno přesvědčit, že svět, v němž žáci žijí, je plný
nejen statických souměrností, ale především posunutí, otáčení, změn veli-
kostí v daném poměru a z nich složených nesmírně různorodých pohybů.

Ad D) Poznávání fenoménu invariance osvojováním tvrzení o průvod-
ních jevech geometrických útvarů představuje kompetenci, kterou vyučo-
vání matematice a geometrii zvlášť intenzívně formuje a rozvíjí, a která
je další kompetencí potřebnou pro myšlení kultivovaného člověka. Věta
o součtu vnitřních úhlů, kosinová věta, vzorec pro obsah i tvrzení o poloze
těžiště jako průsečíku těžnic platí pro každý trojúhelník v rovině i v pro-
storu. Řada tvrzení (trojúhelníková nerovnost) zachovává svou platnost
i pro obecnější (metrické) prostory. Připomeňme přitom, že v přírodních
vědách nebo v nauce o jazyku se žáci setkávají s obecnými tvrzeními,
která mají řadu „výjimek
. V řadě disciplín (dějepis, společenská nauka,
psychologie) poznávají žáci jevy, které nepodléhají žádným zákonitos-
tem (neexistují v nich invariantní prvky) nebo tyto zákonitosti neumíme
identifikovat a formulovat. Fenomén invariance a poznání jeho specific-
kých forem je přitom důležitý pro lidskou psychiku. Lidé ho samozřejmě
nehledají jenom v matematice, řada osobnostních charakteristik člověka
z něj však vychází. Může jít o víru, představy o dobru a zlu v lidské
společnosti, o kráse atd. Víme všichni, že mnozí významní matematici
nalezli styčné body s filosofií nebo dokonce významnými filosofy byli.
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Ad E) Aktivní tvorba algoritmů patří ke kompetencím, které
patrně každý účastník diskuse bude ochotně považovat za všeobecnou
kompetenci. Jednání každého z nás se skládá z pravidelně se opakují-
cích postupů, které musí mít identickou podobu a vést k identickému
výsledku, nemá-li docházet k chybným výkonům. Hromadnost, reprodu-
kovatelnost a identičnost výsledku představují základní charakteristiky
algoritmu jako pojmu, který vznikl formalizací konkrétních postupů lid-
ského jednání. Vyučování geometrii přitom nabízí širokou škálu problé-
mových situací vedoucích ke konstrukci nového, pro žáka doposud ne-
známého algoritmu. Je známou skutečností, že tzv. konstrukční úlohy
(které množinová modernizace zcela odepsala jako archaický relikt) ne-
potřebovaly dokazovat zdůvodnění vlastní existence v didaktických sys-
témech aktualizací své praktické využitelnosti a přesto ze škol nezmizely.
V praxi dnes všichni rýsují na monitorech počítačů a jedním z hlavních
důvodů pokračujícího využití konstrukčních úloh ve vyučování geometrii
je fakt, že přispívají k rozvoji kompetence konstruovat algoritmus řešení
úlohy. Porovnáme-li z hlediska této kompetence nejen jiné školní před-
měty, ale i ostatní matematické disciplíny (algebra, analýza), představuje
konstrukční geometrie – sice akademický, z hlediska své praktické vyu-
žitelnosti – avšak zcela ojedinělý, homogenní a velmi efektivní edukační
nástroj pro formování dovednosti konstruovat algoritmy. Naše zkušenosti
z práce se studenty pedagogické fakulty svědčí o tom, že nalezení algo-
ritmu řešení úlohy syntetické geometrie představuje mnohdy náročnější
problém, než je vhodný výběr a užití transmisivně osvojených, i když
výkonově náročnějších řešitelských postupů v algebře nebo matematické
analýze.

Ukázali jsme na pěti příkladech naši představu o tom, jak by di-
daktika geometrie měla argumentovat při obhajobě svého postavení ve
vzdělávací soustavě. Souvisí s tím další skutečnost: Popsané kompetence
je možné rozvíjet prostřednictvím variabilního obsahu. Každý jsme se
setkali s mnoha rozličnými pomůckami, nástroji nebo specializovanými
výukovými kurzy pro rozvíjení prostorové představivosti. Deduktivní ar-
gumentaci lze cvičit jak v euklidovské rovině, tak i užitím modelů finit-
ních geometrií nebo v prostředí čtverečkovaného papíru i různými hrami
s geometrickou tématikou. V blízké budoucnosti se budeme muset smířit
s postupným snižováním důrazu kladeného na jednotný obsahový základ
vyučování geometrii a s adekvátním zvyšováním významu rozvoje kom-
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petencí doprovázeném hodnocením jejich dosažené úrovně. Tento trend
můžeme pozorovat na pojetí mezinárodních srovnávání matematických
znalostí, s nimiž jsme průběžně seznamováni (TIMSS, PISA). Stejně tak
základní pedagogické dokumenty připravované už dnes školskou správou
mají rámcový charakter zvýrazňující rozvoj kompetencí a variabilitu ob-
sahu. Jde o celosvětový trend. Například současná reforma matematiky
v USA (NCTM Principles and Standards for School Mathematics 2000)
se snaží vidět cíle a obsah vyučování matematice z hlediska nové peda-
gogické kultury zdůrazňující tzv. kvantitativní gramotnost (quantitative
literacy). Kvantitativní gramotnost přitom není jen souhrn konkrétních
matematických poznatků a dovedností, jak je známe z našich tradičních
učebních osnov předmětu matematika. Jde o strukturálně uskupené po-
stoje, dispozice, dovednosti, návyky s vysokou komunikační hodnotou,
sloužící k řešení problémů, které lidé potřebují pro efektivní jednání v si-
tuacích, které mají kvantifikovatelný nebo geometrizovatelný charakter.
Do popředí tedy vstupuje vyučování matematice a speciálně geometrii
jako

• nástroj řešení problémů,

• prostředek rozvíjení racionálního myšlení,

• forma mezilidské komunikace,

• metoda poznání strukturované architektury matematiky

• způsob prezentace znalostí.
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Smysl matematiky

Petr Vopěnka

Smysl jako takový charakterizoval Jiří Němec na tajné bytové před-
nášce v lednu 1979 následujícími neobyčejně výstižnými slovy: Smysl
je to „tam� kam míří naše porozumění. Jinak řečeno smysl je „odtud�
odkud míří k rozumějícímu nějaké „poselství�. Toto poselství můžeme
označit jako významnost, důležitost, zajímavost, . . . Co to znamená pro
rozumějícího? V prvním přiblížení můžeme říci: buď rozumí, nebo nero-
zumí, chápe, nebo nechápe. Nebo také se může stát, že jsme nuceni říci:
chápe, že jde o poselství, ale nechápe o jaké.

Ještě nedávno by nikdo nedopřál sluchu tomu, kdo by vážně vznesl
otázku po smyslu matematiky. Její mnohostranná použitelnost vně sa-
motné matematiky, především pak v nejrůznějších oborech lidské čin-
nost, byla oním „odtud
, odkud pro širokou veřejnost přicházela posel-
ství zakládající její smysl. Dokonce i matematici vycítili, kde veřejnost
spatřuje smysl jejich počínání, a proto i bádání, jimž programově nešlo
o žádnou takovouto použitelnost, ospravedlňovali neúměrným zveličová-
ním těch případů, kdy čas od času (byť velmi zřídka) některé takové
bádání přece jenom dodatečně nalezlo uplatnění vně čisté matematiky.
Kromě toho nejrůznější evidentní praktická užití matematiky poskyto-
vala matematikům silný argument, jímž mohli před širokou málo infor-
movanou veřejností obhajovat svou činnost. Tím ji ovšem zároveň sami
utvrzovali v přesvědčení, že právě v takovýchto praktických užitích spo-
čívá smysl matematiky.
Dnes však – na přelomu tisíciletí – opanovala pole praktického užití

matematiky informatika. Ta ho navíc, opřena o nesmírně výkonné po-
čítače, obsáhla v takové šíři, jakou matematici svými takříkajíc ručně
prováděnými výpočty a výkresy nikdy nedosáhli a ani dosáhnout ne-
mohli. Následkem toho – ačkoliv matematika nezanedbatelným způso-
bem přispěla k objevu počítačů, ačkoliv v informatice se dobře uplat-
ňuje, ačkoliv zavádění počítačů je provázeno nebývalým rozvojem finitní
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matematiky – vystupuje právě v souvislosti s informatikou otázka po
smyslu matematiky v neodbytné naléhavosti. Začínají ji veřejně klást ti,
kteří právě v praktických uplatněních matematiky spatřovali její smysl.
Tak došlo k tomu, že laciným leč účinným zakrytím hlubšího smyslu ma-
tematiky jejím praktickým uplatněním se otázka po smyslu matematiky
pomalu stává otázkou po smyslu její další existence.
Informatika, o jejímž smyslu nikdo nepochybuje, vystavila tak mate-

matiku pokušení rezignovat na hledání svého vlastního smyslu, a vplout
do informatiky jako součást její teoretické složky. Kdyby si však mate-
matika měla i po té udržet alespoň zbytek samostatnosti, otázky po svém
vlastním smyslu by se nezbavila. Pouze jeho hledání by bylo vymezeno
rámcem informatiky a tím i možnosti nalézt ho by byly výrazně zúženy.
Konečně není nikterak jasné, zda idealizace a zobecňování náplně in-
formatiky odpovídá vůbec jejímu duchu, neboli – řečeno naostro – zda
matematika pod protektorátem informatiky by se nestala jen jejím ne-
žádoucím parazitem. Pouze finitní matematika by v tomto případě měla
naději na samostatné smysluplné přežívání.
Není to poprvé, kdy matematika je vystavena pokušení rozplynout se

v něčem, co s jejím výrazným přičiněním vzniklo, co ji zpětně neobyčejně
obohatilo a ovlivnilo, a svým významem její smysl na dosti dlouhou dobu
zastínilo.
Došlo k tomu například již tehdy, když nad klasickým geometric-

kým světem povstal Newtonův mechanický svět. Při rozvoji Newtonovy
fyziky se geometrie jevila jen jako trpný a svým způsobem i chudý pod-
klad, na němž se teprve odehrávalo to, co bylo krajně zajímavé; totiž
dění reálného světa jakožto souhra Newtonových zákonů. Sto let trva-
jícímu pokušení stát se součástí teoretické mechaniky a vůbec fyziky,
tehdy matematika odolala. Přispěl k tomu z renesance stále ještě sdí-
lený zájem o antickou geometrii oživovaný jejím užitím ve stavebnictví,
později i algebra především studiem polynomů, a s konečnou platností
pak dotvoření komplexních čísel, zájem o jejich studium a pozoruhodné
výsledky při něm dosažené.
Druhému velkému pokušení tohoto druhu matematika neodolala. Za-

slepena úchvatnou krásou a závratnou rozlehlostí barokní stavby klasic-
kých aktuálně nekonečných množin, jejíž základy položil Bolzano a kte-
rou až do nebetyčných výšek vyzvedl Cantor, usilovala matematika dva-
cátého století stát se součástí Cantorovy teorie množin, ba dokonce s ní
splynout; neboli vstoupit do ráje, který matematikům otevřel Cantor
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a z nějž je již nikdo nevyžene, jak to na počátku století dal matematice
do vínku Hilbert.
Toto úsilí se přeneslo i do škol a svého vrcholu dosáhlo patrně u nás

v utvořivším se zde skanzenu předválečné německé matematiky včetně
její preciznosti. A tak se naši studenti učili, aniž byli seznámeni, aniž
vůbec mohli být seznámeni, se smyslem tohoto počínání, že přímka je
množinou bodů ležících (kde jinde než) na přímce, že tři pětiny jsou
množinou uspořádaných dvojic jistých celých čísel, že reálné číslo je mno-
žinou všech racionálních čísel menších než (co jiného) ono samo, jde-li
pak navíc o číslo racionální, tak to už není tím, čím bylo prve, ale mno-
žinou všech dřívějších racionálních čísel menších než to, čím bylo prve
a podobně.
Teprve až informatika vyvádí nyní matematiky z omylu vkládat celou

matematiku do Cantorovy teorie množin, podobně jako by teorie množin
(a nejen ona) usvědčila matematiky z omylu, kdyby byli bývali podlehli
pokušení vložit celou matematiku do teoretické mechaniky.
Neméně zcestné by bylo hledat smysl matematiky v logice. Matema-

tika není součástí logiky, i když – stejně jako každé lidské počínání –
logiku využívá. Pravdu však mají ti, kteří říkají, že logicky myslet se
lze naučit i bez znalosti matematiky. Logika používaná v matematice –
tak zvaný predikátový kalkul – je nadto logikou strnulého světa, tedy
jen speciálním a velmi úzkým výsekem z logiky. Je to však ta její část,
kterou právě matematika zpracovala a rozvedla do takové hloubky, o níž
se dříve logikům ani nesnilo.

Snad pro úplnost by bylo záhodno zastavit se nejprve u otázky „jaký
smysl má otázka po smyslu matematiky
, neboli jaký – a zda vůbec –
smysl má tato naše úvaha.
Smysl otázky po smyslu matematiky spočívá pochopitelně v odpovědi

na ni, a to i tehdy, kdybychom dospěli k závěru, že matematika žádný
smysl nemá. Kdo však má pro matematiku porozumění, ten přítomnost
jejího smyslu cítí. Otázkou pouze je, jaký její smysl je. Od odpovědi
na tuto otázku se totiž odvíjí i náš vztah k ní, jmenovitě pak způsob
jejího vyučování, směr jejího dalšího rozvíjení, vstřícnost k tomu, co ji
obohacuje a podobně.

Při hledání smyslu matematiky bychom se neměli nechat zmást tím,
čím se v té či oné době matematika proslavila, ani tím, co prosadila nebo
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prosadit pomohla. Naproti tomu samotná skutečnost, že se matematika
občas proslavila, že občas leccos prosadila nebo prosadit pomohla, by
nám měla být vodítkem při tomto hledání. Jeho východiskem pak je sice
velmi obecná, nicméně právě pro ni do značné míry specifická následující
charakteristika obsažená v úvodu k mé knize Úhelný kámen evropské
vzdělanosti a moci.
Matematika je veletokem valícím se k nám od obzorů minulosti, sy-

ceným z nesčetných pramenů i praménků sotva znatelných, okázale se
lesknoucích i skrytých v temnotách, vytrysklých na úsvitě vzdělanosti
i v dobách nedávných, ba téměř současných. Zprávu, kterou nám při-
náší, se budeme snažit číst. Ne však tu, jež pluje po jejím povrchu a je
zachycena v nepřeberném množství poznatků, jimiž jsou přecpány tisíce
knih, ale tu, kterou nám přináší o lidském poznání. Vždyť v té ucelenosti
jako ona by nám o něm jen málokdo mohl povědět více. Do ní se zapsaly
dějiny lidského ducha – a někdy i srdce.
Rozmanitost myšlenkových proudů slévajících se v matematiku nám

ztěžuje, ne-li znemožňuje, vyslovit nějakou takovou definici matematiky,
která by zřetelně matematiku vymezila a usnadnila nám tak poukázat
na její smysl. Jinak je tomu ovšem v případě jednotlivých proudů mate-
matiky. I tam je však nutno s takovými případnými definicemi zacházet
uvážlivě. Užitečné pro tyto účely jsou totiž hlavně ty, které otevírají
nová pole působnosti a nikoliv ty, které konzervují současný stav. Tako-
vou otevírající definicí byla například známá Kleinova definice geometrie,
pod níž se nejen vešla většina toho, čím se geometři právě zabývali, ale
zřetelně ukázala i na to, čím by se zabývat mohli a měli. Negativní do-
pad na geometrii by pak tato definice měla tehdy, kdyby se geometrie
neodvažovala překračovat hranice, do nichž jí byla sevřena.
O tom, že matematika je vskutku utkávána z rozmanitých myšlen-

kových a také ovšem kulturních proudů, se přesvědčíme, jakmile z pa-
třičného odstupu pohlédneme na její historii. Proto i my nyní velmi
stručně na některé z nich upozorníme. Teprve povaha těchto jednotli-
vých proudů, jejich vzájemného propletení a ovlivňování nám totiž může
poodhalit povahu celé matematiky; a její vztah k myšlenkovému vývoji
lidstva pak i její smysl.
Dva patrně nejvlivnější a také nejznámější proudy matematiky, ma-

tematika geometrického názoru a matematika kalkulací, vytryskly již
v dávnověku. První byl představován antickou geometrií, druhý indic-
kou aritmetikou. O tom, že to jsou proudy značně odlišné, svědčí i to,
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že geometrie a aritmetika byly po jistou dobu považovány za dvě sa-
mostatné vědy. Velkou část prvního z těchto proudů jsem se pokusil
zachytit v mých Rozpravách s geometrií, jejichž souborné vydání nyní
vyšlo pod názvem Úhelný kámen evropské vzdělanosti a moci. Proto mu
v této přednášce bude věnováno jen pár stručných poznámek. Stručnou
charakteristiku druhého přebírám z rukopisu mé knihy Meditace o zá-
kladech vědy, která vyjde v příštím roce.

Otevření geometrického světa v jeho čistotě, k němuž došlo v antic-
kém Řecku, bylo událostí, která rozhodujícím způsobem ovlivnila vývoj
nejen matematiky, ale evropské vědy vůbec. Nešlo totiž o svět ledajaký,
ale o svět jevů pozoruhodně skloubených, do krajností vyostřených, na-
prosto určitých, neměnných a nadčasových.
I když pohledy do geometrického světa bylo výhodné vést skrze kostr-

baté a všelijak propletené čáry nakreslené v písku nebo vyryté do vos-
kových tabulek, popřípadě skrze některé jiné jevy přirozeného reálného
světa, šlo o svět jiný. Jevy přirozeného reálného světa vlastně geomet-
rický svět zakrývají. Ostatně ne každý umí skrze obrázek kružnice a jí
se dotýkající přímky proniknout až ke kružnici a přímce geometrické
a zahlédnout, že se dotýkají toliko v jediném bodě. Přitom však ačkoliv
geometrické poznatky jsou naše výtěžky ze světa geometrického, přesto
i přirozeného reálného světa se týkají. Týkají se ho nějak tak, jak se
geometrická koule dotýká koule vytesané z kamene.
Při hlubších pohledech do geometrického světa vycházely na světlo

další a další překvapivé, a přitom nepochybné skutečnosti. Poznatky
o nich získané pak měly trvalou povahu, byly jasné, určité, nepomí-
jivé a neměnné. Geometrie, jež je osvětlováním geometrického světa, se
tak stala oním příkladným božským epistémé, vědou v nejopravdovějším
a nejváženějším smyslu toho slova, na rozdíl od sice užitečného doxa, jež
však je věděním pomíjivým a méně určitým.
Pod nánosem jevů přirozeného reálného světa tak ze skrytosti po-

vstával strohý, chladný, netečný, leč nezvratnou pevností úctu budící
svět nový, svět geometrický. Nelze se divit, že jeho povaha spolu s jeho
záhadným otevřením vedla antické myslitele k tomu, aby právě z něj
učinili místo pravdy v její největší čistotě. Následkem toho se geometrie
stala vědou objevující pravdu v její majestátné tvrdosti a síle.
Antická geometrie se tak stala ideálem opravdové vědy a toto posta-

vení si v Evropě zachovala až do konce druhého tisíciletí. Dnes je pro
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nás kromě toho též tím, co spojuje naši současnost s antikou, co nám
více než cokoliv jiného umožňuje vstupovat do antického myšlenkového
světa.
Na školách by se geometrie měla učit v tom pojetí, v němž vznikala

a v němž byla pěstována až do konce devatenáctého století, tedy nikoliv
v pojetí množinovém. Její omezení nebo dokonce vyloučení ze škol by
bylo činem barbarským, srovnatelným se zaplněním kostela exponáty
ateistického muzea.

Přibližně v téže době, kdy byl v antickém Řecku položen úhelný ká-
men novověké evropské vědy, rodil se pozvolna v Indii její nejúčinnější
nástroj: metoda, pro niž jsem zvolil název matematika kalkulací.
Z důvodů ne dosti jasných byli indičtí Arjové okouzleni velkými čísly.

Hned v jednom z jejich nejstarších spisů, jímž je Lalitavistara, doprovází
Buddhu 32 tisíc bódhisattvů (to je těch, kteří se stanou jeho vtělením)
a 12 tisíc mnichů. Vrcholem pak jsou v tomto spisu popisované Buddhovy
schopnosti dopočítat se velkých čísel. Na otázku může-li počítat ještě
dále než 100 Koti (jedna miliarda), vyjmenoval ještě 22 čísel, z nichž
každé následující je stonásobkem předcházejícího, až do čísla tallakšána
(což je při našem současném značení číslo 1053). Potom řekl, že tato čísla
tvoří pouze první počet a těchto počtů je devět. Poslední číslo v devátém
počtu by tedy bylo 10421.
Sice mnohem menší, leč rovněž nepředstavitelně velká, je i uváděná

délka života stvořitele Brahmy, která činí sto jeho let, což je 31 104 ·
· 1010 roků lidských. Jeden Brahmův den, takzvaná kalpa (4 320 milionů
roků lidských), je pak dobou trvání jednoho světa. K tomu dodejme, že
nejen v Evropě, ale vůbec v běžném lidském životě byla ještě dlouhou
dobu pro svou velikost sotva upotřebitelná i taková dnes již malá čísla,
jimiž kdosi vyjádřil velikost armád, o nichž Bhagavadgíta píše ve svém
prvním zpěvu. Kuruovská armáda, která měla 11 divizí, byla prý o čtyři
divize početnější než pánduovská. Jedna divize – akšauhiní – měla 21 870
válečných vozů, stejný počet slonů, 65 610 jezdců na koních a 109 350
pěšáků.
Indům ovšem nešlo jen o označování a pojmenovávání těchto ob-

rovitých čísel, ale též o počítání s nimi, to je především o provádění
základních aritmetických operací s čísly. Přitom pomalu vycházelo na-
jevo, že obtížnost provádění těchto operací souvisí s tím, jak prozíravé
a důmyslné značení čísel bylo zvoleno. Až pak najednou indičtí mate-
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matikové poprvé v dějinách lidstva stanuli v údivu nad tajemnou mocí
znaků propůjčenou jim vhodnými kalkulacemi s nimi. Aritmetický kal-
kul založený na poziční desítkové soustavě (dotvořený pravděpodobně
v sedmém století indickým matematikem Brahmaguptou, jenž v tako-
vém případě zaujímá v matematice kalkulací stejné místo jako Euklei-
des v matematice geometrického názoru) obdarovával ty, kteří se v něm
vyznali, schopností rychle a současně naprosto důvěryhodně operovat
(dodnes používaným způsobem) s přirozenými čísly. A je třeba zdůraz-
nit, že právě snaha operovat s nepředstavitelně velkými čísly, a nikoliv
s čísly užívanými v běžném životě, vedla k objevu zmíněného aritmetic-
kého kalkulu. Pro běžnou potřebu postačovaly v Evropě ještě více než
tisíc let po objevu tohoto kalkulu číslice římské, počítadlo a znalost velké
násobilky.
K významnému setkání indické aritmetiky a počátků algebry s antic-

kou geometrií došlo v první polovině devátého století v arabské matema-
tice. Učenci soustředění v proslulém Bajt al hikma v Bagdádu, založe-
ném a podporovaném kalifem al Mamúnem, se prostřednictvím překladů
seznámili jak s indickou aritmetikou, tak s Eukleidovými Základy.
Zde také působil al Chvárizmí, matematik, jenž znal jak neocenitelné

přednosti indického aritmetického kalkulu, tak i místo ostré a nezvratné,
byť studené, antické pravdy, jímž byl geometrický svět. Proto se, ovliv-
něn řeckým myšlením, pokoušel opřít o geometrický názor oprávněnost
některých složitějších pravidel kalkulování s čísly; jmenovitě těch, která
se týkala kvadratických rovnic. Podněty k tomu nalezl v těch kapito-
lách Základů, v nichž Eukleides odkryl množství vztahů mezi veličinami
ukazujícími se na geometrických objektech. Úkolu, který si předsevzal, se
pak zhostil tím způsobem, že veličiny aritmetické, to je čísla, znázorňoval
podle potřeby buď jako délky úseček, nebo jako obsahy obdélníků. Při-
tom však nahlédl, aniž z toho vyvodil patřičné důsledky, že geometrické
veličiny při aritmetických úvahách netoliko hrají úlohu nadbytečného
prostředníka, ale nezřídka mohou i takovou úvahu zatemnit. Jmenovitě
se to stalo v jeho Algebraickém traktátu při objasňování vztahu, který
bychom dnes zapsali (100+x2−20x)+(50+10x−2x2) = 150−x2−10x.
Tehdy se následujícími slovy vzdal služeb geometrického názoru:
Obrázek zde není nakreslen, neboť v něm vystupují tři rozličné druhy –

kvadráty, kořeny a čísla – a není nic, čemu by mohly být rovny. Mohli
bychom sice i pro tento případ nakreslit obrázek, nebyl by však průhledný.
Odůvodnění slovy je snazší.
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Dodejme, že při objasňování řešení kvadratických rovnic, kde nastá-
vají podobné potíže, se al Chvárizmí neodvážil obrázek vynechat a místo
geometrického názoru použít prostou logiku.
Algebraický kalkul operující se znaky označujícími proměnné pro

čísla (netoliko již jen přirozená), při němž jsou aritmetické operace pouze
naznačovány k tomu účelu zvolenými znaky, byl postupně zdokonalován,
a nakonec dotvořen v Evropě. Dálo se to od druhé poloviny dvanáctého
století do konce století šestnáctého. Jakkoliv tedy aritmetický kalkul je
nádherným výtvorem indických Arjů, algebraický kalkul je výplodem
západoevropské činorodé tvořivosti.
Všechny problémy geometrie lze snadno převést na takové výrazy (ter-

my), k jejichž sestrojení stačí znát pouze délky některých úseček. Vyslo-
vením této teze začíná proslulá Descartova Geometrie vydaná roku 1637.
Výrazy, o nichž je řeč, jsou algebraické termy (to znamená jistá slova

v abecedě složené z operačních znaků pro sčítání, odčítání, násobení,
dělení a odmocňování, dále pak z konstant pro čísla a závorek) kopíru-
jící vztahy mezi danými a hledanými geometrickými veličinami, přičemž
v nich vystupující blíže neurčené konstanty (proměnné) označují délky
oněch zmiňovaných výchozích úseček. Descartes pak předvádí, jak lze
podle návodu zachyceného takovým termem, v němž se vyskytují nej-
výše druhé odmocniny, sestrojit z daných úseček úsečku hledanou.
Descartův myšlenkový obrat byl dalekosáhlý. Jestliže dříve byl geo-

metrický svět místem, v němž algebraický kalkul hledal oporu pro opráv-
něnost svých pravidel, tak nyní se stal místem, v němž algebraický kalkul
nalezl významné uplatnění. Vedle oborů čísel (přirozených, racionálních,
reálných) se tedy i geometrický svět stal předmětem, na jehož studiu se
podílí algebraický kalkul. V Descartově Geometrii tak byla matematika
kalkulací použita ke studiu jednoho z prvních předmětů studia matema-
tiky, jímž je Eukleidovský geometrický svět.
Descartovou zásluhou se matematika kalkulací dočkala svého třetího

triumfálního úspěchu. Poprvé to bylo tehdy, když člověk znalý indic-
kého aritmetického kalkulu hbitě a bezpečně pouhou kalkulací s čísli-
cemi předpověděl výsledek součinu dvou přirozených čísel, k němuž se
člověk neznalý klopotně dopracovával. Podruhé tehdy, když člověk znalý
algebraického kalkulu hbitě a bezpečně pouhou kalkulací se znaky před-
pověděl řešení složité slovní početní úlohy, k němuž se člověk neznalý do-
pracovával jen s nesmírnou duševní námahou. Potřetí nyní, když člověk
znalý algebraického kalkulu a jeho použití v geometrii pouhou kalkulací
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se znaky hbitě navrhl geometrickou konstrukci požadovaného objektu,
jejíž správnost člověk toho neznalý nahlížel jen s velkými obtížemi, pro-
následován při tom pocitem, že takovou konstrukci by sám asi nebyl
schopen vymyslet.
Již z uvedených tří užití matematiky kalkulací bylo možno usuzovat

na povahu tohoto myšlenkového proudu matematiky. Pokud předmětem
studia algebry byla jen čísla, mohla být matematika kalkulací s algebrou
ztotožňována a následkem toho považována za vědu, neboť měla svůj
jasně vymezený předmět studia. Jakmile se však ukázalo, že předmětem
jejího studia může být stejně tak dobře geometrický svět, jenž byl dosud
výhradním předmětem geometrie, bylo zřejmé, že matematika kalkulací
žádný svůj vlastní předmět studia nemá. Jinými slovy předmětem jejího
studia může být cokoliv, pro co se podaří vytvořit hru se znaky, která je
pro takové studium příhodná. Matematika kalkulací ve své nejobecnější
podobě není věda; je to metoda.
Tyto první tři příklady užití matematiky kalkulací nám též umožňují

tuto metodu blíže vymezit, a to následujícím způsobem: Matematika
kalkulací je metoda předpovídání pomocí formálních kalkulů. Přitom
formálním kalkulem rozumíme hru se znaky prováděnou podle nějakých
pevně stanovených pravidel. Předpověď pak chápeme v širokém významu
zahrnujícím predikci (do budoucna), kodikci (v přítomnosti) i retrodikci
(do minulosti), tedy jako mínění předcházející vědění, ve vědě pak jako
vědění předcházející evidenci.
Užitečnost a síla matematiky kalkulací jakožto metody je v každém

zvláštním případě jejího užití rozhodujícím způsobem závislá na volbě
příhodného kalkulu, tedy na něčem, co matematikou v pravém smyslu
slova ještě není, co však lze nazvat protomatematikou, neboť to vlastní
matematiku předchází.
V protomatematice se střetávají různé, často značně protichůdné zá-

měry, a nelze tudíž stanovit nějaká jednoznačná pravidla, podle nichž
bychom se ji mohli naučit. Tak například na jedné straně by bylo žá-
doucí, aby zvolený kalkul co nejúplněji kopíroval studovaný předmět,
neboť předpovědi jeho prostřednictvím získané by neopomíjely žádnou
stránku studovaného předmětu. Na druhé straně v případě nějakého bo-
hatého předmětu studia by takový kalkul mohl být velmi těžkopádný,
takže by neposkytoval jednu, z prvních dob matematiky kalkulací nej-
více ceněnou výhodu, totiž hbitost při vyslovování předpovědí. Podobně
nevýhodný může však být i co možná nejjednodušší popis studovaného
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předmětu. Příkladem toho by bylo označování přirozených čísel odpoví-
dajícím množstvím čárek.
Vhodný kalkul musí se studovaným předmětem ladit, vyzdvihovat

podstatné a tlumit okrajové, být elegantní a tíhnout k jednoduché prů-
zračnosti, ne však mělké, ale hluboké a prozíravé. Krátce řečeno, pro-
tomatematika není ani věda, ani metoda; je to umění, které je nad jiné
obtížné, což je patrno již z toho, že mezi všemi ostatními se může chlubit
zdaleka nejmenším množstvím hodnotných uměleckých děl. Vytvoření
kteréhokoliv takového zdařilého díla bylo však vždy událostí dalekosáh-
lého dějinného významu.
Protomatematika matematice (a nejen jí) poskytuje i jiné neoceni-

telné služby než jen ty, které lze vtěsnat do prve uvedeného rámce ma-
tematiky kalkulací. O tom všem by bylo záhodno napsat přinejmenším
tak obsáhlý spis, jako jsou Rozpravy s geometrií. Protože ale doposud na-
psán nebyl, nezbývá než uvést na ukázku několik namátkou vybraných
příkladů.
Používaný kalkul může upozornit na něco, co ve studovaném před-

mětu bylo dosud skryto, neboť dosavadními metodami to bylo obtížně
dostupné. (Při studiu rovinných křivek se zprvu geometrie zabývala ku-
želosečkami a pak ještě některými zvláštními křivkami, například Archi-
médovou spirálou. Algebraický kalkul obrátil pozornost geometrů též na
algebraické křivky vyšších stupňů.)
Prve uvedená Descartova teze později umožnila provádět i překvapivé

záporné předpovědi. Snadno lze ověřit, že takzvané konstrukce pravít-
kem a kružítkem lze zachytit algebraickými termy, v nichž se vyskytují
nejvýše druhé odmocniny. Když se pak ukázalo, že například trisekce
úhlu (to je úloha rozdělit pravítkem a kružítkem úhel na třetiny) vede
v obecném případě k takové rovnici třetího stupně, jejíž kořeny nelze vy-
jádřit takovýmto algebraickým termem, bylo tím předpovězeno, že tuto
úlohu nikdy nikdo nevyřeší. Ačkoliv jde o předpověď naprosto zaručenou,
přece jen mnoho lidí její tíhu neuneslo. Dodnes jí někteří lidé nedůvěřují
a stále se pokoušejí trisekci úhlu nalézt.
Uvolnění pravidel kalkulování v nějakém daném kalkulu za účelem

zjednodušení kalkulací může vést k rozšíření studovaného předmětu po-
dobným způsobem, jakým byla reálná čísla rozšířena do čísel komplex-
ních.
Ke studiu nějakého daného předmětu mohou být vhodné různé kal-

kuly, přičemž každý z nich odráží jiný přístup k tomuto předmětu. (Ana-
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lytická geometrie založená na souřadnicových osách, nebo na vektorovém
počtu.)
Naopak týž kalkul může být vhodný i ke studiu různých předmětů

a zprostředkovávat tak podobnost mezi nimi, která při povrchním po-
hledu nemusí být zřejmá. To jednak umožňuje čerpat podněty ke studiu
jednoho z nich ze studia druhého (a někdy též tyto předměty uvádět do
těsnějšího souladu; například reálná čísla byla takto uvedena do souladu
s délkami úseček), jednak z těchto předmětů odlučovat – to je abstraho-
vat – co je pro ně z hlediska takového kalkulu společné, tedy vytvářet
abstraktní struktury a rozvíjet abstraktní matematiku.
Na některý protomatematický výtvor (kalkul) ani žádná matematika

nemusí bezprostředně navazovat, a přesto je jeho užitečnost nepochybná.
Příkladem takovéhoto mistrovského a nad jiné důmyslného díla je hlás-
kové písmo.

Prve uvedený výčet tří triumfálních úspěchů matematiky kalkulací
doplníme o čtvrtý (který nebyl jejím úspěchem posledním). Došlo k němu
tehdy, když člověk znalý infinitezimálního kalkulu (objeveného Newto-
nem a Leibnizem) hbitě vypočítal, že plošný obsah útvaru vymezeného
sinusoidou a osou x v intervalu od 0 do π je roven dvěma, což člověk
neznalý tohoto kalkulu nebyl schopen vůbec nahlédnout.
Na tomto úspěchu se ovšem nemalou měrou podílela též matematika

geometrického názoru. Po rozepnutí geometrického světa do klasicky vy-
kládaného absolutního nekonečna, k němuž došlo někdy ve středověku, se
totiž pod původním, přirozeným geometrickým světem, to je pod tím, do
nějž nahlíželi a ostatně dodnes nahlížejí geometři, objevilo jeho dvojče.
Je jím klasický geometrický svět rozpínající se do takových dálek a hlu-
bin, do nichž žádný smrtelník nedohlédne. Body přirozeného geometric-
kého světa tak byly podloženy monádami bodů klasických, což umožnilo
zavést nekonečně malá reálná čísla. Vypracování geometrického názoru
týkajícího se vztahu obou zmiňovaných geometrických světů pak teprve
otevřel dveře infinitezimálního kalkulu, jímž matematika dosáhla oněch
udivujících výsledků.
Při kalkulacích s nekonečně malými veličinami docházelo občas k chy-

bám a někdy i k naprostým absurdnostem. Ty pramenily z neujasněnosti
toho, že jde o dva vnitřně nerozlišitelné geometrické světy (nebo, chceme-
li, dvoje reálná čísla) nacházející se v poměrně jednoduchém a názorném
vztahu. Aby k těmto chybám a nedopatřením nedocházelo, rozhodli se
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matematici dosáhnout všech výsledků infinitezimálního kalkulu úvahami
týkajícími se toliko jediného geometrického světa (popřípadě jediného
exempláře reálných čísel), což mělo za následek vyloučení nekonečně ma-
lých veličin z matematiky. Toto stanovisko bylo podpořeno i Cantorovou
teorií množin, kde obráceně hodnoty obou dvou druhů nekonečně vel-
kých čísel, ordinálních a kardinálních, úlohu nekonečně malých veličin
převzít nemohly.
Stěží bychom nalezli situaci, na niž by se více hodilo pořekadlo o vy-

lití vaničky i s dítětem. Pro shora uvedené počínání matematiků bylo
snad mít možno porozumění v době, kdy infinitezimální kalkul vznikal,
ne však již dnes, kdy jeho původní pojetí včetně příslušného geometric-
kého názoru bylo nejen plně rehabilitováno, ale kdy i důvěra ve snadnou
eliminaci nekonečně malých veličin byla vážně otřesena (viz můj Calculus
infinitesimalis).
I když je třeba uznat, že odstraňování nekonečně malých veličin z ma-

tematiky vedlo vývoj matematiky zajímavým a podnětným směrem,
nelze již nadále nekonečně malé veličiny tvrdošíjně odmítat. Matema-
tika by se tím vzdala snad vůbec nejsilnějšího nástroje poznání, jaký na
její půdě vznikl.
Spolu s opětným zavedením infinitezimálních veličin se do nového

světla dostávají kromě jiného i diferenciální rovnice. Důraz, který ještě
nedávno byl kladen na jejich řešení prostřednictvím známých funkcí, se
nyní přenáší na jejich sestavování. Zjištění, že řešení nějaké diferenci-
ální rovnice bylo možno složit ze známých funkcí totiž umožňovalo toto
řešení tabelovat. Dnes však počítače mohou stejně dobře, ne-li lépe, ta-
belovat každou diferenciální rovnici, popřípadě nakreslit graf jejího ře-
šení.
Diferenciální rovnice zachycující průběhy nejrůznějších dějů fyzikál-

ních, biologických, společenských a podobně, jsme se však odnaučili se-
stavovat. Ono to totiž bez nekonečně malých veličin není vůbec snadné.
Naštěstí fyzikové v odstraňování nekonečně malých veličin matematiky
nenásledovali a ani následovat nemohli, neboť by tím vývoj fyziky ne-
smyslně zpomalili. Od nich se tedy sestavování diferenciálních rovnic
musíme naučit a pak to rychle začít používat i v jiných oblastech lidské
činnosti. To je úkol zásadního významu, bez jehož zvládnutí se nám ne-
podaří zastavit vytěsňování matematiky ze všeobecného vzdělání. Toto
stanovisko zastávám již téměř čtyřicet let. Nechlubím se tím, ale naopak
považuji za svůj nedostatek, že se mi ho nepodařilo prosadit.
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Tabelujeme-li řešení nějaké diferenciální rovnice, nahrazujeme infini-
tezimální diferenciály nějakými hodně malými čísly. Námitka, že v někte-
rých případech při mnohem menších hodnotách diferenciálu se nám na
obrazovce počítače může objevit zcela jiné řešení, popřípadě že při limit-
ním přechodu diferenciálů k nule tato rovnice řešení vůbec nemusí mít,
je legitimní. Na to je však třeba opáčit, že sestavením příslušné rovnice
úloha nekončí, ale že tuto rovnici je třeba analyzovat. Kromě toho při
sestavování takové rovnice označíme za diferenciál například vzdálenost
nějakých dvou molekul. Potom ale ten graf na obrazovce, který byl vy-
tvořen, když jsme za hodnotu tohoto diferenciálu zvolili právě vzdálenost
těchto molekul, postihuje nejlépe ze všech zkoumaný děj.
Úvahami o infinitezimálním kalkulu jsme se dostali na půdu vysoko-

školského studia. Nicméně i na středních školách je žádoucí výhody ne-
konečně malých veličin studentům předvést a sice při odvozování vzorců
pro objemy a povrchy klasických těles; to znamená odvozovat tyto vzorce
tak, jak byly vskutku původně odvozeny.

Jedním z nejvděčnějších předmětů matematického studia se stalo ne-
konečno ve svých nejrůznějších podobách. Matematice šlo pochopitelně
o takové nekonečno, které vyhovuje přísným nárokům kladeným na vědu
vyvolaným antickou geometrií, nyní však navíc též snoubící se s křesťan-
ským výkladem nekonečna nazíraného Bohem, to znamená nekonečno
klasické (viz Druhé rozpravy s geometrií).
O sporech mezi toliko potenciální nebo též i aktuální přítomností

tohoto nekonečna, o teologickém pozadí těchto sporů, a o prosazení ne-
konečna aktuálního a jeho uvedení do matematiky Bolzanem, jsem psal
v knize Podivuhodný krok českého baroka a nebudu je tedy nyní připo-
mínat.
Před vznikem teorie množin bylo klasické nekonečno spatřováno v ně-

kolika různých a svým způsobem rovnocenných podobách. Například Ro-
drigo de Arriaga rozlišoval tři následující podoby tohoto jevu. Za prvé
nekonečno co do množství; to je množství nějakých jednotek, které nelze
spočítat tak, aby se počítání skončilo. Za druhé nekonečno co do veli-
kosti, či lépe řečeno rozlehlosti; to je takové, které se ukazuje na tom,
co se táhne do nekonečna jako přímka nebo prostor a podobně. Za třetí
nekonečno co do intenzity; to je nekonečně velká rychlost, síla, láska,
teplota a podobně. Přidáme-li za čtvrté ještě nekonečně malé veličiny,
s nimiž pracovala matematika v infinitezimálním kalkulu, obdržíme již
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poměrně dosti vyčerpávající přehled všech nápadných podob klasického
nekonečna.
V první polovině devatenáctého století označil Bernard Bolzano ne-

konečno co do množství za klíč ke studiu všech podob nekonečna. Učinil
tak ve svých Paradoxech nekonečna, kde následujícími památnými slovy
nastínil program množinové matematiky dvacátého století.
Jde tedy již jen o to, zda budeme schopni určit, co je nekonečno vůbec,

a to výkladem toho, co se nazývá nekonečným množstvím. Tak by tomu
tak bylo, kdyby se ukázalo, že přísně vzato neexistuje nic jiného, než právě
množství, nač lze pojem nekonečna aplikovat, to je kdyby se ukázalo, že
nekonečnost je pouze určitou skladbou množství, neboli že všechno, co
prohlašujeme za nekonečné, nazýváme tak jen proto a pokud na něm
pozorujeme skladbu, která se dá pojímat jako nekonečné množství.
Bolzano nám tedy radí, abychom u každé podoby klasického neko-

nečna hledali nějakou klasicky nekonečnou množinu, která tuto jeho po-
dobu vyvolává, nebo abychom alespoň tuto jeho podobu nějakou tako-
vou vhodnou množinou podložili, a teprve jejím prostřednictvím tuto
podobu nekonečna uchopili. V klasické matematice dvacátého století se
tato Bolzanova rada více než osvědčila, o čemž zajisté není třeba žádného
matematika přesvědčovat.
V této souvislosti je třeba upozornit na dnes už sotva postřehnu-

telný, leč dalekosáhlý a dříve nepřípustný myšlenkový obrat spočívající
v Bolzanem zavedeném a prosazovaném pojmu množiny. Výklad něja-
kého množství i naprosto různorodých objektů jako množiny, to je jako
jediného objektu, byl z hlediska běžné lidské logiky přinejmenším vý-
kladem svévolným. Dokonce ještě dnes bychom měli studenty výslovně
upozornit, že tím, když vykládáme nějaké množství jako množinu, stává
se z tohoto množství jediný objekt a může tedy například být prvkem
nějaké jiné množiny a podobně. Hovoříme-li místo o množině nějakých
množin o jejich systému, vycházíme tím sice vstříc běžné logice, ale záro-
veň podstatu tohoto myšlenkového obratu zakrýváme. Právě naopak je
vhodné studenty upozornit, že vytváření takovýchto svévolných výkladů
je jedním z velmi účinných nástrojů moderní matematiky umožňující jí
dobrat se do míst jinak obtížně přístupných.
Protože mám v úmyslu brzy začít s pracemi na pokračování prve zmi-

ňované knihy, která bude věnována patrně vůbec nejkrásnějšímu výtvoru
moderní matematiky, jímž je Cantorovo universum klasických aktuálně
nekonečných množin, nebudu se nyní zmiňovat o tom, jak obdivuhodně
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Cantor teorii těchto množin vypracoval, ani o dalším rozvíjení tohoto
jeho veledíla.
Význam teorie množin však nespočívá pouze v ní samé, to je v tom,

že ji lze ve smyslu zmíněného Bolzanova programu považovat za obecnou
teorii nekonečna, ale též v tom, že se ve dvacátém století stala světem
veškeré matematiky. Dopad, který toto centrální postavení teorie mno-
žin mělo na matematiku, byl zcela mimořádný. Dostatečně docenit ho
však můžeme jen tehdy, pokud známe matematiku předcházejících sto-
letí. Proto také na středních školách a dokonce ani na některých vysokých
nelze smysl množinového pojetí matematiky přesvědčivě doložit. Mate-
matika podávaná v tomto pojetí pak působí těžkopádně, zvláště klade-li
se důraz na množinové přetváření (jež je ve skutečnosti modelováním)
jinak jasných intuitivních pojmů.
To, že všechny předměty dosavadního studia matematiky lze v teo-

rii množin modelovat, vůbec neznamená, že bychom je měli nahrazovat
jejich nějakými (někdy i dosti složitými) kanonickými modely v teorii
množin. Na druhé straně právě možnost modelovat je v teorii množin
má různé důležité důsledky, z nichž alespoň následující tři je záhodno
zmínit. Za prvé teorie množin přebírá odpovědnost za bezespornost teo-
rií týkajících se v ní modelovaných předmětů. Za druhé prostřednictvím
svých modelů v teorii množin se různé předměty dostávají do souvis-
lostí, které dříve nebyly tak patrné, takže výsledky získané při studiu
jednoho z nich lze přenášet i na některé jiné. Za třetí, některé předměty
získávají v teorii množin vhodnou nadstavbu, do níž lze při jejich stu-
diu vstupovat a zase se pak vracet zpět. Takovou nadstavbou klasické
matematické analýzy je analýza funkcionální. Přitom ovšem celá teorie
množin může hrát úlohu takovéto nadstavby pro kteroukoliv teorii, jejíž
předmět studia byl v universu množin modelován.
Konečně je třeba zdůraznit, že teprve až zmiňovaný Bolzanův pro-

gram ospravedlnil výklad například přímky jako množiny bodů. Ná-
sledkem toho se pak každá množina bodů v prostoru stala objektem
vhodným nyní již topologického studia, což ve svých důsledcích vedlo ke
vzniku množinové topologie.
Jak je všeobecně známo, infinitní matematika je založena na klasicky

vykládaném absolutním nekonečnu. V této podobě se však v přirozeném
reálném světě – a pravděpodobně ani ve světě reálném – nekonečno ne-
vyskytuje. Měli bychom si tedy položit otázku jak je možné, že některé
poznatky infinitní matematiky jsou použitelné v přirozeném světě a jiné
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nejsou použitelné ani při výkladech světa reálného. Tak například řada
poznatků o klasickém kontinuu je použitelná i při výkladech tvaru stolu
stojícího před námi. Přitom i tvar tohoto stolu je kontinuum, avšak jiné
než to, které zkoumá klasická infinitní matematika v topologii. Podobně
poznatky z klasické infinitní teorie pravděpodobnosti jsou použitelné při
výkladech společenství všech lidí a stejně je tomu i v řadě dalších pří-
padů. Naproti tomu poznatky o množinách obrovitých mohutností, ale
též i o obrovitých přirozených číslech nejsou použitelné ani při nejfan-
tastičtějších výkladech světa reálného.
Jsou-li však některé poznatky infinitní matematiky použitelné v při-

rozeném reálném světě, pak v tomto světě musí být nekonečno v nějaké
podobě přítomné. Toto nekonečno nazývám nekonečnem přirozeným.
Protože některé poznatky o klasickém nekonečnu nejsou v přirozeném
reálném světě použitelné, neřídí se nekonečno přirozené týmiž zákony,
jako nekonečno klasické. Dokonce není ani okleštěným nekonečnem kla-
sickým, jak by se snad při povrchním pohledu mohlo zdát. Nicméně i při
jeho studiu se ukazuje účelné řídit se prve zmíněným Bolzanovým progra-
mem. Vycházeje z těchto podnětů začal jsem před mnoha lety budovat
tzv. alternativní teorii množin.

Pro matematiku dvacátého století jsou vedle jejího množinového po-
jetí příznačná též pozoruhodná vyústění některých ramen matematiky
kalkulací.
Jde především o její propojení s proudem abstraktní matematiky. To

je s takovou matematikou, která z nejrůznějších situací odlučuje holé
kostry jejich struktur a takto získané abstraktní struktury jednak sa-
mostatně zkoumá, jednak hledá co možná nejrůznější situace, v nichž
by je bylo možno zpětně umístit. Výsledky získané při studiu té či oné
abstraktní struktury pak lze přenášet na ty situace, v nichž byla tato
struktura dodatečně nalezena, tím je zasadit do někdy až překvapivých
souvislostí – a také naopak z povahy různých umístění nějaké abstraktní
struktury čerpat motivaci k jejímu dalšímu studiu.
Vlivem matematiky kalkulací se do středu zájmu dostaly ty abs-

traktní struktury, které lze nějakým jednoduchým kalkulem zachytit
a zpracovat, tedy především různé struktury algebraické jako například
algebraická tělesa, okruhy, obory integrity, grupy, . . . a také ovšem svazy,
booleovské algebry a podobně.
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Protože většina situací vyskytujících se jak v reálném, tak i v různých
matematických světech je vykládána jako společenství objektů jistých
vlastností zasazených do jistých vztahů, poskytla teorie množin svými
abstraktními objekty, množinami, relacemi a funkcemi abstraktní mate-
matice výchozí zázemí. To se pak zvrátilo v usilovné vyhledávání nej-
různějších umístění abstraktních struktur především v univerzu množin.
Jinými slovy, teorie množin, která abstraktní matematice poskytla od-
razový můstek, se stala místem jejího největšího uplatnění.

Cílené kalkulování v nějakém formálním kalkulu vyžaduje jinou
schopnost, než je geometrická popřípadě množinová představivost. Žáci
a studenti si tuto kalkulační schopnost mohou postupně rozvíjet nejprve
při písemném provádění aritmetických operací s přirozenými čísly za-
psanými v poziční desítkové soustavě, později při upravování různých
algebraických výrazů a při řešení rovnic, ještě později pak při derivo-
vání a integrování funkcí složených z funkcí elementárních, popřípadě
při kalkulování v některých méně obvyklých kalkulech.
Některé takové kalkulování je zcela mechanické a může ho provádět

stroj lépe a rychleji než člověk. To se týká především těch kalkulování,
která jsou složena z velkého množství jednoduchých jednoznačně po sobě
jdoucích kroků. Počítač je vítaným spolupracovníkem také v těch přípa-
dech, kdy velké množství v úvahu přicházejících výsledků lze uložit do
paměti počítače (například seznam nejrůznějších integrálů). Ne každé
kalkulování však lze nějakým takovýmto mechanickým způsobem zvlád-
nout nebo nahradit.
Bohužel právě ty případy, na nichž se studenti učili rozvíjet kalkulační

schopnost, lze počítačem nahradit. To považuji za vůbec nejzávažnější
problém dnešní didaktiky matematiky. Uvědomme si, že například již pí-
semné dělení vícemístných čísel vyžadovalo experimentovat a odhadovat
výsledek, tedy netriviálně kalkulovat; podobně odvozování vzorce pro ře-
šení kvadratické rovnice (a zvláště pak rovnice kubické) vyžadovalo vyšší
kalkulační schopnosti při práci s algebraickými termy. Řešení uvedeného
didaktického problému, které by odvrátilo hrozbu zaostávání studentů
v rozvíjení kalkulačních schopností, se neodvažuji navrhnout.

Neméně příznačné pro matematiku dvacátého století jako abstraktní
matematika je i vyústění poněkud jiného ramene matematiky kalkulací,
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které spočívalo v tom, že samotný jazyk matematiky se stal předmětem
jejího zkoumání.
Umožněno to bylo zjištěním, že predikátový kalkul dostatečně zachy-

cuje jazyk takové matematiky, která zkoumá trvalé a neměnné existující
struktury, tedy ty, které byly předmětem studia matematiky provozo-
vané v množinovém pojetí.
Vznikla tak nová matematická disciplína – matematická logika – za-

bývající se studiem jazyka matematických teorií, jejich modely, vztahem
dokazatelnosti a pravdy, problémem bezespornosti a relativní bezespor-
nosti, formalizací neklasických logik a podobně.
Jakmile se samotné formální kalkuly staly předmětem matematic-

kého studia, vyrojilo se množství problémů týkajících se algoritmizace
kalkulací. To znamená vydělování z daného kalkulu těch kalkulací, které
může provádět stroj, což se opět dále dělilo v závislosti na tom, o jak
dokonalý stroj by šlo, a na délce času potřebného k provedení té či oné
kalkulace.
Závažné otázky na rozhraní matematiky a filosofie byly vyvolány při

zkoumání vztahu jazyka a metajazyka (to je toho jazyka, jenž je při
studiu daného jazyka používán).
Udivujících výsledků v matematické logice dosáhl Kurt Gödel. Ne-

budu je zde uvádět. Pouze připomenu, že při jejich dosažení využil toho,
že každý kalkul lze zakódovat v oboru přirozených čísel. Krátce řečeno,
že slova – a to i obecného jazyka, natož pak jazyka nějaké matematické
teorie – lze při vhodné interpretaci považovat za přirozená čísla.

Na výsledcích založených na souvislosti jazyka a čísel se ovšem ma-
tematika kalkulací podílela jen velmi okrajově. Zde totiž patrně vůbec
poprvé na půdě novověké vědy vystoupil okázale na povrch mocný skrytý
proud tzv. bádání naslepo, proud evropskou vědou neuznávaný, leč ne-
vědomě využívaný.
Evropským myšlením prochází tento proud ve dvou ramenech. Do

prvního byl sveden Pythagorem a projevoval se u něj jako zkoumání
kvalitativních vlastností jednotlivých malých přirozených čísel, později
pak jako soustředěné vždy kolem nějakého unikátu. Jeho pokleslé odnože
lze v dnešní době nalézt v tzv. numerologii. Jeho druhé rameno bylo velmi
pečlivě uchováváno a pěstováno v židovské kabale, kde právě souvislost
jazyka a čísel hraje významnou roli.
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V obou případech lze podstatu tohoto proudu charakterizovat jako
úsilí o řízené bádání, které se pohybuje napříč směru vedoucího od pří-
činy k účinku.
Z povahy obou zmiňovaných ramen tohoto proudu lze usuzovat, že

jeho pramen vytryskl ve starověkém Egyptě, odkud ho do Evropy přenesl
jednak Pythagoras, jednak oklikou přes Svatou zemi Izraelité.
O tomto myšlenkovém proudu jsem sice konal několik přednášek,

ale zpracovat ho způsobem, který by mne uspokojoval, se mi doposud
nepodařilo.

Již jen z těch několika zastavení na cestě matematiky dějinami, která
jsme v této přednášce učinili, je patrno, že netoliko v různých dobách, ale
i během jednoho historického období měla matematika různé, navzájem
si jen málo podobné tváře a vytvářela rozmanitá duchovní díla.
Matematika však není souhrnem všech tváří, v nichž se ukázala, nelze

ji ztotožňovat s dílem, které vykonala, ani s metodami, které přitom pou-
žívala, ač mnoho matematiků podvědomě na takovémto jejím vymezení
lpí. Tím ale konzervují ani ne tak její dosavadní stav, jako její dosa-
vadní uplatnění, a zavírají tak oči před novými tvářemi, v nichž se může
ukázat, a dveře před novými díly, které může vytvářet.
Kdyby nic jiného, tak už jen to, že všechny tyto tváře a všechna

tato díla zařazujeme do různých matematických disciplín, dosvědčuje, že
zde je cosi – totiž matematika jako taková – čeho rozmanitými tvářemi
a výtvory jsou. A právě v matematice odloučené od tváří, v nichž se
ukazuje, a nikoliv v těchto jejích jednotlivých tvářích, je třeba hledat její
smysl.
K matematice jako takové se ovšem můžeme dobrat jenom tak, že ji

abstrahujeme (to znamená odloučíme) od jejích jednotlivých tváří a vý-
tvorů, podobně jako se k rozumu jako takovému dobereme, když ho
abstrahujeme od jeho jednotlivých užití. Jinými slovy, matematiku se
nelze naučit jinak, než při poctivém studiu jejích jednotlivých disciplín.
A je třeba jasně říci, že toto studium není zábavnou hrou, ale nezřídka
velmi tvrdou a někdy i nudnou prací, která vyžaduje nasazení vyššího
intelektu, než je pouhý rozum.
Jde vskutku o vyšší stupeň intelektu než ten, jaký vyžaduje pouhý ro-

zum. Užívat rozumu se může naučit každý člověk tak říkajíc sám od sebe;
ne nadarmo definuje Aristotelés člověka jako tvora rozumem obdařeného.
Naproti tomu několik tisíciletí budované duchovní dílo matematiky by
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žádný člověk sám od sebe jen užitím pouhého rozumu nevytvořil a ani
by ho asi nenapadlo, že by ho měl vytvářet. Do jednotlivých matema-
tických disciplín musí být člověk zasvěcován, aby teprve odtud nabýval
schopností onoho vyššího stupně intelektu, nebo, chceme-li, aby se z něj
stal člověk matematikou obdařený.
Matematika stojí nad rozumem, je jeho vyšším stadiem – a v tom

spočívá její smysl, odtud k nám přichází její poselství. Způsobem odpo-
vídajícím jeho době to Brahmagupta vyjádřil následujícími slovy:
Stejně jako v záři Slunce blednou všechny hvězdy, tak také učenec

může v obecném shromáždění zastínit slávu jiných, když předloží – a tím
spíše když vyřeší – matematické problémy.
Matematika vstupuje do lidských dějin vždy, když se jí k tomu na-

skytne příležitost a když lidé tuto příležitost nepromeškají. V tom je její
spřízněnost s evropskou kulturou myšlení, a proto nám o ní, jmenovitě
o její kvalitě, může podávat věrohodné zprávy. To však již překračuje
vymezený rámec této přednášky.



PŘÍSPĚVKY V SEKCÍCH



Tento sborník obsahuje podkladové materiály pro diskusi v rámci
konference.
Příspěvky nebyly recenzovány.
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Výuka funkcí podporovaná počítačem

Helena Binterová

Abstrakt

Článek vznikl jako potřeba reakce na současný stav ve využívání pedagogic-
kého softwaru na školách při výuce matematiky. Je zde nastíněna obtížnost
používání počítačů při výuce, pokud nechceme, aby jejich použití bylo pasivní
a pokud naopak chceme, aby aktivní použití počítače sledovalo správné zavá-
dění pojmu z hlediska pojmotvorného procesu. Ačkoliv se na první pohled tento
problém zdá jednoduchým „nechat za sebe učit stroje�, přesto jej v seminá-
řích didaktiky matematiky studia učitelství na PF studenti považují za obtížný
a neví si s ním většinou rady, podobně jako učitelé na ZŠ i SŠ.

Užití počítačů a počítačového softwaru v matematice zaznamenává
v poslední době obrovský vzestup. Oproti tradičním metodám vyučování
přináší velké množství výhod, ale na druhé straně je velice náročné na
přípravu učitele. Přináší také změnu práce žáků, ale ti, pokud má být
vyučovací proces uskutečněný prostřednictvím počítače efektivní, musí
být správně metodicky vedeni učitelem. Ve většině škol, navzdory pro-
klamacím, probíhá výuka formou instruktivního vyučování a pokud jsou
počítače vůbec používány, je jejich užití pasivní. Je samozřejmě obtížné
tento stav změnit a přiblížit se současným potřebám, ale způsob výuky
učitele se nezmění zapnutím počítače. Znamená to pro většinu učitelů
naprostou změnu jejich dosavadní práce, znamená to změnu způsobu vy-
učování. Jinak řečeno přejít na takový způsob vyučování, při kterém je
věnována maximální pozornost vzájemnému dialogu učitel–žák, kdy žáci
sami nebo za pomoci učitele objevují podstatné rysy budovaného pojmu
a kdy si samostatně ověřují získané poznatky při řešení úloh různého
typu a různé obtížnosti. Je tedy nutné zaměřit pozornost na přípravu
budoucích učitelů na PF.
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Práci s počítačem můžeme rozdělit na dva způsoby. Jeden způsob,
mohli bychom ho nazvat pasivní, představuje stlačit tlačítko a čekat, až
počítač provede výpočet a dá výsledek. To je nejběžnější způsob využití,
jakým dnes práce žáků na počítači při vyučování probíhají. Při jiném,
z didaktického hlediska jistě lepším způsobu, slouží počítač k rychlejšímu
provedení výpočtů, nahrazuje zdlouhavé vyplňování tabulek a snadno
kreslí grafy. Při tomto způsobu výuky žákům nestačí konečný výsledek,
ale interpretují jej a vytváří další myšlenku, mohou si do nekonečna
hrát s možnostmi řešení, jinými variantami, objevovat souvislosti. Tím
se u žáků vyvíjí cit pro problém, žák pracuje tak dlouho, dokud ho baví
zkoumat generované myšlenky a ověřovat z nich vyplývající otázky.

Lineární funkce

Vezměme například téma lineární funkce a zpracování výuky tohoto té-
matu podpořené počítačem. Obvykle výuka funkcí ve školách probíhá
formou rovnice⇒tabulka⇒graf. Žáci se seznámí s rovnicí, která popi-
suje danou funkci, dosazováním za proměnnou a pomocí tabulky sestrojí
graf funkce. Pokud podpoříme výuku počítačem, zkrátíme tuto cestu na
formu rovnice⇒graf. To při zkoumání vlastností lineární a jiných funkcí
přináší vynikající výsledky, neboť žáci mají možnost vidět v jednom
grafu okamžitě několik funkcí, pozorovat jejich vlastnosti, vztahy mezi
nimi, modelovat další situace a odhadovat jiné vlastnosti a ověřovat své
hypotézy. Je důležité, že si na základě vlastního pozorování vytváří před-
stavu a pojem, který takto v jejich vědomí vzniká, nemůže být postižen
nemocí formalizmu. Hodnoty do tabulky samozřejmě také dopočítávají,
ale tabulka neplní funkci „cesty
 k sestrojení funkce, ale je jen prostřed-
kem k ověření domněnky, hypotézy. Význam užití počítače tedy spočívá
jednak v urychlení zdlouhavých výpočtů, ale zejména v možnosti podí-
vat se na zkoumaný problém z jiné strany, a docílit tak u žáků schopnost
vidět nakonec v zadané rovnici pro funkci na základě pozorování rovnou
graf a tím i mít představu o vlastnostech dané funkce.
Klasická výuka tohoto tématu většinou začíná vysvětlením vlastností

funkce y = x, označením názvu této funkce a sestrojením grafu pomocí
tabulky po dosazení hodnot za proměnnou x. Poté se práce většinou
omezí na sestrojení několika dalších grafů posunutých funkcí a učitel pro-
vede zobecnění studovaného problému. Žáci nabývají dojmu, že „funkce,
to jsou ty tabulky
 a navíc pojem lineární funkce a její vlastnosti v jejich
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vědomí nevzniká vlastním aktivním pozorováním, ale zprostředkovaně,
prostřednictvím učitele.
Uvádím jeden takový příklad práce pro ilustraci možné práce v ho-

dině matematiky na ZŠ, jejímž tématem je lineární funkce. (Při výuce
je využit matematický program „Matematika
 multimediální CD-ROM,
středoškolská matematika 97. Je to program finančně dostupný a snadno
osvojitelný i pro žáky ZŠ.)

1. Vezměme funkce y = x + 4, y = x + 8, y = x, y = x − 3, y = x −
− 4,5. Nechme sestrojit jejich grafy počítač. (Žáci tedy mají před
sebou již sestrojené grafy lineárních funkcí, aniž je sami počítači
zadávali.)

2. Pozoruj graf před sebou a snaž se popsat, co vidíš, jaké jsou tyto
funkce, srovnej je, popiš jejich vlastnosti, čím se liší, v čem se sho-
dují? Vše, co zjistíš, si zapiš.

3. Jak se od ostatních odlišuje graf funkce y = x? Napiš vše, co v grafu
můžeš pozorovat.

4. Sestroj na papír sám graf funkce y = x, y = x + 4, porovnej svůj
výsledek s počítačem.

5. Pokus se popsat rovnicí všechny uvedené grafy na obrázku.

6. Napiš závěr předchozích úvah a pokus se napsat obecnou rovnici
popisující předchozí funkce. Navrhni název pro pozorované funkce,
odvozený z jejich vlastnosti.

7. Zadej počítači sestrojení dalších 5 podobných grafů a odhadni pře-
dem výsledek.

8. Změň znaménko u absolutního členu a odhadni změnu. Pozoruj
tyto změny na grafech, které sám zadáš, ověř výsledek počítače
tabulkou například pro funkci y = −x+ 1.

Podobným způsobem můžeme postupovat dále a rozvíjet tak u žáků
schopnost samostatně uvažovat, klást si otázky a zdůvodňovat si je. Ne-
budou tedy pouze reprodukovat naučené standardní úlohy, ale budou
schopné tvořivě přemýšlet.
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Tvořivost v matematice znamená vytvoření podmínek pro vznik
tvůrčí aktivity žáků, pro rozvoj schopnosti aplikovat poznatky. Je za-
potřebí naučit žáky nechápat matematiku pouze jako vzdělávací cíl, ale
jako nástroj k pochopení světa, který nás obklopuje. Podstatou modelo-
vání v matematice je vést žáky k tomu, aby si v konkrétních činnostech
vytvořili velké množství představ, modelů a poznávali jejich společné
vlastnosti. Pojem, který je si na základě těchto modelů vytvoří, se poté
vymaní z předcházejících asociací s předmětnými představami a stane se
součástí abstraktních představ. Manuální operace budou postupně na-
hrazeny myšlenkovými.

Modelování – managerská hra

Další příklad, který uvádím, je modelová situace, při jejímž úkolem je
rozvíjet funkční myšlení žáků. Jako motivující problém jsem zvolila situ-
aci firmy, zabývající se reklamou. Zvolila jsem záměrně konkrétní firmu
i s údaji o ní, abych žáky zainteresovala na ději a vzbudila u nich zájem
řešit úlohu, aniž by měli pocit, že se učí.
Zadání:

1. Majitel firmy XJ má nový počítačový program, který používá k vý-
počtu ceny prodávaného zboží. Zkusme spolu s ním spočítat ceny
reklamních fólií podle zvolených rozměrů a podle daného ceníku.

Hardware & Software

a b
1 10 50 0, 05 84, 30 Kč 4, 22 Kč 5, 14 Kč 0, 63 Kč 8, 77 Kč
2 10 500 0, 5 89, 20 Kč 44, 60 Kč 54, 41 Kč 6, 69 Kč 64, 10 Kč
3 10 1000 1 109, 80 Kč 109, 80 Kč 133, 96 Kč 16, 47 Kč 153, 43 Kč
4 20 50 0, 1 123, 50 Kč 12, 35 Kč 15, 07 Kč 1, 85 Kč 19, 92 Kč
5 20 100 0, 2 164, 70 Kč 32, 94 Kč 40, 19 Kč 4, 94 Kč 48, 13 Kč
6 20 1000 2 139, 00 Kč 278, 00 Kč 339, 16 Kč 41, 70 Kč 383, 86 Kč
7 30 300 0, 9 177, 00 Kč 159, 30 Kč 194, 35 Kč 23, 90 Kč 221, 24 Kč
8 40 600 2, 4 347, 50 Kč 834, 00 Kč 1 017, 48 Kč 125, 10 Kč 1 145, 58 Kč
9 50 500 2, 5 202, 00 Kč 505, 00 Kč 616, 10 Kč 75, 75 Kč 694, 85 Kč
10 100 400 4 312, 00 Kč 1 248, 00 Kč 1 522, 56 Kč 187, 20 Kč 1 712, 76 Kč

Poblíž Polikliniky Sever, xj@xj.cz www.xj.cz
Tel: 038/7423357 Fax: 038/7423357 Mobil: 0602/836458

XJ s.r.o.
IČO: 25041304
DIČ: 077-25041304

Jírovcova 16, Č.Budějovice, 370 01

Celková cena
Cena bez

DPH
Cena včetně

DPH (22%)
Práce (15%ceny
desky bez DPH)

Číslo Cena za m2Plocha (m2)
Rozměry v cm

Obr. 1
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2. Protože se kontrolou zjistilo, že program nepočítá správně, požá-
dal majitel žáky, jako schopné matematiky, o spolupráci. Požaduje
najít a opravit chybu tak, aby program pracoval správně.

3. Jeho poslední prosbou je, aby se pokusili vyčíslit vzniklou chybu
v denní tržbě, za předpokladu, že se pracuje s programem a aniž by
se chyba našla. Ptá se tedy na to, čeho je tržba funkcí, popřípadě
na čem závisí možná vzniklá chyba.

Žáci by měli objevit chybu, které se „dopustil
 programátor, která
je skryta v posledním sloupci tabulky. K celkové ceně jsou vždy při-
čteny 3 Kč. Je zajímavé sledovat cesty a postupy při objevování chyby.
Poslední, třetí úkol sleduje schopnost rozpoznat, na čem by chyba zá-
visela – ne na rozměrech, ne na tržbě, ale na počtu nákupů. Žáci by
nakonec měli být schopni sestavit rovnici pro zápis takové závislosti.
Cílem této úlohy je rozvíjet u žáků cit pro odhad řešení, schopnost

vyřešit nestandardní úlohu, rozvíjet funkční myšlení. Pojem funkční myš-
lení znamená schopnost představit si matematické objekty v pohybu
a změně, znamená to i snahu po obsahových interpretacích matematic-
kých jevů a s tím spojenou aplikaci matematiky.

Na závěr

Úkolem současné školy je připravit žáka, který bude schopen zabývat
se matematikou, rozumět jí a který bude vidět souvislost matematiky
a soukromého života, zaměstnání, života ve společnosti jak v přítom-
nosti, tak i v budoucnosti. Nejvíce je žákům vzdálen vědecký kontext. Je
třeba tedy směřovat přípravu žáků takovým směrem, kdy nebudou hle-
dat řešení problémů podle šablon a škatulek, do kterých si zařadily stan-
dardizovaná řešení, ale naučit je orientovat se v problému, modelovat,
vyslovovat názory a obhajovat je, hledat řešení, pozorovat a nacházet
společné vlastnosti pozorovaných jevů. Matematika má ty nejlepší před-
poklady u nich takovéto schopnosti rozvíjet. Je třeba toho jen správně
využít.
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Matematika anglicky

Daniela Bittnerová

V rámci výuky matematiky na Fakultě pedagogické Technické univer-
zity v Liberci byl na žádost studentů magisterského studia druhého a tře-
tího stupně učitelství vypsán (a akreditován) volitelný předmět Matema-
tika v angličtině. Tento předmět byl původně určen studentům vyšších
ročníků kombinace matematika – anglický jazyk, postupně však o něj
projevili zájem i studenti z jiných kombinací s matematikou (zejména
s fyzikou či informatikou). První kurs proběhl před šesti lety, od té doby
je pravidelně otvírán jednou za dva roky. Předmět je jednosemestrový
v rozsahu 1 + 1, zakončený klasifikovaným zápočtem. Předpokládají se
znalosti matematické analýzy, algebry a geometrie na úrovni první části
magisterského studia pro druhý stupeň učitelství.
Přáním studentů bylo zvládnutí základní matematické anglické ter-

minologie v rámci středoškolské matematiky, aby případně po absolvo-
vání fakulty mohli bez větších problémů učit na školách, kde probíhá
výuka v angličtině. Předmět je však zaměřen trochu jinak. Cílem je, aby
se studenti naučili základní terminologii při výkladu nové problematiky,
aby byli schopni vnímat a chápat přednášku v cizím jazyce a posléze ji
i reprodukovat či vysvětlovat. Také by měli být schopni používat cizo-
jazyčnou (anglickou) literaturu, nastudovat nějaký problém z anglické
učebnice, umět udělat výpisky a učivo vysvětlit.
Po dlouhé diskusi se náplní tohoto předmětu staly vybrané metody

řešení soustav lineárních diferenciálních rovnic a zobrazení křivek a ploch
v Mongeově promítání. Ke zvládnutí těchto témat v angličtině je nutné
dobře znát anglickou terminologii z algebry, analýzy, z planimetrie i ste-
reometrie.
Vlastní průběh každého dvouhodinového učebního celku se skládá

z několika částí. Úvod je věnován terminologii z určité elementární ob-
lasti matematiky (zlomky, mocniny, funkce, logaritmy, matice a determi-
nanty atd.). Studenti řeší a současně komentují příklady z učebnic pro
základní a střední školu. Potom následuje anglický výklad nové látky,
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která je v závěru druhé hodiny procvičována. Tato část probíhá důsledně
anglicky, včetně základních pokynů a komentářů.
Hodnocení studenta je závislé jednak na jeho aktivní účasti, jednak

musí úspěšně napsat dvě písemné práce a vypracovat dvě semestrální
práce. Písemné práce obsahují část terminologickou a část odbornou.
První písemná práce se týká učiva soustav diferenciálních rovnic, druhá
Mongeova promítání. Témata semestrálních prací si studenti volí sami
po konzultaci s vyučujícími. Jde o metodické zpracování menšího učeb-
ního celku pro výuku matematiky v angličtině na základní nebo střední
škole. Jedna z prací musí být geometrická, jedna z algebry nebo ana-
lýzy.
Vzhledem k tomu, že uvedený volitelný předmět proběhl již třikrát,

můžeme si dovolit uvést dosavadní zkušenosti. Některé (neinformované)
studenty zarazil nebo dokonce odradil název předmětu. Jak sami uvá-
dějí, měli strach, že náplň je příliš obtížná. Přitom pak zjistili, že se to
dá zvládnout, i když se domnívají, že by bylo dobré předmět rozšířit
na dva semestry, aby bylo možné věnovat více času aktivnímu procvi-
čování probírané látky i terminologie. Ohlas na zavedený předmět mezi
absolventy je mimořádně příznivý, odevzdané domácí práce mají vět-
šinou velmi dobrou úroveň. Navíc mají tito studenti možnost vykonat
souvislou praxi z matematiky na anglické větvi Euroregionálního gymná-
zia v Liberci, kde výuka matematiky probíhá pouze v anglickém jazyce.
Domníváme se také, že zájmu o tento předmět prospívá, že se otvírá
pouze jednou za dva roky. Před druhým a třetím během byli již studenti
s náplní a cílem tohoto předmětu seznámeni v hodinách matematické
analýzy.
Při výuce jsou používány učební texty, připravené pro výuku zahra-

ničních studentů na Fakultě strojní a Hospodářské fakultě v Liberci,
dále terminologické skriptum určené pro studenty anglického gymnázia
a samozřejmě anglické a americké středoškolské i vysokoškolské učebnice.
Studenti navíc používají internet. Větší problém než s algebrou a ana-
lýzou je s planimetrií a stereometrií. Těmto partiím v anglo-americké
literatuře pro střední školy není věnována dostatečná pozornost, citelně
na našem trhu chybí učebnice tohoto typu.
Předmět Matematika v angličtině vyučují pedagogové, mající dlouho-

leté zkušenosti s výukou zahraničních studentů na technických fakultách
a také externě učí matematiku anglicky na Euroregionálním gymnáziu
v Liberci. Vzhledem k příznivému ohlasu studentů je zřejmé, že předmět
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tohoto typu v nabídce volitelných předmětů chyběl a že jeho zavedení
dalo studentům dobrý základ pro studium zahraniční odborné literatury
i případné navazující studium v zahraničí (odborné stáže).
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Geometrické rozjímání nad interesantní

úlohou aneb Eukleides by měl radost

Emil Calda

K matematice sice nevede
královská cesta, ale zase vás
na ní nepřejede žádnej debil.

Řekl jsem si, že by mohlo být dobré, kdybychom na tomto setkání
také něco vyřešili. A protože jde o setkání věnované geometrii, připravil
jsem si geometrickou úlohu, o níž se domnívám, že by přítomné mohla
potěšit a Eukleidovi udělat radost. V případě, že by se ji vyřešit nepo-
dařilo, podotýkám, že o výsledek nejde – má demonstrovat „užitečnost
návratů
, tj. ukázat, jak se dají „propojovat
 poznatky z analytické ge-
ometrie s poznatky získanými v planimetrii.

A B

K

CLD

M

N45°

Obr. 1

A B

45°

D=M=L C=K

S=N

Obr. 2

Na obr. 1 je čtverec ABCD se středem S a body L a K na stranách
CD a BC, které jsou zvoleny tak, že úhel KAL má velikost 45◦; ramena
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AK a AL protínají úhlopříčku BD čtverce v bodech N a M. Máme zjistit,
na jaké křivce leží body N, K, C, L, M.
Uvažujme nejprve případ (obr. 2), kdy bod L splyne s bodem D –

body M, K, N splynou po řadě s body D, C, S, takže body N, K, C, L,
M leží na kružnici (s průměrem DC).

A B=N=K

45°

D C=L

S=M

Obr. 3

A B

K

CLD

M

N
45°

45°

Obr. 4

Jestliže bod L splyne s bodem C (obr. 3), pak body M, K, N splynou
po řadě s body S, B, B takže body N, K, C, L, M leží opět na kružnici
(s průměrem BC). Naskýtá se tedy otázka: Neleží body N, K, C, L, M
(v obecné poloze podle obr. 1) také na kružnici? Ukážeme, že ano.
Úsečku MK (na obr. 4) je z bodů A i B vidět pod zorným úhlem 45◦,

což znamená, že body A, B, K, M leží na kružnici s průměrem AK; úhel
AMK a tedy i úhel LMK jsou pravé.
Úsečku LN (na obr. 5) je z bodů A i D vidět pod zorným úhlem 45◦,

což znamená, že body A, N, L, D leží na kružnici s průměrem AL; úhel
ANL a tedy i úhel LNK jsou pravé.
Odtud už je zřejmé, že body N, K, C, L, M leží na kružnici, jejíž

průměr je LK.
Úspěšné zodpovězení úvodní otázky nás motivuje k tomu, abychom

si položili další: Na jaké křivce leží středy těchto kružnic?
Vezmeme si ku pomoci analytickou geometrii a čtverec ABCD umís-

tíme ve zvolené sostavě souřadnic podle obr. 6; pro jednoduchost budeme
předpokládat, že tento čtverec je jednotkový. Protože střed každé kruž-
nice procházející body N, K, C, L, M je středem úsečky KL, je zapotřebí
určit souřadnice bodů K, L. Je-li k směrnice přímky AK, snadno zjis-
tíme, že pro 0 < k < 1 má přímka AL směrnici (1 + k)/(1 − k), odkud
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Obr. 5

0=A B [1,0]

K

C [1,1]LD [0,1]

45°

P
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y

Obr. 6

vypočteme
K[1, k], L[(1− k)/(1 + k), 1] ;

odtud pro střed P úsečky KL dostaneme:

P [1/(1 + k), (1 + k)/2] .

Tento bod leží na křivce s parametrickým vyjádřením

x = 1/(1 + k)
y = (1 + k)/2 ,

o které vyloučením parametru k zjistíme, že se jedná o hyperbolu

xy = 1/2 ,

jejíž ohniska jsou body E[1, 1] = C a F[−1,−1]. Tím je úspěšně zodpo-
vězena i druhá otázka.
V tomto okamžiku bychom si mohli uvědomit, že hyperbola je mno-

žina středů kružnic, které se dotýkají dané kružnice a procházejí daným
bodem ležícím v její vnější oblasti. Víme-li ještě, že tato hyperbola má
jedno ohnisko ve středu dané kružnice a druhé v daném bodě, můžeme
odpovědět i na další otázku:
Jaké kružnice se dotýkají všechny kružnice procházející bodem C[1,1],

jejichž středy leží na hyperbole xy = 1/2?
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Obr. 7

O hledané kružnici k víme, že má střed v bodě F[−1,−1] a že se
dotýká každé kružnice procházející bodem E[1, 1] = C. Její poloměr R
určíme z podmínky, že se v bodě T na obr. 7 dotýká kružnice procházející
bodem E, která má střed v bodě Q[2/2, 2/2] ležícím na přímce y = x
a na hyperbole xy = 1/2. Platí pak:

R = |FT| = |FO|+ |OT| = |FO|+ (|OE| − 2|EQ|) = 2+[2−2(2−1)] = 2.

Zjistili jsme tak, že všechny kružnice, které procházejí body N, K, C,
L, M v jednotkovém čtverci ABCD, se dotýkají kružnice o poloměru 2,
jejímž středem je obraz bodu C ve středové souměrnosti se středem A.
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Výukové programy ve vyučování

geometrie na 1. stupni základní školy

Jana Coufalová

Většina škol dnes vlastní několik výukových programů, o kterých dis-
tributoři tvrdí, že jsou určeny pro vyučování matematice. V nabídkách
je uváděno, že programy odpovídají osnovám, činí matematiku pro žáka
zajímavou a zábavnou, vycházejí z didaktických požadavků, ovládání je
jednoduché a intuitivní. Proč tedy mnoho učitelů programy nevyužívá?
Příčiny lze hledat v nedostatečném vybavení škol příslušnou technikou,
v chybějících metodických materiálech pro využívání výukových pro-
gramů, ale i v programech samotných.
Podívejme se na některé výukové programy, které jsou nabízeny ško-

lám pro vyučování matematiky na 1. stupni, z několika hledisek. Z ši-
roké nabídky programů na našem trhu bylo posouzeno 15 programů.
Programy byly hodnoceny podle následujících kritérií:

• zda se v programu nevyskytují odborné chyby,

• zda vychází ze současného stavu didaktického poznání,

• do jaké míry je výukový program uživatelsky přátelský,

• jak poskytuje žákovi zpětnou vazbu o příčině chyb (úroveň tzv.
chybových hlášení),

• jakou zpětnou vazbu poskytuje o žákově výkonu (slovní hodnocení,
popř. procentuální vyjádření úspěšnosti),

• jaká je úroveň motivačních prvků.

Kritéria nejsou uváděna podle pořadí důležitosti, kvalitní program by
měl do jisté míry vyhovovat všem.
Výukové programy můžeme podle jejich charakteru rozdělit do tří

základních skupin:
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a) Programy pro procvičování učiva, které umožňují generovat další
příklady a úlohy, dají se použít pro zjištění úrovně znalostí žáků,
výsledky lze zaznamenávat a vyhodnocovat (srovnání s předcho-
zím výkonem, srovnání s ostatními žáky). Jsou většinou graficky
jednodušší, pokyny jsou zadávány tak, aby v učebně mohlo praco-
vat současně několik žáků bez vzájemného rušení. Programy z této
skupiny nahrazují tradiční pracovní sešity, žák je motivován pře-
devším kladným hodnocením své práce.

b) Programy, které nabízejí žákovi procvičování učiva zajímavou for-
mou, kladou důraz na motivaci, ale pro jejich plné využití je vhodné
nebo dokonce nezbytné zařazení zvuku, které omezuje použitel-
nost programu ve vyučovací hodině. Programy tohoto typu najdou
uplatnění především ve školní družině nebo při individuální práci
žáka v centrech, která jsou ve třídě prostorově oddělena. Učitel
může volit učivo, které bude žák procvičovat, program podává žá-
kovi i učiteli informaci o výkonu žáka.

c) Programy, které jsou označeny jako výukové, ale mají charakter
počítačových her. Vyznačují se zajímavou motivací, řadou kvalit-
ních animací a delší dobou, kterou musí dítě u počítače strávit,
pokud má být motivace plně využita. Většinou se jedná o příběh
o cestování vesmírem, o návštěvu tajuplných míst apod. Programy
z této skupiny jsou určeny pro práci ve školní družině nebo doma.

V následujícím textu je popsán a hodnocen vždy jeden program
z každé výše uvedené skupiny. Vzhledem k zaměření setkání byly z pro-
gramů vybírány a analyzovány části, které se týkají učiva geometrie.
Jeho didaktického zpracování si všimneme podrobněji. Zároveň byl vý-
běr programu proveden tak, aby bylo možné charakterizovat danou sku-
pinu programů. Cílem analýzy nebylo vypracování recenzního posudku
na daný program, ale upozornění na obecnější tendence, které jsou ty-
pické pro danou skupinu.

1 Didakta – Matematika

Podle distributora je program určen pro nižší i vyšší stupeň základních
škol. Instalace z CD je i pro laika velmi jednoduchá. Rovněž ovládání
je především intuitivní. Při pochybnostech dobře slouží nápověda. Na
úvodní rozhodovací obrazovce si uživatel vybírá, které učivo bude pro-
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cvičovat. Na levé straně najde tematické okruhy, v pravé části jsou jed-
notlivé jejich úkoly. Zároveň se zobrazuje ukázka úkolu. Lze volit i počet
úloh a příslušný číselný obor. Zvolené úlohy lze rovněž vytisknout na
pracovní listy.
Z učiva geometrie nabízí program převody jednotek. Jak bylo uve-

deno, lze nastavit počet příkladů i číselný obor (nad 100, záporná čísla,
zlomky, desetinná čísla). Výběr je ovšem matoucí, protože při volbě „Zá-
porná čísla
 se generují převody jednotek obsahu a objemu. Převody jsou
poměrně náročné. Ve stejné dávce se objevují převody jednotek délky,
času, hmotnosti nebo obsahu a objemu. Při volbě oboru „Zlomky
 jsou
žákům zadány obtížné převody typu 4/5 h = 48 minut. Spíše bychom
očekávali obvyklejší převody (1/2 h = 30 minut, 3/4 h = 45 minut ap.).
U okruhu „Převádění jednotek
 lze zvolit dva typy úkolů – porov-

návání nebo pexeso. U „Porovnávání
 je úkolem žáka doplnit znaménko
=, <, > (např. 3 dm � 3 cm). Při volbě „Pexeso
 žák vybírá kliknutím
dvě pole, která si odpovídají (např. 5 t 7 kg a 5 007 kg).
Program umožňuje rychlou kontrolu správnosti. U správných řešení

se objeví zaškrtnutí, u chybných křížek. Po chybě se však neukáže
správné řešení. Program nabízí přehlednou tabulku počtu správných
a chybných řešení u každého žáka. Při používání více žáky se ukáže
i pořadí úspěšnosti. Z didaktického hlediska nepovažuji za správné, že
program „přiděluje
 žákovi známku. Hodnotit známkou by měl učitel,
protože jenom on dovede posoudit práci žáka komplexně.
I když je program celkově dobře propracovaný a vhodný pro práci

v hodinách matematiky, je možnost jeho využití při výuce geometrie
na 1. stupni omezená. I při volbě nižšího číselného oboru jsou převody
jednotek příliš náročné.

2 Ferda Mravenec – 1. třída, 2. třída

Program se jednoduše nainstaluje z CD. Je možné zvolit dynamickou
nebo statickou verzi podle typu počítače. Autoři předpokládají vyba-
vení zvukovou kartou, ale zvuk lze vypnout. Ovládání programu je velmi
jednoduché, intuitivní.
Žák je motivován tím, že splněním úkolů získává právo shlédnout film

o Ferdovi. Pokud se dopouští chyb, může se dívat jenom na část filmu.
Program má pěknou, jednoduchou a přehlednou grafiku odpovídající
námětu. Je rozdělen do několika částí, které může žák volit odděleně.



74 Jana Coufalová

Jedna z částí je věnována učivu geometrie. V prvním ročníku se jedná
o geometrické tvary. Při volbě „Poznávání tvarů
 se objevují obrázky
brouků, ve kterých jsou zakresleny geometrické tvary. Žák je kliknu-
tím na paletu s barvou vybarvuje podle vzoru (například všechny troj-
úhelníky vybarví modře). Tvary nejsou pojmenovávány, žák je označuje
pouze podle podoby se vzorem. Nabízen je čtverec, obdélník, trojúhelník,
kruh, tedy tvary, které odpovídají osnovám. Názvy tvarů jsou zařazeny
do části „Určování tvaru
. V poli jsou zobrazeny čtyři tvary. Žák uslyší
název tvaru, vybere ho a přetáhne pohybem myši na vzor dole (čtverec
na čtverec ap.). Když se splete, má možnost opravy. Tvar, u kterého se
mýlil, je později zadán znovu.
Program pro druhý ročník je zaměřen na rozlišování geometrických

těles a převody jednotek. U poznávání těles se postupně na obrazovce
zobrazují stavby z kostek. Žák kliknutím označuje zadaná tělesa (kvádr,
krychle, koule, válec, jehlan, kužel). Tělesa jsou zobrazena tak, aby měl
žák představu prostoru. Obrázky jsou jednoduché, přehledné. Jistým
nedostatkem je pomalejší reakce některého počítače. Žák klikne na těleso
rychle a počítač „nestihne
 označit správnou odpověď. Při vyhodnocení
úspěšnosti se tak paradoxně rychlý postup žáka může projevit zvýšeným
počtem chyb.
Do části „Převody jednotek délky
 jsou zařazeny převody v oboru do

100 (například 40 dm = m). Žák vypisuje výsledek pomocí numerické
klávesnice. Z didaktického hlediska je nedostatkem to, že při chybě se
neobjeví nápověda typu 10 dm = 1 m. Navíc se po uplynutí limitního
času neukáže správné řešení.
Kladem celého programu je naopak jednoduchá možnost nastavení

obtížnosti. Učitel nebo samotný žák může volit počet úkolů a čas na
jejich splnění. Plnění úkolů doprovází klidná hudba, pro program je cha-
rakteristické pomalejší tempo, dostatek času na plnění úkolů i na opravy.
Čas udává pohyb pavoučka po vláknu, řešitel má tak přehled o svém
tempu práce.To dodává žákům pocit jistoty.
Po splnění každého úkolu následuje ihned zpětná vazba. Při správném

výsledku se objeví Ferda Mravenec a zasměje se, při chybném se zamračí
a dává možnost opravy v určitém časovém limitu. Po splnění příslušné
série úkolů se objeví statistika úspěšnosti a srovnání aktuálního výkonu
žáka s předchozími výkony (užití individuální vztahové normy). Žákův
výkon je Ferdou hodnocen rovněž slovně. Při správném vyřešení všech
úkolů se ozve například: „Výborně, se vším sis poradil na jedničku.
,
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méně úspěšný žák může uslyšet například: „Sláva, jenom pár chybiček.

a při větším chybování je hodnocen slovy typu: „Mrzí mě to, ale udělal
jsi hodně chyb.

Celkově lze program hodnotit jako metodicky velmi pěkně zpraco-

vaný, učivo odpovídá osnovám. Nevýhodou je význam zvuku pro plné
využití programu. Ve škole je obtížně použitelná i motivace filmem.

3 Gordiho zábavné počty I, II

Rovněž tento program lze jednoduchým způsobem instalovat z CD. Po-
měrně snadné ovládání odpovídá věku, pro který je podle distributora
program určen, tj. první část pro 5–10 let, druhá část pro 9–12 let.
Uvažujeme-li však znalosti a dovednosti průměrného žáka daného věku,
jeví se údaje jako značně nadsazené.
Motivace je pojata tak, aby se hráč zároveň s plněním matematických

úkolů seznámil s jednotlivými částmi počítače (paměť, zvuková karta
ap.). Počítač se pokoušejí napadnout viry, které se snaží likvidovat spe-
ciální protivirová policie. Hráč plněním úkolů zabraňuje proniknutí virů
do dalších částí počítače nebo viry přímo ničí. Hru lze hrát celou nebo
lze volit plnění vybraných úkolů. Pokud má hráč u některých úkolů pro-
blémy, může zvolit nápovědu a otevře se mu příslušná výuková kapitola.
Výukové kapitoly může rovněž vybrat před započetím hry kliknutím na
ikonu „Učení
. U každé hry lze nastavit jeden ze tří stupňů obtížnosti,
ale rozdíly nejsou velké.
Mezi nabídkou her najdeme v každé části i geometrické učivo. V části

určené mladším dětem je to opět poznávání geometrických tvarů. Vy-
skytuje se ve dvou hrách nazvaných „Tvary
 a „Elektřina
.
Ve hře „Tvary
 vylétají tunelem proti hráči stále se zvyšující rychlostí

viry různých tvarů. Úkolem hráče je kliknout na tlačítko stejného tvaru
a tím vir zlikvidovat. Na první úrovni se vyskytuje kruh, trojúhelník,
čtverec, na druhé úrovni musí hráč rozlišovat kruh, čtverec, obdélník,
pětiúhelník a šestiúhelník, na třetí úrovni rozlišuje tyto tvary podle počtu
stran. Tvary se nepojmenovávají.
Hra s názvem „Elektřina
 je zaměřena na názvy tvarů. Podle slov-

ních pokynů hráč jednotlivé tvary označuje a přemísťuje („Dej růžový
trojúhelník dolů od žlutého kruhu.
). Po přemístění vznikne z tvarů ob-
rázek. Na první úrovni se pracuje se čtverci, kruhy a trojúhelníky, na
druhé úrovni je totéž se složitějším obrázkem, na třetí úrovni přibývají
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další tvary – obdélník a půlkruh. Program hodnotí jako správné pouze
řešení, ve kterém je tvar umístěn hned vedle dalšího tvaru (pod, nad,
vlevo, vpravo). Další rovněž správná řešení označuje jako chybu.
Pokud u hry „Tvary
 hráč „neodstřelí
 všechny viry, proniknou do

počítače a musí se hrát znovu. Vzhledem k vysoké rychlosti, se kterou se
tvary objevují, je i na nejnižší úrovni úkol příliš obtížný. Při jeho plnění
nejde v podstatě o znalost tvarů, ale o rychlost ovládání myši. Stálé
opakování stejného úkolu má demotivující účinek. Ve hře „Elektřina

má naopak hráč možnost opravy i dostatek času na plnění úkolu, za
správné řešení je slovně pochválen.
Ve srovnání s jinými programy je kladem tohoto výukového pro-

gramu možnost volby výkladové varianty před vlastní hrou, ale i v je-
jím průběhu. Zároveň je však bohužel tato část nejslabším článkem ce-
lého programu. Pro výklad k poznávání geometrických tvarů se ukazují
a pojmenovávají tvary v různých barvách a velikostech. U trojúhelníku
chybí tupoúhlý trojúhelník. Pětiúhelník je zaváděn následujícím způso-
bem: „Tvaru, který vypadá jako domek se střechou, se říká pětiúhelník.

a všechny další pětiúhelníky mají skutečně podobu „domečku
. Rovněž
všechny šestiúhelníky jsou stejného typu. Nejsou zdůrazněny podstatné
znaky jednotlivých tvarů a u žáků může vzniknout zcela zkreslená před-
stava o jejich podobě. Následuje ukázka správného postupu při hře, ve
které je jako obdélník označován i čtverec. Tvary jsou umístěny ve čtver-
cové síti, žák má tedy možnost porovnávat velikosti stran. Chyby podob-
ného typu by se v žádném výukovém programu neměly vyskytovat.
Hra je vhodná pro práci žáků doma nebo ve školní družině. Výhodou

je to, že se dá hrát celá jako příběh nebo lze volit jednotlivé části, a tak
procvičovat vybrané učivo.

Popsané programy i další výukové programy, které byly analyzovány,
ukazují ve vztahu k vyučování geometrie na 1. stupni některé společné
rysy. Shrňme je do následujících závěrů:

a) V učivu geometrie na 1. stupni je málo témat, která jsou vhodná
pro procvičování s využitím počítače. Autoři výukových programů
se vesměs zaměřují na poznávání geometrických tvarů nebo pře-
vody jednotek délky. Vzhledem k cílům vyučování geometrie na
1. stupni se tato tendence jeví jako správná. Žák by měl v tomto
věku pracovat především s reálnými objekty, ve vyučování by měly



8. setkání učitelů matematiky 77

být zapojeny i další smysly (zejména hmat), což počítačové pro-
gramy neumožňují.

b) V některých výukových programech se objevují odborné i meto-
dické chyby. Škola, která nakupuje výukové programy, by měla mít
jistou garanci jejich kvality. Učitelé by jistě uvítali, kdyby výukové
programy procházely recenzním řízením a získávaly schvalovací do-
ložku MŠMT podobně jako učebnice.

c) Výukové programy jsou určeny pro samostatnou práci žáka s mi-
nimálními zásahy učitele. Program musí být proto jednoduše ovla-
datelný. Po osvojení elementárních návyků práce s počítačem by
měl žák postupovat převážně intuitivně. Většina programů tento
požadavek splňuje. Pomocí několika kláves se žák snadno v pro-
gramu pohybuje, pokud má problémy, může využít grafické nebo
akustické nápovědy.

d) Výukový program by měl umožnit nastavení obtížnosti a doby na
splnění úkolu. Zejména u programů, které mají charakter počíta-
čových her, se stává doba na splnění úkolu výrazně limitujícím
faktorem. Z didaktického hlediska jsou proto takové programy ne-
vhodné. Učitel by měl mít možnost volit úlohy, jejich obtížnost
i limitní čas pro jednotlivé žáky nebo skupiny žáků. Pokud volbu
provádí žák, je často veden touhou rychle se dostat k cíli, volí lehčí
úkoly a procvičuje to, co dobře ovládá. Při ověřování programů
v praxi se tato tendence objevovala i u žáků, kteří při možnosti
volby obtížnosti úkolů před kolektivem třídy v běžné vyučovací
hodině volili úkoly obtížnější.

e) Jedním ze základních cílů vyučování geometrie na 1. stupni je roz-
víjení prostorové představivosti žáků. „Počítačový svět
 je však
dvojrozměrný. Pro dítě, které tráví hodiny před obrazovkou te-
levizoru nebo počítače, ztrácí svět třetí dimenzi, „zplošťuje se
.
Nekritické používání výukových programů může vést k nevrat-
ným ztrátám v prostorové představivosti, které nelze vyrovnat
v pozdějším věku. Žídek [4, s. 133] upozorňuje na skutečnost, že:
„. . . vnímání pohledů na tělesa prostřednictvím obrazovky je na
rozdíl od vnímání konkrétních modelů těles dalším stupněm roz-
voje abstrakce.
 Dítě na prvním stupni není zatím takové abstrakce
schopné.
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f) Z podobných důvodů nelze na prvním stupni považovat za vhodné
používání programů, které umožňují provádění geometrických kon-
strukcí. Žák v této etapě získává první zkušenosti s používáním
tužky, pravítka a kružítka. Získání základních dovedností rýsování
je důležitější než samotný výsledek konstrukce.

g) Obecným nedostatkem výukových programů a tedy i programů
pro procvičování geometrického učiva je nedostatečná reakce na
chyby žáka. Žák není veden k odhalení příčin chyb, není mu po-
skytnuta jistá nápověda, pro odstranění chyby náhodně volí jiné
řešení, zkouší, zda se trefí. Výhodou většiny výukových programů je
poskytování okamžité zpětné vazby. Žák poznává, zda postupoval
správně, může zpravidla porovnat svůj aktuální výkon s předcho-
zími výkony nebo s výkony ostatních žáků. Následně by však měl
jeho práci vždy hodnotit učitel.

Uvědomíme-li si všechny uvedené skutečnosti, je zřejmé, že ve vy-
učování geometrie na 1. stupni mají výukové programy spíše okrajové
postavení. Výrazně větší prostor dostávají při procvičování aritmetic-
kého učiva. Jestliže tvrdíme, že ani nejlepší výukový program nenahradí
ve vyučovací hodině plně učitele, v geometrii to platí dvojnásobně.
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Matematika v angličtině – No Problem

Helena Čechová, Klára Horká, Hana Klímová,
Zdeňka Šimonová

V dílně představíme metodu výuky CLIL. Tato zkratka pochází z an-
gličtiny a znamená Content and Language Integrated Learning – Inte-
grace jazykové a odborné výuky. Jde tedy o výuku některého nejazyko-
vého předmětu v cizím jazyce. Tato metoda je v České republice poměrně
nová, v některých zemích Evropy (např. v Rakousku) je však již použí-
vána delší dobu a stala se povinnou součástí školních osnov a učebních
plánů.
CLIL je možné využívat na všech úrovních škol (od mateřských škol)

a na všech úrovních znalostí jazyka (i s úplnými začátečníky). CLIL je
možné zavádět postupně, začínat např. s pěti- až desetiminutovými ak-
tivitami na začátku nebo na konci hodiny. Je též možné zapojit více
předmětů do projektu, při jehož vytváření bude používán cizí jazyk. Po-
užívání metody výuky CLIL má několik nesporných výhod. Využívají se
při ní různé druhy interakce (učitel–žák, žák–žák, žák–žáci). Žáci mají
více příležitostí zapojit se do výuky, klást otázky, reagovat na podněty
učitele a spolužáků v cizím jazyce. Zároveň žáci při CLIL používají jazyk
jako přirozený nástroj komunikace. Výuka je často podporována využí-
váním moderních technologií, což jistě přispívá k atraktivnosti výuky
jak jazyka, tak i nejazykového předmětu. Vzhledem k tomu, že při vý-
uce v cizím jazyce se mnohem častěji verbalizují základní pojmy, dochází
obvykle u žáků k hlubšímu pochopení látky.
V dílně budou předvedeny některé konkrétní aktivity, které účastní-

kům přiblíží realizaci CLIL a užitečnost jeho užívání. Celá dílna bude

Práce vznikla pod vedením PaedDr. Marie Hofmannové a doc. RNDr. Jarmily
Novotné, CSc.
Práce je součástí řešení projektu CLIL – kurs podle standardu EU programu

„Podpora rozvoje učitelských vzdělávacích programů a jiných vzdělávacích aktivit
pro rok 2002�.
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věnována matematice vyučované anglicky. Dílna je tedy určena přede-
vším pro učitele matematiky, zejména ty, kteří ovládají aspoň částečně
angličtinu. Zajímavé aktivity v ní jistě najdou i učitelé, kteří mají zá-
jem vyučovat matematiku v jiném cizím jazyce, případně hledají nové
aktivity pro výuku matematiky v češtině.
První z aktivit, zařazených do dílny, je aktivita určená pro dvou- až

čtyřčlenné skupiny žáků. Lze ji dostatečně upravit tak, aby byla pou-
žitelná ve všech ročnících 2. stupně základní školy. Jejím základem je
počítání s přirozenými čísly. Žáci mají k dispozici různé hrací kostky
a postupně s nimi hází. Podle určitých pravidel musí pomocí čísel do-
sažených hody a pomocí operací s přirozenými čísly dojít k předem za-
danému číslu. Nejrychlejší skupina vítězí. Tato aktivita rozvíjí slovní
zásobu a může také sloužit jako kontrola již naučeného učiva. Jejím dal-
ším přínosem je i to, že nutí žáky vytvářet strategie a promýšlet dopředu
pravděpodobný průběh hry. Tuto aktivitu je vhodné zařadit na začátek
nebo na konec hodiny, trvá přibližně 5 až 10 minut.
Další aktivita je určena pro skupiny 4 až 6 žáků 2. stupně základní

školy. Vychází ze stejného tématu jako předchozí aktivita – počítání
s přirozenými čísly. Do každé skupiny je rozdána sada karet a jsou na nich
popsány úkoly, které mají žáci dělat. Týkají se sčítání, odčítání, násobení
i dělení celých čísel a žáci je mají provádět zpaměti a co nejrychleji. Vítězí
skupina, která podle instrukcí dojde až na konec. Tato aktivita pomáhá
zejména při procvičování slovní zásoby a zároveň samozřejmě i rychlého
počítání. Jde vlastně o procvičení komplexní znalosti v této oblasti. Žáci
musí rychle reagovat a soustředit se na hru. Aktivita je vhodná zejména
pro začátek hodiny a trvá přibližně 10 minut.
Další aktivita je určena pro celou třídu. Jedná se o aktivitu, kdy

žáci musí reagovat na pokyny učitele. Žáci nemluví, pouze poslouchají
a musí správně porozumět učiteli. Jde o tzv. Total Physical Response,
kdy žáci musí nejen přemýšlet, ale vykonávat také fyzicky nějakou čin-
nost. V našem případě učitel postupně popisuje, jak se vyrobí krychle
z jednoho kusu papíru. Tato aktivita se dá použít ve všech ročnících ZŠ,
záleží hlavně na dostatečné slovní zásobě žáků. Procvičuje se v ní hlavně
poslech, slovní zásoba a porozumění. Celá aktivita trvá asi 10 minut a je
vhodná zejména pro úvod hodiny.
Čtvrtá aktivita je opět pro celou třídu. Hodí se spíše pro žáky 2.

stupně ZŠ a opět závisí spíše na jazykových schopnostech žáků. Učitel
nakreslí na zadní stranu tabule geometrický útvar, jehož složitost odpo-
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vídá znalostem a schopnostem žáků. Úkolem žáků je uhodnout, co je na
tabuli. Obrázek samozřejmě nevidí a mají k dispozici pouze zjišťovací
otázky. Tato aktivita slouží pochopitelně na procvičení slovní zásoby
z geometrie a zároveň procvičuje i představivost žáků. Je vhodné s ní
zahajovat hodinu. Doba trvání je snadno ovlivnitelná, hra obvykle trvá
5 až 15 minut.
Poslední z aktivit, které budou do dílny zařazeny, může být prová-

děna s celou třídou, ve skupinkách nebo i individuálně. Věk žáků zá-
leží na obtížnosti zadaných úloh. Používají se takzvané algebrogramy
a podobné úlohy, kde jsou zadána písmena, početní operace a výsledek
je opět zapsán písmeny. Máme zjistit, jaká čísla reprezentují písmena.
Další varianta těchto úloh je zadat několik čísel a zbytek je nahrazen
tečkami. Zjistit se opět mají neuvedená čísla. Žáci si při této aktivitě
opakují slovní zásobu a hlavně si ověřují, zda pochopili systém zápisu
při algoritmech písemného provádění aritmetických operací. Délka této
aktivity je libovolná a vhodné je použít ji právě při probírání této látky
v matematice.
Pro účastníky dílny budou připraveny i další úlohy pro individuální

vyřešení, případně pro diskusi o možnostech jejich zařazení do vyučování.
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Některé netradiční úlohy o křivkách

Lenka Čechová

V historii geometrie se nachází široké spektrum zajímavých a dnes
často opomíjených témat. Vhodně zvolené netradiční úlohy umožňují
procvičit a upevnit získané znalosti, podporují kreativní myšlení žáků a
v neposlední řadě mohou nepochybně svým historickým pozadím zvyšo-
vat jejich motivaci. Navíc se nám dnes nabízí možnost zpracovávat tato
témata netradičními metodami – a to pomocí počítače.
V příspěvku ukážeme několik zajímavých úloh s historickým poza-

dím, které se týkají kuželoseček a některých dalších algebraických kři-
vek. Vybrané úlohy umožňují procvičit celou řadu poznatků ze středo-
školské geometrie a zejména ukázat jejich vzájemné souvislosti. Všechny
úlohy jsou řešeny s využitím výukového software pro geometrii Cabri
Géomètre II (dále jen Cabri), což přináší další výhody, ale jeho použití
k řešení úloh není podmínkou.1

Kuželosečky

Objevení kuželoseček s největší pravděpodobností souviselo s tzv. problé-
mem zdvojení krychle. K tomuto problému se váží nejrůznější legendy.2

V dnešní terminologii bychom úlohu o zdvojení krychle formulovali násle-
dovně: Pro danou krychli o hraně délky a je třeba najít krychli (přesněji
řečeno délku její hrany), která bude mít dvojnásobný objem, tj. hledáme
x splňující

x3 = 2a3. (1)

Připomeňme, že ve starověku neexistovala žádná algebraická symbolika a
vyřešit tuto úlohu znamenalo vyřešit ji euklidovsky, tj. „pomocí kružítka

1Informace o programu je možno najít např. na http://www.pf.jcu.cz/cabri/.
Na této adrese je možno nalézt také demoverzi a české prostředí pro Cabri (vše je
volně ke stažení).
2Např. Jedna z několika legend spojovala tuto úlohu s řeckou věštkyní Pythií, která

žádala, aby byl na usmíření bohů postaven na ostrově Délos, kde vypukla epidemie,
oltář, který by byl opět krychlový, ale měl by dvojnásobný objem původního oltáře.
[8, str. 105], podobná verze viz např. [4, str. 71].
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a pravítka
 – přesněji řečeno geometrickou konstrukcí, ve které je užito
jen konečného počtu přímek a kružnic.3

Přibližně v 5. století před Kr. Hippocrates z Chiu redukoval pro-
blém zdvojení krychle na problém nalezení dvou středních geometrických
úměrných.4 V dnešní terminologii bychom jeho úvahu vyjádřili přibližně
takto: Nechť a je hrana krychle. Je třeba najít x, y tak, aby platilo

a : x = x : y = y : 2a , (2)

tj. aby platily kterékoliv dvě z následujících rovnic

x2 = ay , y2 = 2ax , xy = 2a . (3)

Vyloučením y obdržíme x3 = 2a3, tedy x je hrana hledané krychle.
Jako první nalezl řešení Menaichmos (cca 380–320 před Kr.). Ukázal,

že průsečík dvou parabol, popř. průsečík paraboly s rovnoosou hyperbo-
lou, dává očekávané hodnoty x, y, a tedy řeší problém zdvojení krychle.
Není přesně známo, jak tyto křivky Menaichmos sestrojil. Jednotlivé
body těchto křivek lze sestrojit euklidovsky, ale kompletně je zkonstru-
ovat euklidovsky nemůžeme.
Nejvýznamnější spis o kuželosečkách Kónika (Kuželosečky) pochází

od Apollonia z Pergy (260–180 před Kr.). Kuželosečky jsou zde vyloženy
jako řezy na kuželi způsobem, který se v podstatě neliší od dnešního. Spis
sestával z osmi knih, z nichž první čtyři se dochovaly v řečtině, další tři
v arabském překladu a poslední byla ztracena. Zejména knihy pátá až
sedmá jsou velmi originální, zahrnují dokonce diskuzi evolut kuželoseček
a jiné zajímavé vlastnosti. Téměř dva tisíce let nebylo Apolloniovo dílo
překonáno.
O tom, jak přišli Řekové na to, že křivky, objevené při řešení pro-

blému zdvojení krychle, lze obdržet jako řezy na kuželi, můžeme dnes
jen spekulovat.

Popišme stručně Menaichmovumyšlenku a ukažme, jak využil střední
geometrickou úměrnou k nalezení kuželoseček. Uvažujme v rovině dvě

3Dnes víme, že požadovanou konstrukcí je úloha o zdvojení krychle neřešitelná.
Neřešitelnost problému zdvojení krychle i některých dalších starověkých úloh eukli-
dovskou konstrukcí byla dokázána v 19. století. V literatuře jsou tyto otázky podrobně
vyloženy (viz např. [7]).
4Obecně problém nalezení dvou středních geometrických úměrných značí nalézt

ke dvěma daným veličinám a, b veličiny x, y tak, aby platilo a : x = x : y = y : b.
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vzájemně kolmé přímky p, q. Jejich průsečík označme S (obr. 1). Dále
uvažujme veličinu a = |SA|. Nechť 2a = |SB|, A ∈ p, B ∈ q. Uvažujme
bod Q pohybující se z bodu S ve směru opačném k �→ SB. K tomuto
boduQ existuje právě jediný bod T tak, že � AQT je pravý, a právě jediný
obdélník SQUT . Z podobnosti trojúhelníků ASQ a QST obdržíme

|SA|
|SQ| =

|SQ|
|ST | ,

a odtud
|SQ|2 = |ST | · |SA| . (4)

Obr. 1 Obr. 2

Obdobnou úvahu provedeme pro bod P pohybující se po přímce p
(obr. 1). Potom

|SP |2 = |SR| · |SB| . (5)

Odtud plyne, že pohybuje-li se bod Q po přímce q a bod P po přímce
p, pak se body U a V pohybují po parabolách (4), (5).
Užitím výukového software Cabri jsme zkonstruovali dynamický ob-

rázek, na kterém lze sledovat, jak vrcholy U a V jednotlivých obdél-
níků vykreslují při pohybu bodů P a Q paraboly. V soustavě souřadnic
〈S, x, y〉, x ∼ q, y ∼ p, označme U = [u1, u2], V = [v1, v2]. Pak můžeme
užít pro trojúhelníky TAQ, BRP Euklidovu větu o výšce a vyjádřit
rovnice parabol (4), (5) jako

u21 = a · u2 , v22 = 2a · v1 . (6)

Průsečík parabol označme X = [x, y]. Potom (obr. 2)
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x2 = a · y , tj. y2 = 2a · x . (7)

Snadno lze ukázat, že bod X se pohybuje také po hyperbole s asympto-
tami p, q.
Odtud plyne, že jsou splněny podmínky (3) a uvedeným postupem

můžeme ke každé veličině a najít veličiny x, y tak, aby platily vztahy
(2). Uvedená konstrukce ovšem není euklidovská.
Na prezentované úloze lze procvičit podobnost trojúhelníků, Eukli-

dovu větu o výšce, rovnice paraboly apod. Úloha také umožňuje žáky
motivovat krátkým historickým vyprávěním.

Bernoulliho lemniskáta

Nechť F a G jsou dva pevně dané body v rovině. Množina bodů X
v rovině takových, že součin vzdáleností |FX | a |GX | je konstantní a
roven k2, tj.

|FX | · |GX | = k2 , (8)

se nazývá Cassiniho ovál.5

Označme vzdálenost mezi body F a G (ohnisky) 2c. Odvodit im-
plicitní vyjádření rovnice (8) v pravoúhlé soustavě souřadnic 〈S, x, y〉
můžeme využít jako cvičení pro studenty. Označme |FS| = c = |GS|,
F [−c, 0], G[c, 0]. Potom lze vztah (8) přepsat v souřadnicovém vyjádření
jako √

(x+ c)2 + y2 ·
√
(x − c)2 + y2 = k2 . (9)

Úpravami obdržíme z (9) známé vyjádření Cassiniho oválů

(x2 + y2)2 + 2c2(y2 − x2) + c4 − k4 = 0 . (10)

My se budeme zabývat pouze speciálním případem, kdy k = c. Křivka
o rovnici

(x2 + y2)2 + 2c2(y2 − x2) = 0 (11)

se nazývá Bernoulliho lemniskáta.6

5Křivka se nazývá Cassiniho ovál po francouzském astronomovi italského původu
Giovannim Domenicu Cassinim (1625–1712). Cassini ji popsal roku 1680. Více o Cas-
siniho oválech viz např. [2].
6Pojmenovaná po Jacobu Bernoullim (1654–1705), bratrovi neméně proslulého

matematika Johanna Bernoulliho. Jacob Bernoulli ji popsal nezávisle na Cassinim
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Geometrické vlastnosti Bernoulliho lemniskáty jsou dalším vhodným
námětem pro cvičení podporované počítačem, při kterém lze současně
procvičit úpravy algebraických výrazů, derivování, práce se soustavou
souřadnic apod. Např. ji lze vygenerovat jako obálku kružnic, které
mají střed na rovnoosé hyperbole a procházejí středem soustavy souřad-
nic, který koresponduje se středem hyperboly (viz obrázek 3). Vytvořit
obálku těchto kružnic pomocí Cabri je poměrně snadné (viz obrázek 4),
zkusme však ověřit také výpočtem, že se skutečně jedná o křivku o rov-
nici (11).

Obr. 3 Obr. 4

Uvažujme pravoúhlou soustavu souřadnic 〈S, x, y〉. Rovnice kružnice
se středem O = [m, n] a poloměrem r bude tvaru

(x − m)2 + (y − n)2 = r2 . (12)

Středy těchto kružnic musí ležet na rovnoosé hyperbole

x2

a2
− y2

a2
= 1 , (13)

tj. r2 = m2 + n2 (viz obrázek 3) a musí být splněna podmínka m2 −
− n2 = a2. Odtud a z 12 obdržíme rovnici soustavy křivek ve tvaru

v roce 1694 a pojmenoval ji „lemniscus�. Název pochází z řeckého slova λημνισκoς –
stuha, mašle. Jacob Bernoulli uveřejnil svůj objev v Acta Eruditorum v září 1694.
Překvapivé je, že o souvislosti Cassiniho oválu a Bernoulliho lemniskáty nevěděli ma-
tematikové ještě více než sto let, ačkoliv zejména lemniskátou se řada z nich zabývala
(viz [6, str. 215]).
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F (x, y, m) = 0, kde m je parametr a

F (x, y, m) = (x2 + y2)2 − 4mx(x2 + y2) + 4m2(x2 − y2) + 4y2a2 .

Obálku této soustavy křivek získáme, jestliže se nám podaří ze sou-
stavy

F (x, y, m) = 0 , (14)
∂

∂m
F (x, y, m) = 0

vyloučit parametr m. Soustava rovnic (14) bude v našem případě tvaru

(x2 + y2)2 − 4mx(x2 + y2) + 4m2(x2 − y2) + 4y2a2 = 0 ,

−4x(x2 + y2) + 8m(x2 − y2) = 0 . (15)

Odtud vyloučíme m a obdržíme rovnici

(x2 + y2)2 + 4a2(y2 − x2) = 0 , (16)

což odpovídá rovnici Bernoulliho lemniskáty. Srovnáním rovnice (16)
s rovnicí (11) získáme vztah mezi délkou poloosy hyperboly a a vzdále-
ností ohniska lemniskáty od středu c

c =
√
2a .

Nyní je zřejmé, že ohniska rovnoosé hyperboly i ohniska lemniskáty jsou
tytéž body F a G.
Další úlohy z analytické geometrie, o obálkách křivek apod. (včetně

popisu jejich zpracování v Cabri) lze najít v sérii článků vycházejících
v časopise Učitel matematiky [3]. Omezený rozsah tohoto příspěvku bo-
hužel nedovoluje podrobnější rozvedení této problematiky.
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Konstruktivní geometrie pro bakaláře na

Fakultě stavební ČVUT

Jaroslav Černý

Abstrakt

Jaké je postavení předmětu Konstruktivní geometrie na fakultě, jaký postoj
mají studenti k tomuto předmětu? Plní předmět cíle, které má či měl by mít?
Jaké bude postavení geometrie v budoucím bakalářském studiu?

Fakulta stavební ČVUT má v současné době největší počet studentů
ze všech fakult ČVUT. Počet studentů v 1. ročníku se pohybuje každo-
ročně kolem 1 500 ve třech studijních programech. Jsou to Stavební in-
ženýrství, Pozemní stavby a architektura a Geodézie a kartografie. První
programmá 8 studijních oborů. Přibližně jedna čtvrtina studentů neměla
na střední škole předmět deskriptivní geometrie. Na některých oborech
je toto procento podstatně vyšší, např. na oborech S, T, E se pohy-
buje každoročně kolem 60 % (zkratky a bližší informace o oborech na-
jdete na adrese http://www.fsv.cvut.cz). Nemalé procento studentů
mělo deskriptivní geometrii na střední škole v 1. ročníku (většina absol-
ventů průmyslových škol) a jejich tříletý odstup od základních znalostí
v předmětu je zřetelný. Stanovení cílů předmětu Konstruktivní geome-
trie (KG), který je na většině oborů v 1. semestru, je proto následu-
jící: základní seznámení s jednoduchými geometrickými objekty a jejich
vlastnostmi (tělesa, křivky, plochy), metodami zobrazování (axonomet-
rie, perspektiva, skicování), řešení jednoduchých úloh na objektech s uži-
tím promítacích metod. Snaha je o rozvíjení prostorové představivosti
moderními přístupy a rozvíjení tvořivého přístupu. Pozn. Příspěvek ne-
obsahuje mnoho ilustračních obrázků, nabízí odkazy na webové stránky,
kde většinu ilustrací najdete.
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Je geometrie oblíbený předmět?

V roce 2000 byla katedrou matematiky realizována rozsáhlá anketa, tý-
kající se názorů studentů na výuku učitelů katedry a názory studentů na
obsah výuky i metody výuky v jednotlivých předmětech. Předmět kon-
struktivní geometrie byl studenty hodnocen jako nejoblíbenější. V anketě
se vyjadřovalo 986 studentů. Jejich účast na přednáškách konstruktivní
geometrie byla na jednotlivých oborech v průměru vyšší než 80 %, 397
označilo předmět za nejlepší z předmětů v 1. ročníku (anketa byla konána
v květnu, koncem letního semestru 1. ročníku).
Odpověď na otázku, co staví předmět na toto místo, asi není jed-

noznačná a může být subjektivní. Pro ty studenty, kteří předmět na
střední škole měli, to může být „nenáročnost předmětu
, úroveň je na-
stavena spíše pro ty, kteří geometrii neměli. Výuka v předmětu nemá tak
formalizovanou podobu jako výuka matematiky, se kterou studenti nej-
častěji srovnávají, a je pro studenty přijatelnější. Předmět Konstruktivní
geometrie přece jen nemá takovou váhu jako Matematika, která má sou-
časně čtyřnásobně velkou hodinovou dotaci, a v řadě partií je předmět
orientován spíše na rutinu než na problémové či nestandardně formulo-
vané a zadávané úlohy. Bližší informace o náplni předmětu Konstruktivní
geometrie najdete na webové stránce http://mat.fsv.cvut.cz.
Pokud budete zjišťování obsahu předmětu na jednotlivých oborech,

tzn. u jednotlivých vyučujících, věnovat dostatek času, zjistíte podstatné
rozdíly. Najdete dvě pojetí výuky. Na jedné straně víceméně klasickou
deskriptivní geometrii, ale na druhé straně výuku s výrazným podí-
lem analytických metod. Jejich zařazení do kurzu geometrie je přiro-
zené, v kurzu matematiky chybějí a student by (podle názoru předná-
šejících, kteří tuto strukturu výuky realizují) měl aspoň základy těchto
metod znát. Najdete zde partii o transformacích jako aplikaci lineární
algebry a maticového počtu, partii o analytickém popisu kvadratických
ploch a konečně základy diferenciální geometrie křivek. Je zajímavé, že
srovnáme-li obtížnost geometrických partií s řadou partií matematiky,
můžeme geometrické partie, v úrovni a obtížnosti, ve které jsou studen-
tům předkládány, označit jako jednoduché, přesto „počítání
 v geometrii
není mezi studenty oblíbeno a raději by jen rýsovali.
Významnou roli v předmětu hraje již několik let tvorba modelů ob-

jektů. Jedná se vesměs o jednoduché záležitosti, přesto jde i v tomto věku
o významný didaktický prvek. Fyzický kontakt s tvarem a poznání jeho
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vlastností je důležité, navíc studenti tuto aktivitu neodmítají, na řadě
oborů (např. pozemní stavby a architektura, ale také geodézie) je nao-
pak studenty oceňovaná a pozitvně přijímaná. Na oboru Pozemní stavby
a architektura je výuka konstruktivní geometrie ve dvou semestrech a zde
je příprava modelů integrální součástí výuky, studenti v pracovních sku-
pinách připravují samostatný geometrický projekt, jehož součástí je i fy-
zický model. I tato aktivita je studenty velmi vysoko hodnocena a více
než pětiletá práce s prezentací geometrie (pravidelné výstavy modelů
v atriu fakulty pořádané ve spolupráci s geometry z fakulty architektury,
společné výstavy s katedrou architektury, společné pedagogické projekty
s katedrou architektury fakulty stavební, stálá internetová výstava mo-
delů, http://mat.fsv.cvut.cz/geometrie (ukázka na obr. 3), výstava
a soutěž Mathematický panáček na stejné adrese, ukázky na obr. 1) při-
nesla své výsledky, které budou zmíněny v poslední části.

Obr. 1

Sonda znalostí planimetrie a stereometrie?

O znalostech studentů z geometrie na různých stupních škol najdeme in-
formaci např. v článku [4] nebo [3]. Stodvacetři studentů stavební fakulty
bylo v květnu tohoto roku respondenty sondy planimetrických a stereo-
metrických znalostí a dovedností (doba testu 30 minut). Test obsahoval
3 úlohy planimetrie:

1. Sestrojte pravidelný šestiúhelník, znáte-li velikost jeho strany
(správně 94,6 %). Očekávaná 100% úspěšnost nebyla dosažena.
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2. Sestrojte úsečku velikosti
√
6 (správně 37,4 %). Většina neúspěš-

ných studentů se příklad vůbec nepokusila řešit.

3. Sestrojte kružnici, která má poloměr 2,5 a dotýká se různoběžek
a, b (správně 54,7 %). Pouze tři studenti se zmínili, že kružnice
není jediná a úloha má více řešení. Jedním ze způsobů řešení bylo
řešení zkusmo (bráno jako nevyhovující).

Zařazeny byly tři úlohy stereometrie, které netestovaly znalosti, ale spíše
schopnosti studentů řešit zadanou úlohu intuitivně.

1. Sestrojte řez krychle rovinouKLM. Krychle byla narýsována, body
byly zadány na hranách krychle. Šlo o nejsložitější případ, kdy
body leží na mimoběžných hranách, tento případ byl po několik
posledních let (do roku 2000) jednou z úloh u přijímací zkoušky
(správně 14,1 %).

2. Načrtněte těleso zadané půdorysem, nárysem a bokorysem (obr. 2).

Obr. 2

Standardní úloha, která je navíc procvičovaná ve výuce KG na
fakultě, významná část výuky promítacích metod (viz [1]) je to-
muto tématu věnována. Úloha testuje základní schopnost vnímání
grafické informace a její názornou interpretaci (správně 33,3 %).

3. Graficky ověř, zda daný bod leží na plášti kužele. Standardní úloha,
která se v kurzu KG opět opakuje (správně 56,8 %).
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Obr. 3

Z výsledků minitestu nelze dělat významné závěry. Výsledky však
byly nedobré. Dobrá vizitka to není ani pro předmět KG samotný (dvě
streometrické úlohy byly zařazeny v programu předmětu), ani pro schop-
nosti a znalosti studentů, které měli získat na střední škole. Na tomto
místě je třeba zmínit jeden negativní fakt, který souvisí s přijímacími
zkouškami na ČVUT. Přijímací zkoušky z matematiky jsou realizovány
formou testu s uzavřenými úlohami, konstrukční úlohy jak z planime-
trie, tak stereometrie zde zařazeny nejsou. Bližší informace o přijímací
zkoušce z matematiky na ČVUT a „test nanečisto
 najdete na adrese
http://mat.fsv.cvut.cz/entrance/tests/default.asp

Pomohou netradiční prostředky k učení geometrii?

Konstruktivní geometrie jako předmět a geometrie jako část matema-
tiky má na fakultě stavební do budoucnosti významný závazek. V září
2001 byla dokončena příprava akreditace nového třístupňového (bakalář-
ského – magisterského – doktorského) studia. Konstruktivní geometrie
v návrhu bakalářského studia neztratila současnou pozici. Rozsah její
výuky se nezmenšil (2 + 2), předmět je plánován v letním (druhém) se-
mestru. Ačkoliv studium bylo zkráceno v bakalářském stupni na 4 roky
a počet týdenních výukových hodin se zmenšil o 13 %, ke krácení výuky
geometrie nedošlo. Navíc se podařilo na jednom z významných studijních
programů (Architektura a stavitelství) zařadit předmět Aplikovaná geo-
metrie do magisterského studia. Jeho náplní by měla být geometrie pro
moderní architekturu, seznámení studentů s geometrickými prvky pou-
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žívaných např. v prutových, membránových a pneumatických konstruk-
cích. Pozn. Není zde možné nezmínit problém, který pravděpodobně vý-
uku konstruktivní geometrie čeká. V blízké době nebude jednoduché najít
učitele konstruktivní geometrie, kteří by byli aprobovanými matematiky–
geometry.
V bakalářském stupni studia se počítá s využitím prostředků online

výuky a výuky podporované internetem. Současný stav mohou doku-
mentovat dvě prostředí, která najdete na adresách

http://mat.fsv.cvut.cz/cerny,
http://mat.fsv.cvut.cz/dvorakov,

kde je jistý způsob výuky prezentován. Druhým příkladem je dvojice
modulů Kuželosečky a Goniometrie z připravovaného online přípravného
kurzu k přijímacím zkouškám z matematiky, který najdete na adrese

http://prijimacky1:prijimacky1@online.cvut.cz/
/webct/homearea/homearea.

Netradiční prostředky jsou prezentovány i na adrese
http://mat.fsv.cvut.cz/geometrie,

kde je průběžně inovovaný přehled zajímavých internetových adres s růz-
nou tématikou, včetně adres s online prezentací geometrie. Po prvních
zkušenostech je třeba konstatovat, že ačkoliv jsou vytvořeny jednodu-
ché a zajímavé přístupy k informačním zdrojům pro studenty, studenti
je minimálně využívají. Touha po poznání a poznávání něčeho nadstan-
dardního (mimo rámec předepsaných požadavků ke zkoušce) není velká
a obecná snaha (dlouhodobá, toto není lokálně časový problém) je o nej-
jednodušší splnění podmínek k absolvování předmětu. Přesvědčení, že se
situace změní k lepšímu a hledání prostředků k této změně je optimis-
tickým pohledem do budoucnosti.

Jakou geometrii prezentovat budoucím bakalářům

Postavení předmětu v úvodu studia je relativně silné, předmět bude prav-
děpodobně z technických důvodů přednášen jak v zimním, tak v letním
semestru. Následující koncept představuje jednu z možných variant bu-
doucího sylabu předmětu:

• Geometrické objekty a jejich vlastnosti: základní plochy, tělesa,
křivky, plochy.
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• Transformace v rovině a prostoru: shodnosti, podobnosti, trans-
formace používané v počítačové grafice (změna měřítka, zkosení,
výřezy, atp.)

• Promítací metody: axonometrie, perspektiva, skicování, promítání
jako zobrazení prostoru do roviny a jeho analytický popis.

• Křivky a plochy včetně jednoduchých analytických vlastností.

Jedním z problémů je možné užití vhodného softwaru ve výuce. V sou-
časné době v předmětu konstruktivní geometrie ve 3. semestru programu
Pozemní stavby a architektura praktikujeme použití jakéhokoliv grafic-
kého softwaru, který studenti umí (pracují při přípravě projektů v pra-
covních skupinách). I do budoucnosti je možné realizovat výuku bez užití
jakéhokoliv softwaru s rizikem, že příští reforma studia předmět zruší.
Aktivnější varianta je použití vhodného softwaru. Jedním z možných
softwarů je software Rhinoceros, 3D NURBs modelář, který umožňuje
3D modelovat základní geometrické objekty a jejich kompozice. Jinou
možností je použití počítačových algebraických systémů (Maple, Mathe-
matica) při zobrazování analyticky zadaných ploch a jejich kompozic.
Zdá se, že cesta od klasické deskriptivní geometrie ke geometrii za-

měřené na aplikace lineární algebry (transformace a promítací metody)
a vnímání prostorových objektů a jejich vlastností s užitím softwaru
je jedinou možnou cestou k zachování kurzu konstruktivní geometrie
v prostředí technických studijních oborů. Významným prvkem by měla
být i aktivní a kreativní účast studentů tak, jak ji prezentují současné
studentské práce na výše uvedených adresách.
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Metody výuky matematiky

ve francouzštině – zkušenosti

z Euroregionálního gymnázia v Liberci

Eva Dvořáková

Euroregionální gymnázium v Liberci bylo založeno v roce 1993 jako
dvojjazyčné česko-francouzské gymnázium. O rok později získalo akredi-
taci i pro česko-anglické třídy. Doposud odmaturovalo 90 studentů česko-
francouzských tříd, 80 % z nich pokračuje na vysokých školách většinou
humanitních zaměření.
Výuka matematiky ve francouzštině začíná v kvintě. V rozvrhu jsou

pouze 3 hodiny matematiky týdně, ale tato nevýhoda je částečně vyrov-
nána malým počtem studentů ve třídách. V současné době je ve fran-
couzských třídách maximálně 10 studentů.

Studijní program.

Program studia respektuje malý počet hodin výuky, požadavky fran-
couzských partnerů a MŠMT. Program je užší než je obvyklé na českých
gymnáziích. Zájemcům je nabídnut matematický seminář, kde mají mož-
nost procvičit početní dovednosti, aktivně si osvojit českou terminologii
a doplnit okruhy, které byly ze společného programu vypuštěny. V sou-
časné době byl diferenciální počet nahrazen oddílem „číselné množiny
a jejich vlastnosti
 a rozšířením učiva statistiky a pravděpodobnosti.
Aktuální program je následující:

1. Algebraické výrazy, absolutní hodnota, rovnice, nerovnice, sou-
stavy rovnic více neznámých a soustavy lineárních nerovnic o dvou
neznámých.

2. Eukleidovská geometrie v rovině.

3. Funkce a jejich vlastnosti (včetně goniometrických, logaritmických
a exponenciálních funkcí a příslušných rovnic).
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4. Vektorová algebra, analytická geometrie v rovině (včetně skalár-
ního součinu, řešení trojúhelníka a kuželoseček).

5. Posloupnosti.

6. Úvod do teorie množin. Číselné množiny a jejich vlastnosti.

7. Komplexní čísla.

8. Kombinatorika a základy pravděpodobnosti.

9. Statistika.

Eukleidovská i analytická geometrie v prostoru byly ze společného
programu vynechány z důvodů náročné terminologie a zařazeny do čes-
kého semináře. Základy logiky a důkazů v matematice nejsou probírány
jako samostatná kapitola, jsou zařazovány a procvičovány průběžně se
vzrůstajícími jazykovými schopnostmi studentů. Posloupnost učiva je
kompromisem francouzského programu, českého programu a jazykových
dovedností studentů. Snažíme se respektovat francouzské učebnice: po-
sloupnost učiva není lineární, základní okruhy (1–4) jsou zařazovány
opakovaně s postupným rozšiřováním obsahu. Studenti mají k dispozici
dva díly učebnic pro humanitní třídy francouzských gymnázií [1, 2].
Učebnice jsou doplněny pracovními texty „Skalární součin a kuželo-

sečky
, připravenými na míru, a pracovními listy ze statistiky a kombi-
natoriky.

Pedagogické cíle a metody výkladu učiva

S ohledem na velký počet humanitně zaměřených studentů jsou hlavními
cíli výuky nabytí základních početních dovedností, rozvoj abstraktního
myšlení a dovedností nezbytných pro samostatné řešení problémů.
Vlastní výklad učiva je zejména v kvintě a první polovině sexty více

jazykovým než didaktickým problémem.

Výklad učiva formou rozhovoru

V období, kdy studenti ještě nejsou schopni spontánně myslet ve fran-
couzštině, může být výklad učiva formou rozhovoru rušivým prvkem,
který negativně ovlivňuje jazykový rozvoj. Očekávání častých dotazů
nutí studenty k neustálému vědomému překládání. Forma rozhovoru
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z hlediska průměrného studenta kvinty probíhá následovně:
průběžný vědomý překlad výkladu do češtiny – formulace odpovědi
(česky) – překlad odpovědi do francouzštiny – odpověď.
Doslovné překládání je třeba co nejrychleji odstranit. Tím se stává

výklad učiva formou rozhovoru v kvintě velmi citlivým problémem a zá-
visí na individuálních jazykových schopnostech a dovednostech studentů.
Metodě se nelze vyhýbat, protože vybízí k rychlému reagování v cizím
jazyce. Na druhou stranu může metoda nutit některé studenty k neustá-
lému překládání, a tím opozdit spontánní proces myšlení v cizím jazyce.
V sextě, kdy studenti zpravidla začnou spontánně myslet ve fran-

couzštině, může vhodně volená metoda rozhovoru upevnění tohoto pro-
cesu urychlit, tj. upevňovat nově nabyté jazykové dovednosti potřebou
rychlé reakce. Až do konce sexty je forma rozhovoru vedena tak, že od
studentů vyžadujeme pouze krátké, z jazykového hlediska nenáročné od-
povědi. Čas na zformulování odpovědi je třeba omezovat na minimum,
abychom zabránili překládání. Od druhé poloviny sexty má výklad učiva
formou rozhovoru stejnou hodnotu a průběh jako v českých třídách.

Výklad učiva formou přednášky

Zkušenosti ukazují, že studenti jsou již na začátku kvinty schopni s po-
rozuměním sledovat desetiminutovou přednášku za následujících podmí-
nek:

• Slovní zásoba nepřekročí 10 neznámých slov.

• Není třeba respektovat znalosti gramatiky s výjimkou neobvyklých
tvarů nepravidelných sloves (subjonctif nebo gérondif).

• Přednášku je třeba doplňovat stručným a přehledným zápisem na
tabuli.

Za splnění těchto podmínek je přednáška plnohodnotnou metodou vý-
kladu učiva od samého počátku kvinty. Je ovšem třeba ji doplňovat
samostatnými aktivitami vedoucími k upevnění, pochopení a rozšíření
přednášeného učiva.

Didaktické zpracování učiva

V didaktickém zpracování učiva respektujeme francouzské učebnice. Od-
lišují se v oddílu vektorová algebra, který je více zaměřen na studium geo-
metrických útvarů. Vlastní pojem vektoru je zaváděn postupně, s větším
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důrazem na intuitivní pochopení – v kvintě je třeba doplnit představy
studentů o vektorech na stejnou úroveň, jakou předpokládá učebnice.

• Při opakování geometrie je vektor intuitivně zaveden jako objekt
charakterizovaný směrem, orientací a normou. Dále jsou definovány
a procvičeny pojmy rovnost vektorů a kolineární vektory. Tím jsou
doplněny předpokládané vstupní znalosti v učebnici.

• V kapitole „vektorový počet
 se učivo zopakuje a rozšíří o způ-
soby značení vektorů (analogie s přímkou, „nenápadné
 zobecnění
pojmu), o sčítání vektorů a násobení vektoru reálným číslem. Ná-
sleduje studium geometrických útvarů: důkazy o rovnoběžnosti pří-
mek, poloze bodů na přímce, středu úsečky, těžiště trojúhelníka
apod.

• Na začátku sexty je celé učivo podrobně zopakováno před úvodní
kapitolou z analytické geometrie v rovině a soustavně využíváno
po zavedení souřadnic.

Znalosti z vektorové algebry jsou významně využity v učivu o skalár-
ním součinu, do kterého jsou zařazeny i důkazy Kosinové, Sinové a Eu-
kleidových vět.
Ostatní části učiva se svým didaktickým zpracováním téměř neodli-

šují od českých škol.

Problémové vyučování

Od samého počátku přípravy programu matematiky bylo rozhodnuto
koncipovat výuku problémově. Podmínky k této koncepci jsou lepší, než
na ostatních školách:

• Malý počet studentů ve třídách.

• Dostatek dobře zpracovaných problémových úloh ve francouzských
učebnicích.

• Malý počet hodin výuky matematiky má za následek omezení vý-
kladu na základní učivo a je velmi motivační pro řešení problémů
k rozšíření znalostí.

• Bylo možné uzpůsobit rozvrh hodin: matematika je 2× v týdnu
2 + 1 hodiny výuky.
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Od sexty studenti zpracovávají 4 problémové úlohy za pololetí, z toho
tři domácí a jednu školní – z hlediska klasifikace jsou významově srov-
natelné se čtvrtletní prací. Úlohy jsou hodnoceny známkou i slovním
komentářem a doplněné o modelové řešení. Mají charakter seminárních
prací, komentář a písemné zdůvodnění postupu jsou stejně důležité, jako
vlastní řešení.
Má-li problémové vyučování splnit očekávané cíle, je třeba studenty

naučit základním dovednostem nezbytným pro řešení problémů. Tomu
je věnována pozornost po celou dobu studia. V kvintě je nutno překonat
nevhodné návyky a naučit studenty základním postupům.

Odpovědi na otázky

Hlavním problémem je přimět studenty odpovídat na položené otázky.
Studenti nejsou zvyklí dostávat neobvyklé dotazy. Otázky nevnímají až
do konce, ale přiřazují je co nejrychleji modelové úloze. Problém je vý-
razný při výuce v cizím jazyce – zběžné přečtení otázky je jedním ze způ-
sobů, jak urychlit překlad. Odstranit tento mechanismus je obtížné a pro
studenty stresující. Při přímé komunikaci nevnímají studenti opravu ze
strany učitele jako zpochybnění obsahové části vyjádření, ale jako ko-
rekci jazykových vyjadřovacích prostředků. Nejefektivnějším způsobem
je proto důsledné hodnocení přiměřenosti písemných odpovědí.
Dále je třeba studenty naučit, že otázky v rámci jedné úlohy na sebe

mohou navazovat. Postup lze procvičovat na již zmiňovaných modelo-
vých úlohách, jejichž řešení formou dílčích dotazů rozdělíme na několik
kroků. Pro ilustraci uveďme příklad.

Příklad 1 (kvinta):

1. Řešte v R následující nerovnice a) x − 3 ≤ 0, b) 2− x ≤ 0.

2. Znázorněte řešení každé z nerovnic a) a b) na číselné ose na samo-
statných obrázcích.

3. Znázorněte graficky na číselné ose řešení soustavy nerovnic
{

x − 3 ≤ 0
2− x ≤ 0 .

4. S využitím tabulky znamének řešte nerovnici (x − 3)(2− x) ≥ 0.
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5. Určete řešení nerovnice x2 − 5x+ 6 ≤ 0.

Doposud více než 80 % studentů řešilo příklad jako 5 nezávislých
úloh. Je-li příklad zadán jako časově omezená písemná práce, je oprava
velmi ilustrativní.

Matematizace reálných situací

Proces matematizace je obtížný v případě doslovného překladu do češ-
tiny. Problému je nutno se věnovat systematicky a důsledně kontrolovat,
zda studenti pochopili zadání.
Formulace zadání v cizím jazyce může být ovšem pozitivně využita.

Úlohy lze formulovat tak, aby pochopení slov nevýznamných z hlediska
matematiky bylo obtížné. Např. stráví-li studenti delší čas překladem
slova „nénuphar
 (leknín) a poté si uvědomí, že nebylo důležité, budou
příště pečlivěji zvažovat význam jednotlivých slov.
V průběhu kvinty, kdy se studenti učí řešit problémové úlohy včetně

písemného komentáře, se osvědčily praktické úlohy na opakování učiva
o pravoúhlém trojúhelníku, absolutní hodnotě (vzdálenost) a klasické
slovní úlohy vedoucí na rovnice jedné neznámé.

Samostatná práce studentů

Samostatná práce probíhá převážně písemnou formou v souladu se zvyk-
lostmi na francouzských gymnáziích. Ústním prezentacím se vyhýbáme,
jsou vnímány jako zkoušení z francouzštiny. Kromě individuální písemné
práce se osvědčila práce ve dvojicích. Větší skupiny jsou nevhodné, stu-
denti nadměrně komunikují česky. Práce ve dvojicích naopak usnadňuje
jazykové problémy s překladem a vyjadřováním.
K procvičení učiva se osvědčily pracovní listy s různým druhem akti-

vit: odpovědi na otázky, řešení krátkých cvičení i problémového charak-
teru a zejména testy.

Uzavřené testy

Jsou nejčastější formou individuální práce. Studenti vybírají správné od-
povědi z navrhovaných (3–5) s možností více správných odpovědí. Testy
s jednou správnou odpovědí využíváme ke kontrole a procvičení pasiv-
ního zvládnutí odborné terminologie.
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Seřaďovací a doplňovací testy

Jsou vhodné pro práci ve dvojicích. Osvědčily se úkoly, ve kterých stu-
denti přiřazují grafy funkcí k jejich zadání či vlastnostem, seskupují geo-
metrické objekty podle vzájemné polohy nebo zadaných vlastností apod.
Doplňovací testy bývají zaměřeny na kreslení grafů a obrázků a doplňo-
vání údajů v tabulkách přehledu učiva a myšlenkových mapách. K pro-
cvičení terminologie se osvědčily křížovky. Uvádíme příklad tabulky na
shrnutí učiva:

Příklad 2 (kvinta): Doplňte tabulku podle vzoru druhého řádku.

. . . ≤ x ≤ . . . x ∈ [. . . ; . . .] Vzdálenost |x − . . . | ≤ . . . x je prvkem
mezi x a . . . intervalu
je menší než . . . o středu . . .

a poloměru . . .

5 ≤ x ≤ 7 x ∈ [5; 7] Vzdálenost |x − 6| ≤ 1 střed: 6
mezi x a 6 poloměr: 1
je menší než 1

x ∈ [−5; 9]
Vzdálenost
mezi x a −1
je menší než 0,3

|x+ 2| ≤ 0, 25
−1 ≤ x ≤ 2

střed: a
poloměr: r > 0

Testy „pravda – nepravda�

Studenti rozhodují, zda je daný výrok pravdivý či nepravdivý, a své roz-
hodnutí zdůvodňují. Testy jsou vhodné pro hlubší rozmyšlení učiva a od
studentů vyžadují samostatné vyjadřování ve francouzštině. Úroveň vy-
jadřování lze přitom lépe ovlivňovat než při řešení klasických cvičení
a rozsáhlých úloh. Současně lze těchto testů využívat k rozvoji doved-
ností z oblasti logiky a důkazů v matematice. Uvádíme několik testových
otázek z různých okruhů.

Příklad 3: Rozhodněte o pravdivosti následujících výroků a své rozhod-
nutí zdůvodněte.

1. Nerovnice x(x + 1) ≥ 5x má stejné řešení jako x+ 1 ≥ 5.
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2. Mnohočleny, které mají stejné kořeny, jsou si rovny.

3. Funkce sudá a rostoucí v celém svém definičním oboru je kon-
stantní.

4. Je-li posloupnost un rostoucí, potom je
1
un
klesající.

5. Pro vektory �u = (−11; 4) a �v = (8; 25) platí: �u − �v je kolineární
s 2�i+ 2�j.
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Formální analýza konceptů

ve vysokoškolské přípravě učitelů

matematiky

Petr Emanovský

Abstrakt

Zajímavou ukázkou užití svazů je tzv. formální analýza konceptů, která umož-
ňuje algebraickou cestou vytvářet pojmy jakéhokoliv oboru. Tato metoda by tedy
mohla posloužit jako významný prostředek k posílení mezipředmětových vztahů
mezi matematikou (algebrou) a druhým aprobačním oborem učitelského studia.
Velkou výhodou této metody je její algoritmizovatelnost, která umožňuje zcela
automatizované vytváření všech pojmů daného kontextu s využitím výpočetní
techniky.

Úvod

Ke klíčovým problémům dlouhodobého rozvoje školství, který vystu-
puje v současné době „informační revoluce
 stále výrazněji do popředí,
patří bezesporu nezbytnost integrace lidského vědění, jejímž základním
předpokladem je promyšlená integrace vzdělávacích obsahů didaktických
systémů vyučovacích předmětů na všech stupních a typech škol. Každý
vysokoškolský pedagog, který se chce podílet na realizaci kvalitní pří-
pravy budoucích učitelů, by se neměl spokojit pouze s předáváním izolo-
vaných poznatků svého předmětu. Měl by vést studenty ke komplexnímu
přístupu k řešení problémů, upozorňovat je na souvislosti uvnitř studij-
ního předmětu i mezi jednotlivými předměty a hledat možnosti apli-
kací poznatků jedné disciplíny při řešení problémů jiné disciplíny. Speci-
fické podmínky poskytuje v tomto směru dvouoborové učitelské studium.
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V tomto článku se omezíme na problematiku studia učitelství matema-
tiky s druhým aprobačním předmětem pro 2. stupeň ZŠ. Na rozdíl od
článku [1], který analyzuje mezipředmětové vztahy mezi základními ma-
tematickými disciplínami učitelského studia matematiky, zejména mezi
algebrou, geometrií a matematickou analýzou, se zaměříme na mezi-
předmětové vztahy mezi matematikou a druhým aprobačním předmě-
tem a všimneme si jedné konkrétní možnosti využití poznatků z algebry
(z teorie svazů) při tvorbě pojmů tohoto druhého předmětu (přírodopisu,
technické výchovy, hudební výchovy, občanské výchovy apod.).

Konceptuální svazy

Se základními vlastnostmi svazů (viz např. [4]) se studenti seznamují
zpravidla v rámci základního kursu algebry. V rámci tohoto kursu, příp.
v rámci volitelného semináře je užitečné studentům ukázat také některá
využití a konkrétní modely svazů. Zajímavou ukázkou užití svazů je tzv.
formální analýza konceptů, která umožňuje algebraickou cestou vytvářet
pojmy jakéhokoliv oboru. Tato metoda by tedy mohla posloužit jako vý-
znamný prostředek k posílení mezipředmětových vztahů mezi matema-
tikou (algebrou) a druhým aprobačním oborem. Podstatou této metody
popsané např. v [3, 5] je tvorba tzv. konceptuálních svazů. Označme
symbolem O množinu určitých objektů (např. rostlin, živočichů, tech-
nických zařízení, hudebních nástrojů, žáků ve třídě apod.) a symbolem
A množinu atributů (vlastností) (např. „být suchomilný
, „být savec
,
„být elektrospotřebič
 apod.). Označme R ⊆ O × A relaci incidence,
tj. pro objekt o ∈ O a atribut a ∈ A platí (o, a) ∈ R právě tehdy,
když objekt o má vlastnost určenou atributem a. Uspořádanou trojici
(O, A, R) nazveme kontextem. Pro podmnožinu objektů X ⊆ O označme
X ′ = {a ∈ A, (o, a) ∈ R pro každé o ∈ X}, tj. X ′ je množina všech atri-
butů z A společných všem objektům z X . Podobně pro podmnožinu
atributů Y ⊆ A označme Y ′ = {o ∈ O, (o, a) ∈ R pro každé a ∈ Y },
tj. Y ′ je množina všech objektů z O, které mají právě všechny atributy
z Y . Zřejmě X1 ⊆ X2 implikuje X ′

2 ⊆ X ′
1 a Y1 ⊆ Y2 implikuje Y ′

2 ⊆
⊆ Y ′

1 pro každé X1, X2 ⊆ O, Y1, Y2 ⊆ A. Nechť je dán kontext (O, A, R).
Konceptem (pojmem) v kontextu (O, A, R) nazveme uspořádanou dvo-
jici (E, I) takovou, že E ⊆ O, I ⊆ A a platí E′ = I a I ′ = E. Množinu E
nazýváme rozsah (extent) konceptu (E, I), množinu I nazýváme obsah
(intent) konceptu (E, I). Množinu všech konceptů v kontextu (O, A, R)



8. setkání učitelů matematiky 109

označme symbolem K(O, A, R). Na této množině lze definovat uspo-
řádání následujícím způsobem: Nechť (X1, Y1), (X2, Y2) ∈ K(O, A, R).
Pak (X1, Y1) ≤ (X2, Y2) právě tehdy, když X1 ⊆ X2 (což je ekvivalentní
s Y2 ⊆ Y1). V tomto případě také říkáme, že (X1, Y1) je podkonceptem
konceptu (X2, Y2).

Hlavní věta o konceptuálních svazech

Nechť (O, A, R) je kontext a K(O, A, R) množina jeho konceptů. Pak
uspořádaná množina (K(O, A, R),≤) je úplným svazem, v němž suprema
a infima jsou určena takto: Nechť {(Xi, Yi), i ∈ I} je systém konceptů
z K(O, A, R), pak

∨{(Xi, Yi), i ∈ I} = ((∩{Yi, , i ∈ I})′,∩{Yi, , i ∈ I}) ,
∧{(Xi, Yi), i ∈ I} = (∩{Xi, , i ∈ I}, (∩{Xi, , i ∈ I})′) .

Vzhledem k tomu, že (K(O, A, R),≤) je úplným svazem, tvoří množina
K(O, A, R) uzávěrový systém a pro danou množinu objektů (extent)
X ⊆ O existuje koncept K(X) generovaný množinou X . Podle hlavní
věty o konceptuálních svazech je zřejmě K(X) = (X, X ′). Podobně pro
daný intent Y ⊆ A existuje koncept K(Y ) generovaný množinou Y
a platí K(Y ) = (Y ′, Y ). Je-li tedy dána množina objektů O a mno-
žina atributů A a známe-li relaci incidence R, která je zpravidla zadaná
tabulkou, pak můžeme podle hlavní věty o konceptuálních svazech zkon-
struovat svaz všech konceptů v kontextu (O, A, R). Konstrukcí tohoto
svazu získáme:

a) všechny pojmy, které v rámci daného kontextu existují (případně
i některé dosud neuvažované),

b) přehled o implikacích mezi vlastnostmi (pro množiny atributů
Y1, Y2 ⊆ A definujeme Y1 ⇒ Y2, jestliže každý objekt o ∈ O, který
má vlastnost Y1, má také vlastnost Y2, tj. (Y ′

2 , Y2) ≤ (Y ′
1 , Y1)).

Formální analýza konceptů

Vzhledem k tomu, že popsaný postup je zcela formalizovaný, nezávislý na
subjektu zpracovatele, bývá nazýván formální analýzou konceptů. Velkou
výhodou této analýzy je algoritmizovatelnost konstrukce suprem a infim
svazu (K(O, A, R),≤), která umožňuje zcela automatizované vytváření
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všech pojmů daného kontextu s využitím výpočetní techniky (existuje
např. program CONIMP). Ukažme si konstrukci svazu (K(O, A, R),≤)
na konkrétním jednoduchém příkladu: Uvažujme množinu objektů O =
= { 1 – spalovací motor, 2 – elektromotor, 3 – akumulátor, 4 – automobil,
5 – computer, 6 – ruční mixér, 7 – pilník, 8 – motorová pila}, množinu
atributů A = { a – spotřebovávat energii, b – spotřebovávat elektrickou
energii, c – potřebovat software, d – potřebovat palivo, e – být dopravním
prostředkem, f – potřebovat lidskou obsluhu, g – sloužit k mechanické
úpravě materiálu, h – být zdrojem elektrické energie, j – být pohonnou
jednotkou} a relaci incidence R určenou tabulkou 1 (křížek v i-tém řádku
a j-tém sloupci znamená (oi, aj) ∈ R):

Atributy\Objekty a b c d e f g h j
1 × × × ×
2 × × ×
3 × ×
4 × × × × ×
5 × × × ×
6 × × × ×
7 × × ×
8 × × × ×

Tabulka 1

V osmiprvkové množině O existuje 28 podmnožin a ke každé této
podmnožině X ⊆ O můžeme hledat Y ⊆ A. Zjistíme, že existují pod-
množiny X1, X2 ⊆ O takové, že X1 �= X2 a Y1 = X ′

1 = Y2 = X ′
2.

V tomto případě zřejmě dvojice (X1, Y1), (X2, Y2) nejsou koncepty, ne-
boť pro koncepty by rovnost Y1 = Y2 implikovala X1 = X2. Pro kontext
(O, A, R) existuje právě 15 různých konceptů a příslušný konceptuální
svaz (K(O, A, R),≤) je znázorněn na obrázku 1.
Na obrázku 1 odpovídá např. bod označený g, 7 konceptu {6, 7, 8},

{a, f, g}. Jeho rozsah je tedy v daném kontextu {mixér, pilník, mo-
torová pila} a obsah {spotřebovává energii, potřebuje lidskou obsluhu,
slouží k mechanické úpravě materiálu}. Nyní je možné diskutovat o tom,
jak by se dal tento pojem interpretovat, příp. zda mu odpovídá nějaký
běžně užívaný termín daného oboru. Náš koncept bychom např. mohli
interpretovat jako „ruční (osobní) pracovní nástroj
. Podobně koncept
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Obr. 1

označený písmenem b má rozsah {spalovací motor, elektromotor, auto-
mobil, computer, mixér} a obsah {spotřebovává energii, spotřebovává
elektrickou energii}. Tento koncept odpovídá běžně užívanému termínu
„elektrospotřebič
.

Závěr

Popsaná metoda formální analýzy konceptů by mohla být využita např.
jako téma pro volitelný seminář, pro diplomovou práci apod. Při kon-
strukci konkrétních konceptuálních svazů by studenti jednak tvořivě vy-
užívali poznatků z algebry a jednak by aktivně pracovali s pojmy dru-
hého aprobačního předmětu. Obě tyto činnosti, navíc ve vzájemném spo-
jení, jsou pro kvalitní přípravu budoucích učitelů matematicky bezesporu
velmi cenné.
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Konstruktivistická koncepce geometrie

u budoucích učitelů

Milan Hejný

1 Formulace problému

Konstruktivizmus, myšlenkový proud zabývající se vzdělávacími procesy
zejména ve škole, vstoupil do didaktiky matematiky asi před deseti lety.
Nepřinesl asi žádnou podstatně novou ideu, ale položil důraz na kvalitu
poznatků, které si žák ze školy odnáší, a v oblasti výzkumu otevřel sérii
nových otázek.
Během konstruktivistické éry narostl pocit odpovědnosti obce didak-

tiků matematiky za stav výuky matematiky na školách. Vzrostl počet
výzkumů zabývajících se otázkou, proč nepronikají silné výsledky teo-
rie do života. V sedmdesátých a osmdesátých letech 20. století oficiální
školské materiály od učitele halasně požadovaly, aby učil tvořivě, rozví-
jel logické myšlení žáků, odboural memorování, zvyšoval potřebu žáků
po porozumění apod. Realizovat tyto výzvy bylo tenkrát úlohou učitele.
Dnes jsou naše znalosti o možnostech reálně měnit kvalitu vyučování
daleko rozsáhlejší, ale jejich pronikání do škol je velice pomalé. Proč?
Vidíme dvě hlavní příčiny tohoto jevu. První tkví v setrvačnosti škol-

ního systému, druhá v apatii společnosti směrem k významu školy pro
vlastní vývoj. Zkvalitňování vyučování je totiž bytostně závislé na uči-
teli a společnost nedokáže do této náročné profese orientovat dostatek
vysoce kvalitních lidí.
Je zřejmé, že druhá z uvedených příčin leží vně našich možností. Do-

mníváme se však, že pokud jde o první příčinu, není naše úsilí bez šance.
Je známo, že edukační styl, který si učitel vytvoří v prvních letech svého
pedagogického působení a který pak výraznějších změn dozná jen zcela

Studie byla vypracována s podporou výzkumného záměru VZ J13/98/114100004
„Kultivace matematického myšlení a vzdělanost v evropské kultuře�.
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ojediněle, je více ovlivněn vzory pedagogů, kteří budoucího učitele učili,
než teorií, kterou mu nabídne vysoká škola. Jestliže student zažil učitele,
který jej uměl pro matematiku nadchnout, pak mechanizmus napodo-
bování vzorů lze jen vítat. Jestliže však budoucí učitel ve svém mate-
matickém vzdělávání poznal pouze (řečeno slovy K. Čapka) pedagogické
nádeníky, stává se pro něj vysokoškolská matematická příprava poslední
příležitostí k nabytí lepších životních zkušeností se školskou matemati-
kou. Tu příležitost bychom neměli promarnit.
Studenti, kteří přicházejí na vysokou školu, aby se připravili na učitel-

ské povolání, si z předchozích škol přinášejí nejen znalosti, ale i postoje,
hodnoty a návyky studia. Jsou mezi nimi i lidé sebevědomí, kteří věří
vlastním schopnostem a nejsou ochotni konzumovat poznatky, aniž by
si je sami ve svém vědomí neprověřili, nebo spíše nanovo nekonstruovali.
Žel podstatně více je těch, kteří o vlastních schopnostech mnohdy po-
chybují a náročnější myšlenky se nesnaží pochopit, protože tuší, že by
to bylo marné. Naučí se je tedy zpaměti. Vysokoškolská příprava těchto
lidí založená výlučně na prezentaci hotových výsledků poznání a nácviku
standardních řešitelských postupů odpovídá jejich předešlé zkušenosti.
Oni pak u zkoušky úspěšně odříkají naučené definice, věty a důkazy
a imitací nacvičenými postupy vyřeší standardní úlohy, aby v další ge-
neraci reprodukovali stejný model učení se matematice.
Ptejme se, zda mohou pedagogické fakulty přispět ke změně této sku-

tečnosti. Tak zní problém, o jehož řešení se pokoušíme na naší katedře.
Hledáme takovou koncepci přípravy budoucích učitelů matematiky, aby
aspoň částečně plnila naznačené cíle. Naše dosavadní dobré zkušenosti
nám dodávají vůli v práci pokračovat.
O našich zkušenostech informujeme v tomto příspěvku, který je první

částí „trilogie
, do níž náleží ještě příspěvky D. Jirotkové a N. Stehlíkové
v tomto sborníku.

2 Intelektuální sebedůvěra

Řekli jsme, že hlavním problémem ve vyučování matematice je paměťové
učení, které vede k poznatkům zasaženým nemocí formalizmu. Příčinou
tohoto jevu je nedostatek sebedůvěry žáků. Člověk, který je přesvědčen,
že vysoko položenou laťku nepřeskočí, se nebude ke skoku vůbec připra-
vovat. Musí-li se dostat na druhou stranu, podleze. Chceme-li, aby se
o skok aspoň pokusil, musíme snížit laťku.
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Je dobře známo, že nejspolehlivější cesta jak povzbudit sebedůvěru
člověka je dopřát mu úspěch. Tím, pokud jde o matematiku, nemyslíme
jen zisk dobré známky, ale především, metaforicky řečeno, krásný pocit
skokana po skoku „já to přeskočil
. K takovému úspěchu přispívají tři
věci:

1. nestandardní úlohy, jejichž náročnost je přiměřená možnostem stu-
denta,

2. diskuse o zajímavých problémech, do nichž učitel vstupuje pokud
možno pouze jako moderátor a hodnotitel případného úspěchu stu-
denta, nikoli jako nositel znalostí,

3. povzbuzování malověrných, kteří netuší, že úkol mohou zvládnout.

Všechny tři uvedené rady patří do bohatého registru konstruktivistických
názorů.

3 Motivace

Motivace je napětí, které ve vědomí člověka vzniká z rozporu mezi stavem
existujícím a stavem žádaným. Orientaci k žádanému stavu nazýváme
potřebou. Kvalita potřeby učit se určuje kvalitu příslušné motivace a ná-
sledně i kvalitu toho, co se člověk naučil. Pokud jde o učení se matema-
tice, stojí zde proti sobě dvě základní potřeby: potřeba vědět a potřeba
uspět u zkoušky.
Vysokoškolský výklad matematiky je založen na definicích, větách,

důkazech a příkladech. Pro studenta, který patří do obce matematic-
kých zasvěcenců oplývajících silnou potřebou zabývat se matematikou,
je takový přístup dostatečně motivující. Takový posluchač vnímá výklad
nikoli jako soubor pravd, které se musí naučit, ale jako soubor poukazů,
které orientují jeho pozornost, výzev, které jitří jeho zvídavost a vedou
jeho mysl k hledání, které mu přináší velikou radost a seberealizaci.
Student, který nemá dostatečně rozvinutou potřebu matematického

poznávání, je ke studiu veden spíše potřebou uspět u zkoušky. Je zřejmé,
že tato vnější motivace nepřináší výsledky tak hodnotné jako výše zmí-
něná motivace vnitřní. Víme, že tato situace není dána osudově, víme,
že existují přednášející, kteří jsou schopni svým výkladem matematiky
zaujmout i ty studenty, pro které matematika není jejich motivační do-
minantou, pouze nástrojem. Jde například o studenty techniky. Proto je
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smysluplné ptát se, zda lze i studenta pedagogické fakulty vést tak, aby
jeho potřeba poznávat narůstala a potřeba udělat zkoušku byla utlu-
mena.
Vidíme čtyři myšlenky, čtyři rady, které mohou přispět k plnění uve-

deného cíle:

1. snížit nároky u zkoušky, přinejmenším na známku „dobře
 a snížit
tak strach studenta,

2. nepředkládat studentům hotové poznatky, ale vést je k tomu, aby
je sami odhalovali,

3. demystifikovat chybu,

4. organicky propojit vysokoškolskoumatematiku s tou, kterou budou
budoucí učitelé učit.

První rada je značně diskutabilní a k ní se zde vyjadřovat nebudeme,
neboť leží mimo hlavní tok našich úvah.
Druhá rada vychází ze skutečnosti, že potřeba studenta poznávat

matematické pravdy je nízká. Velice málo studentů se zachvěje radostí
z očekávání duševního hodokvasu, když učitel na tabuli napíše „definice
baze
. Spíše je takový nápis zažene do ulity jejich malé sebedůvěry. Proto
je nutné nové myšlenky otevírat zcela jinak než okázalou prezentací. Nej-
účinnější je způsob, kdy se k nové myšlence propracují studenti sami při
řešení problému nebo ve vzájemné diskusi. Pak již stačí říct, že to, co
právě používali, nazývají matematici „baze
. Vést žáky k samostatnému
objevování nových pojmů, vztahů, důkazů a postupů, nebo aspoň k vý-
razné participaci na tomto objevování vyžaduje hledaní poznávacích cest
a pěšinek, tedy přiměřeně náročných úloh, jimiž lze tyto cesty realizovat.
Přitom nutno míti na paměti, že kognitivní styly studentů jsou různé a je
nutno hledat takových cest více, aby se přístup umožnil co největšímu
počtu studentů.
Třetí rada žádá demystifikaci chyby. V naší škole bývá chyba žáka

i učitele chápána jako něco nedobrého, nežádoucího. Každý, kdo se samo-
statně snaží něco sestrojit, objevit, udělat, musí nutně dělat chyby. Bez
chyb nemůže vzniknout žádné skutečné poznání. Protože jedna z nej-
účinnějších cest objevování je diskuse mezi studenty, je potřebné pro
takovou diskusi vytvořit příznivé klima. Odbourání ostychu z chyby je
první věc, na niž se musíme zaměřit. Jako nejúčinnější můžeme doporučit
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cestu analýzy vlastních chyb. Je-li učitel upozorněn na chybu, které se
dopustil, poděkuje za upozornění a začne chybu analyzovat, aby ukázal,
že chyba je věcí přirozenou a správná reakce na chybu je brát si z ní
poučení.
Čtvrtá rada doporučuje organicky provázat vysokoškolské studium

matematiky s příští prací budoucího učitele nebo rodiče. Vzhledem k to-
mu, že většina studentů pedagogických fakult jsou dívky, bývá právě
nabídka naučit se podporovat kognitivní rozvoj svých (většinou ještě
nenarozených) dětí posluchači velice vítána. Všude tam, kde se vyso-
koškolská matematika úzce propojila na matematiku střední a základní
školy nebo dokonce na předškolní věk dítěte, vzrostl zájem posluchačů,
zejména těch, kteří mají jinak k matematice rezervovaný vztah. Propo-
jení, o kterém mluvíme, tkví spíše v oblasti obecných myšlenek a ko-
gnitivních funkcí než matematických poznatků. Obecné myšlenky jako
idea symetrie, idea komplementu, idea zobecňování, idea rozkladu pro-
blému, idea propojení geometrie a aritmetiky, idea postupu od konce
apod.

4 Otevírání pojmů

V tradiční vysokoškolské matematice jsou nové pojmy uváděny definicí.
Stejný přístup je dosti častý i na střední a někdy dokonce i na základní
škole. Jeho výhodou je rychlost uvedení nové osobnosti na scénu, jeho
nevýhodou je to, že žáci nevědí, proč tato osobnost přichází.
Konstruktivistický přístup zdůrazňuje nutnost propedeutické přípra-

vy. Ta začíná motivací. Žáci řeší netradiční úlohy a v průběhu tohoto pro-
cesu začínají tušit, že zde existuje nástroj, který by jejich práci usnadnil.
Pak se nový pojem objeví v různých speciálních případech a kontextech.
Tyto zárodky budoucího pojmu nazveme jeho separovanými modely. Po
jisté době začne žák vidět souvislosti těchto modelů a objeví, že se mohou
navzájem zastupovat. Ten ze separovaných modelů, který je z hlediska
zastupování jiných modelů nejpříhodnější, se stává univerzálním mode-
lem budoucího pojmu. Někdy bývá objeven při řešení obecnější úlohy.
V tomto stádiu již bývá rozumné nový pojem pojmenovat a pokusit se
jej přesně vymezit. Proces vymezování končí konstrukcí definice pojmu,
která se tak stává nositelem abstraktního tvaru pojmu. Vytvořením de-
finice pojmotvorný proces nekončí. Nový pojem se musí ještě provázat
na další oblasti existující kognitivní struktury.
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Čím abstraktnější je nový pojem, tím delší musí být jeho propedeu-
tická etapa, tím více jeho různorodých modelů je nutno uvést. A nejen
modelů, ale i ne-modelů, zdánlivých modelů a překvapivých modelů.
Tyto se budou objevovat nikoli najednou, ale postupně.
U vymezování některých pojmů bývá často konvence považována za

něco daného podstatou věci. Spory učitelů např. o to, zda mezi rov-
noběžky náleží i dvě totožné přímky, ukazují, jak málo pozornosti je
věnováno metodologii pojmotvorného procesu.
Pojmy, které se objevují v různých disciplinách a v různých kon-

textech, je třeba postupně v uvedené komplexnosti uvádět. Pomáhá to
překonávat izolovanost disciplín jako tradiční nedostatek prezentace ma-
tematiky na VŠ. Student má značné potíže, když potřebuje poznatek,
který nabyl řekněme v teoretické aritmetice, použít v geometrii. Naše
snaha je provázat geometrii v co nejvyšší míře na jiné oblasti matema-
tiky. Toto provázání musí být co nejpřirozenější, přes problémy, které
jednou nohou spočívají v geometrii a druhou v jiné oblasti matematiky.
Důležitá metodologická zásada konstruktivizmu praví „od procesu

ke konceptu
. Pojmy se poznávají tak, že s nimi zacházíme. Aplikováno
například na pojem „baze
 to znamená, že tento pojem má do vědomí
studenta vstoupit jako nástroj umožňující jistá řešení, nikoli jako koncept
daný definicí.

5 Hledání zákonitostí a argumentace

Podobně jako pojem, i tvrzení, které „padlo z nebe
, nemůže od žáka
očekávat vstřícné přijetí. Žák neměl potřebu něco se dovědět a právě
zvěstovaná pravda je z jeho strany přijímána pasivně. Konstruktivis-
tický přístup doporučuje, aby každá nově příchozí pravda byla předem
připravena jedním nebo častěji i několika problémy, jejichž řešení takové
poznání vyžaduje.
I zde lze úspěšně využít mechanizmu poznávacího procesu, který za-

číná motivací (například problémem, k řešení kterého budoucí poznání
výrazně přispěje), pokračuje odhalováním separovaných a univerzálního
modelu (je vyvoláno sérií úloh ukazujících speciální případy budoucího
poznatku) a vede k abstraktnímu poznání (formulování nového poznatku
v obecné rovině).
Poznávací proces se neobejde bez chyb, bez nepravdivých hypotéz,

bez bloudění a slepých uliček hledání. Každý, kdo má s tvůrčí prací
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osobní zkušenosti, ví, že bez nejistoty, zklamání a proher nelze zažít
nádherný pocit náhlého uzření pravdy, náhlého objevu. Učitel, který tuto
zkušenost nenabude, nemá předpoklady pro to, aby podporoval tvůrčí
počínání svých žáků, protože se mu taková činnost bude jevit jako těžko-
pádná, pomalá, mnohdy i nedůvěryhodná a chybná. Proto považujeme za
velice důležité, aby budoucí učitelé při své přípravě nabyli hodně zkuše-
ností s tvůrčí prací. Živnou půdou pro objevování bývá třídní diskuse, ve
které se zcela spontánně objeví různé a často protichůdné názory. Právě
takové názorové střety jsou, podle našich zkušeností, nejlepší motivací
pro opravdové bádání studentů.
Tradičně bývá důkaz chápán jako podstata porozumění matematice.

S tímto názorem souhlasíme, aspoň pokud se jedná o dítě starší 12 let.
Nicméně v důkaze vidíme něco jiného než garanci pravdy, která musí ná-
sledovat okamžitě po vyslovení tvrzení. Podle našeho soudu je důkaz fi-
nálním krokem procesu, který začíná objevením hypotézy a pochybností,
zda je pravdivá. Dubito ergo cogito, cogito ergo sum, praví Descartes.
Bez pochybností nemůže vzniknou skutečné argumentační myšlení.

Proto nemá smysl dokazovat to, co je žákům naprosto jasné. Je-li žák
žádán, aby dokázal to, co považuje za zcela jasné, řekne „nevím, co se
ode mne žádá
. Na druhé straně je důležité kultivovat žákovu schopnost
pochybovat. Je potřebné dát žákům dostatek zkušeností s tím, že věci,
které se jim jeví jako zcela samozřejmé, se nečekaně zamotají a že zdán-
livě průzračné tvrzení se pod ostřejším pohledem ukáže jako nepravdivé
a potřebuje korekce.

Literatura

[1] Glasersfeld, E.: Radical Constructivism. The Flamer Press, London,
Washingtion DC 1995.

[2] Hejný, M. – Kuřina, F.: Dítě, škola a matematika. Portál, Praha 2001.

[3] Jirotková, D.: Konstruktivistické přístupy k vyučování geometrii ve
studiu učitelství pro 1. stupeň ZŠ. In: 8. setkání učitelů matematiky
všech stupňů a typů škol, Plzeň 2002, s. 5–3.

[4] Stehlíková, N.: Geometrické transformace – konstruktivistický pří-
stup. In: 8. setkání učitelů matematiky všech stupňů a typů škol,
Plzeň 2002, s. 281–287.





8. setkání učitelů matematiky 121

Udělejte si svou vlastní Cabri

Karek Horák

Náš život ovládají stále sofistikovanější elektronické přístroje včetně
stolních počítačů a snaha, co nejjednodušším způsobem udělat co nej-
více, s minimem námahy dosáhnout maximum . . . Ideálem pak je, že
s naší technikou a programovým vybavením dokáže cvičená opice
mnohdy více než zkušený profesionál dříve (tak jako v Thajsku nahra-
zujou cvičené opice dealery drog . . . [6])
V tom je skryta jistá demokratizace, kterou lze zjednodušeně charak-

terizovat takto: (téměř) všichni budou umět stejně dobře (tj. tak dobře,
jak to umí příslušný program) počítat, rýsovat . . .
Tento přístup má kromě zmíněné demokratizace řadu jasných výhod:

• nemusíme se zdržovat vlastní technickou nemohoucností a soustře-
díme se konečně jen na to podstatné;

• nemusíme umět rýsovat, a přece budeme schopni vidět v geometrii,
co je třeba . . .

Ve svém příspěvku bych rád zmínil jinou, nejspíš ne tak snadnou
cestu k vizualizaci geometrie, jež na rozdíl od komerčních programů,
jejichž zřejmě nejúspěšnějším reprezentantem je program Cabri, nic ne-
stojí, je všeobecně dostupná a díky otevřenosti dává nekonečné možnosti
(jediným omezením jsou naše vlastní schopnosti) od prostého hraní s ge-
ometrickými objekty až po tvorbu obrázků v té nejvyšší (profesionální)
kvalitě.
Cíl vytčený v názvu příspěvku je samozřejmě poněkud nadnesený:

program, o kterém budu hovořit, může sice zcela jistě tvořit základ ně-
jakého uživatelsky orientovaného interaktivního programu typu Cabri,
ale ve skutečnosti jakmile mu člověk propadne, ztratí obvykle jednou
provždy chuť zabývat se takovými zbytečnostmi . . .
Program se jmenuje METAFONT, resp. METAPOST. Ve skutečnosti

to není jen program, ale zároveň i velmi přirozený programovací jazyk.
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Vytvořil ho v osmdesátých letech prof. Donald E. Knuth ze Stanfordu,
kromě jiného autor programu TEX a obsáhlé (zatím třídílné) monografie
Art of Computer programming, jako metajazyk pro typografické účely,
tj. pro vytváření procedur popisujících (geometrické) tvary jednotlivých
znaků.

METAPOST, vytvořený Knuthovým žákem Johnem Hobby ([2], 1992),
se od METAFONTu liší v podstatě jen výstupem, kterým nejsou bitové
mapy, ale PostScript, jiný velmi obecný programovací jazyk používaný
k popisu tiskového výstupu, dnes nejrozšířenější standard pro sdílení
a výměnu elektronických dokumentů (jeho odnoží je i známý formát
pdf).

METAPOST je deklarativní geometrický jazyk, který využívá názor-
nou (kartézskou) soustavu souřadnic, má v sobě implementovány line-
ární geometrické transformace, trigonometrické funkce a exponenciálu,
dovede (přesně) řešit soustavy lineárních rovnic, přirozeně umožňuje re-
kurzi, cykly, řešení nelineárních rovnic. Navíc má v sobě implementován
generátor pseudonáhodných čísel.
Jak takové programování v METAPOST může vypadat, ukážu na jed-

noduchém příkladu inspirovaném [1]:

beginfig(1);
z1=origin; %% pocatek kartezskeho systemu
z2=5u*(7,5); z3=5u*(4,6);
draw z1--z2--z3--cycle;
pair O;
O:=.5[z1,z2]+whatever*(z2-z1) rotated90
=.5[z1,z3]+whatever*(z3-z1) rotated90;

draw fullcircle scaled 2abs(O-z1) shifted O;
pair V;
V:=z1+whatever*dir(.5angle(z3-z1)+.5angle(z2-z1))
=z2+whatever*dir(.5angle(z3-z2)+.5angle(z1-z2));

%% pata na z1--z2:
z.V=whatever[z1,z2]=V+whatever*(z1-z2) rotated 90;
draw fullcircle scaled 2abs(V-z.V) shifted V;
pickup pencircle scaled u;
drawdot O;
drawdot V;
pair T; T=1/3(z1+z2+z3);
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drawdot T;
show abs(z1-z2)/u;
endfig;

Obr. 1

Pro zápis bodů v kartézské soustavě souřadnic se používá zk, při-
čemž funguje přiřazení zk = (xk, yk). Indexem, jak je dále vidět, může
být v podstatě libovolná kombinace číslic a znaků. Pokud se rozhod-
neme použít pro body jiné označení, sdělíme to METAPOSTu deklarací,
že jde o proměnnou typu pair (dvojice). Určitě uhodnete, že α[z1, z2] je
lineární kombinace bodů z1, z2 s koeficientem α, v našem případě tedy
střed zmíněné úsečky; zajímavé je použití slůvka whatever jako vnitřní
neznámé, kterou si METAPOST spočítá, nás však její hodnota nezajímá;
fullcircle je kružnice jednotkového průměru se středem v počátku,
scaled znamená, že ji zvětšujeme na potřebný průměr, shifted pak je
posunutí do potřebného bodu; příkazy draw, drawdot kreslíme. . . Nako-
nec jsme určili těžiště T jednoduchým výpočtem známým z vektorové
algebry. Pokud chceme znát délku strany trojúhelníku, použijeme příkaz
show. Ještě dodejme, že % slouží stejně jako v TEXu k odkomentování
textu na řádku (zbytek řádku METAPOST nečte).
Nyní bychom mohli parametrizovat některá vstupní data, vytvořit

např. posloupnost obrázků s malými změnami jednoho či více parametrů
atd. Nebo naopak můžeme zvolit nejdříve kružnici a na ní specifikovat
tři vrcholy trojúhelníku a se změnou jejich polohy pozorovat, co se děje
s jinými body: další obrázek tak ukazuje křivku, kterou opíše těžiště
trojúhelníku, když třetí vrchol probíhá zvolenou kružnici (nám je doufám
jasné, že výsledkem musí být kružnice stejnolehlá s danou kružnicí).
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beginfig(2);
path s,p;
s:=fullcircle scaled 50u;
z1=point0 of s;
z2=point6 of s; % kruznice je parametrizovana

% pro t z intervalu <0,8>
N:=20;
for k=0 upto N: z3[k]=point 8k/N of s;

z.T[k]=1/3(z1+z2+z3[k]); endfor
p:=for k=0 upto N: if k>0:--fi z.T[k] endfor;
draw s;
for k=1 upto N: draw .5[z1,z2]--z3[k]; endfor
for k=1,2: overdraw fullcircle

scaled u shifted z[k];
endfor
pickup pencircle scaled .5u;
draw p;
endfig;

Obr. 2

METAPOST sice není interaktivní prostředek, ale velmi snadno jej lze
užít k experimentování a hledání odpovědí na libovolné otázky elemen-
tární geometrie.
Rekurze, díky níž lze kreslit jednotlivé aproximace fraktálních mno-

žin, už často vyžaduje netriviální programátorskou dovednost, proto zde
uvedu jen výsledek (obr. 3).
Dostupnost zdrojových kódů všech zmiňovaných programů je samo-

zřejmost. Uživatelům METAPOST se nemůže stát, že by s příchodem
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Obr. 3

nějaké nové verze museli své staré výtvory předělávat, anebo rovnou za-
hodit . . .Velkou výhodou je snadná přenositelnost a nezávislost na ope-
račním systému. A nikoli poslední výhodou jsou programovací možnosti
a mocný makrojazyk.
Ostatně o tom, jaká kouzla se dají s METAFONTem, resp. s META-

POSTem provádět, se můžete dočíst v [5] (autory jsou profesor fyziky
královéhradeckého gymnázia a jeden z jeho studentů) a přesvědčit na
vlastní oči nejen v učebnicích geometrie, ale i v řadě učebnic fyziky
(Elektřina a magnetismus, Atomová fyzika, . . . ) nakladatelství Prome-
theus.
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Používání Excelu v planimetrii na ZŠ

Alena Hošpesová

Motto

Jako motto byly použity úryvky ze slohové práce na téma Já a po-
čítač, kterou psali žáci 5. ročníku po skončení projektu, ve kterém byl
v matematickém vyučování použit počítač (Tržilová, Hošpesová, 2000)

Používání počítačů je častým tématem výzkumné práce v didaktice
matematiky v posledních dvou desetiletích. Tendence, zdá se, směřuje
k tomu, aby byl počítač využíván v aktivitách, ve kterých si žáci aktivně
vytvářejí znalosti a řeší problémy jako jednotlivci i jako členové týmu.
Takové činnosti mohou zásadně měnit pojetí matematického vyučování
i postavení žáků a učitele při učení. Jestliže ovládání počítače není cílem
vyučování, ale prostředkem, který žák může využít pro řešení úloh, je
třeba zcela změnit organizaci vyučovací jednotky. Je zřejmé, že nebude

Výzkum byl řešen s podporou výzkumného záměru MŠMT č. 124100006.
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možné vyřešit množství úloh, což je v současné české škole chápáno jako
znak efektivnosti vyučování. Naopak bude třeba věnovat dostatek času
řešení jednoho problému různými prostředky a diskusi výsledků. Počítač
pak může hrát roli prostředku, který vytváří jednu z mnoha různých
reprezentací probíraného pojmu, pomocníka při vytváření a prověřování
hypotéz apod.
V matematickém vyučování na 1. stupni ZŠ i v mimoškolních ak-

tivitách se nejčastěji využívá různých programů, které se zaměřují na
procvičování spojů aritmetických operací. Dítě je zde k procvičování
pamětného počítání, resp. k práci s počítačem, motivováno především
atraktivní animací a bezprostřední zpětnou vazbou na svůj výkon. Po-
užívání jiných programů je ojedinělé. Výuka podporovaná počítačem se
neobjevuje často ani na 2. stupni ZŠ.
Určité možnosti využití počítače v matematickém vyučování na ZŠ

nabízejí tabulkové procesory. Je publikována řada zkušeností s používá-
ním speciálního školního hardwaru i softwaru ve vyučování (např. [3]).
Naše zkušenosti ukazují, že děti mohou využívat i software, který není ur-
čen právě pro ně. Na katedře matematiky Pedagogické fakulty Jihočeské
univerzity se zabýváme v současnosti možnostmi výuky podporované po-
čítačem. Úspěšně jsme vyzkoušely v několika sondách použití Excelu ve
výuce dětí základní školy [6, 5] i v přípravě učitelů [7].
Počítačový program Excel se v experimentálním vyučování, které

jsme organizovaly, osvědčil až překvapivě dobře. Úvodní poučení o práci
s počítačem obsahovalo vždy jen návod, jak se orientovat v tabulce; jak
zapisovat text, čísla a vzorce do jednotlivých buněk; jak používat pro-
měnnou ve vzorci (odvoláním se na obsah jiné buňky) a jak „roztahovat

vzorce do dalších buněk. U řešení úloh pak již vyučující nepředávali dě-
tem hotové postupy práce, ale nechali na nich, zda použijí počítače či ne.
Roli samozřejmě hrálo, zda žáci měli nějaké předchozí zkušenosti s počí-
tačem. Celé experimentální vyučování bylo vedeno několika základními
myšlenkami:

• Žák je uživatelem počítače, který neví téměř nic o technických pro-
blémech spojených s jeho fungováním. Domnívám se, že v podob-
ném postavení je většina uživatelů počítače v praxi. Jsou do jisté
míry „rukojmími
 počítače, ale vždy je zajištěna rychlá pomoc
v případě problémů. Podobně tomu tak může být i ve vyučování.

• Použití počítače není cílem vyučování. Počítač je specifickým pro-
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středkem, který pomáhá vyřešit úlohu. Umožňuje použití někte-
rých řešitelských strategií, které jiné prostředky neumožňují.

• Úlohy jsou formulovány tak, aby použití tak „schopného
 pro-
středku, jakým Excel bezpochyby je, bylo přirozené a praktické.

Ukažme si na příkladu dvou úloh z planimetrie pro ZŠ, co máme na
mysli.

Úloha 1 – Obvod a obsah čtverce
Sestav tabulku obvodů a obsahů čtverců, jejichž strana a měří 1, 2, 3, . . . ,
20 cm. Pozoruj, kolikrát je větší obsah než obvod. Sestroj grafy.
Řešení úlohy by mělo žákovi ukázat, jak se mění obvod a obsah

čtverce ve vztahu k velikosti jeho strany. Starší žáci by měli dojít k zá-
věru, že v jednom případě se jedná o lineární a ve druhém o kvadratickou
závislost.

Strana Obvod Obsah Kolikrát je větší
čtverce čtverce obsah než obvod než

[cm] [cm] [cm2] obvod obsah
1 4 1 4
2 8 4 2
3 12 9 1,33
4 16 16 1 1
5 20 25 1,25
6 24 36 1,50
7 28 49 1,75

. . .

Úloha 2 – Rostoucí pravoúhelníky (modifikace úlohy [4])
Pojďme na návštěvu do matematického pralesa. V dobrém klimatu tady
rostou všechny geometrické útvary. Pravoúhelníky rostou podle zvláštních
pravidel. U druhu A je jedna strana pravoúhelníku stále 8 cm, druhá je
první den dlouhá 1 cm a každý další den o 1 cm vyroste. Pravoúhelník B
má první den obě strany dlouhé 1 cm a obě v každém dalším dni vyrostou
o 1 cm. Pravoúhelník C má také první den obě strany dlouhé 1 cm, pak
ale jedna strana stále zůstává 1 cm a druhá se každým dnem zdvojná-
sobuje. Na obrázku 1 je nakresleno, jak pravoúhelníky rostou v prvních
třech dnech.



130 Alena Hošpesová

Který z pravoúhelníků nejrychleji dosáhne obsah 1 000 cm2? Kolikátý
den to bude? Kolikátý den dosáhnou obsahu 1 000 cm2 ostatní pravoúhel-
níky?

1. den 2. den 3. den
A. B

a a
a

B. b b b
a a

a

C. b b b
a a a

Obr. 1
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Obr. 2

Domnívám se, že řešení první otázky je zřejmé z grafu růstu pravo-
úhelníků v prvních deseti dnech (obr. 2). Při řešení druhé otázky může
pomoci Excel jak pro vytváření hypotéz, tak pro totální řešení úlohy.
Postupy, jak žáci vytvářejí tabulky, se pak značně liší:

• V každé třídě se najdou žáci, kteří pracují stejně, jako kdyby úlohu
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řešili na papíře. Vkládají vzorec pro každý výpočet zvlášť. Pokud
nejsou úspěšní, zkouší další čísla a opět vkládají vzorec.

• Většina žáků vytvoří vzorec, natáhne jej do dalších buněk a po-
kusným vkládáním různých čísel do tabulky se blíží k výsledku.
V případě této úlohy žáci vytvářejí zvláštní tabulky pro pravo-
úhelníky druhu A, B i C.

• Objevují se i žáci – většinou takoví, kteří mají předchozí zkuše-
nosti s počítačem – kteří plně využívají možností Excelu. Vytvoří
dlouhé řady čísel podle požadovaných podmínek, vloží vzorce, na-
táhnou je do dalších buněk a pak ve vytvořené tabulce hledají čísla,
která odpovídají požadavkům. U této úlohy obvykle žáci vytvářejí
jednu tabulku a používají např. řadu po sobě následujících čísel
pro výpočet obsahu u pravoúhelníka A i B.

Je zřejmé, že zatím bude použití Excelu ve vyučování spíše „sváteční

událostí. Jaký vliv na vytváření poznatkových struktur dětí bude použití
počítače mít, můžeme jen odhadovat. Těžko se ale může současná škola –
tím spíše škola budoucí – tvářit, že počítače neexistují.
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Konstruktivistické přístupy k vyučování

geometrii ve studiu učitelství pro

1. stupeň ZŠ

Darina Jirotková

1 Úvod

Od roku 1990, kdy se otevřely nové možnosti zasáhnout do učebních
plánů i do kurikula předmětů vyučovaných na Pedagogické fakultě v Pra-
ze, prodělal kurz geometrie ve studiu učitelství pro první stupeň ZŠ pod-
statnou změnu co se obsahu i pojetí týče. Impulsem pro tuto změnu byla
nespokojenost se stavem výuky geometrie v přípravě budoucích učitelů
a naše víra, že to, co určuje kvalitu pedagogické práce, zdaleka není
objem poznatků, které studenti prokáží u zkoušky, ale především jejich

a) vztah k matematice a dětem,

b) intelektuální sebevědomí založené na kvalitním spekulativním myš-
lení,

c) porozumění mechanizmu, které řídí matematické chování a mate-
matický rozvoj žáka.

Po několika letech experimentálního vyučování a zamýšlení se nad
situací jsme pod vedením prof. M. Hejného dospěli k názoru, že se mu-
síme vzdát tradičních cílů kurzu geometrie – ukázat studentům krásnou
a věcně přesnou axiomatickou strukturu syntetické geometrie a předklá-
dat jim hotové systematicky uspořádané poznatky. Studenti převážně
nebyli schopni strukturu pochopit, a tudíž její poznání bylo značně for-
mální a také značně vzdálené tomu, co sami za pár let mají učit. Tra-
diční cíle výuky geometrie jsme nahradili cíli novými – otevřít studentům

Příspěvek byl podpořen výzkumným záměrem J13/98:114100004 „Kultivace ma-
tematického myšlení a vzdělanosti v evropské kultuře�.
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cestu k poznání systému schopností a dovedností, které člověk (jak on,
tak i jeho budoucí žák) užívá k „dělání
 a studování geometrie. Důraz
jsme položili především na kvalitu kognitivních schopností a dovedností
a zaměřili se na rozvoj schopnosti experimentovat, objevovat, argumen-
tovat, tvořit a precizovat představy o geometrických pojmech na základě
diskuse s kolegy i na základě vlastního uvažování, poznávat jejich smys-
luplnost a jejich místo v geometrickém světě, zkoumat své vlastní myš-
lenkové postupy a odhalovat chyby ve vlastních úvahách, účelně se při
jejich odhalení chovat (viz [5]). Při tom bylo nutno brát v úvahu značně
různou úroveň studentů.
Obsah zmíněného kurzu geometrie byl podřízen tomu, co studenti

sami budou ve své učitelské praxi učit. Podkladem kurzu se stalo skrip-
tum [1], které je koncipováno tak, aby byly v plné míře uplatněny zásady
konstruktivistického přístupu k vyučování. Při samotné výuce se mimo
jiné snažíme o to, aby studenti co nejčastěji prožili takové hodiny, které
by mohli po přiměřené metodické modifikaci ve své praxi napodobovat.
V tomto článku ukážeme, jak pracujeme s tématem „Míra úsečky
.

Důraz je kladen na autonomní práci studenta. Žádný poznatek se studen-
tům nesděluje, k poznání jsou vedeni pouze otázkami a prostřednictvím
řešení úloh či problémových situací a za vydatného experimentování pro-
vázeného mnohými diskusemi.
Uvedená řešení následujících úloh a naznačené diskuse jsou auten-

tické, avšak jsou „posbírány
 v průběhu několika různých kurzů.

2 Míra úsečky

Nahlédněme nejdříve do různých učebnic matematiky pro 1. stupeň ZŠ
a podívejme se na úlohy týkající se měření úseček. Vesměs najdeme úlohy
tohoto typu: „Porovnejte dané dvě úsečky
, „Změřte hranu stolu, . . . ,
danou úsečku v centimetrech
, „Sestrojte úsečku dané délky
. Porovnání
se provádí zpočátku pomocí proužku papíru, později pomocí kružítka,
k měření se použije milimetrové měřítko a k uspokojivému sestrojení
úsečky dané délky je nutné mít ostře ořezanou tužku a rovné pravítko.
Většinou se porovnávají úsečky, které lze porovnat „od oka
, délky úse-
ček se vyjadřují v celých centimetrech. Předmětem diskusí může být po-
třeba zavést společnou jednotku délky a problémy, které se občas vysky-
tují, spočívají v nesprávném přiložení měřítka ke krajnímu bodu úsečky.
Toto téma je vcelku málo záživné, nedává mnoho příležitostí k experi-
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mentování a k argumentování, neumožňuje otevírat mnoho diskusí a není
nutné jej provazovat na další geometrické poznatky. Smysluplnost pro-
cesu porovnávání úseček z ničeho nevyplyne a žáci si do života odnášejí
přesvědčení, že na nějakém milimetru nezáleží, a že a o správnosti měření
stejně nakonec rozhodne autorita učitele.
Naše úlohy zformulujeme tak, aby byl zdůrazněn a prosazen kon-

struktivistický přístup.

2.1 Úlohy

Úloha 1 Na obrázku 1 je vyznačeno
šest úseček a, b, c, d, e, f . Překreslete je
na čtverečkovaný papír, jehož čtverečky
mají strany dlouhé přesně 10 mm. Kaž-
dou úsečku změřte s přesností na jeden
milimetr.

Obr. 1

Komentář Úlohu jsou schopni řešit žáci již 3. ročníku základní školy
a zdánlivě se neliší od standardních úloh z učebnic. Je pouze zadána v ne-
standardním geometrickém prostředí, na čtverečkovaném papíru. Jestliže
je úloha zadána na „čistém
 papíru, změřením úseček, resp. jejich zapsá-
ním do pořadí podle délky, její řešení končí. Nestandardnost prostředí
umožňuje otevřít diskuse a nové problémy a učiteli dává do rukou nástroj
(Pythagorovu větu) na kontrolu přesnosti měření, který není závislý na
tom, jak přesně přiloží měřítko a jak z něj odečte délku úsečky, není tedy
závislý na smyslových vjemech.

Řešení Studenti měřili úsečky s přesností na 1 mm a zjistili, že a =
= 30 mm, b = 22 mm, c = 71 mm, d = 32 mm, e = 81 mm a f =
= 36 mm.
Učitel ví, že délka a je určena přesně, avšak délky dalších úseček jen
přibližně. Ve skutečnosti je délka b =

√
500

.
= 22, 361, tedy o něco více

než 22. Někteří studenti však naměřili b = 23. Rozpor v měření vedl
k diskusi, která byla ukončena dohodou.

1Všechny délky zde i dále jsou určeny v milimetrech a jednotku mm nepíšeme.
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Dohoda Ti, kdo si myslí, že úsečka je změřena přesně, připíší k číslu „!
.
Zapíší například a = 30!. Chceme-li vyjádřit, že délka b je „o něco větší

než 22, ale je blíže k 22 než k 23, zapíšeme b = 22+. Zápis b = 23−

znamená, že délka b je „o něco menší
 než 23 a je blíže k 23 než k 22.
Jestliže se neumíme rozhodnout o znaménku, nenapíšeme žádné.

Úloha 1.1 Ke každé délce úsečky připište znaménko +,− nebo ! podle
dohody tak, abyste upřesnili své měření.

Řešení Nyní lze zapsat výsledky měření přesněji: a = 30!, b = 22+ (nebo
23−), c = 71− (nebo 70+), d = 32− (nebo 31+), e = 81− (nebo 80+)
a f = 36. Mezi studenty vznikly spory o tom, které měření je přesnější,
zda b = 22+ nebo b = 23−, zda c = 71− nebo c = 70+, zda d = 32− nebo
d = 31+, zda e = 81− nebo e = 80+. Tyto spory jsme využili k formulaci
prvního problému.

Problém 1 Lze vůbec zjistit, které z měření b = 22+ nebo b = 23− je přes-
nější, když máme k dispozici pouze milimetrové měřítko? Jak můžeme
rozhodnout, zda b je blíže k 22 nebo k 23?

Úloha 2 Co nejpřesněji změřte úsečky na obrázku 2.

Komentář Účelem zadání
této úlohy bylo poskytnout
studentům bohatý a vhodný
materiál k úvahám. O smyslu
opětovného zadání úsečky f
hovoří průběh dalších disku-
sí.

Obr. 2

Řešení Studenti naměřili tyto hodnoty: f = 36! (36+, 36−), g = 71−

(70+), h = 81− (80+), i = 90+ (91−), j = 41+ (42−), k = 42+ (43−),
l = 50! (50+, 50−), m = 51! (51−, 51+), n = 98+ (99−).
Učitel ví, že f =

√
1 300

.
= 36, 06, g =

√
5 000

.
= 70, 71, h =

√
6 500

.
=

.
= 80, 62, i =

√
8 200

.
= 90, 55, j =

√
1 700

.
= 41, 23, k =

√
1 800

.
= 42, 43,

l =
√
2 500 = 50, m =

√
2 600

.
= 50, 99, n =

√
9 700

.
= 98, 49.
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Hned při prvním měření došlo k delikátní debatě. Většina studentů
naměřila f = 36!, ale několik jich tvrdilo, že správné měření dá výsledek
f = 36+, další dva prosazovali, že f = 36−. V diskusi zazněl názor, že f
nemůže být přesně 36, který byl podpořen argumentem: protože úsečka
je šikmá. Formulujme tento názor jako hypotézu.

„Žádná šikmá úsečka nemůže mít při měření na milimetry délku vy-
jádřenou přesně celým číslem. Vždy je to o kousek míň nebo o kousek
víc. Pouze svislé nebo vodorovné úsečky mohou měřit přesně celé číslo.�

Toto tvrzení bylo vysloveno velmi kategoricky. Několik studentů se
nechalo strhnout a přiklonilo se k němu. Hypotéza byla použita i ve dvou
dalších případech a bylo potvrzeno, že a = 30!, a vyloučeno, že l = 50!

a m = 51!.

Komentář Vyslovená hypotéza, i když nebyla správná, měla z hlediska
dalšího poznání velký význam. Zpochybnila hodnověrnost našich smys-
lových vjemů, ukázala na omezenost smyslového poznání a vyzvala nás
k hledání logických argumentů, jimiž lze smyslové poznání překonat. Tím
nadřadila myšlení nad vnímáním smyslovým.

2.2 Několik objevů

Bohaté diskuse studentů vedly k několika významným „objevům
. Uve-
deme je již bez podrobného popisování diskusí a dílčích úloh, které bylo
nutno projít na cestě k objevům.

Objev 1 – myšlenka prodlužování úsečky Trojnásobné prodloužení
úsečky b vede k poznání: 3b = 67 (přesně, nebo skoro přesně), tedy b =

= 22
1
3
(přesně, nebo skoro přesně), to znamená, že b musí být 22+.

Metoda prodlužování úsečky úspěšně vyřešila problém 1, tedy spor
o délku úsečky b, ale i některé další případy: 2d = 63+ ⇒ d = 32−,
obdobně 3j = 124− ⇒ j = 41+, 2c = 141+(142−) ⇒ c = 71−. Ostatní
nejasnosti v přesnosti měření této metodě odolaly.

Komentář Jestliže je obdobný objev učiněn ve třetím nebo čtvrtém roč-
níku, je nutné zlomky či desetinná čísla obcházet úvahou.

Studenti si všimli, že délky dvou dvojic úseček jsou stejné. Sami již
pak formulovali druhý problém.
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Problém 2 Jsou úsečky c a g, e a h, jejichž naměřená délka je stejná,
shodné?

Objev 2 – myšlenka kosočtverce Po delším experimentování se na
tabuli postupně objevily obrázky 3 a 4. Z obrázku 3 je zřetelné, že na-
kreslený čtyřúhelník je kosočtverec se stranami g a c, a tudíž máme od-
pověď na otázku formulovanou v problému 2. Odhalená myšlenka byla
rozvinuta dále a přinesla další objev.

Obr. 3 Obr. 4

Objev 3 – myšlenka rovnoramenného trojúhelníku Na obrázku 4
je nakreslen rovnoramenný trojúhelník, jehož jedno rameno je úsečka l
a druhé rameno měří přesně 50. Tím je vyřešen spor o délku úsečky l,
ale na druhé straně se zhroutila vyslovená hypotéza.
Důležitá myšlenka – nahlížet na danou úsečku v kontextu nějakého

jiného útvaru – byla totiž již na světě, a tak k poslednímu objevu, který
umožnil dořešit spory o délky nakreslených úseček, byl již malý krok.
Vedl však přes několik vedlejších objevů, kterými se zde zabývat nebu-
deme. Jedná se o konstrukce čtverce nad danou úsečkou a výpočet jeho
obsahu.

Objev 4 – myšlenka čtverce Čtverec dostal novou funkci a jeho ob-
sah posloužil k určení délky jeho strany. Z obrázku 5 je patrné, že obsah
čtverce je 1 300 mm2, a tedy jeho strana nemůže měřit přesně 36. Spory
o délku úsečky f byly vyřešeny, f = 36+. Studenti zjistili, že myšlenka
čtverce je univerzálně použitelná, a pomocí ní již dořešili všechny nejas-
nosti. Navíc byl objeven jednoduchý nástroj na libovolně přesný výpočet
délky úsečky jakožto strany čtverce.



8. setkání učitelů matematiky 139

Obr. 5

3 Závěr

Uvedené objevy a ztroskotání hypotézy otevřely zvídavým studentům
nové problémy a přivedly je k odhalení hlubokých geometrických myšle-
nek, dalších souvislostí i mnohých vazeb mezi geometrií a aritmetikou.
O tom bude pojednáno při ústní prezentaci příspěvku.
Jsme si vědomi toho, a mnohé reakce studentů to potvrzují, že z takto

vedeného kurzu si ne vždy studenti odnášejí pocit, co všechno se museli
naučit, vždyť se nemuseli naučit žádné vzorce, žádné definice, věty ani
důkazy. Mnozí studenti si však odnášejí radostný pocit, že jsou schopni
něco samostatně objevit a že již nejsou závislí na tom, zda si vzorec
zapamatují nebo ne. Jejich intelektuální sebevědomí vzrostlo a jejich
postoj ke geometrii se zlepšil. Věříme, že tito studenti jsou připraveni
dále na sobě pracovat a v duchu konstruktivismu vést i své budoucí
žáky.
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Využití programu Cabri geometrie

v ZŠ a SŠ stereometrii

Karel Kabelka

Interaktivní geometrický náčrtník Cabri geometrie II, vyvinutý ve
Francii, pracuje na principu euklidovské rovinné geometrie a je určen pro
výuku na střední i vysoké škole a jako nástroj pro výzkum v odborné
matematice.
Základními objekty jsou: bod, úsečka, přímka, polopřímka, vektor,

kružnice, kuželosečka, oblouk kružnice, trojúhelník a mnohoúhelníky.
Objekty lze sestrojovat ve vzájemných vztazích a s body lze též provádět
základní geometrická zobrazení. Lze pracovat i s mírou. Z didaktického
hlediska je pak nutno ocenit možnost nastavit tloušťku, barvu a typ čáry,
typ značky (bodu nebo úhlu), popis objektů apod.
Hlavní výhodou interaktivního geometrického náčrtníku před tuž-

kou a papírem nebo křídou a tabulí je možnost pohybu a změny vybra-
ných objektů, na které reagují i ostatní objekty ve shodě s definovanými
vztahy.
Program Cabri geometrie II pracuje pouze s rovinnými útvary a jeho

hlavní využití tudíž spočívá v planimetrii. Je však užitečný i v jiných
oblastech matematiky (např. grafy funkcí). Já se zmíním o využití tohoto
planimetrického programu ve výuce středoškolské stereometrie, což bylo
téma mé diplomové práce [1].
Vytvářel jsem v programu interaktivní obrázky těles a prostorových

situací, které by měly usnadnit výuku stereometrie na gymnáziích a pře-
devším rozvíjet prostorovou představivost studentů.
Záměrem mé práce bylo vést studenty od experimentálních k myš-

lenkovým manipulacím s prostorovou situací. Využití Cabri geometrie
vidím právě v jejím začlenění do tohoto procesu jako přechod od kos-
tek k deskriptivní geometrii. Pohyblivá počítačová zobrazení těles v sobě
spojují manipulovatelnost kostek s abstrakcí deskriptivního zobrazování
těles.
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Obr. 1 Obr. 2

Obr. 3

Interaktivní obrázky těles jsou doplňkem k výkladu vlastností těchto
těles. Tělesa jsou schopna rotace kolem svislé osy, změny rozměrů a pří-
padně i tvaru podstavy. Výhody interaktivních obrázků před klasickými
jsou zřejmé především při probírání vlastností úhlopříček v mnohostě-
nech, určování poměrů délek nebo určování úhlů apod. Obrázky mohou
studentům pomoci i při obtížích se samotným zobrazováním těles. Ně-
kterým studentům by pro první seznámení s tělesy (respektive opakování
učiva základní školy) mohly lépe vyhovovat obrázky těles v plné viditel-
nosti. Jako příklad uvádím obrázky kvádru a jehlanu v odlišných vidi-
telnostech (obr. 1 a 2). Obrázky vznikajícího válce (obr. 3) a kužele
jsou určeny pro frontální ilustrace příslušných definic válce a kužele.
Na počátek probírání učiva stereometrie navrhuji zařadit demon-

straci interaktivních obrázků ilustrujících vlastnosti rovnoběžného ko-
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Obr. 4 Obr. 5

soúhlého promítání (obr. 4). Studenti si mohou experimentálně ově-
řit, zda promítání zachovává rovnoběžnost, kolmost a délku. Dále mohou
porovnat kosoúhlá promítání lišící se úhlem os x,y a poměrem zkrácení,
které lze v obrázku měnit. Ilustraci středového promítání (obr. 5)
jsem zařadil pro jeho největší podobnost našemu vidění světa. Studenty
používající neustále jen rovnoběžné promítání jistě zaujme a navíc je za-
jímavým spojníkem mezi matematikou a výtvarným uměním. Učitel by
měl tyto skutečnosti zdůraznit spolu s interpretací jednotlivých nastavi-
telných parametrů promítání. Interaktivní obrázek kolmého promítání
poukazuje na jeho přesnost i nenázornost.

Obr. 6 Obr. 7

Úlohy na rozkládání hranic mnohostěnů do sítí (obr. 6 a 7)
jsou vhodným prostředkem k rozvíjení prostorové představivosti. Stu-
denti mají po otevření obrázku před sebou těleso s barevným vyznačením
tzv. nastřižení. Úkolem studentů je najít síť tělesa při daném nastřižení.
Nejprve mohou prostě sledovat rozevírání tělesa v Cabri geometrii. Jed-
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notlivé stěny se otevírají pomocí ovladače, nebo přímo úchopem za bod
stěny. Pak začnou jednotlivými stěnami manipulovat nejprve v předsta-
vách a až poté je otevřou v obrázku. Nakonec by měli studenti pracovat
zcela samostatně a v Cabri geometrii si jen ověřovat správnost svého
řešení.

a) b)

Obr. 8

Program Cabri geometrie II lze skvěle využít i při řešení úloh na
vzájemné polohy (obr. 8 a, b). Studenti si sami dle zadání úlohy doplní
přímky do interaktivního obrázku krychle. Otáčením krychle si snadno
vytvoří hypotézu o vzájemné poloze daných přímek, kterou pak podloží
důkazem. Později by studenti měli postupně přecházet k čistě myšlenko-
vým manipulacím s prostorovou situací.
Do obrázků těles lze též doplňovat řezy (obr. 9 a, b). Výhodou je

opět možnost natočit si těleso do nejnázornější polohy. Tímto způsobem
mohou studenti samostatně řešit úlohy nebo jej může učitel použít pro
frontální demonstraci obtížných kroků řezu.
Program Cabri geometrie II nezná třírozměrný prostor. Pro tvorbu

stereometrických obrázků je nutné použít konstrukce deskriptivní geo-
metrie. Pro vytvoření pohybujících se konstrukcí je třeba k zákonitostem
deskriptivní geometrie přidat požadavek správné vzájemné závislosti ob-
jektů. V podstatě celá pohybující se část konstrukce musí být závislá na
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a)
b)

Obr. 9

výchozím bodě, kterým se pohyb ovládá. Vytváření složitějších stereo-
metrických konstrukcí usnadňují uložitelné makrokonstrukce.
Pro zachování správné viditelnosti např. hran těles při rotaci je třeba,

aby se daná úsečka v určitém okamžiku změnila z plné na čárkovanou
a naopak. Změna typu čáry v závislosti na pohybu však není v Cabri II
možná. Celá konstrukce je proto tvořena plnou čarou. Iluze změny plné
čáry v čárkovanou je navozena vznikem nové úsečky, která je čárkovaná
a později vytvořená, a proto plnou úsečku překryje. Tím je problém
převeden na náhlý vznik úsečky v souvislosti s pohybem. K tomuto účelu
jsem využíval průsečíky vznikající při pohybu.
Konstrukce deskriptivní geometrie jsou často bohaté na pomocné

konstrukce. Vytvoření viditelnosti a dojmu kontinuality jejich rozsah
ještě násobí. Proto je vhodné využít možnost programu skrýt pomocné
konstrukce tak, aby se nezobrazovaly na pracovní ploše, ale přitom byly
zachovány jimi dané geometrické vztahy.
Předvedené obrázky jsou pouhou ukázkou toho, co Cabri geometrie

II ve stereometrii dovede. Zaměřil jsem se pouze na konstrukce vhodné
k rozvíjení prostorové představivosti studentů. Předpokládám, že v Cabri
geometrii jsou možné i další konstrukce, např. zobrazení dalších těles
(pravidelné mnohostěny, koule), zobrazení těles v rotacích kolem jiných
os nebo sítě dalších typů těles (i rotačních). Své místo by našla Cabri
geometrie nejspíše i v metrické stereometrii.
Cabri geometrii jsem používal v loňském roce při výuce matematiky

v 2. ročníku našeho šestiletého gymnázia (tj. 9. ročník ZŠ) a s výsledky
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jsem zcela spokojen. Bohužel kvůli nedostatečným technickým podmín-
kám jsem nemohl použít program ve více třídách a podložit pak jeho
kvality vhodným statistickým srovnáním.

Literatura

[1] Kabelka, K. – Leischner, P.: Využití Cabri geometrie ve středoškolské
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Trojúhelníková síť na prvním stupni ZŠ

jako diagnostický i rozvíjející nástroj

Michaela Kaslová

Za konzultace k problematice komunikace patří poděkování profeso-
rům: C. Marchini (Itálie), F. Jaquet (Švýcarsko), B. Sarrazy (Francie),
J. Carravolas (Canada), S. Domoradski (Polsko), S. Machová, A. Jedlič-
ková, J. Hendrich (ČR).

Úvod

Záznam diskuse žáků z října 1999.
> Je to stejné. To už jsme dělali. Jako čtvercová síť. > Není to stejné.
> Ale jo, taky se vybarvuje. > Ale ne na 4 strany. > No na 3, ale jinak
to je to samý. > A kde tam máš souřadnice? > Ty mít nemusím . . .
. . . Učitel: > VYSVĚTLETE, jak jste postupovali . . .

1 Trojúhelníková síť

Trojúhelníková síť není v geometrii prvního stupně cílem. Doplňuje práce
ve čtvercové síti. Chápeme ji jako nástroj pro rozvoj různých schopností,
jako facilitační nástroj pro pochopení některých jevů, vztahů, řidčeji jako
nástroj diagnostický či terapeutický.
Uvažujeme trojúhelníkovou síť vzniklou konstrukcí rovnoběžek v dané

vzdálenosti a to ve třech zadaných směrech. Podle potřeby pak roz-
lišujeme trojúhelníkové sítě různého druhu, například trojúhelníkovou
síť „rovnostrannou
 (tvořenou shodnými rovnostrannými trojúhelníky)
nebo „pravoúhlou
 (tvořenou pravoúhlými shodnými trojúhelníky) ap.
Jednou z funkcí trojúhelníkové sítě je rozvoj komunikace týkající

se řešení úloh v síti. Dokud je trojúhelníková síť pro dítě neobvyklá,
plní mimo jiné i funkci diagnostickou (úlohy viz přednáška). Aktivity
ilustrují, i do jaké míry hraje roli řeč při zpracovávání a výměně žáko-
vých zkušeností. V analýze žákovské komunikace je třeba vzít v úvahu
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i specifika českého jazyka, který byl sice pro sledované řešitele jazykem
mateřským, ale pro řešitele v jiných zemích byl mateřským jazykem ja-
zyk neslovanský.

2 Specifika žákovské komunikace v českém jazyce

2.1 Charakteristika kvality formální stránky komunikace

v matematice ve 3. a 4. r. ZŠ

Analýza více než 200 sledovaných hodin od roku 1995 do 2002 ve 3. a 4.
ročnících na prvním stupni potvrdila, že kvalita komunikace závisí velmi
na způsobu práce učitele a na jeho jazykové úrovni. Některé třídy na
začátku školního roku vykazovaly vážnější obtíže v komunikaci. Analy-
zovala se převážně mluvená komunikace.
O možných příčinách se nezmiňuji vzhledem k rozsahu článku. Na-

příklad:

a) porozumění otázce a schopnosti na ni adekvátně reagovat
Kde . . . ? . . .→ místo (na úsečce, na místě stovek, má souřadnice
[3, 4], vpravo od, nad . . . )
Kdy . . . ?→ časový údaj (v osm hodin, po 5 minutách, za týden,
každý rok, . . . )
Jaký . . .→ přídavné jméno (sudý, dvojciferný, rovnostranný, shod-
ný, větší než 10, jiný než . . . , . . . )
Který . . . ? . . .→ jméno, číslovka, (v cm, metr, 25, . . . ) Co . . . ? Od-
kud . . . ? atp.

b) ve formulaci odpovědi se vyskytovala tendence odpovědět jedno-
slovně, číslo někdy nevhodně izolovat od jednotky, použít pojem
relativní ve smyslu absolutním

c) v popisu postupu řešení zjevně žákům chybí slovesa, která neřadí
do slovní zásoby potřebné pro komunikaci v matematice, potíže
s přesnějším vyjádřením souslednosti času

d) v argumentaci nedokáží použít souvětí, vynechávají podmínky, či
mají problém je formulovat, podobně jako při uvádění protipří-
kladů

Tyto obtíže v některých třídách přetrvávaly, v jiných se postupně
oslabily. Tam také vznikla poměrně silná skupina žáků, kteří mohli již
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sloužit jako komunikační vzor a stát se tak oporou pro celkové zlepšení
komunikace ve třídě. V jiných, i když ne vždy nadprůměrných, třídách
došlo dokonce celkově k markantnímu zlepšení u všech žáků.
Progres nastal u učitelů s dobrou jazykovou úrovní, s citlivou a pes-

trou volbou slov. Důslednost, dostatek času pro žáka na formulaci či
její korekci, dobře odstupňovaná pomoc, různé strategie rozvoje komu-
nikace a v neposlední řadě i používání více učebních materiálů učitelem
se ukázaly jako efektivní.
Slabších výsledků ve většině parametrů dosahují učitelé, kteří příliš

dlouho pracovali s menšími věkovými kategoriemi (1. a 2. třída nebo
mateřská škola). Pokud sledujeme učitele prvního stupně, kteří přešli
z druhého stupně na první, nelze situaci zobecňovat. Celkově lze kon-
statovat, že progres v komunikaci není ve třídě, kde učitel vedle slabší
jazykové úrovně vykazuje menší oborovou jistotu (včetně didaktik oborů
prvního stupně).
Byla provedena i analýza písemných prací – řešení vybraných úloh.

Řešiteli byli jak žáci českých škol, tak škol vybraných zemí Evropy (Itálie,
Francie, Švýcarsko, Lucembursko). To umožnilo do jisté míry hledat i pří-
činy vně předloženého matematického problému. Rozdíly ve stylech učení
pomiňme a sledujme rozdíly v komunikaci, které z velkou pravděpodob-
ností plynou z odlišnosti jazykových oblastí, struktur jazyka (viz zpráva
z řešení VZ katedry matematiky a didaktiky matematiky v roce 2000).

2.2 Český jazyk a vybrané evropské neslovanské jazyky

Oproti jazykům, jako je angličtina, francouzština, němčina, italština,
jsou v českém jazyce jevy, které podle mé zkušenosti ovlivňují jak způsob
komunikace v matematice, tak i do jisté míry způsob řešení a v ojedi-
nělých případech se odvažuji tvrdit, že dokonce ovlivňují i úspěšnost
řešení.

a) neexistence určitého a neurčitého členu u jmen

b) relativní volnost v pořadí slov ve větě

c) menší počet slovesných časů

d) nerozlišování mezi podmínkou reálnou a nereálnou v běžné řeči,
ani v učebnicích

e) oslabení rozlišování mezi vedlejší časovou a podmínkovou větou
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Důsledky pro komunikaci v matematice

ad a) jazykové rozlišení, zda se jedná o jeden konkrétní objekt, či zda
se chápe slovo obecně, se realizuje ve verbální rovině v prvním případě
doplněním přívlastků, přístavků, pojmenováním, přičemž poslední jme-
nované nemusí být žákovi oporou (např. trojúhelník XY Z). Dodatky,
specifikací se stává sdělení delší, méně sluchově, případně zrakově pře-
hledné. Toto je jeden z důvodů, který vede učitele k zestručnění i na
úkor přesnosti vyjadřování. Učitelé, kteří přece jen dbají na jednoznač-
nost sdělení, raději použijí buď ukazovací zájmeno nebo gesto (ukáží).
Jen někteří volí verbální zpřesnění pomocí vložených vět, rozvedením
myšlenky, obměnou nebo dodatky. Použití přívlastků mění sdělení co
do charakteru, sdělení se stává emotivnější, což ve svém důsledku může
umožnit dítěti tendenci k použití asociačního myšlení nebo k zaměření se
na jev nepodstatný jako na jev podstatný, k tendenci objekt personifiko-
vat. Vynechání zpřesňující pasáže, případně její vynechání a nahrazení
gestem může mít následky i v oblasti pojmotvorného procesu, nejasnosti
v chápání hranic pojmů.
Techniky jako například použití příkladů s protipříklady, obměny

kontextů, které do jisté míry mohou nepřesnost ve vyjádření kompenzo-
vat, nejsou na první běžné nebo k protipříkladům a obměnám kontextů
dochází až po značném časovém odstupu, když žák již má svoji před-
stavu do jisté míry zvnitřněnou. Tyto techniky u silně podprůměrných
žáků nelze dost dobře použít, rychlá změna kontextu je pro ně často
nepřijatelná.

ad b) pořádek slov ve větě sleduje i jádro informace, novost informace,
postoj sdělujícího k informaci. Informace, na kterou je kladen důraz,
je umístěna zpravidla na konec věty. To se pěstuje v dítěti i prostřed-
nictvím beletrie už od předškolního věku. Najednou se však v mate-
matice tato volnost a jistá emotivnost v pořádku slov ve větě může
projevit jako blokující. Svoji roli hraje i „vzdálenost
 specifikace od
popsaného objektu. Je přece rozdílné tvrdit, že máme načrtnout rov-
nostranný trojúhelník ABC nebo načrtnout trojúhelník ABC tak, aby
byl rovnostranný. Druhý typ sdělení navíc předpokládá tvorbu před-
stav ve dvou etapách, kde dochází s největší pravděpodobností k trans-
formaci první představy, kdežto v druhém případě pouze ke zpřesnění
první.
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ad c) menší počet slovesných časů v českém jazyce vede k tomu, že je
nutné použít řadu doplňujících slov, aby si žák dokázal vytvořit správ-
nou představu, orientoval se nejen v čase, ale tím i v prostoru. Pro žáka
je v takovém případě obtížné některé za slov slyšeného nebo čteného vy-
pustit. Proces zjednodušení zadání, rozlišení mezi podstatným a nepod-
statným prodlužuje dobu potřebnou ke zpracování zadaných informací.
Dobří učitelé doplňkově používají dramatizaci nebo propojují úžeji ja-
zykovou výchovu s matematikou (převyprávěj, vymysli, co by se stalo,
kdyby . . . , popiš, zpřeházej pořadí, řekni to v jiném čase, v jiné osobě
nadiktuj, . . . apod.). U žáků se projevuje nedostatek vyjádření sousled-
nosti časů v podobě kopie předchůdců, textů nebo ve vytváření oblíbe-
ných schémat. Tyto jevy bylo možné zaznamenat nejen v sondě, která
vznikla ve spolupráci s UQAM v Kanadě nebo v pracích žákovských sku-
pin v rámci mezinárodní soutěže skupin Rallye mathématique transalpin
(RMT), ale i ve školské praxi zejména v situaci, kdy má žák opsat, co
se dělo, jak postupoval apod. Podobně se žák chová, má-li řešit slovní
úlohy spojené s časoprostorovou orientací [15].

ad d) nerozlišení mezi podmínkou reálnou a nereálnou vede často žáky
k tomu, že podmínku reálnou přehlížejí. Pokládají podmínku za sdě-
lení typu „bylo–nebylo
. Učebnice tomu nevěnují pozornost. Tato sku-
tečnost se významně projevuje v úlohách, kde dítě musí respektovat
více podmínek. Hospitace v zahraničí (B, FR, IT, Švýcarsko, P, Ca)
od roku 1999 jednoznačně ukázaly, že v zahraničí se oba typy podmí-
nek rozlišují jak v jazykové výchově, tak v řešení úloh a že žáci jsou
zvyklí již ve druhém ročníku ZŠ podmínky nejen rozlišovat, respektovat,
ale i formulovat. Podobně i výsledky RMT prokázaly významný rozdíl
v práci s podmínkou mezi českými žáky a žáky ostatních účastnických
zemí.

ad e) nerozlišování mezi větou podmínkovou a časovou (když . . . ) vede
přinejmenším ke zpomalení při vytváření představ. Že žákům splývají
mohou potvrdit učitelé cizích jazyků na ZŠ (v angličtině if – when, ve
francouzštině si – quand, apod.) V obou případech používané když nepo-
máhá dítěti se zorientovat a nasměrovat ho na rychlé vytváření představ
založených na časových vazbách nebo logických závislostech. V oblasti
experimentování můžeme zaznamenat splývání závislosti časové a pří-
činné nebo časové a důsledkové.
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Uvedené odlišnosti si neuvědomují často překladatelé a to ovlivňuje
i literaturu překladovou, respektive učitele–čtenáře, budoucího učitele–
studenta. Kurzy rétoriky tento specifický problém neřeší, hovoří pouze
o nepřesném, nejednoznačném vyjádření. Jazykové prostředky určují vní-
mání okolního světa a dítě (žák) pod jejich vlivem získává systém v jeho
vnímání.

3 Projevy specifik komunikace v českém jazyce

u žáků řešících úlohy v trojúhelníkové síti

Vycházíme z předpokladu, že žák je zvyklý pracovat se čtvercovou sítí
(je mu jasný kontext i základní princip práce v síti), orientuje se dobře
ve směru předozadním (nebo hornodolním) a pravolevém, umí používat
souřadnice, je mu jasné slovo možnost, má představu o čtverci, obdél-
níku a trojúhelníku na úrovni žáka třetího ročníku ZŠ, umí komunikovat
s použitím jednoduché terminologie jak v úlohách ve čtvercové síti, tak
v úlohách spojených s pojmy čtverec, obdélník, trojúhelník.
Formulujeme-li úlohy, na které byl žák zvyklý ve čtvercové síti nebo

úlohy jim podobné, tentokrát v trojúhelníkové síti, mění se zčásti kontext
a v souvislosti s ním je třeba uzpůsobit komunikaci. Některá slova, vazby
je nutné vypustit, jiné zpřesnit, jiné doplnit.
U řady žáků se projevuje komunikační krize, dokonce i když řešení

zvládají na úrovni grafické či manipulativní. Tato krize se projevuje po-
dobně i při jiných změnách kontextu.
Komunikační krize se projevuje (ať již pozitivně nebo negativně)
následovně:

a) výrazné navýšení počtu ukazovacích zájmen a příslovcí místa (ten,
ta, tam, tady apod.)

b) ukazování s dotykem sítě (převažuje nad gestem bez dotyku)

c) změna ve významu dosud používaných termínů (zúžení, rozšíření,
posun)

d) vynechání sloves

e) používání nedokončených vět

f) tvorba vlastních slov
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g) přechod na nestandardní strategii odlišnou od dosud známých (ve
čtvercové síti)

h) ticho

i) blokace řešení
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Využití Internetu pro výuku geometrie

na grafických kalkulačkách

Jan Kašpar

1 Úvodní informace

Využívání výpočetní techniky pro výuku geometrie vyvolávalo od sa-
mého začátku velké diskuse. Zastánci argumentují, že nedochází k zby-
tečným časovým ztrátám, vzniklým rutinním rýsováním a ušetřený čas je
možné věnovat řešení více příkladů a náročnějších problémů. Odpůrci na-
opak argumentují tím, že žáci, za které „rýsuje
 počítač, nejsou schopni
grafického projevu ani nejnižší kvality. Rozhodování tohoto sporu je
velmi obtížné a velmi se podobá sporu, zda při existenci aut by měl
člověk chodit pouze pěšky, protože jinak škodí svému zdraví. Osobně
se domnívám, že základy „slušného
 rýsování by měl každý žák zvlád-
nout a výpočetní techniku využívat až od okamžiku, kdy je toto pro něj
skutečně otázkou rutiny.
Každopádně díky software, který je pro výuku geometrie k dispozici,

je možné využít výpočetní techniku jednak pro výuku analytické geome-
trie a jednak pro výuku těch partií geometrie, kde se úlohy řeší konstruk-
tivně (planimetrie, stereometrie, deskriptivní geometrie apod.). V sou-
časné době je nabídka tohoto software obrovská, jeho kvalita a ceny jsou
velice rozdílné, stejně jako způsob ovládání, což jenom zostřuje v úvodu
zmíněnou diskusi. V poslední době pak ještě další problém přinesly gra-
fické kalkulačky a vyvolaly další diskuse, zda tato technika je pro geo-
metrický software vhodná a dostačující či nikoliv. A právě této technice
(konkrétně grafickým kalkulačkám firmy Texas Instruments) a jejímu
využití pro výuku geometrie se chci věnovat ve svém příspěvku.
Grafické kalkulačky se u nás začaly objevovat již před rokem 1990

a jejich grafických možností bylo nejdříve využíváno pouze pro zob-
razování grafů funkcí. Kalkulačky tak bylo možné používat pouze pro
analyticky řešené příklady. Podstatnou kvalitativní změnu přinesla, jako
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důsledek obrovského zvětšení kapacity, možnost implementace geomet-
rického software pro konstruktivní úlohy. U kalkulaček firmy Texas In-
struments se jedná konkrétně o implementaci CABRI Geometrie (TI
je mj. exkluzivním dodavatelem tohoto software) a u nejnovějších mo-
delů o implementaci systému SKETCHPAD. Daleko podstatnější než
implementace zmíněného software je pro využití grafických kalkulaček
ve výuce geometrie fakt, že nejnovější typy těchto kalkulaček umožňují
komunikaci s počítačem. Z grafické kalkulačky se tak stal vlastně ter-
minál, který umožňuje využívat plné verze software implementovaného
na počítači a dokonce i případně provádět aktualizaci tohoto software.
Řešení úloh, vytvořená na grafické kalkulačce, je pak možné přenášet do
počítače a využívat tak jednak větší obrazovku a jednak příslušenství
počítače – tiskárnu apod.
V tomto příspěvku nebudu uvádět ukázky příkladů, řešených pomocí

CABRI Geometrie nebo SKETCHPAD, ale stručně popíši základní mož-
nosti těchto systémů a upozorním na velké množství pramenů na Inter-
netu, z nichž je možné čerpat jak texty manuálů, tak hlavně mnoho
výukových programů a příkladů pro učitele i žáky. Velmi podstatným
zdrojem výukových programů a příkladů pro učitele a žáky jsou zejména
materiály, vzniklé v rámci programu T3. Tento celosvětový vzdělávací
program byl založen v roce 1988 a od samého začátku je jeho hlav-
ním předmětem zájmu využití grafických kalkulaček ve výuce mate-
matiky. Program T3 je po celou dobu podporován firmou Texas In-
struments, která po celou dobu existence programu jednak materiálně
a finančně podporuje výroční zasedání programu T3, jednak okamžitě
reaguje technologickými novinkami na připomínky učitelů, zapojených
do tohoto programu. Nejnovější informace u programu T3, jeho aktivi-
tách a dosažených výsledcích najdete na adrese www.education.ti.com.
Díky této bezprostřední spolupráci uživatelů s výrobcem patří grafické
kalkulačky firmy TI k uživatelsky nejpříjemnějším a programově nej-
lépe vybaveným. Jak již bylo naznačeno v předchozím textu, poslední
modely pak umožňují komunikaci kalkulaček s počítačem. Po progra-
mové stránce jsou pak kromě již zmíněných systémů CABRI Geometrie
a SKETCHPAD samozřejmě k dispozici programy pro komunikaci kal-
kulačky s počítačem a v kolekci mnoha výukových programů jsou také
speciální programy pro výuku základů práce s jednotlivými typy grafic-
kých kalkulaček. A nyní již krátce k jednotlivým programům na výuku
geometrie.
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2 CABRI Geometrie

CABRI Geometrie (verze CABRI Geometrie II) je implementovaná na
grafických kalkulačkách TI-89, TI-92 Plus, na nejnovějším modelu firmy
TI Voyage 200 a je připravována implementace pro TI-83 Plus. Systém
je vhodný pro geometrické konstrukce v rovině a umožňuje např.:

• zadávat a sestrojovat lineární útvary (body, přímky, úsečky, polo-
přímky)

• sestrojovat kolmice, rovnoběžky, osy úseček a úhlů, střed úsečky

• sestrojovat kružnice a rovinné útvary, např. mnohoúhelníky, pra-
videlné mnohoúhelníky

• zjišťovat vzdálenosti, velikosti úseček a velikosti úhlů

• sestrojovat obrazy geometrických útvarů ve shodných zobrazeních

• sestrojovat podobné a stejnolehlé geometrické útvary
Systém dále umožňuje doplnit výkres souřadnicovými osami, popiso-

vat geometrické útvary, výkresy doplnit komentářem, uzavřené oblasti
zvýraznit výplní atd. Výkres nebo jeho dílčí konstrukce je možné uložit
do paměti jako objekt.
CABRI Geometrie II je dynamický geometrický systém, to znamená,

že pokud máme sestrojen nějaký geometrický objekt, pak při změně po-
lohy zvoleného elementu tohoto objektu dochází automaticky ke změnám
polohy elementů, na zvoleném elementu závislých (např. pokud máme
sestrojený trojúhelník včetně jeho výšek, pak při změně polohy vrcholu
trojúhelníku se automaticky na výkresu mění poloha výšek trojúhel-
níku).
Vzhledem k tomu, že CABRI Geometrie II umožňuje zobrazovat

grafy zadaných funkcí, je možné tento program využít i pro výuku ana-
lytické geometrie.
Na stránkách www.cabri.net najdete jednak odkazy na veškerou li-

teraturu o systému a dále jsou zde demo-verze několika základních kon-
strukcí. Verze pro grafické kalkulačky a pro počítač jsou prakticky to-
tožné. Systém je k dispozici i v české verzi, přičemž pro potřeby kurzů
programu T3 u nás byl vytvořen o CABRI Geometrii II kolektivem au-
torů vedeným dr. A. Vrbou z pedagogické fakulty UK v Praze velmi
pěkný učební text, který je k dispozici.
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3 SKETCHPAD

Program SKETCHPAD je implementován na grafických kalkulačkách
TI-89, TI-92 Plus a Voyage 200. Proti CABRI Geometrii je poněkud
složitější, ovšem poskytuje uživateli daleko více funkcí. Je možné pro-
vádět všechny konstrukce, uvedené v předchozím odstavci pro CABRI
Geometrii, a navíc je umožněná animace. Kromě konstruktivních úloh je
možné zobrazit úlohy, řešené analyticky, i když možnosti jsou pouze ome-
zené (podobně jako u CABRI Geometrie je možné zobrazení zadaných
funkcí).
Také SKETCHPAD je dynamický geometrický systém, jeho verze pro

počítače a pro grafické kalkulačky se však liší podstatně více, než je tomu
u CABRI Geometrie II. Program není k dispozici v české verzi.
Veškeré informace o programu včetně uživatelské příručky a nabídky

řešených příkladů najdete na adrese www.keypress.com.

4 Analytická geometrie

Pro výuku analytické geometrie pomocí grafických kalkulaček vystačíme
se základními možnostmi kalkulaček pro zobrazování grafů funkcí. Vel-
kým přínosem bude ovšem chystaná implementace systému DERIVE
na grafických kalkulačkách TI. Součástí tohoto systému je modul pro
analytickou geometrii, přičemž systém navíc umožní i kreslení 3D grafů
(to v současné době umožňuje pouze kalkulačka TI-89 i bez zmíněného
systému ).

5 Závěr

Z uvedeného je zřejmé, že výrobci grafických kalkulaček se nespokojili
pouze s možností zobrazovat grafy funkcí, ale jejich pozornost je zamě-
řena, zejména v poslední době, i na implementaci geometrických sys-
témů, které mohou pomoci při výuce všech partií středoškolské geomet-
rie. Podstatné pro tento trend je, že se podařilo realizovat již zmíněnou
komunikaci grafických kalkulaček se stolními počítači včetně přenositel-
nosti software a tím odbourat námitky o nekvalitním zobrazení geome-
trických útvarů na malé obrazovce grafické kalkulačky. Z té se naopak
stává velmi vhodná mobilní pomůcka pro práci učitelů a žáků v situaci,
kdy nemají k dispozici počítač, protože výsledky jejich práce, vytvořené
na grafické kalkulačce, jsou na něj kdykoliv přenositelné.
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Parabola v technických aplikacích

Milada Kočandrlová

Abstrakt

V technické praxi bývají parabolické oblouky určeny tečnami v jejich konco-
vých bodech. Potom by mohla být výhodná bodová konstrukce podle Artzera,
kdy body jsou v těžištích oblouků. Kromě jednoduchého odvození Artzovy kon-
strukce je zde uvedeno několik více či méně známých příkladů parabol z praxe.

1 Artztova parabola

Snadno se přesvědčíme, že parabolický oblouk vepsaný do trojúhelníku
ABC tak, že prochází body A, C, je vyjádřen bodovou rovnicí, viz [1]

X(t) = (1− t)2A+ 2t(1− t)B + t2C , t ∈ 〈0, 1〉 . (1)

Stačí za t dosadit 0 a 1, pak X(0) = A a X(1) = C. Umíme-li derivovat
bodovou funkci, pak můžeme dosadit též do její derivace X ′(t) = −2(1−
− t)A + 2(1 − 2t)B + 2tC, X ′(0) = 2(B − A), X ′(1) = 2(C − B). Tedy
strany AB a BC jsou tečnami parabolického oblouku.

Těžiště trojúhelníku ABC je bod T =
1
3
(A+B + C). Bod T určuje

dva trojúhelníky ABT a CBT , viz [2].1

Jejich těžiště T1 =
1
3
(A + B + T ) a T2 =

1
3
(C + B + T ) leží na ob-

louku paraboly do trojúhelníkuABC vepsaného. Porovnáme-li vyjádření

1Těžiště T určuje tři trojúhelníky, jejichž těžiště jsou společnými body tří parabo-
lických oblouků vepsaných do trojúhelníku ABC tak, že každý oblouk vždy prochází
dvěma jeho vrcholy. Takové paraboly se nazývají Artztovy paraboly.
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Obr. 1 Obr. 2

těžiště T1 =
1
9
(4A + 4B + C) s (1), dostaneme X(

1
3
) = T1. Analogicky

pro T2 =
1
9
(4C + 4B +A) = X(

2
3
), obr. 1.

Střední příčka A′C′ v trojúhelníku ABC a její střed V je tečna s bo-
dem dotyku oblouku. Stačí tedy znát dva body parabolického oblouku
a tečny v nich a můžeme touto konstrukcí najít další jeho body.

2 Momentová parabola prostého nosníku

Rovnoměrné zatížení prostého nosníku AB břemenem Q = ql, kde q je
rovnoměrné zatížení na délkovou jednotku a l je délka nosníku, v patkách

A, B vyvolává reakce QA = QB =
1
2
Q =

1
2
ql, posouvací sílu T = q(

1
2
l−

− x) a ohybový moment M =
1
2
qx(l− x). Největší moment je uprostřed

nosníku, tj. pro x =
1
2
l, tedy Mm =

1
8
ql2 je ve vrcholu paraboly nad

tětivou A′B′, obr. 2. Její rovnice je

(
x − l

2

)2
= −2

q

(
y − 1
8
ql2

)
. (2)
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Moment v bodě X se určí z momentového obrazce vymezeného para-
bolou (2), viz [3]. Pro určení momentového obrazce se nahrazuje rovno-
měrné zatížení výsledným břemenem Q působícím uprostřed nosníku.
Nad tětivou A′B′ se určí ze složkového obrazce QTQA pro skládání
vnitřních a vnějších sil působících na nosník, lomená výslednicová čára
A′C′′′B′.
V příčném řezu X se určí moment tak, že se zatížení na část nosníku

AX , resp. XB nahradí břemeny P1, resp. P2 v jejich středu. Rovnoběžky
se svislou osou těmito středy na ramenech výslednicové čáry A′C′′′B′

určují podobné přímé řady bodové I, II, . . . a I ′, II ′, . . . pro parabolický
oblouk. Bod dotyku X ′ na tečně I I ′ je na ordinále XX ′. Moment MX

v bodě X je potom MX = T · |X ′X ′′|, obr. 2.2

Čára posouvací síly T je úsečka AB, kde |A0A| = |B0B| = 1
2
ql.

V průřezu X je zatížení QX = |XX0| a posouvací síla T = |XX0|.

3 Průhybová křivka svislých posunů

Naměřené a vyrovnané hodnoty měření svislých posuvů objektů elektrá-
ren, které jsou citlivé na posuvy jak během výstavby, tak později během
provozu, jsou aproximovány parabolickým obloukem, nazývaným průhy-
bovou křivkou. Na obr. 3 je průhybová parabola charakterizující rotační
osu soustrojí turbíny 500 MW. Rovnice interpolační paraboly je

y = 3, 721 000 41 · 10−8x2 .

Obr. 3

Vzhledem k hodnotě parametru jsou souřadnice na osách vynášeny
v různých měřítcích, viz [4].
2Analogicky se graficky řeší zatížení kleneb, viz [8].
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Obr. 4 Obr. 5

4 Ochranná parabola

Střela vystřelená z počátku O soustavy souřadnic pod úhlen ϕ počáteční
rychlostí v0 v čase t má souřadnice, obr. 4, x = tv0 cosϕ, y = tv0 sinϕ−
− 1
2
gt2. Vyloučením parametru t dostaneme rovnici střely ve vakuu

y = x tgϕ − 1
4h

x2(1 + tg2ϕ) ,

kde h =
v20
2g
je maximální výška. Dráha střely prochází bodem [x, y],

jestliže

tgϕ = 2
h ±

√
h(h − x2

4h − y)

x
, kde h − x2

4h
≥ y .

Množiny bodů v rovině, které lze zasáhnout střelou z počátku, určuje
ochranná parabola x2 = −4h(y − h) s parametrem 2h a ohniskem O,

viz [5]. Úhel ϕ se dá určit i graficky, neboť označíme-li y0 = h − 1
4h

x2

souřadnici bodu ochranné paraboly, pak z Euklidovy věty o odvěsně je

c2 = h(y0 − y) a tgϕ =
h ± c

x
2

, obr. 4.

5 Dráha vodního paprsku – Colladonova fontána

Z horizontální trubičky vytékající paprsek vody rychlostí v je popsán
rovnicemi

x = vt , y =
1
2
gt2.
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Vyloučením parametru t dostaneme rovnici dráhy vodního paprsku x2 =

= 2
v2

g
y. Označíme

v2

g
= 2h, tj. parametr paraboly je 2h. Je-li hladina

vody nad horizontální rovinou π ve výšce H a trubička ve výšce h′,
(h + h′ = H), pak voda dopadá na horizontální rovinu do vzdálenosti
x = 2

√
hh′ od osy paraboly, obr. 5.

Tuto vzdálenost lze graficky určit Eukleidovou větou o výšce. Z kon-
strukce je zřejmé, že voda dopadne stejně daleko pro trubičku ve výšce

h i h′ a že maximální vzdálenost d = H je pro trubičku ve výšce
H

2
,

viz [6].
Ženevský fyzik Colladona jako první v r. 1841 osvětlil vodotrysk.

Ve válci proti výtokové trubičce umístil světelný zdroj. Přišel na to,
že světelné paprsky se nešíří přímočaře, ale sledují parabolickou dráhu
vodního paprsku.

6 Hladina kapaliny v odstředivce

Na kapalinu v odstředivce, která se otáčí kolem své osy úhlovou rychlostí
ω, působí odstředivá síla Fo = mω2x0 a gravitační síla Fg = mg, viz [7]
a obr. 6. Výslednice obou sil je síla Fv kolmá na hladinu. Má hladina
tvar uvedený na levém obrázku?

Obr. 6

Z výslednicového schematu FoFgFv je zřejmé, že tečna t k osovému

řezu hladiny má směrnici tgα =
Fo

FG
=

ω2

g
xo. Tečna t v bodě [xo, yo]
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má rovnici y − yo =
ω2

g
xo(x − xo). Po úpravě

g

ω2
(y − yo) = xox − x2o.

Porovnáme-li tuto rovnici s rovnicí
g

ω2
(y + yo) = xxo tečny paraboly

x2 = 2
g

ω2
y, vidíme, že správný je obrázek vpravo.3 Hladina kapaliny

v rotující nádobě působením odstředivé a tíhové síly se ustálí na tvaru
rotačního paraboloidu.
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3Umíme-li derivovat a integrovat, pak z rovnosti tg α = y′ =
ω2

g
x dostaneme

parabolu jako integrální křivku obyčejné diferenciální rovnice.
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Jak jsem pomocí Cabri objevil novou větu

o trojúhelníku a Apolloniových

kružnicích

Milan Koman

Abstrakt

Práce popisuje, jak byla pomocí Cabri geometrie objevena a pak pomocí kom-
plexních čísel dokázána následující věta z geometrie trojúhelníku:
Nechť je dán trojúhelník ABC a k, l, m tři Apolloniovy kružnice, které jsou po
řadě množinami takových bodů X, že AX :BX = u : v, resp. BX :CX = v : t,
resp. CX :AX = t :u, kde u, v, t jsou tři libovolná navzájem různá kladná čísla.
Potom mají tyto kružnice společnou chordálu, která prochází středem kružnice
opsané trojúhelníku ABC.

Možnost pohybovat v Cabri geometrii s body, přímkami, kružnicemi
a mnohými dalšími objekty poskytuje nespočet příležitostí zkoumat pro-
měnné geometrické objekty a objevovat nové poznatky. Takové zkoumání
a objevování může být nejen na úrovni více či méně zkušených žáků,
ale i na úrovni zkušených učitelů nebo dokonce geometrických expertů.
Všechny tyto skupiny Cabri pokusníků mohou zažít nefalšovanou radost
z toho, že při vlastním pokusnictví počítač „poslouchá
 jejich „hru

s myší a vytváří z původních obrázků nové – někdy očekávané, jindy na-
opak neočekávané – obrázky. To nečekané se může stát vyzvou k novému,
cílenějšímu zkoumání. Druhá vlna radosti přichází, když se podaří obje-
vit něco nového, a když se navíc podaří takový objev přesně formulovat.
Je však nutné, abychom si uvědomili, že takto získáme pouze hypotézu.
Tu je třeba odůvodnit, dokázat. Ten, kdo se odhodlá k hledání důkazu,
může se na konci této cesty dočkat třetí vlny radosti, když vlastním
duševním úsilím kýžené mety – objevení důkazu – dosáhne.

Práce byla zpracována za podpory výzkumného záměru VZ-J13/98:114100004
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Obr. 1

V tomto příspěvku uvedu některé zkušenosti svých studentů i své
vlastní, které jsem získal při experimentování s Apolloniovými kružni-
cemi.
Na začátek připomenu definici Apolloniovy kružnice:
Nechť jsou dány dva body A, B a poměr u : v (u �= v). Potom se dá

ukázat, že množinou M všech bodů T , pro které platí AT : BT = u : v,
je kružnice k opsaná nad průměrem PQ, jehož krajní body P a Q leží
na přímce AB a platí pro ně (ABP ) = −(ABQ) = u : v. (Body P a Q
tedy patří k množině M .) Viz obr. 1, kde u : v = 1 : 2.
Právě tato kružnice k se nazývá Apolloniova kružnice.
Zkoumání Apolloniovy kružnice jako množiny bodů pomocí Cabri ge-

ometrie popisují Vrba a Vaníček (viz [1], čl.: Množiny bodů podrobněji).
Zmiňují se o některých technických problémech, se kterými se můžeme
při sestrojování Apolloniovy kružnice jako množiny bodů setkat.
My jsme sestrojovali Apolloniovu kružnici pomocí shora zmíněných

bodů A a B. Čísla u a v jsme znázornili na číselné ose a jejich tažením
po číselné ose jsme mohli měnit výslednou množinu. Vyřešili jsme i pří-
pad, kdy u = v. Příslušná množina M je v tomto případě jak známo
osou úsečky AB. Obrázek jsme sestrojili tak, že když při tažení ně-
kterého z bodů u, v po číselné ose tyto body splynou, změní se právě
Apolloniova kružnice na osu úsečky AB. (V tomto příspěvku se však
těmito podrobnostmi nebudeme zabývat.) To nám umožnilo přijmout
název Apolloniova křivka, což je v případě u �= v Apolloniova kružnice
a v případě u = v osa úsečky AB.
Jako obdobu Apolloniovy kružnice pro dva body A, B a poměr u : v

jsme zavedli pojem Apolloniův bod pro tři body A, B, C (neležící
v přímce) a složený poměr u : v : t, což je takový bod Q, pro který
platí AQ : BQ : CQ = u : v : t.
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Na první pohled se může zdát, že jeho sestrojení je jednoduché. Při-
pomínám, že tento problém jsme se studenty řešili nejdříve bez Cabri
geometrie jen na papíře. Idea byla jednoduchá: Sestrojíme Apolloniovu
křivku k pro body A, B a poměr u : v a druhou Apolloniovu křivku m
pro body A, C a poměr u : t. Jejich průsečík – pokud existuje – je hle-
daný bod. Studenti načrtnuli většinou od ruky vlastní obrázky, podobné
například obr. 2.
Z diskuse vyplynulo, že můžeme pro „kontrolu
 sestrojit ještě třetí

Apolloniovu křivku l pro body B, C a poměr v : t. Studenti načrtávali
obrázky podobné obr. 3.

Obr. 2 Obr. 3

Pohledem na obrázek vyvstaly otázky: Kolik bodů vyhovuje úloze?
Které z bodů vyznačených na obrázku 3 šipkou vyhovují úloze? Je vůbec
obrázek dobře načrtnut?
Poslední otázku nejspíše vyvolala představa případu, kdy u : v : t =

= 1 : 1 : 1 a výsledkem je jediný bod, střed kružnice opsané trojúhel-
níku ABC. To u některých vzbudilo představu, že musí být i zde jeden
výsledný bod, a že je tudíž obrázek špatně načrtnut. Avšak analogie dů-
kazu tvrzení o osách stran trojúhelníku aplikovaná pro náš případ vedla
k tomu, že musí úloze vyhovovat i body vyznačené na obrázku 3 šipkami.
Závěr diskuse vedl k poznání, že když nějaký bod vyhovuje dané úloze,
musí jím procházet všechny tři Apolloniovy křivky. Jinými slovy všechny
tři Apolloniovy křivky tvoří svazek.
Uvedené zkušenosti nás vedly k tomu, abychom se pokusili tuto úlohu

řešit pomocí Cabri geometrie. Pokusy s Cabri geometrií potvrdily tak
objevené tvrzení o svazku Apolloniových kružnic či křivek.
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Zkoumání Apolloniových bodů v závislosti na změně parametrů, ať už
na tvaru trojúhelníku ABC nebo na změně čísel u, v, t, vedlo k nové myš-
lence: Hledané Apolloniovy body leží na společné chordále tří shora zmí-
něných Apolloniových křivek (vylučujeme případ, že jde o tři přímky).
Zkusme vyšetřit pomocí Cabri geometrie, jak se tyto chordály mění, když
měníme parametry u, v, t. Tuto společnou chordálu nazýváme v dalším
Apolloniovou přímkou trojúhelníku ABC příslušnou k poměru u : v :
: t.
První pokus byl vyšetřit množinu Apolloniových přímek odpovídající

konstantním hodnotám parametrů u, t a proměnnému parametru v. Vý-
sledek ukazuje obrázek 4. Zdá se, že všechny odpovídající Apolloniovy
přímky procházejí jedním bodem. Ke stejnému výsledku dojdeme, když
měníme jen parametr u nebo jen parametr t. Obrázky dokonce nazna-
čily, že jde o stále stejný bod. Hypotéza je, že tento bod (nazvěme jej
bod X) je nezávislý na parametrech u, v, t.

Obr. 4

Nové pokusy odpovídající jinému tvaru trojúhelníku ABC jen tuto
hypotézu potvrdily.
Vyvstala ovšem nová otázka. Kterým bodem všechny Apolloniovy

přímky procházejí? Řešení této otázky se ukázalo složitější. Po něko-
lika neúspěšných pokusech řešit tuto otázku dospěl autor k prvnímu
nápadu, který řešení otázky přiblížil. Ten spočíval ve zkoumání polohy
neznámého bodu X v závislosti na tom, zda u vrcholu C je pravý, ostrý
nebo tupý úhel. Pokusy naznačily, že v prvním případě leží bod X na
přímce AB, ve druhém případě nad přímkou AB a konečně v posledním
případě pod přímkou AB. Zkoumáním pravoúhlého trojúhelníku vedlo
k hypotéze, že neznámý bod X je středem kružnice opsané trojúhelníku
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ABC, což se dalo pomocí obrázku ověřit. Další experimenty ukázaly, že
i v případě ostatních trojúhelníků je neznámý bod X středem kružnice
opsané trojúhelníku ABC.
Došel jsem tak k hypotéze, že platí věta:

Nechť ABC je libovolný trojúhelník a u, v, t tři libovolná navzájem různá
kladná čísla. Potom všechny tři Apolloniovy kružnice k = {X ;AX :
: BX = u : v}, l = {X ;BX : CX = v : t}, m = {X ;CX : AX = t :
: u} mají společnou chordálu, která prochází středem kružnice opsané
trojúhelníku ABC.

Nyní nastal asi nejtěžší úkol, tuto větu dokázat. Jedinou možnou
cestu jsem viděl ve výpočtu. První pokusy naznačovaly, že výpočet bude
dost technicky složitý.

Obr. 5

Klíčem bylo najít vhodný matematický aparát. Spásná myšlenka byla
použít komplexní čísla, trojúhelník zvolit tak, aby jeho vrcholy ležely
na jednotkové kružnici. Pak stačí ukázat, že chordála libovolných dvou
kružnic prochází počátkem.
Postup výpočtu budeme sledovat na obr. 5. Uvedeme však jen vý-

sledky dílčích kroků, podrobné výpočty si může čtenář doplnit sám.
Vrcholy trojúhelníku jsou komplexní čísla a, b, c. Protože leží na jed-

notkové kružnici J , je
aā = bb̄ = cc̄ = 1 (1)

Vypočítáme střed a poloměr kružnice K. Nejdříve určíme krajní body
p, q jejího průměru. Z rovností (abq) = −u/v, (abp) = u/v dostaneme:

q =
av + bu

u+ v
p =

av − bu

v − u
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Nyní již vypočítáme střed s a poloměr r kružnice K:

s =
av2 − bu2

v2 − u2
r =

uv

|u2 − v2| |a − b| = uv

|u2 − v2|

√
(a − b)(ā − b̄) (2)

Podobně vypočítáme střed s′ a poloměr r′ druhé Apolloniovy kružnice,
která odpovídá bodům b, c.

s′ =
bt2 − cv2

t2 − v2
r′ =

vt

|v2 − t2| |b − c| = vt

|v2 − t2|

√
(b − c)(b̄ − c̄) (3)

Z údajů (1 a (2) můžeme sestavit rovnici chordály, stačí dosadit do
vzorce (viz například [2, str. 116]):

(s − s′)z̄ + (s̄ − s̄′)z + (s′s̄′ − ss̄+ r2 − r′
2) = 0 (4)

Chceme dokázat, že chordála prochází počátkem. Nutnou a postačující
podmínkou pro to je, že absolutní člen v rovnici (4) se rovná nule. Vy-
počítáme proto jen

(s′s̄′ − ss̄+ r2 − r′
2) = (s′s̄′ − r′

2)− (ss̄ − r2) (5)

Dosadíme-li z rovností (2) a (3) do (4), dostaneme po úpravách a s vyu-
žitím vztahů (1) výsledek 0. Zjistíme přitom, že závorky na pravé straně
rovnosti (5) se sobě rovnají a jejich rozdíl je tedy nula.
Tím naše dobrodružství s objevováním pomocí Cabri skončilo jednu

svou kapitolu. Na ty, kteří si oblíbili nebo ještě oblíbí Cabri geometrii, če-
kají mnohá další dobrodružství. Přeji všem, učitelům, žákům i výzkum-
níkům, kteří se touto cestou vydají, aby to byla cesta úspěšná a zajímavá.

Literatura
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verzi.

[2] Ráb, M.: Komplexní čísla v elementární matematice, MU Brno 1996,
2. vydání, s. 209. ISBN 80-210-1475-X
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Matematika anglicky

Alena Kopáčková

Technická univerzita v Liberci (TUL) nabízí na některých svých fa-
kultách již řadu let studium v cizím jazyce. Od roku 1990 zde mají mož-
nost studovat na Fakultě strojní (FS) v angličtině studenti – samoplátci
(tj. studium si hradí sami), o několik let později zahájila tuto výuku také
Fakulta hospodářská (FH). Před několika lety byl na FS učiněn pokus
vyučovat paralelně se skupinou cizinců v angličtině ve zvláštní skupině
také české studenty, ale od tohoto záměru se záhy upustilo (částečně
i pro malý zájem Čechů). Cizinci studují v bakalářských i magisterských
programech podle stejných plánů jako čeští studenti (na každé z fakult
zpravidla v jedné malé skupině). Znamená to tedy, že procházejí také
standardními kurzy matematiky, z nichž Katedra matematiky a didak-
tiky matematiky (KMD) zajišťuje třísemestrový kurz pro studující FS
a dvousemestrový kurz pro studující FH. Jde zejména o výuku základů
matematické analýzy (diferenciální počet funkcí jedné i více proměnných,
integrální počet funkcí jedné proměnné, obyčejné diferenciální rovnice)
a lineární algebry v prvním ročníku studia. Na matematickém vzdělá-
vání posluchačů FS i FH ve vyšších ročnících se podílejí i jiná pracoviště
TUL.
Naprostou většinu samoplátců studujících na TUL tvoří Arabové

z různých států Asie i Afriky. Za dobu existence tohoto studia na TUL
prošly prvními semestry matematiky již desítky studentů z Bahrajnu,
Egypta, Iránu, Jordánska, Kuvajtu, Libye, Maroka, Ománu, Palestiny,
Spojených arabských emirátů, Súdánu, Sýrie a výjimečně i Turecka. Stu-
denti před vstupem do prvního ročníku neabsolvují tradiční přijímací
zkoušky ani žádný přípravný jazykový kurz. Prokazují se certifikátem
o ukončení středoškolského vzdělání (v naprosté většině v jejich rodné
zemi), který je opravňuje ke vstupu na většinu vysokých škol doma i v za-
hraničí. Jak sami říkají, motivací pro studium právě na TUL je pro ně
mnohdy i nižší cena tohoto studia v porovnání s vysokými školami zá-
padní Evropy či USA a mnozí zde také následují své známé a příbuzné.
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Zajímavostí je, že za 12 let trvání tohoto studia na TUL se mezi arab-
skými studenty nevyskytla jediná žena.
Od počátku jsem se jako učitel na této výuce aktivně podílela. Mož-

nost vyučovat paralelně s českou výukou matematiku také anglicky byla
pro mne zajímavou výzvou už jen proto, že se jednalo o něco zcela no-
vého, k čemu až do roku 1989 nebyla v podstatě žádná příležitost. Vyu-
čovat skupiny studentů – samoplátců znamená akceptovat některá speci-
fika, která zdaleka nejsou dána jenom tím, že jde o výuku v cizím jazyce,
a která z této činnosti vytvářejí pro učitele aktivitu poněkud odlišnou
od vyučování českých studentů v českém jazyce. O některé zkušenosti
nasbírané za posledních 12 let se chci v tomto příspěvku podělit.

Nehomogennost skupin studentů

Každý rok se setkáváme se skupinami značně nesourodými – studenti po-
cházejí z různých zemí, jsou různého věku, různého sociálního původu.
Jsou absolventy středních škol často velmi odlišných školských systémů,
z čehož plynou větší rozdíly v jejich znalostech středoškolské matema-
tiky, než jsme tomu zvyklí u našich studentů (kteří navíc zpravidla mají
za sebou standardní přijímací zkoušku). Někteří z nich absolvovali svá
středoškolská studia výhradně v arabštině a s anglickou matematickou
terminologií se nikdy nesetkali, jiní za sebou mají francouzské i anglické
střední školy, příp. i několik semestrů škol vysokých (ať už ve své do-
movině, jinde v Evropě či v USA). To, co je v podstatě všem společné,
je islám a arabština. Velké rozdíly mezi studenty jsou nejen v matema-
tických znalostech, ale i v jazykové vybavenosti; některým z nich činí
problémy i latinka (a náš způsob psaní zleva doprava) a zpočátku zápisy
z tabule spíše překreslují než opisují. Různorodost vstupní matematické
(i jazykové) úrovně studentů je u této výuky prvním výrazným specifi-
kem, na něž musí vyučující reagovat.

Postoj k matematice

Zvláštností, která je u velké části arabských studentů silně patrná, je
jiný způsob uchopování matematiky, než jak jsme tomu zvyklí u našich
studentů. Arabští studenti daleko více spoléhají na svou paměť a jsou-li
postaveni před nějaký matematický problém, většina z nich se snaží spíše
napodobovat to, co již někde viděli, než hledat podstatu. Usuzuji tak
zejména z dotazů a reakcí studentů a z analýzy chyb, jichž se dopouštějí.
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Typická je např. následující velmi frekventovaná situace. Po probrání ur-
čité látky, kdy byly vymezeny základní pojmy, jejich vlastnosti a vztahy
mezi nimi, spočítány „vzorové
 příklady, je studentům zadána k samo-
statné práci úloha, která je zpravidla (až na číselné zadání) totožná s ně-
jakou z již předvedených. Podstata problému bývá zřetelná a nevyžaduje
složitější rozbory, jde většinou pouze o to problém identifikovat a uvědo-
mit si, s čím souvisí. Mnohý student se ale namísto uvědomění si souvis-
lostí a zařazení problému zpravidla dříve, než zahájí jakoukoliv činnost,
ujišťuje o tom, co má dělat, otázkou „Je to toto?
 a ukazuje v sešitě na
nějaký již předtím vyřešený příklad (občas i takový, který se zadanou
úlohou vůbec nesouvisí). Při samostatné práci mají studenti tendenci si
u učitele neustále nechat schvalovat svůj postup a těžko se smiřují s tím,
že např. u zkoušky to není možné. Vypadá to, jako kdyby matematické
poznatky těchto studentů netvořily strukturu, ale lineární seznam infor-
mací, uchopovaných a zpracovávaných pamětí podle vnějších, často méně
podstatných znaků. Proto také arabští studenti vyžadují velmi konkrétně
vymezené pokyny téměř „atomického
 charakteru a brání se jakémukoliv
obměňování a modifikování úloh. Popsané jevy nejsou ojedinělé, opakují
se každoročně u velké části studentů, takže je možné, že vysvětlení lze
hledat nejen v tradicích v přístupu k matematice i její výuce na ško-
lách v zemích, odkud studenti pocházejí, ale je zde třeba uvažovat i širší
kulturní a náboženský kontext. (S podobnými postoji, otázkami i vý-
raznou tendencí matematiku uchopovat paměťově se u českých studentů
ekonomické či technických fakult setkáváme výjimečně.) Podle vlastního
vyjádření posluchačů je jim bližší lineární algebra než analýza, a to proto,
že „se tam zachází více s čísly než s písmeny a symboly
 – pracuje se zde
v eukleidovském prostoru En, řeší se soustavy lineárních algebraických
rovnic, zavádí se inverzní matice a determinanty; ústředním postupem je
přitom Gaussova eliminace. Víme, že na středních školách většiny zemí,
z nichž studenti pocházejí, není v osnovách matematiky kladen důraz na
geometrii a grafickou stránku. Studentům činí pak velké problémy vyba-
vit si např. grafy základních elementárních funkcí a různé neobratnosti
při črtání a rýsování grafů prozrazují, že většinou nebyli ani zvyklí zachá-
zet s geometrickým náčiním. Kolegové vyučující konstruktivní geometrii,
případně technické kreslení (FS) mají podobnou zkušenost. V žádném
případě nechci své zkušenosti příliš zobecňovat a vyslovovat rezolutní
závěry o matematických dispozicích arabských studentů či o výuce ma-
tematiky v zemích, odkud studenti přicházejí, ale pozorování a zkuše-
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nosti získané za léta mi dovolily nalézt společné prvky ve vztahu těchto
studentů k matematice a abstrakci vůbec a předpokládat, že kořeny mo-
hou tkvít hluboko v kulturních tradicích jejich zemí. Existují samozřejmě
i výjimky z těchto zevšeobecňujících úvah, a to jak individuální mezi stu-
denty, tak i určité rozdíly mezi zeměmi (např. se mi několik let zdálo být
výrazné, že hůře připraveni jsou studenti ze zemí Perského zálivu – až
oni sami pak s humorem tvrdili, že v Gulfu se na školách pěstuje „crazy
mathematics
 (a snažili se tímto konstatováním získat pro sebe úlevu při
hodnocení), zatímco např. v Sýrii jsou osnovy matematiky i způsob vy-
učování podobné evropským, speciálně francouzským (podle informace
kolegy pocházejícího ze Sýrie).

Jazykové bariéry

Pochopení látky je dáno do určité míry i úrovní jazykových znalostí stu-
dentů, ale nedomnívám se, že příliš významně. Studenti přicházejí z tak
výrazně odlišné jazykové oblasti, že některým z nich zpočátku angličtina
i latinka činí potíže, jsou však mezi nimi dost veliké rozdíly a někteří
vládnou angličtinou velmi dobře. Větší problémy jim působí psaná ang-
ličtina. To vše se ale postupem času vylepšuje (mnozí do sebe za krátkou
dobu vstřebají i základy českého jazyka – úměrně s počtem kontaktů
s českými studenty, resp. studentkami). Navíc učit či studovat matema-
tiku v angličtině nepřináší nikdy takové problémy, jaké se pravděpodobně
mohou objevit u humanitních předmětů, kde hlavním prostředkem do-
rozumění je slovo. Domnívám se, že naše vzájemná komunikace v ho-
dinách matematiky není nijak deformována či omezena ani tím, že ani
pro jednu stranu není angličtina mateřským jazykem a že se dalším ji-
ným jazykem vzájemně dohovořit nedokážeme (studenti jsou však proti
mně se svou společnou arabštinou ve výhodě). Angličtina je zde beze-
sporu velmi dobrým zprostředkovatelem vzájemné komunikace. Navíc
sama matematika má také svůj jazyk, jazyk symbolů, grafů, obrázků,
který ji činí méně závislou na přirozeném jazyce, než je tomu u humanit-
ních věd. Student, který má menší znalost angličtiny, není tak výrazněji
hendikepován před ostatními. Je běžné, že studenti si vzájemně vypo-
máhají a vysvětlují si to, čemu neporozuměli, v arabštině, případně si
dělají do svých sešitů arabské poznámky. V odborné terminologii mohou
zpočátku vznikat drobná nedorozumění (která se velmi rychle odstraní
a která nebývají zdrojem dalších problémů při studiu matematiky), pro-
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tože někteří studenti si zároveň s běžnou angličtinou přinášejí i základy
anglické matematické terminologie, které se mohou lišit od našeho pojetí
i od pojetí ostatních. (Jako příklad takové nevýznamné nejednoznačnosti
mohu uvést např. překlad slova odmocnina, kde jsou někteří zvyklí užívat
termínu root, jiní radical.) Vidím proto jako účelné a důležité zpočátku
zopakovat i nejzákladnější pojmy a vzájemně sjednocovat anglickou ter-
minologii i symboliku, aby vždy všichni věděli, o čem se hovoří. Také já
jako vyučující někdy zaváhám, jaký termín při výkladu zvolit; jsou si-
tuace, kdy se nabízí více možností (cizojazyčná literatura nabízí pro ně-
které jevy více překladů a ani slovníky nebývají jednotné, v mnohých se
potřebné termíny ani spojení nevyskytují). Důležitým kritériem při vý-
běru anglického termínu se pak někdy stane i frekvence, s níž dané slovo
v určité souvislosti registruji v literatuře (originálně psané anglicky rodi-
lým mluvčím) či na různých mezinárodních setkáních. Dobrým zdrojem
pro orientaci v základních matematických termínech a spojeních bývají
matematické učebnice zejména pro nižší stupně škol psané v angličtině.

Studijní literatura

Sylabus každého předmětu doporučuje vhodnou matematickou literaturu
v angličtině, která je zpravidla dostupná v knihovně či studovně Univer-
zitní knihovny TUL. Kromě toho na naší katedře vznikla (a vznikají)
i skripta, která námi poskytovanou výuku pokrývají téměř kompletně.
Nikdo však studentům nebrání, pokud se rozhodnou studovat i z jiné
literatury, a to případně i neanglické. V takovém případě někdy žádají
konzultaci, kde chtějí přinesenou učebnici schválit, případně přesně vy-
mezit, co z ní je nezbytné a co mohou při studiu vynechat. Myslím si,
že čeští studenti mají při výběru rozšiřující literatury před svými arab-
skými spolužáky výhodu. V českém prostředí bývá někdy problém vhod-
nou anglicky psanou literaturu sehnat, v nabídce obchodů bývají spíše
přehledová encyklopedická díla, překážkou také je neporovnatelně vyšší
cena cizojazyčných publikací. V oblasti studijní literatury by jistě byla
užitečná spolupráce příbuzných fakult poskytujících výuku matematiky
v angličtině.

Nutnost improvizace

Fakt, že učitel musí v hodině často reagovat na situace, které neočekává
a s kterými se u českých homogennějších skupin nesetkává, způsobuje,
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že občas je nutné ve výuce improvizovat. Představa, kterou jsem o tomto
vyučování měla v jeho samotných počátcích, vzala velmi rychle brzy za
své. Ve snaze být na hodinu co nejlépe připravena a nedostat se do úzkých
po stránce jazykové jsem si zpočátku vypracovala detailní přípravy, které
se podobaly spíše scénáři. Ihned po prvních hodinách však bylo jasné,
že není možné předvídat veškeré reakce studentů (i své) a plánovat si
podrobně svůj projev či potenciální dialogy. Vzpomínám, jak v jedné
z mých úvodních hodin cvičení zimního semestru, kde podle plánu měly
být opakovány elementární funkce a mezi nimi i funkce logaritmická,
bylo plánované rozvržení hodiny narušeno po zjištění, že někteří stu-
denti vůbec netuší, co je to logaritmus a jak se s ním zachází. Musela
tedy následovat neplánovaná odbočka, v níž byl pojem logaritmus klad-
ného čísla definován, v níž bylo nutné naučit studenty pravidlům pro
počítání s logaritmy a předvést i několik příkladů. Dnes by mne taková
historka vůbec nepřekvapila, ale přiznám se, že tenkrát před více než 10
lety mne toto „vykolejení
 z plánu zaskočilo. Jednak proto, že odbočka
trvající několik desítek minut znamenala nedodržení původního plánu
hodiny, ale také proto, že bylo nutné se i jazykově vyrovnat s něčím,
s čím jsem nepočítala. Vzhledem k tomu, že pro definování logaritmu
jsem tehdy hodlala užít doslovného překladu formulace „. . . logaritmus
kladného čísla b při základu a je takové číslo c, na něž když umocníme
základ a, obdržíme b . . . 
, přichystala jsem si sama zcela dobrovolně ja-
zykové cvičení z angličtiny, kterému bych se zřejmě vyhnula, kdybych
takovou situaci předem plánovala. Ideální samozřejmě je uvažovat rov-
nou v angličtině a nepřekládat, ale tato schopnost (zvlášť u učitele, který
sám není profesionálním angličtinářem) vzniká postupně a samovolně.
Je samozřejmé, že vyučovat v cizím jazyce matematiku cizince, kteří

k nám navíc přicházejí z tak odlišné oblasti, je náročné. Přes vynaloženou
větší námahu a občasné potíže učitele však tato činnost také obohacuje.
Již prvním přínosem je to, že mu poskytuje možnost pravidelně hovo-
řit anglicky a je také pro další studium jazyka více motivován. Osobně
pociťuji jako velmi cenné i to, že vzájemným kontaktem se studenty se
mi rozšiřují obzory, dozvídám se o zemích, kam se pravděpodobně nikdy
nepodívám, zbavuji se různých předsudků a učím se toleranci.
V závěru se zmiňme krátce ještě o další cizojazyčné výuce na TUL.

V akademickém roce 2001/2002 se Fakulta hospodářská TUL poprvé
stala součástí mezinárodního projektu – vedle německé Hochschule Zit-
tau/Görlitz a polské Politechniky Wroclaw je Technická univerzita v Li-
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berci jedním ze tří vysokoškolských pracovišť zajišťujících společně in-
tegrované bakalářské studium „Informačního a komunikačního manage-
mentu
 na Univerzitě Nisa. Zatím studium probíhá v jedné smíšené sku-
pině německých, polských a českých studentů (po deseti z každé země),
vyučuje se anglicky, každý rok na jiné ze zúčastněných vysokých škol.
TUL zajišťuje podle dohody první rok tříletého studia, a tedy také zá-
kladní kurz matematiky. Měla jsem možnost se na výuce také podílet;
dosavadní krátké zkušenosti mi však nedovolují hovořit o tomto projektu
příliš obecně, navíc jsem v Univerzitě Nisa vyučovala nepravidelně. I toto
krátké působení bylo však pro mne příjemným zážitkem. Bylo zajímavé
nejen učit, ale i se studenty komunikovat, pozorovat, jak se postupně
vzájemně spřátelují a jak po počátečních třech disjunktních skupinách
vzniká skupina jediná. Myšlenka spojit studenty různých zemí do jedné
skupiny a umožnit jim postupně studium v každé ze zemí je podle mého
vynikající. Podobné projekty mají zřejmě pro soužití a spolupráci tří
sousedních zemí daleko větší význam a přinášejí viditelnější užitek než
formální politické dohody. Významnost projektu si jistě zaslouží infor-
movat o něm v blízké budoucnosti na podobném fóru podrobněji.
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Projekty se studenty oboru speciální

pedagogiky

Jana Kratochvílová

Abstrakt

K technologiím, jimiž se snažíme seznámit budoucí učitele s konstruktivistic-
kými přístupy k vyučování matematice, patří metoda projektů. Žák zpracovává
jistý problém nebo matematické téma a výsledek svého snažení předkládá v pí-
semné formě. Učitel, který buď pomáhá žákovi volit vhodné téma nebo mu
téma sám nabídne, je v průběhu žákovi práce jeho diskusním partnerem a na-
konec hodnotitelem výsledného dokumentu. Naši studenti se v průběhu studia
seznamují s metodou projektů přímým vedením jednoho projektu se žáky. Své
zkušenosti pak formulují v seminární nebo dokonce diplomové práci. Většina
studentů realizuje takový experiment se značným nasazením. Zvláštní zřetel je
zde věnován studentům oboru Speciální pedagogiky, z nichž někteří metodu po-
užívají při práci s handicapovanými žáky. Jedna taková seminární práce, která
později přerostla v práci diplomovou, je popsána a částečně analyzována.

1 Specifika přípravy studentů oboru Speciální pe-

dagogika

Nejčastější důvod, proč si studenti vybírají ke studiu obor Speciální pe-
dagogika (Sppg), vychází z jejich potřeby pomáhat ať už dětem nebo
dospělým se speciálními potřebami. Z pohledu studentů „pomáhat
 zna-
mená stát se učitelem, který pak může zkvalitňovat jejich život, přispívat
k integraci do občanského života. U většiny studentů je tento cíl nejvyšší
prioritou a tudíž nepřemýšlejí o vztahu k předmětům a schopnosti je učit,

Příspěvek je podpořen výzkumným záměrem č. 114100004 Kultivace matematic-
kého myšlení a vzdělanosti v evropské kultuře.
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protože to je pro ně při výběru této specializace podružné. Mnozí z nich
si však ze základní a střední školy přinášejí nedobré zkušenosti, které
jsou charakterizovány strachem a přesvědčením o vlastní nemohoucnosti
intelektuálně zvládnout matematiku. Školní předmět matematika je v je-
jich vědomí uložen tak, jak byl vnímán v průběhu jejich školní docházky,
a je tedy silně podřízen přesvědčení, že vyučování matematice znamená
přenášení matematických myšlenek z hlavy učitele do hlav žáků, kde uči-
tel demonstruje a žák se snaží uchovat si v paměti různé definice, poučky
a vzorce, a osvojit si algoritmické procedury. Podrobně je tento přístup
popsán v [1]. Navíc studenti Sppg cítí, že matematika není vhodný před-
mět pro mentálně handicapované žáky, protože nemají zkušenosti s tím,
že i matematicky „slabé
 dítě může zažít radost s řešením přiměřeně
náročného problému a může být povzbuzeno k další činnosti a rozvoji
nejen matematických, ale i obecně kognitivních schopností. Takže stu-
denti Sppg přicházející na fakultu si uvědomují, že budou muset v prů-
běhu studia zvládnout i kurzy matematiky a nahlíží na tento předmět
pouze jako na institucionální překážku, kterou je nutno překonat, aby
mohli pomáhat handicapovaným.
V uvedené souvislosti musí učitel připravující budoucí učitele speci-

álních škol řešit otázku, do jaké míry studenta, který je v matematice
velice slabý, ale jehož působení mezi handicapovanými dětmi má skvělé
výsledky, bude chtít eliminovat ze školy. Tradiční přístup učitelů mate-
matiky na vysoké škole je prostoupen přesvědčením, že student, který
má uspět na zkoušce z matematiky, musí jisté penzum znalostí a schop-
ností mít, jinak zkoušku nemůže dostat. Domníváme se, že tento názor,
aspoň pokud jde o studenty Sppg, je nutno přehodnotit.
V hodnotovém střetu „úroveň matematických znalostí studenta vs.

jeho schopnost zkvalitňovat život handicapovaných dětí
 se autorka plně
ztotožňuje s názory zkušenějších kolegů katedry, kteří upřednostňují hod-
notu lidské kvality studenta. Naším cílem pak není dát studentovi jistý
objem matematických znalostí, ale nabídnout mu přitažlivé intelektuální
činnosti, které povzbudí jeho sebevědomí a dovolí mu prožít radost z ob-
jevování nového a z řešení úloh. Nejedná se však o rezignaci, o paušální
proklamaci „všichni studenti Sppg v disciplíně matematika uspějí
. Jde
nám o to, ukázat těmto studentům na možnosti, které pro rozvoj ko-
gnice, ale i osobnosti člověka, nabízí matematika. K tomu je potřebné,
aby studenti získali osobní zkušenost s tím, že nás matematika může
obohatit, že je součástí naší kultury a že zcela nepodstatná jsou drilová
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cvičení, která umožňují učiteli vidět, kdo si umí či neumí vzpomenout
na již dříve naučené algoritmy.

2 Cíle a nástroje

Cíle, které sledujeme při přípravě studentů Sppg, jsme již v hlavních
rysech popsali, nicméně bude rozumné vypsat je taxativně:

• Systematicky snižovat, až úplně odbourat strach z matematiky.

• Povzbuzovat intelektuální sebevědomí studentů.

• Vést studenty k potřebě sebereflexe, a to jak v oblasti kognitivní
(analyzovat vlastní myšlenkové procesy), tak v oblasti postojové
(analyzovat vlastní vztah k matematice).

• Pomáhat studentům rozvíjet matematickou komunikaci, tj. schop-
nost formulovat vlastní myšlenky a chápat myšlenky formulované
jinou osobou.

• Propojit všechny čtyři uvedené záměry s pedagogickými zkuše-
nostmi a s budoucí pedagogickou prací studenta.

1. Pokoušíme se o vytvoření vstřícného klimatu ve skupině, a to nejen
mezi vyučujícím a studenty, ale také mezi studenty navzájem. K tomu
napomáhají následující skutečnosti: náš postoj k chybě a diskuse. Chyba
je nutná cesta k poznání. Pokud se student dopustí chyby a dobře ji
analyzuje, je pochválen, jinak se společně snažíme o nalezení její příčiny.
V případě studentovy chyby či vyslovení nepravdivé myšlenky nepři-
pouštíme žádnou ironii. Abychom studenty motivovali k diskusi, kla-
deme důraz na matematiku pro děti, protože právě v této matematice
studenti spatřují smysl. V diskusi využíváme jejich převahy znalostí v ob-
lasti handicapovaných dětí, např. dotazováním se, zda by nevidomý žák
vyřešil danou úlohu nebo jak by měla být úloha změněna, aby byla pro
nevidomého žáka uchopitelná. Tak ve skupině vzniká partnerství „vyuču-
jící (odborník na matematiku) – student (odborník na handicapovaného
žáka)
. Přejeme si, aby se studenti neobávali přijít s vlastní myšlenkou
do diskuse, i když vědí, že vyučující s touto myšlenkou nemusí souhlasit.
Každé myšlence přinesené do diskuse je věnována pozornost, např. tím,
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že je napsána na tabuli. Studenti, kteří vidí ostatní spolužáky přispívat
do diskuse, nabývají přesvědčení, že i oni jsou schopni přinést nějakou
myšlenku do diskuse, a tak se postupně do ní zapojují.

2. Individualizujeme matematické potřeby každého studenta tak, že pro
ně připravujeme vhodné úlohy – ne příliš náročné, ani příliš triviální, pro-
tože jinak by tyto úlohy nepomohly budovat jejich sebedůvěru v jejich
matematické schopnosti. Na základě našich zkušeností se dobře osvěd-
čily série gradovaných úloh. Z těch si studenti mohou vybrat takovou
úlohu, při jejímž vyřešení zažijí úspěch jako výsledek jejich intelektuální
práce. Studenti diskutují především o svých strategiích použitých při ře-
šení úlohy, o řešitelnosti úlohy, o způsobu nalezení všech řešení úlohy
a o momentech, kdy se při řešení cítili beznadějně. Formulují nové úlohy
tak, aby byly uchopitelné pro děti s různým typem handicapu. Zpočátku
modifikují úlohy zadávané na semináři, pak tvoří série gradovaných úloh
a zpracovávají širší úlohová témata, např. úlohy na vytváření různých
staveb z hracích kostek majících určitý počet teček viditelných na té
stavbě; úlohy s tetraminy a pentaminy; úlohy na pravo-levou orientaci
v plánku; bludiště; úlohy na vytváření staveb z krychlí a jejich zapisování
do schémat; sčítací trojúhelníky; triády; kombinatorické úlohy.

3. V poslední době se ukazuje, že sebereflexe je velmi důležitá, protože
pomáhá porozumět sobě a zvýšit schopnost empatie. V oblasti kogni-
tivní dochází k uvědomování si: komunikačního nedorozumění, špatné in-
terpretace pojmu/situace, volby nevhodných řešitelských strategií apod.
V oblasti postojové dochází ke změně názorů jednak na vlastní schop-
nosti, ale také na smysl vyučování matematice (viz [6]).

4. Když člověk „dělá
 matematiku, dokumentuje své myšlení písemným
záznamem, který má soukromý charakter, viz [2, s. 67]. Artikulace vlastní
myšlenky v konvenčním jazyce je jiná činnost než činnost řešitelská. Pro
učitele má schopnost dobré artikulace vlastních myšlenek (nejen ver-
bální, ale i grafy, tabulky, obrázky, pohyby, . . . ) i přesné interpretace
mnohdy vágně formulovaných žáků veliký význam. Vyučující přispívá
k rozvoji matematické komunikace tak, že na semináři vystupuje jako
moderátor, částečně i architekt diskuse, někdy i pomocník při artikulaci
myšlenky.
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5. Výše uvedené záměry (1–4) jsou permanentně propojovány při práci
na projektu, jehož specifikum je v tom, že je dlouhodobý a se silným
akcentem na autonomii studenta.

3 Projekt: Kolik je trojúhelníků v obrazci?

Historie studenta Jana Traxlera
1
– autora projektu

• Ve 2. roč. v disciplínách Úvod do studia matematiky (aritmetika
a geometrie) a Didaktika matematiky I. (zaměřena na aritmetiku)
byl kognitivně slabý, ale osobnostně sebevědomý. Své nedostatky
v matematice si dobře uvědomoval. Klima, které vytvořila v semi-
nářích kolegyně Eva Zapotilová, vnímal jako příležitost „něco s tou
matematikou na sobě udělat
.

• V zimním semestru 3. roč. v disciplíně Didaktika matematiky II.
(zaměřena na geometrii) společně s kolegou Milanem Hejným jsme
již pozorovali výrazný nárůst aktivity u Jana. Měl zájem o práci
i mimo semináře. Sledovali jsme jeho první pokusy formulovat a ře-
šit vlastní úlohy.

• V letním semestru 3. roč. v disciplíně Didaktika matematiky III.
(zaměřena na projekt) jsme společně s kolegyní Evou Zapotilovou
zaznamenaly u Jana nárůst sebevědomí v matematice, kreativity
a schopnosti pracovat samostatně. Janova práce spočívala v pří-
pravě experimentu (zpracoval jedno úlohové téma, které nebylo
prezentováno na semináři), jeho realizaci, analýze a následné pre-
zentaci projektu v seminární práci.

• O emoční síle Janových zkušeností nabytých při tvorbě seminární
práce svědčí, že ve 4. roč. práce přerostla v diplomovou a později
dokonce i doktorskou. Obě byly velice úspěšně obhájeny.

Projekt

• Jan si pro svůj projekt vymyslel vlastní úlohové prostředí. Načrtá-
val trojúhelníky jako obrazce skládající se z jistého počtu troj-
úhelníků různé velikosti a tvaru. Poté vymýšlel i čtyřúhelníky,

1Jan Traxler dal Katedře matematiky a didaktiky matematiky PedF v Praze sou-
hlas ke zveřejnění jeho práce.
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pětiúhelníky a šestiúhelníky skládající se z trojúhelníků (viz obr. 1).
Našel různé typy obrazců – od nejjednodušších, kde počet trojú-
helníků je evidentní (např. trojúhelník skládající se ze dvou troj-
úhelníků), po náročné (např. obrazec skládající se z trojúhelníků,
které obsahují menší trojúhelníky).

Obr. 1 Obr. 2 (barevný)

• Jan formuloval cíl projektu: Jak jsou žáci rozdílného věku schopni
určovat počet trojúhelníků v obrazci. Kromě správnosti odpovědi
žáka Jana zajímala doba, která uběhla od zadání úlohy až po vy-
slovení žákovy odpovědi. Vybral 16 různých obrazců a vyrobil kar-
tičky (rozměr 13 × 9 cm) s obrazcem na každé z nich a pokryté
omyvatelnou fólií.

Kartičky zadal 34 žákům/studentům ve věku 7–18 let a jejich vý-
sledky zpracoval do tabulky, kde u každého řešitele měl zazna-
menáno jeho jméno, věk, čas potřebný pro vyřešení úlohy (tj. kar-
tičky), správnost odpovědi, celkový čas potřebný pro vyřešení všech
úloh a úspěšnost v procentech. Kromě tabulky Jan u některých
žáků popsal, jak postupovali při řešení.
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• Janovi se zdálo, že faktor černobílého zpracování obrazců výrazně
určuje úspěšnost řešení úloh, proto provedl druhé šetření, pro které
připravil stejné obrazce, ale s různě barevnými trojúhelníky (viz
výše obr. 2). Protože chtěl provést šetření na větším vzorku lidí,
požádal svou spolužačku o pomoc. Barevné obrazce byly zadány
59 lidem ve věku 6–41 let. Výsledky opět zpracoval do tabulky.

• Jan se rozhodl, že připraví počítačovou verzi zadávání obrazců.
Byl mu doporučen program Quarelldraw, na kterém se naučil kres-
lit geometrické obrazce. V konečné podobě počítačová verze byla
obohacena o zvukové zadávání úlohy a volbu doby určené pro zob-
razení obrazce.

• Počítačovou verzi úlohy bez časového omezení zobrazení obrazce
Jan zadal 29 lidem ve věku 6–20 let a verzi s časovým omezením
30 lidem ve věku 6–18 let. Opět výsledky zpracoval do tabulek.

• Jan chtěl porovnat výsledky všech šetření se svými hypotézami, ale
ukázalo se, že tabulky nedostatečně vypovídají o faktorech ovliv-
ňující úspěšnost (závislost úspěšnosti na věku, závislost úspěšnosti
všech žen na věku, závislost úspěšnosti všech mužů na věku, závis-
lost času řešení na věku). Proto výsledky všech tabulek zpracoval
do grafů na počítači.

Výčtem Janových aktivit nám nejde o to, abychom poukázali na
kvantitu jeho práce a výsledky jeho šetření, ale chceme ukázat, co všechno
a v jaké míře se Jan v průběhu práce na projektu učil. Mimo jiné cílem
bylo ilustrovat naši práci jako propojení výzkumů a pedagogické činnosti.
Tato problematika je rozpracovávána v různých grantech, ale zejména
ve Výzkumném záměru Kultivace matematického myšlení a vzdělanosti
v evropské kultuře.
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We speak English here . . .

Michal Krupík

Mohlo by se zdát, že hodina matematiky vyučovaná metodou CLIL
(vysvětlení pojmu CLIL například v Novotná, J. a Hofmannová, M.:
Cizí jazyk jako nástroj při výuce matematiky v tomto sborníku) se od
„normální
 hodiny matematiky liší pouze tím, že veškerá jazyková in-
terakce mezi žáky, učitelem a učivem je vedena v cizím jazyce (v kon-
textu České republiky pak většinou v jazyce anglickém). Ti trochu zku-
šenější by však jiště namítli, že zde jedna velká odlišnost přece jen exis-
tuje. Touto odlišností by pak mysleli větší pozornost, která by v ho-
dině vyučované formou CLIL (dále jen „v hodině CLILu
) měla být
věnována prostředku komunikace, v našem případě tedy anglickému ja-
zyku. V hodině CLILu tak nacházíme součásti, které v běžné hodině
matematiky nenalezneme, jako například momenty, kdy se výuka do-
časně zaměří například na správnou výslovnost či gramatiku anglic-
kého jazyka nebo kdy je část hodiny věnována prezentaci nové slovní
zásoby.
Je ale důležité pochopit, že takto otevřená výuka jazyka spojená

s přechodem pozornosti od obsahu (matematiky) k formě (jazyku) má
být v hodině CLILu udržována na co nejnižší míře. Jedním ze základ-
ních principů CLILu je totiž to, že jazyk má být vyučován skrytou
cestou a že pozornost má být soustředěna především na obsah. Navíc
faktem je, že na přílišnou výuku jazyka není při hodinách CLILu čas,
neboť je nutné pokrýt velké nároky oborové výuky (tedy výuky ma-
tematiky). Je tudíž možno říci, že výslovnosti a gramatice jazyka by
se mělo otevřeně věnovat pouze v případech, kdy je nutné zabezpečit
úspěšný průběh komunikace (například při nesrozumitelné výslovnosti
studenta).

Práce je součástí řešení projektu CLIL – kurs podle standardu EU programu
„Podpora rozvoje učitelských vzdělávacích programu a jiných vzdělávacích aktivit
pro rok 2002�.
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Trochu jinak je tomu ale v případě prezentace nové slovní zásoby.
Té se při výuce CLILem učitel vyhne jen stěží. Je totiž zřejmé, že pre-
zentace nových pojmů je běžným komponentem i „normální
 hodiny
matematiky. I v té učitel nejdříve vysvětlí obsah termínů (jako napří-
klad lokální minimum, kolineární body či rostoucí funkce) a teprve poté
je používá při popisu matematických vztahů. Při CLILu se ale dostá-
váme do problémů při práci s termíny, které žáci znají v jejich české
podobě z předcházejícího vzdělávání (například termíny matematiky zá-
kladní školy jako čitatel, nerovnice nebo ekvivalentní úprava), ale nejsou
součástí jejich anglické slovní zásoby – ty je poté nutno naučit pomocí
klasických technik jazykového vyučování.
Tímto výčtem by ale soupis odlišností mezi matematikou vyučovanou

metodou CLIL a běžnou hodinou matematiky nekončil. Použití cizího ja-
zyka má totiž dalekosáhlejší dopady na podobu hodiny, než by se na první
pohled zdálo. Cizí jazyk totiž v prostředí třídy funguje při CLIL výuce
jako částečný filtr kvality a kvantity informací při komunikaci mezi učite-
lem, žáky a učivem. Jinými slovy, částečné či úplné nepochopení toho, co
student slyší, či nedokonalá schopnost se v jazyce vyjadřovat, zmenšuje
úroveň pochopení prezentovaného učiva. Dobrý učitel hodiny CLILu si
je této skutečnosti vědom a snaží se proto učivo studentům častěji pre-
zentovat názornými, nejazykovými prostředky. Při práci s jazykem pak
je velmi opatrný a užívá jej na přiměřené úrovni.
Největší pozornost by pak ale učitel měl při CLILu věnovat práci

s termíny. Jedním nebezpečím CLILu je to, že v cizím jazyce se vztah
mezi obsahem pojmu a pojmem samotným tvoří hůře než v jazyce ma-
teřském. Jinými slovy, student může snadno pochopit, co nazýváme po-
jmem „komolý jehlan
 (co je denotátem tohoto slova), a poměrně bez
velké snahy si tento denotát spojit s termínem „komolý jehlan
. Přečte-li
si nebo uslyší-li později tento termín, poměrně rychle se mu vybaví pří-
slušný denotát a může tak s ním při výuce myšlenkově pracovat. Poně-
kud komplikovanější je ale asociovat při CLILu tento denotát s pojmem
„truncated cone
 (anglicky „komolý jehlan
). Je to způsobeno přede-
vším tím, že slova „to truncate
 a „a cone
 nejsou studentům známa
a priori tak jako česká slova „komolý
 a „jehlan
. Při pozdějším po-
užívání nových termínů pak musíme v CLILu počítat s tím, že si je
studenti nemohou osvojit tak rychle, jako tomu je v českém jazyce. Pro-
blematická je především oblast výše zmíněných pojmů, které studenti
znají z předcházejícího matematického vzdělávání. Převodu této české
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terminologie do anglického jazyka je nutno věnovat dostatečnou pozor-
nost a nezanedbat její dostatečné upevnění. Právě tato terminologie poté
totiž tvoří základy dalšího matematického vzdělávání, a proto musí být
vytvořena dostatečně.
Cílem naší prezentace je ukázat, jaký vliv má použití cizího jazyka

v CLILu na jazykovou interakci a na výběr technik výuky. Celý pří-
spěvek bude laděn prakticky, jeho nejdůležitější součástí bude simulace
hodiny CLILu za použití pouze českého jazyka. Příspěvek bude vycházet
ze zkušeností získaných v kurzu CLIL absolvovaném na Pedagogické fa-
kultě Univerzity Karlovy a v průběhu studentské praxe a v případě Jany
Horodyské, spoluautorky prezentace, i vykonávání učitelské profese na
anglickém gymnáziu v Hejčíně.
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Půvab elementární geometrie

František Kuřina

1 O kráse matematiky

Když jsem před 55 léty zahájil svá studentská léta v kvartě prachatického
gymnázia, měl jsem během září na poslední straně svého matematického
sešitu několik červených řádků informací o tom „v čem dělám chyby
.
Snad proto dodnes nemohu bez výhrad souhlasit s heslem M. Hejného
Chybo, budiž vítána [1]. Trvalo mi celý semestr, než jsem svůj handicap
z bavorovské měšťanky vyrovnal, ale o to více mě potěšil první úspěch
na nové škole, a to z deskriptivní geometrie, kdy mé řešení jakési trapně
jednoduché úlohy bylo dáváno za vzor. Přesně podle J. Bronowského:
Nejmohutnější silou při vzestupu člověka je jeho radost z vlastní doved-
nosti. Člověk dělá rád to, co dobře umí, a dělá-li něco dobře, chce to
dělat ještě lépe. Vyciťujeme to ve vědě, i ve velkoleposti toho, co tesá
a buduje, tu oddanost a péči, tu radost a smělost [2]. Nepochybuji o tom,
že náš přepoctivý profesor matematiky byl veden nejlepší snahou nás
co nejvíce naučit, mne však přesto po celé gymnázium poutaly k ma-
tematice úspěchy geometrické. V septimě jsem byl „zapojen
 do řešení
maturitní písemky z deskriptivní geometrie a prý jsem ji vyřešil origi-
nálním způsobem. Zpětně si vzpomínám, že už na měšťance jsem prožil
úspěch s jakýmsi geometrickým ornamentem a „prostorově
 vyvedeným
nápisem. Geometrie měla pro mne půvab od mládí. Hadamardova Ele-
mentární geometrie [3], kterou jsem poznal při studiu na Matematicko-
fyzikální fakultě v Praze, pak ovlivnila můj zájem o tuto problematiku
na celý život. Jak by mne nepotěšilo, když jsem si po létech přečetl, že
to, co jsem spontánně a na elementární úrovni prožíval jako student,
pociťují i matematici vědci v „opravdové
 matematice. Mnozí z nich si
navíc uvědomují, že tyto otázky mají význam i pro vyučování.
V nadpisu tohoto příspěvku jsem užil dvě slova, který vyžadují vý-

klad. Termín půvab užívám v běžném smyslu v souladu se slovníkem [4]
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pro jemnou krásu, okouzlující vliv, líbeznost. Přídavným jménem elemen-
tární označuji tu část geometrie, které bez dalšího studia může rozumět
absolvent našeho gymnázia.
O kráse matematiky, jak ji cítí různí autoři, můžeme shromáždit

řadu dokladů. Jeden z nejznámějších současných amerických matematiků
P.A. Griffith např. píše: Matematika má . . . duální povahu: je nezávislou
disciplínou ceněnou pro svou přesnost a vnitřní krásu a současně boha-
tým zdrojem nástrojů pro svět aplikací. A obě části této duality jsou úzce
spojeny [5]. Podrobně se věnuje otázce estetických kritérií v matematice
britský matematik G.H. Hardy (1877–1947) v knize Obrana matemati-
kova [6]. Matematik, podobně jako malíř nebo básník, je tvůrcem vzorců.
Jestliže jsou jeho vzorce trvanlivější než ty jejich, je to proto, že jsou vy-
tvořeny z idejí (myšlenek). Matematikovy vzorce, stejně jako vzorce ma-
líře nebo básníka, musí být krásné; ideje, jako barvy nebo slova, do sebe
musí harmonicky zapadat. Krása je prvním předpokladem: ošklivá mate-
matika nemá na světě trvalého místa. . . . Krása matematické věty závisí
z velké části na její závažnosti, tak jako i v poezii krása verše závisí do
určité míry na významu myšlenek, které obsahuje. Nakonec připomeňme
slova našeho předčasně zesnulého topologa Z. Frolíka: Domnívám se, že
krása matematiky spočívá v její harmonii. A nalézání harmonie je . . . tím
nejhlubším zdrojem uspokojení. Je to krása vnímatelná a samotné vní-
mání této krásy může dát člověku náplň života. Přitom tuto krásu může
člověk pouze vnímat – a vůbec ji nemusí vytvářet. Téměř žádný mate-
matikář na gymnáziu vědecky nepracuje, ale každý by měl mít pro krásy
matematiky vytříbenou vnímavost. Bez vnímavosti kantorů si těžko mohu
představit úspěch reformy studia matematiky, i kdyby byla sebelíp připra-
vená . . .

Obr. 1 Obr. 2
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V dalších odstavcích se pokusím doložit půvab elementární geometrie
na příkladech úloh, důkazech vět a zajímavých výsledcích.

2 Tři úlohy

Matematické úlohy mohou být pěkné svými výsledky nebo způsoby ře-
šení. První úloha, kterou uvedeme, je takřka výtvarného charakteru.

Úloha 1 Dokreslete kresbu na obr. 1.

Po diskusi o tom, co může kresba představovat (sponka, ozdoba, . . . )
vytvořili žáci 8. ročníku celou řadu pěkných výsledků, na nichž lze ukázat
např. spontánní tíhnutí k symetrii a jednoduchosti (obr. 2).
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Obr. 4

Úloha 2 Určete součet úhlů α+β+γ sestrojených podle obr. 3 (obdélník
AEFK je sjednocením tří čtverců).

Po formulaci hypotézy, že součet zmíněných úhlů je úhel pravý, hle-
dáme její důkaz. Ten může být formulován např. na základě „šťastného

nápadu (obr. 4), na základě logického rozboru, nebo užitím vhodné te-
orie. Všimněme si stručně posledních dvou postupů. Je-li součet zmí-
něných tří úhlů úhel pravý, můžeme úhly velikostí α, β, γ umístit do
polohy podle obr. 5 a trojúhelníky BKC a BEK jsou podobné. Pro-
tože podobnost těchto trojúhelníků můžeme na základě výpočtu délek
|KB|, |KC|, |KE| snadno prokázat, vyplývá odtud správnost naší hy-
potézy. V Gaussově rovině řešil jako student úlohu B. Novák, budoucí
profesor matematiky na MFF UK. Protože body H, G, F jsou obrazy
komplexních čísel h = 1 + i, g = 2 + i, f = 3 + i (obr. 6) a pro jejich
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součin platí s = 9i, je α + β + γ =
π

2
. Další řešení úlohy můžete najít

v knize [7].
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Řešení úlohy a tedy i její krása závisí na umění vidět (souvislosti),
které je podstatné pro jakoukoliv tvořivou práci.

Úloha 3 A1B1C1D1, A2B2C2D2 jsou libovolné dva rovnoběžníky troj-
dimenzionálního prostoru. Označme pořadě písmeny A, B, C, D středy
úseček A1A2, B1B2, C1C2 a D1D2. Určete druh čtyřúhelníku ABCD.

Zde opět snadno dojdeme k domněnce, že ABCD bude rovnoběžník.
Krásné řešení úlohy se opírá např. o základní poznatky o vektorech.
Pocit matematické krásy jsem si osobně snad poprvé hluboce uvě-

domil, když jsem poznal možnost znázornění n
√
1 vrcholy pravidelného

n-úhelníku.

3 Proč dokazujeme dokázané?

Důkazy, tak charakteristický rys matematiky, se přirozeně vyskytují
i v elementární geometrii. Měli bychom je dělat tehdy, mají-li pro stu-
denty smysl. Pochopí-li je dobře, mohou poznat i jejich krásu. Z nej-
hezčích důkazů, které jsou známé z literatury, zde připomeňme např.
Gaussův důkaz věty o průsečíku výšek v trojúhelníku, důkaz věty o Eu-
lerově přímce a kružnici devíti bodů a např. větu Ptolemaiovu. Zajímavé
je, že se v literatuře objevují stále nové důkazy vět mnohonásobně doká-
zaných; logické důvody pro to nemohou být, důvody jsou patrně právě
estetické. Ilustrujme tuto ideu dvěma důkazy Pythagorovy věty, které
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jsem donedávna neznal [8]. První důkaz může každý vyčíst z obr. 7, jeho
autor je Poo-sung Park.
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Druhý důkaz se opírá o konstrukci znázorněnou na obr. 8. Zvětšíme-li
pravoúhlý trojúhelník s odvěsnami a, b a přeponou c po řadě a krát b
krát c krát, můžeme z prvních dvou trojúhelníků, které takto vzniknou,
„složit
 trojúhelník třetí a platí tedy a2 + b2 = c2. Autorem tohoto
důkazu je Frank Burke.

4 Překvapivé výsledky

Půvab matematických poznatků může spočívat i v jejich neočekávanosti,
novosti, zdánlivém rozporu s představami.
Jednu z nejkrásnějších úloh tohoto typu řešili soutěžící v 1. ročníku

naší Matematické olympiády, která se z iniciativy akademika Eduarda
Čecha konala v roce 1951. Zmíněná úloha, jejímž autorem je patrně
G. Polya ([8]), zněla:

V kolika základních prvcích (stranách a úhlech) se mohou shodovat
dva trojúhelníky, které nejsou shodné?

Snadno lze ověřit, že dva trojúhelníky, které nejsou shodné, se mohou
shodovat v 5 základních prvcích, např. ve dvou stranách a třech úhlech.
Jednou z takových možností je dvojice podobných trojúhelníků se stra-
nami a = 27, b = 36, c = 48, a′ = 36, b′ = 48, c′ = 64. Přijít na tento
výsledek je ovšem pěknou ukázkou tvořivého přístupu k elementární ma-
tematice.
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Z dalších půvabných zdánlivě rozporných výsledků uvedeme kon-
strukci prostého zobrazení uzavřeného intervalu 〈0, 1〉 na otevřený in-
terval (0, 1), nebo pozoruhodný výsledek Erdösův, že do čtverce o straně
1 km 1 mm lze umístit více než (100 000)2 čtverců se stranou dlouhou
1 cm, aniž by se tyto čtverce překrývaly ([10]). Nakonec uvedu mou
oblíbenou úlohu (pro ty, kteří ji dosud neznají):
Sestrojte mnohoúhelník, který má tuto vlastnost: z některého bodu

jeho vnějšku není vidět žádná jeho strana celá.

Závěry

Rozehrát vyučování matematiky půvabnými úlohami, zajímavými vý-
sledky a problémy patří k umění vyučovat matematiku, jak o něm mluví
Polya. Nejdůležitějším předpokladem k tomu ovšem je, aby učitelé sami
poznali při svém studiu, a při vyučování znovu prožívali, krásu mate-
matiky ve Frolíkově duchu. Aspoň trochu přispět k tomuto cíli jsem se
snažil v tomto příspěvku, který byl vypracován s částečnou podporou
grantu GAČR 406/02/0829.
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Využití programů dynamické geometrie

při konstrukcíchv modelech

Lobačevského roviny

Miroslav Lávička

Posluchači fakult připravujících učitele matematiky by se měli bě-
hem svého studia seznámit alespoň v základních rysech i s problemati-
kou neeukleidovských geometrií. Pochopení této látky však bývá často
poměrně náročné. V dnešní době, kdy máme k dispozici programy dy-
namické geometrie (Cabri Geometry, The Geometer‘ s Sketchpad, Cin-
derella apod.), můžeme vlastnosti objektů v modelech Lobačevského ne-
eukleidovské geometrie studovat mnohem snadněji a názorněji. Při tom
vycházíme z faktu, že pokud se žák či student zmocňuje pojmů a vět
vlastní aktivitou, iniciativou, experimentováním, hledáním souvislostí
a neustálým ověřováním či vyvracením hypotéz, je kvalita jeho poznání
mnohem hlubší a trvalejší. A u problematiky hyperbolické geometrie to
platí dvojnásob.
Je zřejmé, že v jednom krátkém článku nelze vystihnout všechny mož-

nosti těchto programů pro konstrukce a prezentaci objektů v modelech
Lobačevského geometrie, zvláště pokud by součástí mělo být i uvedení
axiómů, definic a vět hyperbolické geometrie, teoretický popis a srovnání
několika modelů, resp. osvětlení možností a funkcí softwaru, se kterým
pracujeme. A proto v tomto příspěvku budeme předpokládat, že čte-
nář (uživatel) je jak s teorií hyperbolické geometrie, tak s programem
Cabri již obeznámen (v opačném případě jej odkazujeme na literaturu –
např. [1, 3]).

Řešeno v rámci grantu FRVŠ č. 1645/2002/F4 „Interaktivní podpora studia ge-
ometrie na ZČU�.
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Několik poznámek k Lobačevského geometrii

a jejím modelům

Jedním z nejvýznamnějších mezníků ve vývoji geometrie je 19. století,
v němž můžeme najít kořeny všech moderních matematických disciplín.
Marné úsilí o důkaz 5. Eukleidova postulátu vedlo k objevu neeuklei-
dovské geometrie, u jejíhož zrodu stáli Němec Carl Friedrich Gauss
(1777–1855), Maďar János Bolyai (1802–1860) a Rus Nikolaj Iva-
novič Lobačevskij (1792–1856). Z počátku tvrdě odmítaná disciplína
byla přijata po té, co výsledky zobecnil Bernhard Riemann (1826–
1866), a po té, kdy byly nalezeny názorné modely neeukleidovské geo-
metrie – Kleinův model (1871) a Poincarého modely (1882). Na úrovni
těchto modelů se podařilo ukázat, že zdánlivě „absurdní tvrzení
 Lo-
bačevského geometrie korespondují se smyslově názornými představami
realizovanými uvnitř těchto modelů.
Východiskem pro vytváření geometrie, která se dnes nazývá Loba-

čevského neeukleidovská geometrie, popř. hyperbolická geomet-
rie je negace axiómu rovnoběžnosti, tzv. axióm Lobačevského geometrie

(L): V rovině prochází bodem mimo přímku alespoň dvě různé s ní
se neprotínající přímky.

Uveďme příklady některých vět hyperbolické geometrie:

• Součet vnitřních úhlů v trojúhelníku je menší než 2R.

• Součet vnitřních úhlů ve čtyřúhelníku je menší než 4R.

• Neexistují trojúhelníky se shodnými odpovídajícími úhly, které by
měly odpovídající strany neshodné. (Dva trojúhelníky jsou shodné,
jestliže mají shodné odpovídající úhly.)

• Existuje kolmice na rameno ostrého úhlu, která neprotne druhé ra-
meno.

• Všechny body ležící v téže polorovině s danou hraniční přímkou
ve stejné vzdálenosti od ní neleží na přímce. (Ekvidistanta přímky
není přímka.)

• Existují tři nekolineární body, jež neleží na žádné kružnici. (Exis-
tuje trojúhelník, jemuž nelze opsat kružnici.)
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Význam modelů Lobačevského geometrie tkví v tom, že jejich pro-
střednictvím získáváme názornou představu o vlastnostech přímek, troj-
úhelníků a dalších objektů v Lobačevského rovině, o kterých bychom
jinak vzhledem k naší každodenní zkušenosti pochybovali. Za všechny
modely vybereme alespoň jeden z nich — vzhledem k následnému pou-
žití programu dynamické geometrie Cabri se jako nejvýhodnější a nejlépe
„uchopitelný
 jeví Poincarého kruhový model.

Poincarého kruhový model hyperbolické roviny

Uvažujme standardní eukleidovskou rovinu v běžném slova smyslu a v ní
zvolme kruh Γ (kružnici γ) se středem O a poloměrem r. Rovinou H2

rozumíme vnitřek kruhu int Γ = {X ∈ E2; |OX | < r}, P-body jsou
všechny body vnitřku kruhu H2 a P-přímkami rozumíme:

• jednak všechny průměry kruhu Γ bez krajních bodů;

• jednak otevřené kruhové oblouky, které vzniknou jako průniky H2

a eukleidovských kružnic, jež ortogonálně protínají hraniční kruž-
nici kruhu Γ (1).

Vztahům incidence a uspořádání je ponechán smysl, jaký mají
v obyčejné rovině.

Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

Shodnost úseček zavedeme tak, že P-úsečky AB a CD jsou P-sho-
dné, jestliže mají stejnou P-délku, kterou definujeme vztahem

d(AB)P =

∣∣∣∣ln
(
|AP |
|AQ| ·

|BQ|
|BP |

)∣∣∣∣ ,
kde P , Q jsou krajní body oblouku (ev. průměru), na němž leží P-úsečka
AB (předpokládáme pořadí bodů P ∗A∗B ∗Q), a kde |AP |, |AQ|, |BQ|,
|BP | jsou standardní eukleidovské vzdálenosti (2). Platí, že
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lim
A→P

d(AB)P =∞ a lim
B→Q

d(AB)P =∞,

a proto P-délky nabývají všech kladných reálných hodnot.
Shodnost úhlů koresponduje s běžnou shodností v eukleidovské ro-

vině, a proto měřit P-úhly mezi dvěma P-přímkami znamená měřit euk-
leidovské úhly mezi dvěma tečnami k daným dvěma P-přímkám v jejich
průsečíku.
Platí, že Poincarého kruhový model vykazuje hyperbolickou vlastnost

(splňuje Lobačevského axióm) týkající se nerůznoběžek vedených k dané
přímce p daným bodem P �∈ p (3).

Řešení konkrétních úloh v Lobačevského rovině

pomocí programu Cabri

Program Cabri patří mezi programy tzv. dynamické geometrie. Pomocí
myši a výběru z nabídek uživatel snadno, rychle a přesně provádí kon-
strukce, přičemž může navíc použít aktivní a dynamické prvky, jakými
jsou pohyb a jeho stopa, výpočty a množiny objektů dané vlastnosti. Jed-
nou z nejzdařilejších funkcí Cabri je možnost doplňovat standardní před-
definované konstrukce programu dalšími tzv. makrokonstrukcemi, které
program můžeme „doučit
 a tím rozšířit jeho uplatnění. Stačí konstrukci
jednou provést a poté postupně označit vstupní objekty konstrukce, vý-
stupní objekty a vyplnit okno dotazující se na název makrokonstrukce,
nápovědu apod. Makrokonstrukce se pak objeví v nabídce jako další
položka (tlačítko) a když je aktivována, stačí klepnout na vstupní ob-
jekty a automaticky se objeví objekty výstupní. Tím je nám umožněno
obohatit Cabri (jakožto program primárně určený pro konstrukce v eu-
kleidovské rovině) o aparát konstrukcí v rovině hyperbolické!
Konstrukce obecně rozdělíme na ty, jež souvisejí s vytvořením pr-

votního prostředí Poincarého modelu Lobačevského roviny, a potom na
konkrétní úlohy řešené v těchto modelech. Začněme tedy s vytvářením
základních objektů Lobačevského roviny v Poincarého kruhovém modelu
(přímky, úsečky, trojúhelníky, kružnice, . . . ) a společně s tím současně
i s tvorbou makrokonstrukcí, jež umožňují automatické sestrojení těchto
objektů, měření délek, velikostí úhlů atd. Rozeberme si alespoň jednu ze
základních úloh:
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V Poincarého modelu sestrojte přímku procházející danými dvěma
body.

Nejprve sestrojíme hraniční kružnici γ a uvnitř této kružnice zvolíme
dva libovolné body A, B. V souladu se zavedením modelu je úkolem
nalezení kružnice k procházející body A, B, která ortogonálně protíná
kružnici γ. Využijeme vlastností kruhové inverze, která je v programu
Cabri standardně implementována. V kruhové inverzi podle kružnice γ
zobrazíme bod A do bodu A′ a sestrojíme kružnici k jakožto kružnici
opsanou trojúhelníku ABA′ (kružnice k je v kruhové inverzi podle kruž-
nice γ samodružná, a proto ji ortogonálně protíná). Průsečíky kružnic k
a γ označme P ,Q – jedná se o krajní body kruhového oblouku, který pro-
chází body A, B – tím je hledaná P-přímka sestrojena. Nyní vytvoříme
makro, které umožní předchozí konstrukci vytvářet automaticky (vstup-
ními objekty jsou kružnice γ a dva body ležící uvnitř této kružnice, za
výstupní objekt volíme P-přímku.

Obr. 4

Obdobným způsobem je možné sestrojovat i další objekty v Poin-
carého modelu Lobačevského roviny.
Na výše uvedeném obrázku vidíme ještě další výhodu Cabri a tou je

reorganizace položek v nabídkách nástrojů (standardní nabídku nástrojů
můžeme doplnit o námi definované makrokonstrukce, čímž vytváříme
nové prostředí určené pro konstrukce v Poincarého modelu). V souladu
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s uspořádáním položek standardních nabídek Cabri tak bylo vytvořeno
pět nových nabídek pro konstrukce v neeukleidovské rovině:

P1: P-přímka, P-úsečka, P-polopřímka, P-trojúhelník, P-čtyřúhelník;

P2: P-kružnice;

P3: P-osa úhlu, P-osa úsečky, P-společná kolmice dvou přímek, P-
kolmice z bodu, P-kolmice v bodě, Nanést P-úhel, Nanést P-délku;

P4: P-osová souměrnost, P-rotace, P-translace;

P5: P-velikost úhlu, P-vzdálenost.

Trojúhelník, jemuž nelze opsat
kružnici

Součet vnitřních úhlů trojúhelníka je
menší než 2R

Ekvidistantou přímky není
přímka

Osová a středová souměrnost v hyperbo-
lické rovině

Obr. 5
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Nově vytvořené prostředí můžeme např. uložit do souboru poincare.men,
čímž je k dispozici pro další použití.
Nyní již jsou vytvořeny podmínky pro experimentování v hyperbo-

lické rovině. Některé situace a možnosti ukazuje obrázek 5, využití je ale
samozřejmě mnohem širší.
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Pythagorova věta a Cabri geometrie

Pavel Leischner

Důkazy Pythagorovy věty, její zobecňování a různé analogie jsou
vděčným tématem pro zájmovou matematickou činnost žáků. Cílem pří-
spěvku je představit soubor interaktivních obrázků vytvořených v Cabri
k podpoře takové práce, ukázat možnosti využití dynamické geometrie
a snad i některé netradiční pohledy na známé věci.

Obr. 1

Zaměřme se nejprve na důkazy Pythagorovy věty. Mnoho z nich před-
stavuje jakési skládačky. Například na obr. 1 je naznačeno rozřezání
čtverců sestrojených vně nad odvěsnami pravoúhlého trojúhelníku. Ze
vzniklých částí máme sestavit čtverec nad přeponou. Skládačka umož-
ňuje dokázat i Euklidovy věty o odvěsnách. Původní interaktivní obrázek
obsahuje ovladač, jímž se dá přivolat geometrická nápověda (pomocný

Příspěvek vznikl za podpory grantu MSM 124100006
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obrázek bez komentáře). U mladších žáků můžeme rozvíjet geometrické
dovednosti jen tak, že jim obrázek vytiskneme s úkolem rozstříhat podle
čar dva menší čtverce a ze vzniklých částí poskládat čtverec nad pře-
ponou. Po starších požadujeme i důkaz. Barevné části obrázku můžeme
uchopit za očíslované vrcholy a pohybovat jimi. Pohyb každého dílu je
fixován a zastaví se na patřičném místě uvnitř čtverce nad přeponou. To
využijeme například k frontální demonstraci řešení skládačky, ale také
jako první nápovědu žákovi k nalezení důkazu – pohyb naznačí, co je
třeba dokázat.

Obr. 2

Není zde možné čtenáře podrobně seznámit se všemi obrázky. Při-
pomeňme jen, že z velkého počtu takových důkazů je mnoho pouze ob-
měnou několika základních. Jednoduchý, na školách dobře známý důkaz
(obr. 2) pochází údajně od indického matematika Aryabhaty (476–550).
Útvar v pravé části obrázku 2 obdržíme pouhým posunutím tří trojú-
helníků v levém čtverci. Je zřejmé, že plocha nepokrytá trojúhelníky je
v obou velkých čtvercích stejná. Důkaz aplikací vzorce (a + b)2 = a2 +
+ 2ab + b2 na pravý čtverec obrázku 2 se může zdát žákům zajímavý,
ale nepředstavuje nic nového, neboť levá část obr. 2 je jen geometric-
kým modelem uvedeného vztahu. Proslulý důkaz Leonarda da Vinciho
lze předvést jako modifikaci právě uvedené skládačky. Poměrně často ci-
tovaný Garfieldův důkaz je jen provedením již naznačeného výpočtu pro
polovinu pravého čtverce.
Všimněme si ještě, jak Aryabhatova skládačka souvisí s Pappovým

zobecněním Pythagorovy věty, podle nějž je součet obsahů rovnoběžníků
sestrojených nad stranami obecného trojúhelníku roven obsahu takového
rovnoběžníku nad třetí stranou, který má dvě strany shodné a rovno-
běžné s úsečkou BD sestrojenou podle obrázku 3 (b).
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Obr. 3

Obr. 4

Na obrázcích 3 (a) a 4 (a) jsme z původní skládačky vyřadili trojúhel-
ník, který neposouváme, vyznačený čárkovaně v obr. 3 (a). Posouvání
se tedy provádělo jen uvnitř pětiúhelníku, jehož deformací dostaneme
obrázky 3 (b) a 4 (b) z nichž (analogicky jako v předešlém případě)
odvodíme Pappovu větu.
Různá zobecňování Pythagorovy věty mohou být motivací k další

práci, zejména s nadanými středoškoláky. Jako příklad uvedeme dvě
z nich – Euklidovo zobecnění a Ptolemaiovu nerovnost.
Euklides ve 31. větě 6. knihy Základů tvrdí, že pro libovolné, navzá-

jem podobné rovinné útvary, sestrojené stejným způsobem nad stranami
pravoúhlého trojúhelníku je součet obsahů těchto útvarů nad odvěsnami
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roven obsahu útvaru nad přeponou. Podle obr. 5 to znamená, že P1+P2 =
= P , kde P1, P2 a P jsou po řadě obsahy mnohoúhelníků nad odvěsnami
AC, BC a přeponou AB. Tvar a rozměry mnohoúhelníků můžeme měnit
úchopem za vrcholy nejmenšího mnohoúhelníku. („Pejska
 proměnit na
„kravičku
 atd.) Čísla v pravé části obrázku, která představují obsahy,
se při manipulaci s mnohoúhelníky příslušně mění.

Obr. 5

Známý a názorný důkaz představuje obrázek 6, kde všechny tři na-
vzájem podobné útvary složené z pravoúhlého trojúhelníku a „pejska


zřejmě splňují vztah
P1
S1
=

P2
S2
=

P

S
= r. Z rovnosti S1 + S2 = S,

o které se můžeme názorně přesvědčit vložením krajních trojúhelníků
do prostředního, plyne, že rovnost platí i pro r-násobky obsahů, tj. že
P1 + P2 = P .
Algebraickou analogii tohoto důkazu dostaneme pomocí obrázku 6:

Jsou-li k1 a k2 koeficienty podobností, které po řadě převádí trojúhelník
ABC na trojúhelníky I a II, pak S1 = k21 · S a S2 = k22 · S. Z rovnosti
S1 + S2 = S dostaneme k21 + k22 = 1. Tento vztah můžeme považovat
za další zobecnění Pythagorovy věty, které říká trochu víc, než názorná
formulace v 31. větě 6. knihy Euklidových základů. Za koeficienty podob-
nosti lze totiž dosazovat jakékoli poměry v podobnosti si odpovídajících
délek a dostávat tak metrické vztahy pro pravoúhlý trojúhelník. Pře-
pišme například poslední vztah na tvar

√
k1k1k1k1 +

√
k2k2k2k2 = 1

a dosaďme za jednotlivé koeficienty poměry odpovídajících si poloměrů
kružnic z obrázku 7 (poloměry kružnic v trojúhelnících I a II značíme
až na index stejnými písmeny jako v trojúhelníku ABC). Po malé úpravě
dostaneme:

√
r1s1t1u1 +

√
r2s2t2u2 =

√
rstu, což by se jinou metodou

asi těžko zjišťovalo.



8. setkání učitelů matematiky 209

Obr. 6

Obr. 7

Obr. 8

Právě popsaná metoda koeficientů podobnosti se dá použít i pro jiné
geometrické situace a je, obrazně řečeno, mostem mezi světem názor-
ných představ klasické geometrie a světem abstraktních úvah v analy-
tické geometrii. Její podstatou je nalézt vztah mezi koeficienty navzájem
si podobných útvarů, který pak používáme jako „operátor
 na vytváření
metrických vztahů v dané skupině útvarů.
Ptolemaiova nerovnost je relace, kterou splňuje všech šest vzájem-

ných vzdáleností mezi libovolnými čtyřmi body v rovině. Na obr. 8 vlevo
je uvedena jako vztah mezi stranami a úhlopříčkami konvexního čtyřúhel-
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Obr. 9

níku ABCD. Obvykle se odvozuje pomocí kruhové inverze, zde ukážeme
odvození pomocí otočení a stejnolehlosti. Vydělíme-li celou nerovnost
některou délkou, například f , dostaneme vztah připomínající trojúhel-
níkovou nerovnost. Příslušný interaktivní obrázek lze užít k demonstraci
nalezení odpovídajícího trojúhelníku ACB′ transformacemi trojúhelníků
DAB a DBC, z nichž každá je složena z otočení a stejnolehlosti se spo-
lečným středem D. Výsledek vidíme na obr. 8 vpravo. Nerovnost na
obrázku dostaneme z trojúhelníkové nerovnosti (resp. z kosinové věty)
pro trojúhelník ACB′. Rovnost nastane, právě když bude bod B′ ležet
na úsečce AC, což odpovídá podmínce shodnosti úhlů ABD a ACD
(resp. shodnosti úhlů DBC a DAC). To nastane jen pro tětivový čtyř-
úhelník (obr. 9 vlevo). Bude-li navíc čtyřúhelníkABCD pravoúhelníkem,
obdržíme Pythagorovu větu, jak je vidět v pravé části obrázku 9.
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Transformational Geometry & Matrices

Graham H. Littler

Introduction

In my plenary lecture at the Seventh Conference of Czech Mathematics
Teachers I briefly wrote and talked about the linking of matrix algebra
to the work that I had spoken of in two-dimensional Transformational
Geometry and in particular the three isometries. In one sense I am
creating an analogy to the way in which conic sections are linked to
algebra in Coordinate Geometry. I would like to expand these ideas in
this paper and show how, in simple cases, grid paper can be used to
help the pupils determine the matrices they require and later, how even
the most complicated series of transformations can be undertaken using
matrices.

Reflections and Rotations in the x-y plane

Reiterating a little of what I previously had said, the matrix is used in
this work as an operator. The initial work of determining the matrix
operators that will undertake the reflection of the point P (x, y) in the
lines y = 0, x = 0, y = x and x+ y = 0 and rotate it through 90◦, 180◦,
270◦ and 360◦ can be done in one of two ways. The first way combines
drawing on grid paper to determine the result of the transformations
and then using the equivalence relations using the general 2× 2 matrix∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣ to operate on the general coordinate
∣∣∣∣ x

y

∣∣∣∣ that is
∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣ x

y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ax+ by

cx+ dy

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ x′

y′

∣∣∣∣ (1)
(2)

where (x′, y′) is the image of the point (x, y). Now by using the equiv-
alence relationships derived above and by drawing we would find that
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the image the point P (x, y) on reflection in the line y = 0 is the point
S(x,−y) hence

x′ = ax+ by = x , ⇒ a = 1 and b = 0
and y′ = cx+ dy = −y ⇒ c = 0 and d = −1 .

So the operator which will reflect any point P (x, y) in the line y = 0 is∣∣∣∣ 1 0
0 −1

∣∣∣∣ which we will denote as My=0.

The second method, which some students find easier, is to consider
what happens to the unit vectors (1, 0) and (0, 1) when operated upon
by one of the above transformations. By drawing the pupils can see that
when these two vectors are reflected in the line y = 0 then the vector
(1, 0) is invariant but (0, 1) is reflected to the vector (0,−1).
By applying the first methodology it is easy to show that the 2 ×

× 2 identity matrix, that is the matrix operator which transforms the
point P (x, y) to the point P (x, y) is

∣∣∣∣ 1 00 1
∣∣∣∣ that is, a matrix made up

of the unit vectors expressed as column vectors. We now make up the
matrix for reflection in the line y = 0 by expressing the images of the
unit vectors as column vectors in a 2× 2 matrix.

My=0 =

∣∣∣∣ 1 0
0 −1

∣∣∣∣
Either of these methods can be used for determining the following matri-
ces in addition to the one above Mx=0,My=x, My=−x, and R90, R180,
R270, and I (identity = R360) where M is being used for reflection in a
Mirror and R for a Rotation about the origin.
Once these have been determined then the students can use these

matrices to determine some of the multiple geometrical transformations,
which you will find in [3]. For instance, two examples which reinforce
the work done in multiple reflections and rotations are:

R90 ·R180 ·P(x,y) = R270 ·P(x,y)
and My=x ·My=0 ·P(x,y) = R90 ·P(x,y)

The second equation shows the student through matrix algebra that
reflection in two lines inclined at 45◦ meeting at the origin, produce a
rotation of twice the angle between the mirrors about the point where
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they intersect, that is a rotation of 90◦ about the origin in this case.
Please note that the rotation will follow the order in which the mirrors
are taken, in this case y = 0 first followed by y = x, hence the rotation
will be anti-clockwise, that is mathematically positively.
A further observation may be made by the students if they are aware

of the determinant of a matrix, which in the case of a 2×2 matrix is the
value of [ad − bc] in the general 2 × 2 matrix defined above. It will be
found that all the matrices denoted by M have a determinant Δ = −1,
whilst all those denoted by R have a determinant Δ = 1. Thus the
transformations which give us a direct image, rotations have Δ = 1 and
those giving an indirect image, reflections, have Δ = −1.
Now consider an enlargement of the unit square in the x − y plane

whose vertices are O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1) and C(1, 1) by a factor a,
the centre of enlargement being the origin, O. By drawing students
can see that this transforms the square so that its vertices are given
by O(0, 0), A′(a, 0), B′(0,a), C′(a,a). The matrix which performs this
transformation can be determined as above and we can show that∣∣∣∣ a 0

0 a

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣ 0 1 0 1
0 0 1 1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 0 a 0 a
0 0 a a

∣∣∣∣
From the original drawing the student will have made they can see that
the area of the enlarged square is a2 and from the determinant of the

matrix operator which will perform this transformation

∣∣∣∣ a 0
0 a

∣∣∣∣ 0 we
see that this is also a2. In general the determinant of such matrix op-
erators shows whether the image is direct or indirect by its sign and its
magnitude shows the ratio of the areas of the object to the image.

Figure 1

y

x

P (x, y)

P(x, y’)

O

L

�

Figure 2
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You will notice that we have only determined very specific matrix
operators, which relate to the symmetries of a square.
Now we have to consider the next stage which is to find the matrices

which will give us a general rotation of θ about the origin and a reflection
in the general line through the origin y = mx, where m = tanα, α being
the angle between y = 0 and y = mx.
For the general rotation θ, about the origin, in Fig. 1, � POP ′ =

= θ, OP = OP ′. Let � POx = β.
Then

x′ = OP ′ · cos(θ + β)

= OP ′{cos θ · cosβ − sin θ · sinβ}
= OP ′{cos θ · x/OP − sin θ · y/OP}
= OP ′/OP · {x cos θ − y sin θ}

x′ = x cos θ − y sin θ (3)

Similarly

y′ = OP ′ · sin(θ + β) which gives

y′ = x sin θ + y cos θ (4)

Comparing (3) with (1) and (4) with (2) we see that

a = cos θ , b = − sin θ , c = sin θ and d = cos θ

Hence the matrix operator, which rotates any point through an angle
θ about the origin, is

Rθ =

∣∣∣∣ cos θ − sin θ
sin θ cos θ

∣∣∣∣
Note the determinant of this matrix is given by

Δ = cos θ · cos θ − (− sin θ) sin θ

= cos2 θ + sin2 θ

= 1 , a direct image.

For a reflection in the general line through the origin, y =
= mx in Fig. 2 using the above type of solution, it is necessary to draw
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the reflection of the line y = 0 in y = mx and then using right-angled
triangles you arrive at the statements:

x′ = x cos 2α+ y sin 2α and

y′ = x sin 2α − x cos 2α

giving the matrix operator as

My=mx =

∣∣∣∣ cos 2α sin 2α
sin 2α − cos 2α

∣∣∣∣
Note the determinant gives −(cos2 2α + sin2 2α) = −1, thus giving an
indirect image, as you would expect with a single reflection. This matrix
can be found more easily using the unit vector method.

Translations

Thus we have dealt with two of the isometries in transformational geom-
etry. However I hear you saying that this will not deal with the general
line, y = mx+c or with a rotation about some point (a, b) where a, bne0.
This is true and we have to introduce the third isometry, translation
to be able to determine such operators.
You have seen in (1) and (2) that for the 2 × 2 matrix, x′ is of the

form ax + by. To translate any point P (x, y) by the vector (p, r), then
x′ must be of the form x+ p and y′ of the form y + r.
To get the coordinates in this form we have to use a 3 × 3 matrix

operator and operate in three dimensions with all the operations being
transferred to the z = 1 plane. The matrix operator which translates
P (x, y, 1) through (p, r, 0) is

T(a,b) =

∣∣∣∣∣∣
1 0 p
0 1 r
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣

x
y
1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

x+ p
y + r
1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

x′

y′

1

∣∣∣∣∣∣
Note that the 2× 2 identity matrix is in the upper left part of the 3× 3
matrix. Any of the 2 × 2 matrices referred to earlier in the text would
have to be placed in this position to perform the particular operation in
the z = 1 plane. Hence to perform the reflection in the line y = mx+ c

in the z = 1 we would use the matrix

∣∣∣∣∣∣
cos 2α sin 2α 0
sin 2α − cos 2α 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
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Finally we are ready to reflect in the line y = mx + c. To do this
we have to shift the origin from (0, 0) to (0, c), then reflect in the line
y = mx and finally return to the original origin

T(0,c,1) ·My=mx ·T(o,−c,1) ·P(x,y,1) = P′(x′,y′,1)

Matrix operators can be strung together as above to determine the
final image for any sequence of transformations. As with reflection, to
rotate a point P about a centre C(e, f, 1) we have to shift the origin
to the point (e, f, 1), undertake the rotation and then translate back to
(0, 0, 1). Hence to rotate any point P in the plane z = 1 through an angle
θ about a point (e, f, 1) we need to compute the following sequence of
matrices

T(e,f,1) ·Rθ ·T(−e,−f,1) ·P(x,y,1) = P′(x′,y′,1) .

These last two expressions give the process necessary to produce re-
flections in any straight line in the z = 1 plane and a general rotation
about any point in the z = 1 plane. If centres of rotation and straight
lines can be defined in grid paper, that is expressed in terms of coordi-
nates or as an equation of the form y = mx + c then the image of an
object acted upon by any set of multiple transformations can be deter-
mined using the above matrix algebra.
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versity Press, 1971–1990.
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Návrh jedné cesty k posílení znalosti

geometrie

Ludmila Machačová

Abstrakt

Příspěvek představuje pracovní sešit Lineární algebra a analytická geometrie
v E3 jako pomůcku, která má aktivizovat studenty a vést je prostřednictvím
některých prvků distančního vzdělávání, uplatněných jednotně ve třech obsaho-
vých celcích, k tvůrčímu zvládnutí tématu.

Při přijímacích zkouškách na tři (z pěti) fakult Univerzity Pardubice
se vyskytuje pravidelně i úloha z analytické geometrie v rovině. V jedné
z těch letošních byl dán trojúhelník souřadnicemi svých vrcholů. Poža-
dovalo se najít obecnou rovnici přímky obsahující určenou stranu a sou-
řadnice paty výšky na tuto stranu.
Úloha nebyla pro mnohé řešitele bezproblémová. Omyly se týkaly

i pojmů obecná rovnice přímky a výška trojúhelníku (zaměňována např.
za těžnici).
Také v semestrálních zkouškách z matematiky se studenti dopouš-

tějí základních omylů. Faktem je překvapivé selhávání mnoha studentů
v geometrických partiích. Např. normálový vektor roviny je interpreto-
ván jako vektor ležící v rovině.
Nápravu je možné hledat ve cvičení představivosti, v modelování

a hlavně v tom, že vhodné postupy student sám objeví. Za skutečný
úspěch pak lze považovat přínos geometrických pohledů do dalších kapi-
tol základního kurzu (např. funkce dvou proměnných).
Jednou z forem, která by měla vést k posílení znalostí studentů, bylo

zavedení „Pracovního sešitu
. Pracovní sešit, s jehož pomocí by měl stu-
dent aktivně zvládnout lineární algebru a analytickou geometrii v E3,
má tři formálně jednotné celky. Struktura každého z nich je následující:
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CÍLE vyjmenovány jsou cílové pojmy, vztahy,
metody

ANO – NE předložena jsou tvrzení k roztřídění
na pravdivá a nepravdivá

VZOROVÁ ŘEŠENÍ
VYBRANÝCH ÚLOH

demonstrují, navádějí a vysvětlují

10 ÚLOH K SAMO-
STATNÉMU ŘEŠENÍ

SPRÁVNÉ ODPOVĚDI
A VÝSLEDKY

výsledky třídění a výsledky řešení 10 úloh

KONTROLA
ZNALOSTI CELKU

otázkami se ověřuje znalost definic a vět

Pracovní sešit není náhradou učebnic, skript či přednášek, je jejich
doplňkem. Nároky na studenta se stupňují od prostého třídění k hlub-
šímu proniknutí do problematiky, k pochopení a aktivní znalosti.

Ukázka

ANO – NE Je-li A ·B = 0, pak je aspoň jedna z matic
A, B nulová.

KONTROLA ZNALOSTI
PRVNÍHO CELKU

Je dána matice A = (2, 3, 1). Zvolte nenulo-
vou matici B tak, aby byla maticeC = A·B
nulová.

Ukázka

ANO – NE x = 0 je v E3 rovnice roviny.

KONTROLA ZNALOSTI
TŘETÍHO CELKU

Zvolte bod B, který neleží v žádné ze sou-
řadnicových rovin. Které roviny procházejí
zvoleným bodem rovnoběžně se souřadnico-
vými rovinami?

Významnou pomůckou při výuce geometrických partií jsou také mo-
dely. I na vysoké škole se hodí špejle a desky. Třeba i k vymodelování
odpovědi na otázku:
Je možné, aby tři roviny neměly žádný společný bod, třebaže jsou

každé dvě různoběžné?
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Postavení geometrie v přijímacích

testech z matematiky

Iva Malechová, Jarmila Robová

Úvod

V průběhu posledních let jsme při opravování přijímacích testů z ma-
tematiky na Fakultu stavební ČVUT a Matematicko-fyzikální fakultu
UK opakovaně pozorovaly, že úlohy z geometrie činí studentům často
potíže. V řadě případů studenti měli problémy dokonce s elementárními
vlastnostmi čtyřúhelníků a planimetrickými vztahy, které se učí již na
základní škole. Rozhodli jsme se proto, že prozkoumáme tuto situaci
poněkud hlouběji a že se zaměříme na postavení geometrických úloh
v přijímacích testech z matematiky.
Podkladem pro zpracování uvedené problematiky se staly sady ori-

ginálních přijímacích testů z matematiky na osmiletá gymnázia (128
testů), čtyřleté střední školy (gymnázia, střední průmyslové školy a ob-
chodní akademie, 223 testů) a vysoké školy (konkrétně ČVUT a MFF
UK v Praze – 66 testů). Zadání testů jsme čerpaly především z publi-
kací [8, 9, 10, 11, 12]. Posuzované testy nepředstavují vyčerpávající vzo-
rek, avšak na základě rozboru těchto testů lze vypozorovat jisté trendy,
které jsou zpracovány v následující části.

Podíl geometrických úloh v přijímacích testech

Typy i struktury jednotlivých testů jsou rozdílné – ve zkoumaném sou-
boru se vyskytují nejen testy s otevřenými a uzavřenými položkami, ale
také kombinované testy. Testy s otevřenými položkami však převažují,
pouze testy na ČVUT jsou výhradně s uzavřenými a na MFF UK jen
s otevřenými položkami.
Vzhledem k různorodosti testů jsme se dále soustředily na úlohy s ge-

ometrickým obsahem. Nejprve jsme zkoumaly podíl geometrických úloh
(g) v přijímacích testech podle typu školy:
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• osmiletá gymnázia – nejvíce testů má g v rozmezí
1
3
≤ g ≤ 1

2

• čtyřleté střední školy – nejvíce testů má g v rozsahu
1
4
≤ g ≤ 1

2

• vysoké školy – na ČVUT je g =
1
3
, na MFF UK je

1
4
≤ g ≤ 1

2

Z uvedeného je patrné, že konstantní podíl geometrických úloh v při-
jímacích testech z matematiky mají ze sledovaných škol pouze fakulty
ČVUT v Praze1 – geometrické úlohy tvoří vždy třetinu2 všech testových
úloh. Na ostatních školách je situace nejednotná.

Zastoupení geometrického učiva v testech

V rámci dalšího rozboru geometrických úloh jsme se soustředily na za-
stoupení jednotlivých geometrických témat ve zkoumaných úlohách3

podle typu školy.
Položka „ostatní
 v grafu (obr. 1) zahrnuje nečetné úlohy na souměr-

nosti a otočení, pojmosloví, vzájemnou polohu přímek v rovině a objemy
těles pomocí jednotkové krychle.

23
35

22
16

23
11

62

18 14

39

22

59

43

29

obsahy a
obvody
obrazců

převody
jednotek

konstr.
úlohy

stavby z
krychlí a
kvádrů

určení
počtu

obrazců

prostor. a 
rovinná

orientace

ostatní

1998

1999

Obr. 1 Zastoupení geometrického učiva na osmiletých gymnáziích

1Od akademického roku 2000/01 je na celém ČVUT (kromě fakulty architektury)
zadáván stejný test z matematiky. Skládá se z 15 uzavřených úloh – student volí 1
z 5 nabízených odpovědí, z nichž právě 1 je správná. Každému uchazeči o studium
počítač generuje vlastní test z databáze uzavřených úloh. Tato vznikla modifikací
otevřených úloh, která je dostupná všem zájemcům o studium na ČVUT – viz [4].
2Podíl těchto úloh v celkovém hodnocení je však vyšší, než by odpovídalo jejich

počtu, neboť úspěšný student může z geometrických úloh získat 8 bodů z celkových
20 možných.
3Počty geometrických úloh v jednotlivých letech byly rozdílné – na osmiletá gym-

názia to bylo 189 úloh v roce 1998 a 227 úloh v roce 1999; na čtyřleté střední školy
273 úlohy v roce 2000 a 329 úloh v roce 2002. Soubor geometrických úloh na MFF UK
tvořilo 66 úloh.
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Při rozlišování základního a rozšiřujícího učiva jsme vycházely z os-
nov vzdělávacího programu Základní škola [13] a středoškolských Stan-
dardů z matematiky [1, 2].
V grafu (obr. 3) zahrnuje položka „ostatní
 úlohy na vlastnosti ge-

ometrických obrazců, zobrazení, promítání a dělení obrazců na požado-
vaný počet částí. Úlohy na převody jednotek – převážně jednotek času –
nejsou v rozboru zahrnuty.

44%

56%

základní
učivo 1998

rozšiřující
učivo 1998 41%

59%

základní
učivo 1999

rozšiřující
učivo 1999

Obr. 2 Podíl základního a rozšiřujícího geometrického učiva na osmile-
tých gymnáziích

76
54

25

89

8
21

59

27

82

14 23

124

konstr.úlohy obvody a
obsahy

trigonometrie stereometrie grafy funkcí ostatní

2000

2002

Obr. 3 Zastoupení geometrického učiva na čtyřletých středních školách

43%

57%

základní
učivo 2000

rozšiřující
učivo 2000

34%

66%

základní
učivo 2002

rozšiřující
učivo 2002

Obr. 4 Podíl základního a rozšiřujícího geometrického učiva na čtyřletých
SŠ

Analýza testů z pohledu geometrie

Z výše uvedených grafů a z rozboru úloh vyplývá:
• nejvíce úloh je z tematických celků obsahy a obvody rovinných
útvarů a objemy a povrchy těles 4

4Na sledovaných vysokých školách podstatná část planimetrických úloh je právě
z tématického celku obsahy a obvody rovinných obrazců a převážná část stereomet-
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Kombin. 
geometrie
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Stereom.
18%

Trigonom.
2%

Planim.
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Grafy 
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Analytická 
geometrie

39%

Analytická 
geometrie

40%

Stereom.
20%

Planim.
20%

Grafy 
funkcí
20%

Zastoupení geometrického
učiva na MFF UK

Zastoupení geometrického
učiva na ČVUT

Obr. 5

• čím vyšší stupeň školy tím nižší podíl konstrukčních úloh (přede-
vším na VŠ)

• největší podíl úloh z kombinatorické geometrie je v přijímacích
testech z matematiky na osmiletá gymnázia5

• čím nižší stupeň školy tím vyšší podíl rozšiřujícího učiva v přijí-
macích testech6

• úlohy z analytické geometrie tvoří podstatnou část geometrických
úloh v přijímacích testech na sledovaných vysokých školách7

Nemalý podíl úloh z „kalkulativní
8 geometrie souvisí dle našeho ná-
zoru jak s tím, že těmto úlohám je v učebnicích geometrie pro základní
a střední školy věnován podstatně větší prostor než např. úlohám z kom-
binatorické geometrie, tak s tím, že většina úloh v přijímacích testech
testuje úroveň matematických znalostí uchazečů o studium na daném
typu školy a nikoliv jejich schopnost matematicky myslet.9

rických úloh z tématického celku objemy a povrchy těles.
5Podrobněji o kombinatorických úlohách v přijímacích testech [7].
6Geometrické úlohy (a nejen ty) v přijímacích testech z matematiky na MFF UK

a ČVUT plně vycházejí ze standardů středoškolské matematiky, nejde o rozšiřující
učivo. V převážné míře jde o úlohy střední obtížnosti.
7Pro zajímavost: na ČVUT je to 40 % všech geometrických úloh a na MFF UK

39 % všech geometrických úloh. Podrobněji viz [6].
8Tedy tématických celků vlastnosti rovinných obrazců a těles – včetně obvodů

a obsahů rovinných obrazců a objemů a povrchů těles.
9Jsme si vědomy toho, že příprava i oprava úloh, které testují úroveň matematic-

kých schopností studentů, je mnohem náročnější a předpokládá hlubší znalosti z teorie
testování.



8. setkání učitelů matematiky 223

Vysoký podíl úloh z analytické geometrie nepochybně do značné míry
souvisí s tím, že všechna správná řešení téže úlohy se skládají v podstatě
z téhož algoritmu. To samozřejmě usnadňuje opravování studentských
řešení takových úloh. Naopak např. konstrukční úlohy jsou obvykle na
opravování mnohem náročnější. To je možná jeden z důvodů, proč se
tyto objevují v testech méně často. A to přesto, že „planimetrické kon-
štrukcie sú vhodným testovacím prostriedkom, pomocou ktorého môže
učiteľ diagnostikovať kvalitu neformálnych znalostí žiaka
 [3, str. 327].
Ze srovnávací analýzy přijímacích testů z matematiky na střední

školy, MFF UK a ČVUT dále vyplynulo, že v souhrnu jsou nejnároč-
nější testy na osmiletá gymnázia, neboť mají:

• nejvyšší podíl rozšiřujícího učiva v úlohách

• vysoký podíl slovních úloh.

Kvantitativní analýza geometrických úloh v testech může být jistým
vodítkem především pro učitele základních a středních škol, kteří při-
pravují žáky k přijímacímu řízení, jehož součástí je test z matematiky.
Ovšem neumožňuje nám plně postihnout různorodost sledovaných úloh.
Proto jsme se rozhodly pro kvalitativní analýzu vybraných geometric-
kých úloh, která by zahrnovala jak analýzu originálních zadání úloh, tak
analýzu studentských řešení těchto úloh. V současné době jsou zpraco-
vány úlohy z kombinatorické geometrie [7] a dále se rozpracovává analýza
stereometrických úloh.

Závěr

Na základě rozboru uvedených testů, je zřejmé, že s rostoucím stupněm
školy klesá náročnost geometrických úloh v přijímacích testech. Tato si-
tuace je zapříčiněna řadou činitelů, mezi které především patří složitost
opravování geometrických úloh. Geometrické úlohy lze řešit různými pro-
středky a způsoby, což vede k velké variabilitě studentských řešení (kon-
strukční úlohy, nestandardní úlohy z planimetrie). Situace v zařazování
geometrických úloh do přijímacích testů je také podle našeho názoru
ovlivněně dlouhodobými tendencemi omezování rozsahu geometrického
učiva a na vysokých školách rovněž tím, že neexistují jednotné požadavky
na maturitní zkoušku z matematiky.
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Cizí jazyk jako nástroj při výuce

matematiky

Jarmila Novotná, Marie Hofmannová

Příspěvek je součástí dlouhodobého výzkumu zaměřeného na aspekty
výuky v cizím jazyce (CLIL – Content and Language Integrated Lear-
ning) na různých stupních a typech škol. Zabývá se jazykovým projevem
učitele a žáků v prostředí výuky matematiky v anglickém jazyce. Tato
výuka má dvojí cíl: v matematice jde především o rozvoj matematického
myšlení, v cizím jazyce o rozvoj komunikativní kompetence žáků. Jazyk
je chápán jako vyjadřovací prostředek, nikoli jako cíl.
Za formu CLIL se považuje již takové vyučování, kde se minimálně

25 % výuky odehrává v cizím jazyce. Výzkumy potvrdily [5], že i malý
rozsah CLIL má pozitivní výsledky, pokud jde o postoje, motivaci a scho-
pnost učit se jak cizím jazykům, tak odborným předmětům. Pro mladé
lidi je CLIL dynamickou, motivující formou výuky, znamená pro ně pří-
ležitost používat cizí jazyk jako prostředek komunikace přirozeným způ-
sobem [4].
V první fázi výzkumu se pozorování vyučovacích hodin zaměřilo na

dvě oblasti: U žáků byly sledovány strategie osvojování nové slovní zá-
soby, u vyučujících metodické postupy, které vedou k usnadnění porozu-
mění. Výuka v cizím jazyce vyžaduje od žáků i vyučujících větší míru
vstřícnosti a přizpůsobení než běžná výuka. Při běžné výuce je někdy
obtížné vyjít vstříc odlišnostem ve stylu učení, protože se opírá o stan-
dard [6]. V cizím jazyce musí žák vynakládat větší úsilí porozumět, ať jde
o prezentaci nového učiva, formulace zadání úloh apod. Jazykový pro-
jev učitele, tvořený všeobecnou kompetencí v cizím jazyce navýšenou
o znalost terminologie, je třeba naopak přizpůsobovat úrovni žáků.
CLIL představuje komplexní, pružné a intelektuálně podnětné, tedy

obohacené prostředí, které umožňuje navodit přiměřenou úroveň duševní
aktivity [7].

Práce je součástí řešení projektu GAČR 406/02/0809: Různé podoby jazyka a je-
jich vliv na formování poznávacích procesů.
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Výzkumy prováděné ve třídě přispěly k optimalizaci obsahu a forem
pregraduálního kurzu pro přípravu učitelů matematiky v cizím jazyce.
V ideálním případě by měl pedagog pro výuky formou CLIL mít aprobaci
pro příslušný stupeň školy jak v jazyce, tak v matematice a potřebné
vyučovací dovednosti získané v obou oborových didaktikách i v oblasti
psychologie a obecné pedagogiky. Navíc by měl absolvovat speciální kurz
CLIL, rozšiřující jeho původní kvalifikaci.
Cílem kurzu je rozšířit přípravu učitelů tak, aby jejich jazykové vědo-

mosti a dovednosti byly na dostatečné úrovni pro využití ve výuce mate-
matiky. Současně je třeba usilovat o to, aby jejich znalosti a dovednosti
z matematiky a didaktiky matematiky byly doplněny hlubokým pocho-
pením lingvistických, sociálních, kulturních a psychologických aspektů
cizího jazyka. Účastníci kurzu jsou vedeni k využívání širokého spektra
metodických postupů s ohledem na individuální zvláštnosti žáků. V prů-
běhu kurzu si účastníci připraví výuku krátkého úseku CLIL a ten pak
realizují formou mikrovyučování vrstevníků s následnou analýzou a dis-
kusí. Např. v průběhu uplynulého roku se podařilo uskutečnit i řadu jed-
notlivých výstupů CLIL na základních a středních školách a souvislou
praxi tří studentů na bilingvním gymnáziu v Olomouci. Součástí kurzů
je analýza jazykového projevu žáků a vyučujících z videozáznamů výuky,
analýza textů učebnic a dalších, autentických materiálů a průběžné do-
plňování odborné slovní zásoby. Pozornost je věnována i rozdílům v práci
učitele v hodinách matematiky vedených v českém nebo anglickém ja-
zyce.
V cizině často ve třídách s CLIL působí vyučující s aprobací pro cizí

jazyk, kteří pak neodborně, experimentálně a především z důvodu žáky
motivovat, zařazují do jazykového vyučování prvky s matematickým či
jiným obsahem. Tyto trendy lze doložit i v mnoha zahraničních učebni-
cích cizího jazyka.
V naší praxi je naopak běžné, že vyučující má kvalifikaci pro výuku

matematiky a jeho dovednosti v anglickém jazyce jsou na středně pokro-
čilé úrovni. Příkladem jsou učitelé, kteří složili jazykovou zkoušku, stu-
dovali nebo pobývali delší dobu v zahraničí, absolvovali speciální kurzy
apod. Na druhé straně jsou však i vyučující, kteří neznalost odborné
slovní zásoby kompenzují volbou přibližné, nepřesné nebo nesprávné for-
mulace, a uvádějí tak žáky v omyl.
Při pozorování reakcí žáků bylo zjištěno, že lépe a rychleji reagují ti

žáci, kteří mají vyšší schopnosti v matematice, než ti, kteří jsou považo-
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váni za lepší v anglickém jazyce, ale matematika nepatří k jejich silným
stránkám. Na středně pokročilé úrovni jazyka je běžným doprovodným
jevem „přepínání jazykového kódu
, tj. střídavé užívání českého a ang-
lického jazyka, což odpovídá „vnitřní mluvě
. Přítomnost těchto jevů lze
dokázat např. při nedostatečně regulované párové nebo skupinové práci,
kdy žáci při přípravě úkolu diskutují řešení problému v češtině.
To, že jsou žáci schopni nazírat tentýž pojem z různých úhlů, jako

by se dívali přes „brýle
 různých jazyků, může podstatně ovlivnit jejich
schopnost myslet a rozumět. Jinými slovy: schopnost zarámovat myš-
lenky pomocí více než jednoho jazyka se jeví jako výhoda pro myšlení
i studium. Interakci jazyků – češtiny, angličtiny a jazyka matematiky –
je proto třeba věnovat zvýšenou pozornost, a to nejen při vlastní výuce,
ale již v přípravě budoucích učitelů. Zkušenosti ze škol, které s formou
CLIL již delší dobu pracují, ukazují, že osvědčeným řešením je interak-
tivní styl výuky. To znamená, že učitel má žákům poskytovat co nejvíce
příležitostí zapojit se do výuky, klást otázky, reagovat na podněty v cizím
jazyce.
Chyby vzniklé na základě interference mezi češtinou a angličtinou

považuje současná lingvistika za přirozenou součást prozatímní fáze roz-
voje produktivních řečových dovedností, tedy za přechodný jev. V úst-
ním projevu učitel opravuje chyby týkající se jak formy, tj. jazyka, tak
i obsahu. V písemném projevu opravuje pouze obsah. Známkou pak hod-
notí pouze věcnou správnost. Při opravování musí dbát na volbu vhodné
formy tak, aby se nenarušila plynulost jazykového projevu matematic-
kého myšlení žáka. Násilné upravování a zdůrazňování chyb vede ke stra-
chu z ústního projevu a v konečném důsledku i ke strachu z předmětu
samotného. Jako vhodnou formu opravy lze uvést echo, kdy učitel pouze
opakuje žákovu výpověď – ovšem ve správné podobě podle potřeby, tj.
jednou nebo vícekrát. Gesty a mimikou dává přitom žákovi najevo, že je
s jeho výpovědí spokojen. Vhodnou alternativou opravování vyučujícím
je vzájemná oprava mezi žáky.
Dalším úskalím výuky formou CLIL je oblast receptivních doved-

ností. Zde se problém částečného nebo špatného porozumění dá zjistit jen
velmi obtížně, souvisí totiž se schopností učitele sledovat změny v cho-
vání žáků, jejich někdy jen nepatrné reakce signalizující nepochopení
obsahu učiva nebo formy, tedy cizího jazyka.
Doporučené metodické postupy, které učitel může využít pro usnad-

nění porozumění, odpovídají strategiím, které si žáci vědomě či nevě-
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domě volí v procesu osvojování. Je vhodné, aby učitel působil na pra-
covní paměť žáků tak, aby mohli pro zpracování nových informací vyu-
žít rozmanité smyslové vstupy [3]. Klíčem k vytvoření trvalé paměti je
schopnost dávat nová fakta do souvislostí s těmi, která jsou již v mozku
uložena. Učitel může žákům pomoci nové informace třídit. Techniky,
které napomáhají lepšímu porozumění, jsou např.

a) na verbální úrovni:
využití

• synonym (slova stejného nebo podobného významu),
• antonym (slova opačného významu),
• hyponym a hyperonym (slova nadřazeného a podřazeného vý-
znamu),

• kategorií – „vytváření sémantických shluků
 [1],
• příkladů i tzv. nepříkladů z kontextu,
• otázek,
• asociací,
• mnemotechnických pomůcek,
• překladu;

b) na neverbální úrovni:
využití

• grafických reprezentací a symbolů,
• vizualizace pojmů,
• názorných pomůcek a modelů,
• mimiky a gestikulace,
• prvků dramatizace a spojení s pohybem.

Mělo by být přirozené, aby učitel vytvářel podmínky vhodné pro
přepínání mezi různými strategiemi řešení problémových úloh. Při pre-
zentaci nového učiva je elicitace účinnější než přímý výklad, při procvičo-
vání se osvědčuje párová práce, práce v malých skupinách, hry, simulace
a předvádění rolí. To vše má za úkol pomoci žákům naučit se správně
dekódovat nové informace. Z metodologického hlediska se zdá být pro
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výuku formou CLIL nejvhodnější kombinace komunikativního a kogni-
tivního přístupu.
Výuka předmětu v cizím jazyce není nic nového. Používá se již po

několik staletí [6]. Dříve se tento způsob výuky omezoval většinou pouze
na „elitní
 skupiny mladých lidí. Tato praxe setrvává v některých zemích
dodnes. V moderním pojetí je CLIL určen pro všechny mladé lidi bez
ohledu na jejich sociální a ekonomické zázemí. Poskytuje jim příležitost
osvojovat si a učit se cizím jazykům smysluplným způsobem.
CLIL však nepodporuje jen jazykové dovednosti. Uvažování o po-

jmech a řešeních úloh v cizím jazyce obohacuje poznávací procesy a po-
máhá v mysli žáků vytvářet bohatší pojmové mapy. CLIL umožňuje
mladým lidem používat další jazyk přirozeně a takovým způsobem, že
brzy zapomenou na jazyk a soustředí se na téma výuky.
Pro úspěch výuky typu CLIL má pravděpodobně největší význam

přirozenost, a to jak ve vztahu k jazyku, tak i k odbornému předmětu,
v našem případě k angličtině a matematice.
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Materia Mater Geometriae

aneb hřebíky v tabuli

Karel Otruba

Musím se přiznat, že ohlášení hlavního tématu 8. setkání matema-
tiků v Prachaticích ve mně vzbudilo smíšené pocity. V první řadě radost
z toho, že došlo na tak závažné téma. Všichni víme, jak špatně na tom
už dlouho je školská geometrie (možná dokonce na všech typech a stup-
ních škol). A zařazení tohoto tématu jako hlavní náplně tak závažného
setkání je počinem jistě velmi slibným. Snad se dokonce blýská na lepší
časy. Jenže na druhé straně mi začalo docházet, že ani já sám skoro ne-
mám k tomuto tématu čím přispět. Kajícně přiznávám, že jsem se nějak
nemohl honem rozpomenout, o čem bych tak asi referoval, měl-li bych
mluvit o geometrii. Několik již déle připravovaných referátů zůstalo le-
žet jaksi stranou . . . ano, geometrie se netýkal ani jeden z nich. Je to
sebekriticky výmluvné.
Ale potom mě zachránilo slovo „materia
. Vím, že souvislost pojmů

„hmota
, „prostor
 a „čas
 je velmi slavná, spojená s takovými jmény
jako Einstein či Lobačevskij (a mnoha jinými). Nehodlám zde ovšem
referovat o zakřivování prostoročasu a gravitaci, na to jsou tu jistě po-
volanější kolegové. Ale vzpomněl jsem si na jednu příhodu u tabule, kdy
mi bleskl hlavou nápad demonstrovat jistou geometrickou skutečnost po-
mocí gravitace. A gravitace mi o něco později pomohla s geometrií ještě
jednou. Alespoň o tyto dvě příhody se tedy s vámi podělím.
Začalo to slavným příkladem o dvou bodech a přímce. Všichni jej

známe. Na přímce se má najít bod X tak, aby délka lomené křivky
AXB byla minimální. Všichni také víme, jak se řeší, a máme tu a tam
nutkání jej ozdobit nějakými aplikacemi tzv. „ze života
, aby to bylo pro
žáky zajímavější. (Pozor, tady lze narazit, neboť když Mařenka vyjde
s prázdnou konví z bodu A k řece-přímce, nabere plnou konev a nese
ji do bodu B, je to příklad o něčem jiném a osová symetrie je tady
k ničemu. Konev plná vody je pro Mařenku totiž náramně těžká, a proto



232 Karel Otruba

jde tak, aby . . . mimochodem – uměl by si někdo z vás poradit i v tomto
případě nějakým vhodným geometrickým zobrazením?) Tohle všechno
jsem kdysi povídal v tehdejší kvartě našeho gymnázia a neopomněl jsem
ani provést důkaz tvrzení o minimální vzdálenosti pomocí trojúhelníkové
nerovnosti. Potom se ale přihlásil odvážný student Radek Ziegler, šikovný
klavírista a člen metalové skupiny ŠROT. Vyslovil hypotézu, jestli těch
hledaných bodů X není na té přímce přece jen víc vedle sebe, dokonce
nekonečně mnoho na nějakém intervalu, neboť prý se mu zdá, že (cituji):
„. . . když bod X na přímce v nějaké oblasti posunujeme, tak možná
o co přibude na délce úsečce AX , o to ubude z úsečky XB (a také
naopak)
. Nám všem je jasné, že taková domněnka se může objevit, ale že
ji důkaz pomocí trojúhelníkové nerovnosti spolehlivě vyvrací. Jindy bych
možná opakoval a kreslil na tabuli tento důkaz ještě několikrát („copak
to nevidíte?
), ale tenkrát mne napadlo, jak studenta přesvědčit přímo
hmatatelně. Přinesl jsem z kabinetu kladivo, hřebíky, provázek a kámen.
Hřebíky jsem zatloukl do bodů A a B, jeden konec provázku přivázal

na hřebík A, přehodil přes hřebík B a na druhý konec uvázal kámen,
který jinak používám při demonstraci Archimedova zákona coby tělesa
ponořeného do kapaliny (viz obr. 1). Pozval jsem zmíněného studenta
k tabuli a vybídl ho, aby se tužkou dotýkal přímky v různých bodech
X , a měl-li při tom přes tužku přehozený provázek napínaný kamenem,
poznal záhy nejen on, ale celá třída, že je-li bod X realizovaný tužkou
v optimálním místě, je kámen nejníže, a délka provázku od A přes X do
B je tedy nejkratší.
Okamžitě mne ovšem také napadlo kout železo dál, přihřát si další

polívčičku – alespoň ťuknout do mých oblíbených kuželoseček, látky do-
sud v té třídě neprobírané a ukázat studentům, jak by to dopadlo, kdyby

Obr. 1 Obr. 2
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se podle hypotézy Radka Zieglera délka provázku opravdu neměnila (viz
obr. 2). K tomu stačilo provázek přivázat i ke hřebíku B a místo tužky
vzít křídu. Ta se při pohybu okamžitě od přímky vzdálila a začala na
tabuli kreslit nádhernou křivku, která zcela evidentně nebyla přímkou.
A hned jsem měl tu čest představit studentům poprvé elipsu, seznámit
je s jednou z jejích definic, totiž tou, která byla právě na tabuli „zhmot-
něna
.
A tzv. „zahradnické konstrukci
 budeme v této třídě říkat alespoň

nějaký čas „Zieglerova konstrukce
. Netrvalo totiž dlouho a popsanou
příhodu jsme si ještě zopakovali při probírání Keplerových zákonů (a je
to nutné, neboť v učebnici fyziky se o elipse, ohniskách, průvodičích
i poloosách atd. sice mluví, ale znalost těchto pojmů se tam z nějakých
důvodů předpokládá jako samozřejmost). Celou příhodu znovu oživíme
ještě po čase, až budeme uvažovat o konstrukcích tečen ke kuželosečkám.
Když jsem tedy zjistil, že tato příhoda nejen pomohla objasnit stu-

dentům kvarty několik skutečností, ale že ji navíc možná dokonce udám
v Prachaticích, přemýšlel jsem, jestli by mi gravitace a hmota nepomohly
s geometrií ještě nějak jinak. A podařilo se. Všichni jistě víme, jaké čmá-
ranice jsou schopni studenti vytvořit pod záminkou „pouhého náčrtu
,
když mají provést rozložení daného vektoru na dvě komponenty daných
směrů. Nejčastěji se tak děje ve fyzikálních úlohách o matematickém
kyvadle, o kolotoči nebo o nakloněné rovině. Tam jsou dané směry hle-
daných komponent na sebe kolmé. Kolmost pak se dá často navléknout
na Thaletovu větu. Máme-li tedy rozložit tíhovou sílu (znázorněnou vek-
torem směřujícím na tabuli „dolů
) na dvě na sebe kolmé složky, jejichž
směry jsou na tabuli rovněž znázorněny přímkami nebo polopřímkami,
stačí na hřebík zatlučený do tabule v místě působiště rozkládané síly
zavěsit kruh (jakého používají například kouzelníci), který má průměr
velikosti rozkládaného vektoru. V praxi toho docílíme tím, že zakres-
líme vektor o velikosti průměru kruhu, který máme k dispozici. A tento
kruh protne přímky směrů hledaných komponent v místech jejich konco-
vých bodů. Tedy gravitace a Thaletova věta „pomohly gravitaci
, totiž
rozložit vektor tíhové síly.
Dalo by se namítnout, že tento postup sice může studenty zaujmout,

ale oni jej nemohou opakovat ve svých sešitech, které jsou na směr
intenzity gravitačního pole téměř kolmé (pokud leží na lavici). Jistě.
Konstrukci rozkladu pomocí rovnoběžek je nutno studenty naučit. Ale
pořídíme-li si ještě další model kolmic (například ze špejlí), můžeme celý
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Obr. 3

problém „rozpohybovat
, to jest spojitě měnit směry komponent a stu-
dentům tak předvést, jak se jedna zkracuje a druhá prodlužuje. Sledování
takového pokusu v nich upevní představu, jak složky mohou ale taky ne-
mohou vypadat a jejich „náčrty
 v sešitech dopadnou pak jistě o něco
kultivovaněji (viz obr. 3).
Doufám, že alespoň někteří z vás si něco podobného vyzkoušejí. Ale

pozor – má to jeden háček! Do tabule se zatloukají hřebíky. A tato sku-
tečnost se nemusí setkat s nadšeným souhlasem nadřízených. Mně bylo
po těchto experimentech sděleno, že tabule je drahá věc a ničit ji zatlou-
káním hřebíků je zcela nemístné. Sice se mi podařilo tuto aféru poněkud
zklidnit vysvětlením, že hřebíky v tabuli nejsou umístěny navždy a že po
jejich vytažení se dají i tak dost malé otvůrky ještě zakytovat, ale přesto
jsem rád, když mohu tyhle věci dělat v jedné posluchárně na tabuli staré,
oprýskané, se stopami bodců kružidel mých dávných předchůdců . . . .
Dovolte mi nakonec ještě připomenout, že příklad se světelným pa-

prskem odraženým od roviny se nacházel celých deset let ve skriptech pro
matematické třídy 01, než omyl v jeho zadání objevil můj student Vít
Jůza při maturitní písemce, kam se ten příklad dostal. Souřadnice bodů
A a B byly totiž dány tak, že se body nacházely v opačných poloprosto-
rech. A nikoho před ním nenapadlo si to ověřit, protože rutinní postup
řešení vede k jistému výsledku, který je ovšem úplně nesmyslný. To ale
pohledem na vypočítané souřadnice nepoznáme. Zkuste si to nakreslit.
Můj dík patří konečně také kolegyni PhDr. Dagmar Peňázové, která

mi pomohla hledat úsměvné modifikace moudrých výroků aplikovaných
na geometrii a hmotu, a Dr. Janu Eisnerovi, obětavě zhotovujícímu ná-
črty elektronickou cestou.
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Automatické dokazování a objevování vět

pomocí počítače

Pavel Pech

Abstrakt

Je podána ukázka užití teorie automatického dokazování vět v elementární geo-
metrii. Běžný způsob automatického dokazování vět si klade za cíl potvrzení či
vyvrácení hypotézy tvaru implikace (automatic proving). V předloženém článku
je kladen důraz na objevování tvrzení. Jeden způsob vede k objevování tvrzení,
která plynou z daných předpokladů. Použitím eliminace proměnných je tímto
způsobem ukázáno počítačové „objevení� Heronovy či Brahmaguptovy formule
pro obsah trojúhelníka a tětivového čtyřúhelníka (automatic deriving). Druhý
způsob objevování tvrzení spočívá v použití metody, pomocí níž jsou k daným
předpokladům nalézány dodatečné podmínky tak, aby dané tvrzení platilo (au-
tomatic discovery). Ačkoliv tato metoda nevede k cíli vždy, je možno tímto
způsobem zkoumat řadu známých úloh z elementární geometrie.

Jak je pravděpodobně známo, po roce 1960 objevili Buchberger a Hi-
ronaka nový algoritmus pro řešení soustav algebraických rovnic. Stále
silnější zájem o tuto oblast matematiky současně se všeobecným rozší-
řením počítačů a matematického software, umožňujícího provádět nejen
numerické výpočty, ale i výpočty se symboly, způsobily převratné změny
v komutativní algebře a algebraické geometrii. Dnes je tzv. Buchberge-
rův algoritmus pro výpočet Gröbnerových bazí ideálu implementován
dokonce i v některých kapesních kalkulátorech, podrobněji viz [2]. Jedno
z nejznámějších užití Gröbnerových bazí je automatické dokazování vět
elementární geometrie, viz [4, 5]. Pro ilustraci podejme „počítačový

důkaz známé Heronovy formule pro výpočet obsahu trojúhelníka.
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A=[0,0] B=[c,0]

C=[x,y]

a
b

c x

y

Obr. 1

Příklad 1. Je dán trojúhelník ABC o stranách délek a, b, c. Dokažte, že
pro obsah P trojúhelníka ABC platí

P =
√

s(s − a)(s − b)(s − c) , kde s = (a+ b+ c)/2 . (1)

Zvolme kartézskou soustavu jako na obr. 1. Potom platí (x − c)2 +
+y2 = a2, x2+y2 = b2, P = 1/2cy. V okruhu polynomů R[a, b, c, x, y, P ]
sestrojme ideál I = 〈(x− c)2+ y2− a2, x2+ y2− b2, P − 1/2cy〉. Budeme
zkoumat, zda formule (1), kterou lze přepsat do ekvivalentního tvaru

16P 2 = (a+ b+ c)(a+ b − c)(a − b+ c)(−a+ b+ c) (2)

náleží do ideálu I. Pomocí softwaru CoCoA1, který budeme v tomto
příspěvku výhradně používat, dostaneme
Use R ::= Q[xyabcp];
Set FullRed;
I:= Ideal((x−c)^2+y^2−a^2,x^2+y^2−b^2,p−1/2cy);
NF(16p^2−(a+b+c)(a+b−c)(a−b+c)(−a+b+c),I);
0
Výsledek NF=0 znamená, že polynom 16p2− (a+ b+ c)(a+ b− c)(a− b+
+c)(−a+b+c) náleží ideálu I. Odtud plyne důkaz Heronovy formule (1).
Pokusme se nyní formuli (1) objevit.
V ideálu I = 〈(x− c)2+ y2−a2, x2+ y2− b2, p−1/2cy〉 hledejme po-

lynom, který neobsahuje proměnné x, y. Využijeme příkazu Elim, který
provádí eliminaci proměnných.
Use R::=Q[x,y,a,b,c,p];
I:=((x−c)^2+y^2−a^2,x^2+y^2−b^2,p−1/2cy);
Elim(x..y,I);
Ideal(1/2a^4−a^2b^2+1/2b^4−a^2c^2−b^2c^2+1/2c^4+8p^2)
1Software CoCoA je volně distribuován na adrese cocoa@dima.unige.it
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Pomocí příkazu Factor zjistíme, že výsledkem je polynom, který je ekvi-
valentní vztahu (2). Heronův vzorec jsme nejen dokázali, ale i objevili.
Nyní se pokusme o nalezení známé Brahmaguptovy formule pro ob-

sah tětivového (cyklického) čtyřúhelníka.

Příklad 2. Je dán konvexní tětivový čtyřúhelník ABCD o stranách
délek a, b, c, d. Nalezněte formuli pro obsah P čtyřúhelníka ABCD (Bra-
hmagupta, 598–asi 665, Indie):

P =
√
(s − a)(s − b)(s − c)(s − d) , (3)

kde s = (a+ b+ c+ d)/2.

A=[r,0]

B=[x,y]
C=[u,v]

D=[w,z]

a

b

c

d

x

y

S

Obr. 2

Kartézskou soustavu souřadnic umístíme tak, jak je uvedeno na
obr. 2. Platí následující relace: x2+ y2 = r2, u2+ v2 = r2, w2+ z2 = r2,
(x − r)2 + y2 = a2, (x − u)2 + (y − v)2 = b2, (u − w)2 + (v − z)2 = c2,
(r − w)2 + z2 = d2, P = 1/2 (ry + xv − uy + uz − vw − rz). Pomocí
procesu eliminace proměnných x, y, u, v, w, z, r dostaneme:
Use R::= Q[x,y,u,v,w,z,r,a,b,c,d,p];
I:=Ideal(x^2+y^2−r^2,u^2+v^2−r^2,w^2+z^2−r^2,(x−r)^2+
y^2−a^2,(u−x)^2+(v−y)^2−b^2,(w−u)^2+(z−v)^2−c^2,
(r−w)^2+z^2−d^2,p−1/2(ry+xv−uy+uz−vw−rz));
Elim(x..r,I);
Ideal(1/64a^8−1/16a^6b^2+3/32a^4b^4−1/16a^2b^6+1/64b^8−
1/16a^6c^2+1/16a^4b^2c^2+1/16a^2b^4c^2−1/16b^6c^2+
3/32a^4c^4+1/16a^2b^2c^4+3/32b^4c^4−1/16a^2c^6−
1/16b^2c^6+1/64c^8−1/16a^6d^2+1/16a^4b^2d^2+
1/16a^2b^4d^2−1/16b^6d^2+1/16a^4c^2d^2−5/8a^2b^2c^2d^2+



238 Pavel Pech

1/16b^4c^2d^2+1/16a^2c^4d^2+1/16b^2c^4d^2−1/16c^6d^2+
3/32a^4d^4+1/16a^2b^2d^4+3/32b^4d^4+1/16a^2c^2d^4+
1/16b^2c^2d^4+3/32c^4d^4−1/16a^2d^6−1/16b^2d^6−
1/16c^2d^6+1/64d^8+1/2a^4p^2−a^2b^2p^2+1/2b^4p^2−
a^2c^2p^2−b^2c^2p^2+1/2c^4p^2−a^2d^2p^2−b^2d^2−
c^2d^2p^2+1/2d^4p^2+4p^4)
Dostáváme jediný polynom, který příkazem Factor rozložíme na součin

(16p2 − (a+ b + c − d)(a+ b − c+ d)(a − b+ c+ d)
(−a+ b+ c+ d))(16p2 + (a + b+ c+ d)(a+ b − c − d)
(a − b+ c − d)(a − b − c+ d)) = 0

(4)

Je zřejmé, že první z těchto polynomů dává hledanou Brahmaguptovu
formuli (3). Připomeňme, že v programu CoCoA můžeme za proměnné
dosazovat pouze malá písmena, proto místo P píšeme p. Druhá závorka
ve (4) dává vzorec pro výpočet obsahu tětivového čtyřúhelníka o stranách
a, b, c, d, který sám sebe protíná, viz [3].
V předchozím jsme se zabývali případy, kdy jsme nějaké geometrické

tvrzení dokázali (automatic proving) nebo formuli z daných předpokladů
odvodili (automatic deriving). Jako poslední vyšetřeme případ, kdy vy-
slovíme nějaké tvrzení, které nebude pravdivé. Naším úkolem bude nalézt
doplňující předpoklady tak, aby dané tvrzení platilo (automatic disco-
very).

Příklad 3. V rovině je dán čtyřúhelník ABCD o stranách délek a, b, c, d.
Dokažte, že pro jeho obsah P platí vztah (3).

Je zřejmé, že tvrzení (3) pro libovolný čtyřúhelník neplatí. Z pří-
kladu 2 víme, že (3) platí pro konvexní tětivový čtyřúhelník. Platí (3)
ještě pro jinou třídu čtyřúhelníků? Nejprve zjistíme, zda polynom z (3)
náleží ideálu I. Při označení jako na obr. 3 dostaneme:
Use R::= Q[x,y,u,v,a,b,c,d,p,t];
Set FullRed;
I:=Ideal((x−a)^2+y^2−b^2,(x−u)^2+(y−v)^2−c^2,u^2+v^2−
d^2,p−1/2(ay+xv−uy),(16p^2−(a+b+c−d)(a+b−c+d)
(a−b+c+d)(−a+b+c+d))t−1);
NF(1,I);
1
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A=[0,0] B=[a,0]

C=[x,y]

D=[u,v]

a

b

c

d

x

y

Obr. 3

Normální forma se nerovná nule, tvrzení tedy neplatí. Uvažujme ideál,
který obdržíme, přidáme-li k ideálu I prvek

16p2 − (a+ b+ c − d)(a+ b − c+ d)(a − b+ c+ d)(−a+ b+ c+ d)

a eliminujeme závisle proměnné b, c, d, p. Dostáváme
Use R::= Q[a,b,c,d,p,x,y,u,v];
I:=Ideal((x−a)^2+y^2−b^2,(x−u)^2+(y−v)^2−c^2,u^2+v^2−
d^2,p−1/2(ay+xv−uy),16p^2−(a+b+c−d)(a+b−c+d)(a−b+c+d)
(−a+b+c+d));
Elim(b..p,I);
a^3y^2u^2−2a^2y^2u^3+ay^2u^4−2a^3xyuv+2a^2x^2yuv+
2a^2y^3uv+2a^2xyu^2v−2ax^2yu^2v−2ay^3u^2v+a^3x^2v^2−
2a^2x^3v^2+ax^4v^2−2a^2xy^2v^2+2ax^2y^2v^2+ay^4v^2−
2a^2y^2uv^2+2ay^2u^2v^2+2a^2xyv^3−2ax^2yv^3−2ay^3v^3+
ay^2v^4
Rozklad výsledného polynomu má tvar a(−ayu+yu2+axv−x2v−y2v+
+ yv2)2. Odtud plyne chybějící předpoklad

− ayu+ yu2 + axv − x2v − y2v + yv2 = 0 . (5)

Připomeňme, že relace (5) je nutná a postačující podmínka pro to, aby
body A, B, C, D ležely na kružnici, viz [1, s. 414]. Doplňme chybějící
předpoklad (5) a ověřme, zda je tvrzení pravdivé:
Use R::= Q[x,y,u,v,a,b,c,d,p,t];
Set FullRed;
I:=Ideal((x−a)^2+y^2−b^2,(x−u)^2+(y−v)^2−c^2,u^2+v^2−
d^2,p−1/2(ay+xv−uy),−ayu+yu^2+axv−x^2v−y^2v+yv^2,
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(16p^2−(a+b+c−d)(a+b−c+d)(a−b+c+d)(−a+b+c+d))t−1);
NF(1,I);
1
Normální forma opět není rovna nule a tvrzení neplatí. Mohl by totiž
nastat případ, kdy čtyřúhelník sám sebe protíná a platila by druhá pod-
mínka v (4). Předchozí postup tedy doplníme:
Use R::= Q[x,y,u,v,a,b,c,d,p,z,t];
I:=Ideal((x−a)^2+y^2−b^2,(x−u)^2+(y−v)^2−c^2,u^2+v^2−
d^2,p−1/2(ay+xv−uy),−ayu+yu^2+axv−x^2v−y^2v+yv^2,
(16p^2+(a+b+c+d)(a+b−c−d)(a−b−c+d)(a−b+c−d))z−1,
(16p^2−(a+b+c−d)(a+b−c+d)(a−b+c+d)(−a+b+c+d))t−1);
NF(1,I);
0
Nyní tvrzení platí. Ukázali jsme, že (3) z příkladu 3 platí za předpokladu,
že čtyřúhelník ABCD je tětivový a sám sebe neprotíná.
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Výuka pravděpodobnosti pomocí

software MAPLE

Vladimíra Petrášková

Abstrakt

V předloženém článku je uvedena ukázková hodina semináře z pravděpodob-
nosti s využitím matematického software MAPLE. Je zde řešeno několik pří-
kladů a v průběhu řešení je vždy upozorněno na vhodnost užití tohoto programu.
Na daných příkladech uvidíme, že samotný software by studentovi při řešení
problému nestačil. Nejdříve musí totiž danou úlohu matematizovat, a to s při-
spěním svých znalostí z teorie pravděpodobnosti. Poté následuje využití znalostí
z ostatních matematických disciplín, jako je matematická analýza a lineární al-
gebra.

Pravděpodobnost nepatří mezi oblíbené předměty nejen u studentů
na střední škole, kde se učitel soustřeďuje především na klasickou prav-
děpodobnost a využívá opět neoblíbenou kombinatoriku, ale i u studentů
na vysoké škole. Při výuce předmětů jako je matematická analýza, line-
ární algebra nebo geometrie student při řešení daného problému většinou
nemá potíže. Dostane-li za úkol najít primitivní funkci k dané funkci,
nalézt řešení diferenciální rovnice, popř. najít inverzní matici, a má pří-
slušné teoretické znalosti, zvládá vše bez větších problémů. Pokud mu
dáte k dispozici ještě matematický software, bude nadmíru spokojen.
V teorii pravděpodobnosti tomu tak není, neboť tato disciplína vyžaduje
specifické myšlení. Student může mít slušný teoretický základ, může mít
k dispozici matematický software, ale řešení se dobrat nemusí. Podstatou
neúspěchu je většinou „neschopnost
 problém matematizovat.
V tomto článku uvedeme řešení dvou příkladů z oblasti pravděpo-

dobnosti za pomocí programu MAPLE.

Tato práce je podpořena grantem MSM 124100006
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Příklad 1 Na trhu jsou dva typy součástek za stejnou cenu. Doba ži-
votnosti X1 prvního typu součástek má hustotu

f1(x) = e−x x > 0

=0 x ≤ 0
(1)

Doba životnosti X2 druhého typu součástek má hustotu

f2(x)= 2 · e−2x x > 0

= 0 x ≤ 0
(2)

Pro jaký typ součástky se rozhodnete?

Řešení:
V praxi, při výběru nějakého druhu zboží, bychom se ve většině přípa-
dech řídili cenou. Vzhledem k tomu, že v našem případě cena u obou
výrobků je stejná, musíme zvolit jiné kriterium. Zda se rozhodneme pro
první nebo druhý typ součástky, určíme podle střední doby životnosti
jednotlivých typů, tzn. vybereme tu součástku, která má tuto dobu delší.
Vzhledem k tomu, že doby životnosti X1, X2 jsou náhodné veličiny spo-
jitého typu, platí

EX1 =
∫ ∞

0
x · f1(x) dx =

∫ ∞

0
x · e−x dx (3)

EX2 =
∫ ∞

0
x · f2(x) dx =

∫ ∞

0
x · 2e−2x dx . (4)

Integrály (3) a (4) bychom počítali metodou per partes. Studenti mají
však k dispozici matematický software, tudíž při výpočtu obou integrálů
ho použijí:

int(x*exp(−x),x=0..infinity); 1
int(2*x*exp(−2*x),x=0..infinity); 1/2

Z výše uvedeného vidíme, že budeme volit první typ součástky, neboť
má delší střední dobu životnosti. Výpočtem integrálů (3) a (4) by se
student nemusel zabývat, kdyby si uvědomil, že doba životnosti X1 se
řídí exponenciálním rozdělením se střední hodnotou rovnou jedné a doba
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životnosti X2 se řídí exponenciálním rozdělením se střední hodnotou
rovnou jedné polovině.

Příklad 2 Z technických údajů dvou dávkovačů lze zjistit, že odchylka
X1 v dávkách prvního dávkovače má hustotu

f1(x) =
1
2
e−x x > 0

=
1
2
ex x ≤ 0

(5)

Odchylka X2 v dávkách druhého dávkovače má hustotu

f2(x)=
1
2
e−2x x > 0

=
1
2
e2x x ≤ 0

(6)

Který dávkovač je lepší?

Řešení
Při rozhodování o kvalitě dávkovače se budeme opírat tentokrát o jinou
charakteristiku náhodné veličiny než v příkladě 1, kde jsme vycházeli
z charakteristiky polohy, a to konkrétně ze střední hodnoty. Nyní budeme
vycházet z charakteristiky variability, a to rozptylu. Pro lepší představi-
vost si v MAPLE znázorníme grafy hustot obou náhodných veličin X1,
X2.

w:=proc(x) if x<0 then (1/2)*exp(x) else (1/2)*exp(−x)
fi end;

plot(w,−5..5);

w:=proc(x) if x<0 then exp(2*x) else exp(−2*x) fi end;
plot(w,−4..4);

Z obr. 1 a z obr. 2 vidíme, že hustoty obou veličin X1, X2 jsou
symetrické kolem nuly, tzn. EX1 = EX2 = 0. Můžeme tedy konstatovat,
že ani jeden dávkovač nemá systematickou odchylku, tudíž kriteriem pro
rozhodování bude rozptyl. Dávkovač, jehož odchylky v dávkách budou
mít menší rozptyl, bude tedy lepší.
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Obr. 1 hustota náhodné veličiny X1 Obr. 2 hustota náhodné veličiny X2

Při výpočtu budeme vycházet ze vztahu

varX = EX2 − (EX)2 (7)

Vzhledem k tomu, že obě náhodné veličiny mají nulovou střední hodnotu
a jejich hustoty jsou sudé funkce, platí

varX1 =
∫ 0

−∞
x2 · 1
2
·ex dx+

∫ ∞

0
x2 · 1
2
·e−x dx = 2

∫ ∞

0
x2 · 1
2
·e−x dx (8)

varX2 =
∫ 0

−∞
x2 · e2x dx+

∫ ∞

0
x2 · e−2x dx = 2

∫ ∞

0
x2 · e−2x dx (9)

Při výpočtu (8) a (9) studenti opět použijí program MAPLE:

int(x*x*exp(−x),x=0..infinity); 2
int(2*x*x*exp(−2*x),x=0..infinity); 1/2

Z výsledků je jasné, že se rozhodneme pro druhý dávkovač, neboť
pracuje přesněji.

V současné době se vede neustále diskuse, jaká je role počítače ve
výuce matematiky.
Přívrženci matematických programů se domnívají, že studenti jsou

zbytečně zahlcováni teorií a snaží se ji zatlačit do pozadí. Naopak „od-
půrci
 počítačové výuky poukazují na bezmyšlenkovité používání těchto
programů, které vede studenty k přesvědčení, že vše se dá algoritmizovat.
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Výše uvedené příklady jsou dokladem toho, že matematické programy
mohou řešení daného problému studentovi ulehčit, avšak bez znalosti
příslušné teorie se student neobejde.
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Symetrie v matematice dětí mladšího

školního věku

Šárka Pěchoučková

Na počátku 90. let byl v Nizozemí, v Německu a Švýcarsku prováděn
výzkum, ve kterém žáci na začátku prvního stupně plnili test připravený
ve Freudenthalově institutu. Hlavní cíle výzkumu byly:

1. zjistit, jaké jsou matematické schopnosti dětí na začátku prvního
stupně

2. ověřit, zda odpovídají realitě názory expertů na tyto schopnosti

Na tento výzkum navázal ve školním roce 1994–95 výzkum aritme-
tických kompetencí šestiletých žáků u nás pod vedením prof. F. Kuřiny,
dr. M. Tiché a dr. A. Hošpesové. Jednou ze šesti úloh předložených dě-
tem bylo vybarvit 9 koleček z připravených 20 koleček ve čtyřech řadách
po pěti. Podle zadání patří tato úloha k aritmetickým úlohám. Její ře-
šení však ukázalo, že se zde projevily geometrické schopnosti dětí. Ty
věnovaly pozornost také grafické úpravě, což se nejvíce projevilo snahou
po získání souměrného obrazce (obr. 1, 2).

Obr. 1 Vybarvi 9 koleček Obr. 2 Některá řešení
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Tento aritmetický test byl pod vedením stejného kolektivu doplněn
výzkumem šestiletých dětí zaměřeným na geometrické schopnosti. Jeden
úkol obsahoval schématicky nakreslenou „polovinu
 postavy. Otázkou
bylo, zda kresba vyvolá v dětech myšlenku symetrie. Toto očekávání se
splnilo. Ukázalo se, že prvňáčkové mají rozvinutý smysl pro primární
symetrii. Mají tedy základní představu o symetrii, jednoduše řečeno „co
je napravo, musí být také nalevo
. Není tím samozřejmě myšlena syme-
trie v exaktním geometrickém významu, protože ani v reálném životě se
symetrie nevyskytuje v čisté podobě (obr. 3).

Obr. 3 Dokonči obrázek Obr. 4 Stavba z krychlí

Smysl pro symetrické uspořádání prvků se projevuje také v manipu-
lativní činnosti dětí mladšího školního věku. Potvrzuje to také sonda,
kterou jsem v září 2001 zadala žákům prvních tříd jedné plzeňské zá-
kladní školy.
Na koberci byla postavena část stavby z krychlí (obr. 4). Úkolem dětí

bylo stavbu dokončit. Každé dítě mělo k dispozici 15 kostek, nemuselo
však všechny použít. Kostky mohli žáci přidávat nebo ubírat. Při pl-
nění úkolu jsem sledovala, zda se u dětí vyvolá myšlenka symetrie. Na
vzniklých stavbách bylo možné pozorovat celou škálu odchylek od doko-
nalé symetrie, která byla podmíněna použitým materiálem – kostkami,
přes drobné odchylky až k výrazné asymetrii. Většina dětí však vytvořila
symetrické stavby.
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Tento smysl pro symetrii je třeba využít i při dalším rozvíjení pojmu.
Se symetrií se u nás v matematice setkávají děti již v prvních letech školní
docházky. S osou souměrnosti pracují pouze intuitivně na základě ma-
nipulace, vybarvování, dokreslování a vystřihování. Děti mohou chápat
symetrické tvary či obrázky jako tvary či obrázky, které vypadají „rovno-
vážně
. Tedy dvě poloviny těchto věcí vypadají „stejně
. Tvorba tvarů,
které jsou v „rovnováze
, je pro děti fascinující hrou, jež má spoustu va-
riant a vede k praktickému porozumění jednomu z nejdůležitějších pojmů
matematiky, tj. myšlenky symetrie.
Do věku asi sedmi let děti nerozeznávají „vlevo
 od „vpravo
 zcela

jistě. To je pochopitelné, protože to závisí na úhlu pohledu pozoro-
vání. Právě tvorba symetrických tvarů pomáhá dětem rozlišovat pojmy
„pravý
 a „levý
. Např. boty a rukavice mají tuto symetrickou „spoji-
tost
 a je třeba jeden z členů páru rozeznat jako „pravý
 a druhý jako
„levý
.
Rozvoj symetrických představ probíhá v matematice na prvním stu-

pni v několika etapách. Nejdříve se děti seznamují s osovou souměrností
pomocí manipulativní činnosti (umisťují stejné předměty tak, aby byly
osově souměrné podle zvolené přímky) nebo vystřihováním (vytvářejí
různé tvary vystřihováním listu papíru přeloženého podle osy). Poté děti
pracují se čtvercovou sítí a dokreslují podle osy souměrnosti určité vzory
nebo obrázky. Po zvládnutí tohoto úkolu pak děti vytvářejí samy sou-
měrný obraz podle zadaného vzoru, ne však přesným rýsováním, nýbrž
pouhým kreslením. Rozhodují také, které útvary jsou souměrné podle
osy. Správné řešení je však třeba kontrolovat manipulativní činností.
Ideální pomůckou je zrcátko MIRA, které se však na našich školách ne-
vyskytuje příliš často. V některých případech je můžeme nahradit rovin-
ným zrcátkem nebo využít „překládání
 tvarů z papíru. Vždy je však
třeba vycházet z praktických zkušeností dětí a k porozumění symetrie
využívat praktické činnosti.
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Konstrukční úlohy v matematice

na gymnáziu

Eva Pomykalová

Příspěvek vychází z vlastních zkušeností z výuky geometrie na gym-
náziu a navazuje na příspěvek Konstrukční úlohy na základní škole (ZŠ)
a nižším gymnáziu (NG) přednesený na konferenci o výuce matematiky
11–15 letých žáků na podzim 2001 v Litomyšli.
Klasickou geometrii probírají studenti na gymnáziu ve dvou téma-

tických celcích – planimetrii a stereometrii. Hodinová dotace pro každý
z těchto celků je v lepším případě asi 30 hodin. Vzhledem k celkovému
počtu hodin gymnaziální matematiky to není mnoho – při hodinové do-
taci 3+ 3+3+3 je to asi 12 procent. Přitom je v tomto počtu zahrnuta
i „početní geometrie
, tj. výpočty obvodů a obsahů rovinných obrazců,
resp. povrchů a objemů těles.
S početními úlohami nemívají studenti ani učitelé téměř žádné pro-

blémy – studenti vystačí s metodou „VSV
 („vyber správný vzorec
),
pro učitele je výklad učiva i prověřování vědomostí a jejich hodnocení
snadnější. A méně „příjemná
 konstrukční geometrie je pak často na
okraji zájmu nejen studentů, ale bohužel i učitelů. Přitom právě kon-
strukční geometrie by měla být stěžejní částí učiva planimetrie – vždyť
právě geometrické konstrukce ukazují, jak teoretické poznatky z geome-
trie prakticky využít.
Na ZŠ, zejména na prvním stupni, prolínají (planimetrické) kon-

strukční úlohy veškerým geometrickým učivem, žák si osvojuje dovednost
řešit konstrukční úlohy postupně, přiměřeně věku. V osmém ročníku (na
NG v tercii) jde pak o souvislý tématický celek, kde se již zmíní jednot-
livé části konstrukční úlohy: žáci se naučí provádět rozbor, konstrukci
(popis konstrukce + grafické provedení) a ověření správnosti (zkoušku).
Diskuse se většinou omezí na uvedení počtu řešení – řeší se vesměs nepa-
rametrické úlohy. Základní metodou řešení konstrukčních úloh je metoda
množin bodů dané vlastnosti. Ani na ZŠ ale nebývá konstrukční geome-
trii věnována potřebná pozornost.
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Na gymnáziu by mělo v planimetrii jít o prohloubení dovednosti ře-
šit konstrukční úlohy – rozlišení polohových a nepolohových úloh, řešení
úloh s parametry, použití nejen metody množin bodů dané vlastnosti,
ale i metody zobrazení a metody výpočtu. Stejně jako na ZŠ jde i tady
o konstrukční úlohy řešené použitím eukleidovských konstrukčních pro-
středků – pravítka a kružítka.
Ani studenti, ani učitelé však nebývají na řešení konstrukčních úloh

dobře připraveni. U učitelů je nezbytná důkladná a to nejen odborná,
ale i didaktická vybavenost. Studenti by měli mít za sebou řádnou ge-
ometrickou průpravu ze ZŠ. Již tam by si měli osvojit poměrně značné
množství geometrických představ, poznatků a pojmů, základy geomet-
rické terminologie a frazeologie.
I když lze vyslovit obecné zásady pro řešení konstrukčních úloh,

je v podstatě nemožné jejich řešení algoritmizovat. Téměř každá kon-
strukční úloha je novým problémem, vyžadujícím vlastní řešení. K tomu,
aby byli studenti při hledání řešení konstrukční úlohy úspěšní, je třeba,
aby v prvé řadě věděli, co znamená „řešit konstrukční úlohu
: z daných
geometrických útvarů sestrojit geometrické útvary splňující dané pod-
mínky. Dále je nezbytně nutné, aby:

• pochopili obsah a význam všech čtyř částí konstrukční úlohy (roz-
bor, konstrukce, důkaz, diskuse)

• pochopili princip jednotlivých metod řešení konstrukčních úloh
(metody množin bodů dané vlastnosti, algebraické metody, me-
tody zobrazení) a možnost jejich kombinování

• aktivně zvládli základní množiny bodů dané vlastností, shodná
a podobná zobrazení

• ujasnili si rozdíl mezi polohovou a nepolohovou úlohou

• důkladně si osvojili základní konstrukce

Obtížnost konstrukčních úloh by měla gradovat. Je vhodné začít úlo-
hami s jedním neznámým bodem – z tohoto důvodu je možná vhod-
nější začít úlohami na konstrukci kružnic a teprve pak řešit úlohy na
konstrukci trojúhelníků a čtyřúhelníků. Jednodušší jsou úlohy polohové
a neparametrické. Snazší pro studenty je použití metody množin bodů
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dané vlastnosti než použití metody zobrazení, možná proto, že takto ře-
šili úlohy již na základní škole. Je vhodné metody řešení kombinovat,
je-li možné, hledat i více způsobů řešení jedné a téže úlohy.
Nejdůležitější částí řešení konstrukční úlohy je rozbor (analýza úlo-

hy). Má však smysl pouze u takové úlohy, kterou studenti neumí oka-
mžitě vyřešit. Je třeba zdůraznit, jak rozbor provádět: „chytrák začíná
na konci, hlupák končí na začátku
. V rozboru předpokládáme, že úloha
má aspoň jedno řešení a toto předpokládané řešení si načrtneme, vyzna-
číme v něm dané prvky, uvědomíme si neznámé body a hledáme nutné
podmínky, jimž musí neznámé body vyhovovat. Výsledkem rozboru by
měl být nikoli popis konstrukce, ale zápis podmínek pro hledané body.
Konstrukce vyplývá z nalezených podmínek pro hledané body. Je to

vlastně plán postupu, podle nějž se realizuje případné grafické provedení.
Vždy vycházíme od daných prvků a končíme hledaným útvarem. Použí-
vaná geometrická symbolika by měla být v souladu s Názvy a značkami
školské matematiky.
Důkaz konstrukce je ověřením, zda nalezený útvar má vlastnosti

požadované v zadání úlohy. Pokud řešíme úlohu metodou množin bodů
dané vlastnosti, je důkaz obsažen v rozboru.
Diskuse se provádí jen v úlohách s parametry. Probíráme jednot-

livé kroky konstrukce a zkoumáme, kdy a ke kolika různým výsledkům
tyto dílčí konstrukce vedou. Je výhodné kreslit si náčrty pro jednotlivé
případy, případně shrnout výsledek diskuse v tabulce.
Provedení všech čtyř částí řešení konstrukční úlohy je značně časově

náročné – při úplném vyřešení každé úlohy by se studenti seznámili jen
s malým počtem úloh. Ještě důležitější je aspekt psychologický – stu-
denti nemají rádi stereotyp, mají rádi změnu. Důkaz a diskuse jsou navíc
„přílohy
, které studenty znechucují, většina jim i málo rozumí. Není
proto vhodné nutit studenty, aby při řešení postupovali přesně podle
uvedeného schématu, cennější je, pokud se budou s úlohami potýkat
samostatně. U většiny konstrukčních úloh úplně postačí rozbor, resp.
náznak postupu u konstrukce, v úlohách s parametry jen řešení urči-
tého speciálního případu. Studenti by si vždy měli být vědomi toho,
kdy řeší úlohu úplně a kdy jen náznakově. Budou se jistě dopouštět celé
řady chyb. Vzhledem k náročnosti tématu je třeba tyto chyby posuzo-
vat shovívavěji než chyby v aritmetických nebo algebraických operacích.
Naopak je vhodné vyzvednout každý projev samostatnosti a tvořivého
myšlení.
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Řešení konstrukčních úloh má i v současné době ve středoškolské
matematice svůj nezastupitelný význam – učí umění „dívat se
, přispívá
k rozvoji logického myšlení, k systematičnosti, vynalézavosti, učí analy-
zovat problémy, vede k pečlivému vyřešení problému, ověření a vyšetření
všech možností; může tak přispívat k žádoucímu rozvíjení kreativity.
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K problematice písemných testů

z matematiky při státních maturitách

Otakar Prachař

Abstrakt

Příspěvek vychází z neuspokojivé úrovně znalostí matematiky u současných
absolventů středních škol a naznačuje cesty k lepší přípravě uchazečů o stu-
dium na vysokých školách technických. Řeší problém tvorby písemných didak-
tických testů, diskutuje vhodnost uzavřených a otevřených testových úloh růz-
ných typů při státních maturitách z hlediska získávání objektivního posouzení
úrovně osvojených schopností, znalostí a dovedností v matematice. Uvádí návrh
struktury státní části maturitní zkoušky a ukázku písemného testu z matema-
tiky.

V posledních letech stále ve větší míře přicházejí na vysoké školy
technického zaměření absolventi středních škol neuspokojivě připraveni
z matematiky. Výsledky přijímacích zkoušek z matematiky, výsledky
a následné rozbory vstupních diagnostických testů z předpokládaných
znalostí a dovedností ke studiu matematických disciplín na vysoké škole
technického zaměření, jakož i průběžné sledování a výsledky kontrol-
ních testů ukazují na rozdílnou připravenost studentů z různých typů
středních škol a celkově na nižší úroveň znalostí středoškolské matema-
tiky. Závažným nedostatkem je, že u většiny absolventů střední školy
není rozvinuta schopnost efektivně se učit z učebnice, číst s porozumě-
ním matematický text, samostatně řešit úlohy a matematicky formulovat
řešení jednoduchých problémů. Jejich studijní styl je málo účinný, samo-
statné studium jim činí nepřekonatelné potíže. O připravenosti k tvořivé
činnosti nemůže být ani řeči. Chybí jim vytrvalost a volní vlastnosti
k překonávání překážek.
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Absolventi středních škol nemají trvalé znalosti základních pojmů,
mají obtíže při uplatňování různorodých matematických metod i při ře-
šení slovních úloh. Nejsnáze se vyrovnávají s jednoduchými úlohami,
které lze řešit mechanicky podle známých algoritmů. Tyto nedostatky
potvrzují i výsledky sond Maturant. Neúspěšnost středoškolských stu-
dentů v těchto testech je alarmující. Řada absolventů střední školy si
nedovede bezchybně poradit s úlohami typu:

• Pro jaká x ∈ R je |x| < 0?

• Rozložte v součin mnohočlen x3 − 2x2 + x − 2.

• Pro která x ∈ R je hodnota cosx ≥ 1?

• Pro která x ∈ R je x2 + x+ 1 > 0?

• Pro která x ∈ R je log x < 1?

• Je rovnice x = 2 rovnicí přímky? Jakou má polohu?

• Je pro x ∈ (0; 1) větší x2 než x?

• Je rovnice x2 + y2 + 1 = 0 rovnicí kružnice?

• Všeobecná zdravotní pojišťovna doplácela na lék 80 % jeho ceny.
Poté cena léku stoupla o 10 %, pojišťovna však bude doplácet
jen stejnou částku jako dříve. Na kolik procent tím poklesl její
příspěvek? Výsledek zdůvodněte výpočtem a zaokrouhlete na celá
procenta.

Učitelé matematiky na vysoké škole nemohou zacelovat mezery ve
znalostech stěžejních témat středoškolské matematiky potřebných ke stu-
diu vysokoškolské matematiky. Práci na vysokých školách stěžují nejen
neuspokojivé znalosti středoškolské matematiky, ale i okolnost, že stu-
denti nejsou zvyklí soustavně studovat a neumějí racionálně studovat,
což se projevuje v dosahovaných studijních výsledcích.
U čtvrtiny studentů není výjimkou pouze 20% úspěšnost v písem-

ných kontrolních pracích. Přípravu uchazečů o vysokoškolské studium je
třeba zlepšit, aby bylo možno neustále zkvalitňovat úroveň vzdělávání
na vysokých školách.
Jak zkvalitnit přípravu středoškoláků na vysokoškolské studium a po-

stupně zvyšovat počet přijímaných uchazečů o studium na vysokých ško-
lách, kteří budou schopni úspěšně studovat?
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a) Především je nutné určit, do jaké hloubky a jak podrobně se mají
probírat jednotlivá témata s ohledem na vymezený čas předmětu
v programu studia. Je třeba odlišovat základní učivo od učiva do-
plňujícího a informativního, vyřadit druhořadé učivo, které nemá
zásadní význam, aby určující podstatné učivo bylo mnohem výraz-
nější. Je žádoucí soustředit pozornost studentů na hlavní podstatné
učivo, klást důraz na dokonalé pochopení a trvalé osvojení klíčo-
vých pojmů, zákonů a teorií oboru, na umění samostatně získá-
vat vědomosti, užívat je, osvojit si dovednosti, rozvíjet schopnost
správného usuzování a dokazování, rozvíjet tvůrčí schopnosti při
řešení nových nestandardních úkolů.

b) Je třeba ve větší míře zařazovat samostatnou práci studenta, učit
studenty vyhledávat a nacházet odpovědi na uložené otázky a úko-
ly, poskytovat jim odstupňovanou pomoc podle studijních předpo-
kladů a výsledků.

c) Zavést náročné státní maturity k získání objektivního hodnocení
znalostí, dovedností a schopností absolventů SŠ, což umožní na
některých vysokých školách upustit od přijímacích zkoušek.

d) U všech uchazečů o studium na VŠ technických a ekonomických vy-
žadovat úspěšné vykonání maturitní zkoušky z matematiky, příp.
i z fyziky.

e) Pro skutečné zájemce o studium na vysoké škole, kteří v maturitní
zkoušce nedosáhli dobrých výsledků, příp. neuspěli u přijímacích
zkoušek na zvolenou VŠ, organizovat celoroční přípravné kurzy
s cílem dosáhnout požadovaných vstupních znalostí a schopností
pro studium vysokoškolské matematiky.

Navrhovaná opatření by motivovala studenty k většímu studijnímu
úsilí, k vykonání maturitní zkoušky s velmi dobrým prospěchem a záro-
veň k vytvoření předpokladů pro přijetí ke studiu na zvolenou vysokou
školu.
Plánovaná reforma školství formulovaná v tzv. Bílé knize předpo-

kládá zavedení státní části maturity vedle části školní. V Katalogu cí-
lových požadavků pro maturitní předměty jsou formulovány požadavky
na úspěšné složení této části maturity, které jsou v souladu s koncepcí,
cílem a obsahem vzdělávání na středních školách. Nástrojem k ověřování
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kompetencí žáka, ke zjišťování, zda vytýčených specifických cílů bylo do-
saženo, mají být písemné didaktické testy, jimiž se zjišťují pouze některé
vybrané znalosti a dovednosti žáků. Tvůrci maturitních testů v sondách
Maturant preferují uzavřené testové úlohy různých typů (úlohy s vý-
běrem nabídnutých odpovědí, úlohy přiřazovací nebo uspořádací) před
otevřenými úlohami, v nichž žák sám tvoří odpověď, která může být
stručná nebo rozsáhlá. Důvodem je náročnost objektivního vyhodnoco-
vání.
Položme si otázku: „Mohou takto konstruované ověřovací testy podat

objektivní obraz o úrovni osvojených znalostí a dovedností v konkrétním
předmětu maturitní zkoušky?

Vyučování matematice na SŠ má za úkol rozvíjet v žácích aktivní

a tvořivé porozumění kvantitativním nebo prostorovým vztahům, rozví-
jet abstraktní myšlení, logické usuzování a přesné vyjadřování. Maturitní
zkouška by tedy měla hodnotit úroveň rozvoje schopností chápat kvan-
titativní a prostorové vztahy, porozumět souvislostem, řešit problémy,
matematizovat reálné situace, užívat geometrické představivosti v kon-
krétních situacích, získávat, zpracovávat a užívat informací, využívat
výpočetní techniky.
Písemný test pouze s uzavřenými úlohami s nabídkou odpovědí ne-

může poskytnout objektivní hodnocení úrovně osvojených matematic-
kých schopností, znalostí a dovedností. Dokonalejší obraz získáme právě
zařazením otevřených úloh, při jejichž řešení žák sám tvoří odpověď,
matematizuje danou situaci, volí vhodnou strategii řešení a provádí dis-
kusi řešení apod. V testu pouze s uzavřenými úlohami je poměrně vy-
soká pravděpodobnost, že řešitel náhodně vybere z nabízených odpovědí
správnou, aniž by úlohu řešil. Tím je značně zkresleno hodnocení úrovně
znalostí a dovedností zkoušeného studenta.
Maturita je závěrečnou, velmi důležitou a náročnou středoškolskou

zkouškou, při níž bychom neměli upřednostňovat formu testu umož-
ňující snadnější způsob zpracování výsledků před formou, která zajistí
komplexnější hodnocení dosažení cílových požadavků. I při státní části
maturitní zkoušky je třeba požadovat osvojení objemu strukturovaných
poznatků (odborné vědomosti, terminologii a symboliku), ovládnutí ma-
tematických činností (dovednosti, metody řešení, algoritmy), ale hlavně
způsobilosti k samostatné tvůrčí práci, k aplikování osvojených vědo-
mostí a dovedností při řešení konkrétních problémů a jejich přenos na
řešení úloh i z jiných oblastí společenské praxe.
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Mám za to, že už od počátku zavádění státní části maturitní zkoušky
z matematiky by písemný test měl obsahovat

a) uzavřené úlohy s výběrovou odpovědí k ověřování pochopení zá-
kladních matematických pojmů a znalosti jejich definic,

b) otevřené úlohy s tvořenou stručnou odpovědí ve formě slova, čísla,
symbolu a grafu k ověřování úrovně osvojených vědomostí a do-
vedností, schopností kombinace algebraického a geometrického pří-
stupu,

c) úlohy vyžadující volbu vhodné strategie řešení a provedení dis-
kuse řešení, úlohy vyžadující matematickou formulaci konkrétního
problému, jeho řešení a zdůvodnění k zjištění schopnosti aplikace
získaných znalostí a dovedností při propojování matematických po-
znatků s poznatky jiných předmětů.

Na závěr uveďme ukázku struktury navrhovaného písemného testu
z matematiky pro státní část maturitní zkoušky.

Část A

U každé úlohy je jediná správná odpověď. Vyberte ji a zakroužkujte ji.
Příklad 1
Definičním oborem funkce f : y =

√
4− |x| je

(A) < −4; 0 > (B) < −4; 4 > (C) < 0; 4 > (D) ∅

Příklad 2
Pro jaký základ z platí logz 4 = −2
(A) neexistuje (B) 2 (C) −2 (D)

1
2

Příklad 3
Rovnice x2 + y2 − 4x = 5 je rovnicí
(A) elipsy (B) kružnice (C) paraboly (D) přímky

Část B

Zadané úlohy vyřešte a výsledek zapište

Příklad 1

Upravte výraz
x2 − 3x+ 2

x2 − 2x a uveďte, pro která x ∈ R má smysl.
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Příklad 2
Určete množinu těch x ∈ R, pro která platí
a) 3x < 1

b) log2 x < 0

c) log 1
3

x > 0

d) |x − 1| ≤ 3

Příklad 3
Načrtněte graf funkce

a) y = 2x − 1

b) y = cotg x v intervalu
(
−π

2
;
π

2

) c) y =
1

x − 2
d) y = x2 + 2x

Část C

Příklad 1
Řešte rovnici x2 + 2(a− 4)x+ a2 + 6a = 0 s neznámou x a parametrem
a, kde x, a jsou reálná čísla.

Příklad 2
Řešte v R rovnici log(x+ 1)+ log(x− 1)− log(x− 2) = log 8 a proveďte
zkoušku.

Část D

Řešte slovní úlohu:
Osobní auto ujede jeden km o 50 sekund dříve než nákladní auto. Za dvě
hodiny urazí osobní auto o 100 km delší dráhu. Jaké jsou rychlosti obou
vozidel?

Jistě tato struktura písemného testu je z hlediska jeho vyhodnoco-
vání podstatně náročnější a neumožňuje snadné počítačové zpracování ve
velmi krátkém čase. Ale při opravování testů vyškoleným týmem odbor-
níků podle jednoznačných a velmi podrobných instrukcí lze dosáhnout
objektivního vyhodnocení testů v přijatelném čase.
Státní část maturity by se mohla konat v určených střediscích v jed-

notlivých krajích za dozoru vybraných nezávislých pracovníků ze střed-
ních škol, nematurujících studentů a studentů z vysokých škol. Tento
kolektiv by zároveň mohl realizovat vyhodnocování testů.
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Modelování trojrozměrných objektů

aneb cesta z 3D do 2D a zpět

Filip Roubíček

Ve vyučování geometrii, která je považována za nejkonkrétnější a s re-
alitou nejvíce spjatou část matematiky, představuje modelování jednu
z charakteristických metod poznávání. Modelování zahrnuje různé čin-
nosti, při kterých jsou vytvářeny nebo používány modely. Modelem
obecně rozumíme materiální prostředek znakové reprezentace objektu
nebo jevu.
Z hlediska užitých prostředků rozlišujeme jak ve stereometrii, tak

v planimetrii dva základní typy modelování: dvojrozměrné (dále jen 2D)
a trojrozměrné (dále jen 3D). Modelování typu 2D zahrnuje činnosti,
které souvisejí s rýsováním nebo kreslením, případně s vytvářením ob-
razů na počítači nebo pomocí projekce. Modelování typu 3D představuje
činnosti, které jsou spojeny s vytvářením nebo používáním různých před-
mětných nebo materiálních modelů. Většinu modelů běžně užívaných ve
vyučování geometrii lze vnímat zrakem – říkáme, že jsou vizuální. V pří-
padě 3D modelů je možné i hmatové vnímání.
Modelování je pro porozumění geometrii (zejména na základní škole)

velice důležité. Většina didaktiků se shoduje v tom, že axiomatické bu-
dování geometrie nepatří na základní ani střední školu a že je nutné vy-
cházet z praktických zkušeností žáků. Uvážíme-li, že první geometrické
zkušenosti získávají žáci při kontaktu s reálným prostorem, dospějeme
k závěru, že zkušenosti žáků jsou blíže stereometrii než planimetrii. Tento
poznatek však nebývá ve vyučovací praxi příliš často zohledňován, spíše
naopak – stereometrie je planimetrií vytlačována.
Existují přinejmenším dva důvody, proč je planimetrie ve vyučo-

vání geometrii upřednostňována před stereometrií. První z nich vychází
zřejmě z přesvědčení, že dvojrozměrné modelování geometrických ob-
jektů je pro žáky přijatelnější než trojrozměrné modelování. Skutečnost,
že geometrické objekty, s nimiž žáci pracují v rámci planimetrie, jsou
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většinou abstraktní, tedy vzdálené jejich zkušenostem, vede k zamyšlení
nad účelností tohoto přístupu. Je známo, že vyučování geometrii, které
se uskutečňuje převážně prostřednictvím obrazů abstraktních geometric-
kých objektů, neprobouzí u žáků základní školy dostatečně velký zájem.
Tato cesta, přestože má své opodstatnění, postrádá potřebnou motivační
hodnotu a žáky spíše odrazuje od poznávání geometrie.
Druhý důvod souvisí s prostorovou představivostí, tedy schopností,

která je pro práci s trojrozměrnými objekty nutným předpokladem. Fakt,
že prostorové představivosti není ve školské geometrii věnována náležitá
pozornost, svědčí o tom, že tato otázka nebyla zatím z hlediska jejího
diagnostikování a pozitivního rozvíjení uspokojivě vyřešena a že zůstává
aktuálním didaktickým problémem. Existuje sice celá řada námětů, které
přispívají k jeho řešení, ale nedaří se je zavádět v širším rozsahu do
vyučovací praxe.
Námět, který předkládám v tomto příspěvku, vychází z poznatku,

že optimální rozvoj prostorové představivosti a dalších stereometrických
dovedností lze docílit propojením 2D a 3D modelování. Činnosti, jakými
jsou například zobrazování a vytváření modelů trojrozměrných objektů,
vedou žáky přirozeným způsobem k objevování souvislostí mezi stereo-
metrickými a planimetrickými poznatky.
Ve vyučování geometrii používáme různé vizuální modely, které zpo-

dobňují geometrické objekty a vztahy mezi nimi a které zpřístupňují ge-
ometrické poznatky. V planimetrii mnohdy vystačíme s ryze vizuálními
modely, tj. modely, které jsou vnímatelné pouze zrakem. Mezi ně patří
statické obrazy vytvořené běžnými prostředky, jako je tužka a papír,
nebo dynamické obrazy vytvořené pomocí počítačové grafiky či světelné
projekce. V některých případech je však pro pochopení planimetrických
zákonitostí vhodnější užití taktilně vizuálních modelů, tj. modelů, které
lze vnímat zrakem i hmatem. Je známo, že někteří žáci si poznatky snáze
osvojí prostřednictvím jednoduché činnosti, například překládáním, dě-
lením nebo skládáním papírových modelů.
Užití taktilně vizuálních modelů je mnohem běžnější pro stereomet-

rii. Víme, že modelování stereometrické situace pomocí ryze vizuálních
modelů (například obrázku) bývá pro porozumění někdy nedostatečné,
neboť někteří žáci nejsou schopni pomocí nich modelovaný objekt ná-
ležitě uchopit. Tito žáci potřebují vidět 3D objekt nebo model v jeho
reálné podobě a mít možnost s ním manipulovat. Modely geometrických
těles by tedy měly být běžnou a všem žákům dostupnou pomůckou. Na
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druhou stranu je nutno zdůraznit, že užití taktilně vizuálních modelů má
svá omezení a že je proto nutné, aby žáci byli schopni vidět 3D objekt
ve 2D obrazu. Dovednost provádět transformaci mezi ryze vizuálními
a taktilně vizuálními modely je nezbytným předpokladem pro výuku
stereometrie.
Jednou z metod, jak ve vyučování geometrii tuto dovednost rozvíjet,

je aktivita, kterou jsem nazval Stavíme dům. Spočívá v tom, že jedna
skupina žáků vytvoří podle 3D modelu domu jeho 2D nákres (v pravo-
úhlém nebo kosoúhlém promítání) a druhá skupina žáků podle tohoto
nákresu 3D model opět sestaví. Aktivita může být také modifikována
tak, že žáci vytvoří místo nákresu domu jeho slovní popis.
Žáci mají k dispozici listy papíru s centimetrovou čtvercovou sítí,

papírová centimetrová měřítka a dvě stavebnice. Stavebnice se skládají
z papírových modelů různých geometrických těles – krychlí, kvádrů, troj-
bokých hranolů, čtyřbokých jehlanů a těles z nich složených. Rozměry
a tvary těles jsou navrženy tak, aby bylo možné díly snadno kombinovat
a vytvářet z nich rozmanité stavby a aby se pravoúhlé průměty těles
daly snadno zobrazit ve čtvercové síti. Stavebnicové díly jsou zhotoveny
ve dvou základních rozměrech 8 cm a 6 cm a jejich stěny jsou převážně
pravoúhelníky a pravoúhlé trojúhelníky. Na obrázku 1 jsou uvedeny dvě
ukázky modelů domů, které lze z nich sestavit.
Vzhledem k tomu, že z uvedené stavebnice lze sestavovat modely

reálných staveb, je práce s ní pro žáky pozitivně motivující. Stavebnici je
možné využít ve vyučování matematice k různým činnostem rozvíjejícím
stereometrické dovednosti. V následujícím výčtu jsou uvedeny některé
z nich:

• zobrazování geometrických těles v pravoúhlém nebo kosoúhlém
promítání,

• slovní popisování geometrických těles,

• sestavování modelu stavby podle jejího vyobrazení,

• sestavování modelu stavby podle jejího slovního popisu,

• vytváření modelu stavby daných parametrů,

• výpočet obsahu stěn modelu stavby (např. střech),
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Obr. 1

• demonstrování souměrnosti nebo podobnosti v prostoru.

Na závěr je třeba zdůraznit, že modelování je pro vyučování geo-
metrii na základní škole významné nejen z hlediska poznávání, ale také
z hlediska motivace. Modelování je bezesporu jednou z účinných metod,
jak přiblížit žákům svět geometrie. Je-li řešení geometrické úlohy zalo-
ženo na práci s 3D modely, přistupují žáci k tomuto úkolu s podstatně
větším zájmem než například k běžnému rýsování. Pokud jim navíc tato
činnost umožňuje využít jejich zkušeností a dává jim dostatečný prostor
pro jejich tvořivost, stává se pro ně přitažlivou a vyhledávanou.
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Využití počítače k aktivizaci žáka

při výuce učiva o dělitelnosti

Bronislava Růžičková

Úvod

V učebních osnovách vzdělávacího programu Základní škola v 6. ročníku
je zařazen celek Dělitelnost přirozených čísel.
Tento tématický celek patří k těm méně oblíbeným. Po zvládnutí

učiva podle předepsaných osnov lze však využít tzv. „Pari systém
 pro
zpestření výuky a pro řešení složitějších úloh či pro rychlou kontrolu
správnosti řešení.

Dělitelnost přirozených čísel a Pari systém

Tématický celek dělitelnost přirozených čísel je rozdělen na základní
a rozšiřující učivo. Žák by měl po probrání tohoto celku ovládat pojmy
násobek, dělitel, prvočíslo, čísla soudělná a nesoudělná, znaky dělitelnosti
2, 3, 5, 10. Dále by měl umět rozeznat prvočíslo a číslo složené, provést
rozklad přirozeného čísla na prvočinitele, určit největší společný děli-
tel dvou až tří přirozených čísel, určit nejmenší společný násobek dvou
až tří přirozených čísel, řešit jednoduché slovní úlohy vedoucí k určení
nejmenšího společného násobku 2 až 3 přirozených čísel nebo největ-
šího společného dělitele 2 až 3 přirozených čísel. Rozšiřujícím učivem je
určování znaků dělitelnosti čtyř, šesti, osmi, devíti a řešení náročnějších
slovních úloh vedoucích k využití vlastností dělitelnosti přirozených čísel.
Základem výukového programu Pari systém je výpočetní systém

GP/PARI CALKULATOR (Copyright c© 1989–1999 by C. Batut, K. Be-
labas, D. Bernardi, H. Cohen a M. Olivier) v jeho nejnovější verzi:
2.0.20 (beta). Tento systém je určen pro řešení úloh z teorie čísel na
vyšší úrovni, například pro vědecké pracovníky používající oblast teorie
čísel. Systém obsahuje mnoho instrukcí pro jeho užití. Já jsem však vy-
brala jen některé, kterých lze využít při výuce dělitelnosti na základní
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škole. Některé z příkazů jsou komplikovanější a přesahují rámec osnov zá-
kladní školy. Lze je však využít pro nadanější žáky jako rozšiřující učivo.
Názvy příkazů vycházející z angličtiny jsem převedla do české verze tak,
aby byly pro žáky srozumitelnější. Takto modifikovaný systém PARI byl
přehrán na disketu, ze které je pak možno systém používat. Žáci se se-
známí s používanými příkazy pro základní operace využívanými v PARI
systému: operace sčítání (+), odčítání (−), násobení (∗) a dělení (/).
K tomu je ještě připojeno umocňování celého čísla přirozeným exponen-
tem.
Z dalších příkazů, kterých mohou žáci v PARI systému využívat

uvedu:

• přirození dělitelé přirozeného čísla n . . .dc(n)

• počet kladných dělitelů čísla n . . .pocetd(n)

• součet kladných dělitelů čísla n . . .soucetd(n)

• dělení se zbytkem . . . dsz(x,y)

• test na prvočíselnost čísla x . . .prvocislo(x)

• rozklad čísla x na prvočinitele . . . rozklad(x)

• největší společný dělitel . . . nsd(x1,x2,. . . )

• nejmenší společný násobek . . .nsn(x1,x2,. . . )

• nejblíže větší prvočíslo k číslu x . . .vetsip(x)

V následujícím ukáži konkrétní příklady využití Pari systému na
učivu o dělitelnosti přirozených čísel.

Dělení dvou čísel se zbytkem

Číslo y dělí číslo x, právě když zbytek r po dělení čísla x číslem y je
roven 0. To nastane, právě když číslo y je dělitelem čísla x neboli číslo x
je násobkem čísla y.

Příklady:
Zjistěte, zda číslo 13 je dělitelem čísla 173.
Příkaz: dsz (173,13)
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Na obrazovce se objeví: Dělení se zbytkem 173 : 13 = 13 a zbytek 4.
Odpověď: Číslo 13 není dělitelem čísla 173.

Zjistěte, zda číslo 17 je dělitelem čísla 119.
Příkaz: dsz (119,17)
Objeví se: Deleni se zbytkem 119 : 17 = 7 a zbytek 0.
Odpověď: číslo 17 je dělitelem čísla 119.

Zjistěte, zda je číslo 1 431 násobkem čísla 27.
Příkaz: dsz (1431,27)
Objeví se: Deleni se zbytkem 1 431 : 27 = 53 a zbytek 0.
Odpověď: číslo 1 431 je násobek čísla 27.

Rozklad čísla na prvočinitele

Zadání: x = 140
Příkaz: rozklad (x)
Na obrazovce se objeví: Rozklad na prvocinitele 140 = 2 ∗ 2 ∗ 2 ∗ 5 ∗ 7.

Zadání: x = 1 347 259
Příkaz: rozklad (x)
Objeví se: Rozklad na prvocinitele 1 347 259 = 563 ∗ 2 393.
Kontrola: zadejme p = 563, q = 2 393
Ověření prvočinitelů: Prvocislo (p), objeví se: cislo 563 je prvocislo.
Příkaz: prvocislo (q), objeví se: cislo 2 393 je prvocislo.
Ověření rozkladu: příkaz: p ∗ q, objeví se 1 347 259.

Zjistíme si jedenácté prvočíslo, devatenácté a třicáté prvočíslo.
Zadáme příkazy: ntep (11), ntep (19), ntep (30).
Objeví se nám: 11. prvocislo je 31, 19. prvocislo je 67, 30. prvocislo je
113.
Nyní zadáme: x = 31 ∗ 31 ∗ 31 ∗ 67 ∗ 67 ∗ 67 ∗ 113 ∗ 113.
Objeví se: 114 410 629 875 877.
Ověření rozkladu čísla x na prvočinitele provedeme pomocí příkazu:
rozklad (x)
a objeví se nám: rozklad na prvocinitele 114 410 629 875 877 = 30 ∗ 31 ∗
31 ∗ 67 ∗ 67 ∗ 67 ∗ 113 ∗ 113.
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Největší společný dělitel a nejmenší společný násobek

Zadáme: x = 630, y = 3 500, z = 2 730
Příkaz: nsd (x,y),
objeví se: nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 70.
Příkaz: nsd (70,z),
objeví se: nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 70.
Příkaz: nsd (x,y,z),
objeví se: nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 70.
Takto jsme verifikovali tvrzení: D (x,y,z) = D ( D (x,y),z ).

Podobně pracujeme s nejmenším společným násobkem, kde budeme ve-
rifikovat vzorec: n(x, y, z) = n(n(x, y), z).
Nejmenší společný násobek vypočítáme příkazem: nsn (x,y)=31500, nsn
(31500,z)=409500, nsn (x,y,z)=409500.
Kontrolu provedeme přes rozklady na prvočinitele:
rozklad (x)= 2 · 3 · 3 · 5 · 7, rozklad (y)= 2 · 2 · 5 · 5 · 5 · 7, rozklad (z)= 2 ·
· 3 · 5 · 7 · 13.
Pak D (x,y)= 2 · 5 · 7, D (D (x,y),z)= 2 · 5 · 7 =D (x,y,z).
n (x,y)= 2 ·2 ·3 ·3 ·5 ·5 ·5 ·7, n (n (x,y),z)= 2 ·2 ·3 ·3 ·5 ·5·5·7·13 =n (x,y,z).

Dokonalá čísla

Pro nadané a talentované žáky se nabízí možnost využít Pari systému
k zajímavému, ale obtížnějšímu učivu. Práci s ním nám však usnadní
právě Pari.

Číslo n (větší než 1) se nazývá dokonalé číslo, jestliže součet jeho (klad-
ných) dělitelů různých od n je roven tomuto číslu. Dělitel čísla n různý
od čísla n se nazývá vlastní dělitel čísla n.
Nejmenší dokonalé číslo je číslo 6, jeho vlastní dělitelé jsou 1, 2 a 3.

Jejich součet je zřejmě roven 6.

Ověřování vlastnosti čísla býti dokonalým

Další dokonalá čísla jsou čísla:
28, 496, 8 128, 33 550 336, 8 589 869 056.
Zadáme (pro jednoduchost):
a= 28, b= 496, c= 8 128, d= 33 550 336, e= 8 589 869 056.
Provedeme příkazy pro součet (kladných) dělitelů čísla n:
soucet d(n) pro n = a, b, c, d, e.
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Dostaneme čísla:
56, 992, 16 256, 67 100 672, 17 179 738 112.
Od těchto součtů odečteme čísla 2 ∗a, 2 ∗ b, 2 ∗ c, 2 ∗d, 2∗e. Vždy musíme
dostat 0.

Závěr

Na předcházejících příkladech a textu jsem chtěla ukázat, že někdy pro
žáky i zcela nezáživné učivo můžeme, například využitím počítačů ve
výuce matematiky, učinit atraktivním a žáky vést k aktivnímu způsobu
práce.
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Stupňovitý model reliéfu

(Integrovaný projekt pro předměty

matematika – zeměpis)

Hana Simoníková, Marie Kubínová

Abstrakt

V příspěvku jsou uvedeny metodické postupy a výsledky z ověření projektové
výuky. Hlavním cílem projektu bylo prohloubit a v praxi ověřit doposud získané
vědomosti a dovednosti žáků, které získali ve vyučování matematice a zeměpisu.
V průběhu řešení projektu žáci mimo jiné využívali svých zkušeností získaných
ve vyučování výtvarné výchově. V šestém ročníku žáci pracovali s mapou, ma-
povým podkladem a znázorněním výškopisu a polohopisu na mapách. Měli by
tedy umět „číst mapu�. V sedmém ročníku v předmětu matematika se v téma-
tickém celku „Poměr� učili zapsat poměr, rozdělit číslo v daném poměru, vy-
počítat základní tvar poměru, vyčíslit poměr, změnit úsečku v daném poměru,
rozdělit úsečku v poměru, vypočítat měřítko mapy a zakreslit plán v daném
poměru.

Popisovaný projekt byl připraven tak, aby vedl k integrovanému pojetí vzdě-
lávání. Při jeho řešení pracovali žáci osmého ročníku na vytvoření prostoro-
vého modelu krajiny. V první části příspěvku je uveden detailní metodický po-
stup práce učitele (použitý materiál, vytvoření pracovních skupin, uspořádání
třídy, práce učitele před realizací projektu i během realizace a časové rozvr-
žení). V další části popisujeme průběh práce na projektu včetně pracovních
pomůcek a pracovních listů. V závěru jsou analyzovány výsledky práce žáků
a zkušenosti z vlastní realizace projektu ve třídě.
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1 Úvod

Ve vyučování matematice a zeměpisu se často stává, že žáci v průběhu
výkladu nového učiva kladou otázky typu: „K čemu mi to je? Na co
nám to bude?
 Nebo: „Proč se to vůbec učíme? Vždyť nám to k ničemu
nebude.
 Učitel se jim většinou snaží vysvětlit, kde se s daným problé-
mem v praxi mohou setkat, ale řekněme si na rovinu, žáci to sice pasivně
přijmou („řekl to učitel
), ale jejich zvědavost tím dokonale uspokojena
není. Naši žáci nás právě takovými otázkami přinutili zamýšlet se nad
možnostmi změn v každodenním vyučování na škole. Rozhodly jsme se,
že do vyučování zahrneme i autentické učení. To je postaveno na činnos-
tech s originálními podklady a předměty, průzkumech v terénu, návrzích
řešení skutečných problémů, vytváření vlastních produktů vycházejících
z vlastních myšlenek a postupů. Při těchto činnostech se žák učí aktiv-
ním produktivním způsobem řešit úkoly připomínající skutečné životní
situace. Své vědomosti nezískává tedy tradičním hromaděním informací
v paměti, které s nadsázkou řečeno použije „v životě
 hlavně při soutě-
žích nebo ve škole za účelem získání známky.
Po absolvování kurzu dalšího vzdělávání učitelů v rámci programu

Socrates – Comenius 21 jsme se rozhodly vymyslet pro své žáky projekt,
ve kterém by se mohla uplatnit jejich tvořivost a aktivita a v kterém
by rozvinuli své schopnosti a dovednosti tolik důležité pro život. Pro-
jekt, při jehož řešení by žákům nestačilo pouze reprodukovat učivo a kde
by žáci museli své doposud získané vědomosti z různých předmětů tvo-
řivě aplikovat při řešení určitého problému. Rozhodly jsme se tedy, že
připravíme projekt, který bude zahrnovat poznatky z více předmětů.
Tímto projektem je projekt „Stupňovitý model reliéfu
. Využily jsme
přitom dlouhodobých zkušeností jedné z autorek [6] tohoto článku s pro-
jektovým vyučováním.

2 Materiál a metody

Hlavním cílem projektu bylo prohloubit a v praxi ověřit doposud zís-
kané vědomosti a dovednosti žáků z matematiky a zeměpisu. Realizace
projektu byla založena na sestrojení modelu krajiny pomocí vrstevnic.
V šestém ročníku naši žáci pracovali s mapou, mapovým podkladem

1Projekt EMTISM – Empowering Mathematics Teachers for the Improvement of
School Mathematics. Charles University in Prague, Faculty of Education, Prague,
August 2001



8. setkání učitelů matematiky 273

a znázorněním výškopisu a polohopisu na mapách. Měli by tedy umět
„číst mapu
. V sedmém ročníku v předmětu matematika se v tématic-
kém celku „Poměr
 učili zapsat poměr, rozdělit číslo v daném poměru,
vypočítat základní tvar poměru, vyčíslit poměr, změnit úsečku v daném
poměru, rozdělit úsečku v poměru, vypočítat měřítko mapy a zakreslit
plán v daném poměru. Smyslem projektu bylo umožnit žákům tvořivě
využít svých vědomostí, dovedností, zkušeností a schopností k tomu, aby
ztvárnili (vymodelovali pomocí vrstevnic) reálnou krajinu, kterou navíc
sami znají.

a) Hlavní cíle práce pro žáky
Při zhotovování modelu konkrétní krajiny měl žák prokázat, že je
schopen:

• porozumět pojmům: měřítko mapy (horizontální, vertikální),
převýšení, výškopis, vrstevnice, výšková kóta, nadmořská výš-
ka, polohopis, smluvené značky

• vyjádřit způsob znázornění výškopisu a polohopisu na ma-
pách, charakterizovat vysvětlivky-značkový klíč map a v sou-
vislosti s tím s porozuměním dokáže pracovat s pojmy

• aplikovat na konkrétním příkladu praktickou činnost s ma-
pou, číst mapy, měřit na mapě, provádět výpočty skutečných
vzdáleností

• zkoumat informace v různých podobách, orientovat se v le-
teckém snímku a dokázat ho porovnat s obsahem mapy

• samostatně pracovat a organizovat svou vlastní činnost
• spolupracovat v týmu, vyměňovat si zkušenosti, diskutovat,
vyjadřovat svůj názor a obhajovat jej, vyslechnout názor dru-
hých.

b) Hlavní cíle práce pro učitele
Při práci na projektu jsme chtěly ověřit, že jsme schopny:

• změnit a vylepšit svůj způsob výuky a formy práce se žáky
• změnit svůj přístup k práci a pokusit se přejít z role vyučují-
cího, který stojí před tabulí a vysvětluje nebo zkouší, do role
průvodce a poradce
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• začlenit se do kolektivu žáků, kde jim nenásilnou formou po-
můžeme a poradíme, pokud budou pomoc vyžadovat. Budeme
se však snažit pomáhat tak, aby to žáci nepociťovali jako
zkoušení.

• pomocí rozhovoru na dané téma zjistit, jestli žáci rozumí
tomu, co právě dělají, a zda mají přehled o právě prováděné
práci

• více mluvit s žáky, a tím je i více poznat.

3 Struktura práce

Tento školní projekt vede k integrovanému pojetí vzdělávání – uplat-
ňují se v něm vědomosti z různých předmětů a poznatky z různých
oborů lidské činnosti. Je určen žákům osmého ročníku základní školy
v rámci vyučování v předmětech zeměpis, semináře ze zeměpisu, mate-
matika a výtvarná výchova. Z toho vyplývá i samotná struktura a časový
harmonogram práce žáků na projektu:

• Zadání projektu, číslování vrstevnic – v předmětu zeměpis. Žáci
pracovali individuálně, byla možná konzultace ve dvojicích.

• Rozdělení žáků do tří- nebo čtyřčlenných skupin, ve kterých pra-
covali až do konce projektu.

• Vystřihování „vrstevnic
 – v předmětu výtvarná výchova.

• Lepení vrstevnic – v předmětu seminář ze zeměpisu

• Vybarvování modelu podle mapového podkladu (rozlišení podle
jednotlivých funkcí krajiny) – v předmětu seminář ze zeměpisu

• Výpočet horizontálního a vertikálního měřítka, převýšení – v před-
mětu matematika

• Kompletování (zhotovený model se nalepil na tvrdou podložku, kde
byly uvedeny vysvětlivky, vypočítaná měřítka a převýšení modelu
krajiny) – v předmětu seminář ze zeměpisu

• Závěrečné zhodnocení práce žáků – v předmětu seminář ze země-
pisu
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Použitý materiál

Pro práci žáků na vytvoření prostorového modelu krajiny bylo nutné
zajistit potřebnou mapu a podklady sloužící k samotnému zhotovení
modelu i podklady sloužící jako zdroj informací o modelované krajině.
Některé materiály dostali žáci v podobě2 pracovních listů, jiné si museli
sami zhotovit.
Přehled podkladů a zdrojů informací:

• Turistická mapa lokality v měřítku 1 : 25 000

• výřez z mapy – pracovní list č. 1

• výřez z mapy se zvýrazněnými vrstevnicemi (každá pátá) – po-
čet kusů podle potřeby (podle počtu zhotovovaných vrstevnic) –
pracovní list č. 2

• samotné vrstevnice bez polohopisu – pracovní list č. 3

• vysvětlivky kartografických značek – pracovní list č. 4

• letecký snímek sledovaného území

• učebnice matematiky pro sedmý ročník, učebnice zeměpisu pro
šestý ročník,

K samotnému zhotovení modelu bylo nutné zajistit také vhodný ma-
teriál. Jako nejvhodnější se ukázal tenký molitan (tloušťka 2 mm nebo
3 mm) sloužící ve stavebnictví jako podklad pod plovoucí podlahu. Jeho
výhoda je v tom, že je měkký, dá se dobře stříhat nůžkami a je volně
prodejný. Dále žáci potřebovali lepidlo, pastelky, nůžky.

Vytvoření pracovních skupin

V první části (při číslování vrstevnic) žáci pracovali individuálně. Po-
tom, co vrstevnice očíslovali, byli rozděleni do skupin. V rámci skupiny
si navzájem zkontrolovali, zda mají vrstevnice očíslované správně. Dále
navrhli postup další práce, která vedla k vystřihnutí vrstevnic a násled-
nému samostatnému zhotovení modelu.

2Pracovní listy 1–4 a další materiály, se kterými žáci pracovali, budou k dispozici
při prezentaci našeho příspěvku.
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Skupiny žáků vytvořila jedna z autorek tohoto článku sama. Vychá-
zela přitom ze znalosti klimatu ve třídě, protože s danou třídou pracuje
už tři roky a je v této tžídě třídní učitelkou. Při zařazování žáků do
skupin se snažila zohlednit osobnostní charakteristiky každého žáka. Zá-
kladním kriteriem bylo to, aby žáci byli ve skupině vědomostně na stejné
úrovni. Aby se nestalo, že se ve skupině vyskytne jeden šikovný žák, který
odvede většinu práce, bude na něm stát veškeré rozhodování, a ostatní
se jím nechají pouze „vést
. Po zkušenostech z jiných vyučovacích hodin
při rozdělování žáků do skupin bylo respektováno i to, jestli spolu žáci
kamarádí nebo ne. Nenutila je k tomu, aby pracovali s někým, s kým
nechtějí. Jednu z pracovních skupin vytvořili žáci, kteří byli do třídy
integrováni.
V průběhu práce na projektu jsme pak sledovali především dvě pra-

covní skupiny – skupinu integrovaných žáků a skupinu talentovanějších
žáků. Porovnávaly jsme, jak se liší jejich metody práce, a zjišťovaly jsme,
o kolik více času budeme muset věnovat integrovaným žákům.

Práce učitele před realizací projektu

Před realizací projektu se žáky musí učitel věnovat hodně času jeho pří-
pravě, připravit materiál a také pomůcky, které pomohou slabším žákům
při plnění dílčích úloh.
První, co by měl učitel nebo žáci udělat, je sehnat si mapu kraje

a vybrat území, které chceme modelovat. Ne každé území je vhodné.
Potom, co je zvolen určitý úsek krajiny, je třeba připravit pracovní listy
pro žáky.3 Díky počítačovému zpracování bylo možno pro naše žáky zho-
tovit soubor pracovních listů, který obsahoval první, tedy ještě neupra-
venou, ale zvětšenou podobu zvoleného území (pracovní list 1), druhou
už upravenou (zvýrazněné vrstevnice – pracovní list 2) zvětšenou po-
dobu sledovaného území a dále pracovní list 3, kde byl potlačen mapový
podklad a kde byly vytištěny jenom ty vrstevnice, které byly předtím
zvýrazněny. Do tohoto pracovního listu žáci zapisovali nadmořské výšky,
které vrstevnice znázorňují.
Následuje příprava materiálu, která má pomoci slabším žákům při

kontrole dílčích výsledků. Do pracovního listu 3 si zapíšou jednotlivé
nadmořské výšky vrstevnic. Jako zdroj informací jim slouží pracovní

3My jsme využili počítačového zpracování, podrobněji to popíšeme při prezentaci
našeho příspěvku.
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list 2. Žáci mají k dispozici dostatečný počet kopií pracovních listů,
ze kterých postupně vystřihují jednotlivé vrstevnice, lepí je na molitan
a znovu vystřihují. Po naskládání vrstevnic na sebe pak vznikne prosto-
rový model krajiny. Model nechají žáci v rozebíratelné formě, neslepují
ho. Nyní už žáci vidí, jak asi bude výsledný model sledovaného území
vypadat.
Ještě před nalepením jednotlivých vrstevnic na molitan je důležité

uvědomit si jeho tloušťku. Učitel si musí dopředu propočítat horizon-
tální a vertikální měřítko modelu. Při výpočtu převýšení pak zjistí, jak
tlustý molitan bude potřebovat. Pro upřesnění, převýšení by nemělo pře-
sáhnout hodnotu 1, 50. Pak už je model neúměrně vysoký.

4 Výsledky a diskuse

Tento projekt můžeme zařadit mezi krátkodobé projekty (v rozsahu
osmi, maximálně deseti hodin). Po seznámení žáků se zadáním projektu
byla úvodní hodina věnována opakování znázornění výškopisu a poloho-
pisu na mapách. Zopakovali jsme definici vrstevnice a jejího významu
při čtení mapy. Potom žáci samostatně „četli
 pracovní list – mapu se
zvýrazněnými vrstevnicemi. Do dalšího pracovního listu – se zakresle-
nými vrstevnicemi bez mapového podkladu k jednotlivým vrstevnicím –
zapsali zjištěné nadmořské výšky. V průběhu druhé hodiny žáci vystřihli
jednotlivé vrstevnice z kopií mapového podkladu. Potom provedli kont-
rolu (podle námi zhotovených pomůcek), zda mají vrstevnice vystřižené
všechny a zda byly vystřiženy správně. Během třetí hodiny vystřihli jed-
notlivé vrstevnice z molitanu a naskládali je na sebe. V průběhu páté
a šesté hodiny naskládané vrstevnice slepili a zhotovili tak model krajiny,
který čekal na vybarvení. Jako pomůcka pro vybarvování žákům poslou-
žila originální mapa s vysvětlivkami mapových značek. V rámci sedmé
hodiny věnované tomuto projektu si žáci zopakovali, co vědí o měřítku
mapy a snažili se vypočítat jak horizontální, tak vertikální měřítko sle-
dovaného modelu (viz tabulka 1), vypočítali také jeho převýšení. Přitom
vycházeli z toho, že materiál – molitan, z kterého jednotlivé vrstevnice
stříhali – má tloušťku 2 mm. Poslední osmou hodinu proběhlo dokon-
čování a kompletizace modelu. Žáci nalepili zhotovený model na tvrdou
podložku. Sepsali legendu – vysvětlivky použitých značek, vypočítaná
měřítka a převýšení daného modelu. Součástí legendy byl seznam žáků,
kteří model krajiny zhotovili.
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Tabulka 1 Přehled řešení matematické části projektu

horizontální měřítko vertikální měřítko
trojčlenka úvaha trojčlenka úvaha

Sk. 1 × × ×
chybný zápis

Sk. 2 × ×
chybný převod jednotek chybný převod jednotek
a vyjádření neznámé (stačilo dopočítat)

ze vzorce
Sk. 3 × ×
Sk. 4 × ×
Sk. 5 × ×
Sk. 6 × ×
Sk. 7 × × × ×

chybná práce chybný zápis
s násobením zlomků

Závěr

Projektová výuka se v českých školách objevila poprvé ve třicátých le-
tech minulého. století. Byla již tehdy prosazována na základě dnes velmi
aktuálních myšlenek. [7] Současný stav vyučování na našich základních
školách však neumožňuje dodržovat zásady Komenského „Škola hrou
.
V dnešní době se učitel většinou uspokojí s pouhým memorováním zís-
kaných vědomostí, nezůstává mu dostatek času na procvičování učiva,
což se potvrdilo i u tohoto projektu.
Musíme říci, že si žáci učivo probírané před dvěma roky výborně

pamatovali. Definici vrstevnice odříkali bez chyby. Dokonce popisovali,
že pokud jsou vrstevnice blízko sebe, jedná se o strmý svah v krajině,
a pokud jsou od sebe dál, tak je svah pozvolný. Praktické využití teo-
retických poznatků však dopadlo špatně. Žáci nebyli schopni určit nad-
mořské výšky jednotlivých vrstevnic, někteří měli problém se zorientovat
v mapě a zbytek třídy čekal, co se bude dít dál. Podobné problémy se
projevily i v matematické části projektu, kde měli žáci problémy s tvoři-
vou aplikací převodu jednotek a trojčlenky. V konečném důsledku však
pod naším vedení řešení projektu zvládli.
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V našem příspěvku jsme chtěly poukázat na to, že je možné i v běžné
škole připravit pro žáky interdisciplinární vyučování a skloubit využití
získaných vědomostí z různých vyučovacích předmětů ke smysluplné
práci, která umožní žákům nový pohled na poznatky, které získali ve
škole.
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Geometrické transformace –

konstruktivistický přístup

Naďa Stehlíková

1 Úvod

Konstruktivistické přístupy k výuce matematiky se postupně dostávají
do výuky matematiky základní a střední školy. Rychlost tohoto procesu
do značné míry závisí na způsobu přípravy budoucích učitelů matema-
tiky. Proto bylo na Pedagogické fakulty UK před několika lety rozhod-
nuto změnit tradičně vedený kurz analytické geometrie charakterizovaný
postupem

’
definice – věta – důkaz‘ směrem ke konstruktivistickému způ-

sobu, jehož základem je práce studentů – zejména řešení problémů. V dal-
ším textu se zaměříme na stručné seznámení se s tímto kurzem tak, jak
je v současné době vyučován. Teoretický základ kurzu je zpracován v pří-
spěvku M. Hejného v tomto sborníku.

2 Kurz analytické geometrie – geometrické

transformace

V roce 1995 M. Hejný změnil strukturu kurzu tak, aby lépe odpoví-
dal současným trendům konstruktivistického vyučování. Na této změně
se dále podílela autorka tohoto příspěvku a D. Jirotková. Změna mimo
jiné znamenala výrazné „okleštění
 obsahu kurzu a větší důraz na de-
tail spolu se snížením abstraktnosti učiva. Po několika semestrech tes-
tování vzniklo skriptum [1], které pokrývá obsah jednoho semestru vý-
uky analytické geometrie zaměřené na geometrické transformace. Kurz
předpokládá základní znalost shodností a podobností, teorie grup a li-
neární algebry (matic). Kurz začíná shodnostmi v Euklidovské přímce

Příspěvek byl podpořen výzkumným záměrem J13/98:114100004 „Kultivace ma-
tematického myšlení a vzdělanosti v Evropě�.
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a rovině a pokračuje k afinním transformacím v afinní přímce a afinní
rovině.
Cílem kurzu není naučit studenty co nejvíce pojmů, definic a vět

a ukázat jim ukončenou
’
budovu‘ Eukleidovské a afinní geometrie, pro-

tože tu najdou v mnoha matematických knihách. Kurz jim má poo-
tevřít svět geometrických transformací a přivést je k metodám, které
jim umožní ve studiu transformací dále pokračovat. K tomu je zapo-
třebí jiný přístup vyučujícího, který se musí vzdát předkládání hotových
poznatků a naopak musí připravovat úlohy, které studenty k poznání
přivedou. Od studentů je vyžadován aktivnější přístup.
Základní charakteristikou výše zmíněného skripta je to, že na začátku

kapitoly zřídka najdeme přehledně sepsané definice, věty a důkazy. Ne-
bylo zpracováno tak, aby mohlo být využito jako referenční kniha pro
vyhledávání informací. Většina vět je formulována na základě řešených
příkladů, případně studentova samostatného objevování. Teprve pak jsou
věty dokázány a důkazy jsou většinou zakomponovány do cvičení. Ně-
které věty musí student formulovat sám. Skriptum tedy primárně slouží
jako banka úloh a doplněk přednášek. Role učitele je zde tedy naprosto
nezbytná. Nedá se říci, že by výuka kurzu byla každý rok stejná. Naopak
často se směr úvah mění podle toho, kam zavede studenty jejich zkou-
mání. Jde o to, že student si má vytvářet svou vlastní strukturu před-
mětu samostatným zkoumáním a řešením vhodně připravených úloh. Po-
kud během semestru nepracuje a chce se připravit

’
tradičním‘ způsobem

na zkoušky (tedy na konci semestru
’
nadrtit‘ učivo za celý semestr), je

předem odsouzen k nezdaru.
Autorka vyučuje podle zmíněného skripta již několik let. Kromě toho

měla možnost vyzkoušet si tento přístup při svém pobytu na zahraniční
univerzitě, kde vedla semestrální kurz pro učitele matematiky z praxe,
kteří se při svém předchozím studiu s geometrickými transformacemi
příliš nesetkali. To jí umožnilo dále kurz zdokonalit a obohatit o použití
matematického programu Maple.

3 Hlavní charakteristiky kurzu

V této části v bodech uvedeme základní vlastnosti kurzu, které považu-
jeme za nejdůležitější, a stručně je budeme ilustrovat.
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3.1 Důraz na synteticko-analytický přístup

k transformacím

V kurzu analytické geometrie se využívá jak syntetický, tak analytický
přístup tak, aby vynikly výhody a nevýhody obou a v představě studenta
se budovala geometrie jako struktura, nikoli jako soubor definic, vět,
důkazů a návodů.
Při zkoumání shodností vycházíme ze znalostí studenta, tedy ze syn-

tetické charakterizace shodností, a teprve pak je odvozován jejich ana-
lytický popis (v našem případě popis v jazyce matic 3× 3, viz níže). Při
studiu afinit, se kterými se studenti setkávají poprvé, je postup opačný.
Student dostane matici obecné afinity a postupnými úlohami je veden
k tomu, aby charakterizoval transformaci, kterou matice reprezentuje,
syntetickými vlastnostmi, např. které vlastnosti zachovává, jaké jsou sa-
modružné body a přímky apod.

Shodnosti:

⎛
⎝ a b c

±(−b) ±a d
0 0 1

⎞
⎠ , kde a2 + b2 = 1 .

Afinity:

⎛
⎝ a b i

c d j
0 0 1

⎞
⎠ , kde ad − bc �= 0 .

3.2 Důraz na spojení mezi geometrií a algebrou grup a matic

Skriptum zachovává Kleinův přístup ke geometrii, tedy to, že na geo-
metrii se můžeme dívat jako na prostor a transformační grupy na něm
působící. Domníváme se, že studium transformací je na druhé straně
příspěvkem ke studium teorie grup, kde mimo jiné přispívá k vizualizaci
grup a k překonání velkého důrazu na číselné modely struktur.
Kurz využívá analytického vyjádření shodností a afinit pomocí matic

3× 3 (při studiu shodností v E1 se využívá pouze rovnic). Tento přístup
není příliš obvyklý, většinou se setkáme s vyjádřením pomocí matic 2×2.
Je možné diskutovat o výhodách a nevýhodách obou přístupů. Z našeho
hlediska je neobvyklost vyjádření spíše přínosem, protože studenti ne-
mohou nastudovat látku z jiné učebnice, aniž by se zabývali vlastním
odhalováním.
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3.3 Konstrukce poznatků

Na úrovni vysoké školy se všeobecně věří, že většina pojmů abstraktní
matematiky je studentům pro samostatnou konstrukci nepřístupná,
a kromě toho, samostatná konstrukce poznatků trvá nepoměrně déle
než tradiční způsob výuky. S tím nelze než souhlasit, protože opravdu
objevitelské učení trvá několikanásobně déle než prosté sdělení faktu. My
ale věříme, že takto strávený čas není v žádném případě ztracený a že
student tímto způsobem získá mnohem větší vhled do látky, než je tomu
v opačném případě, kdy je mu poznatek sdělen jako hotový. Porozumění
a dovednosti, které tak student získá, více než vyrovná snížení obsahu
kurzu.
Jak již bylo řečeno, studenti si mají odvozovat většinu znalostí sami.

Například, místo aby se dozvěděli, jak vypadá obecná matice pro rotaci
o úhel α kolem bodu o souřadnicích (p, q) a poté ji vyzkoušeli na kon-
krétních příkladech, musejí ji sami odvodit na základě znalosti vlastností
rotace. Podobně, místo aby jim byly řečeny základní vlastnosti afinit,
dostanou zadány matice konkrétních afinit a na jejich základě mají afi-
nity synteticky charakterizovat. Poté zkoumají obecnou matici afinity
a formulují základní vlastnosti. Dalším příkladem je tvrzení, které je
obvykle formulováno jako „Dokažte, že afinity zachovávají kolinearitu
.
V našem pojetí student nejprve zjišťuje, co je obrazem konkrétní přímky
v konkrétní afinitě, pak hledá obraz obecné přímky v konkrétní afinitě,
až dospěje ke zmíněnému tvrzení, čímž získá i určité zkušenosti, které
uplatní při jeho důkazu.
Tento způsob výuky vyžaduje, aby studenti často dlouze počítali,

zejména, aby násobili matice při hledání výsledku složení několika trans-
formací, hledali inverzní matice apod. ProgramMaple jim má tyto výpo-
čty usnadnit a kromě toho studentovi umožní, aby se soustředil spíše na
celkovou strategii řešení problému než na dílčí, často pracné procedury.
Zde budeme ilustrovat naše předchozí úvahy na příkladu hledání obecné
matice posunuté souměrnosti.
Ilustrace: Jak najít obecnou matici posunuté souměrnosti a jak naopak
tuto matici synteticky interpretovat.
Z kurzu syntetické geometrie studenti vědí, že posunutá souměrnost

je výsledkem složení osové souměrnosti a posunutí ve směru její osy.
Předpokládáme, že již dříve objevili obecnou matici osové souměrnosti
a obecnou matici posunutí. V následujícím textu je kurzívou zapsán úkol,
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který studenti dostali, a pod ním je stručně popsáno studentské řešení.
Z důvodu nedostatku místa budou příslušné výpočty provedené v pro-
gramu Maple ilustrovány až při vlastním vystoupení.
1. Najděte obecnou matici posunuté souměrnosti.
Obecnou matici posunuté souměrnosti najdeme vynásobením (v libovol-
ném pořadí) matice osové souměrnosti s osou, která má směr α, a matice
posunutí o vektor u[k cosα, k sinα], kde vektor u je rovnoběžný s osou
souměrnosti. Výsledné výpočty je však nutné upravit. K tomu výborně
poslouží Maple.
2. Jak odlišíme matici osové souměrnosti a matici posunuté souměr-
nosti?
Matice získaná v kroku 1 vypadá stejně jako obecná matice osové sou-

měrnosti. Pokud tedy dostaneme matici v podobě

⎛
⎝ a b m

b −a n
0 0 1

⎞
⎠ (kde

a, b, m, n jsou reálná čísla a a2 + b2 = 1), nemůžeme okamžitě rozhod-
nout, zda je to matice osové či posunuté souměrnosti. Zde využijeme
znalosti vlastností obou shodností. Víme, že se liší počtem samodruž-
ných bodů, použijeme tedy standardní postup hledání samodružných
bodů shodnosti dané maticí. Získáme soustavu dvou neznámých a pou-
žijeme znalosti z algebry. Dospíváme k názoru, že soustava je řešitelná
právě tehdy, když d = n sinα+m cosα = 0. Jinak jde o matici posunuté
souměrnosti.
3. Nechť máme dánu obecnou matici posunuté souměrnosti. Interpretujte
tuto matici synteticky.1

Úkolem je najít osu a vektor posunuté souměrnosti. Tento úkol je po-
měrně kalkulativně náročný a Maple je výborným pomocníkem. Pří-
slušné výpočty budou ukázány při vystoupení.

3.4 Netradiční hodnocení

Současně s přístupem k
’
výkladu‘ obsahu předmětu bylo změněno i hod-

nocení studentů. Tradiční způsob hodnocení předmětu zahrnoval pí-
semný test a ústní zkoušku, která sestávala z definic, vět a případně
důkazů. Často se stávalo, že se studenti naučili obsah kurzu nazpaměť
a uměli řešit pouze standardní typy úloh. Nová podoba zápočtu i zkoušky

1Před tímto úkolem mají žáci interpretovat synteticky matici s konkrétními čísly,
takže je obecný úkol pro ně snazší.
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zavedená M. Hejným spočívá v tom, že studenti mohou využívat libo-
volné zdroje včetně svých poznámek z kurzu. Jedinou podmínkou je, že
musejí pracovat samostatně. Tento způsob však klade zvýšené nároky
na vyučujícího, který musí připravit úlohy, jež se od úloh řešených v se-
mestru sice liší, ovšem na druhé straně musí být řešitelné pouze pomocí
myšlenek, které již byly v některé předchozí úloze řešeny. Tři z takových
úloh uvádíme.

1. Nechť je ABC rovnoramenný trojúhelník s ortocentremO a základ-
nou |AB| = 4. Označme u = AC, v = BC, w = AB. Nechť je p
přímka. Víme, že platí následující vlastnosti: (susv)3 = sC , susp =
= spsv, sp(sw(O)) = Q. Najděte délku |OQ|. (su je osová souměr-
nost podle přímky u, sC je středová souměrnost podle bodu C.)

2. Nechť máme dán trojúhelník KLM a body N (střed dvojice bodů
L a M), O (střed dvojice bodů K a M) a P (střed dvojice bodů
L a K). Afinní transformace f je dána vztahem f(LPN) = OKP .
Vyjádřete f jako složení f = tg, kde t je posunutí a g je elace (stačí
najít jedno řešení). Najděte samodružné přímky transformace f .

3. Popište maticemi grupu G, která je generována třemi osovými sou-
měrnostmi s osami souměrnosti x − y = 1, x − y = −1, x+ y = 2.

V první úloze mají studenti použít své znalosti ze syntetické geo-
metrie (základní vlastnosti shodností). Musejí umět skládat shodnosti
a pracovat s transformačními rovnicemi. Dále je nezbytný náčrtek situ-
ace. Analytický přístup je zde nevýhodný, výpočty by byly příliš kom-
plikované.
Řešení druhé úlohy kombinuje synteticko-analytický přístup a vyža-

duje poměrně hodně experimentování. Studenti musejí vědět, jak najít
obraz bodu v relaci a posunutí. Ve druhé části řešení musejí zavést sou-
stavu souřadnic a najít matici afinity f , která jim následně poslouží při
hledání samodružných přímek.
Třetí úloha se nejlépe řeší analytickým způsobem od samého začátku.

Je důležité, že úloha se pouze neptá, zda je určitá množina transformací
transformační grupou, ale vyžaduje, aby student takovou množinu vy-
tvořil.
Po písemné zkoušce následuje ústní zkouška, která je hlubší u těch

studentů, kteří v písemném testu nedosáhli dobrých výsledků. Stalo se
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zvykem, že test opravuje vyučující přímo se studentem. Tím má student
možnost vysvětlit případné nejasnosti a současně získává zpětnou vazbu
o svých znalostech.

4 Závěry

Výše uvedené úvahy představují ideální stav, který odráží představy
a plány autorů skripta. Ovšem není např. jasné, zda by skriptum doká-
zal používat i jejich

’
neautor‘ . Z hlediska studenta se jedná o poměrně

radikální změnu přístupu ke studiu. Měl by být aktivnější v tom, že bude
pravidelně řešit úlohy, klást otázky a zajímat se o vznikající strukturu
transformací. Práce v seminářích má za cíl dát dohromady znalosti a do-
vednosti různých studentů tak, aby vznikala jakási kolektivní konstrukce
předmětu. Ne vždy a v každé skupině k tomu však opravdu dochází. Ne
vždy se také daří studenty dostatečně motivovat, některým z nich stačí,
když se jim řešení problému prostě předloží.
K našemu překvapení se ukázalo, že fakt, že studenti mohou při testu

používat veškeré materiály, zpočátku působil spíše kontraproduktivně.
Řada studentů se domnívala, že v takovém případě nejsou nutné žádné
přípravy, protože dokáží najít odpovědi na všechny otázky v knihách.
Pak ovšem byli překvapeni typy úloh, které jim byly předloženy. Později
jsme tento nedostatek zmírnili tím, že studenti dostali na konci semestru
jeden ukázkový test bez řešení, který si mohli vyzkoušet.
Reakce na kurz vedený tímto způsobem jsou trojí. Od absolutního

odmítnutí (
’
vůbec se v tom nevyznám‘ ,

’
je to moc práce‘ ,

’
proč nám

to prostě neřeknete‘ ,
’
nemá to žádnou strukturu‘ ) přes lhostejné reakce

(
’
ani nevím, že se to nějak liší od ostatních předmětů‘ ) až po přijetí (

’
ko-

nečně vím, o čem to je‘ ). Domníváme se, že právě pro poslední skupinu
studentů má cenu pokračovat v tomto způsobu výuky.

Literatura

[1] Hejný, M. – Jirotková, D. – Stehlíková, N.: Geometrické transformace
(metoda analytická). PedF UK, Praha 1997.

[2] Hejný, M.: Konstruktivistická koncepce geometrie u budoucích uči-
telů. (V tomto sborníku.)
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Matematická gramotnost

ve výzkumu PISA

Vladislav Tomášek

Ke konci 20. století vstoupila aktivně na pole pedagogických výzkumů
Organizace pro hospodářskou spolupráci a rozvoj OECD. Zástupci člen-
ských zemí se rozhodli zorganizovat vlastní výzkum PISA – Programme
for International Student Assessment. Východiskem bylo přesvědčení pe-
dagogických odborníků a tvůrců školské politiky, že vzdělávací systémy
nereagují dostatečně rychle na změny ve společnosti. Převládá názor,
že školy předávají žákům stále stejným nezáživným způsobem soubor
vědomostí, které nebudou nikdy potřebovat, a naopak je dostatečně ne-
vybavují dovednostmi a vědomostmi nezbytnými pro dobré uplatnění na
trhu práce a v osobním životě.
Výzkum PISA přináší nový pohled na hodnocení výsledků vzdělá-

vání a orientuje se na měření čtenářské, matematické a přírodovědné
gramotnosti patnáctiletých žáků – žáků, kteří ukončují povinnou školní
docházku. První šetření proběhlo v roce 2000 a hlavní sledovanou oblastí
byla čtenářská gramotnost. Druhé šetření se uskuteční na jaře roku 2003,
hlavní sledovanou oblastí tentokrát bude matematická gramotnost.

Matematická gramotnost je pro výzkum PISA definována takto:
Matematická gramotnost je schopnost jedince poznat roli, kterou hraje
matematika ve světě, a porozumět jí, tvořit dobře podložené úsudky a pro-
niknout do matematiky tak, aby splňovala jeho životní potřeby jako tvo-
řivého, zainteresovaného a myslícího občana.
Termín „gramotnost
 byl zvolen, aby se zdůraznilo, že středem zájmu

nejsou matematické znalosti a dovednosti, jak jsou definovány v tradič-
ních učebních osnovách. Důraz je kladen na matematické znalosti uve-
dené do funkčního užívání v mnoha různých situacích a kontextech, které
vyžadují úsudek a vhled.
Termín „svět
 představuje přírodní, sociální a kulturní prostředí, ve kte-
rém jedinec žije.
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Termín „proniknout
 není míněn pouze v úzkém smyslu jako fyzická
nebo sociální činnost. Zahrnuje rovněž zaujímání postoje, vytváření vzta-
hu, hodnocení a dokonce i uznání a oblibu matematiky.
Slovo „život
 zahrnuje soukromý život jedince, pracovní vztahy, sociální
vztahy k příbuzným a k ostatním lidem i jeho život jako příslušníka
určité společnosti.
Základní schopnost vyplývající z uvedeného pojmu matematické gra-

motnosti je způsobilost uchopit, formulovat a řešit problémy z různých
oblastí a kontextů a interpretovat jejich řešení s užitím matematiky.
Při podrobnějším popisu zkoumané oblasti se rozlišují tři složky:

• situace a kontexty, ze kterých pocházejí problémy předkládané žá-
kům,

• matematický obsah, který by měl být užíván při řešení problémů,
je uspořádán podle určitých tematických okruhů,

• kompetence, které by měly být uplatněny při propojování reálného
světa s matematikou, tedy při řešení problémů.

Uvedené tři složky mají různou povahu. Situace a kontexty definují
oblasti problémů reálného světa, tematické okruhy reflektují způsob na-
hlížení na svět „matematickými brýlemi
 a kompetence jsou jádrem ma-
tematické gramotnosti. Hodnocení matematické gramotnosti zahrnuje
hodnocení, jaké mají žáci matematické kompetence a jak je dokáží tvo-
řivě aplikovat na dané situace.
Situace je součástí žákova světa, do něhož jsou umístěny úlohy. Od

žáků má určitou vzdálenost. Žákům je nejbližší situací jejich osobní ži-
vot, vzdálenější je školní život, pak práce a volný čas, následuje místní
komunita a společnost, jak se s nimi setkává v každodenním životě. Nej-
vzdálenější jsou situace odborné. Pro klasifikaci úloh ve výzkumu PISA
bylo zavedeno pět typů situací: osobní, školní, pracovní, veřejné a od-
borné. Kontext úlohy je její specifické zasazení do situace.
Učební osnovy matematiky jsou logicky členěny podle obsahových

hesel (např. aritmetika, algebra, geometrie), která reflektují historicky
vzniklá odvětví matematického myšlení. V reálném světě však jevy ve-
doucí k aplikaci matematiky už nejsou tak logicky uspořádány. Problémy
jen zřídka vznikají takovým způsobem a v takovém kontextu, že by k je-
jich pochopení a řešení stačilo jen aplikovat znalosti z jednotlivého obsa-
hového hesla. Protože cílem výzkumu PISA je hodnotit schopnosti žáků



8. setkání učitelů matematiky 291

řešit reálné problémy, jeho strategií je definovat rozsah zkoumaného ob-
sahu s využitím fenomenologického přístupu k popisu matematických
pojmů, struktur a idejí. To znamená popsat obsah v souvislosti s jevy
a s typy problémů, pro něž byl vytvořen. Fenomenologický pohled na
matematický obsah není nový. Matematika je tímto způsobem popsána
ve dvou známých publikacích: On the Shoulders of Giants: New Approa-
ches to Numeracy (Steen, 1990) a Mathematics: The Science of Patterns
(Devlin, 1994). Můžeme se však setkat s mnoha způsoby pojmenování
fenomenologických metod a kategorií. V koncepci matematické části vý-
zkumu PISA 2003 budeme užívat termín

’
tematické okruhy‘ .

Ve výzkumu PISA 2003 se užívají následující tematické okruhy, které
splňují požadavky historického vývoje, pokrývají obor a reflektují hlavní
kapitoly školního kurikula:

• kvantita,

• prostor a tvar,

• změna a vztahy,

• neurčitost.

Tyto čtyři okruhy člení matematický obsah na dostatečně mnoho ob-
lastí, aby to umožnilo rozprostřít úlohy přes celé kurikulum, a zároveň
na dostatečně málo oblastí, aby to nebránilo zaměřit se na problémy
vycházející z reálných situací.
Tematický okruh „kvantita
 je orientován na potřebu kvantifikace

pro účely uspořádání světa. K jeho významným aspektům patří chápání
relativní velikosti, poznávání číselných struktur a užívání čísel k vyjad-
řování kvantity a kvantifikovatelných vlastností objektů reálného světa
(měr). Dále obsahuje zpracovávání a chápání čísel reprezentovaných růz-
ným způsobem a kvantitativní myšlení.
Zkoumání tvarů úzce souvisí s pojmem „uchopení prostoru
. Učme se

je tedy znát, zkoumat a ovládnout, abychom žili a pohybovali se v našem
životním prostoru s větším porozuměním. (Freudenthal, 1973). Abychom
toho dosáhli, musíme být schopni porozumět základním vlastnostem ob-
jektů a jejich vzájemné poloze. Musíme si uvědomit, jak vidíme a proč
vidíme tak, jak vidíme. Musíme se naučit orientaci v prostoru, v kon-
strukcích a tvarech. Znamená to pochopit vztah mezi tvary a jejich ob-
razy nebo vizuálními reprezentacemi, podobně jako mezi reálným měs-



292 Vladislav Tomášek

tem a jeho fotografiemi a plány. V tom je obsaženo i chápání toho, jak
lze trojrozměrné objekty reprezentovat ve dvou dimenzích, jak se tvoří
stíny, co je perspektiva a jak se projevuje.
Každý přírodní jev je projevem změny a ve světě kolem nás pozo-

rujeme mnoho dočasných i trvalých změn. Například organismy měnící
se během růstu, cykly ročních období, příliv a odliv, cykly nezaměstna-
nosti, změny počasí a burzovních indexů. Některé z těchto proměnných
procesů lze popsat nebo modelovat jednoduchými matematickými funk-
cemi. Mnoho vztahů však patří do jiných kategorií a k určení typu vztahu
je často zapotřebí analyzovat data. Vztahy mohou mít nejrůznější re-
prezentace – symbolické, algebraické, grafické, tabulkové a geometrické.
Různé reprezentace slouží různým účelům a mají různé vlastnosti. Pře-
vody mezi reprezentacemi mají proto při řešení situací a úloh zásadní
význam.
Okruh „neurčitost
 zahrnuje dvě příbuzná témata – zpracování dat

a pravděpodobnost. Tyto fenomény studuje matematika ve statistice
a počtu pravděpodobnosti. Komentáře ke školním osnovám z poslední
doby shodně doporučují, aby statistika a pravděpodobnost dostaly mno-
hem větší prostor než v minulosti. Matematické pojmy a činnosti speci-
fické pro tuto oblast jsou sběr dat, analýza dat, prezentace a znázorňo-
vání dat, pravděpodobnost a statistika.
Výzkum PISA hodnotí schopnosti žáků efektivně analyzovat, uvažo-

vat a sdělovat matematické ideje, když přistupují k matematickým pro-
blémům, formulují je, řeší a interpretují řešení v rozmanitých situacích.
Ústředním pojmem je proto „matematizace
. Má-li žák úspěšně zvlád-
nout matematizaci v rozmanitých situacích, interních i externích kontex-
tech a tematických okruzích, musí být vybaven určitými matematickými
kompetencemi, na jejichž souhrn můžeme hledět jako na komplexní ma-
tematickou kompetenci. Jednotlivé kompetence může ovládat na různé
úrovni. Různé etapy matematizace využívají kompetence různě, jak co
do jednotlivých kompetencí, tak co do úrovně jejich ovládání. K identifi-
kaci a zkoumání těchto kompetencí bylo pro výzkum PISA použito osm
charakteristických matematických kompetencí, které vycházejí z práce
M. Nisse a jeho dánských kolegů:

• matematické myšlení,

• matematická argumentace,
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• matematická komunikace,

• modelování,

• vymezení problému a jeho řešení,

• reprezentace,

• užívání symbolického, formálního a technického jazyka a operací,

• užívání pomůcek a nástrojů.

Pro výzkum PISA nejsou vyvíjeny testové úlohy, které by hodnotily
uvedené kompetence jednotlivě. Významně se totiž překrývají a užívání
matematiky obvykle vyžaduje současné využití mnoha těchto kompe-
tencí. Snaha o hodnocení jednotlivých kompetencí by vedla k umělým
úlohám a ke zbytečnému rozdrobení oblasti matematické gramotnosti.
Jednotlivé kompetence, které žáci projeví, se budou žák od žáka výrazně
lišit. K tomu, aby bylo možné v mezinárodním měřítku efektivně po-
psat a dokumentovat schopnosti, silné i slabé stránky žáků, je potřebná
určitá struktura. Jednou z dobře srozumitelných a prakticky uskutečni-
telných možností, jak ji získat, je popsat třídy kompetencí založené na
typech kognitivních požadavků, které jsou zapotřebí k řešení různých
matematických problémů. Ve výzkumu PISA jsou definovány tři třídy
kompetencí.

Třída reprodukce

Kompetence v této třídě v podstatě zahrnují reprodukci probraných zna-
lostí. Jsou to ty kompetence, které jsou nejčastěji užívány při standard-
ním hodnocení a ve školních testech. Jde o znalosti faktů a běžných způ-
sobů reprezentace problémů, rozeznávání ekvivalentů, prezentace běž-
ných matematických objektů a vlastností, provádění rutinních procedur,
aplikace standardních algoritmů a technických dovedností, práce s vý-
razy obsahujícími symboly a se vzorci ve standardní formě a provádění
výpočtů.
Do této třídy kompetencí také patří řešení jednoduchých problémů.

Jde o rutinní problémy z učebnic, u kterých je matematický kontext
a převod je bezprostřední. Úlohy patřící k této třídě vyžadují matema-
tické myšlení omezené na vybavování toho, co se žáci explicitně učili.
V úlohách se zpravidla nepožaduje, aby žáci zdůvodňovali svůj postup
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ani aby formulovali matematické argumenty. Na žáky jsou kladeny jen
omezené požadavky ohledně matematické komunikace a přechodu mezi
různými reprezentacemi matematických pojmů. Úlohy určené k hodno-
cení kompetencí z této třídy lze charakterizovat deskriptory – reprodukce
probrané látky a provádění rutinních operací.

Třída integrace

Tato třída obsahuje kompetence, které žák využívá při strategii řešení
založené na propojení obsahu různých matematických hesel, respektive
různých tematických okruhů. Patří sem i schopnosti žáků kombinovat
a sdružovat informace potřebné k řešení problému. Třída kompetencí
„integrace
 reflektuje žákovy schopnosti volit a vytvářet strategie, volit
matematické prostředky, kombinovat v procesu matematizace rozmanité
metody a kroky. Tyto kompetence zahrnují i žákovy schopnosti interpre-
tovat význam řešení a kriticky hodnotit svou práci.
Úlohy spojené s touto třídou kompetencí vyžadují, aby si žáci uvě-

domovali ekvivalenci tvrzení a aby pracovali se širokým spektrem pří-
kladů a aplikací matematických metod a procedur. Tyto úlohy často
žáky vedou k formulaci a sdělování argumentů, k výkladu a k počát-
kům matematické generalizace. Při řešení předložených úloh musejí žáci
překládat problémy z jazyka situace a kontextu do matematické sym-
boliky. Charakteristické úlohy tu vyžadují, aby žáci přecházeli mezi ver-
bální, grafickou, tabulární a symbolickou reprezentací pojmů a situací,
se kterými se setkali při studiu matematiky. V matematických situacích
vznikajících při řešení těchto úloh je často nutno použít běžné nástroje
a pomůcky. Úlohy určené k hodnocení kompetencí z této třídy lze cha-
rakterizovat deskriptory - sdružování, propojování a mírné rozšiřování
probrané látky.

Třída reflexe

Kompetence této třídy zahrnují schopnosti žáka uvažovat o procesech
potřebných k řešení problému. Týkají se žákových schopností plánovat
strategie řešení a implementovat je na problémové situace. Je v nich více
prvků a mohou být ”originálnější” (méně běžné) než kompetence z třídy
„integrace
. Tyto kompetence vyžadují, aby žáci nejen matematizovali
problém, ale také vyvinuli originální modely řešení. Úlohy určené k mě-
ření kompetencí by měly reflektovat schopnosti žáků analyzovat, inter-
pretovat, uvažovat, vysvětlovat, prezentovat matematické generalizace,
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argumenty a důkazy. Žáci by měli umět nejen problémy řešit, ale také
formulovat.
Úlohy související s touto třídou kompetencí vyžadují od žáka značnou

zběhlost v matematickém myšlení, uvažování a argumentaci. Tyto úlohy
často vyžadují, aby žák projevil, že ovládá vhodný jazyk k vyjádření
svých schopností modelovat, řešit a sdělovat řešení u situací, které pře-
sahují učivo probrané ve školní matematice. Mezi těmito úlohami jsou
kombinované problémy, které vyžadují, aby žáci jako část procesu ře-
šení prováděli reprezentace a převody. Při praktickém provádění těchto
úloh by se mělo projevit nejen to, jak žáci dovedou užívat matematické
nástroje a pomůcky, ale také, že vědí, kdy je použít. Úlohy určené k hod-
nocení kompetencí z této třídy lze charakterizovat deskriptory – vyspělé
uvažování, abstrakce, generalizace a modelování v nových kontextech.

Důraz, který klade matematická část výzkumu PISA na užívání ma-
tematických znalostí k řešení problémů vznikajících z každodenní zkuše-
nosti, představuje ideál, který různé vzdělávací systémy na světě naplňují
v různém stupni. Výzkum PISA se snaží připravit pestrou paletu mate-
matických problémů s různým stupněm návodů a s různou strukturou,
přitom však preferuje autentické problémy, kde žáci musejí samostatně
uvažovat.
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Klasifikace úloh do společné části

maturitní zkouškyz matematiky

Jaroslav Zhouf

1 Úvod

Připravovaná společná (státní) část maturitní zkoušky z matematiky se
v současnosti stále opírá o Katalog požadavků ke společné části maturitní
zkoušky z matematiky v roce 2004 (dále jen Katalog). Nový školský zákon
ale doposud nebyl schválen, výsledná podoba maturit se tedy může od
současných představ lišit. Předpokládejme však, že alespoň navrhovaná
forma úloh zůstane zachována.
Podle Katalogu má mít zkouška podobu testu s tzv. uzavřenými úlo-

hami a s tzv. otevřenými úlohami. Přípravou úloh pro společnou část ma-
turitní zkoušky z matematiky se zabývá kolektiv autorů, který je uveden
v [1, 2, 3, 4]. Podle představ autorského kolektivu se uzavřenou úlohou ro-
zumí úloha, v níž je žákovi nabídnuto několik odpovědí (tzv. distraktorů)
a ten z nich má vybrat jedinou správnou. Úlohy mají takovou obtížnost,
aby je bylo možné vyřešit za 3–5 minut. U úloh tohoto typu se nehod-
notí postup řešení, hodnotí se jen správnost výsledku. Otevřenou úlohou
se rozumí úloha, v níž se hodnotí nejen správný výsledek, ale zejména
podrobný postup, s jehož pomocí žák k výsledku dospěl. Většinou jde
o komplexní úlohu, v níž se integrují poznatky a dovednosti získané bě-
hem celého studia na střední škole. Na řešení každé úlohy tohoto typu
je stanoven čas 15–20 minut.
V tomto příspěvku se budeme zabývat specifickými vlastnostmi úloh,

hlavně však klasifikací těchto úloh podle jednotlivých dále uvedených
znaků. Provedeme zvlášť klasifikaci uzavřených úloh a zvlášť uvedeme
zásady tvorby otevřených úloh. Ke každému znaku uvedeme jako příklad

Příspěvek byl vytvořen v rámci výzkumného záměru Kultivace matematického
myšlení a vzdělanosti v Evropě J13/98:114100004.
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konkrétní úlohu z publikace [4]. Vzhledem k omezenému rozsahu pří-
spěvku uveřejňujeme jen takové úlohy, z nichž každá má několik znaků.
Další úlohy dokumentující uvedené znaky je možné najít v přiložené lite-
ratuře. Ještě připomeňme, že zde uvedená klasifikace nemůže být úplná,
zaměříme se tedy pouze na několik nejvýznamnějších znaků.

2 Uzavřené úlohy

1. znak: forma textu s otázkou

a) Otázka je položena v úvodním textu úlohy a je zakončena
otazníkem; odpověď je krátká věta v distraktoru (úloha 1).

b) Místo otázky je uvedena odpověď, jejíž první část je v úvod-
ním textu úlohy a druhá část je v distraktorech (úloha 2).

2. znak: počet distraktorů

a) Úloha má pět distraktorů (úloha 1).

b) Úloha má čtyři distraktory (úloha 3).

3. znak: (ne)homogenita distraktorů

a) Jednotlivé distraktory jsou na sobě vzájemně nezávislé
(úloha 1).

b) Poslední distraktor tvrdí, že „žádný z předchozích distraktorů
není správný
 (úloha 2).

4. znak: počet úkolů

a) V úloze se řeší jediný úkol a z distraktorů se vybere správná
odpověď (úloha 1).

b) V úloze se řeší tolik nezávislých úkolů, kolik je distraktorů
(úloha 3).

5. znak: kvalita otázky

a) Otázka je položena v pozitivní podobě (úloha 1).

b) Otázka je položena v negativní podobě (úloha 3).
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6. znak: řešení a zkouška

a) Úloha se vyřeší z údajů v úvodním textu a z distraktorů se
vybere odpověď (úloha 1).

b) Hodnoty distraktorů se dosazují do úvodního textu; vlastně
se provádí zkouška (úloha 3).

7. znak: reálnost situace

a) Úloha neřeší „reálnou situaci
 (úloha 1).

b) Úloha řeší „reálnou situaci
 (úloha 2).

8. znak: tradičnost úlohy

a) Úloha je tradiční školská (úloha 2).

b) Úloha je školsky poněkud netradiční (úloha 3).

9. znak: (ne)přítomnost obrázku

a) Úloha vyžaduje grafickou představu, ale obrázek není součástí
textu, obrázek si tvoří žák sám (úloha 1).

b) Součástí textu úlohy je pomocný, ne však nutný obrázek
(úloha 4).

10. znak: nutnost obrázku

a) Úvodní text úlohy se neodvolává na obrázek (úloha 2).

b) Úvodní text úlohy se odvolává na obrázek, tvoří se z něho
odpověď (úloha 3).

11. znak: forma distraktorů

a) Distraktory nejsou ve formě grafické (úloha 1).

b) Distraktory jsou ve formě grafické (úloha 5).
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3 Otevřené úlohy

Otevřené úlohy jsou svojí stavbou odlišné od uzavřených úloh, proto
i zásady jejich tvorby jsou odlišné. Místo klasifikace jednotlivých úloh
podle jejich specifických znaků zde uveďme spíše obecné zásady tvorby
otevřených úloh, a to opět bez nároku na jejich vyčerpávající seznam.
Mezi nejdůležitější zásady tvorby otevřených úloh pro společnou část
maturitní zkoušky patří:

• členění složitější úlohy na několik dílčích úkolů tak, aby žák mohl
vyřešit aspoň část zadaných úkolů,

• nezávislost jednotlivých dílčích úkolů tak, aby nevyřešení jednoho
úkolu neznamenalo zablokování řešení celé úlohy,

• současné zařazení komplexní úlohy s jedinou otázkou, přičemž žák
musí sám členit řešení na dílčí úkoly,

• propojení více oblastí matematiky v jedné úloze dílčími úkoly,

• možnost řešení úlohy více způsoby,

• přiměřená časová náročnost,

• přiměřená míra složitosti úprav v řešení pro žáka i pro opravova-
tele,

• „čitelnost
 textu, nezařazování složitých souvětí v textu úlohy,

• zařazení většího počtu úloh s reálnou tématikou, kterou je třeba
správně matematizovat a výsledek zpět převést do reálné situace.

Je jasné, že všechny zásady nemohou být využity u každé úlohy,
snahou však je užít jich vždy co nejvíce. Příklady výše uvedených zásad
jsou úlohy 6 a 7.

4 Příklady úloh

Úloha 1
Je dána úsečka AB délky 3 cm a přímka p, která je rovnoběžná s přímkou
AB a je od ní vzdálena 1,5 cm. Jaký je počet rovnoramenných trojúhel-
níků ABC, kde C ∈ p?
A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 E. 5
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Úloha 2
Smícháním pomerančového džusu, grepového džusu a citrónové šťávy
v objemovém postupném poměru 5 : 4 : 6 vzniklo 12 litrů ovocného
nápoje. Objem grepového džusu v tomto nápoji je:
A. 4,8 litru B. 4 litry C. 3,2 litru D. 2,4 litru
E. jiný, než je uvedeno v bodech A–D

Úloha 3
Útvar, který je nakreslen na obrázku 1, není grafem funkce:

A. y =

√
4x2

|x|

B. y =
log 100|x|

log 10|x|

C. y =
x+ |x|

x
+

|x| − x

|x|

D. y =
2x2 + 6x|x|
5x2 − x|x|

� ��

�

�

Obr. 1

Úloha 4
V pravidelném osmiúhelníku ABCDEFGH (viz obrázek 2) je velikost
úhlu BAC rovna:

A. 15◦

B. 20◦

C. 22, 5◦

D. 27, 5◦

E. 30◦

�

��

�

�

� �

�

	

Obr. 2
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Úloha 5
Graf inverzní funkce k funkci f : y = 2x+ 1 je na obrázku:

A.

�

�

�

��

��

B.

�

�

�
�

�

�

�

C.
�

�

�

�

��

D.

�

�

�

�

�

E.
�

�

�

�

�

��

Úloha 6
V Gaussově rovině je dán rovnostranný trojúhelník ABC. Jeho těžiště
T je obrazem komplexního čísla t = 0 a jeho vrchol A je obrazem kom-
plexního čísla a = −1.

a) Určete algebraický tvar komplexních čísel b, c, jejichž obrazy jsou
body B, C, víte-li, že číslo b má zápornou imaginární část.

b) Vypočtěte obsah trojúhelníku ABC.

Úloha 7

a) Sestrojte graf funkce f : y = |x − 3|.

b) S využitím grafu z části a) řešte soustavu nerovnic 0 < |x−3| ≤ 4.

5 Závěr

V době, kdy není schválena definitivní podoba budoucí maturity z ma-
tematiky, má tento příspěvek seznámit širší veřejnost s koncepcí autor-
ského kolektivu zabývajícího se přípravou úloh pro tuto zkoušku. Má ale
také sloužit jako podnět k případné diskusi o správnosti nastoupeného
trendu při tvorbě úloh do společné části maturitní zkoušky z matema-
tiky.
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, Nad Cihelnou 22
Praha 4, 147 00
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Macháčková Marie 577 21 07 59
OA T. Bati a VOŠE, nám T.G.M. 3669
Zlín, 761 57 m.machackova@oazlin.cz
Machovcová Hana 353 22 35 50
První české gymnázium, Národní 25
Karlovy Vary, 360 20 machovcova@gymkvary.cz
Mannheimová Dagmar 558 32 52 84
Gymnázium, Komenského 713 558 32 52 84
Třinec, 739 61 dagmar.mannheimova@gymtri.cz
Maňásková Eva 573 39 60 98
Gymnázium L. Jaroše, Palackého 524 573 39 89 66
Holešov, 769 01 mat@gymhol.cz
Martinů Petr
ZŠ Campanus, Jirovcovo nám. 1782
Praha 4, 148 00
Masný Petr 286 85 00 93
Fakultní ZŠ, Chodovická 2250
Praha 9, 193 00 masny.petr@cbox.cz
Mašek Josef 377 46 16 32
KMA FAV ZČU, Univerzitní 8
Plzeň, 306 14 jmasek@kma.zcu.cz
Matásková Ľubica 377 42 33 78
SPŠS, Klatovská 109 377 42 26 40
Plzeň, 320 57 info@spstrplz.cz
Molnár Josef 585 63 46 57
KAG PřF UP, Tomkova 40
Olomouc, 779 00 molnar@risc.upol.cz
Mrvíková Stanislava 377 26 03 65
Gymnázium, Mikulášské nám. 23
Plzeň, 326 00
Musilová Jana 516 44 28 20
SPŠ, Na Větřáku 463 516 44 28 19
Jedovnice, 679 06 skola@spsjed.cz
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Nečasová Eva
Gymnázium J. Nerudy, Hellichova 3
Praha 1, 118 00
Neubauerová Danuše 377 22 12 48
SZŠ a VZŠ, Karlovarská 99 377 22 11 63
Plzeň, 323 17 neubauerova@szsvzs.top.cz
Nováková Marie 261 21 54 09
Nakl. Prometheus, Čestmírova 10
Praha, 140 00 novakova@prometheus-nakl.cz
Novotná Jarmila 221 90 02 51
PedF UK Praha, M.D. Rettigové 4 221 90 02 48
Praha 1, 116 39 jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
Olšáková Věra 572 55 45 14
SSZŠ, s. r. o., Mojmír 747 572 55 45 14
Uherské Hradiště, 686 06 sszs@iol.cz
Otruba Karel 543 23 39 36
CMSPgŠaG, Lerchova 63
Brno, 602 00 otruba@cmsps.cz
Pech Pavel 387 77 30 71
PF JU, Jeronýmova 10 387 31 21 94
České Budějovice, 371 15 pech@pf.jcu.cz
Pelantová Alena 286 58 97 18
ZŠ Na Slovance, Bedřichovská 1 286 58 97 18
Praha 8, 182 00 pelantova@thunderaet.cz
Perný Jaroslav 485 35 22 85
KMD FP TU, Voroněžská 13
Liberec, 460 01 jaroslav.perny@vslib.cz
Petrášková Vladimíra 387 77 30 93
PF JU, Jeronýmova 10 387 31 21 94
České Budějovice, 371 15 petrasek@pf.jcu.cz
Pěchoučková Šárka 377 42 37 76 l. 332
KMT FPE ZČU, Klatovská 51
Plzeň, 306 14 s.pechouckova@volny.cz
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Pillerová Jana 565 32 36 91
ZŠ, Krásovy Domky 989 565 32 59 46
Pelhřimov, 393 01
Polová Alenka 318 62 46 26
4. ZŠ, Jiráskovy sady 273
Příbram II, 261 01 alenapb@seznam.cz
Pomykalová Eva 577 43 61 14
Gymnázium, Lesní čtvrť 1364 577 43 61 14
Zlín, 760 01 pomykal@sendme.cz
Potácel Jaroslav 353 22 35 50
První české gymnázium, Národní 25 353 22 33 69
Karlovy Vary, 360 20 potacel@gymkvary.cz
Prachař Otakar 466 03 60 14
ÚM FES UPa, Studentská 95
Pardubice, 532 10 otakar.prachar@upce.cz
Prokeš Josef 386 36 01 47
Biskupské gymnázium, Jirsíkova 5 386 35 70 59
České Budějovice, 370 01 prokesovi@bigy-cb.cz
Prokešová Jana 386 36 01 47
Biskupské gymnázium, Jirsíkova 5 386 35 70 59
České Budějovice, 370 01 prokesovi@bigy-cb.cz
Rendlová Miloslava 377 52 02 53
SPŠd a SOUd, Karlovarská 99 377 52 20 67
Plzeň, 323 17 rendlova@dopskopl.cz
Robová Jarmila 221 91 33 55
KDM MFF UK, Sokolovská 83 221 91 32 27
Praha 8, 186 00 robova@karlin.mff.cuni.cz
Roubíček Filip 224 91 86 55
ZCŠ, Ostrovní 9 224 93 46 46
Praha 1, 110 00 filip.roubicek@seznam.cz
Rozkopalová Vladimíra 577 21 11 40
ISŠT COP, Nad Ovčírnou 2528
Zlín, 760 01 isst@isst.zlin.cz
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Růžičková Bronislava 585 63 57 10
KMA PdF UP, Žižkovo nám 5
Olomouc, 771 40 ruzickov@risc.upol.cz
Rybová Juliana 475 21 12 76
SZŠ a VZŠ, Palachova 35
Ústí nad Labem, 400 01 juliana.rybova@post.cz
Simoníková Hana
ZŠ Campanus, Jírovcovo nám. 1782
Praha 4, 148 00 hana.simonikova@seznam.cz
Smolařová Ivana 318 62 35 06
6. ZŠ, Bří. Čapků 279 318 62 35 06
Příbram VII, 261 01
Soukupová Jaroslava 565 32 36 91
ZŠ, Krásovy Domky 989 565 32 59 46
Pelhřimov, 393 01
Staněk Miroslav 516 45 30 41
SOU a U, Nám. 9. května 2A 516 45 30 47
Boskovice, 680 11 stanek@soubce.cz
Stehlíková Naďa 221 90 02 52
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4 221 90 02 48
Praha 1, 116 39 nada.stehlikova@pedf.cuni.cz
Stejskalová Marie 573 39 60 98
Gymnázium L. Jaroše, Palackého 524 573 39 89 66
Holešov, 769 01
Sýkora Václav 221 90 02 48
PdF UK, M.D. Rettigové 4 222 21 12 02
Praha 1, 116 39 vaclav sykora@volny.cz
Šarounová Alena 221 91 32 35
MFF UK, Sokolovská 83
Praha 8, 186 75 sarounov@karlin.mff.cuni.cz
Šedivý Jan 222 71 53 88
Gym. J. Nerudy, Komenského nám. 9 222 71 53 88
Praha 3, 130 00 gjn.hud@seznam.cz
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Šimonová Zdeňka
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4
Praha 1, 116 39 simonovaz@seznam.cz
Šíma František 388 31 41 12
SOA a SOUS, s.r.o., Zl. Stezka 240 388 31 41 12
Prachatice, 383 01 soa@soa.cz
Šíma Petr 567 30 18 71
ISŠS a U, Žižkova 20 567 30 01 00
Jihlava, 586 01 psima@isss-ji.cz
Šmídová Hana 353 57 70 21
SPŠ a G, Lidická 40 353 57 70 23
Karlovy Vary, 360 05 pedskolakv@mbox.vol.cz
Šolcová Alena 224 35 43 88
KM FSV ČVUT, Thákurova 7 233 33 27 32
Praha, 166 29 solcova@mbox.cesnet.cz
Šváchová Jana 317 72 17 10
Gymnázium, Husova 470 317 72 30 77
Benešov, 256 01 svachova@gbn.cz
Tetourová Markéta 257 31 41 70
Gymnázium J. Nerudy, Hellichova 3
Praha 1, 118 00 tetourova@centrum.cz
Tomášek Vladislav 224 39 83 33
ÚIV, Senovážné nám. 26 224 39 82 78
Praha 1, 110 06 tomasek@uiv.cz
Vavroš Michal 596 91 25 67
Gymnázium, Čs. exilu 669 596 91 01 35
Ostrava-Poruba, 708 41 michal.vavros@osu.cz
Váňová Monika 487 83 45 28
Gymnázium, Žitavská 2969 487 52 21 52
Česká Lípa, 470 01 vanova.monika@gym-cl.cz
Vejmolová Kateřina 318 59 22 54
ZŠ, Komenského 420
Mníšek pod Brdy, 252 10 kvejmolova@seznam.cz
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Vítovcová Zuzana 353 23 39 36
SZŠ a VZŠ, Poděbradská 2 353 22 61 27
Karlovy Vary, 360 01 szs.vzs.kv@volny.cz
Vlášková Jana 241 74 00 53
Nakl. Prometheus, Čestmírova 10
Praha 4, 140 00 vlasko@prometheus-nakl.cz
Vodák Zdeněk 541 32 13 17
Gymnázium, Slovanské nám. 7
Brno, 612 00 mat@gymnaslo.cz
Vopěnka Petr
UJEP,
Ústí nad Labem,
Voršilková Věra 482 71 00 77
Gymnázium F.X. Šaldy, Partyzánská 530 485 10 38 80
Liberec 11, 460 11 vo@gfxs.cz
Weberová Jarmila 353 22 35 50
První české gymnázium, Národní 25 353 22 33 69
Karlovy Vary, 360 20 weberova@gymkvary.cz
Zhouf Jaroslav 221 90 02 50
KMDM PedF UK, M.D. Rettigové 4
Praha 1, 116 39 jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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