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PREDMLUVA

Setkani uciteld matematiky v roce 2000, ktery je svétovym rokem mate-
matiky, ma pfed sebou fadu vyzev, otaznikid i obav z ohrozeni.

Vyzvou jsou promeény svéta, zejména pak uplatnéni informacnich
technologii. Pfechod k informacni spolecnosti ma velmi vyznamny do-
pad na obsah i formy vzdélavani. Distribuce ¢innosti v prostoru a case se
tyka i skolniho vzdélavani a otevira dokoran dvefe pro celozivotni vzdéla-
vani. Ceska spole¢nost zatim nepiijala ideu uéici se spole¢nosti a mozna
i proto jen zalibné hledi k evropskym tygriim, jako je Skotsko ¢i Finsko.

Jaké otazniky visi nad nasi ¢innosti? Je to pozice matematiky ve
Skolském systému. Velmi aktudlné se to tyka nové koncepce maturitni
zkousky. V poloze ohrozeni miize byt matematiky na nékterych vysokych
gkolach vnimana implementace Bolonské deklarace. Nejde napt. o osla-
beni teoretického, a tedy matematického zédkladu inzenyrstvi?

Neslusi se zde mluvit o finanénim thoru skolstvi. OvSem sanace ban-
kovniho sektoru ¢i nadhrada hlinénych nohou metalurgickych komplexi
statnimi podporami je pro lidi s ¢iselnou predstavivosti absurdnim diva-
dlem. Mozna bychom na toto téma mohli vymyslet alesponn matematické
tlohy, aby vnimavéjsi zaci a jejich rodice pochopili proporce danych jevi.

Ale i samo $kolstvi a vyuka matematiky mé své vnitini problémy.
Setkani v Maridnskych Laznich je piilezitosti, jak sdilet dobré zkusenosti

vvvvv

a mysleni.

Frantisek Jezek
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BUDOVANI GEOMETRICKYCH PROCEPTU

Milan Hejny

1 TerMiN PROCEPT

zavedli Eddie M. Gray a David O. Tall (1994). Termin je slozen ze slov
process a concept a vyjadiuje jisty specificky, vysoce kvalitni typ poznani
¢loveka. -

Slova proces a koncept charakterizuji dva zptsoby, jimiz se naSe vé-
domi

e orientuje pfi vniméani jevi redlného svéta

e zmocnuje pojmi, vztahi ¢i situaci, které védomim eviduje,

e strukturuje a restrukturalizuje tyto ve své dlouhodobé paméti a
e pracuje s nimi.

Asi prvnim predstavitelem procesudlniho vnimani svéta je fecky filo-
zof Herakleitos z Efezu (7544-7483), zduraziiujici permanentni promén-
livost svéta. Pripomenme jeho vyrok ,Nelze vstoupit dvakrat do téze
feky, ani se dvakrat dotknout pomijivé, svou povahou totozné podstaty.“
(viz [14, str. 55]). Vstoupim-li do téze feky podruhé, bude voda kolem
mne jind nez ta, do které jsem prvné vstoupil. Vratim-li se opét k ne-
aspésné tfeSené uloze, bude muj pohled na ni jiny, nez byl pfi prvnim
pokusu o reseni.

Predstavitelem konceptudlniho vnimani svéta je Parmenides z Eley
(7540-7470), hlasajici totalni stdlost a neménnost svéta.

Adjektivum procesudlni oznacuje ty obsahy, aktivity nebo stavy na-
Seho védomi, v nichZ rozhodujici roli hraje cas. Prikladem mutze byt
algoritmus pisemného déleni nebo tprava algebraickych vyrazt.

Clanek byl napsan s podporou grantu GACR 406,/99,/1696.
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Adjektivum konceptudlni oznacuje nad¢asové obsahy, predstavy nebo
stavy naseho védomi. Kdyz zakim otevirame pojem ¢tverec nebo zlomek,
snazime se, aby se ve védomi zakd vytvofila pevna a jasnd predstava
daného pojmu.

2 OD PROCESU KE KONCEPTU

Pfed ¢tyticeti roky madarsky didaktik matematiky Zoltan Dienes (1960)
vyslovil myslenku, Ze mnohé pojmy matematiky (koncepty) vzesly z ma-
tematickych ¢innosti (procest). Naptiklad ke konceptu ,,étyfi“ se dité
dostane pres pocitani véci ,jedna, dvé, tfi, étyri“. Dienesova plodné teze
byla rozvijena dalsimi badateli. V osmdesatych letech se zdjem o trans-
formaci

proces — koncept

vyrazné zvysil. Uvedend transformace byla zkouména z riznych po-
zic a dostala riznd jména: entification (Kaput, 1982), ,reinfication*
(Sfard, 1989), ,encapsulation“ (Dubinsky, 1991). VSechny tyto studie se
snazi popsat mechanizmus, kterym se z opakovanych procesi vytvari ve
védomi ditéte a zaka novy koncept. Prikladovy material je bohaty, ob-
sahuje poznatky od predskolniho véku pres didakticky naroc¢né koncepty
jako zlomek nebo zaporné ¢islo az po zaklady infinitezimalniho poctu.

3 PROCEPT

Novy pohled na popsanou transformaci formuluji Gray a Tall takto:

V tomto clanku wvaZujeme o dualité mezi procesem a konceptem v ma-
tematice, zejména o té, v niZ se stejny systém pouZivd jok pro proces
(jakym je scitdni dvou cisel 3 + 2) tak i pro produkt tohoto procesu
(soucet 3+ 2). Dvouznacnost zdpisu umoznuje myslicimu cloveku pruzné
v myslenkdch prechdzet od procesu, jimz jistou ulohu Test, ke konceptu,
pomoci nejz s ni zachdzi jako s casti sirstho mentdlniho schématu. Znak,
jenz piirozené reprezentuje amalgam dvouznaénosti proces/koncept, na-
zyvdme ,procept”.

V pojmu ,procept” jsou tedy dvé dilezité myslenky: prvni se tyka
amalgdmu proces/koncept, druhé znaku, jako reprezentanta tohoto amal-
gému. Na jedné strané nova predstava, kterd vznikla ve védomi clo-
véka, totiz predstava téhoz jevu pripoustéjici jak ¢innostni, tak staticky
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(Gestalt) zptisob jeho uchopeni, na druhé strané znak, ktery obé ucho-
peni slepuje.

Znak je pro ideu proceptu dominantni. Podobné znaky v geometrii
neexistuji, a proto Tall a Gray nepouzivaji procept v oblasti geometrie.
Zde navazuji na myslenky van Hieleho (1986) a ve studii Tall et all.
(1999) dévaji hierarchicky pohled na didaktiku geometrie: od percepce
tvari pres praktickou manipulaci s prototypy objektd k Eukleidovské
geometrii platonickych objekti az po dikaz a axiomatickou stavbu geo-
metrie.

4 PROCEPT V GEOMETRII

V uplynulych tfech letech jsme se pokusili aplikovat na geometrii ideu
proceptu ochuzenou o znak. Vychazime z antropogeometrické teorie Petra
Vopénky (1989). V didaktické interpretaci této teorie se poznavani geo-
metrického svéta zac¢ind evidenci geometrickych osobnosti jako krychle,
¢tverec nebo kruh a pokracuje manipulativni ¢innosti, v pribéhu které
se ditéti vynofi jevy pruvodni téchto osobnosti jako jsou vrcholy, strany,
hrany, stfed a dale pak miry: délka, obsah, objem a velikost thlu. Po-
jmenovani geometrickych jevii umozni ditéti a zaku budovani geome-
trickych procept. Reprezentantem jevu, ktery mize byt uchopen jak
procesualné, tak konceptualné, neni znak, ale jméno.

V aritmetice se nejprve nauci dité proces — fikanku , jeden, dva,
tfi,...“ a az pak pochopi koncept — ¢islo ,tfi“. V geometrii vnima dité
koncept — kostku stavebnice a az pak zacne evidovat proces — jak se
kostky chovaji napiiklad pti stavbé véze. K proceptudlnimu poznani
¢tverce dochézi az tenkrat, kdyz zak umi ¢tverec sestrojit nebo vymode-
lovat. Ilustrace osvétli naznac¢enou myslenku podrobnéji.

5 OBSAH TROJUHELNIKA

Na étvereckovaném papite je nakreslen trojihelnik ABC (napt. A(0,0),
B(5,0), C(2,4)). Dva zici hledaji jeho obsah.

Andrea postupovala procesudlné: nakreslila obdélnik ABEF (E(5,4),
F(0,4)) a rozdélila jej vyskou CD (D(2,0)) na dva obdélniky ADCF
a DBEC. Nad obdélniky napsala jejich obsahy 8 a 12. Pak poloviny
téchto ¢isel (4 a 6) vepsala do AADC a ABDC. Nakonec soucet 10
napsala vedle obrazku a ¢islo podtrhla.
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Adam postupoval konceptualné: dokreslil vysku C'D trojihelnika a na-
psal vzorec S = z - wv/2. Dosadil hodnoty z = 5, v = 4 a vypodital
S=5-4/2=10.

Andrea vi, Ze néjaky vzorecek existuje, ale nepamatuje si ho. Jeji
poznéani pojmu ,obsah trojihelnika“ je zatim jenom procesualni.

Adam pouzil konceptualni postup. Jeho pilifem je vzorec uchovany
v zakové paméti. Je-li tento vzorec podepien zakovou znalosti vyvozeni
vzorce, je jeho poznani pojmu ,obsah trojihelnika® na trovni proceptu.
Jestlize vSak Adam ptivod vzorce neznd, je jeho poznéani pouze formalni,
nebot neni podloZeno zkuSenosti zéka, neni pouzitelné v Zivoté, neni
schopno dalsiho rozvoje.

6 OBJEKT VS. JEHO TVORBA

Zakyné ¢tvrté tiidy, Bétka, méla zjistit, kolik tsecek je urdeno &tyimi
body. Bétka tekla 12, protoze pojmy ,usecka K L* a ,usecka LK“ pova-
zovala za odlisné. Bétka pod ,useckou® chape ,proces tvorby tsecky*.
Ten je u obou tsecek jiny. Pojem, ktery Bétka nazvala ,tsecka”, ma-
tematici znaji jako ,vazany vektor“. Bétc¢ina predstava pojmu ,usecka®
neni chybné, ale je jina nez nase.

Kolegyné Vlasta Janc¢iovd (Gymn. Puchov) pouzila ke studiu geome-
trického chovéani zaktu tlohu, jejiz vychodiskem byl obrazek obsahujici
12 krychlovych téles. Kazdé z téchto téles vzniklo ,péknym* slepenim
péti shodnych krychli. Do mnoziny 12 téles zavedla vztah pfibuznosti:
télesa A a B jsou pfibuznd, kdyz lze téleso A rozdélit na dvé krychlova
télesa a z nich pak slozit téleso B. Ulohou zakt bylo najit vechny pii-
buznosti na dané mnoziné téles. Jeden chlapec vSak pocital piibuznost
nasobné. Dvojici téles, kterd je mozné navzajem transformovat tfemi
ruznymi zptsoby, pocital trojnasobné.

Oba uvedené priklady ilustruji objekt, ktery je standardné pojat jako
koncept, ale ktery néktefi Zaci vnimaji jako proces tvorby daného ob-
jektu. To jisté neni chyba, ale vyvojové stadium porozuméni danému
pojmu.

7 UHEL

Uhel uvazovany jako ¢ast roviny je koncept, thel jako otoéeni je proces.
Slova ,,pravy tthel* mohou vyvolat v nasem védomi pfedstavu rohu stolu
(koncept) nebo povel ,vpravo bok!“ (proces). Slova ,thel « trojihelnika
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ABC* evokuji predstavu konceptuélni, slova ,ihel o ma 420°“ predstavu
procesualni, otaceni. V roviné totiz nelze vidét thel piesahujici 360°.

Diagnosticky test. Pozadejte zdka, aby pomoci hodinovych rucicek
vysvétlil, co to je pravy tihel. Rekne-li napiiklad ,Je to tihel, ktery sviraji
rucicky, kdyz je piesné 9 hodin.“, tak je jeho pohled konceptualni. Rekne-
li ale ,,Je to tihel, ktery urazi velka rucicka za 15 minut.“, tak je to pohled
procesualni.

Sami sebe muzete otestovat tak, ze vyfesite nasledujici alohu.
Uloha Je kratce po 12:15 h a ruéicky hodin sviraji thel 90°. Kolik je
hodin? Komentdr k reseni ulohy bude uveden v predndsce.

8 PROCEPTUALNI TRANSFER

Ve vyzkumu geometrického chovani budoucich uciteltt matematiky pou-
zila I. Malechova (1998) nasledujici tlohu, kterou navrhnul M. Kocan-
drle.

Uloha Dény jsou ¢étyti body P, Q, X, Y. Najdéte otoceni R se stiedem P
a otoCeni R’ se stfedem (@) tak, aby bylo (R’ o R)(X) =Y.

Neékteri fesitelé pristoupili k tiloze konceptualné: otoceni vnimali jako
dvojici bodu vzor — obraz. Nakreslili vstupné body P,Q, X a Y a k nim
dokreslili nezndmy bod Z tak, aby bylo Z = R(X) a R'(Z) =Y.
Vznikl obréazek, jemuz dominovaly dva rovnoramenné trojihelniky X PZ
a ZQyY.

Jini Tesitelé uchopili otoceni procesudlné, jako pohyb. Nacrtli dvé
kruznice — trajektorie bodu X a Y pfi otaceni kolem stiedi P a (). Tito
fesitelé nasli feseni témér okamzité. Tém prvnim to trvalo nékdy hodné
dlouho.

Myslenku podivat se na procesudlné popsanou situaci konceptualné
nebo na konceptualné popsanou situaci procesualné nazveme proceptu-
alni transfer.

9 ZAVER

Domnivame se, ze idea geometrického proceptu je pro ucitele podnétna.
Ma-li ¢tenar zajem hloubéji se s ni seznamit, nabizime mu spolupraci.
V literatufe jsou uvedeny nékteré prace, které vstoupily do naseho vy-

zkumu a mohou byt vychozim bodem pfipadné experimentalni ¢innosti
Ctenafe.
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SKOLA NA PRAHU INFORMACGNI SPOLECNOSTI
Frantisek Jezek

1 Uvobp

Evropsky koncept informacni spolecnosti ma v Ceské republice odraz
ve formulaci statni informaéni politiky — viz [1]. Pro oblast skolstvi je
prijat material, ktery pojednava o prislusnych disledcich na formy a ob-
sah vzdélavani — viz [2]. Pfesto vSak dané materidly jsou jen zac¢atkem
velmi slozité promény vzdélavani. Tento prispévek se snazi o pojmeno-
vani nékterych ocekavani i rizik této promény. Otazkou je, jak se v tomto
procesu zméni postaveni a obsah vyuky matematiky. Nesporné je, Ze
pravé matematika stala u zrodu technologického potencialu in-
formaéni spole¢nosti.

2 INFORMACN{ SPOLECNOST

Informaéni spole¢nost je vize, v niZz dominantni ilohu hraje propojeni
informaé¢nich a komunika¢nich technologii (ve zkratce ICT). Tato vize
v jevové oblasti znamend dramatické sniZzeni prostorového a casového
omezeni pristupu k informacim.

Informacni spolecnost podporuje aktivity malych a stfednich pod-
nik{, nebotf se mohou stat soucédsti globalnich projekti a aktivit. Méni
se i pristup k dalsim oblastem Zivota spolecnosti. Patfi mezi né i vzdé-
lavani.

3 STATNI INFORMACNI POLITIKA

Vytvofeni informacni spolecnosti je jednou z priorit Evropské unie. Jde
o nutnost, kterd vyplyva z poznani, Ze jen cestou uplatnéni ICT lze
zastavit narustajici technologicky naskok USA a Japonska. Vychozim
dokumentem ¢ vyzvou je tzv. Prodiho iniciativa (,eEurope — An In-
formation Society For All“), v niZ je v deseti bodech formulovan program
zemi Evropské unie. Pro oblast vzdélavani jsou stanoveny v zemich EU
nasledujici cile:
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e rok 2000 — odstranit administrativni a licen¢ni bariéry pristupu
k informacim a plné rozvinout odpovidajici sifovou infrastrukturu,

e rok 2001 — vSechny skoly pfipojit k Internetu a vybavit je multime-
dialni technikou s tim, Ze postupné vznikne evropsky multimedialni
univerzitni campus,

e rok 2002 — vysokorychlostni pfipojeni k Internetu ma byt dovedeno
do tfid na vSech typech skol, ucitelé maji byt schopni tuto nabidku
plné vyuzit,

e rok 2003 — mé byt dosazeno informacni gramotnosti“ absolventt
skol.

V dokumentu [1] je formulovdno osm prioritnich oblasti realizace
statni informaéni politiky Ceské republiky. Na prvnim misté je
uvadéna informacni gramotnost obcéant s tim, Ze kliCovou roli mé sehrat
skolstvi. V dalsich prioritdch uvedeného dokumentu se akcentuje rozvoj
informac¢ni infrastruktury a zmény, které informacni spolec¢nost piinese
ve statni spravé a v podnikani.

Dokument [2] detailné rozpracovava realizaci statni informacéni po-
litiky ve vzdélavani. Obsahuje i vymezeni konkrétnich programu pro
oblast skolstvi. Pozornost budi zejména rozsah finanéni podpory, které
se mé tomuto zadméru dostat. V roce 2001 by mélo jit o ¢astku 1,7 mili-
ardy K¢. Pro porovnani: jde o ¢astku, kterd odpovida cca ¢tvrtiné rocéni
dotace vysokych skol na vzdélavaci ¢innost, resp. o takika cely rozpocet
Karlovy univerzity.

Cilem pro rok 2001 je pfipojeni vSech skol a vefejnych knihoven
na Internet (minimalné linkou 64 kb/s) a vybaveni alespoii jednim mul-
timedidlnim pocitacem. Na skoldch maji byt ustaveni ICT koordinatori
a ma se rozebéhnout priprava téchto pracovniki i dalsich uciteld.

4 7ZMENY FOREM VZDELAVAN{

Ubplatnéni principii informacni spolecnosti byva v oblasti vzdélavani spo-
jeno s rozvojem alternativnich vzdélavacich forem. Dostupnost informac-
nich zdroji a interaktivnich elektronickych vzdélavacich program® ma
samoziejmeé sva pozitiva i negativa.

Napf. tzv. virtualni univerzity jsou vytvafeny po celém svété. Rov-
néz v nasi republice bylo feseno né€kolik projekti tohoto typu. Celkové jde
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o pozoruhodnou moznost, jak zpfistupnit ty nejlepsi texty a vyucovaci
metody prakticky neomezenému poctu zdjemct. Jedné se vSak zaroven
o velmi nakladnou zalezitost. Zahrani¢ni studie a zkuSenosti ukazuji, ze
pro virtudlni univerzitu zajistuje jeji rentabilitu klientela, kterd mtize
vzniknout v teritoriu s cca 10 miliony obyvatel. V soucasné dobé lze oce-
kévat prinik zahrani¢nich vzdélavacich programi i na nas trh. Némecké
zkuSenosti ukazuji, Ze nositelem téchto snah jsou predevsim majitelé ¢i
provozovatelé médii (zejména telekomunikaénich pfenosovych tras).

V podminkach Ceské republiky je redlna Sance vyuzit informacnich
technologii k rozvoji distanéniho vzdélavani. Bylo by velmi uZite¢né,
aby tato technologicka platforma vedla zejména k rozvoji dalsiho vzdé-
lavani, které predstavuje jeden z nejslabsich ¢lankt nasi vzdélavaci sou-
stavy.

7 pedagogického hlediska se vSak jako pfinosné jevi moznosti kombi-
nace ruznych forem vzdélavani. Prvky distan¢niho vzdélavani a pod-
poru informac¢nimi technologiemi je vhodné zavadét tam, kde nova forma
bude mit redlny prinos. Nejvétsi nadéji na tispéch mé v soucasné dobé
uplatnéni ryst distanéniho vzdélavani na vysokych skoldch a na nich
pak tam, kde jde o masovou vyuku. Jasné se ukazuje, ze tuto vlast-
nost maji zejména prvni roky studia na technickych, pravnickych
a ekonomickych fakultach a vysokych skolach. Proto lze oceka-
vat, Ze zejména v oblasti matematiky pro techniky se stale vice bude
projevovat snaha feSit pfipravu studentii oslabenim poctu kontakt-
nich vyucovacich hodin a vytvofenim podminek pro uplatnéni in-
formacnich technologii a prvki distancniho vzdélavani. Pro matematiky
(ale i informatiky a fyziky) tak vznika zvlastni dilema: Nabizi se moz-
nost zapojeni do tymi, které zpracovavaji pomticky pro distan¢ni prvky
vzdélavani, ale tim zaroven pripravovat situaci, kdy o klasickou ucitel-
skou praci vysokoskolského pedagoga jiz nebude vlastné takovy zajem.
Nepochybné je z pragmatického hlediska rozumné byt nositelem zmény.
Presto je dobré si uvédomit, ze jde velmi zasadni proménu, ktera ma
i ryze ekonomické hledisko. Vzdélavani se stava stile masovéjsi zalezi-
tosti a distancéni forma je jednou z cest, jak vzdélavani zlevnit. Pro né-
které z organizatora téchto snah mize jit o ovladnuti vétsiho segmentu
trhu se vzdélavanim. V souvislosti s implementaci Bolonské deklarace je
tento proces markantni v pocatecni etapé vzdélavani vysokych skolach.
Orientaci nékterych pfedstaviteltt vysokych skol na rychlou implemen-
taci t¥istupiiového systému (s povinnym bakald¥skym stupném) je nutné
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hodnotit i z hlediska jejich vztahu k teoretickému zakladu. Rovnéz ve
stfednim a zakladnim Skolstvi dojde nepochybné k proménam, ale lze se
domnivat, ze nejvétsi zmény lze ocekavat v obsahové oblasti.

Podpora vzdélavani multimedialnimi nastroji prochazi zatim zivel-
nym vyvojem. Pro fakticky tspéch projekti, tj. pro prokazatelny pirinos
studujicim, je rozhodujici vybér partii, v nichZ jsou multimedialni
nastroje vyuzity. Rozhodné by neméla byt takto jako prvni zpracovana
témata, ktera jsou relativné snadno pochopitelna. Nejvice mohou mul-
postupovali ptfi tvorbé multimedidlniho pofadu k podpote studia kon-
struktivni geometrie pro strojni fakultu. Ze zkusenosti i ze statistického
plocham. P¥inos multimedialni podpory byl z hlediska vysledkii zkousek
jednoznacné pozitivni. K tomu nepochybné pfispélo to, Ze se jednalo
o poskytnuti dalsiho (dopliiujiciho) informaé¢niho zdroje, néstroje pro
procvi¢ovani s moznosti opakovaného vykladu za pouziti animaci apod.
Klasicka vyuka v tomto pfipadé nabyla nahrazena multimedialnimi pro-
stredky, ale byla jimi i¢elné a velmi G¢inné doplnéna. Zda se, Ze to mize
byt obecny poznatek.

5 OBSAHOVE ZMENY VE VZDELAVANI

Ve studii [3] je zdiraznén vyznam zmén obsahu vzdélavani. Informadni
spolecnost prinasi kromé alternativnich forem vzdélavani zejména moz-
nost a nutnost promény obsahu. Bez obsahovych zmén v osnovach
soucasnych zakladnich a stfednich Skol nemiiZze byt dosaZeno
skute¢ného prechodu k informacéni spole¢nosti. Na vysokych sko-
lach jesté vice nez na zakladnich a stfednich skolach jde o osobni anga-
zovanost a postoje.

Jaké obsahové zmény ve vzdélavani vyvolava ¢i provokuje rodici se
informacni spolec¢nost? K diskusi predkladam nasledujici vycet.

5.1  OSLABEN{ FAKTOGRAFICKE SLOZKY VZDELAVAN{

Dostupnost informaci na Internetu a v multimedialnich encyklopediich
by skuteéné mohla vést k uvazlivéjsSimu zarazovani faktografickych
udaju do vyuky. Pfesto tuto tezi je nutné aplikovat velmi opatrné.
Nutné znalosti historické, literarni a dalsi budou i v obdobi informac¢ni
spolecnosti tvorit zadklad vzdélani. Multimedialni technologie mohou pfi-
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spét k snazsimu zvladnuti faktografickych tdaja. Informacni spole¢nost
v8ak jisté proméni nahled na znalosti zemépisné, biologické i chemické.
Domnivam se, ze toto téma — tj. obsahova proména vzdélavani — by mélo
byt velkou vyzvou pro pedagogy a pro fakulty pfipravujici ucitele. Vy-
zvou k podani a prijeti grantovych projektii, podnétem k feseni projektt
védeckymi metodami a vyzvou k prosazeni implementace vysledki. Po-
catkem takové implementace jsou jednoznac¢né zmény v pojeti pripravy
budoucich a stavajicich uciteld.

5.2 SCHOPNOST ANALYZY INFORMACI

Pro vyuziti informaénich zdrojti Internetu je schopnost shromazdovat,
tridit a analyzovat tdaje klicovou kompetenci. Je mnohem naroc-
néjsi, nez je ziskani tzv. informacni gramotnosti, kterd je casto redu-
kovana na schopnost obecné obsluhy pocitace a vyuziti kancelarskych
lem je rozvoj analytickych myslenkovych postupti. Mohlo by se jednat
0 novou Sanci pro postaveni matematiky.

5.3 MOZNOSTI SLEDOVANI DYNAMIKY JEVU

Informacni technologie pfinaseji moznost sledovat jevy v jejich dy-
namice. Markantni je to napr. v geometrii, kde klasické metody deskrip-
tivni geometrie zobrazovaly statické objekty a prezentovaly feSeni. Moz-
nosti animaci nebo dokonce virtualni reality prinaseji nové moznosti
a podstatné zvysuji nazornost popisovanych jevi. Principy virtudlni re-
ality umoznuji i simulace laboratornich pokusi ve fyzice nebo chemii
s interakcemi s pozorovatelem, ktery vlastné pokus sestavuje a ridi.

5.4 PODPORA TYMOVE PRACE NEZAVISLE NA MISTE A CASE
Uzivatelé elektronické posty védi o jejich pfijemnych vlastnostech, totiz
o moznosti komunikovat s okolim i v pfipadé, Ze pravé jste na sluzebni
cesté, doma (jste-li vSak ochotni platit pfislusné poplatky) nebo na za-
hrani¢nim pobytu. Elektronickd media oteviraji prostor pro tymovou
praci s tim, ze ¢astecné je oslaben i vyznam pobytu na jednom misté.

Schopnost tymové prace nabyva na vyznamu a podle zjisténi
OECD by praveé v této oblasti mélo ceské skolstvi ucinit vyznamnéjsi
posun vpred. Problémem je dovednost vést tym a samoziejmé i ochota
sdilet spoleéné hodnoty a vnitini kulturu tymu.
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5.5 PODPORA PROJEKTOVE ORIENTOVANEHO STUDIA
Projektové metody vyucovani odstranuji izolaci jednotlivych disci-
plin a vedou k rozvoji uziteénych vlastnosti studentii. Uplatnéni infor-
magcnich technologii tuto cestu usnadnuje. Ostatné mnohé programator-
ské problémy jsou velmi dobrym materidlem pro projektové orientovanou
vyuku.

Kombinace tymové prace a projektové orientovaného studia
bude pravdépodobné jednim z dalSich trendid vyvoje vzdélavani s pod-
porou informacnich technologii.

5.6 INTERNACIONALNI DIMENZE VZDELAVANI

Internet nezna hranic a nenéasilné vede uzivatele v komunikaci v ci-
zich jazycich, zejména v angli¢tiné. Pouziti informac¢nich zdroju
Internetu posiluje internacionalni charakter vzdélavani.

6 MATEMATICKE DISCIPLINY A RODICi SE INFORMACNI
SPOLECNOST

6.1 REFORMA SKOLSTVI A MATEMATIKA

Za dva nejvyznamnéjsi administrativné-koncepcéni impulsy pro proménu
Geského Skolstvi lze povazovat Boloniskou vyzvu a pfipravu nového
pojeti maturity.

Presnéji podle soucasného stavu terminologie by ta ¢ast reformy ma-
turitni zkousky, o niz bude dale fe¢, méla byt nazyvana externi Cast
maturitni zkousky. Tento prispévek by mél byt spise podnétem k diskusi
a zamysleni, nemohu predlozit hotova feSeni. Proto nékolik otéazek, na
které je podle mého nédzoru vhodné a nutné hledat konsensualni odpovéd:

e Odrazi externi ¢ast maturity zjevny trend, totiz smérovani k infor-
macni spole¢nosti?

e Jakou matematickou gramotnost ovéfuje externi ¢ast maturitni
zkousky? Co napfiklad rozumime v daném kontextu slovem ge-
ometrie?

e Dokézeme pak pfesvédéit stfedoskolské kolegyné a kolegy (zejména
na odbornych skoldch), Ze jejich poslani je vzneSenéjsi, nez je jen
pfiprava na testy?
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Boloriska vyzva je mozné zazené interpretovana jako pozadavek ¢i
doporuceni k restrukturalizaci vysokoskolského vzdélavani, které prodé-
lava ,,masifikaci“. Na prikladu Ffady zemi je mozné dokumentovat, ze lze
zvladnout i studium vice nez 50 % obéant v populaénim roéniku v terci-
arnim vzdélavani (napf¥. Finsko), a dokonce, Ze je na tom mozné zaloZit
nebyvaly rozvoj a prosperitu. Bolonska deklarace doporucuje, aby se zvy-
Sila prostupnost riiznych forem a tirovni terciarniho vzdélavani. Pro nase
vysoké skolstvi je typické, ze musi dojit k rozvoji bakalarského studia.
V téchto dnech pozorujeme nebyvaly ruch na vysokych skolach. Skoro
jako o zavod se pfipravuje implementace Bolonské deklarace, tj. zavadi
se povinny bakalaisky stuperl. Déle jiz jen polozim otéazky, nebof mam
obavu, ze jevova stranka, tj. intenzivni implementacni ¢innosti, mohou
mit i dalsi, zatim nepojmenovanou rovinu.

e V bakalaiském stupni nelze ponechat na fakultach vyuzivajicich
matematiku a fyziku soucasnou troven teoretického zakladu. Na-
plni se druhé ¢ast oblibené argumentace, totiz, Ze v magisterském
navazujicim programu bude teoreticky zaklad doplnén?

e Jsme schopni fici, jak by takovato restrukturalizace obsahu vy-
padala vécné napf. v matematické analyze, diskrétni matematice,
geometrii?

e Jakymi zménami bude muset projit studijni literatura (podpora
multimedidlnimi nastroji na Internetu apod.)?

e Jakymi zménami projdou matematickd pracovisté na nematema-
tickych fakultach?

A zavér? O ohrozenti je 1épe byt informovan a ¢inné na néj reagovat.
Prichéazi obdobi velkych zmén. Je 1épe byt aktivnim prvkem, tj. spolu-
tviircem zmény, nez se jen spokojit s roli trpného adresata zmeény. Proto
v dalsi ¢asti uvedu nékolik podnétt (vychazejicich z osobni zkusenosti)
k obsahové proméné vyucovani matematice.

6.2 OBLIBENE MATEMATICKE OBJEKTY A ULOHY

Historické hledisko, vnimani kofend poznéni a zobecnéni poznatkit z vy-
voje jsou nepochybné velkou pfednosti matematiky a v jistém smyslu ji
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davaji punc filozofického mysleni. Na druhou stranu je zfejmé, Ze his-
torické kofeny prezivaji ¢astecné bez vétsiho opravnéni ve volbé obsahu
vzdélavani.

Prikladem takové preference v obsahu vyucovani je dominantni po-
staveni kvadratické rovnice a v geometrii pak preference kvadratickych
objektt (vedle objekti linearnich). Metody numerické matematiky a dnes
moderni algebry vlastné odstranily praktické divody k omezeni prostoru
matematiky ve vyucovani obzorem kvadratickych atvari.

7 uvedené uvahy nevyplyva, ze by se neméla vyucovat latka o kvad-
ratické rovnici. Zvlasté cennd je, pokud se ji dostava pribézné nalezité
geometrické interpretace. Jde ale o nalezeni cesty k uplatnéni atvari,
které jsou popsany algebraickymi rovnicemi vyssich stupni, resp. maji
nepolynomidlni vyjadfeni. Je to vyzva pro hledani. Navic pokud jde o ge-
ometrickou interpretaci, dostaneme se tak nenasilné k objekttiim moder-
niho pocitacového geometrického modelovani, tj. k objektim jako jsou
spline k¥ivky a plochy, Bézierovy ¢i NURBS objekty — viz napf. [4].

6.3 GEOMETRIE A INFORMATIKA

Pozice geometrie ve skolském vzdélavani se za poslednich 20-30 let velmi
vyrazné proménila a oslabila. Mimochodem i nové pripravovana kon-
cepce maturitni zkousky vede k dalsimi odklonu od geometrie, tentokrat
dokonce jen z ryze technickych divodi. Geometrii je tézké vmeéstnat do
testovych otazek. Geometrie totiz pouziva Sirsi vyrazové skaly. V geome-
trii je prostor pro hledani mnoha cest, geometrie je v . mnoha oblastech
kreativni.

Castym argumentem k obhajobé restrikci prostoru vénovaného geo-
metrii je uplatnéni pocitaci. A je moZné slySet i takové vulgarizace, Ze
rysuji dnes pocitace a proc¢ tedy viubec davat do rukou zaki kruzitko
a pravitko. Je to zvlastni argumentace, nebot iplné stejny model dema-
gogie lze aplikovat témér na kteroukoliv oblast matematiky.

Dovolim si tvrdit, ze geometrie mé velmi dobrou Sanci ve spojeni s in-
formatikou. Discipliny jako pocitacova grafika, geometrické modelovani,
rozpoznavani obrazu, geomatika apod. zazivaji velky rozvoj a prosperitu.
Do pfislusnych monografii — jejich reprezentativni piehled lze najit v [4] -
téchto disciplin se stéhuje obsah, ktery drive patfil do stredoskolské ¢i
vysokoskolské geometrie.

Obhajobu pozice geometrie v rdmci matematické pripravy zakonéim
presvédcéenim, ze vyvoj geometrického mysleni je mozné popsat v kon-
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textu s filozofii a Ze v tom je Sance i pro vyucovani matematice, které
by nemélo uviznout jen v tréninku aplikace algoritmt v ramci nékterych
kalkult (napf. Gpravy vyrazi, diferencidlni a integralni podet).

6.4 UCGITEL MATEMATIKY A INFORMACNI SPOLECNOST

Jsem si plné védom toho, ze predchéazejici obhajoba geometrie, ktera
nejen mizi z osnov, ale i z mysli a srdci uéiteld matematiky (a to je
mnohem horsi), je vlastné otaznikem nad profilem ucitelti matematiky.
Jde predevsim o absolventy pedagogickych fakult za poslednich deset
let. Nechci se dopustit neopravnéné generalizace, nebof nastésti néco
jako priamér vSech ucitelti nelze spocitat. Proto zvolim vycet otazek, na
které je podle mého nazoru nutné a vhodné hledat odpovéed.

e Co je pric¢inou stale klesajiciho zajmu absolventti stfednich kol
o studium exaktnich véd a specidlné matematiky?

e Které predméty motivujina stredni skole ke studiu technickych dis-
ciplin (pro né je matematika prirozenym zakladem, ale neni zpra-
vidla motivaci)?

e Proc je projekt technickych lycei, ac¢ se stal standardnim studijnim
oborem, popelkou a pro¢ se o tuto Sanci jiz od pocatku neuchézela
gymnazia?

e Proc je kategorie P Matematické olympiddy na okraji zdjmu stie-
doskoldka?

Novou Sanci €i vyzvou pro matematiky na vsech typech skol
je realizace statni informacni politiky. Na kazdé skole by mél byt
ustanoven ICT koordinator, tj. koordinator pro informacni a komuni-
kac¢ni technologie. Mélo by jit o ucitele, kterému se dostala ¢i dostane
specialni priprava a ktery by mél byt ve vedeni skoly osobou odpovéd-
nou za uplatnéni informacnich technologii. Bohuzel hrozi zjednoduseni
role ICT koordinatora na technickou stranku véci, tj. na provoz pocitaci,
akvizici softwarovych titult, zaskoleni kolegyn a kolegti na irovni ECDL,
tj. elementarni obsluhy pocitac¢t a programovych produkti, neboli v po-
¢itadové gramotnosti. Domnivam se — viz [3], Ze ICT koordinator by mél
na Skole iniciovat a koordinovat i obsahové zmény v fadé predméti. Jde
o pojeti vyucovani, o jeho akcenty a nadstavbu. Jde o rozevieni prostoru
pro pedagogickou tvorivost a pro samostatnou praci zakd.
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Pro fadu ucitelt matematiky na stfednich skolach se ukazala v minu-
losti jako velmi pfinosna aprobacni kombinace matematika - deskriptivni
geometrie. Tito ucitelé rozhodné dbali a dbaji na nazornost, stereomet-
rie pro né nebyla partii, kterd se Spatné uci a zkousi, geometrie netrpéla
neimérnou algebraizaci. Zda se, ze dnes muze byt zadoucim zpestfenim
kombinace matematika — informatika, ¢i matematika — technickd geome-
trie (tuto kombinaci nabizi nap¥. Fakulta aplikovanych véd Zapadoceské
univerzity v Plzni). Od téchto uéiteli lze oekavat tviréi vztah k uplat-
néni vypocetni techniky, uchopeni vyzvy s nazvem ,ICT koordinator“

A nejvétsi otaznik na zavér. Jak se promitne Boloriska deklarace do
ucitelského vzdélavani? Opét nezbyva jind moznost, nez v situaci, kdy
teprve krystalizuje nazor, volit systém otazek:

e Neslo by pro budouci ucitele zakladnich skol chapat bakalarsky
stupent jako odborné studium v oborech budouci aprobace a na-
vazujici magistersky stupen zalozit na dlouhodobych praxich ve
gkolach a zkousce ucitelské zptisobilosti?

e Jak feSit rozpor mezi poc¢tem studujicich na pedagogickych fakul-
tach a poctem studentt téchto fakult, ktefi uvazuji o draze ucitele?

e Nebo jinak: Neslo by dosdhnout stavu, kdy ucitelské povolani je
stejné zadané jako ucitelské studium? Nevedla by tudy cesta k ristu
prestize ucitelské fehole?

e Neni idea informacni spolec¢nosti velkou vyzvou pro cileny pedago-
gicky vyzkum?

7 ZAVER

Cesta k informacni spole¢nosti je pro matematické vzdélavani mozné pie-
kvapivé vice jeho ohrozenim nez prilezitosti pro jeho expanzi. Eliminace
bezprostredniho ohrozeni tkvi pravdépodobné v tviréim a aktivnim pfi-
jeti principti informacni spoleénosti, v promyslené a interakéni strategii
transformace obsahu matematického vzdélavani a v osobni angazova-
nosti kvalitnich a véci oddanych uciteld matematiky na Skolach vsech
stupnt.
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PERSPEKTIVY VYUCOVANI GEOMETRIE

Frantisek Kufina

Existuji miniméalné t¥i divody, pro¢ bychom se na shroméazdéni uci-
teld matematiky v roce 2000, v Mezinarodnim roce matematiky, méli
zabyvat i geometrii:

a) Geometrie hréla pozoruhodnou roli v historickém vyvoji matema-
tiky.

b) Problematika vyucovani geometrie je aktualni otdzkou i v celosvé-
tovém méritku.

¢) Na nasi doméci scéné se objevil v tisku hlas: ,Podle odborniki
by tim, co ze Skol zfejmé zmizi, mohla byt tfeba geometrie* (citovano
podle [1]).

Nazev mého prispévku se mize zdat mnohému uciteli i profesional-
nimi matematikovi pfilis odvazny; jevi se tak i mné. Volil jsem ho vsak
proto, abych zdiraznil jeden ze zdroji svych tvah. Chei nejdiive infor-
movat o vyznamné akci, kterou v poslednich letech usporadala Mezina-
rodni komise pro vyufovani matematice (ICMI) na doporudeni 7. své-
tového kongresu konaného v r. 1992 v kanadském Quebecu, totiz o vy-
pracovani studie Perspectives on the Teaching of Geometry for the 21st
Century. V roce 1994 byla publikovana nékolikastrankova vyzva ke spo-
lupréci [2], v niZ jsou formulovény zdkladni otdzky a program. K fe-
Seni téchto problému se sesla v roce 1996 konference v sicilské Catanii,
k jejimuz jednani byla vydéna kniha [3]. Zavéry mezinarodni spolupréce
k problematice vyucovani geometrie pro budoucnost byly pak zpraco-
vany v monografii [4] o 353 strankach. Mij piispévek cerpd z téchto
publikaci, vyuzivam vSak i vlastni zkuSenosti a snazim se reagovat na
problematiku vyucovani matematice u nas. Titul svého prispévku jsem
tedy prevzal z citovanych studii a hned na poc¢atku poznamenavam, ze
bohuzel komise nedosla k formulaci jasnych, ¢i dokonce zavaznych, per-
spektiv vyvoje vyucovani geometrie. Je to z hlediska kulturnich tradic
jednotlivych zemi prirozené pochopitelné, nicméné jsem osobné oceka-
val od studie vice, nez nabizi. Pfipomindm, Ze o pracech [2] a [3] jsem
publikoval v roce 1996 ¢lanek [5].
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1 HISTORICKY VYVOJ GEOMETRIE JE UZCE SPJAT
S VYVOJEM LIDSTVA

V této c¢asti prispévku vychazim z tivodni studie C. Mammany a V. Villa-
niho z knihy [4]. Pou¢né je srovnat tuto kapitolu s ¢lankem [6] I. Koldre.

Od prehistorie lidé silné touzili reprodukovat rtiznorodé aspekty re-
ality stylizovanym kreslenim. Dekorovali své vyrobky ornamentalnimi
motivy jednoduchych geometrickych tvart, zvlasté pak tvart symetric-
kych a tvarovali své prvé konstrukce do jednoduchych geometrickych
forem. V této fazi vyvoje je pro prvky geometrického svéta dominantni
vizualni aspekt.

V dalsi etapé spjaté s ranymi civilizacemi (napi. v Cing, Mezopo-
tamii, Indii, Egypté, Mexiku a Recku) ovliviiuji geometrii utilitdrni po-
tfeby: méfeni délek, obsahti a objemi a vytyCovani hranic pozemku.
Zaroven hraje geometrie vyznamnou instrumentalni roli pro dalsi dis-
cipliny, jako architektura, geografie a astronomie. Zde jiz lze pozorovat
prvni pokusy aspon o ¢astecné logické uchopeni geometrickych poznatkt.
Vizuélni a vypocetni vlivy jsou pfitom navzajem propojeny.

V fecké civilizaci zacinaji v geometrii pfevazovat abstraktni aspekty
se snahou po celkovém deduktivnim usporadani, které vyvrcholilo v Fu-
kleidovych Zékladech a v pracech jeho nésledovnikt (Apolionius, Ar-
chimedes, Ptolemaios). V této fazi jde predeviim o pojmové aspekty
geometrie. Preciznost Eukleidovych Zakladu se stala prototypem logic-
kého usporadani jakékoliv oblasti védéni a po mnoho staleti byla geo-
metrie ocenovana jako nejvyznamnéjsi disciplina pro kultivaci védct —
od stredovékého trivia az za renesanci. Z druhé strany perfekcionismus
Eukleidovych Zaklad® branil dalsimu rozvoji geometrie samé a mél za na-
sledek ,,zmrazeni“ geometrickych poznatkt do eukleidovského schématu
na mnoho stoleti. Nové podnéty prichéazeji z vnéjsku eukleidovské geo-
metrie a jsou to v 15. stoleti perspektiva, v 17. stoleti miseni geometrie
s algebrou (Descartes) a v 18. stoleti systematické studium reprezentace
trojdimenzionalniho prostoru v roviné (Monge). Tyto tfi aspekty, pro-
jektivni, analytické a deskriptivni geometrie, byly cizi EFukleidovu duchu
a nijak jeho autoritou neotfasly. Teprve 19. stoleti znamené pokrok proti
Eukleidové dilu. Objev neeukleidovské geometrie (Lobacevsky, 1826, Bo-
lyai, Gauss) znamenal novou éru ve studiu zékladi geometrie reprezen-
tovanou jmény Riemann, Pasch, Peano, Klein a Hilbert. Tento vyvoj je
spjat s vysokym stupném abstrakce a ztratou vazby geometrie na smys-
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lové vnimanou realitu. Pravé tak jako dokonalost Fukleidovych Zakladu
uzavtela fazi myslenkového dovrseni geometrickych znalosti antiky, zna-
menala dokonalost Hilbertovych Zakladd dovrSseni badani o zakladech
geometrie.

Mezitim Dedekind, Cantor a Weierstrass polozili zéklady rigordzni
teorii redlnych cisel, kterd neni viibec vazana na geometrické ,, jistoty“.
Od konce 19. stoleti je to naopak algebra, kterd poskytuje ,modely*
geometrii. To umoznuje zabyvat se abstraktnimi prostory libovolnych
dimenzi, zcela odloucenych od smyslové zkusenosti (Riemannova a Min-
kovského diferencialni geometrie a jejich vliv na Finsteinovu teorii rela-
tivity). Na zac¢atku 20. stoleti byly sestrojeny nové algebraické nastroje
k obecnému studiu geometrickych objekti, z nichZ nejmocnéjsi je pojem
vektorového prostoru. V soucasnosti, zda se, zakousime obnoveny zajem
o vizualni aspekty geometrie, ktery se tentokrate projevuje spise mimo
matematickou komunitu. Jde o aplikace geometrie v pocitacové grafice,
v rozeznavani obrazcil a v robotice. Nejaktivnéjsi v téchto smérech jsou
informatika, technika, chemie a medicina.

Tento struény historicky nastin ukazuje, jak geometrie osciluje mezi
vizualnimi, pocetnimi, pojmovymi, algebraickymi a aplika¢nimi aspekty.

Literatura o geometrii — zv1asté v takto Sirokém historickém zabéru,
jisté tvofi dosti bohatou knihovnu. Kdybych vsak mél vybrat t¥i knihy,
jejichz prostudovani da dobry pohled na to, co historicky znamenala
a znamend geometrie, doporucil bych tyto prace: Fukleidovy a Hilbertovy
Zdklady ([7, 8]) a Dieudonného Linedrni algebru a elementdrni geomet-
g [9)].

Podle mého nazoru lze historicky doloZené etapy pristupu ke geome-
trii pozorovat i ve vyvoji dusevniho svéta déti. V nékolika Setienich jsme
prokézali pomérné dobrou droven ,,vizualni geometrie“ u péti az Sestile-
tych déti, vSeobecné je zndmd nechutf zaka udit se ,pfesnou pojmovou
geometrii na konci zdkladni Skoly. Patrné podobné, jako byl Eukleides
,prekonan obchvatem* pres geometrii projektivni, analytickou a deskrip-
tivni, méli bychom ziskavat zaky pro vhodné tiseky aplikac¢ni geometrie,
kde se ptirozené uplatni jak vipocetni technika, tak i poc¢itacova grafika.
Pfipomindm, Ze jsme se v projektu ,,Svét éisel a tvard“ [10] snazili vy-
razné uplatnit détskou vizualni geometrii pfi zavadéni ptirozenych cisel,
pricemz je zajimavé, ze takové pristupy nejsou v nasi didaktické litera-
tufe vitbec nové [11].
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2 GEOMETRIE JE UMENT{

Geometrii v uzsim smyslu mtzeme chapat jako studium nékteré geome-
trické struktury. V Hilbertové duchu to mtze byt napt. struktura

(B’ P’ 67 m? g)’

kde B je mnozina bodt, P je mnoZina primek, € je relace incidence, m je
relace mezi a = je relace shodnosti. Pfitom jsou vlastnosti pfislusnych
mnozin a relaci formulovany v axiomech.

Ve Weylove pojeti je geometrie studiem struktury

(Ba‘/a+a'aoa7)a

kde B je mnozina bodi, V' je mnozina vektord, + je algebraické operace
s¢itani vektortd, - je algebraickd operace nasobeni vektort redlnym cis-
lem, symbolem o popisujeme skalarni nasobeni vektorti a — je zobrazeni
kartézského soucinu B X B do mnoziny vektord. Déle je formulovana
soustava axiomt, ktera implicitné definuje geometrickou strukturu euk-
leidovského prostoru.

Ackoliv se ve Skole nezavadi Zadné z takovychto struktur exaktné, na-
povida c¢lenéni geometrie na nasi stfedni skole, ze pfece jen povazujeme
strukturalni pohled za zdkladni, nebot izolované studujeme nap¥. stere-
ometrii v syntetickém pojeti [12] a analytickou geometrii [13]. Takovyto
pohled je patrné jediné mozny z hlediska matematiky, ale je nepochopi-
telny z hlediska studenta, ktery se matematikou nehodla déle zabyvat.
Pro¢ by ho mély zajimat jakési vyspekulované abstraktni struktury?
Snad by ho vsak mély zajimat vlastnosti prostoru, v némz zije. Mél by
tomuto prostoru rozumét, orientovat se v ném a resit geometrické tkoly
pfirozenym zpiisobem, bez ,svéraci kazajky“ struktury. Podle mého na-
zoru nema strukturalné ovlivnéné pojeti vyuky geometrie budoucnost.
Budoucnost vSak ma, a mélo by byt posileno, ,,geometrické mysleni“
v tom smyslu, ktery se pokusim v dalsim vysvétlit.

Co je geometrie, neni-li studiem geometrickych struktur? V souladu
s R. Duvalem ([4], str. 37-52) budu za geometrii povazovat tyto tii do-
vednosti, tato t¥i uméni (v ptivodnim slova smyslu):

a) umeéni vidét,

b) umeéni sestrojovat,

¢) uméni dokazovat.
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Snad kazdy citi, ze tyto dovednosti nejsou specificky geometrické. Vidét
mohu nejen prostorovy ¢i rovinny utvar, ale i itvar prirodni, vidét mohu
i souvislosti, pric¢iny, feseni problému, konstrukci nebo diikaz. Sestrojit
mohu nejen trojihelnik nebo kruznici, ale i model, stroj, algebraicky vy-
raz nebo rovnici. Tvrzeni dokazujeme nejen v geometrii, ale i v algebfe.
dtikazy se zabyvaji soudy, argumentace je slozkou kazdodenniho Zzivota.
Skutecnost, ze zafazuji zminéné tfi dovednosti do geometrie, ma divody
jednak historické, jednak praktické. Geometrie je vhodna k tomu, aby od
zcela elementarni rovné cvicila vidéni, konstruovani i dokazovani. Vznik
Eukleidovych Zdkladi je toho dokladem. Patrné proto, ze v geometrii je
spojena intuice s logikou, byla tato strukturalné slozita disciplina zpra-
covana deduktivné jako prvni v historii. Samoziejmé zavazna je otazka
transferu, prenosu. Bude student, ktery umi vymyslet diikazy v geome-
trii, stejné tspésny i v argumentaci politické? Tyto otazky mi nejsou
zcela jasné. Jsem vsak presvédcen, ze mnohé intelektualni dovednosti se
praveé na geometrické problematice daji dobte kultivovat. Chapeme-li ge-
ometrii jako vidéni, konstruovani a dokazovani, je zfejmé, ze o vypusténi
geometrie ze vzdélani nemize byt fec. Naopak, jsem presvédcen, ze tyto
slozky vyucovani matematice bychom méli posilit.

Jak chéapat geometrické mysleni? Nabizeji se tyto tii pohledy (Grif-
fith, [4, str. 195]):

a) Péstovat geometrické pfedstavy a vizudlni vyjadfovéani jako para-
lelu k symbolickému jazyku. Podle mého nazoru mé nase skola v této
oblasti vyrazné rezervy.

b) Prevadét napady znézornéné nacrtkem do jazyka formélnich di-
kazti. Obrazek pfirozené neni dikaz, ale mize vyrazné hledani dikazu
pomoci.

¢) Rozvijet zalibu v lokalné deduktivnim nebo v deduktivnim uspoté-
dani uciva. Pfitom by ve $kole samoziejmé snad nikdy nemeélo jit o pred-
vadéni dikazi, ale o celou fadu aktivit, které s dokazovanim souviseji.
V prvé fadé bychom méli ucit vidét souvislosti. To mtize byt navozeno
provadénim experimenti a jejich hodnocenim. Pro porozuméni dikazu je
acelné hledat rizné formulace téhoz tvrzeni a jejich objevovani v rozma-
nitych kontextech a samoziejmé i uziti vét v typickych i méné typickych
situacich.

Pro vyucovani na kazdém stupni skoly je dilezité uvédomovat si
rizné trovné abstrakce. V negeometrickych disciplinach byva takovéto
rozdéleni zirejmé: pocitani s Cisly — aritmetika — ma konkrétni charakter,
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pocitani se symboly — algebra — je abstraktnéjsi. V geometrii pracujeme
bud s konkrétnimi geometrickymi ttvary, nebo s jejich abstraktnimi for-
mami. ,,Povéra pevné poloroviny“ v diskusi o poc¢tu feSeni konstrukénich
tloh v elementarni geometrii ukazuje, ze ani nékterym autorim ucebnice
nemusi byt tyto otazky zcela jasné.

3 JAKA JE BUDOUCNOST SKOLSKE GEOMETRIE?

Na tuto otdzku patrné nelze dat odpovéd prilis konkrétni. Budu vychazet
(spolu s M. Neubrandem, [4, str. 226]) z pfesvédceni, Ze budouci vyvoj
bude extrapolaci soucasnych trendt. Z tohoto hlediska lze formulovat
nasledujici pohledy.

a) Geometrii ovlivni dalsi vyvoj komplexnéjsiho chapani matematiky,
zejména jejiho spolecenského ukotveni, jeji dynamiky a filosofie. Pfizna-
vam, Ze charakter téchto zmén mi neni jasny a publikaci [14], na niZ se
monografie [4] odvolava, jsem nemél k dispozici.

b) Vétsi diraz na aplikace a modelovani. Pfitom aplikace nejsou po-
jimény ,a posteriori“, tak, Ze po vybudovani prislusné teorie ukazujeme,
jak ji lze pouzit, ale aplikace maji slouzit jako podnéty k budovéani pojmt
a teorii. Rozvijeni aplikac¢nich zietelt je v geometrii dobfe mozné.

¢) Uplatnéni zdkladnich idei. Teoreticky miZeme pfitom vychézet
z myslenek Brunerovych [15], za zékladni geometrickou ideu povazuje
Neubrand napt. transformacni pojeti geometrie. Toto pojeti se prosa-
zuje s menSimi ¢i véts§imi spéchy prakticky po celé stoleti, zatim vsak
bez vyraznéjsiho tspéchu. V nasi ucebnicové literatufe se najde k této
problematice nékolik zajimavych podnétt, podrobnéjsi informace miize
najit ¢tenaf v ¢lanku [16].

d) Konstruktivistické teorie uéeni. Neptili§ vyrazné tspéchy tradicé-
niho pristupu k vyucovani, kdy ucitel vyklada, studenti pisi, snazi se
uivu porozumét a pak se uci, vedou ke snaham posilit roli studujiciho
ve vzdélavacim procesu. Zda se, ze po celém svété rostou sympatie ke
konstruktivnim pfistuptim, kdy student si sam, na zakladé vhodnych
podnéti (otazek, tloh, problémt,...) konstruuje postupné vlastni ma-
tematicky svét. Této problematice vénujeme u nas jiz nékolik let pozor-
nost [17]. Realizace konstruktivnich pfistupii v praxi neni jednoducha,
predevsim proto, Ze je narocna jak na c¢as, tak na praci ucitele.

e) Zaméfeni se na matematiku jako na lidskou aktivitu. Matematika
neni souborem vzorct, definic, vét a dikazi, ale pfedevsim procesem,
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jak se prostfednictvim kvantitativnich vztaht orientovat v realité. I tuto
stranku lze v geometrii rozvijet.

f) Studenti vidi geometrii jako empirickou teorii. Rozpor mezi geome-
trii jako fyzikou hmotného svéta a abstraktni matematickou strukturou
je nutno postupné prekonéavat. Je to nutné zejména z hlediska Grovné
a smyslu argumentace a dokazovani.

g) Vpad poéitac¢i do skol. Role poéitact v geometrii bude i nadéle
rust. ,,Pocitacova geometrie® méni vyrazné charakter geometrickych ob-
jektl a to si vyzaduje nejen zménu didaktickych pristup, ale i charak-
teru komunikace ve tfidé. V tomto sméru vykazuje vyucovani geometrie
nejvétsi pokroky, vyvstavaji vSak nové didaktické problémy.

4 ZAVER

Reseni otdzek vyucovani geometrie neni zdaleka otézkou osnov. Je to
slozity komplex problémii, ktery bude ovliviiovan zejména témito vlivy
(Hansen, [4, s. 236]):

a) Epistemologickou perspektivou, tj. neustale se ménicim charakte-
rem matematiky a matematické aktivity.

b) Pedagogickou perspektivou, tj. soucasnymi znalostmi vzdélava-
ctho procesu (jak procesu vyucovani v uzsim slova smyslu, tak i procesu
uceni).

¢) Technologickou perspektivou, tj. zménami technologickych zafi-
zeni, kterd budeme mit k dispozici jak pro vlastni matematickou ¢innost,

tak i pro proces uceni se matematice
d) Politickou perspektivou, tj. zménami ve spoleénosti.
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FroM BUILDING BLOCKS TO MATRICES
Graham H Littler

INTRODUCTION

In 1995 I gave a plenary lecture at the SEMT Conference entitled ‘Ge-
ometry for the Teacher Education Student’ (SEMT 95, Charles Univer-
sity). This paper particularly related to the teaching of Geometry in the
Elementary school and attempted to promote a cohesive policy depen-
dent upon a clear conceptual development towards this subject. One of
the main reasons for this approach was, in the United Kingdom at that
time, isolated parts of the range of topics suitable for the elementary
pupils were chosen at random. Thus the pupils did not get the logical
development which would give them a suitable under-pinning for the
work which they would do in the secondary school.

I will give the salient points of that paper again briefly so that you
will be able to follow my thoughts more clearly as I approach the work
in geometry which could be done in the secondary school.

PRE-SCHOOL AND EARLY YEARS DEVELOPMENT

All the objects which children play with before they come to school are
three-dimensional and therefore my belief is that we should try to build
on that basis as teachers and not introduce two dimensional forms to
the children too early. There is much art education research available
on children’s perception of shapes and it is thought that many miscon-
ceptions have been engendered because most young children represent
what they see in a two dimensional form and therefore they should be
introduced to two dimensional shapes first. The main reason for their
representation in this form is because the concept of perspective is only
achievable at a much later stage.

If you watch children playing with building bricks the first stage is
probably trying to build towers so that they can knock them down.
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Later on they try to build houses, castles etc. and here you can see them
estimating what size of block they need to put across a doorway, what
will be the right shape for a corner or ‘piece of furniture’. They are
developing their manipulative skills and more importantly the children
are using their imagination. These learning situations need exploiting as
soon as the children come to school.

We need to provide lots of material with which the children can build
objects. Cubes, cuboids, cones, cylinders, prisms and spheres. Use of the
correct language for the shapes by the teacher is important to improve
the children’s vocabulary and for them to have the benefit later on in
their school life of not having to learn new names for the shapes. Much
work can be done in classification at this stage and in simple counting
games. ‘Which shapes have got a curved surface?’” ‘How many faces has
this shape got?’ Obviously very simple relationships can be determined
from the children with questions such as ‘Are any of the edges of this
shape the same length?’

An activity which I have found very beneficial from a number of
points of view is ‘junk modelling’. For this I collect, and ask the children
to bring, lots of empty packages, cylinders, and unusual packaging. I ask
the children to make a large object using their imagination. So often we
get ‘prehistoric animals’, ‘rockets’, ‘robots’ and some objects which defy
description. The purpose though is to get the children to think about
what shapes will generate the object they have in their mind, to think
about the sizes of boxes, cylinders etc. they will need to make their object
realistic and for them to enjoy what they are doing.

All these activities lend themselves to discussion, getting the children
to talk about what they have made the shapes they have used and finally
to look at the shapes at the ends of the objects which leads on to them
concentrating on the two-dimensional forms they see. Most of these will
be squares, rectangles, triangles and circles but your ‘junk’ might include
shapes which give quadrilaterals, pentagons and hexagons.

Once the move to two dimensions has been achieved then work on
plane symmetry can take place. This can be done by getting the children
to make ‘paint-blob butterflies’ by putting a blob of paint on the fold of
a piece of paper and getting the children to spread the paint out after
folding the paper together. Also the use of metallic mirrors to complete
half-drawn shapes can be used and the idea of pricking through a pattern
drawn on one half of a folded sheet of paper to get the whole pattern. The
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environment of the classroom also makes a good source of symmetrical
objects. All these examples of symmetry can be put into a scrapbook.

THE MIDDLE YEARS

For years I have used a very simple piece of apparatus to help me with
the next stage of development of geometry, that of two dimensional
shapes, called the geoboard. This consists of a small block of wood 10—
15 cm square and approximately 1 cm deep into which nine nails have
been place at the intersections of a 2 x 2 lattice. The whole idea of the
apparatus is for two pupils to share and experiment, one making a shape
by means of placing a rubber band around certain of the pins whilst the
other records this on squared paper. They then change jobs for the next
shape.

This exercise is not as haphazard as it might seem! There is a rule —
the elastic band cannot be crossed. This avoids pupil making two trian-
gles by crossing the bands. A series of exercises then develops the ideas
of plane shapes. The first is simply to find as many shapes as possible,
then to classify them in some way, to name them and finally to find out
how many DIFFERENT triangles, quadrilaterals, pentagons, etc. they
can make on the 9-pin board. This last exercise brings in the concept of
congruence since I define two shapes being NOT different if they can cut
out the shapes and can fit one exactly on top of the other. Other tasks
which can be done at this stage is to look for special features, such as
‘Which triangles have two sides equal?’ ‘Can you make a triangle with
all its sides equal on the 9-pin board?’ An interesting feature, which
has occurred on several occasions, is that children have given the name
‘square angle’ to an angle of 90 degrees. So they have looked for sha-
pes in which there are ‘square angles’. More suggestions for work with
geoboards are given in the earlier paper.

One final point before leaving this particular aspect is that I have
found it very useful to discuss with children whether they could make
a two-sided or one-sided shape on the geoboard. Some very interesting
points have been made. Similarly asking whether they could imagine
shapes with more sides than they have been able to make on the 9-pin
board. At this stage some relaxation can come into the work by getting
the children to make up pictures or to find which shapes tessellate using
sticky gummed shapes similar to ones they have found.
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Again as earlier symmetry can be brought into the work at this
stage. Can they classify the triangles or the four-sided shapes by their
symmetries? This work could introduce the ideas of more than one line
of reflective symmetry and also rotational symmetry. It is important to
develop observational techniques at this stage and I have found that
using the alphabet letters to be a good source of material. Pupils can
find those letters that have reflectional symmetry and those which do
not. If you then give them the letters ‘HONIS’ to write out and then ask
them to turn their paper upside down to see what they get, the answer
which comes back is ‘they look the same’. Then you can identify that
three of the letters have two reflectional symmetry lines whilst the other
two have none — but they do have rotational symmetry. This simple
exercise leads back to the geometrical shapes to see which shapes have
reflectional symmetry only, which have rotational symmetry only and
which have both. An environmental investigation looking for different
symmetries can be done at this stage.

The next task is to develop the concept of angle. Up to this stage
the children have dealt with ‘square-angles’ and if you get the children
to fold a piece of paper once and then fold the fold on to itself you make
the perfect right-angle. So the children can check what angles in the
classroom are right-angles, which are less and which are more. I use a
historical ‘story’ to develop the idea of there being 360 degrees in a com-
plete turn. Basically the idea of being able to divide the circumference
of a circle by its radius six times and the Babylonians dividing each of
these arcs by their number base to give 360 points for their mariners
to navigate by. You can then impose the modern compass on this and
the children will see that there are four ‘square angles’” where the com-
pass lines meet each of 90 degrees. Practical exercises can then be given
which allow the children to consolidate this knowledge in an interesting
way.

I then develop the knowledge of the angle sum of a triangle. The
pupils draw a triangle on a piece of paper and cut it out. They colour
or mark the three corners and then TEAR these off the triangle. On a
drawing of the compass points they stick the three angles the edge of one
of then starting on a compass line, and then they see where the final edge
ends. So if they started on the west line, the final edge will be on the
east line. ‘How many degrees do you turn through if you start facing the
West and finish up facing the East?’ Answer: 180 degrees. I have found
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this method far more convincing for pupils rather than then trying to
master the protractor.

Once this has been established, then you are able to find angle sums
of polygons and which regular polygons tessellate and which do not by
means of the real-life applied mathematical fact of rigidity. I use an
apparatus called ‘geometrical strips’ for this. These are plastic strips of
various lengths which can be joined together by brass stud clips. The
class of children make 3,4,5,6 ... sided shapes with the strips and I ask
them to hold them up using on one of the brass studs. What happens?
Only one shape remains the same, the triangles, all the others collapse.
The use of this phenomenon in real life can be shown through pictures
of bridges and other structures. The question then arises how can we
make the other shapes rigid? Make them comprise of triangles is often
suggested and here they begin an experiment which can sometimes lead
to a generalisation. The experiment is simply to make polygons and then
to make them rigid but not over rigid, then complete the table:

Number of | Number of | Sum of Size of each Does this shape
strips used | Triangles | Interior | Interior angle Tessellate?
when rigid | angles of regular
Figure
3 1 1 x 180 60 Yes, 6 x 60 = 360
4 2 2 % 180 90 Yes, 4 x 90 = 360

And so on for 5,6,7, ... sided polygons.

I have had 10 year old children tell me in response to the question
‘What if I did not know how many sides the polygon had?’ — ‘just count
the number of sides, there are always two less triangles than the number
of sides, then multiply this number by 180 degrees. If you want to find the
size of each angle of the regular figure divide this number by the number
of sides!” They could not express it in algebraic terms but they could
explain the generalisation in words. A further exercise with more able
children is to get them to see whether they can tessellate with irregular
triangles or quadrilaterals. Or could they find a pentagon which would
tessellate?

At this stage the work can go back to three-dimensions. I would
advocate again a practical approach. Skeleton three-dimensional models
can be easily made from straws and pipe cleaners. This is a very inex-
pensive way of building both regular and irregular solids and of course,
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if the pupils record the number of edges, vertices and faces for each so-
lid, they can be asked to look for the relationship between these three
variables. This will give the Euler relation.

ELEMENTARY /SECONDARY STAGE

A second investigation is to look at the possible nets which make up
certain threedimensional shapes. ‘How many different nets are there
which make up a cube from six squares?’

This form of exercise can well form a challenging intellectual investi-
gation if it is extended into ‘packaging’. The pupils open out commercial
packaging to find the net for a packet of cornflakes, say. Why is the pac-
kage this particular shape? What factors do the companies have to take
into account when designing the package? Could you design a package
which would hold the same quantity of cornflakes, be as cost effective in
terms of cost of material and protect the goods inside to the same extent
as the original package? I believe strongly that the more we can bring
real-life into all our mathematics then this makes the subject far more
meaningful to the pupils.

Envelopes are not often taught in school and yet there are several
interesting projects which can be done using them. For instance, for
pupils who are having difficulties with number bonds, get them to draw
two lines which meet and to mark off (n — 1) points from where they
cross, numbering each point. Then the task for the pupils is to join with a
straight line the pairs of points, one on each line, such that there sum is n.
The reader can determine what is the name of the envelope produced!
The original ‘base’ lines need not be straight and the pupils can make up
pictures but joining them together. Again having a 10 cm radius circle
marked with 36 points at 10 degree intervals on its circumference will aid
arithmetical work considerably. Number the points either 0 to 35 or 1 to
36. In this case the pupils are asked to map point n on to 2n, n — 3n,
n — 4n etc. The pupils will be surprised to find a relationship between
the multiplication table and the number of cusps formed. This work also
brings in the idea of ‘clock/residue arithmetic’.

SECONDARY STAGE

I want to link the work in secondary school particularly with the work
suggested above for the elementary school. Therefore I am not going to
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develop Euclidean ideas of geometry or the standard geometrical con-
structions but rather build on the work which the pupils will have done
particularly in their work on symmetry. I hope to develop some ideas on
transformational geometry and link these to the ideas of the algebra
of matrices acting as operators.

During their work on symmetry the pupils will have met the ideas of
reflectional and rotational symmetry. At this stage I want to look at what
is meant by these and to add the additional transformation of translation,
thus generating the transformation geometry isometries, that is, those
transformations which leave the image of any object unchanged in terms
of lengths. The image is congruent to the object in Eucidean terms.

The basic property of a reflection is that any point in the object,
O is reflected to a point in the image, I, such that the line OI is the
perpendicular bisector of the line of reflection m. However the image of
an object following a single reflection reverses its orientation and so the
image is ‘indirect’. In practical terms, triangle ABC would have to be
flipped over to get triangle A'C’'B’.

A A

B C m C/ B/
Object ABC Image A’C'B’

A rotation moves every point in an object through a given angle
about a fixed point R. This means that the image is ‘direct’.

Similarly when a translation is applied to an object then every point
in the object is moved a given distance d, in a given direction (3.

I am sure that these simple facts are well known to everyone but I
want to look at what happens if we have more than one reflection or
more than one rotation or translation to see whether we can link any of
these transformations to one another.

Let us take the easiest of all pairings, the idea of two parallel mirrors,
m and n.
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If my object is a flag pointing to the right, the first mirror m chan-
ges this to a flag pointing to the left and the second mirror n changes
this again to a flag pointing to the right. So the object and the final
image are identically orientated. Every point in the object has moved
a given distance, which is twice the distance between the mirrors, in a
given direction. Hence the effect of reflecting in two parallel mirrors is
a translation of twice the distance between the mirrors in a direction
perpendicular to the mirrors. Try placing the object between m and n
or to the right of n but keep the order of reflections the same, that is m
first and then n. What do you find?

The mirrors might not be parallel but inclined and would meet if
extended in a point. Might I suggest the reader draws this situation for
themselves and simply using the property of a reflection stated above
determine where the final image of an object is when placed either be-
tween the mirrors or on either side. You should find that the effect is
that of a rotation of twice the angle between the mirrors whose centre is
where the two mirrors meet. The direction of turn is determined by the
order in which you take the mirrors.

There are two special cases — the first is what happens if you reflect
twice in the same mirror? If you look at the diagram above, reflecting
O in m gets the image at K, now reflect this image in m again and you
will return to O. Thus in group terms reflection twice in the same mirror
gives you the identity. The second case is when the two mirrors are at
right angles. I have intimated above that this will produce a rotation of
twice the angle between the mirrors about the point where they meet.
So in this particular case we get a turn of 180 degrees or half turn about
the point of intersection of the mirrors. Bright pupils might be asked to
determine the general cases for n parallel mirrors or n passing through a
point when n is odd or even. Overheads of all these cases will be shown
at the conference.

Finally in the transformational geometry section, there are two further
cases which are worth exploring. The first is relatively simple and is the
case of three mirrors two of which are parallel and the third perpendicu-
lar to the parallel mirrors. No matter which order you take the mirrors,
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provided that the order in which you take the parallel mirrors remains
the same, you will end up at the same point. The movement required
from the object to the final image is equivalent to a translation of twice
the distance between the parallel mirrors, together with a reflection in
the third mirror. This transformation is known as a ‘glide-reflection’ and
is used considerably by designers of wall-papers etc.

The final case which involves three mirrors which form a triangle
requires the use of the corollary of several of the lemmas detailed above.
For instance, any translation can be replaced by two mirrors which are
perpendicular to the line of translation and their distance apart half the
translation. Similarly any rotation can be replaced by two mirrors each
of which pass through the centre of rotation and are inclined to one
another at an angle equal to half the rotation. By applying the lemmas
and the corollaries it can be shown that any three mirrors which form a
triangle can be reduced to a glide reflection. Similar methods can resolve
any combination of transformations such as two rotations about diffe-
rent centres or a translation followed by a rotation. This last example
models work which is sometimes done to make a sharp bend in the road
more safe. I hope to show you step by step reduction of some of these
examples in my presentation.

This work can be linked to matrix algebra to show your pupils how
matrices work as operators. There are two basic ways of approaching this

work, the first is to use the basic 2 x 2 matrix operator Z Z on the

general co-ordinate ( z ) to give the general point {(ax+by), (cx+dy)}.

Diagrams can then be drawn for the image of P(z,y) when it is reflected
in the lines x = 0, y = 0, x +y = 0 and y = z, followed by rotating
P(z,y) through 90, 180, 270 and 360 degrees. Each case will give different
values for a, b, ¢, and d from the equivalence relationships and hence eight
matrix operators will be formed. The alternative way is to see what

happens to the unit vectors ( (1) ) and ( (1) ) when you perform the

above operations on them. The answers give the two columns necessary
for the 2 x 2 matrix.

Pupils can then use these matrices to check and prove transformati-
ons they can draw on squared paper. For instance does a rotation matrix
operator for 90 degrees followed by one for 180 degrees give the matrix
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for a rotation of 270 degrees? By multiplying the matrix which reflects
a point in z = 0 by one which reflects in y = 0 do you get the matrix
which rotates any point through 180 degrees about the origin? Many in-
teresting exercises can be given using just these eight matrices. It should
be noted that the determinant of a matrix would be positive if the image
is direct and negative if indirect. All the above matrices should give a
determinant of either +1 or —1. If enlargements are used then the de-
terminant gives the multiplying factor for the new area. More advanced
students can determine the matrices which will rotate any point about
the origin through w degrees or reflect in the general line through the
origin, y = mz.

Translations cannot be undertaken using the 2 x 2 matrix form. To
use matrices for translations you have to work on the z = 1 plane with

0 0 1

The eight original matrices obviously form the symmetry group for
the square, however we have found it better to wait until sixth-form work
at least before introducing group structures to pupils.

One aspect of this work which the pupils have enjoyed, has been the
ability to demonstrate that their work is correct by drawing. This has
given considerable confidence to many pupils and a relevance which has
otherwise been missing.

a b e
the general co-ordinate (z,y,1) and the 3 x 3 matrix < c d f )
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ICME 9 — THE 9TH INTERNATIONAL
CONGRESS ON MATHEMATICAL EDUCATION

Jarmila Novotna

I join you in recognizing and celebrating mathematics as a central
part of human culture — for its applications in science and society, for
the power and beauty of its ideas and methods of reasoning, and for its
enrichment of the human spirit.

Z pozdravu amerického prezidenta Billa Clintona
zaslaného ICME 9

Uvob

Snad ve vSech védeckych oborech se dnes rozsifuje moznost seznamo-
vat kolegy s vysledky védeckého vyzkumu na narodni i mezinarodni
arovni. Stale stoupajici pocet elektronickych diskusnich skupin by mohl
vést k zavéru, ze tradiénim setkdnim na konferencich a kongresech bude
v brzké dobé odzvonéno. Ale skutecnost je jini. Osobni setkani a diskuse
o spole¢nych problémech a moznostech spoluprace je prozatim nenahra-
ditelné. Kazdy védecky obor ma nékteré mimoradné vyznamné svétové
udalosti, které se postupné staly zakladnimi konferencemi daného oboru.
V oboru didaktika matematiky je takovou nejvyznamnéjsi udélosti In-
ternational Congress on Mathematical Education ICME, ktery se kona
vzdy jednou za ¢tyfi roky. Je organizovan ICMI (International Commit-
tee for Mathematics Instructions). Letos se ve dnech 30. 7.—6. 8. 2000
v Japonsku, Tokio/Makuhari Messe, konal jiz devaty kongres (ICME 9).

Program kongrestt ICME je vzdy velmi bohaty a rtznorody. Do za-
kladni programové nabidky ICME 9 lze zahrnout Plenary a Regular
Lectures (plenarni pfednasky), Working Groups for Action a Topic Study
Groups (pracovni skupiny), International Round Table (mezinarodni ku-
laty stil), Short Presentations (kratkd sdéleni doplnénd postery). Pro-
gram byl obohacen dalsimi aktivitami, jako napf. Report Sessions on
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ICMI Studies, Sessions for Affiliated Study groups, Workshops, Natio-
nal Presentations a riiznymi vystavami. Lze konstatovat, ze kazdy z vice
nez 2000 acastnikt z celého svéta mél nejen moznost sezndmit se s nej-
novéjsimi trendy a vysledky v oboru didaktika matematiky, ale také in-
formovat o déni v tomto oboru ve své zemi a o svych vlastnich vysledcich
a oblastech zdjmu. Rozmanitosti programové nabidky se ICME 9, stejné
jako predchozi kongresy, stal zakladem pro ziskani informaci, ale i pro
vyménu zkuSenosti a navazani fady novych spolupraci v mezinarodnim
méfitku.

Oficidlnim jazykem kongresu byla angli¢tina, vzhledem k tomu, ze
se kongres konal v Japonsku, byly Plenary Lectures a vybrané Regular
Lectures simultanné tlumoceny do japonstiny.

ICME 9 se konalo v Nippon Convention Center, coz je mezinarodni
konferencni centrum ve veletrzni oblasti Makuhari pobliz Tokia, a v Chiba
Institute of Technology, coz je soukromé univerzita sidlici pobliz Ma-
kuhari. Doprava mezi obéma kongresovymi lokalitami byla zajistovana
kyvadlovou autobusovou dopravou. Mimoradné kvalitni organizacni za-
jisténi kongresu, kterym jsou Japonci svétove prosluli, vyznamneé piispélo
k celkovému tspéch celého kongresu.

Pocet Gcastniki kongresu (2 069 ucastnikii a 231 doprovézejicich osob)
byl nizsi nez na predchozich ICME, coz bylo dano hlavné tim, Ze cesto-
vani do Japonska i ndklady na ubytovani a stravovani byly velmi vysoké.

INTERNATIONAL ROUND TABLE

Predmétem Mezindrodniho kulatého stolu byla “Role matematiky ve
vzdélani pro 21. stoleti”. Byl organizovan formou devadesatiminutové
videokonference. Moderatorem byl Peng Yee Lee (Singapur). Aktivné vy-
stupovali dalsi tfi panelisté — Hyman Bass (USA), Gilah Leder (Austréa-
lie) a Akihiro Nozaki (Japonsko) — a tfi “vzdaleni pfispévatelé” — Bruce
Albert (USA), Akito Arima (Japonsko) a Tin Heng Wee (Singapur).

PLENARY LECTURES
Do programu ICME 9 byly zafazeny ¢tyfi hodinové PL:

e Mogens Niss (Dansko): Key Issues and Trends in Research on
Mathematical Education (Kli¢ové otdzky a trendy vyzkumu v di-
daktice matematiky)
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e Hiroshi Fujita (Japonsko): Goals of Mathematical Education and
Methodology of Applied Mathematics (Cile matematického vzdé-
lavani a metodologie aplikované matematiky)

e Erich Ch. Wittmann (Némecko): Developing Mathematics Edu-
cation in a Systematic Process (Rozvijeni didaktiky matematiky
v systematickém procesu)

e Terezinha Nunes (Brazilie/Velka Britanie): How Mathematics Te-
aching Develops Pupils’ Reasoning Systems (Jak vyucovani mate-
matice rozviji systémy argumentace zaki)

Bylo by opravdu obtizné stanovit, kterd z prednasek byla nejlepsi.
Kazda z nich byla velmi kvalitni, kazda pfinesla fadu skvéljych myslenek
a kazda oslovila tcastniky svym zptisobem. Prozatim byly publikovany
CtyTstrankové abstrakty téchto pfednasek [1].

REGULAR LECTURES

Na ICME 9 bylo téchto prestiznich zvanych prednasek 54. V programu
byly zarazeny v Sesti skupinach (vétsinou po desti, jednou devét a jednou
pét s nich). K jejich pfedneseni byli pozvani odbornici z celého svéta.
Dvoustrankové abstrakty uverejnéné v [1] dostali ucastnici kongresu pii
prezentaci. Vzhledem k pestrosti témat, kterym se jednotlivi prednasejici
vénovali, to bylo velkou pomoci pri rozhodovani, které z prednasek se
zucastnit.

WORKING GROUPS FOR ACTION (WGA) A Topic STUDY
Groups (TSG)

WGA mizeme definovat jako skupinu sklddajici se z téch odborniki
a ucastnikd kongresu, ktefi maji chut spolecné pfemyslet a hledat Feseni
a moznosti pro zlepseni matematického vzdélavani v jednotlivych oblas-
tech. Pro kazdou WGA byla vyhrazena tii 120-minutova zasedéni, pfi
nichz se ucastnici mohli délit dale do podskupin podle jejich zajmu. Shr-
nujici zpravy o jednéanich jednotlivych WGA byly pfedneseny posledni
den kongresu ve dvou samostatnych plenarnich zasedanich. Na ICME 9
pracovaly tyto WGA:

WGA1 Mathematics Education in Pre- and Primary School

WGA2 Mathematics Education in Junior Secondary School
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WGA3 Mathematics Education in Senior Secondary School

WGA4 Mathematics Education in Two-Year Colleges and Other Ter-
tiary Institutions

WGAS5 Mathematics Education in Universities

WGAG6 Adult and Life-long Education in Mathematics

WGAT The Professional Pre- and In-service Education of Mathema-
tics Teachers

WGAS Research, Practice and Theory of Mathematics Education
WGA9 Communication and language in Mathematics Education
WGA10 Assessment in Mathematics Education

WGAL11 The Use of Technology in Mathematics Education (Compu-
ters, Calculators, IT Media)

WGA12 The Social and Political Dimensions of Mathematics Edu-
cation

WGA13 History and Culture in Mathematics Education

TSG byly tvofeny skupinami lidi skladajicimi se ze specialist® nebo

cCastnikt, ktefi maji zkusenosti v daném oboru, preji si predstavit nebo
vyménit vysledky véetné vysledkil z praxe, a z téch tcastniki. ktefi maji
zdjem na rozvoji daného oboru a/nebo se chtéji sezndmit s dalsimi no-
vymi poznatky z dané oblasti. Kazda TSG meéla k dispozici dvé devade-
satiminutova jednani. Zadna TSG se nedélila na podskupiny. Na ICME 9
pracovaly tyto TSG:

Na ICME 9 pracovaly tyto TSG:

TSG1 The Teaching and Learning of Algebra

TSG2 The Teaching and Learning of Geometry

TSG3 The Teaching and Learning of Calculus

TSG4 The Teaching and Learning of Statistics

TSG5 The Teaching and Learning Aids and Materials (Hands-on) in
Mathematics Education

TSG6 Distance Learning in Mathematics Education

TSGT7 The Use of Multimedia in Mathematics Education

TSG8 Vocational Mathematics education

TSG9 Mathematical Modeling and Links between Mathematics and
Other Subjects

TSG10 The Trends in Mathematics and the Mathematical Sciences;
Their Reflections on Mathematical Education

TSG11 Problem Solving in Mathematics Education
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TSG12 Proof and Proving in Mathematics Education

TSG13 Mathematical learning and Cognitive Processes

TSG14 Constructivism in Mathematics Education

TSG15 Mathematics Education for Students with Special Needs
TSG16 Creativity in Mathematics Education and the Education of
Gifted Students

TSG17 Mathematics Education and Equity

TSG18 Mathematics Competitions in Mathematics Education
TSG19 Entrance Examination and Public Examinations in Mathe-
matics Education

TSG20 Art and Mathematics Education

TSG21 Ethnomathematics

TSG22 Topics in Mathematics Education in Asian Countries
TSG23 TIMSS and Comparative Studies in Mathematics Education

SHORT PRESENTATIONS

Na konferenci bylo predstaveno celkem 368 kratkych sdéleni od autori
ze 44 zemi. Z nich 328 bylo doplnéno postery, 13 videozaznamy a 27 po-
Citacovymi ukézkami. Na omezeném prostoru tohoto prispévku je nelze
podrobnéji predstavit. Uvedeme proto pro zajimavost jen prehled poctu
prispévki podle zemi. Abstrakty jednotlivych prispévki jsou publiko-
vany v [2]!.

UcasT CESKE REPUBLIKY NA ICME 9

Vyslani narodni delegace na takovou udélost je vyznamnym pocinem
védecké komunity daného oboru. Jsme radi, ze od roku 1992 (ICME 7)
se to didaktikim matematiky v nasi zemi dafi, i kdyz je tcast vzdy
finan¢éné narocna. Ceské delegace na ICME 9 v Tokiu méla ¢tyfi ¢leny,
co# je méné nez na ICME 8 (1996, Sevilla, Spanélsko — 11 tcastniki
z CR). Byli jimi RNDr. Marie Kubinova, CSc., a doc. RNDr. Jarmila
Novotné, CSc. (UK — PedF Praha), PaedDr. Alena Hospesovéa, Dr. (JU,
Ceské Budgjovice) a prof. RNDr. Ivan Meznik, CSc. (VUT, Brno).
Vyznamnym ocenénim vysledkt ceské didaktické skoly je fakt, ze
k jedné z Regular Lectures byla pozvana doc. Novotna. Prednesla pred-

IPublikace [1, 2] jsou k dispozici na Pedagogické fakulté v Praze na katedie ma-
tematiky a didaktiky matematiky.
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Argentina 2 || Austrélie 6 || Bélorusko 1
Belgie 3 || Brazilie 13 || Bulharsko 1
Ceska republika | 5 || Cina 48 || Cina — Hong Kong 14
Dansko 2 || Egypt 3 || Filipiny 2
Francie 2 || Holandsko 3 || Indie 1
Indonésie 1 || Irdn 2 || Irsko 1
Izrael 4 || Japonsko 165 || Jihoafricka republika | 5
Kamerun 1 || Kanada 2 || Kolumbie 1
Korea 5 || Madarsko 1 || Malajsie 2
Némecko 9 || Pakistan 1 || Polsko 2
Portugalsko 3 || Rumunsko 3 || Rusko 4
Slovensko 1 || Spanélsko 7 || Svédsko 2
Svyrcarsko 1 || Tadzikistan 2 || Uganda 1
Ukrajina 6 || USA 15 || Velka Britanie 11
Venezuela 3 || Zimbabwe 1

nasku s nazvem Students’ Levels of Understanding of Word Problems,
ktera vzbudila mezi tcastniky velky zdjem a byla velmi pozitivné pfi-
jata. Bylo to poprvé v historii ICME, Ze byl k pfedneseni Regular Lecture
pozvan nékdo z Ceské republiky.

Kromé této prednasky ptispély A. HoSpesova, M. Kubinova a J. No-
votna (spolu s doktorandy v oboru didaktika matematiky) do programu
ICME 9 jesté dalsimi prispévky do programi WGA, TSG i do Short
Presentations.

Soucésti programu ICME 9 bylo také Mini-Symposium on Mathema-
tics Education Journals, kde byla k vystoupeni pozvéana J. Novotna. Jeji
prispévek mél nazev How the Readers Influence Journal Content

VYZNAM UCASTI NA ICME

Jak uz bylo feseno v tvodu k tomuto ¢lanku, maji kongresy ICME mezi
konferencemi z oblasti didaktiky matematiky zvlastni postaveni. Je to
dano hlavné jeho velikosti a tim, Ze se ho zuUcastniuji zastupci vétSiny
zemi svéta. Jak je zfejmé jiz z prehledu programu ICME 9, probiha
soucasné vétsi mnozstvi akci. Pro étyiclennou delegaci z Ceské republiky
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nebylo mozné, aby se kazdé z nich zic¢astnil aspoii jeden odbornik z Ceské
republiky. Snazili jsme se nevynechat asporii ty akce, které mély vysokou
odbornou troven.

Ucast zastupctt Ceské republiky na ICME 9 byla velmi tspéSna.
Byly navazany nové spoluprace na mezinarodnich vyzkumech. Vysled-
kem téchto spolupraci jsou také predjednané vymeénné studijni i prednas-
kové pobyty, vzajemné informovani se o vysledcich vyzkumt a vyména
materialti. Priznivy ohlas na vystoupeni nasich acastnikt vedl ke zvyse-
nému zajmu odbornik mnoha zemi o konference SEMT 01 a CERME 2
poraddané katedrou matematiky a didaktiky matematiky Univerzity Kar-
lovy — Pedagogické fakulty v roce 2001 v Ceské republice. Uastnici pro-
jevili zdjem také o Letni skoly Didaktiky matematiky, které jsou dvakrat
ro¢né poradany v Choceradech.

Dalsi informace o kongresu mohou zajemci najit na webovské strance
kongresu na adrese http://www.ma.kagu.sut.ac.jp/ icme9.
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VELKA FERMATOVA VETA A NEJEDNOZNACNOST
ROZKLADU CiSLA NA PRVOCINITELE

Ladislav Skula

1 VETA O JEDNOZNACNOSTI ROZKLADU CELEHO CISLA NA
PRVOCISLA

Veskera aritmetika okruhu Z celych ¢isel je zalozena na tzv. zdkladni véte
celyjch cisel:

,Kazdé celé éislo vétsi nez 1 se dd jednoznacné vyjddiit (aZ na poradi)
jako soucin koneéné mnoha prvocisel.“ [2, Ch. 1, 7]

Diikaz této véty je zalozen ve své podstaté na tom, Ze mnozina priro-
zenych Cisel je dobfe uspotadana. Z véty vyplyva, ze zakladnim kamenem
aritmetiky pfirozenych cisel je pojem prvocdisla.

Prvocislo je ptirozené ¢islo vétsi nez 1, které mé za kladné (celé)
délitele jen 1 a sebe sama. Napf. mnozina prvocisel mensich nez 20 je
rovna mnoziné ¢isel {2,3,5,7,11,13,17,19}.

Zakladni véta celych Cisel byla jiz zndma ve starovéku, jakoz i dukaz
tvrzeni, Ze prvocisel je nekoneéné mnoho. Tento diikkaz pochazi od Euk-
leida a je veden metodou sporu. Eukleidés predpokladal, Ze existuje jen
kone¢né mnoho prvodisel: pi,ps,...,pn (n pf.¢.) a uvazoval pfirozené
¢islo N = p1ps...pn + 1. Protoze N neni délitelné zadnym z prvocisel
P1--.,Pn, nema jiné délitele nez 1 a sebe sama. Je tedy také prvocislem,
které ale nelezi v mnoZiné vSech prvodéisel {p1,...,pn}, coZ je spor.

Eukleidiv dtkaz je velmi elegantni, jednoduchy a pouc¢ny, mozno
na ném pékné demonstrovat metodu neprimého dtikazu, tzv. metodu
sporem. V soucasné dobé je zndmo vice diikazi o nekonecnosti mnoha
prvodéisel [7, Ch. I], zZaddny z nich neni vSak tak jednoduchy jako Euklei-
div.

Zakladni vétu celych Cisel mizeme také pouzit k feSeni diofantické
rovnice
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Diofantické rovnice jsou rovnice, u kterych hledame jen celociselné fe-
Seni. Trojice (x,y, z) pFirozenych ¢isel vyhovujici uvedené rovnici, se na-
zyva pythagorejskd trojice. Nejznaméjsi pythagorejskou trojici je trojice
(3,4,5) a trojice (5,12,13). Tyto pythagorejské trojice byly znamy jiz
starym Sumerdm spolu s nékterymi dalsimi, ktefi je pouzivali ve staveb-
nictvi a zeméméfictvi pro konstrukci pravého thlu. VSechna celociselna
feseni rovnice x2 + y? = 22 jsou déna nésledujici vétou:

Véta (o pythagorejskijch trojicich). Reseni rovnice x2 + y? = 2?2 p¥i-
rozenymi cisly x,y, z, kterd jsou nesoudélnd a x je sudé, je ddno tzv.
windickymi formulemi“:

z=2mn, y=m?—n?% z =m?+n?

kde m,n jsou nesoudélnd prirozend cisla ruzné parity a m > n.

2 FERMAT

Pierre de Fermat se narodil 20. srpna 1601 ve mésté Beaumont-de-
Lomagne v jihozapadni Francii a zemfel v roce 1665. Ve své dobé pat-
fil k nejslavnéjsim matematikim v Evropé. Stal se znAmym a slavnym
svymi vysledky v teorii ¢isel, analytické geometrii, po¢tu pravdépodob-
nosti a dospél az k zakladiim diferencialniho poctu.

Fermat jako matematik byl Cisty amatér, ktery byl casto nazyvan
,knize amatéri“. Povolanim byl pravnik a pracoval jako soudce v Tou-
louse. Matematice se vénoval ve svém volném case. Jednim z jeho dalsich
konicki bylo basnictvi a Fecka filologie.

Fermat 7il a pracoval daleko od Parize vzdalen od tehdejsi Spickové
matematické spolecnosti zcela izolovan. Jeho matematické vysledky se $i-
tili v tehdejsim matematickém svété prostirednictvim jeho korespondence
s jinymi véédci a pomoci riznych pojednani, které kolovaly v matema-
tické verejnosti v rukopisné formé.

7 matematickych oblasti byl Fermat nejvice zaujat teorii ¢isel, ktera
se zabyva vlastnostmi celych ¢isel, resp. ¢isel prirozenych. Zakladni vlast-
nosti pfirozenych ¢isel byly obsazeny v t¥inacti knihach starofeckého ma-
tematika Diofanta, ktery toto dilo nazval Aritmetika. Bohuzel z téchto
tfinacti knih se zachovalo pouhych Sest. Fermat studoval tyto knihy v la-
tinském pfekladu feckého origindlu provedeného Claudem Gasparem Ba-
chetem de Méziriac. Stranky Bachetova vydani Aritmetiky mély velmi
Siroké okraje, na které si Fermat psal své poznamky.
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Na strané, kterd se zabyvala Pythagorovou rovnici, uvazoval Fermat
rovnici
" +y" = 2", kde n je prirozené ¢islo, n > 3.

O této rovnici pak tvrdil, Ze nemé celociselné feSeni (nenulové) a ze ma
dtikaz pro toto tvrzeni.

wMdm skutecné nddherny dukaz tohoto turzeni, avsak tento okraj je
prilis dzky na to, abych jej zde wvedl.“ (Napsano v lating.)

Toto tvrzeni se nazyva v literature Fermatova hypotéza nebo také
Velka Fermatova véta. V anglické literatufe se ¢asto pouziva nazev Fer-
mat’s Last Theorem (Posledni Fermatova véta). Slivko posledni zde
nema vyznam posledni vyslovend véta Pierrem de Fermat, nybrz po-
sledni Fermatovo tvrzeni, které nebylo dokazano. Fermat totiz vétsinu
svych matematickych vysledki uvadél bez dikazu a béhem casu byly
tyto dikazy vytvoreny jinymi matematiky nebo byla ukazana jejich ne-
platnost.

Vice nez 350 let trvalo nez se matematikim podarilo najit spravny
dtikaz tohoto tvrzeni. Posledni ¢lanek v fetézu vét a tvrzeni z riznjych ob-
lasti matematiky — zejména tzv. aritmetické algebraické geometrie — byl
proveden britskym matematikem Andrew Wilesem na jeho pfednésce
23. Cervna 1993 v Cambridge (publikovéano v ¢lanku [10]). V kratké
dobé vsak se zjistilo, Ze tento diikaz obsahoval mezeru, ktera ale byla
velmi rychle doplnéna samotnym Wilesem a jeho zdkem Richardem Ta-
ylorem [11]. Wilestiv ditkaz pouZiva prostfedki aritmetické algebraické
geometrie, coz presahuje ramec této prednasky, a pojednava o ném cla-
nek J. Nekovére [6].

3 KUMMER — NEJEDNOZNACNOST ROZKLADU

Uzitim véty o pythagorejskych trojicich dokazal Fermat nemoznost feseni
rovnice

oh gyt =
pfirozenymi ¢isly. Odtud pak jiz snadno plyne, Ze pii feseni Fermatovy
hypotézy staci se omezit na vySetfovani Fermatovy rovmice

a4yt = 2

pro prvociselny exponent [ > 3.
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Ukézalo se, ze je vyhodné studovat tuto Fermatovu rovnici v okruhu
celych ¢isel Z[¢], kde ¢ je I-t4 primitivni odmocnina z 1, napf.
¢ = cos(2m/l) 4 sin(27/l). Okruh Z[(;] se pak sklada ze vSech kom-
plexnich &sel tvaru ag + a1 G+ ...+ ai—2 V2, kde ag, a1, . . ., aj—a jsou
celd ¢isla (racionalni). V tomto okruhu se pak leva strana Fermatovy rov-
nice da rozlozit na soucdin [ faktort a tato rovnice mé potom néasledujici

tvar:
-1

[[E+¢y =2

=0

Tento tvar je pro vySetfovani rovnice daleko vyhodnéjsi nez tvar pu-
vodni.

V minulém stoleti vétsina matematiki byla presvédcena, ze v okruhu
Z|[¢1] plati stejné zakony aritmetiky jako v okruhu celych ¢isel Z. Speci-
alné se predpokladalo, Ze v tomto okruhu plati zdkladni véta celych cisel,
presnéji véta o jednoznacnosti rozkladu prvku z okruhu Z[(;] na souéin
ireducibilnich prvka (az na pofadi a asociovanost).

Pokustt o feSeni Fermatovy hypotézy bylo v minulosti nepieberné
mnozstvi. Byly to pokusy matematikii amatéri s neseriéznimi dtikazy,
ale téz pokusy vaznych, znamych matematik. V roce 1847 ve snaze
ziskat prestizni cenu vypsanou francouzskou Akademii véd za vyfeSeni
tohoto problému ohlésili téméF soucasné (v bfeznu) slavni francouzsti
matematikové G. Lamé a A.L. Cauchy, Ze jsou jiz blizko Feseni tohoto
problému a ze se chystaji dikaz Fermatovy hypotézy publikovat. Dtkaz
obou téchto matematikti byl ale zalozen na predpokladu, ktery pokla-
dali za samoziejmy, Ze totiz v okruhu Z[(;] plati jednoznacnost rozkladu
prvku na ireducibilni prvky.

24. kvétna doslo ale k velkému prekvapeni, kdyz Liouville oznamil,
Ze obdrzel zpravu od vynikajiciho pruského matematika z Breslau (nyni
Vratislava) E.E. Kummera, Ze pfedpoklad o jednoznacnosti rozkladu na
ireducibilni prvky v okruhu Z[(;] obecné neplati. Tento fakt ukazal pro
piipad prvoéisla | = 23. V okruhu Z[(23] existuji totiZ ¢tyfi navzijem
neasociované ireducibilni prvky pi1, p2, ps, ps4 s vlastnosti

P1 X p2 =pP3 X ps.
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V dnesni dobé je znamo, Ze z okruht Z[(;] jen pro I = 3,5,...,19
plati zadkon jednoznacnosti rozkladu prvku na ireducibilni prvky, které
se pak nazyvaji prvocinitelé (prime elements).

Kummer také ohlasil, Ze nalezl zptisob, jak tento defekt odstranit.

4 ODSTRANENI DEFEKTU NEJEDNOZNACGNOSTI

V dnesni dobé€ se v matematice ¢asto pouzivad metoda, kterou se ,,vylep-
$uji“ rizné objekty s néjakou matematickou strukturou. Mame-li néjakou
,dobrou“ vlastnost pro nami vysetfovanou néjakou t¥idu objekti a né-
které z téchto objekti tuto vlastnost nemaji, dodame témto objekttim
dalsi prvky a tim vznikne novy objekt se studovanou strukturou, ktery
jiz pozadovanou vlastnost ma.

Mezi nejznaméjsi takové pripady patfi vytvoreni komplexnich c¢isel
z objektu &isel redlnych. Redln4 ¢isla nemayji vlastnost, Ze rovnice z2+1 =
= 0 mé feSeni, kdezto komplexni ¢isla tuto vlastnost maji. Dalsim zné-
mym piipadem jsou kompaktifikace topologickych prostorti nebo ztpl-
novani usporadanych mnozin.

Kummer pouzil tuto metodu k odstranéni nejednoznacnosti rozkladu
prvku okruhu Z[(;] na ireducibilni prvky tim, Ze dodal k tomuto okruhu
nové typy komplexnich ¢isel, které nazval ,idedini komplexni ¢isla“, pri-
¢emz tento novy matematicky objekt vzhledem k operaci nasobeni kom-
plexnich ¢isel jiz splnoval zédkon jednoznac¢nosti rozkladu prvku na iredu-
cibilni prvky. Tyto nové ireducibilni prvky se pak nazyvaji prvocinitelé.

Tato metoda je dnes v matematice velmi bézna, nicméné v dobé
Kummerové (kolem r. 1850) se jednalo o novy pfistup k této problema-
tice. Musime si uvédomit, zZe v této dobé jesté nebyla znama napt. teorie
mnozin a jazyk teorie mnozin se jesté nepouzival.

Timto zptisobem vyjasnil Kummer celou problematiku kolem Fer-
matovy hypotézy a postavil ji na solidni zédklady. SAm pak také prispél
pouzitim svych idealnich komplexnich ¢isel, ktera se dnes nazyvaji idedly
nebo divizory, k feSeni Fermatova problému publikaci nékterych kritérii.

Na zakladé Kummerovych vysledkt pak ve velké mire vznikla cela
fada vysledki a kriterii tykajicich se Fermatovy hypotézy. Nejznaméjsi
a snadno formulovatelné je asi Wieferichovo kritérium o Fermatoveé kvo-
cientu zalozené na tzv. malé Fermatové vété:

Véta (Mald Fermatova véta). Jestlize | je prvocislo a celé ¢islo a je
nedélitelné prvocislem l, pak ¢islo a'=' — 1 je délitelné .
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Zlomek (a'~! — 1)/I se pak nazyva Fermativ kvocient prvocisla |
o0 zdkladu a a znadi se symbolem ¢;(a).

Velkym piekvapenim byl v r. 1909 publikovany vysledek Wieferi-
cha [9] o Velké Fermatové vété:

Véta (Wieferich). Jestlize existuji pFirozend ¢isla x,y, z nedélitelnd
lichym prvocislem | s vlastnosti x'+y' = 2!, pak prvocisio | déli Fermativ
kvocient q;(2).

Prvocislo [ s touto vlastnosti se pak nazyva Wieferichovo prvocislo.
V dnesni dobé€ jsou znama jen dvé Wieferichova prvocisla. Prvnil = 1093
bylo nalezeno Meissnerem [5] a druhé | = 3511 objevil Beeger [1]. Do-
posud i za pouziti nejmodernéjsich metod a pocitaci zadné dalsi Wie-
ferichovo prvocislo nebylo nalezeno. Také Wieferichovo kritérium bylo
v mnoha smérech zobecnéno a zesileno.
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Tento sbornik obsahuje podkladové materiadly pro diskusi v ramci
konference.
Prispévky nebyly recenzovany.
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MATEMATIKA STRUKTUROVANE

Daniela Bittnerova, Jaroslav Vild

Abstrakt: Popsdany jsou néktere aspekty tvorby matematickyjch texti
pro distancéni kursy na ekonomickych a technickyjch VS, jiZ se zabyvd
kolektiv autori z TU v Liberci, z MU v Brné a ze ZCU v Plzni. Téma
volné souvist s prispévkem E. Dvordkové Matematika distancné.

Uvob

V devadesatych letech se opétovné zdiraznuje vyznam celozivotniho
vzdélavani. Pro né je zvlasté vhodna az priznacna distancni forma vzdé-
lavani, které nelze ovSsem ztotoznovat s klasickym dalkovym studiem.
Cilem pfispévku je popis tvorby ucebnich textt, vhodnych pro samo-
statné (distancéni) studium bez pfimé pomoci ucitele. Pozadavky jsou
dium. Na zdkladé dlouhodobych zkuSenosti (viz napf. [1, 4, 7]) a po
navazani kontaktd doma i v zahrani¢i se tym nadsencti pokusil vytvorit
uCebnici matematiky Sitou na miru zakladnimu vysokoskolskému kursu
matematiky v prvnich ro¢nicich na skolach ekonomickych a technickych.

DEFINICE — VETA — DUKAZ?

Bézné ucebnice matematiky maji zhruba obdobnou jiz ustalenou stavbu.
Cely text je rozclenén do definic, v nichz jsou vymezeny dilezité pojmy,
nasleduji véty, pomocné véty a jejich dusledky, kde jsou zformulovany
vlastnosti téchto pojmt a vztahy mezi nimi, v drtivé vétsiné jsou pripo-
jeny dikazy. Poté najdeme ukazkova FeSeni ptiklada (v lep$im piipadé)
a nékolik priklad® uréenych k samostatnému procviceni. Definice a véty
byvaji spojovany nejvys struénym komentafem, motivace ¢i neforméalni
avahy a navaznosti ¢asto zcela chybi. Pro studenty — zacatecniky je ¢teni

Prace v rdmci vyzk. zdméru MSM 245100302 , Diskrétni matematika a jeji
aplikace“.
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matematického textu mnohdy velmi obtizné, nebot se implicitné pfedpo-
klada vyslechnuti prednasky, ktera vétsinou vyrazné napomiize orientaci
v textu. ,Distancéni“ student je zpravidla odkézan jen na literaturu ¢i
néjaky pocitacovy vyukovy program. V omezené mire navstévuje kon-
zultace, na nichz by se vSak mély feSit jiz konkrétni problémy. Tutor
pomaha prevazné na dalku, nejvice prace musi vykonat student sam.
Nema-li zkuSenosti (z predchoziho studia), jsou pro néj klasické mate-
matické texty obvykle téméF nepiekonatelné. Autor specidlni distanéni
literatury by mél proto volit formu volnéjsi, s doprovodnym apardtem
nahrazujicim vyklad ucitele v hodinadch matematiky. Pravidelna cviceni
povinna pro prezen¢ni formu studia v textech jsou nahrazena mnozstvim
detailné vyresenych ptrikladi s podrobnym komentafem a neméla by chy-
bét sbirka ptikladu s vysledky.

Na KMD FP TU v Liberci se jiz né€kolik let mj. sleduje vliv struktu-
race psaného matematického textu (grafické tpravy zdaraziujici jeho
stavbu) na srozumitelnost pfednisek a udebnich textl pro studenty,
zejména prvnich ro¢nikd. Vychézi se z predpokladu, ze zptisob prezen-
tace mize vyrazné ovlivnit efektivitu studia. Zkouma se, zda jsou stu-
denti viibec schopni ¢ist matematicky text a jaké formy zapisu preferuji.
Zasadou je, ze studijni texty by mély pfipominat pribézné zapisovani
dobfe organizovanych prednasek na tabuli.

Besedy se studenty potvrdily, Ze grafickd tprava textu je vétSinou
vitdna — viz [3]. Pfivyknuti novému zapisu ovSem vyzaduje jisty cas.

VLASTNI ZPRACOVANT

Pri praci na distancénich textech se uplatnuje zdsada ,méné znamena
vice“. Student, vétsinou zaméstnany, obvykle studuje narazove a chce po-
citovat pokrok. Mél by tedy mit moznost najednou nastudovat ucelenou
(i kdyZ malou) ¢ast latky. Proto je vhodné text rozdélit do mensich celkt
a na jejich zac¢atku shrnout obsah a cil. Pfednost maji zakladni informace
o dané problematice se spoustou prikladi a ilustraci. Dikazy vét se uva-
déji obvykle jen ideové s odkazy na podrobnégjsi (klasickou) literaturu.
Postupuje se po malych kriccich s varovanim pred Castymi a typickymi
chybami, podavaji se rady a navody pfi feseni tloh, véetné pfipominek
yStarého“ uciva. Téma se motivuje vétsinou néjakou praktickou tlohou.
Zpracovani je volnéjsi. Pocet definic a vét je redukovan, jsou formulovany
v bé&Zném jazyce (vylouceny jsou archaismy typu ,budiz a ,paklize“).
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Nékteré pojmy jsou zavedeny pifimo ve volném textu. Kromé mnozstvi
vzorové vyteSenych pfikladt a prikladt pro samostatné procvicovani je
text prolozen tzv. ilohami. Jde o drobné problémy, jez by ctenari v da-
ném okamziku méli byt schopni roziesit. Nezdar znamena, ze vyklad ne-
byl Uplné pochopen a student by se mél vratit a prostudovat jej znovu.
Na konci témér kazdé kapitoly je vloZzen kontrolni test nabizejici mozné
odpovédi na dané otazky (spravnych mutze byt i nékolik odpovédi).
PRIKLADY BEZNYCH A STRUKTUROVANYCH PASAZi

Na typickych c¢astech matematickych ucebnicovych textd dokumentu-
jeme nékteré prohfesky (zavady), které mohou vést ke zbyteénému nepo-
rozumeéni, pfipadné odradit ¢tenare. Vyjadfujeme se k nim v pfipojenych
komentarich a formulujeme zasady pro distanéni texty.

Vynatky se snazime citovat co nejvérnéji, vcéetné grafické upravy,
délky a zalamovani fadkd. Odstranény byly pouze evidentni tiskové chyby.
Citaty jsou vyznaceny svislou plnou ¢arou vlevo, navrhované obmény
carkované.

([6]28214—287*) se na téméi péti strankach zabyva frekventovanou
a vyznamnou tématikou, a to polynomy a racionalnimi funkcemi a jejich
limitami v ,zajimavych“ bodech. Jde o standardni uc¢ebnicovy text, ktery
se vSak tézko hodi pro nezkuseného ¢tenadfe a zejména ne pro distancéni
formu vzdélavani.

([6]285'1716) Vady: a a a; iritujici linearita

Veta 73.2. Nech [ je raciondlna funkcia %, kde P(x) a Q(z) su
polyndmy. Nech a je ¢islo, ktoré nie je z oboru definicie f, t.j. Q(a) = 0.
Potom plati: f md v a nevlastni limitu zlava a nevlastnid limitu sprava,
ak bud a nie je koreriom P(x), t.j. P(a) # 0, alebo a je menejndsobnym
koreriom polyndmu P(x) ako polynomu Q(x). Funkcia f md v a limitu,
ak bud a je aspon tolkondsobngm koreriom polynému P(x) ako polyndmu
Q(x), alebo ak P(x) je nulovym polyndmom.

Komentaf. Nepiijemné koliduje znak ,,a“ v roli gramatické spojky a ma-
tematického symbolu. Kurzivni provedeni celé véty dale ztézuje rozliseni
vyznamu pismene ,a“ v daném misté. Napravou miize byt odlisny typ
pisma (matematické znaky kurzivou), nebo radéji pouziti jiného (mne-
motechnického) oznadeni. Zna¢ime-li funkei f, pak pisSme bod b, limita
L. Jiny typ pisma nemuze skodit. Dalsi vadou je linearni tok textu.



70 Daniela Bittnerova, Jaroslav Vild

Podobné unavujici linearitu pri vySetfovani limity racionalni funkce
predvadi [2, str. 129-130]. I zde by strukturace textu pomohla lépe
a hlavné rychleji pochopit smysl textu. Uvedme moznou strukturova-
nou realizaci.

Véta: Je-li R racionélni funkce, R(z) = g%g, kde C, D, st D > 0, jsou
= (z = 0)"p(x), p(b) #0,
=(z —b)*q(x), a(b) #0,
kde x, A € Ny, p, g jsou polynomy, pak | nasobnost u kofene b pro
lin}) R(z) = lim(z — b)~~*p(b)/q(b) = | ¢itatel C  jmenovatel D

polynomy na R, pfi¢emz pro b € R je |: ggg)

— p(b)/q(b) pro K =\ u(b,C) = pu(b, D)
==0 > >
— 00 < <

Komentaf. Bezprostiedni sousedstvi odlisnosti ulehc¢uje jejich identifi-
kaci.

Vétu je radno shrnout do pocetniho navodu napt. ve formé dobie
pamatovatelného hesla:
Limitaracionalni funkce v bodé b € R je dana rozdilem nasobnosti kofene
b ¢itatele a jmenovatele a ,,dosazenim® ¢éisla b (po vykréceni ,obtizného
kofenového cinitele).

([6]2857—3) Vada: Nestrukturovana linearita
Veta 73.3. Nech f je rydzo raciondlna funkcia. Potom f md voo a v —o0
limitu 0, t.j. lim f(z) = lim f(x) = 0. Ak f je nerydzo raciondlna

funkcia, md f v oo a v —oo limitu, ak sa stupne polynomov v citateli
a menovateli sebe rovnaji, a f md v oo a v —oo nevlastni limitu, ak
stupen polynomu v citateli je vacsi ako stupen polynomu v menovateli.

Zasada: Zvyraznovani zduraznovaného, strukturovani
srovnavaného

Zduraznované Casti pasaze maji ovSem byt zvyraznény strukturné ¢i ji-
nak v kontextu.

Vyznamné je rozbiti klasického linedrniho toku informaci. Vychéa-
zime z vnit¥ni struktury obsahu, kterou v textu zvyraznujeme graficky.
Za velmi vhodné povazujeme napt. stromové struktury, zddraznujici pa-
ralelni alternativy v definicich ¢i vétach. Paralelizace pomoci ,resp.“ ¢i
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zavorkovanych alternativ (nebo dokonce jejich kombinace) je odrazujici.
Oblé zavorky by se mély prednostné pouzivat pro pribézné vysvétlivky
(synonyma, zpfesnéni apod.).

([5]15015723) Vady: resp. resp. resp.; linearizace paralel
Pro kazdé k € Z je
T

2

(5.1.23) sin({(2k —1)2, (2k + 1)g>) = cos((k, (k + 1)7)) = (—1,1),

(5.1.24)  tg(((2k — 1)%, (2k + 1)%)) = cotg((km, (k + 1)7)) =R.

Protoze vSechny ¢tyfi funkce jsou v uvedenych intervalech spojité
(a nekonstantni), zobrazuji tyto intervaly na intervaly; krajni body ob-
razil jsou pritom rovny infimu a supremu piislusné funkce na prislus-
ném intervalu. Protoze minimalni resp. maximéalni hodnotou funkce si-
nus (resp. kosinus) na kazdém z intervali ((2k — 1), (2k +1)%) (resp.
(km,(k + 1)m)) je —1 resp. +1 (sr. s (1.4.22)—(1.4.23)), plati identity
(5.1.23). Protoze funkce tangens (resp. kotangens) mé v krajnich bo-
dech intervalu ((2k —1)%, (2k+1)%) (resp. (km, (k4 1)7)) jednostranné
limity rovné 4o0, je infimum resp. supremum obou funkci rovno —oo
resp. +00; z toho ihned plynou identity (5.1.24).

Zasada: Misto mnohostuptiovych ¢iselnych odkazt uvadét radéji obsah.
Odkazy na desetinnd oznaceni uzivime co nejméne.

Protoze vsechny ¢tyfi funkce jsou v uvedenych intervalech spojité
(a nekonstantni), zobrazuji tyto intervaly na intervaly; krajni body ob-
razi jsou pritom rovny infimu a supremu prislusné funkce na prislusném
intervalu. Protoze
minimélni hodnotou fcesinus na kazdém z intervalt ((2k —1)%, (2k 4+ 1)5) je —1,
maximalni kosinus (km, (k + 1)m) +1,
jak plyne z vlastnosti sin, cos, a tedy spojité funkce sin, cos zobrazuji
své maximaln{ intervaly monoténie na (—1;1). Protoze
funkce tangens ma v krajnich bodech intervalu ((2k —1)3,(2k +1)3),

1

kotangens (km, (k + 1))
jednostranné limity rovné oo,
je infimum obou funkci rovno —00,
supremum +00;

z toho ihned plyne, Ze tg, cotg zobrazuji své maximéalni intervaly mono-
ténie na celou R.
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Komentat. Bezprostiedni sousedstvi odlisnosti—shod ulehcuje jejich roz-

poznani.

ZAVER

Problematika psani odbornych texti je nevycCerpatelna. Pfi opravnéné

individudlnich (vysokoskolskych) pojetich prezentace bychom méli re-

spektovat objektivni praktické zkusenosti. Lze pozorovat jisté rozsifo-

vani repertoaru prezentacnich prostfedki — patrné vlivem (nedostateéné

osvojenych) editort. ZaleZitost zasluhuje i nadéle trvalé pozornosti.
Vénovali jsme se pfedevsim matematické tématice. Sami autori se

a Celi stale mnoha pochybnostem. Jistou itéchou vsak muze byt, ze v ji-
nych oblastech je situace s texty obvykle mnohem horsi.
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KOMBINATORIKA V UCITELSKEM STUDIU
NA MFF UK

Emil Calda

V ucebnim planu ucitelského studia na MFF UK mé kombinatorika
dotaci 2/0 a je zafazena do 2. ro¢niku; je ukoncena klasifikaénim za-
poctem. Klade si za cil dosahnout toho, aby studenti ziskali dostatecny
prehled o metodach a vysledcich klasické kombinatoriky a také potirebny
nadhled nad latkou, kterou budou na stifedni skole vyucovat. Obsahem
prednasky jsou tato témata:

Kombinatorika na stfedni skole

Princip inkluze a exkluze

Vézové polynomy

Cesty ve ¢tvercové siti, vlastnosti kombinac¢nich ¢isel

Dirichlettv princip

Rozmistovaci tlohy

Metoda vytvorujicich funkei, vytvorujici funkce pro kombinace

a variace, feSeni rekurentnich rovnic

Ve skriptech k této pfednasce (Kombinatorika pro ucitelské studium,
Matfyzpress, 1996) je kromé struéného vykladu teorie vyfesena fada pti-
kladi; nékteré mohou slouzit i k prohloubeni stredoskolské vyuky. Na
tuto prednasku navazuje vybérovy ,Kombinatoricky seminai* urceny
studentim 3. a 4. ro¢niku.

Tuto zakladni informaci je asi vhodné doplnit néjakou ukazkou. Zvolil
jsem téma, o némz se domnivam, ze neni prilis zndmé, a které se v bézné
dostupné literatufe (mné znadmé) nevyskytuje. Jde o zajimavy zpiisob
feseni tloh tykajicich se permutaci s omezujicimi podminkami — o vézové
polynomy. Ukézu tento zptisob na konkrétnim prikladu.

Kazda z princezen Py, Ps, Ps, Py, Ps, Ps si ma za ticelem ochoceni vy-
brat pravé jednoho z drakd D1, Ds, D3, D4, Ds, Dg, kazda jiného. Mame
zjistit, kolika zptisoby se to da provést, jestlize si zhyckané princezny kla-
dou podminky znézornéné vysrafovanymi policky na obr. 1 — vysrafované
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Dy | Dy | D3 | Dy | Ds | Dg

P | = = 11219 “

P, = L —

P == a2 =1

P, = =] = =

Py =

Ps = an =
Obr. 1 Obr. 2

policko P;D; znamen4, Ze princezna P; nechce draka D;. Siti S tvofené
vysrafovanymi policky pfifadime véZovy polynom v(z, S), tj. polynom

v(x, 8) = v9(S) + v1(S)x + v2(S)a® + ... + vg(S)xb,

jehoz koeficienty vy (S) pro k = 1,2, ..., 6 udavaji, kolika zptisoby lze na
policka sité S rozmistit k vzajemné se neohrozujicich vézi; pro k = 0
se definuje v9(S) = 1. Podle definice snadno uréime, ze v1(S) = 9
a ve(S) = 0, ale uréeni zbyvajicich koeficientii uz tak jednoduché neni.
V tomto daném piikladu vSak miizeme vyuzit toho, Ze sit S se da rozlo-
7it na dvé disjunktni sité Sp,Se (disjunktni sité nemaji zadny spoleény
fadek ani sloupec); sit S je tvofena deviti vySrafovanymi policky v le-
vém hornim rohu sité S, sit Sy se sklada z deviti vysrafovanych polidek
v pravém dolnim rohu sité S. Velice snadno se d4 dokazat, ze vézovy po-
lynom kazdé sité, kterou lze rozlozit na nékolik siti disjunktnich, je roven
soucinu vézovych polynomu téchto siti. V nasem pfipadé tak mame:

U(LL‘, S) - U(LL‘, Sl) ’ U(LL‘, SQ) )
a protoze podle definice

v(z,S1) = 1+5x+62%+23,
v(z,S2) = 1+4x+42%,

plati
v(z, S) = (14+52+622+23) (1+4r+42?) = 14+924+302°+4523+28x* +4a2°.

Proc¢ jsme vSak tento polynom viibec urcovali? Protoze plati véta, ktera
se da pomérné snadno odvodit z principu inkluze a exkluze:
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Véta: Pocet permutact s omezujicimi podminkami z n prvki je ddn

souctem
n

> (D u(S)(n — k),

k=0
kde vk (S) jsou koeficienty véZového polynomu v(x,S) sité S, kterd znd-
zornuje omezugici podminky.

Pocet zptlisobi, jimiz si princezny mohou vybrat draka podle svého
prani, je tak roven

6
> (1) Fup(S)(n—k)! = 6! —9-5! 43041 —45-31 42821 — 411 = 142.
k=0

Timto postupem také snadno odvodime pocet D, nepotadkt z n
prvki, tj. pocet permutaci, ve kterych zadny z prvkd a; neni na i-tém
misté. Z odpovidajici sité na obr. 2 je zrejmé, ze ji lze rozlozit na n dis-
junktnich siti (kazda je tvofena jedinym polickem), takze pro jeji vézovy
polynom v(z, S) plati:

()"

Je tedy vi(S) = (Z), coz znamena, ze pro pocet D,, nepoiadkl v souladu
se znamym vzorcem plati

hE

o, §) = (L+a)" =

>
Il
=

n

Dy =Y (1)Fup(8)(n — k) = (~1)F (Z) (n —k)!
E k

k=0

(=}

Ukazme si jesté pro zajimavost, jak se da také postupovat v pfipadé,
ze danou sif nelze rozlozit na sité disjunktni; piiklad takové sité je na
obr. 3. Postupujeme tak, ze zvolime policko w a budeme uvazovat sit
Swi, kterd je tvofena vsemi policky sité S kromé policka w, a sif Sy,
kterd vznikne ze sité S vynechanim fadku a sloupce, v nichz lezi policko
w. (Policko w zvolime tak, aby se daly snadno uréit véZové polynomy siti
Swi1, Swe.) Pomérné jednoduse se d4 dokézat, Ze pro vézovy polynom celé
sité S plati:

v(x, S) = v(x, Sw1) + x - v(z, Sw2) -
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11231415
ay | =
a2 | = | =
as = | w
a4 E|E|=E
a5 = | =
Obr. 3

Vsimneme-li si, ze v siti na obr. 3 bylo policko w zvoleno tak, ze kazdou
ze siti Sy1, Swa2 1ze rozlozit na dveé sité disjunktni, dostaneme

v(z,Sw1) = (1+4x+ 322)(1 + bz +42?),

v(z,Sw2) = (14 3x+ 2?)(1 + 4z + 22?),
odkud po neprilis pracném vypoctu zjistime
v(z,S) = v(x, Sw1) + - v(x, Swa) = 1+ 10z + 3422 4 462° + 222 4 225 .
Pro pocet permutaci s omezujicimi podminkami znazornénymi na obr. 3
(prvek aq neni prvni, prvek as neni prvni ani druhy, prvek as neni druhy

ani tfeti, prvek a4 neni treti ani ¢tvrty ani paty, prvek as neni ¢tvrty ani

paty) to znamend, Ze jejich pocet je
5/—10-41434-3!1—46-2!4+22-11—2-0! =12.

(I kdyz lze tento konkrétni vysledek ziskat snadnéji vyctem jednotlivych

permutaci, na eleganci tohoto postupu to viibec nic neméni.)

Doufam, ze z tohoto kratkého vykladu je patrné, ze miniteorie o vé-
zovych polynomech je zajimava a nékdy i uzite¢na.
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JEDEN USPESNY POKUS O MOTIVACI
STUDENTU — RSA

Marie Demlova

Jednim z nejvétsich problémi, které musi fesit vyucujici matematiky
na technickych vysokych skolach, je maly zdjem, Casto az nezajem, stu-
dentt o matematiku. Znacna ¢ast studentt pristupuje k matematice jako
yhutnému zlu“ a jejich jedinym cilem je slozit zkousku a to s nejmensi
moznou namahou. Navic soucasné trendy ve vyuce matematiky na tech-
nickych vysokych skolach preferuji porozumeéni matematickym modeltim
pred jejich bezmyslenkovitym pouzitim. To znamené, ze u matematic-
kych problémt je vice kladen diiraz na pochopeni, proc¢ se problém fesi
pravé touto metodou, pfed pouhou znalosti, jak se problém fesi. Ovsem
uziti znamého postupu. Musime proto studenta presvédcit, aby se o ma-
tematiku a jeji pouziti vice zajimal a sam si kladl otazku proc.

Neju¢innéjsim fesenim by bylo zménit styl zkouseni tak, aby student
bez porozuméni nebyl schopen zkousku vykonat. To je ale velmi obtizné.
Porozuméni se jen velmi obtizné zkousi pisemnou formou. To, co je u prv-
niho problému porozumeénim, miiZze u obdobného byt jiz jen naucenou
strategii bez pochopeni souvislosti.

Jinym zptisobem motivace studentti, a podle mého nazoru jednodus-
§im, je ziskavat zdjem studentti o matematiku tim, ze jim ukazeme apli-
kace, které studenty zajimaji. Studenti, ktefi pfimo ,vidi“ uzite¢nost
jednotlivych partii matematiky, se o dané partie matematiky zajimaji
a snazi se ziskat (asporii néktefi) hlubsi znalosti. Pro studenty vypocetni
techniky a elektrotechniky jsou takovou aplikaci napt. bezpe¢nostni kédy
a Sifrovani. Cilem prispévku je ukazat, které partie matematiky jsou ne-
zbytné k pochopeni bezpecného Sifrovani zprav pomoci tzv. verejného
klice metodou RSA, a tudiz, které partie matematiky se diky vysvétleni
RSA stanou pro studenty zajimavéjsi.
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Uvedme nejprve, jak RSA pracuje. (Jméno RSA ziskala tato metoda
podle inicial pfijmeni autori, jsou to R.L. Rivest, A. Shamir a L.M. Adel-
man [3].) Dvé osoby, nazyvejme je Alice a Bob, si potfebuji posilat zpravy
tak, aby je nikdo nepovolany nebyl schopen precist. Kazdou zpravu nej-
prve znamym zpusobem prevedou na ¢islo. Kazdému pismenu latinské
abecedy prifadi ¢islo od 1 do 26. Zprava o k pismenech pak pfredstavuje
¢islo z, pro néjz plati 0 < x < 26*. Predpokladejme, Ze x je &islo, které
ma méné nez 200 cifer. Kdyby zprava byla delsi, rozdéli se na nékolik
kratsich zprav.

K vlastnimu Sifrovani si Alice i Bob vyberou kazdy dvé velka prvo-
¢isla (o alespoii 200 cifrach), ozna¢me je pa, ga pro Alici a pg, gp pro
Boba. Polozme ng = pa - qa, ng = pp - qg. Navic si Alice zvoli ¢islo
ea nesoudélné s ®(n4) = (pa — 1) - (ga — 1), Bob ¢islo ep nesoudélné
s ®(np) = (pp —1) (g — 1). Cisla e4 a ep se nazyvaji Sifrovaci expo-
nenty (pismeno e pochézi od anglického slova encryption). Na zavér Alice
spoCita (to jediné) ¢islo da, pro néjz da - e4 = 1 (mod ®(n4)). Obdobné
i Bob spocita ¢islo dp, pro néjz dg - eg = 1 (mod ®(np). [a = b(modn)
znamena, ze a—b je délitelné n.] Cisla d4 a dp se nazyvaji desifrovaci ex-
ponenty (pismeno d pochazi od anglického slova decryption.) Alice a Bob
zvefejni dvojice (na,ea) a (np, ep) (tzv. verejnyg klic). Co Alice taji, jsou
prvoéisla pa, ga (a tudiz i ®(n4)) a desifrovaci exponent d4. Obdobné
se chovéa i Bob.

Predpokladejme, ze Bob chce Alici poslat zpravu x. Bob vysle ¢islo
x* mensi nez n 4 takové, Ze

¥ =2 (modny). (1)

(To znamend, ze Bob povysi zpravu x na Alicin znamy Sifrovaci exponent
e.) Alice po ptijeti ¢isla z* spoéita ¢islo (x*)® (opét mensi nez n4 ) podle
vztahu
(2*)° = (z*)% (modn,). (2)

(Jinymi slovy Alice povysi prijaté ¢islo z* na sviyj desSifrovaci exponent. )
Jestlize x* spliluje rovnici (1), pak (z*)° = z. Jinymi slovy (z*)° je
desifrovana zprava .

Predstavme si, ze navic Alice chce mit jistotu, Ze zpravu x* skutecné
vyslal Bob (a nejde o podvrh). Pak Bob navic za x«* pfipoji ¢islo y*,
které ziskal nasledujicim postupem:

*

y* = 2% (modnp). (3)
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Jinymi slovy, Bob povysi zpravu na sviij desifrovaci exponent. Alice po
obdrZeni y* spocita

(y")° = (y7)°" (modnp). (4)

Tj. Alice povysi y* na Bobuv Sifrovaci (tudiz zndmy) exponent. Jestlize
y* vyhovuje rovnici (3), pak y* = z.

Zpravé y* se také ¥ika elektronicky podpis. Je to proto, Ze méa Alice
nejen jistotu, ze zprava pochazi od Boba, ale navic ani Bob v budoucnu
nemiuze poprit, ze zpravu vyslal — desifrovaci exponent nezné nikdo jiny
nez Bob.

Co z matematiky je potfeba k tomu, aby student porozumél pred-
chozimu postupu?

1. Student musi rozumét kongruenci modulo n. A to nejen definici,
ale musi znat i jeji vlastnosti. To pfirozené vede na pocitani se
zbytkovymi tfidami mod n.

2. Student potfebuje védét, ze plati: Je-li ¢islo a nesoudélné s n, pak
existuje pravé jedno ¢islo b takové, Ze a - b = 1 (modn).

3. Student musi znat tzv. Fulerovu funkci ®(n), kterd je rovna poctu
prirozenych ¢isel mensich nez n, ktera jsou s n nesoudélna. Musi
znat i jeji vlastnosti:

a) Je-li p prvodislo, pak ®(p) =p — 1.

b) Jsou-li m, n nesoudélna &isla, pak ®(m - n) = &(m) - &(n).

4. Student potfebuje znat Euler-Fermatovu vétu: Je-li ¢islo a nesou-
délné s n, pak
a®™ =1 (modn).

Bod 2 predchoziho vyc¢tu vyzaduje:

a) Porozuméni Eukleidovu algoritmu pro nalezeni nejvétsiho spolec-
ného délitele a vyuziti tohoto algoritmu pro feseni Diophantickych rovnic
typu

ax+by=1.

b) Védét, ze v kazdé pologrupé existuje k libovolnému prvku nejvyse

jeden inverzni prvek.
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Chceme-li ukazat pravdivost tvrzeni v bodu 3b, je vyhodné si uveé-
domit:

a) Vsechny invertibilni prvky v Z,, tj. prvky nesoudélné s n, tvofi
podpologrupu (Z,, -), kterd je grupou. Oznacme ji (Z;, ).

b) Z Cinské véty o zbytcich vyplyva, ze jsou-li m, n nesoudélné, pak
grupa (Z%, .., -) je isomorfni s kartézskych souéinem grup (Z%,,-) a (Z7, -).

Ukéazat pravdivost Euler-Fermatovy véty se zadkladnimi znalostmi
o kone¢nych Abelovych grupéach je jednoduché.

Shriime na zaveér, které partie jsou potfebné k pochopeni RSA.

1. Eukleidtv algoritmus a z néj vyplyvajici Bezoutova véta.
2. Reseni Diophantickych rovnic.
Zbytkové tiidy a grupy invertibilnich prvka (Z7, ).

Cinska véta o zbytcich.

orok W

Abelovy grupy.

Jsem pfesvédcena o tom, ze podobné priklady aplikaci mohou pod-
statnym zptsobem zvysit zdjem studentil technickych oborti o matema-
tiku a tim i usnadnit praci ndm, ktefi je chceme ,matematice naucit®.

LITERATURA

[1] Kiizek M.: Md ryze teoretickd matematika uplatnéni v technické
prazi? PMFA, 44 (1), 1999, 14-24.

[2] Koblitz, N.: Algebraic Aspects of Cryptography. Springer, Second Ed-
dition, 1999.

[3] Rivest, R.L. — Shamir, A. — Adelman, L.M.: A method for obtaining
digital signatures and public key cryptosystems. Comm. ACM 21,
1978, 120-126.



7. SETKAN{ UCITELU MATEMATIKY 81

MATEMATIKA DISTANCNE

Eva Dvorakova

Abstrakt: Jsou uvedeny definice a zdkladni pedagogicko-psychologické
problémy distancniho vzdéldvdni, role a pravidla tvorby specidlnich stu-
dignich texti a naznaceny s tim souvisejici moznosti a problémy v distancni
formé studia matematiky.

Vysokoskolsky zadkon zminuje tii formy studia: prezenc¢ni, distanéni
a kombinovanou. Kombinovana forma studia je kombinaci obou pfedcho-
zich forem a je pfechodnou fazi v dobé, kdy ucivo jesté nebylo zpracovano
distan¢né v celém rozsahu.

Distanéni studium predstavuje novou formu studia, u nas az do konce
80-tych let prakticky nezndmou. Cilem pfispévku je struc¢né charakteri-
zovat distancni vzdélavani a pokusit se naznacit moznosti a problémy
vyuky matematiky distancni formou. S ohledem na §ifi problematiky se
zamérime pouze na zakladni problémy spojené s piipravou studijnich
texti.

CAST 1: DISTANCGNI FORMA STUDIA

DEFINICE DISTANCNIHO VZDELAVANI{

Distan¢nim vzdélavanim nazyvame takovou formu fizeného vzdélavani,
kdy vyucujici a studujici nejsou v pfimém kontaktu a studujicim jsou
k dispozici:

e systém konzultaci a poradenstvi,
e specialni studijni materialy.

Konzultace a poradenstvi jsou zpravidla zajistovany specidlnim cen-
trem, pedagogu se tykaji odborné konzultace organizované individualné
a hromadné formou tzv. tutoriali. Povolani tutora je u nas zatim ne-
zndmé a je podceniovano. V soucasné dobé je jedinou moznosti vhodny
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vybér vyucujicich a alespon kratké zakladni skoleni o praci a metodach
tutord.

Specialni studijni materidly jsou v distanénim studiu c¢asto jedinym
komunika¢nim prvkem mezi ucitelem a studujicim a soucasné zakladnim
studijnim zdrojem. Tradiéné jsou to studijni texty, audio- a videopro-
gramy, vyukové programy, rozhlasové a televizni vysilani. Bez ohledu
na to, zda jsou studijni materidly studentim zasilany postou nebo pies
Internet, ztstava stézejni role studijnim texttim, které jsou i v multime-
dialnich kurzech studentim k dispozici v tisténé podobé.

ROLE STUDIINICH TEXTU V DISTANCNIM STUDIU

Role distanc¢nich studijnich texti je jednoznac¢na: maji kvalitnim zptiso-
bem nahradit prednasky a seminéafe, tj. prezenc¢ni vyuku denniho stu-
dia. Chceme-li se vyvarovat negativnich zkusenosti z dalkového studia,
skripta ani uéebnice nemohou distanéni texty nahradit. Ukolem distané-
nich textl je nejen umoznit studenttim zakladni orientaci v oboru, vy-
zdvihnout stézejni poznatky a zavéry, naznacit principy aplikace teorie
do praxe, ale zejména ridit studijni proces a zajistit nezbytnou komuni-
kaci se studenty.

S ohledem na roli distancnich textt je zfejmé, ze metodické zpra-
covani uciva a forma jeho podani jsou pfrinejmensim stejné dilezité,
jako odborna troveri. Tim neméme na mysli snizovani arovné studia —
odborné literatury maji studenti k dispozici dostatek. Nezastupitelnost
textl spociva v jejich pedagogicko-psychologickych vlastnostech, vhodné
motivaci ke studiu, dostatku zpétné vazby a kvalitnim Fizenim studijniho
procesu.

PEDAGOGICKO-PSYCHOLOGICKA PROBLEMATIKA DISTANCNIHO STUDIA

Zabyvame-li se problematikou distan¢nich textt, je tfeba upozornit ale-
sponi na t¥i zakladni pedagogicko-psychologické aspekty distanéniho
studia:

1. Studujici jsou dospéli lidé z praxe, ktefi maji rozdilné odborné
i praktické zkusenosti a znalosti. Jejich podminky ke studiu jsou
ztizené a po celou dobu studia prekonavaji intenzivni pocity izo-
lace. To by mélo ovliviiovat zptisob vykladu uciva a volbu ilustra-
tivnich prikladd a zdivodiovat zvysenou potfebu zpétné vazby
u distan¢nich studenti.
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2. Dalsim vyznamnym aspektem distanc¢niho studia je skutecnost, Ze
ucitel a studujici se neznaji a k jejich osobnimu setkani bézné do-
chézi az u zkousky. Tim je ztizena vzajemna komunikace a soucasné
nabyva velky vyznam naprosty nedostatek zpétné vazby o prubéhu
studijniho procesu pro ucitele. Nedostatek zpétné vazby nelze uci-
teli ni¢im nahradit, mizeme pouze predchazet moznym nasledktim.
Osvédcenymi metodami jsou:

e sdélit studenttim jasné a jednoznacné, o co nam jde, tj. jaké
jsou cile studia,

e volit srozumitelnou, prehlednou a jednoznacnou formu preda-
vani informaci a znalosti.

3. Nespornym pedagogickym problémem jsou nedostateéné studijni
dovednosti studujicich. Absolventi stfednich $kol nemaji vlastni
osvédcené zpiusoby studia, ani dostatecné znalosti prace s infor-
macemi. Problémy jsou nasobeny vyraznou zménou role dospélych
studujicich v poslednich letech a zkreslenymi predstavami o pri-
béhu a drovni studia. Distan¢ni texty by mély byt oporou pfi pre-
konavani studijnich problémi, zejména v prvnim roce studia.

Shriime vyse naznacené principy, které je tfeba dodrzovat pfi psani
distan¢nich studijnich texti:

e Vyuzivat praktické zkuSenosti studujicich, mit na paméti rozdilnou
aroven vstupnich znalosti a zvySenou potfebu motivace.

o Resit problémy zpétné vazby:

— Poskytovat studujicim dostatek vhodné zpétné vazby,

— vyrovnavat nedostatek informaci o spravnosti a pritbéhu vzdé-
lavaciho ptisobeni.

o Ridit vlastni studijni proces a zajisfovat aktivitu studujicich.

TYPOGRAFICKA FORMA TEXTU

Na rozdil od jiné odborné literatury ma v distanc¢nich textech vyznam
i jejich formalni vzhled. V metodice distanéniho vzdélavani je typogra-
ficka forma textu povazovana za pedagogicky nastroj. Nahrazuje au-
diovizualni projevy pedagoga, jako jsou gesta, mimika a zvySeni hlasu,
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kterymi béhem prednasky udrzuje zajem a upozoriiuje na dtlezitost pro-
biraného uciva. Pedagog je zodpovédny nejen za odbornou a pedagogic-
kou kvalitu studijnich texti, ale i za jejich formu. Kromé béznych zasad
u studijnich textd, zaméfenych zejména na

e format studijnich texti, volbu pisma, rozmisténi textu na strance,
e uceleny a co nejjednodussi systém hlavnich a vedlejsich nadpist,

je zvykem vyuzivat formy textu k usnadnéni studia. Vhodn4 forma textu
je ocenovana zejména v prechodné ztizenych podminkach ke studiu. Do-
porucuje se vyuzivat nasledujici prvky:

e piehledné zpracovany detailni obsah,

e obrazky, schémata a tabulky ilustrujici ucivo a usnadnujici jeho
pochopent,

e uceleny systém znakt pro oznaceni dulezitych ¢asti uciva, riznych
druht aktivit, tkolid, shrnuti uciva apod., usnadnujici orientaci
v textu.

CAST 2: MOZNOSTI A PROBLEMY VYUKY MATEMATIKY
DISTANCNI FORMOU

V zemich zapadni Evropy se matematika distanc¢né vyucuje zcela bézné
a stejné tspésné jako jiné obory. Dobrych vysledkt se dosahuje s mini-
malnim poc¢tem hodin tutoriali, které maji charakter praktickych cviceni
a nikoliv pfednéasek ¢i jiné formy vykladu uciva. Osvéd¢enymi studijnimi
materidly jsou tisténé studijni texty. V poslednich deseti letech jsou texty
dopliovany stéle castéji vyukovymi programy na CD ROM nebo pii-
stupnymi pres Internet, jejichZ cilem je umoznit kontrolu teoretickych
znalosti a procvicit pocetni dovednosti.

Kapitoly distanc¢nich text maji zcela klasickou strukturu, zahrnujici
avod, vyklad uciva a zavér. Kazda z téchto Casti obsahuje charakteris-
tické pedagogicko-psychologické prvky, jejichz zdivodnéni jsme v pred-
chozi Casti alespon naznacili. Na zakladnim schématu distan¢nich texti
se nyni pokusime ilustrovat a naznacit moznosti a problémy v distan¢nim
vzdélavani matematiky.
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Uvobp

Uvod kazdé kapitoly obsahuje nasledujici ¢asti:
e Stanoveni cilti, popis studijnich vysledki.

e Studijni data (¢as potfebny ke studiu kapitoly, odbornou literaturu
atd.).

e Je-li to potreba, stru¢né shrnuti predbéznych znalosti.

Nejdilezitéjsi ¢ast ivodu nazvana ,stanoveni cili, popis studijnich
vysledki“, ma za tkol predchazet problémtm vzniklym nedostatecnou
zpétnou vazbou pro pedagoga. Na rozdil od humanitnich obort je v ma-
tematice pomérné snadné sdélit studujicim jasné a jednoznacné, co se
maji naucit. Jedné-li se o nabyti teoretickych znalosti, sta¢i predlozit
sylabus, ktery je diky pfesné matematické terminologii zpravidla jedno-
znacny. Je-li cilem kapitoly osvojeni pocetnich algoritmi ¢i jinych doved-
nosti, pak se doporucuje formulovat cile konkrétné, véetné pozadované
rychlosti feSeni tlloh, mnozstvi a charakteru tolerovanych chyb.

VYKLADOVA CAST
Vyklad uciva zavisi na osobnosti kazdého pedagoga a neexistuje obecny
navod, jak ucivo predkladat. Velkou dilezitost mé& metodické zpracovani
uciva. Rozsah a styl bude ziejmé zaviset na charakteru a rozsahu dalsi
zékladni odborné literatury.

Zacinajicim autortiim distanc¢nich textt se pfi vykladu u¢iva doporu-
Cuje mit na paméti nasledujicich pét bodi, z nichz prvni t¥i maji zdsadni
dtilezitost s ohledem na nedostatek zpétné vazby o pribéhu studia:

e Vybér udiva (uceleny systém zakladniho uciva, detaily a dodatky
mé studujici moznost zjistit z jinych zdroji),
e Vhodny styl vykladu, navazani dialogu se studujicim.

e Logicka struktura vykladu.

e Vhodné priklady a ilustrace dospélym z praxe samostatné studium
usnadnuji, je tfeba je volit promyslené. U distanc¢nich studenti se
doporucuje predpokladat dobrou praktickou znalost oboru, ktery
studuji.
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e Schémata a prehledy shrnujici zakladni poznatky a jejich vztahy
jsou studujicimi ocenovany jako prehledny zdroj zakladnich infor-
maci. Usnadiiuji studium ve ztizenych podminkéch a pri opakovani
uciva.

Vykladem uciva se zabyvaji v pfispévku Matematika strukturované
Dr. Bittnerova a doc. Vild, zde chceme pouze vyzdvihnout dva body
schématu: vybér uciva matematiky a zpisob vykladu.

Vybér uciva v matematice je obecnym problémem a tyka se nejen
distan¢niho studia. Studenti jsou zahlcovani mnozstvim novych pojmi
a vét na ukor rozvoje jejich mysleni a dovednosti fesit problémy. Pokud
jsou tyto dovednosti dostateéné rozvijeny, lze omezit pocet predklada-
nych vét a poucek, protoze studenti jsou schopni je odvodit sami, a to
formou feseni vhodnych problémovych tloh.

Druhy problém se tyka vykladu uciva. Obvyklé schéma ,definice —
véta — dikaz“ je pro distancéni texty neprijatelné. Vyzaduje schopnost
umét samostatné studovat matematicky text, kterou u absolventti stfed-
nich kol nemutzeme predpokladat. Ve vétsiné zahrani¢nich studijnich
textl se toto schéma nevyskytuje. Definice byvaji nahrazeny méné for-
malnim vysvétlenim novych pojmi a je-li to mozné, jsou disledkem fe-
Seni problémovych tloh. Pfesnd formulace vét zistava, vétSinou jsou
uvadény jako zavér predchoziho vykladu uciva, ktery nahrazuje dikaz.

ZAVER
Podobné jako tvod, i zavér kapitoly miva nasledujici standardni struk-
turu:

e Strucny obsah kapitoly usnadnujici opakovani uciva.
e Rozséahlejsi pripady z praxe.
e Autokorektivni cviceni s bodovym ohodnocenim.

Rozsahlejsi pfipady z praxe mohou v matematice znamenat napf.
problémové tlohy s praktickym zaméfeni. Autokorektivni cvideni maji
formu testtt nebo jednoduchych prikladi s cilem osvojit si u¢ivo a procvi-
¢it pocetni dovednosti. Soucasti textl jsou vysledky cviceni. V modernich
kurzech byvaji autokorektivni cviceni predklddana formou vyukovych
programt.
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AKTIVITA sTUDUJICICH

Zajistovat aktivitu studujicich v pribéhu studia je nejosvédcenéjsi zpi-
sob, jak udrZet jejich pozornost, zajistit dobrou troven studia a posky-
tovat potfebnou miru motivace a zpétné vazby. Distancni studijni texty
se na prvni pohled odlisuji od skript zejména viditelnou snahou peda-
goga vybizet studujici k neustdlé aktivité. V matematice lze aktivitu
studujicich rozdélit schematicky do péti skupin:

e Recnické otéazky, otazky vybizejici k zamysleni nebo pifimo k pi-
semnému vyjadieni vlastniho nézoru. Sprdvna odpovéd nasleduje
jako soucast vykladu.

e Ukoly praktického razu, vybizejici k zopakovani nebo vyhledani
informaci.

e Jednoduché tkoly spocivajici v pfimé aplikaci vysvétleného uciva.
Studujici nemaji k dispozici spravné reseni. Pokud si nevédi rady,
je to pro né signal, Ze potfebuji konzultaci.

e Autokorektivni cviceni byla popsana v predchozi ¢asti. V tisténé
podobé byvaji soustfedéna na konec kapitoly, ale doporucuje se
zacleriovat je i do vykladu uciva.

e Ulohy uréené k opravé jsou v podstaté semestralni prace. Mély
by mit problémovy charakter nebo fesit konkrétni praktické tlohy.
Studujici odevzdavaji alesponn jednu tlohu za semestr, v idealnim
pfipadé jednu tlohu na zavér kazdého tématu.

Problematika distan¢niho studia matematiky je Siroka a nemuze byt
feSena v ramci jednoho prispévku. Vzristajici pocet studijnich programi
v technickych oborech organizovanych kombinovanou formou je znam-
kou toho, Ze vyuka matematiky distancné je aktualni. Pokusili jsme se
predlozit zakladni informace o distan¢nim vzdélavani a s tim spojené
problémy ve vyuce matematiky a radi bychom touto cestou iniciovali
diskusi o distanénim vzdélavani matematiky.
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GOSPERUV ALGORITMUS
PRO URCENI SOUCTU RADY

Jaroslav Hora

Jiz ve stfedoskolské matematice a samoziejmé i v kursech vysoko-
skolské matematiky se casto setkdvame s tlohami pozadujicimi urceni
souctu konecné ¢i nekonecéné ¢iselné fady. Nejde zajisté o trivialni zale-
zitost. O to vice bychom vSak mohli byt pfekvapeni, kdyz tlohy tohoto
typu predlozime ,,velkym“ pro%r)amﬁm pocitacové algebry jakymi jsou
kupt. Maple™ ¢i Mathematica™, ¢i dokonce i nékterym ,malym* kal-
kulatorim umoznujicim provadét symbolické vypocty. Mnohdy bychom
se neubranili otazce: ,Jak to, ze to ten kus zeleza umi také?“

Pfi tvorbé sumacnich algoritmi bylo odvedeno mnoho prace. Ukazuje
se, ze pokud maji ¢leny se¢itané fady ,,vhodny* tvar (hypergeometrickd
posloupnost), mize byt Géinny tzv. Gosperuv algoritmus, jehoZ zapis
je uveden dale. Pritom lze Tici, Ze se tento algoritmus opira jen o prova-
déni algebraickych operaci s polynomy.

1. r := true

2. if a,, = 0 then s(n) := 0; return fi

4. while res,,(¢(n), r(n + j*)) has a non-negative integer root j* do
(

g(n) == (q)(n),r(nJrj*))
_ q\n
rln)
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p(n):==p(n)-g(n)-gn—1) ...-g(n —jx+1)

5. 1, :=st(¢(n + 1) +r(n))

L == st(qg(n + 1) — r(n))

if i, <1, then k := st(p(n)) — I

else
ko := [—lp-coe f(q, Iy)—coe (g, Ly—1)+coe f(r, [,—~1))/coe f(q, )
if (ko is integer) then k := max(ko, st(p(n)) — I, + 1)
else k :=st(p(n)) — 1, +1
fi

fi

if £ < 0 then r := false; return fi;

6. [determination of f]
determine a polynomial f(n) satisfying p(n) = g(n+1)f(n) —
r(n) - f(n—1),
st(f(n)) < k, by solving a system of linear equations for the inde-
terminate coefficients of f(n) = exn®+ . 4+ en+
if (solution does not exist) then r := false; return fi;

Syt e ().
" p(n) ’
Sp 1= S — S0
return

Nyni kratky komentar k uvedenému algoritmu.

Definice: Posloupnost {a,};2; se nazyvd hypergeometricka, pravé
kdyz pro vSechna n € N lze podil dvou néasledujicich ¢leni posloupnosti
a u(n
vyjadiit ve tvaru —— = Q, kde u(n), v(n) jsou polynomy.
an—1  v(n)

Nésledujici dvé véty poskytuji Gosperovu algoritmu teoreticky za-
u(n)
v(n)

tém, pro dalsi postup velice uziteéném, tvaru.

klad. Prvni z nich k4, Ze racionalni funkci 1ze reprezentovat v jis-
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u(n)
v(n)
u(n) _ p(n)-q(n)

o) " pn—1) () ®

kde p, q,r jsou polynomy splnujici podminku

D(g(n),r(n+j)) =1 (2)

Véta 1: KaZdou raciondlni funkci nad télesem T lze zapsat ve

tvaru

pro vsechna j € Ny.

Polozme nejprve p(n) := 1, q(n) := u(n), r(n) := v(n). V bodé 4
algoritmu se pracuje s tzv. rezultantem R(j) = resy (q(n), r(n+ j*)) po-
lynomt ¢(n), r(n + j*). Pfipometime, Ze timto rezultantem se rozumi
determinant utvofeny z koeficientt obou polynomii, a také to, ze vypo-
Get rezultantu lze opét realizovat operacemi s polynomy (viz kupt. [1]).
Ma4-li rovnice R(j) = 0 alesponl jeden kofen j* v mnoZiné Ny, pak polo-
Zime

Vzhledem k tomu, ze stupné polynomi ¢ tvoii klesajici posloupnost pti-
rozenych ¢isel, skon¢i popsany proces v koneéném poctu krokt.

(n)

U
Definice: Necht ﬁ je racionalni funkce nad télesem T a polynomy
v(n

p,q,” maji vlastnosti uvedené ve vété 1. Pak trojici p, q,r nazyvame

.. . o U
regularni reprezentaci podilu —.
v

Nasledujici véta ukazuje, pro¢ je vyhodné mit vypocétenu regularni

reprezentaci podilu
Qp—1

Véta 2: Necht {a,},>q je hypergeometrickd posloupnost nad télesem T

a necht polynomy p, q,r tvofi requldrni reprezentaci podilu
Qp—1
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n
Jestlize i posloupnost {s, }ory, kde s, = Z a;, je hypergeometrickd,
i=1
pak lze n-ty cédstecny soucet s, vyjddrit ve tvaru

PG ) B
= i) 3)

pro jisty polynom f(n) spliugict podminku
p(n) =q(n+1)- f(n) —r(n)- f(n—-1). (4)

Ukazuje se, ze stupenl k polynomu f lze rovnéz urcit algoritmicky.
Oznacme

I, :=st(gln+1)+7r(n)), In:=st(gln+1)—rn)).
1. Pokud I, < l,,, pak k := st(p(n)) — lm.

2. Pokud [, > l,,, je nejprve vypocteno ¢islo ko. (Doho_dnéme se, ze
zapisem coef(p(n),i) se mini koeficient u mocniny n* v polynomu

p(n)).

ko = [y - coef(q,1p) — coef(ql, — 1) + coef(r, 1, —1)]/coef(q, Ip).
Jestlize je kg celé ¢islo, pak polozme k := max(ko, st(p(n))—1,+1).
Pokud kg neni celé, pak polozme k := st(p(n)) — I, + 1.

Nakonec, je-li k < 0, pak teorie fikd, ze {s, }n—, neni hypergeome-
n

trickd posloupnost, a tedy rada Z a; neni gosperovsky séitatelna.
i=1
Jinak muzeme ve vypoctu pokracovat.

Z veéty 2 vime, ze Gosperuv algoritmus nemusi byt vzdy tspésny.
Pfedpoklada se, Ze je ddna hypergeometrickd posloupnost {a,}oe ;. Od-
povidajici posloupnost ¢asteénych souétt {sy}o2, mize, ale také nemusi
byt hypergeometricka. Proto je do programu zarazena logicka proménna

o0

r, kterd nabyva hodnoty true, resp. false (v pfipadé, Ze fada Z an neni
n=1

gosperovsky séitatelnd). Poznamenejme, Ze ve shora uvedeném zépisu

Gosperova algoritmu jsme oznadili cit(yp), resp. jmen(yp) Citatel, resp.
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jmenovatel racionalni funkce ¢, a pfistupme k vyreseni ilustra¢niho pti-
kladu.

o0
Priklad: Uréeme posloupnost ¢astecnych souctu rady Z
n=1

n(n+1)’ e

koz i jeji soucet s.

a
Reseni: Nejprve nalezneme regulérni reprezentaci podilu ——, kde
an—1
1 a s -1 )
anp = ————. Mame —— = n(n1+1) = . P1i hledani regularni re-
n(n+1) an—1 —— n+1

(n—1)n
prezentace tohoto podilu polozime p(n) =1, ¢(n) =n—1ar(n) = n+1.
Daéle vypocteme R(j) = resy(q(n),r(n+j)) =resp(n —1,n+j+1)=
1 -1
1 j+1
ale nepatii do mnoziny Ny. Proces kond¢i a regularni reprezentaci podilu
an

= j + 2. Polynom R(j) = j + 2 ma kofen j = —2, ktery

- tedy tvoti p(n) =1, ¢(n)=n—1lar(n)=n+1.
n—1

Pokusme se nyni nalézt polynom f(n) takovy, Ze pro néj plati vztah (4),
tj. 1=n-f(n) —r(n)- f(n —1).

Ted by bylo dobré mit informaci o stupni polynomu f. Exaktni po-
stupy k urceni stupné polynomu f jsou uvedeny v zapise Gosperova
algoritmu nahofe a pro nedostatek mista je zde ponechavame bez ko-
mentéfe (viz napf. [2, 3]). Zjistujeme, Ze v daném ptipadé jde o polynom
1. stupné. Zapisme jej ve tvaru f(n) = ¢1-n+co, kde ¢g, ¢1 jsou neurcité
koeficienty. Pak

l=n-(c1-n+c)—(n+1)-lc1-n+(co—c1)]

a po kratkém vypoctu 1 = ¢; — ¢g.

Nahlizime, Ze polynomu f(n) je dokonce nekoneéné mnoho: volime-li
co=p,jecs=p+1laf(n)=(p+1) -n+p. Volme p =0, pak f(n) =n
n n
a dosazenim do (3) s, = —- ‘n = . Protoze je so = 0, neni
Z ()n 1TL(TL+1) TL+1 Z€ J€ So )
nutné realizovat bod 7 Gosperova algoritmu (uréeni aditivni konstanty)

a mame definitivné s, = P (V kursu matematické analyzy ob-
n

vykle studenti dospéji k tomuto vysledku uzitim tzv. ,teleskopické* me-



94 Jaroslav Hora

tody, kdy se nejprve analogicky s rozkladem na parcialni zlomky zapise
1

=1.

= . Nak = lim s, = li
“ nn+1) n n+1) e S |
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ODHALOVANI GEOMETRICKYCH ZAVISLOSTI
S VYUZITIM CTVERECKOVANEHO PAPIRU

Darina Jirotkova

Uvob

V ucebnich osnovich matematiky byvaji tradiéné geometrie a aritmetika
pojaty jako dvé oddélené poznatkové oblasti. K propojeni téchto oblasti
dochézi az v tematickém celku analyticka geometrie, se kterym se setkava
student teprve na stifedni skole.

Nékteré zakladni myslenky analytické geometrie lze zprostfedkovat
zdktim mnohem dfive, jiz v mladsim skolnim véku (9-10 let). Podle na-
Sich zkusSenosti je pro takové poznavani vhodnym prostiedim ¢tverecko-
vany papir, jehoz vizualizace se otevird geometrii a struktura ¢ar nabizi
vstup aritmetice a tyto dvé zakladni oblasti, se kterymi se zaci ve skolni
matematice seznamuji, jsou tak velmi pfirozenym zptisobem tzce propo-
jeny. Abychom s timto prostfedim seznamili i budouci uditele, rozhodli
jsme se na Ctvereckovany papir vlozit ivodni kapitoly kurzu analytické
geometrie ve studiu ucitelstvi pro druhy stupen, ale hlavné také obsah
kurzu geometrie ve studiu ucitelstvi primarni pedagogiky. Podkladem ke
studiu tohoto kurzu je skriptum [1], na néz se budeme odvoldvat.

V tomto ¢lanku bude predmétem naseho zdjmu Pickova formule. Na
zpusobu jejiho odhaleni bychom chtéli ukézat nékteré didaktické moz-
nosti prostredi ¢tvereCkovaného papiru se zduraznénim konstruktivistic-
kého pristupu k poznavani matematickych pojmt, jevii, zavislosti.

V rtznych ucéebnicich geometrie, zejména starSich nebo tzv. klasic-
kych, najdeme tlohy prevazné tohoto typu: ,Dokazte, Ze plati...* nebo
yoestrojte ... . My si nas ukol zformulujeme tak, aby byl zdtiraznén
a vynucen konstruktivisticky pristup k jeho feseni. Drive se vSak mu-
sime domluvit na pouzivané terminologii.

Pfispévek byl podpofen grantem GAUK 199/1999/A PP /PedF
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PoOUZITA TERMINOLOGIE

Ctvere¢kovand rovina je struktura, jejimZ nositelem je eukleidovska ro-
vina s pevné zvolenym kartézskym systémem. Strukturu v dané roviné
pak tvori osnova primek x = n, n € Z, spolu s osnovou piimek y = m,
m € Z. P¥imky prvni osnovy nazyvame svislé a pfimky druhé osnovy na-
zyvame vodorovné. Soubor vSech vodorovnych a svislych pfimek nazveme
(¢tvereckovand) miiz. Priusecik vodorovné a svislé pfimky nazveme mii-
Zovyj bod. Soubor vSech miiZzovych bod dané miiZze nazveme sit. Ve skole
budeme spise pracovat s danymi pojmy v omezeném prostoru. Dame jim
zvlastni jména: omezenou ¢ast ¢tvereckované roviny nazveme ctverecko-
vany papir, vodorovné nebo svislé ptimky — vodorovnd nebo svisld usecka
(nebo ¢dra) a omezenou Cast sité nazveme pinboard (nebo také geobo-
ard). Pfimku, kterd prochazi alespoii dvéma mfizovymi body, nazveme
miizovd primka. Usecku, jejiz oba krajni body jsou miizové, nazjvame
mriZovd usecka. Obdobné pak mriZovy trojuhelnik, n-tuhelnik.

Ctvereckovany papir je tedy abstraktni pojem s ,dokonalymi“ ¢a-
rami, kolmosti, vzdalenostmi,... Modelem tohoto myslenkového kon-
struktu je ,redlny* ¢tvereckovany papir. Dale nebudeme rozliSovat mezi
¢tvereckovanym papirem a ,redlnym“ ¢tvereCkovanym papirem. Budeme
mluvit jen o ¢tvereCkovaném papire.

Domluvme se jeSté na oznadeni: S(T') znaci obsah trojtahelniku T,
h(T) pocet m¥iZzovych bod na hranici trojihelniku 7" a v(T") pocet vniti-
nich mfizovych boda trojahelniku 7.

FORMULACE ULOHY

Nyni jiz formulujeme nas tkol: Hledejte Pickovu formuli, kterd vikd, jak
vzdjemné souvisi ¢isla S(T'), h(T) av(T) pro libovolny miizZovy trojihel-
nik T.

Zadani naseho tkolu pouze prozrazuje existenci jakéhosi vztahu. Je
také ziejmé, ze se od feSitele ocekava, ze umi urcit pfimérenym zptisobem
obsah mfizového trojuhelniku. Napriklad:

Urcete obsah kaZdého ndsledujiciho trojuhelniku.
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S N

Priméfeny zptisob nalezeni obsahu trojihelniku znamend zptisob odpo-
vidajici véku a trovni zékt. Ti mohou pouZit metody popsané v [1,
s. 40-41], nebo mohou pouzit nékterého znamého vzorecku, pokud si na
néj vzpomenou. Mame bohaté zkuSenosti s tim, ze toto nové prostiedi
zcela potlaci diive a hlavné v jiném prostiedi nabyté ,vzoreckové“ zna-
losti. Studenti na gymnéaziu nebo na VS mohou pouzit i metody vyvozené
v [2, s. 10].

STRATEGIE OBJEVOVANT{

Jaké mohou byt strategie objevovani? My jsme se studenty vyzkouseli
tyto dvé:

e Strategie A — posloupnost pozvolna gradovanych tloh.
e Strategie B - pfimy ,atok“ na Pickovu formuli.

Obé dveé strategie jsou zalozeny na experimentovani, to je kresleni
a pocitani potfebnych prvka konkrétnich trojuhelniki, usporadani a pre-
hledné evidovani experimentti nejlépe do tabulky, objevovani zakonitosti
v tabulce a formulace hypotézy.Uvedeme ukézku pouziti obou strategii.
o Strategie A ([1, s. 45]):

Prvnim krokem miize byt néasledujici tiloha. Poloha bodi, které jsou
vrcholy trojihelniku, je dana kartézskymi soufadnicemi. Pro zaky 1. stu-
pné ZS miizeme uréit vzajemnou polohu bodi Sipkovym zapisem popsa-
nym v [1, s. 17-24].
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1. Jaké hodnoty nabyvaji ¢isla S(T), h(T) a v(T) pro trojuhelnik
ABC, kdyz A[0,0], Blt,t — 1], C[t+ 1,4, kde t = 1,2,3,4, ..., 10?

Reseni: Od fesiteltt o¢ekavame, ze budou kreslit obdobné obrazky,
které pak ,pfenesou“ do tabulky. Ucelem této tlohy je ziskani
vhledu do situace, ziskani zkusenosti s experimentovanim. Postupné
dosazovani ¢isel 1-10 za parametr ¢ nabizi, jak je mozné experi-
menty usporadat a pak prehledné evidovat do tabulky. Zavislost
v tabulce je zfejmé a prfimo vybizi k formulaci druhého tkolu.

T
(T

(
(

Dalsi tlohy ponechame jiz bez feSeni.

10.

| =<
!

)
)
)

ol | O W

ol | of

ol w| o o

- co| of F
ol | o N

2. Jakou a) nejvétsi, b) nejmensi hodnotu muZe nabyvat ¢islo S(T),
jestlize h(T) =3 a v(T) = 07?

3. Pro kolik navzajem neshodnych trojahelnikdi plati A(T) = 4,

v(T) = 07 Jakych hodnot mtize nabyvat ¢islo S(T) pro trojtahel-
niky, které jste nasli?

4. Pro kolik navzajem neshodnych trojahelnikd plati A(T) = 3,
v(T) = 17 Jakych hodnot mtize nabyvat ¢islo S(T) pro trojtuhel-
niky, které jste nasli?
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5. Uvazujeme takové trojuhelniky T = AABC, pro néz A0, 0], B[1, 0],
Clz,y], v(T) = 0. Jak zavisi ¢islo S(T) na ¢islech x,y? Jak zavisi
¢islo h(T) na ¢islech z,y? Jak zavisi ¢islo S(T") na ¢isle h(T)?

6. Predchozi otazku feste pro ptipad a) A[0,0], B[2,0], b) A[0,0],
B[3,0], ¢) A[0,0], B[2,1].

7. Jakych hodnot mtze nabyvat ¢islo v(T), jestlize h(T) = 3,4,5, ...7
Jakych hodnot pak nabyva ¢islo S(T)?

8. Vime, ze v(T) = 0,1, 2, ... Jak vzijemné souvisi ¢isla h(T') a S(T)?
9. Jak vypada Pickova formule pro mfizové trojuhelniky?

Pri feseni tloh se objevi rada konkrétnich zavislosti. Formulace kazdé
jedné zavislosti vybizi k odhaleni dalsich konkrétnich zavislosti az k od-
haleni zavislosti obecné. Jeden z dulezitych jevi, ktery se postupné vy-
nofuje, je, Ze m¥izové trojuhelniky se stejunymi éisly v(T") a h(T) maji
i stejny obsah a na tvaru trojihelniku nezalezi.

e Strategie B:

Vezméme néjakou ,rodinu“ miizovych trojuhelnikd. Dohodnéme se
nejdrive na tom, ktery ,,pfibuzenecky® vztah budeme uvazovat. Pro nase
acely se hodi utvorit ,rodinu® z takovych mfizovych trojuhelniki, které
maji néktery z prvka S(T'), v(T'), h(T) stejny. Nyni se nabizi dalsi postup
individualizovat. Kazdy si muze definovat ,,rodinu“ podle své volby. Na-
kreslete co nejvice ¢lentl jedné ,rodiny“ a sestavte odpovidajici tabulku
a vyvodte zavislost. V tomto misté je individualizace prace velmi du-
lezitd, nebot kazdy feSitel muze prizpusobit jednak tempo prace svym
potfebam, ale také pocet Ffadku ¢i sloupci, které si musi v tabulce vypl-
nit, aby sdm odhalil zadkonitost.

Uvazujme napiiklad ,,pfibuzenecky“ vztah mezi miizovymi trojtuhel-
niky ,,mit stejny obsah®“. Kresleme naptiklad rizné trojihelniky s ob-
sahem 3 a zjistujme ¢isla A(T') a v(T). Nékdy je obtizné najit trojtahel-
nik s pfedem danym obsahem. Je dilezité mit v zdsobé mnoho obrazki
a z nich pak ty vhodné vybirat. Cisla v tabulce piehledné uspofadame.
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T |ih]|ab,cdf]|eg
o(T) | 0 1 2
hT) | 8 6 4
S(T) | 3 3 313

Tabulka svadi k dalsimu vypliiovani, nebot je hned vidét, jak se ¢isla
v tabulce chovaji. Cisla v prvnim fadku rostou po jedné a ve druhém
rfadku klesaji po dvou. Jakmile toto odhalime, bude snadné vypliovat
tabulky, aniz bychom si kreslili pfislusné trojuhelniky. Naptiklad pro
yrodinu® trojuhelnikt s obsahem 2,5 dostaneme tuto tabulku:

o(T) [0]1]2
WT) [7]5]3
S(TY| 25

Staci si nakreslit jeden trojuhelnik a zjistit tdaje v jednom sloupecku
a dalsi sloupecky se nam bude chtit vyplnit uvedenym zptisobem.

Nyni je nutné polozit si otazku, zda skuteéné umime ke kazdému
sloupecku, ktery jsme vyplnili v tabulce pouze podle odhalené zavislosti,
najit odpovidajici mfizovy trojihelnik. Odpovéd na tuto otdzku najdeme
v ¢lanku [3]. Uspofadame-li diléi tabulky, Pickovu formuli se ndm pak
podafi najit snadno.
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ZAVER
Na uvedeném prikladu jsme ukézali jak ¢tvereckovany papir pfirozenym
zptsobem propojuje geometrii s aritmetikou. Toto propojeni vizualni
geometrie s procesualni aritmetikou otevird studentim s rtznymi ko-
gnitivnimi styly schiidnou cestu k porozuméni studované problematiky.
Ukéazali jsme také, jak ¢tvereckovany papir umoznuje jednoduché a na-
zorné experimentovani a snadnou evidenci experimentt.

Pfi nahlédnuti do [1] a [2] étendf zjisti, Ze i mnohé konstrukce lze
realizovat pouze tuzkou nebo tuzkou a pravitkem.

V prostredi ¢tvereckovaného papiru je mozné modelovat vétsinu ma-

tematickych pojmii 1. stupné ZS, a proto je ditvérna znalost tohoto pro-
stredi pro ucitele i didakticky cenna.
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JAZYKOVE OBTIZE PRI KOMUNIKACI
V MATEMATICE NA ZS

Michaela Kaslova, Jitka Sobrova

1 Uvobp

Tento prispévek je diléim vystupem v feSeni vyzkumného zaméru za-
byvajiciho se mezioborovymi problémy komunikace. Navazuje na nize
uvedené reference a vznikl ve spolupraci katedry matematiky a didak-
tiky matematiky s katedrou ¢eského jazyka UK Pedf — s dr. J. Sobrovou.

Vychozi myslenka: Vazne propojeni mezi matematikou a ¢eskym ja-
zykem v oblasti komunikace. Proto je tfeba zmapovat problémy, utiidit
je, charakterizovat a sestavit material, ktery by pomohl jak v pregra-
dudlnim, tak postgradualnim studiu ucitelt. Jeho logickéd strukturace
by méla sledovat problémy ze tii hledisek: matematiky, jazyka a ditéte.
Text by mél obsahovat mj. i diagnostické a terapeutické aktivity jak pro
dospélé, tak pro zaky.

Uvedme ukézky, které jsou odposlechnuty ve gkole a budou vycho-
diskem pro diskusi po prednéasce.

2 TRANSFORMACE SYMBOLICKEHO ZAPISU DO MLUVENE
RECI

Co je korektni, co je zménitelné? Co lze pfipustit z hlediska matematiky,

ale ne jazyka?

5 > 2 pét je vétsi nez dvé, pét jsou vic nez dve, pétka je vétsi nez dvojka,
C¢islo pét je vétsi nez Cislo dvé, dvé je mensi nez pét, dvé je min nez
pét, pét je vic nez dvojka,... taky dvé je vétsi nez pét

5 cm > 2 cm pét centimetri je vétsi nez dva centimetry, pét centimetri
je vic nez dva centimetry, tsecka 5 centimetrt je delsi nez ta dva
centimetry, pét centimetri je vic nez dva centimetry, pét cm je vic
nez dva, pét — no dva je kratsi
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50 > 20 pét je vic nez dvé, pét srdicek to je vic nez dvé, pét srdicek je
o tfi vic, pét je vétsi nez dve,

5 hl > 2 hl pét hl to je vic nez dva, pét hektolitri vody je vic nez dva
hektolitry, pét a dva hektolitry, pét je vic; pét hektolitri je vétsi
nez dva;

5+ 3 = 8 pét plus t¥i je osm, pét a tfi je osm, pét a tii jsou osm, pét a tii
rovna se osm, pét plus tfi se rovna osmi, kdyz zvétsime pét o tfi,
dostaneme osm, pfidame k péti tfi a je to osm, dostaneme osm,
pét zvétSené o tfi da osm, seCteme-li pét a tii, ziskdAme osm, soucet
Cisel pét a tfi se rovna osm, osm mizeme vyjadrit jako soucet pét
a osm, ... péti a osmi, osm rozlozime na pét a tfi, osm je o tii vétsi
nez pét, pét je o tFi mensi néz osm, osm dostaneme tak, ze zvétsime
pét o tfi, kdybychom zvétsili pét o tii dostali bychom osm

3+ 1 =4 tfi a jedna je ¢tyfi, tii a jedna jsou CtyfTi, t¥i plus jedna rovna
se Ctyfi, t¥i plus jedna se rovnaji ¢tyfem

3 +4 = Kolik je tii plus étyfi? Cemu se rovna t¥i plus étyii? Tii a tyfi to
je... TTi plus ¢tyfi je. .. Nevime, kolik je... Najdi soucet ¢isel . ..
Vypocitej, kolik je... Jaké ¢islo dostanes, kdyz zveétsis tii o Ctyti?

(10+6) -3 =1 V zavorce: deset plus Sest, to celé krat t¥i. Zavorka deset
plus Sest, zavorka, krat tfi. Soucet deset a tii v zavorce vynésob
tfemi. Deset a Sest ... krat tfi. Deset plus Sest konec zavorky krat
tH.

46 — (204 7) = 46 — 20 — 7 = Odecist soucet dvacet a sedm znamenda
odecist od Ctyficeti Sesti dvacet a pak sedm, Ctyficet Sest minus
dvacet je je dvacet Sest minus sedm devatenact, Ctyficet Sest za-
vorka dvacet bez sedmi zavorka je. .., Ctyficet Sest zavorka otevfit
dvacet plus. ..

2-100+5-10+8-1 = Které cislo je zapsano v rozvinutém zapisu?
Cemu se rovna soucet soucintl dvakrat sto a pétkrat deset a osm-
krat jedna? Mam dvé stovky, pét desitek a osm jednotek, kolik
mam? Myslim si ¢islo, . .. Které ¢islo si myslim? Dvé vynéasob stem
pricti pétinasobek deseti a nakonec pficti osm. Co dostanes?
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Obtize: pady jmen, ¢islo u sloves, alternace

Terapie: dopliiovaci cvi¢eni, porovnavani a analyza, obmény, prace s mo-
dely, prace s barvou, tvorba slovnich tloh, popis feSeni — vysvétleni vlast-
niho FeSeni, navod k feSeni, interpretace ciziho reseni

3 TRANSFORMACE MODELU DO MLUVENE RECI

Obtize: vycteni informaci v podobé podstatnych jmen pfipadné ve dvo-
jici s pfidavnym jménem, vyhledani a pojmenovani vztaht, jazykové vy-
jadfeni binarity ¢i symetri¢nosti vztahu, rozliSeni jedinec¢nosti ¢i obec-
nosti, nerozliseni sméru, polohy, rovinného a prostorového tutvaru
Terapie: geometricky diktat, Pantomina, doplnovaci cviceni, rozhodovaci
cviceni zalozend na metodé kontrastu, transformace jednoho modelu na
druhy, ukazovéani, prace s kartami, tvorba modelu ke sloviim na kar-
tach, ...

4 TRANSFORMACE MLUVENEHO PROJEVU DO MATEMA-
TICKE SYMBOLIKY

Specificky problém tvori transformace slovesa byt. Dalsi obtize jsou rtz-
norodé: tplnost informaci, jednoznacnost, struénost, jazykova spravnost,
pocet slov neodpovida pokazdé stejnému poctu znacek, jedna znacka ma
vice vyznamtl, které se vybavuji v zavislosti jen na jistém typu kontextu.
Terapie: matematicky diktat, hra telefon, Pantomima, Karty s ekviva-
lenty, Hry adaptované z dramatické ¢i globalni vychovy

5 TRANSFORMACE MLUVENE RECI NA MODEL

Obtize: netiplnost, neschopnost popsat polohu, umisténi, neviditelné, ori-
entace na vodorovnou polohu, na ¢elni sténu, reagovat na celou vétu gra-
ficky ¢i zpracovanim materialu, slaba slovni zasoba tykajici se vztaht,
nejasny vyznam slov

Terapie: posileni haptického vnimani za vyblokovani zraku, poslech se
zavienyma ocCima s popisem dvou odlisnych ¢i shodnych modelt, po-
rovnani modelt slovné, vybér modelu k popsanému, dopliiovaci cviceni,
vyskrtavani nevhodnych slov, porovnani slov — vysvétlovani vyznamu
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6 PRACE S INFORMACI (SLOVNI ULOHY A ULOHY KON-
STRUKCNIHO CHARAKTERU)

Obtize jsou dvojiho typu: zavislé na individudlnich charakteristikdch
zékd a na praci, osobnosti ucitele. Jsou spjaty s aktivitami: zadani in-
strukci, formulace zavéri procesu zevSeobecnéni, naslouchani ¢ ¢teni
s pochopenim, popis predstavy, modelu, aktivity zasazené do specific-
kého kontextu, zpravidla spojeno s tvorbou tloh, s navodem.

Terapie: protipriklad, negace, otazka, podtrhani jadra informace, uspo-
rfadani krokt na kartach, pfirazeni krokt k instrukci, prevypravéni, pod-
trhavani v textu

Vybrané priklady obtizi z jazykové matematického pohledu:
slovesné vazby: pad, plnost: rovnat se ¢emu, prenést co kam, byt kolmy
k ¢emu, rovnobézny s, délitelny ¢im, nasobkem ¢eho

pridavnd jména: pti porovnavani pouzita charakteristika ve smyslu ab-
solutnim, misto relativnim — vynechanim vazby nez u komparativu
vyznam slov: prekryvat — kryt, vyznacit — oznacit, nakreslit — namalovat,
je — mize byt, kostkovany polstar, udélej kruh

¢islo jmen a vgznam: (tady je) rovnobézka, kolmice

pdd, rod podstatného jména a c¢islovka: jeden, jedna, jedno, dva, dvé, tii,
Gtyti, pét

Ctent, psani a skloniovdni éislovek: zakladnich, Fadovych, druhovych (pfi-
rozenych, celych a desetinnych ¢isel, zlomk)

formulace otdzek: slovosled, tazaci zajmeno — volba, zdména, rozpor mezi
uzitym slovem a defini¢nim oborem

odpovéd na otdzku: kam — odpovi co, pro¢ — odpovi jak

negace: zaména s antonymem, pouze u slovesa bez uvédoméni si, na co se
zména vztahuje, negace uplatnéna na pridavném jménu misto na slovesu
kvantifikatory: nepochopeni, vynechani a domgysleni kvantifikdtoru ne
vzdy spravné

vyznam zdvorky, Skrtu a pismene: na rozdil od jazyka ceského.
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VZDELAVACI PROGRAM T3

Jan Kaspar

V préci ucitelt matematiky a fyziky se v poslednich létech jako ne-
oddélitelnd soucast objevuje vypocetni technika, popf. technika na ni
navazujici. Pfed vice nez dvaceti 1éty se zacalo vyuzivat kapesnich kalku-
lacek, které usnadnily a zrychlily provadéni rutinnich pocetnich tkonii.
Nazory na pouzivani této techniky se riznily, odptrci uvadéli, ze zaci
zlenivi a nebudou schopni a ochotni pfemyslet o realnosti ziskaného vy-
sledku, v argumentech pro bylo uviddéno, Ze pii spravném vedeni zakt
ucitelem dojde k ¢asovému zisku, ktery bude mozné vyuzit k reseni vice
uloh a navic, Ze vyse uvedenou argumentaci proti je mozné uplatnit napt.
i proti pouzivani tabulek. Pfiblizné pied 10-12 léty doslo k vyznamnému
kvalitativnimu skoku ve vybavenosti skol a zacala pocitacova éra. Proti
kapesnim kalkulackdm umoznuji pocitace grafické zobrazeni vysledkii,
zobrazeni vice nez jednoho Ffadku vypoctd a programovani. Pfinos pro
nazornost a prehlednost neni potfeba zdiraznovat, pfi programovani
tloh jsou navic zéci nuceni k problému pfistoupit komplexné a i pfi
vyuzivani prevzatych programt musi mit predstavu o tom, co chtéji dé-
lat a ¢eho chtéji dosdhnout. BohuZel nevyhodou pocitaci jsou pomérné
vysoké ceny a z toho plynouci nedostatecnd vybavenost skol, dale mala
operativnost pfi vyuzivani pro elementarni pocetni tikony (mém tim na
mysli nutnost ,,prokousat se“ néjakym prostfedim nez mohu zacit jedno-
duchou préaci — situace se ponékud zlepsila diky WINDOWS) a nakonec
i mnoho standardné dodavaného programového vybaveni, pro skolni vy-
uku nevyuzitelného.

Za této situace se kolem roku 1985 zacinaji objevovat prvni grafické
kalkulacky. Jejich vyrobé se vénuje nékolik pfednich svétovych pocitaco-
vych firem a tak pomérné brzy tato technika zac¢ina pronikat do vyuky na
skolach. Grafické kalkulacky jednak poskytuji moznost velice operativné
provadét zakladni pocetni tkony (stejné jako jejich pfedchtdci, kapesni
kalkulacky), jednak umoziiuji na obrazovce zobrazeni vice fadkt vypo-
Ctu, zobrazeni graftl a tabulek a dale poskytuji moznost programovani.
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Takika okam?zité s jejich prvnim vyskytem se v USA zacinaji témto kal-
kulackdm vénovat dva profesofi OHIO State Universitty v Columbus,
panové Bert Waits a Franklin Demana. Grafické kalkulacky vsak nepo-
suzuji z hlediska vypocetnich schopnosti, ale z hlediska didaktického,
z hlediska vyuzitelnosti pfi vyuce matematiky a dalsich prirodovédnych
pfedméti na Skolach. Jejich prace je zaméfena dvéma sméry. Na jedné
strané zkoumaji moznost vyuziti grafickych kalkulacek v jednotlivych
partiich matematiky, na druhé strané poradaji o této problematice kursy
pro uditele, resp. pro instruktory uéitelt (z fad uciteld), ktefi vysledky
jejich prace rozsifuji a samoziejmeé také obohacuji. Postupné se tak jimi
zacaty vzdélavaci program, dnes nesouci jméno T3 (Taechers Teaching
with Technology) rozsifuje nejprve po celych USA, pozdéji pak po celém
svété. Spolu s uvedenym programem pro ucitele, organizovanym formou
kursti v pribéhu skolnich rokit, resp. letnich Skol o prazninach, konala
se kazdoroc¢né od roku 1989 vyrocéni oteviend setkani pro vSechny cleny
a zajemce o vyse uvedeny program. Vzhledem k tomu, ze od roku 1994 se
letnich skol zacali zGiCastnovat i zadjemci z jinych kontinentt, bylo desaté
vyroéni setkani v bfeznu 1998 v Nashville, USA, zorganizovano sou¢asné
jako prvni mezindrodni (zt¢astnilo se ho kolem 3000 ucitelt a instruk-
torti z USA a 51 zahrani¢nich tcastnika ze 17 stattu Evropy, Asie, Jizni
Ameriky a Australie) a program T2 byl oficidlné vyhlasen jako celo-
svétovy. Diky tomu, ze jsme v létech 1993 az 1996 na KDM na MFF
UK tspésne fesili granty, zabyvajici se vyuzitim grafickych kalkulacek
ve vyuce matematiky na stfednich skolach, byli jsme s kolegyni Robo-
vou na vyroc¢ni setkani do Nashville pozvani. Zde jsme méli moznost se
jednak seznamit s aktivitami a produkty T3 a porovnat je s vysledky
nasi prace, jednak nam bylo umoznéno navazat kontakty s predstaviteli
jiz ustavené evropské vétve T3. Ihned v Nashville byla zahajena jed-
nani o moznosti zaclenéni Ceské republiky do programu a po nésledném
projednani nezbytnych formalit byla uzaviena dohoda o pfipojeni Ceské
republiky k programu T? od 1. z4¥i 1998, piidemz garantem se stala
Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy v Praze. V soucasné
dobé jsou ¢leny evropské vétve Anglie, Skotsko, Finsko, Svédsko, Dan-
sko — ,severska“ skupina, Némecko, Rakousko, Slovinsko, Svycarsko —
,germanska® skupina, a dale samostatné Francie, Spanélsko, Portugal-
sko, Belgie, Holandsko, Polsko, Madarsko a samozfejmé Ceska republika.

Program ma také podstatny vliv na vyrobce grafickych kalkulacek.
Nejprve, aspon u firmy Texas Instruments, ktera stala u zrodu vzdélava-
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ciho programu T? a stile ho podporuje, v¥robni program sledoval zvy-
Sovani kvality této techniky. Tak byly postupné vyvinuty typy, u nichz
dochézelo k zvétsovani paméti a doplriovani dalsich funkci. Protoze vSak
velice podstatnym hlediskem (a to hlavné diky aktivitdm programu T3)
se stala vyuzitelnost pro vyuku matematiky na zakladnich a stfednich
skoléch, zacaly byt kladeny pozadavky na vhodnou formu vystupu a v ne-
posledni fadé i cenovou dostupnost. Napf. u typu TI 92 je poprvé k dis-
pozici symbolicky zapis a trojrozmérna grafika. Tato zatim nejvykonnéjsi
kalkulacka firmy TT (prezentovand jako kalkulacka pro vysoké skoly) vSak
jak cenové, tak svymi schopnostmi presahovala potieby stfednich a za-
kladnich skol a tak dochazi k vyvoji jednodussich a levnéjsich kalkulacek,
umoznujicich ovsem jak symbolicky zapis, tak rolovani obrazovky, bézné
u pocitact. Kromé toho byly pro potfebu vyuky dalsich pfirodovédnych
predmétt vyvinuty datovy a impulsovy analyzator (CBL, resp. CBR),
umoznujici prenos namérenych hodnot do grafickych kalkulacek a zde
potom néasledné vyhodnoceni a zpracovani. Dale je technicky zabepecen
prenos dat mezi kalkulackami navzajem a mezi kalkulackou a pocita-
¢em. Nejnovéjsi typy kalkulacek TT (TI 83+, TT 89 a TI 92+), vybavené
tzv. FLASH technologii, umoziuji dokonce pfenos souboru z Internetu.
Uvedené informace se tykaji vyrobniho programu firmy T1, ov§em pii sle-
dovani produktti ostatnich vyrobci je ziejmé, ze trendy u vSech vyrobct
jsou velice podobné. Jenom pro doplnéni bych rad uvedl, ze soucasti pro-
gramu T2 se stala také CABRI geometrie, implementovana na kalkulacéce
T1I 92. Tolik stru¢n4 informace o celosvétovém vzdélavacim programu T3,
ktery je tispésné realizovan i u nas a tési se zajmu i podpore jak ucitel,
tak i fakult, budouci ucitele pfipravujici.

Na zavér se struéné zminim o dosavadnich aktivitach programu T3
a planech do budoucna. Jak jiz bylo uvedeno, v létech 1993 az 1996
byly na KDM MFF UK feSeny granty, zabyvajici se vyuzitim grafickych
kalkulacek ve vyuce matematiky. Na zakladé tehdy ziskanych poznatkt
a podle harmonogramu, za¢lenéného do dohody o pfipojeni Ceské re-
publiky k programu T2, jsou poiddany kursy pro uditele. V kratkjch
kursech, obvykle 3-4 hodinovych, jsou poskytovany zakladni informace
o grafickych kalkulackéach, v dlouhych kursech, obvykle 18-20 hodino-
vych, jsou pak kromé podrobnych informaci o kalkulackach doplnény
podrobnéjsi informace o programovani a je zaméfena pozornost na vy-
uziti kalkulacek pii vyuce vybranych partiich matematiky jako napf.
feSeni rovnic a nerovnic, finanéni matematika, statistika, zadklady dife-
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rencidlniho a integralniho pocétu apod. V ramci tohoto programu byly
uspofadany kursy pro budouci instruktory a diky tomu jsou kursy pro-
gramu poradany kromé Prahy i v zdpadoceském, jihoceském a severo-
moravském regionu (realizovano instruktory ze Zapadoceské Univerzity
v Plzni, Jihoceské Univerzity v Ceskych Budéjovicich, resp. Ostravské
Univerzity). Od zai{ 1998 do konce roku 1999 bylo v rdmci programu T3
usporadano celkem 41 kratkych kurst a 15 dlouhych kursi, kterych se
zucastnilo celkem 572 uditeld, resp. studenttt — budoucich ucitelt mate-
matiky, a dale se uskutecnila 3 setkani instruktord. Kromé toho je od
1. bfezna 2000 otevieno stalé konzultacni stfediska o dané problematice
na KDM MFF UK (tel. 02/21 91 32 34), kde je mj. mozné ptijéovat
skolam kratkodobé sady grafickych kalkulacek a jednotky CBL a CBR.
Nakonec bych rad jesté uvedl jednu podstatnou informaci, a to, ze 18-ti
hodinové kursy o grafickych kalkulackach a stejné dlouhy kurs CABRI II
ziskaly akreditaci MSMT CR jako vzdélavaci programy v ramci dalsiho
vzdélavani pedagogickych pracovniki. Od skolniho roku 1999,/2000 byly
na MFF kursy o grafickych kalkulackich zatazeny do programu U3V.

Veskeré informace o programu T3 v Ceské republice miizete ziskat na
adrese www.mff.cuni.cz/iso/news/t3/, popr. o dalsi si muzete napsat
na adresu: t3@karlin.mff.cuni.cz, podrobnéjsi informace o celosvéto-
vém programu T? pak miiZzete ziskat na adrese www.t3ww.org/t3.
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ULOHY ZNOVU OBJEVENE

Milada Koéandrlova

Abstrakt: Od absolvovdni fakulty ucim na FSv, tj. témer 30 let. Je
vseobecné zndmo, Ze si technické obory nevybiraji prdavé nejlepsi absol-
venti strednich skol. Tak mne zajimalo, jact jsou ti studenti, kteri k ndm
na fakultu neprijdou. Od zdri minulého roku jsem vedla na Dopplerové
gymndziu volitelny matematicky semindr. Vsichni byli studenty 3. roc-
niku a jejich zajem byl prakticky pouze o Tesent uloh na urovni MO ka-
tegorie A, nebo mezindrodni MO. Vzhledem k tomu, Ze mnohé z téchto
uloh jiZ Tesili v minulém rocéniku, bylo treba hledat nové zdroje. Témi se
staly starsi rocniky Casopisu pro péstovdni matematiky a fyziky.

TROCHU HISTORIE

V 1été roku 1861 ¢tyri studenti matematiky a fyziky prazské filozofické
fakulty zalozili Spolek pro volné predndsky z matematiky a fyziky. Jeho
cilem bylo prohlubovéni vzdélani ¢lentt Spolku, ktefi se pfipravovali na
drahu stfedoskolskych profesori matematiky a fyziky.

Po osmileté ¢innosti, kdy casté zmeény studentd ve vedeni Spolku
vedly ke kolisani jeho ¢innosti, byl Spolek pfejmenovan na Jednotu ces-
kych matematiki. Jejimi ¢leny uz nebyli pouze studenti. Postupné se
do Jednoty ptihlasila vétsina stiedoskolskych ucitelt matematiky, fyziky
a deskriptivni geometrie. Napf. v r. 1911 tvofili pravé tito ucitelé 49 %
clenské zakladny.

V prubéhu své existence Jednota pecovala o informovanost svych
Clent prostfednictvim vydavanych Casopist. Za zaklad casopisecké ¢in-
nosti Jednoty lze povazovat navrh F.J. Studnicky na vydavani zprav.
V roce 1870 vysla Pruni zprdva a v nasledujicich dvou letech Druhd
a Treti zprdava. Zprdvy vedle informaci o pofadanych prednaskach obsa-
hovaly i tlohy pro zaky. Tyto tlohy lze pokladat za zacatek matematic-
kych soutézi studenti.



114 Milada Kocandrlova

Na Zprdvy pak navazal Casopis pro péstovdni matematiky a fyziky,
ktery se zvlastnim zietelem k studujicim redigoval F.J. Studnicka. Ca-
sopis mél jednak uspokojovat zdjmy vSech ¢lent Jednoty, poskytovat
publikaéni moznosti védeckym pracovnikiim, ale i zaujmout ucitele a je-
jich studenty.

Rostouci zajem studentit o feSeni tloh, které zde vychézely, vedly
po dvaceti letech jeho trvani v roce 1892 ke vzniku samostatné Prilohy
pro stredoskolské studenty. Po dalsich tficeti letech rusi Jednota Prilohu
a pocinaje k. rokem 1921/22 vydava casopis Rozhledy matematicko—
prirodovedné, pozdéji Rozhledy matematicko—fyzikdlni. Tento zajem
o ulohy ale vydrzel pouze do tfetiho roéniku Rozhledid. V nasledujicich
letech neustdle mél tendenci klesajici, viz rozbory v [1, 2].

NEKOLIK DAT

Od roku 1872, kdy vysel 1. ro¢énik Casopisu, do roku 1921, kdy zacaly
vychazet Rozhledy, tj. v 50 ro¢nicich Casopisu, bylo uvedeno cca 1580
plvodnich tloh. Jejich feseni se vénovali zaci 4.—8. t¥id vSech typt teh-
dejsich stfednich skol, ale také studenti vysokych skol a technici z praxe.

Mezi oblibené tlohy patfily na prvnim misté rovnice a soustavy
rovnic. Dale pak tlohy planimetrické. K méné oblibenym tloham pa-
tfily ulohy na geometrickd mista, kterymi byly vétsinou kiivky vyssich
stupni, dale tlohy o k¥ivkach vibec, tlohy z teorie ¢isel a pravdépodob-
nosti i kombinatorika.

Tomu také odpovidala skladba tloh. Nejvice v celkovém poctu tloh
je zastoupena planimetrie, a to trojuhelnik, méné pak ¢tyituhelnik a pra-
videlné mnohothelniky. Pomérné pocetna je i skupina tloh stereomet-
rickych, ale znacné ¢ast z nich by pro naseho studenta nebyla vhodna.
Predevsim tlohy na vypocty fezi téles, ¢i sefiznutych casti téles.

Vedle rtiznych rovnic pro jednu nezndmou zde jsou soustavy rovnic
pro vice nez jenom dvé neznamé a soustavy nejen linedrnich algebraic-
kych rovnic.

Pro geometrii, jak rovinnou, tak prostorovou, je zcela samoziejmé
numerické feseni, ze kterého je pak v nékterych pripadech odvozena kon-
strukce.
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DESET ULOH

Uloha 1 Do kruhu poloméru r vepsati rovnoramenny trojihelnik, jehos
pudice s vyskou maji soucet 3r.
[A. Strnad, CPMF XXIV, 1895, tiloha fesena Pythagorovou vétou]

Uloha 2 Do dané krusnice sestrojena jest strana vepsaného pravidelného
trojuhelnika, ctyrihelnika a Sestitihelnika. Do obou tuseci kaZdou z téchto
stran vzniklych, vepsdany kruZnice, které se wvespolek v stredu prislusné
strany dotykaji. Jak se md soucet ss prunich dvou kruhi k souctu sy
druhgjch a k souctu sg tretich kruhid?

[V. Jelinek, CPMF XXIV, 1895, tiloha fesena Eukleidovou vétou o vysce]

Uloha 3 Paprsek, ktery rozdéluje thel C trojihelnika ABC na cdsti
Y1 + v2 = C, puli protéjsi stranu, jest-li siny; : sinys = sin« : sin (.
[V. Jelinek, CPMF XXIV, 1895, tiloha feSena sinovou vétou]

Uloha 4 Jest mozny trojuhelnik, jehoZ strany i uhly jsou v arithmetické
posloupnosti?
[A. Strnad, CPMF XIX, 1889, tiloha fesena kosinovou vétou]

Uloha 5 Na jednom rameni 1ihlu 15° prenesena od vrcholu a tusecka ab =

= m; pak vedeny od jednoho ramene ke druhému usecky bc =cd = ... =

m. Ustanoviti jest obsah trojuhelniki abc, bed . .. jakoZ i jejich soucet.
[A. Strnad, CPMF XXV, 1896]

Uloha 6 Kolik procent plochy pravidelného Sestithelnika obsahuje ctve-
rec tomuto vepsany?
[A. Strnad, CPMF XX, 1891]

Vsechny tlohy ze stereometrie jsou zaméfeny na pocitani objemu
a povrchu téles.

Uloha 7 Dokaste o kuZeli o danou kouli opsaném a dvakrdte tak vysokém
jako koule:

1. Ze jest povrch jeho dvojndsobné povrchu koule,

2. Ze jest krychlovy obsah jeho dvojndsobné obsahu koule a konecné
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3. Ze jest kuZel tento nejmensi ze vsech o kouli opsanych kuZeli.

[A. Kosténec, CPMF XIII, 1884]
Jedna ze zajimavych rovnic od prof. A. Strnada:

Uloha 8 Které jsou hodnoty kladnijch souciniteld a,b v rovnici ax+by =
= 620, mad-li tato 10 kladnych celistvych teseni, ve kterych soucet vsech

10ti x rovnd se 455 a soucet prislusnych y jest 335.
[CPMF XIX, 1889]

A jedna soustava:

Uloha 9 Md se 7editi soustava rovnic:

r+y =u-+tuv,

Ty = uw,
ZJr% =2,
22 + % +u? + 02 =4.

[autor neuveden, CPMF VIII, 1879
Na konec jedna o ¢islech:

Uloha 10 Dokazte, %e
1. kazdé ¢islo tvaru p® + 11p — 12 p¥i lichém p jest délitelno 24;
2. kazdé ¢&islo tvaru 5p? — 2p pri sudém p jest délitelno 8;

3. kazdé ¢islo tvaru p* — 20p> + 68p? — 64p jest pri sudém p délitelno
192.

[V. Rehoiovsky, CPMF XII, 1883]

LITERATURA
[1] Lerl, K.: Uéast Zactva na fesend uloh z Rozhledi. CPMF, 1935, D24-5.

[2] Hyska, A.: O matematickyjch 1ilohdch v Rozhledech. CPMF, 1936,
D268-74.
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POHYB — TRETI ,ROZMER*“ CABRI-GEOMETRIE
UKAZKY APLIKACI CABRI-GEOMETRIE
V ALGEBRE, GEOMETRII A ASTRONOMII

Milan Koman

Rozdil mezi znazorniovanim geometrie na papife a v Gabri-geometrii
je asi jako rozdil mezi fotografii a filmem nebo mezi sochou herce a jeho
zZivym vystoupenim.

Pohyb je jednou z hlavnich pfednosti Cabri-geometrie. Ten dava je-
dine¢nou ptilezitost k pouzivani kinematického pristupu pro studium
a FeSeni nejruznéjsich geometrickych problémi. Jeho prednosti je, ze dava
moznost nejen vnimat, objevovat a uchopovat geometricka fakta, ale vni-
mat, uchopovat a pouzivat i geometrické procesy. Muze tak prispi-
vat i k rozvijeni procesualniho mysleni zaka i vSech ostatnich uzi-
vatelti. MozZnost interaktivni spoluprace s dynamickymi geometrickymi
programy poskytuje moznost heuristického pristupu pii zkoumaéni
problémt a problémovych situaci.

Je skoda, ze Cabri-geometrii je u nas vybaveno az dosud jen maélo
gkol. S tim souvisi i nizky pocet ¢lanki vénovanych geometrickym soft-
wartum v nasich didaktickych ¢asopisech a absence tohoto tématu ve vét-
§iné programt didaktickych konferenci potadanych JCMF i jinymi na-
$imi organisatory. Jina situace je napiiklad u nasich sousedti v Némecku
a Polsku. V Némecku je na kazdorocnich konferencich matematikt a di-
daktikd matematiky znamych pod nézvem ,Tagung fiir Didaktik der
Mathematik“ (obdoba naSich ,Setkdni matematiki vSech typt skol“)
vzdy zarazena samostatna sekce vénovana této problematice. Pravidelné
na nich vystupuji napiiklad R. Holzl, J. Meyer a H. Schumann. V Polsku
zase vychazi pod vedenim S. Turnaua specializovany ¢asopis vénovany
Cabri-geometrii pod nazvem Cabrista. Lze proto jen pfivitat, ze na le-
tosni ,,Setkani“ byla problematika geometrickych softwarid rarazena.

P¥ispévek byl podpofen grantem GA CR. 406/99/1696 a vyzkumnym zdmérem
J1398:114100004.



118 Milan Koman

Jako ukazky aplikaci Cabri-geometrie jsem vybral pfiklady ze tii ob-
lasti: a z algebry, z geometrie a z astronomie.

1 ALGEBRA — HLEDANI KOMPLEXNICH KORENU ROVNIC
2. A 3. STUPNE

Uvedenéa Cabri-metoda je zaloZzena na zobrazeni situace v Gaussové ro-
viné komplexnich ¢isel. Ukézeme si to na rovnici

2 +ir+ (-1+1) =0. (1)
Jeji levou stranu si oznaéime f(z), tedy
f(z) =2 +iz+ (-141). (2)

Snadno se presvédéime, Ze rovnice (1) i polynom (2) maji komplexni
kofeny: x1 =1 —1i, 2o = —1.

f(X)=x"2+ix+(-1+1)

trajektorie f(x')

X1 =1-i
Obr. 1

Nyni budeme v Gaussové roviné komplexnich ¢isel uvazovat zobra-
zeni:
F(z):x— f(x) = 2* +iz + (=1 +1)
Pfi tomto zobrazeni se kofeny polynomu f(z) (tj. i kofeny rovnice (1))
zobrazi do po¢atku N Gaussovy roviny (obr. 1). Pro lepsi srozumitelnost
znézortiujeme vzory v jedné roviné (na obr. 1 vlevo) a obrazy ve druhé
roviné (na obr. 1 vpravo).
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Zvolme nyni proménny bod z’, ktery nechdme probihat po kruznici,
kterd mé stfed v poc¢atku N. (Nazveme ji pracovné ,stfedova“ kruz-
nice.) Budeme zkoumat, jakou trajektorii probéhnou obrazy f(z’) bodu
2. Protoze stfedova kruznice je spojitd uzaviena kiivka, bude i trajek-
torie bodl f(z’) uzaviend spojita kiivka. Muze mit v8ak, jak vidime na
obrazku 1, smycku. Pokud stredovéa kruznice prochazi kofenem polynomu
(na obr. 1 prochédzi napf¥. kofenem x4 ), prochazi trajektorie bodu f(z’)
pocatkem N. Budeme-li tedy umét sestrojovat trajektorie f(z’) odpo-
vidajici libovolné stfedové kruznici a mezi nimi vyhledat ty, které pro-
chézeji pocatkem, snadno najdeme kofeny daného polynomu jako vzory
pocatku N.

Popsana idea je stard nejméné ptl stoleti a pochazi od autorské dvo-
jice Birkhoff — Mac-Lane [1]. AvSak v dobé&, kdy byla publikovéna, nee-
xistoval vhodny software, ktery byl umoznil ji prakticky vyuzit. Jak se
to nékdy stava, predbéhla tato idea moznosti svého vyuziti o mnoho let.
Na prednasce bude pravé praktické vyuziti této mysSlenky ilustrovano
na prikladech. Program lze pripravit tak, Ze je mozné koeficienty rov-
nic ,libovolné“ ménit, viz M. Koman, [2]. Omezenim je pouze rozmér
obrazovky.

Budou uvedeny i naméty ke zkoumani. Napiiklad vySetfovani vicena-
sobnych kofent, komplexné sdruzenych korenti, polynomi tfetiho a vys-
§tho stupné, binomickych polynomti.

2 GEOMETRIE — ULOHY NA EXTREMY

Cabri-geometrie poskytuje vhodny nastroj pro experimentalni zkoumani
extremalnich tloh. Umoziiuje to pravé skutecnost, ze v Cabri-geometrii
mizeme dynamicky spojité ménit geometrické atvary a pohybovat s nimi.
Mnoziny bodi (a nejen bodt, ale i dalsich Gtvard) mtZzeme vytvafet
plynulym pohybem, coz dava bajecnou prilezitost sledovat a zkoumat
dynamicky se ménici situace a objevovat s nimi souvisejici nové jevy.
Problematikou extremalnich tloh se zabyvaji napfiklad H. Schumann [3]
a R. Danckwerts [4].

Velice hezky diikaz isoperimetrického problému pro obdélniky uzitim
Eukleidovy véty o vysce demonstruje pomoci Cabri pravé R. Danckwerts
v [4], viz obr. 2. TaZenim bodu A se méni ¢tverec i obdélnik. Podle
Eukleidovy véty o vysce maji v kazdé poloze stejny obsah. Ten se ovsem
méni podle polohy bodu A. Co se vSak neméni, je obvod obdélniku z obou
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Obr. 2

useku pfepony. TaZzenim bodu A lze tedy demonstrovat, ze pfi daném
obvodu obdélniku je jeho obsah nejvétsi, je-li tento obdélnik ¢tverec.

Hledani vélce daného objemu s minimalnim povrchem naznacuje
obr. 3 sestrojeny podle H. Schumanna [3].

Hledani valce
s minimalnim povrchem

Min 5 = 119,27

1 "DECI"

Polomér podstavy
pro min 8: r= 2,60

Obr. 3

Tazenim bodu R se méni polomér valce. Zména povrchu se zkouma
na grafu. Pro lepsi nazornost je povrch valce znazornén jako ¢tverec
stejného obsahu.
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3 ASTRONOMIE — DELKA DNE MEZI ROVNIKEM A ZEM-
SKYMI POLY

Vsichni mame zkuSenosti s ménici se délkou noci v prubéhu kalendai-
niho roku. V nasem povédomi jsou i dlouhé zimni polarni noci a naopak
dlouhé letni polarni dny. Je zajimavou geometrickou tlohou na povrchu
koule zkoumat délku noci a dne matematicky. Z astronomie je nutné
znét pojmy ekliptika, thel o = 23, 44°, ktery ekliptika svird se svétovym
rovnikem a deklinaci 6. Déle pojmy obratnik raka a kozoroha, severni
a jizni poldrni kruh a jejich zemépisné sirky.
Pro aktualni zemépisnou sitku A\ pozorovatele lze odvodit vztah
sind =sina - sin A.

Oznacme jesté thel odpovidajici na c¢tyfiadvacetnikovém ciferniku tthlu
od zapadu Slunce do vychodu Slunce jako 2¢ (tihel noci). Koneéné
ozna¢me ,uhel kalendare“ udévajici aktudlni polohu Slunce na eklip-
tice jako k. (Napiiklad pro jarni bod, tj. pro jarni den rovnodennosti, je

k = 0°. Pro letni slunovrat je x = 90°.) _
Délka dne a noci

Oslof _ 22

+ X

=~ o

5 &

R
- _ .
B oM o &

/ Havana
2
\ Singapur/1 NERIRIT

Rio de Janeiro|

i
i
i
i
i
;
}
|
i
;
|
i
i

VI VI IX
i
|
i
|
;
i
i
i
B
i
;
B
i

Vi

» Hoorr

e

Potom miizeme odvodit nasledujici zakladni vztahy nutné pro sestro-
jeni obr. 4.
¢ = arccos(tg - tgk), pokud |[tgh-tgr| <1
¢ = 180°, pokud tgA-tgr < —1
¢ =0°, pokud tgA-tgk > 1
Na zakladé téchto tdaji lze sestrojit obr. 4. Zemépisnou sitku lze ménit
tazenim bodu po ,,0se“ zemékoule.
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POJETI FUNKCE U CESKYCH ZAKU

Alena Kopackova

Motto: ,,Chdpat neznamend byt divdikem, ale konstruovat si repre-
zentace. Bez mentdlnich obraziu neni soudrzny svét. ... dojem pochopeni
problému neziskd Zdk z ucitelova vysvétlovdni, ale na zdkladé transfor-
mace, kterou pri poslechu ucitele provadi.“ [1]

Abstrakt: Prispévek se zabyvd pojmem funkce z hlediska pojmotvor-
ného procesu Zdka a studenta.

Uvob

ské matematiky vsak pronikl az pocatkem 20. stoleti; zaslouzil se o to
némecky matematik Felix Klein, ktery funkcéni mysleni povazoval za osu
veskerého vyucCovani matematice a popsal jej slovy: ,, Funkéni mysleni
chdapeme jako schopnost predstavivosti promeénnosti velicin ve vzdjemné
spojitosti a podminénosti [5].

Zajem psychologi i didaktikti matematiky se v poslednich letech stale
vice soustfeduje na to, co se déje v mozku zéka, co v ném ziistane po
ucitelové vykladu, jakym zptsobem nastava porozuméni pojmu. Vznikla
cela fada tzv. kognitivné psychologickych teorii, které ovlivnily dnesni
didaktiku. Pfipomeneme stru¢né tzv. didakticky konstruktivismus [3].
Pro stoupence tohoto sméru je spolec¢né vira v to, ze porozuméni pojmu
neni pouze kopii néjakého idealniho pojmu, ale sestava z vytvareni repre-
zentaci pojmu (indiwvidudlnich konstruktd) v mysli zéka. Jde o aktivni,
intencionalni (A. Sierpinska) a individualni proces. Zakovo porozuméni je
tedy ovlivnéno nejen ucitelem a zptisobem jeho vykladu, ale i pfedchozi
zkuSenosti Zdka (viz také prekoncepty zaka [1]), socidlnim prostiedim,
interakcemi ve tfidé, formami komunikace. Néktefi badatelé kladou dii-
raz na zékovy (prevazné vrozené) dispozice, tzv. pedagogicky profil zika
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(A. de la Geranderie, A. Taurisson rozliSuji dva zékladni typy: auditiond
a vizudlni, [1]), u prof. Marese kognitivni styl, $iteji styly ucéend [4].

Z modeli poznavaciho procesu uvedme model popsany v [2]: moti-
vace — separované modely — univerzalni model — poznatek (objev) — za-
clenéni do kognitivnd struktury (krystalizace, automatizace). Srovnejme
s vyvojovymi stadii mysleni u Piageta: senzomotorické mysleni — pre-
doperacni mysleni — konkrétni operace — formdlni operace (tzv. interio-
rizact vnéjsich myslenkovych operaci k vnitinimu procesu) nebo s Bru-
nerovymi stadii: akéni mysleni — ikonické mysleni — symbolické mysleni
(postupnygm abstrahovdnim od konkrétnosti se idea pojmu stdvd nezd-
vislou na konkrétnich modelech). Pojem (angl. concept) je stavebnim
kamenem kognitivni struktury. Vyskytuji se i terminy jemné vyznamové
odstinény, napt. pojmovy komplex, zahrnujici také situace, vztahy a po-
stupy tykajici se daného pojmu (prof. Hejny), ¢ pojeti, koncept. V nasi
situaci pocitujeme misty jako vhodnéjsi uzivat téchto vyznamové sirsich
termint, napt. pojmovy komplex funkce vedle uzsiho pojem funkce.

ONTOGENEZE POJMU

Funké¢ni mysleni se u zaka zacina rozvijet daleko pred tim, nez se ve skole
s pojmem funkce setkéd. Toto obdobi uvédomovani si kauzality jevi, uzi-
vani riznych tabulek zavislosti, kresleni grafti apod. 1ze povazovat za jiz
zminénou motivaéni (synkretickou) etapu pojmotvorného procesu. Kon-
krétni ptiklady funkci probirané na 2. stupni ZS s jejich vlastnostmi,
grafy a vzajemnymi vztahy vytvareji separované modely pojmu v zakové
mysli. Univerzalni model pojmu funkce by mél zacdit uzravat v obdobi
vysloveni prvni obecné definice funkce, coz se v nasich skolach v sou-
Casnosti déje vétsinou v devatém rocniku zakladni skoly, pfip. v kvarté
viceletého gymnézia. V tomto obdobi je funkce predkladéna vesmés jako
predpis ¢i pravidlo, které kazdé hodnoté nezavisle proménné z defini¢niho
oboru pfifazuje pravé jedno redlné ¢islo (srovnejme s historicky prvni
definici funkce pochézejici od Johanna Bernoulliho z r. 1697: | Funkce
proménné veliciny je velicina sloZend urcitym zpusobem z této promeénné
veli¢iny a z konstant* [5]). Na dalSich typech kol se nasi Zaci setkévaji
s definici pojmu funkce vétsSinou znovu, at uz je to zpravidla ve dru-
hém rocéniku ¢tyfletych gymnézii ¢i v iivodnich matematickych kurzech
na vysoké skole. Zde jiz je ¢asto funkce predkladana jako zobrazeni (tj.
specialni binarni relace) ¢ili jako mnozina uspofddanych dvojic s jistou
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vlastnosti. Néktefi autofi ucebnic ztotoznuji funkci s grafem funkce, jini
to zasadné odmitaji. Podobné pti fylogenezi pojmu funkce sledujeme
postupné oprostovani od potfeby analytického vyjadieni u Bernoulliho
a Eulera aZz po obecnou definici napf. u Dirichleta a Lobacevského.

PoPIsS VYZKUMU

Zakladni otazkou, kterou jsme si v prvni fazi vyzkumu stanovili, bylo,
zda je mozno konstatovat, ze zak prechéazi k etapé univerzalniho modelu
pojmu funkce poté, co se ve skole alespon jednou s obecnou definici se-
tkal, a zda tato skutecnost vyznamnéji souvisi se stupném skoly, jiz zak
navstévuje. Dalsim tikolem, ktery jsme si v této fazi dali, bylo pokusit se
analyzovat a klasifikovat zjisténé nedostatky a navrhnout reedukacni po-
stupy. Do prizkumu, ktery probihal ve skolnim roce 1999/2000, byli za-
pojeni zaci tii devatych ro¢niki z Liberce, péti kvart viceletych gymnazii
z Liberce a Teplic, dvou druhych ro¢niki ¢tyrletého gymnazia z Liberce
a 121 studentt Technické univerzity v Liberci (jednalo se o posluchace
Fakulty pedagogické, ucitelstvi 1. stupné zakladni skoly v prvnim roc-
niku dalkového i denniho studia, posluchace tfetiho ro¢niku uditelstvi
matematiky 2. a 3. stupné skol a o posluchace prvniho ro¢niku Fakulty
hospodéiské). Testy byly zadavany poté (vétsinou bezprostfedné), co se
funkce jako obecny pojem ve Skole probrala, a zaci o nich nebyli pfedem
informovéni. Sestavaly z nésledujicich tkoli:

Test €. 1: a) Definovat, resp. vlastnimi slovy vysvétlit, co to je
funkce (realnd funkce jedné redlné proménné — specifikovano u ctytle-
tého gymndzia a u vysokoskolakl s vyjimkou ucitelstvi 1. stupné).

b) Do jednoho ze dvou kartézskych soufadnych systému na-
értnout graf libovolné funkce, do druhého graf libovolné ,ne-
funkce® (tj. bindrni relace, kterd neni funkci).

Test ¢&. 2: Identifikovat funkci/nefunkci v predloZené sérii
(9-12) grafu. (Testovany zak mél vzdy zapsat pouze ANO/NE.)

Test ¢. 3: Identifikovat funkci/nefunkci v pfedloZené sérii osmi
slovnich formulaci zavislosti mezi promé&nnymi. (Zdk mél zapsat
ANO/NE a své rozhodnuti struéné zdtvodnit.)
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Test ¢. 4: Slovni asociace — napsat prvni slovo, které Zaka na-
padne pFi vysloveni slova nikoliv nutné svizaného s oblasti funkci.

VYSLEDKY PRUZKUMU

Celkem jsme ziskali 575 vyplnénych testii. Vyhodnoceni se ukézalo ob-
tiZnym zejména u testd la) a 3). U testu 4) méme zatim maly pocet
respondentt, takze jeho zhodnoceni neni do zde prezentovanych zaveéra
zahrnuto. Vzhledem k omezenym moznostem tohoto pfispévku nebu-
deme uvadét tabulky shrnujici vysledky jednotlivych testl, ale zaméfime
se spiSe na okomentovani nékterych typick§ch zékovskjch odpovédi. Z4-
kovské odpovédi jsou doslovné (véetné pravopisnych chyb) a jsou pfepi-
sovany kurzivou s uvozovkami.

Test ¢. 1 prokazal, Ze pro mnohé zaky je definice pojmu funkce for-
malni zaleZitosti, vymezeni pojmu u nich nesouvisi s dalsi matematickou
¢innosti s danym pojmem. Definice jim nijak nepiekézi (a to ani v po-
zitivnim slova smyslu, ani v negativnim). To, zda definici Zaci pocituji
jako nezbytnost, bylo dobte vidét z uvadénych grafi funkci a nefunkci;
ty byly totiz ¢asto s definici v rozporu. Pivodni zdmér rozliSovat pii
hodnoceni testu definici spravnou a nespravnou se ukézal jako neusku-
tecnitelny. Po prvnim zhodnoceni jsme si zacali vsimat vice toho, zda zak
jakymkoliv zptisobem zminil skutecnost, Ze pfifazeni zavisle proménné
je jednoznac¢né. To jsme potom brali za symptom porozuméni pojmu
(pokud tomu i oba uvedené grafy odpovidaly). Neéktetri zici namisto vy-
mezeni jednoznacnosti zavisle proménné uzili pti formulaci popfeni této
jednoznac¢nosti a vazby ,funkce je, kdyZ se nestane...“. Casto pfitom
,vidéli“ graf: , funkce je kdyZ jsou body jak koliv ale ne nad sebou mebo
primka“ (9. ti. ZS; tentyz 7k dale za piiklad funkce uvadi konstantu,
za priklad nefunkce graf z = a; neni tedy v rozporu se svou definici);
Sfunkce je, kdyZ udéldme rovnobézku dolu a body nejsou nad sebou ale
vedle sebe smi byt (9. t¥. ZS; za piiklad funkce uvadi graf pripomina-
jici —cos, za graf nefunkce totéz otocené o 90°; opét tedy neni v roz-
poru s definici). P¥istup zakd k vymezeni pojmu funkce byl v zdsadé
dvoji: nékteri se snazili za kazdou cenu reprodukovat definici, kterou
probirali ve Skole, a ¢asto se tak objevovala torza ztracejici smysl po
vynechani klicovych slov: ,,funkce — predpis ktery kazZdému prvku z mno-
Ziny D prirazuje pravé redlné cislo x*; ,.funkce je obor hodnot H a R“;
~funkce je pojem, ktery musi mit D, H* (ve 9. t¥. ZS). Jini se snazili
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pojem funkce objasnit zcela vlastnim, nékdy kuriéznim zpuasobem:
SFunkce funguje pravidelné, dd se podle ni tesit. Ona sama se dd Tesit
podle zabéhnutych regult (2. r. gymnézia); ,funkce je ¢dst, jeZ mda body
v grafu y,z“; ,funkce je soustava prvkid splriujicich stejné podminky“
(1. r. FP). Néktefi zaci ani v obecné definici nepfekrodili stadium sepa-
rovanych modeld: ,,funkce=sin, cos, tg, cotg“; ,funkce: je primd a ne-
primd dmeérnost; ,funkce: y = x2“; ,fce: hodnota, kde se stoupajicim x
stoupd iy a naopak (s klesajicim x klesd i y)* — (vSe 1. r. FP). Ptiklady,
kdy nabizené grafy funkci a nefunkci jsou v rozporu s uvedenou definici:
HFce: kazdému éislu z € R pfitazuje pravé jedno x € R (1. r. FH), pfi-
¢emz tentyz student za priklad grafu nefunkce uvadi jeden jediny bod;
wfunkce = teseni rovnice (nerovnice)* (1. r. FP), pfi¢em? tentyz stu-
dent uvadi za piiklad funkce graf podobny parabole y = 2, za piiklad
grafu nefunkce izolovany bod; ,, Definici funkce nazgyvdme predpys ktery
kazdému prvku x z mnoZiny D pritazuje pravé jedno redlné éislo (9. ti.
ZS), pticemz tento zdk za pifklad grafu funkce uvadi dvé rovnobé&zné
pfimky nad sebou a za piiklad nefunkce graf y = az;a > 0. Podrobné
jsme dale rozebrali, jaké grafy byly uvadény za piiklady funkci a ne-
funkci. Shrneme-li, za pfiklad funkce to byly nejcastéji funkce linearni
a kvadraticka, a to jesté zcela zietelné jejich specialni pfipady (napf.
kladna smérnice u linearni funkce, kladny koeficient u kvadratu kvad-
ratické funkce, grafy zpravidla v zdkladnim tvaru bez posunuti). Jako
chybné priklady ,nefunkci® zici uvadeéli nejcastéji diskrétni body
a konstantni funkci, ¢asto také graf obecnéjsi spojité funkce, u niz
evidentné neznali analytické vyjadieni.

Z testu ¢. 2 vyplynulo napt: grafem funkce je pro zaka casto to, co
vidél na tabuli & v ucebnici; to, co se podobé zndmému grafu; to,
co je symetrické, spojité a hladké. Grafem funkce neni to, co je ne-
spojité, zejména ne diskrétni body a zejména ne jeden bod; dale jim
neni to, co je posunuté (tj. neni v zdkladni poloze); co je nekompletni
(napt. ¢ast grafu funkce y = x? byla ¢asto povazovéna za nefunkci,
zatimco , kompletni“ graf téze funkce za funkci) a dale také to, co je
,slepené“ z grafi vice funkci. Zvlastni postaveni u zaka opét zaujiméa
konstanta; je opét casto povazovana za nefunkci. Vzhledem k tomu, ze
v testu ¢. 2 Zici pouze méli oznacit ANO/NE, neslo o dtivodech jejich
rozhodnuti spekulovat.



128 Alena Kopéackova

Vyhodnoceni testu €. 3 poskytlo kromé oc¢ekavanych vysledkt (ne-
duveéra v neprostou funkci a specidlné v konstantu, potfeba analy-
tického vyjadieni) i nékteré dalsi zaveéry. Vzhledem k tomu, Ze v tomto
testu bylo pozadovano zdivodnéni odpovédi, ukazalo se, ze u dvou ruz-
nych zaka slouzi tentyz divod jako argument pro dva protichtidné zavéry,
a naopak, jak dva protichtidné argumenty mohou slouzit pro zdtvodnéni
téhoz zavéru. Zamérime se nyni na nékteré typické odpoveédi.

Predpis, ktery kazdému ¢islu ptifadi jeho absolutni hodnotu.

+NE — pro 2z bychom meéli stejné y*“ — 2. r. gymndazia (nedtivéra v ne-
prostou funkei). B

+NE — k hodnoté x miZeme najit 2y* — 2. r. gymnézia (zdména zavisle
a nezavisle proménné). B

Predpis, ktery kazdému psu prifadi pocet jeho nohou.

+NE — kaZdy pes md 4 nohy* — 9. tf. (neporozuméni slovu pocet,
zdména s poctem zavisle proménnych prifazenych jedné nezavisle pro-
ménné).

+NE — pes md ctyri nohy, (aby byla funkce — musel by mit 1 nohu)* —
kvarta (viz pfedchozi).

SANO — miZe se to urcit funkci, treba funkei y = 0x + 4“ — 9. tf. (po-
tfeba analytického vyjadfeni).

+~NE — protoZe kaZdy pes md ¢étyri nohy (pokud je zdravy)“ —kvarta (slovo
podet).

+ANO — pokud je pes zdravy* — kvarta (za nezavisle proménnou bere ja-
kéhosi univerzalniho psa, neschopnost identifikovat defini¢ni obor).

Predpis, ktery kazdému ceskému méstu prifadi pocet fek, které jim
protékaji.

~NE — tohle se nedd urcit pies vzorec“ — 9. tf. (potieba analytického
vyjadieni)

»ANO — kaZdym ceskym méstem protékd nejvice jedna teka“ — kvarta
(slovo pocet i geografickd neznalost)

+NE — je vice mést, ktergmi protéka 1 teka* — kvarta (nedivéra v ne-
prostou funkei)

Dale se projevilo, Ze zaci maji tendenci vidét funkci tam, kde je situ-
ace svazana s Casem nezavisle na povaze zavislosti, slova pfifazeni,
pFifadit pocituji jako viditelnou aktivitu (napt. ,vék nelze clovéku
prifadit, vék nam plyne bez nasi aktivity).
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ZAVER

Myslime si, ze predlozené priklady naznacuji, Zze mnozi Zzaci nevytva-
feji univerzalni model reprezentace pojmu funkce a ze dokonce stagnuji
ve svych reprezentacich ve stadiu ,separovanych® modeli (jen nékteré
véany). Vék zika nehraje takovou roli, jak jsme ocekavali. Je patrny vétsi
pocet separovanych modeli, ale ve schopnosti vytvaret univerzalni mo-
dely jsou si zaci a studenti riznych stupni skol podobni. Jsme nazoru,
Ze pomoci by mohly vétsi pestrost separovanych modeld pfi vyuce (vidi-
telna je zejména absence nespojitych modeli a modelt bez analytického
vyjadieni), snaha o ilustraci vyklddanych pojmi vice zpisoby (vzorec,
slovo, obréazek, graf), konstruovani protipiikladt a neustdly boj proti
formalismu.
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STRUKTURA TRIAD JAKO NESTANDARDNI
PROSTREDI V MATEMATICE

Jana Kratochvilova

Uvob

Ve vyzkumu, jehoz ¢ast je vénovana tomuto prispévku, jsme se zabyvali
studiem myslenkovych procesti 10-11letych zakd pifi feseni tloh zada-
nych v nestandardnim prostfedi tridd. Zak se v béZné vjuce matematiky
s takovym prostfedim nesetkava, a tudiz nema k dispozici algoritmy pro
feseni uloh o triddach. Je proto nucen vyhledavat vlastni postupy a tim
je vyznam nestandardniho prostifedi v matematice nezastupitelny.

Ve svétovém vyzkumu se velkd pozornost vénuje terminim proces,
procedura, koncept a procept [6, str. 116-141]; [5, str. 115-130];
[7, str. 40-61]). V tomto piispévku budu uvedené terminy ilustrovat v pro-
stfedi triad.

STRUKTURA TRIAD

Definice: Prvek (a, b, c) € IN® nazveme triada, jestlize ¢ = a + b.

Nutnou podminkou pro feseni tiloh s triddami je znalost nasledujici
procedury (viz obr. 1):
1. Necht tridda lezi na jisté n-té trovni (oznacme ji napt. (a,b,a + b),
tato tridda lezi na 1. Grovni).
2. Pti pfechodu z n-té tirovné na (n+ 1)-ni troven provedeme nasledujici
proceduralni kroky:

Procedurélni krok 1
— Vezmi prvni ¢islo z triddy na n-té drovni.
— Toto ¢islo je prvni éislo nové triddy na (n + 1)-ni Grovni.

Pfispévek byl podpofen grantem GAUK 302/1998/APP /PedF.
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— Vezmi tfeti ¢islo z triddy na n-té Grovni.

— Toto ¢islo je druhé ¢islo nové triddy na (n + 1)-ni Grovni.

— Tteti ¢islo nové triddy je soucet prvnich dvou cisel této triady na
(n + 1)-ni Grovni.

(V nasem oznaceni tridda (a,a + b, 2a + b) je nova tridda na 2. Grovni.)

Procedurélni krok 2

— Vezmi druhé cislo z triddy na n-té Grovni.

— Toto ¢islo je prvni éslo nové triddy na (n + 1)-ni Grovni.

— Vezmi tfeti ¢islo z triddy na n-té Grovni.

— Toto ¢islo je druhé ¢islo nové triddy na (n + 1)-ni Grovni.

— Tteti ¢islo nové triddy je soucet prvnich dvou cisel této triady na
(n + 1)-ni Grovni.

(V nasem oznaleni tridda (b,a + b,a + 2b) je druhd nova tridda na
2. Grovni.)

Urovesi 1o, .

2 /\

Uroveri 2..cveeeeer e oo @G0, 204 D) o e (batb,at2b)...........
) 1

Urovei 3.(a,2a+b,3a+b).....(a+b,2a+b,3a+2b)...... (b,a+2b,a+3b)....(a+b,a+2b,2a+3b)..

(3 /\ /\
Uroveti 4.(a,3a+b,4a+b)...(a+b,3a+2b,4a+3b)....(b,a+3b,a+4b)...(a+b, 2a+3b,3a+4b)...
(2a+b,3a+b,5a+2b)(2a+b,3a+2b,5a+3b)(a+2b,a+3b, 2a+5b)(a+2b,2a+3b,3a+5b)

Obr. 1

Prosttedi tridd poskytuje mnoho dloh. Ve vyzkumu byly pouzity:
Uloha 1. Pokrac¢uj v procedufe, jestlize vis, jak z jedné triddy na jisté
arovni ziska$ dvé nové triddy na nasledujici tirovni.

Uloha 2. Kolik triad je na n-té trovni?

Uloha 3. Najdi nejmensi triddu na n-té trovni. Nejmensi tridda na n-té
arovni je tvorena takovymi tfemi ¢isly, jejichz soucet je ze soucti na n-té
arovni nejmensi.

Uloha 4. Najdi nejvétsi triddu na n-té trovni. Nejvétsi tridda na n-té
arovni je tvorena takovymi tfemi Cisly, jejichz soucet je ze souct na
n-té trovni nejvetsi.

Uloha 5. Najdi viechny triady na trovnich 1, 2 a 3, jestlize vis, Ze triada
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(a,b,a+b)! je umisténa na a) prvnim misté, b) druhém misté (viz obr. 2),
¢) tfetim misté, d) ¢tvrtém misté zleva na tfeti trovni.

UTOVER Lo
/I/\
UTOVERN 2ovovivcviees eeeeeeeeeeeeeeeeaee e e,
/\ /\
Uroveti 3....... e @B, ATD)
Obr. 2

PROSTREDI TRIAD Z DIDAKTICKEHO HLEDISKA

Prostiedi triad vyzaduje jednoduché matematické aktivity — s¢itani a do-
drzovani jednoduchého algoritmu. OvSem i tak je toto prostiedi narocné
pro zaky, protoze tyto jednoduché aktivity jsou ,zabaleny* do nestan-
dardniho ,,obalu“. Af se to tykd samotné triddy, nap¥. uziti zavorek pro
triddy, implicitni vyjadfeni vztahu ¢isel uvnitt triady, nebo struktury
tridd vytvorené nékolikerym aplikovanim proceduralnich krokd. V této
struktufe jsou pFitomny zavislosti (napf. aritmetické a Fibonacciho po-
sloupnosti) a hledani téchto zavislosti je jednou z dilezitych aktivit pro
zéka.

V souvislosti s nestandardnosti tridd jsme se zamysleli nad terminy
proces, procedura, koncept a procept.

PROCES

Proces je posloupnost tkonii [1]. V tomto pfipadé jsou tkony konkrét-
nimi ¢innostmi, jako napt. u¢inéni rozhodnuti o vykonani proceduralniho
kroku 2, vybér druhého ¢isla triddy, umisténi druhého c¢isla na prvni
misto nové triddy, vybér tfetiho Cisla, umisténi tretiho ¢isla na druhé
misto nové triddy, se¢teni prvniho a druhého ¢isla nové triady, umisténi
souctu na tfeti misto nové triddy. Tato mira pfesnosti vymezeni tikont
je individualni a zalezi na Tesiteli, a mozna i na vyzkumnikovi, na kolik
a jakych tkont je proces rozlozen.

ITridda (a,b, a + b) je zadavana s konkrétnimi &isly.
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PROCEDURA

Nejvystiznéjsi definice procedury vztazené k tomuto vyzkumu je definice
uzivana ve vypocetni technice (Velky slovnik naucny, encyklopedie Dide-
rot, 1999). Procedura je mnozina ¢innosti, kterd se nékolikrat opakuje.
Procedura se sklada z proceduralnich krokt 1 a 2 nebo pouze z pro-
ceduralnich krokt 1 (napf. pfi hledédni nejmensi triddy na 10. Grovni)
nebo pouze z proceduralnich krokd 2 (napf. pfi hleddni nejvétsi triddy
na 10. Grovni).

TRIADA JAKO KONCEPT

Vymezeni konceptu vychdzi z praci [5, str. 115-130]; [7, str. 40-61]).
Tridda je objekt (a, b, ¢), ve kterém prvni dvé ¢isla a a b maji aritmeticky
vztah k ¢islu c. Tento aritmeticky vztah je reprezentovan symboly ‘+’
a ‘=’ tak, ze ¢ = a+b. Protoze symboly nejsou dany explicitné, ale vztah
je jasné definovan, triada je koncept.

TRIADA JAKO PROCEPT

Vymezeni proceptu vychézi z praci ([6, str. 116-141]; [7, str. 40-61]).
V tridde je na jedné strané vztah cisel a a b k ¢ konceptualni a na druhé
strané tloha ¢ = a + b je procesudlni. V disledku této duality je tridda
procept. M4 t¥i slozky: proces (séitani), ktery vytvorl matematicky
objekt (tridda) a interpretace symbolu (zavorky a tii ¢isla), ktery
reprezentuje jak s¢itani, tak triadu.

ZAVER

Pro mnoho zakt je vyuCovani matematiky casto redukovano na sou-
bor poucek, navodi, pravidel a schémat, které je nutno dobfe nacvicit
a zapamatovat si [3, str. 73]. I kdyz tito Zaci mohou byt Gspésni ve vy-
hledani vysledki, casto pouze opakuji postupy, které byly predlozeny,
aniz rozumi tomu, co délaji a pro¢. Kdyz je jim predloZena nestandardni
situace, neumi si s ni poradit, protoze nezapada do zaddného schématu,
s kterym se jiz setkali. Tak opousti skolu lidé, ktefi nemaji radi a ne-
umi pouzit matematiku ani v jednoduchych situacich. Jednim z moznych
zpusobt, jak tuto situaci napravit, je zadavat Zakim nestandardni pro-
blémy. Domnivame se, e tlohy o triddach tento pozadavek spliiuji. Zaci
se zde setkavaji na jedné strané s jevy, které jiz dobfe znaji, napr. s¢itani
a usporadani, a na druhé strané s jevy, které jesté neznaji, ale jsou pro
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né uchopitelné, napt. nalezeni aritmetické a Fibonacciho posloupnosti
nebo inverzni procedury. Umisténi a seskupeni téchto jevil vytvafi ne-
standardni prostiedi, ve kterém je zaci objevuji a znovuobjevuji, tzn. Ze
probiha zakdv proces uceni.
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DYNAMICKY MODEL PREGRADUALNI PRIPRAVY
UCITELU MATEMATIKY

Marie Kubinova

Pedagog je privodce déti, nikoli ten,
kdo by je trénoval a nekam posilal.
P. Pitha, 1996

Jednim ze spole¢nych rysa svétovych trendt typickych pro soucasné
pristupy k vychovné-vzdélavacimu procesu jsou snahy o harmonickou
proporci mezi jeho vzdélavaci a vychovnou slozkou. Osvojovani védo-
mosti, péstovani a rozvijeni dovednosti a zdokonalovani schopnosti je
zce vazano na tvorbu postoji, s nimiz jsou spjaty potieby a zajmy
motivujici dalsi ¢innost jedince. Prosazuje se interaktivni — c¢innostni
a zkuSenostni uceni, které je zalozeno na vyuziti aktivizujicich metod,
forem a prostfedkd ve vychové a vzdélavani. To podstatné meéni roli uci-
tele. Ucitel neni chapan jako ten, kdo ,,pfedava hotové obsahy*, ukazuje
jedind spravna feSeni nebo nejlepsi postupy a poskytuje informace, ale
jako ten, kdo vytvari vhodné klima pro spolec¢nou praci ve t¥idé tak, aby
ve vychovné-vzdélavacim procesu mohly byt dominantni aktivity zak.
Utitel je chapan jako ten, kdo pro vnéjsiho pozorovatele sice ustupuje
do pozadi, ale ve skutec¢nosti je pravé on tim subjektem, ktery kvalitné
a kvalifikované ¥idi probihajici vychovné-vzdélavaci proces.

Timto smérem je orientovano i nase pojeti piipravy uciteld mate-
matiky. Nesdilime proto nazor ¢asti oborovych didaktiku, kteri tvrdi, ze
hlavnim tkolem pregradualni pripravy uciteld je poskytnout budoucim
uciteliim formou frontalniho receptivniho vyucovani dostatecné Siroky
odborny zaklad a jakési povinné minimum pedagogicko-psychologickych
znalosti, protoze vSechny ostatni ucitelské kompetence ziskaji v redlném
vyucovani po nastupu do praxe.

Tento piispévek byl zpracovan s podporou grantu FRVS ¢&. 1341/2000: Kurz di-
daktiky matematiky realizovany v prostfedi klinické skoly.
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V soucasné dobé mame jiz dosti bohaté zkuSenosti s vytvafenim pod-
nétného prostiedi, které je schopné ovliviiovat hodnotovy systém budou-
cich ucitelid matematiky smérem od transmisivniho pojeti vyucovani ke
konstruktivistickému. V minulosti jsme ovéfovali rtizné motivaéni po-
stupy zaméfené na ovliviiovani védomi studentti ucitelstvi matematiky
smérem k aktivnimu a tvofivému pristupu k jejich pfipravé. Pritom se
ukézalo, ze klima, ve kterém probiha pregradualni priprava uciteld mate-
matiky, nelze zdsadné zménit proklamacemi nebo pouze pomoci inovace
ucCebnich plani ¢i uéebnich materiald nebo jednostrannymi ¢i prilezitost-
nymi vstupy vysledkt védeckého vyzkumu v didaktice matematiky do
pregradualni pfipravy ucitelit matematiky. Pro trvalou zménu tohoto kli-
matu je naprosto rozhodujici permanentni ovliviiovani presvédceni a po-
stoji komunity budoucich uéiteltt (matematiky). Bez aktivniho podilu
jich samotnych pfi praci na sob€ neni zadny vyrazny a trvaly posun
od pfevazné transmisivniho pfistupu k vyucovani smérem k vyucovani
konstruktivistickému mozny.

Presto jsme nuceni konstatovat a nase zkusenosti to ukazuji, ze kon-
cepty vyucovani, se kterymi vstupuji zacinajici ucitelé, nasi absolventi,
pred své zaky, jsou v naprosté vétsiné koncepty transmisivni skoly. M-
zeme to pricitat tradici ceské skoly, kterd byla a stale jesté je silné za-
loZena na predavani jiz hotovych poznatkd tém, ktefi si je maji osvojit,
témi, kteri byli specidlné vyskoleni na to, aby je mohli predavat. Je tfeba
si vSak uvédomit nas dil odpovédnosti. Chceme-li, aby se ucitel stal or-
ganizatorem a tvircem aktivit ve vyucovani, je tfeba ho na takovou roli
kvalitné ptipravit uz v dobé jeho studia na fakulté.

Analyzy prubéhu a vysledku dil¢ich, soubornych i magisterskych zkou-
Sek ve studiu ucitelstvi matematiky pro skoly st¥edni a pro druhy stupen
zékladni 8koly na Univerzité Karlové v Praze, Pedagogické fakulté (dale
jen studium uéitelstvi matematiky), rozhovory se studenty ucitelstvi, uci-
teli ze Skol, ale i nazory odborné a laické vefejnosti vSak signalizuji, Ze
pres vSechny snahy a dil¢i inovace ucebnich pland pretrvavaji v priprave
budoucich uditeltt matematiky zavazné nedostatky. Jsou jimi pfedevsim:

e staticky pristup k vyuce budoucich uciteli, ktera je vedena vesmeés
frontalné a receptivné,

e nevyvazenost mezi rozsahem teoretické a praktické slozky pripravy,
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e izolovanost oborové a pedagogicko-psychologické slozky studia uci-
telstvi,

e izolovanost jednotlivych disciplin v ramci studijnich oborii,
e nedostatecna orientace na ucitelskou profesi od pocatku studia.

Zamyslime-li se nad cestami, jak tyto nedostatky v pregradudlni pti-
pravé uciteli matematiky odstranit, je zfejmé, Ze je tfeba zcela zménit
podstatu existujiciho konceptu pripravy uciteld v nasledujicich smérech:

e vytvorit nova schémata transformace védnich disciplin, které tvoii
teoreticky zaklad pregradualni pfipravy uciteld matematiky, pri-
tom

— preferovat osvojovani klicovych poznatki v ¢innostech,

— omezit transmisivni predavani hotovych védomosti a doved-
nosti na minimum,

e piejit od statického pristupu, kdy je pfiprava vedena prevazné fron-
talnim zptsobem v prostiedi fakulty, k dynamickému pfistupu,
ktery je charakterizovan konstruktivistickymi pfistupy k osvojo-
vani poznatkt a odehrava se podle potfeby v prostiedi fakulty
nebo v prostiedi fakultni (nebo pozdéji klinické) gkoly, pFitom

— dominantni budou ¢innosti studenta, a to véetné posileni prak-
tické slozky pfipravy realizované v prostiedi fakultni skoly,

— k racionalizaci bude vyuzit mimo jiné i vhodny pedagogicky
software,

e po celou dobu studia pfipravovat budouci ucitele v konkrétnich
¢innostech na uplatiiovani i jinych nez tradi¢nich forem didaktické
interpretace (tj. postupt, kterych uzivali v pfevazné mife jejich
ucitelé na zakladni a stfedni Skole), aby budouci uéitelé sami na
sobé poznali, Ze

— je mozné ve vyucovani uplatriovat i jiné pristupy, které umozni
zaklim osvojeni poznatki, aniz by bylo toto poznéani formalni
a verbalni,
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k osvojeni poznatku nez osvojeni poznatku samotného.

7 na$i strany jsou k tomu zatim vytvoreny nasledujici predpoklady:

e na pregradualni pripravé budoucich uciteli matematiky se podili
nékolik uciteld katedry, ktefi maji dlouhodobé zkusenosti s vycho-
vou budoucich uciteld matematiky v odborné i didaktické slozce
jejich pripravy a ve své odborné praci se dlouhodobé orientuji na
problematiku prace ucitele jako hlavniho nositele kvality vyucova-
ciho procesu,

e koncepce povinnych kurzt didaktiky matematiky a povinné voli-
telnych seminait z didaktiky matematiky, které jsou soucasti uceb-
niho planu oborového studia ucitelstvi matematiky na pedagogické
fakulté Univerzity Karlovy, pfedpokladd vyuziti zkuSenosti stu-
dentt z readlného vyucovani, které ziskali v pribéhu obou stupnu
praxe (pedagogicko-psychologické praxe v 5. nebo 6. semestru a di-
daktické praxe v 8. a 9. semestru) na skole,

e cast didaktické slozky pregradualni piipravy uciteli matematiky
je v soucasné dobé (v roce 2000 mimo jiné s podporou grantu
FRVS ¢&. 1341/2000: Kurz didaktiky matematiky realizovany v pro-
stfedi klinické skoly) realizovédna v prostfedi fakultnich $kol, kde
pusobi vynikajici ucitelé oboru a na ¢ast pracovniho tivazku také
dva oborovi didaktici katedry matematiky a didaktiky matema-
tiky, vyuzivame tak toho, ze didaktikové oboru piisobi soucasné
v pregradudlni pripravé uciteli a jako ucitelé zakladni skoly, coz
jim umoziiuje, aby obecné zakonitosti didaktiky a predevsim di-
daktiky matematiky interpretovali se skutecnou znalosti readlnych
vyucovacich situaci a aby do tohoto procesu pfimo ¢i nepfimo po-
stupné zapojovali studenty ucitelstvi,

e na fakultnich skoldch ZS Campanus v Praze 4 a ZS Londynska
v Praze 2 jsou vytvoreny personalni i materidlni podminky k re-
alizaci inovovaného pojeti nékterych kurzti (véetné obou stupiii
pedagogické praxe) pregraduélni pfipravy uéiteli matematiky.
Postupné je tak pripravovan a v praxi ovérovan model pregradualni
pfipravy ucitelt matematiky, ktery bychom mohli oznacit jako dyna-
micky (jeho schéma je uvedeno na obr. 1), protoze predpoklada:
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e uplatnovani konstruktivistickych pristup@ v pfipravé budoucich
uciteli véetné odstranéni izolovanosti jednotlivych disciplin,

e propojeni prostiedi fakulty s prosttedim fakultni (nebo pozdéji kli-
nické) skoly,

e vytvoreni takového klimatu v pfipravé uciteld, aby se tvorivy pii-
stup k ucitelskému povolani stal permanentni soucasti jejich bu-
douci prace.
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VYCHODISKA PRO VYUZITI NOVE MATURITY
V PRIJIMACIM RIZENI NA VYSOKE SKOLY

Ludmila Machadova

V devadesatych letech nebyvale vzrostl pocet pfihlasek ke studiu také
na fakulty University Pardubice. Mnohé z nich vsak byvaji formalni, na-
sobné a neodrazeji skuteény zajem o zapis ke studiu na danou fakultu.
Katedra matematiky, kterd zajistuje pfijimaci zkousky na t¥i fakulty, za-
znamenala se vznikem novych stfednich skol nesoulad mezi stfedoskol-
skym hodnocenim uchazeci a vysledky jejich zkousek, i velké rozdily ve
znalostech absolventii riznych stfednich skol.

Proto vitdme snahu o posileni vymluvnosti maturitniho vysledku pro
rozhodovani o prijeti k vysokoskolskému studiu. Promyslime vSak miru
vyuziti celé maturitni zkousky v jeji externi i interni ¢asti.

Vychazime predev§im z poznani, ze kazdé souhrnné opakovani pii-
nasi nadhled, doplnuje vzajemné souvislosti mezi jednotlivymi tématy.
V tomto smyslu jsou ucelna i vSechna diléi opakovani, kurzy, priprava
k maturité a sama maturita zvlast. Tak nap¥. na vzorku 1 716 absolvent
stfednich skol, ktefi sklddali pro skolni rok 1995/96 pisemnou piijimaci
zkousku z matematiky, se ukédzal statisticky vyznamny rozdil [1] ve zna-
lostech téch, ktefi z matematiky maturovali, ve srovnani s uchaze¢i bez
maturity z tohoto predmétu, a to u absolventd tii typu stfednich skol:
gymnazii, stfednich ekonomickych skol a stfednich primyslovych skol.
Obdobné v 1. semestru akad. roku 1999/2000 byli ve vysledcich z ma-
maturitni zkousku neskladali [2].

Uznévame jednoduchost, rychlost a snadnost uziti testii s vybérem
odpovédi (napi. v SONDE MATURANT) a zejména ekonomickou tispor-
nost a jednoznacnost pii jejich vyhodnoceni. Vidime vsak soucasné ne-
bezpeci v precenéni zaveérd, které poskytuji. Proto chapeme tstup od
nich, jak jej formulovala v r. 1991 konference [3] uspofddand Mezina-
rodni komisi pro vyufovani matematice (ICMI).
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Doufame, Ze pfi tvahéch o cizich vzorech (americkych i jinych) ne-
pomineme jejich vlastni kritické pohledy a své tradice a zkuSenosti. Tak
napf. je dobfe znamo, Ze japonské skolstvi téméf neznd tstni zkousky [4],
ale jen testy a bodovaci systém. Dokonce uz tfilety uchaze¢ o dobrou
matefskou skolu se musi vyrovnat s testem. Hovofi se vSak i o pretizeni
gkoldkt a prilisném tlaku na né. Naproti tomu navstévnika japonské
univerzity zaujal efektivni zplisob seznamovani s nejnovéjsi literaturou
formou ,,spoleéného ¢teni“ v malych skupinach zajemci pod vedenim
starsiho pracovnika.

Zamysleni by si zaslouzil vSseobecny pokles schopnosti se presné a sro-
zumitelné vyjadrit, nechut k Gistnimu projevu, obtiZe s argumentaci, pra-
vopisné chyby v projevu pisemném. Uz v roce 1993/94 v anketé studenttt
FCHT preferovalo 62 % jejich téastniki pisemné zkouSeni jako formu,
na niz jsou zvykli ze stfedni skoly. V soucasné dobé usiluje i vice nez uve-
dené procento posluchacii FCHT a DFJP o ziskdni zndmky ze zkousky
jen na zakladé pisemné prace. Pro ucitele je pisemnd forma ¢asové méné
narocna. Oba vsak ztraceji. Ucitel zpétnou vazbu, student pripravu pro
joby, kdy se muze citit bez dostatecné zkusSenosti s formulaci myslenek
zaskocen. I kviili ii¢elné stfedoskolské zkusenosti s odbornou komunikaci,
s kritickym myslenim a odpovidajicim slovnim vyjadfenim, se vyslovu-
jeme pro jednotu ustni interni ¢asti maturity s ¢asti externi [5].

Po vyhodnoceni 2. semestru studia na FES, jemuz piedchézelo zjis-
téni, Ze bez ohledu na typ absolvované stredni skoly maturita z mate-
matiky podpofila tspéch ve studiu 1. semestru, pfistoupime k navrhu
pfipadného prominuti prijimaci zkousky z matematiky ¢i aspon zohled-
néni maturity v pfijimacim fizeni.

7Zda se, ze uz sama diskuse o nové podobé maturitni zkousky posiluje
vyznam maturity.
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NETRADICNI UVOD DO ABSTRAKTNI
MATEMATIKY

Jarmila Novotnai, Nada Stehlikova

1 Uvobp

Ve skolské matematice (v dal$im textu pro ni budeme pouzivat ter-
min ,elementarni matematika“) se obvykle studuji matematické objekty
a tak se objevuji a popisuji jejich vlastnosti, které se dale vyuzivaji.
Ve vysokoskolské matematice (v dal$im textu pro ni budeme pouZivat
termin ,abstraktni matematika“) se diraz pfesunuje na vybér uréitych
vlastnosti, pomoci nichz se definuji objekty, a zavedeni axiomu. Ostatni
pojmy se buduji pomoci axiomatické vystavby. Student je najednou za-
dan, aby ,,zapomnél“, Ze néco plati, do té doby, nez si to odvodi pomoci
definic a axioml (napf. odvozeni vlastnosti operaci s pfirozenymi ¢isly
v Peanové aritmetice). Stru¢né feceno, jde o krok od elementarni mate-
matiky pocitani a manipulace k matematice definic a dikaz.

Nase dlouholeta zkusenost s vyukou studentii ucitelstvi matematiky
nas presvédcuje, ze prechod od elementarni matematiky k abstraktni
matematice na vysoké skole je pro studenty velmi naroc¢ny. Omezime-
-li se jen na velmi hrubé rozdéleni, mizeme studenty rozdélit do dvou
zékladnich skupin (nejsou pfesné oddéleny, jeden student mize v rtiznych
¢astech matematiky byt v rtiznych skupindch): Jedni se snazi abstrakt-
nim pojmum porozumét, umét je aplikovat v konkrétnich situacich a vy-
uzivat v jinych kontextech, druzi (podle nasich zkuSenosti je tato sku-
pina obvykle pocetnéjsi) se po pocateénim netspé$ném pokusu pochopit
,hovy druh® matematiky spokoji s pouhym memorovanim zavedenych
pojmt bez hlubsiho vhledu do jejich vlastnosti a uziti.

Problémy spojené s prechodem od elementarni k abstraktni mate-
matice se netykaji pouze studentti v Ceské republice a v soucasném

Piispévek byl podpofen grantem GAUK 302/1998/APP/PedF a GACR
406/99/1696.
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vyzkumu v oblasti didaktiky matematiky je mu vénovana stale veétsi
pozornost.! U budoucich uéitelt matematiky povazujeme tuto problema-
tiku za zv1ast dilezitou, protoze zkuSenost napt. z kurzi algebry mtize
pozitivné nebo negativné ovlivnit jejich postoje k matematice a tim i je-
jich vyucovaci styly.

V ¢lanku popiSeme nas pokus, jak postavit ,,most“ mezi elementarni
a abstraktni matematikou. Bude se tykat vlastnosti algebraickych struk-
tur.

2 ALGEBRA NA VYSOKE SKOLE

Ukolem tvodniho kurzu algebry a teoretické aritmetiky na pedagogické
fakulté UK v Praze je seznamit studenty s témi zakladnimi partiemi al-
gebry a teoretické aritmetiky, na nichz je jednak zalozena $kolskd mate-
matika, jednak jsou aparatem pro dalsi matematické discipliny zafazené
do pfipravy uliteld matematiky. V kurzu se probiraji mimo jiné také
algebraické struktury.

Pojmy grupa a téleso jsou pro studenty velmi abstraktni a jejich
zavedeni tradi¢ni formou definice — véta — dukaz — ilustrace u mnoha
z nich vede pouze k formalnimu osvojeni znalosti bez porozumeéni (ve
smyslu formalniho poznani v Hejny, Stehlikova, 1999). Abychom se to-
muto nebezpeéi co nejvice vyhnuli, snazime se opirat o predchozi zku-
Senosti studentt s ¢isly. Pti definovani pojmt pak vychazime z toho, co
mayji jednotlivé ¢iselné struktury spole¢né. Abychom porusili vazbu zavé-
dénych pojmi pouze na ¢isla (napf. neutralni prvek je vzdy pti aditivnim
znaceni ¢islo 0, pfi multiplikativnim ¢islo 1, inverzni prvek je vzdy ¢islo
prevricené), zafazujeme v omezené mife struktury, jejichZ nosi¢em jsou
Ciselné mnoziny, ale operace jsou definovany netradi¢né, a také struktury
s jinymi nez ¢iselnymi nosiéi (mnoziny funkei, vazanych vektor apod.).

P1i pozornosti, kterou vénujeme algebraickym strukturam, by se dalo
ocekavat, Ze studenti porozumi pojmim a budou schopni nejen uvést
jejich definice a vlastnosti, ale budou je také umét aplikovat v jinych
kontextech. Zkusenost vSak ukazuje, ze u mnohych z nich k porozuméni
nedochézi. Zdrojem nedorozuméni se stava nejen jiz vySe zminéné au-

INapi. Gray et al. (1999) se zabyva abstraktni matematikou z teoretického hle-
diska, v oblasti algebraickych struktur Dubinsky (1994) zkoum4 moznost vyuziti pro-
gramovacich jazykt k usnadnéni pfechodu od elementarni k abstraktni matematice,
Almeida (1999) popisuje zptlisob vyuky zaloZeny na rozsahlém studiu symetrii.
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tomatické prenaseni vyznamu slov z ¢iselnych obort do jinych struktur,
ale i nedostatecné zvladnuti prace s kvantifikovanymi vyroky, nedtsledné
pouzivani definice operaci (napf. pfi kontrole asociativity operaci, hle-
déni neutralnich a inverznich prvki) apod. Opakované testovani, které
jsme provadéli v prvnich tfech letech studia, prokazalo, Ze ziskané zna-
losti a dovednosti studentii ¢asto nejsou dlouhodobé, a kdyz je potieba
je aplikovat v dalsich oblastech jak algebry, tak geometrie nebo mate-
matické analyzy, neni se o co opfit.

Proto jsme hledali nové cesty, jak situaci zlep$it. BéZznou vyuku alge-
bry jsme u sedmi studenttt doplnili formou experimentu takto:
e Studenti delsi dobu pracovali v urcitém prostredi, ve kterém jsou
wskryty“ zakladni pojmy grupové algebry. Césteéné pracovali doma a ¢s-
tecné prfi individualnich konzultacich s vyucujicim.
e V priubéhu prace studenti sami definovali zakladni pojmy (neutralni
prvek, inverzni prvek, délitelé nuly, od¢itani apod.) a hledali kofeny jed-
nodussich algebraickych rovnic v tomto prostiedi. Pfi praci mohli pou-
zivat analogii se strukturou celych cisel s operacemi séitani a nasobeni,
nemohli vSak zadné poznatky prenaset automaticky.

Za prostredi uvedené v prvnim bodu byl zvolen kontext tzv. zuZené
aritmetiky, s niz jiz nékolik let experimentalné pracujeme (viz napft. Steh-
likova, 1998) a jejimz autorem je Milan Hejny.

3 ZUZENA ARITMETIKA

Struktura Az = (4, @, ®) se skladd z mnoziny A, = {1,2,...,99} de-
vadeséati deviti pFirozenych cisel (fikdme jim 2-Gisla) a dvou binarnich
operaci z-s¢itani @ a z-ndsobeni ®@%: Va,y € A,, 2Dy = r(z+y),zQy =
=r(z-y), kde r : N — N je operace redukce, kterou zavedeme pro troj-
a Ctyfcifernd cisla ABC, ABCD takto (zavedeni na vicecifernd éisla je
analogické):

r(100A+ 10B+ C) = A+ (10B + C),

r(10004 4+ 100B + 10C + D) = (10A + B) + (10C + D).

Redukci opakujeme tak dlouho, dokud nedostaneme ¢islo z A,. Napfi-
klad 73@®69 = r(142) = 1442 = 43, 81®90 = r(r(7290)) = r(72+90) =
=7r(162) =1+ 62 = 63.

Takto je Az zavedena studentiim. VSechno ostatni musi odhalit sami.

2Ptedponou z vyjadiujeme fakt, Ze se jedna o operaci ¢ objekt v ramci ztizené
aritmetiky.
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3.1 PROC PRAVE Ay7

e Struktura A, pfedstavuje kontext, z néhoz byla odstranéna sémantika
(¢imz se blizi abstraktni matematice), pfitom vSak umoziiuje studentim
,hladsi® pfechod od elementarni k abstraktni matematice, protoze se
mohou opfit o své predchozi zkuSenosti. Ziskaji zkuSenost s praci s ne-
sémantickou strukturou, pri¢emz museji uvazovat spise strukturalné nez
sémanticky.

e Struktura As je zdrojem velkého mnozstvi riznych tloh, které si stu-
denti mohou formulovat i sami na zakladé svych zkuSenosti z bézné arit-
metiky.

e Nové pojmy jsou definovany tehdy, kdyz se objevi potfeba jejich zave-
deni (napf. pfi feSeni aditivnich rovnic je nutno zavést odé¢itani a k tomu
je zase nezbytny pojem inverzniho prvku). Navic studenti okamzité vidi
vzadjemné souvislosti mezi témito pojmy, a to v jiném prostiedi nez
v bézné aritmetice.

e Studenti se musi zamyslet nad pojmy, které byli zvykli povazovat za
automatické a zfejmé (napf. zptisob FeSeni rovnic, odéitani, déleni). Musi
je podrobné analyzovat, a tak objevuji to abstraktni, co je za konkrétnimi
poznatky skryto.

e Struktura A neni hotovy produkt (jak je ¢asto matematika studenttim
predkladana), ale pfedstavuje oteviené prostiedi, které si studenti museji
prozkoumat sami. Uc¢itel dava neustale najevo, ze jde o néco nového, ze
ani on sdm nemiize rozhodnout o pravdivosti néjaké hypotézy, kterou si
student formuluje.

e Studenti maji tendenci pfi aplikaci teorie grup spoléhat se na své pred-
stavy z oblasti ¢isel (viz také Hazzan, 1999). Z toho pak plyne ¢islo nula
jako univerzalni model neutralniho prvku vzhledem ke sé¢iténi (neutralni
prvek je chipan sémanticky = nic, spiSe neZ strukturalné), ¢ zapor-
nych éisel jako inverznich prvka vzhledem ke séitani. V A, toto neplati
a ukazuje se, ze Ay je dobrym prostfedim pro naruseni této rozsifené
nespravné predstavy (pusobi jako jakysi protipfiklad, o to plsobivéjsi,
Ze ho studenti odhaluji sami).

e Vyhodu struktury As takto zavedené oproti napf. kongruencim modulo
m vidime v tom, Ze neni nikde zpracovana, a studenti se tedy mohou opfit
pouze o své zkuSenosti z bézné aritmetiky a nemohou si problematiku
nékde nastudovat.

e Konecné neméné dilezitym disledkem prace v As je fakt, Ze studenti
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Casto pociti potfebu studovat abstraktni algebraické struktury, které by
jim zpétné mohly pfinést nové poznatky o As.

3.2 UkAzZKY UKOLU S KOMENTAREM

V nésledujicim odstavci uvedeme struéné ukazky tloh, které studenti resi
pii praci v As. Nutno podotknout, Ze vzhledem k charakteru struktury
As se zplisob préce i volba tloh u jednotlivych studentd (éi skupin) lisi
podle toho, jakym smérem je vede jejich trovern poznéni struktury As.
Naprtiklad student, ktery uz objevil nulovy prvek, bude volit jiné tlohy
i jiné strategie jejich fesSeni, nez ten, kterému je tento poznatek zatim
skryt. Je ziejmé, ze toto prostfedi klade na vyucujiciho jiné naroky nez
bézna vyuka. Musi reagovat na rizné sméry, kterymi se ubird prace
jednotlivych studentt ¢i skupin, a dat si pozor, aby nékteré poznatky
neodhalil studenttim predcasné.

1. Z kterych ¢isel udélame redukei éislo 6 (18, 34, 99)7

Jde o zvédomeéni zpétné redukce a snahu dovést studenty k uplné radeé
zpétnych redukct.

2. Dokézali byste znazornit ¢isla z Ay graficky?

Pokud si student wvedoms cyklicnost, muZe je zndzornit treba na kruz-
nici. Pékné je také zndzornéni na ciselné ose, kde se opakuji cisla 1, 2,
.oy 99. Tam dobre vynikne cislo 99 jako jakdsi nula a ,zdpornd“ cisla,
z cehoZ prirozené vyplyne odcitdni.

3. Reste rovnice se séitanim: 2 @ 17 = 99,  © 61 = 4, 2 © 6 = 92,
2@ x=36,996¢ z =13, 66 dx = 66.

4. Reste rovnice s nasobenim: 2@z = 40, 20z = 1, 20z = 99, 3@z = 30,
3xz=1,3®02x=99,3®0x=45,14R2=91,13®x =456z =3,
BRr=3,00r=56r=45,3R02x02=83,5xzx610=>.

Ulohy obsahuji neutrdlni prvek vzhledem ke sc¢itani v rizngch rolich.
5. Najdéte rovnice, které maji jedno, dvé, tii,... ¢i zddné feSeni.

Rovnice vlastné tvori jadro pocdtecni prdce v As. V pribéhu jejich
resent se postupné objevuje nutnost najit neutrdlni prvek, inverzni proky,
delitele nuly, odcitdni, déleni, definovat pojem délitel, formulovat véetu
o déleni se zbytkem apod.
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6. Necht a, b, c jsou dan4 z-éisla. ReSte z-rovnice: a®@z =1, a ® x = 33,
a®r =99 a®xzr=c,zBb=c,z0b=c,aRxPb=c,aRxOb=c.
Pokuste se najit obecnou formuli.

7.Pro jakd a € Ap plati: a®b=a®c & b= c?

Predchozi tri ulohy by mely vést k objevu délitelu nuly. Zde se vlastné
projevi nutnost zavést tyto prvky a pojmenovat je.

Mezi dalsi pojmy, které lze v A, studovat, patii sudost, lichost, prvo-
cisla, uspofadani na Ap, posloupnosti, mocniny, fesitelnost kvadratickych
rovnic, faktorial apod.

4 ZAVER

Nase zkusSenosti s pouzitim zizené aritmetiky ve vySe uvedeném smyslu
jsou zatim jen sporadické a tykaji se individualni vyuky. Nelze tedy vy-
vozovat konecné zavéry. Konstatujme vsak, ze u sledovanych studenti
pomohla prace v As prekonat podvédomou snahu naucit se pouze defi-
nice a véty s dikazy bez dikladného promysleni jejich obsahu, pripadné
divat se na algebraické struktury vzdy jen ,brylemi ¢iselnych oboru“.
Ocekavame, ze se pfinos projevi u studentd nejen v dalsich kurzech alge-
bry, zejména v kurzu obecné algebry, ale také pti pouziti algebraickych
struktur v dalsich oblastech vysokoskolské matematiky.

Netvrdime, ze ndmi navrzeny zptsob prace je jediny tcinny, ani Ze je
dokonaly. Je samozrejmé, ze nékteri studenti takovy ,most* k abstraktni
matematice nepotiebuji, iroven jejich schopnosti prace se strukturou je
vysoka. Pro ty, ktefi maji s abstraktni matematikou potize, vSak nabizi
pomoc ve formé individualizace rychlosti a priibéhu osvojovani abstrakt-
nich pojmt pfi zkoumani netradi¢ni struktury a respektovani individu-
alnich stylt uceni.
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SVEDSKY STUL ANEB NEKOLIK MYSLENEK
O PRAVDEPODOBNOSTI NA STREDNI SKOLE

Karel Otruba

Muj prispévek prinasi nékteré myslenky, anekdotické pribéhy, vtipy
a dokonce i piiklady na téma , Pravdépodobnost“. Dlouho jsem nedovedl
dat svym predstavam, o které se chci s vami podélit, ucelenou a zara-
movanou formu. A tak jsem se této snahy nakonec vzdal a pfinasSim je
pouze ,volné lozené“. Proto také nazev ,Svédsky stil“. Kazdy si miize
vzit, na co mé chut. Nebo taky nemusi. Mam totiz pocit, Ze by se s vy-
ukou pravdépodobnosti mélo néco udélat, ale zatim Gplné presné nevim
co a ani jak. Byl bych proto rad, kdyby mij ,stdl“ inspiroval k itvaham
na toto téma vas ostatni, kteri to mozna vite, nebo mate alespon také
podobné pocity jako ja.

Zaprvé bych rad pfipomnél, Ze my ucitelé matematiky vlastné mate-
matiku ve Skole vice ¢i méné tspésné popularizujeme. Proto jsem sviij
prispévek nabidl do sekce ,,Popularizace matematiky*“. Domnivam se, Ze
do této sekce by spravné patiilo vSechno, co se tyka vyucovani matema-
tiky ve skole.

Muj vztah k poctu pravdépodobnosti prosel nékolika stupni vyvoje
a myslim, Ze nejsem sam. Slysel jsem vypravét o SS ucitelich, ktefi tuto
partii matematiky pry nemaji radi, a setkal jsem se dokonce i s tako-
vymi, ktefi mi to sami na sebe prozradili. Nuze i ja jsem kdysi patfil do
této mnoziny. U mné to souviselo s tim, ze jsem této partii p¥ili§ nerozu-
mél. Z toho jsem si ovSem nic nedélal, nebot jsem kdesi Cetl, Ze opravdu
dobry ucitel dokaze naudit i to, co sim neumi. Ale béhem dcasu, jsa tr-
pélivé a shovivavé veden studenty tfid 01 byvalého GWP v Praze, zacal
jsem pronikat do taji a zdkouti této latky. Jak pfi feseni prikladi priby-
valo shod ¢isel mnou vypoétenych s ¢isly ve vysledcich skript A. Vrby,
stoupalo moje ucitelské sebevédomi i v této oblasti. A zacal jsem se
domnivat, ze jsem tu a tam nécemu i ¢asteéné porozumél.

Ale potom pfisly zvlastni, podivné véci. Zacal jsem totiz premyslet,
k ¢emu je tohle vSechno dobré v praxi. My ucitelé preci zaktum velmi



156 Karel Otruba

radi demonstrujeme upotiebitelnost a vyuzitelnost toho, co je ucime,
radi se blyskneme upozornénim na aplikaci v zZivoté, v praxi, a G¢inné
tim podnécujeme jejich zajem o predmét (ze?), nebot Sedivé je kazda
teorie a jenom strom zivota se zelena.

A tak jsem zacal uvazovat, k ¢emu je dobré védét tieba to, Ze revi-
zor bude v tramvaji s pravdépodobnosti 1:27, nebo ze pravdépodobnost
pétky pfi hodu kostkou je 1/6, a tak podobné.

A pfiblizné v té dobé jsem také zaslechl nékolik vtipu ¢ anekdo-
tickych pribéhia tykajicich se pravdépodobnosti a dokonce jsem nékteré
zajimavé situace sdm zazil. Nyni bych tedy chvili vypraveél vtipy. Pozdéji,
az zas pujde do tuhého, se budu na nékteré z nich odvolavat.

1) Otazka: Jaké je pravdépodobnost, Ze si z Gplné karetni hry vytahnu
napoprvé éerveného krale? Odpovéd: 1/2. Jsou totiz dvé mozZnosti, bud
si ho vytahnu nebo si ho nevytdhnu. (Pry kdysi oblibeny vtip na katedfe
statistiky MFF UK.)

2) Pacient se ma podrobit velmi tézké operaci, o které je zndmo, ze
Sance na preziti je 1:10. Lékar mu fika: ,Mohu vam zarucit, ze pravé vy
tu operaci prezijete. Prezije ji totiz jeden z deseti. J4 jsem téch operaci
délal devét a nikdo to neprezil, tedy vy to nutné musite prezit, protoze
jste desatej.”

3) Jisty finanéni magnat trpél utkvélou pfedstavou, ze do jeho letadla
by mohl nékdo ukrjt dasovanou bombu. Zadal tedy své matematiky,
aby mu spocitali pravdépodobnost takové piihody. Prisli s vysledkem
1:10%. Zd4lo se mu to stale moc a zadal je, aby vymysleli, jak by tato
pravdépodobnost Sla jesté vyrazné snizit. Za néjakou dobu po pracnych
vypoctech prisli s navrhem: , A% zase poletite, ukryjte predtim v letadle
uz sam jednu ¢asovanou bombu. Zjistili jsme totiz, ze pravdépodobnost
vyskytu dvou ¢asovanych bomb v letadle je pouze 1 : 10100«

4) Nyni jeden skuteény rozhovor, ktery se odehral mezi mnou a A. Vrbou
kdysi v 80tych letech v nddherném prostiedi AlSovic na seminafich, na
které stale rad vzpominam. Sli jsme takhle lesem a ja zacal:

Ja: Stejné stale nevim, jaky prakticky vyznam méa pravdépodobnost.
On: Dam ti priklad. Chces kupovat dim a méas dvé nabidky. Jenze vis,
ze v jednom z téch domu je bomba. Vis také, ze v prvnim domé s prav-
dépodobnosti 1 : 2, v druhém s pravdépodobnosti 1 : 100. Kterej dim
bys koupil?

Ja: Vim, ze mne chces privést k odpovédi, ze koupim ten s mensi prav-
dépodobnosti nebezpeci. Jenze koupim-li jej a ta bomba tam bude a vy-
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bouchne, tak co mi je platné, ze tam byla s pravdépodobnosti pouze
1:100? (Dalsi fe¢ si uz nepamatuji.)
5) Uz na gymndziu nas upozornil nas§ matematikaf na jednu zajimavost.
Sportka. Neékdo stale sazi 1, 2, 3, 4, 5, 6. Vsichni si mysli, ze je bla-
zen, protoze pry ,je velmi malo pravdépodobné, ze vyjdou ausgerechnet
tato Cisla, prvnich Sest za sebou... to je skoro nemozné“. Malokdo se
neché presvédcit a malokdo si uvédomuje, ze pravdépodobnost tazeni
této Sestice je tiplné stejnd, jako pravdépodobnost tazeni kterékoli jiné
Sestice. Sazet tuto Sestici je naopak velmi vyhodné, ponévadz kdyby vy-
hrala, mnoho lidi by ji nemélo, asi jen ten ,blazen“, tedy by byla vysoka
vyhra, nedélila by se.
6) A tohle jsem skutecné odposlechl v autobuse na cesté do Prahy
15. V. 1998, kde si novopeceni abiturienti sdélovali dojmy od maturit:
,On byl pfipravenej na prvni étyii otazky. Sel ¢tvrtej a predstav si, Ze
prvni tii pfed nim si tahli ¢isla 1, 2, 3.“ DAl jsem to neslysel, ti mladici
v Miletiné vystupovali. Nabizeji se tyto tlohy:
a) Jakd je pravdépodobnost, Ze si doty¢ény vytdhne nyni otazku ¢. 4
a tim se zachrani? Zdalo by se, ze je ,mald“. Bylo-li otazek n, je rovna
1/(n—3). V piipadé n = 25 je to 1/22, coz je 0, 045 45 periodicky. Cekali
jste ¢islo jesté mensi? K tomu by mohla vést nespravna sice, ale vnucujici
se predstava, Ze tato tloha je shodna s tilohou:
b) Jaké je pravdépodobnost, Ze se vytahnou za sebou ¢isla 1, 2, 3, 47 Ta
je opravdu ,mala“, je to (pfi n = 25) 0,000003 3 (,,asi tfi miliéntiny*).
Ale to je priklad Uplné jiny. Dalsi tloha na toto téma:
c¢) Jaka je pravdépodobnost, Ze si ¢tvrty losujici vytdhne jednu z pfedem
danych (napf. prvnich) ¢yt otdzek (z pétadvaceti)? Tii otdzky uz byly
tazeny, ale ten losujici nevi, které to byly. Tato tilloha myslim neni zrovna
trivialni.

V posledni dobé se pojem ,pravdépodobnost hodné ¢asto objevuje
skoro necekané kolem nés, v bézném zivoté.
7) V Casopise SPY jsem nahodou ¢etl pravdépodobnost statku jistych
dvojic populdrnich lidi. Uvadéla se éisla 85 %, 99 % a podobné. Nevy-
chézel jsem z udivu a ponechavam to bez komentare.
8) Jedna firma nabizela svym zékaznikiim, Ze kdo splni jisté podminky,
bude mit pri slosovani své jméno v osudi trikrat, ¢imz pry pravdépodob-
nost jeho vyhry tiikrat vzroste. Neni to pravda. Predvedte to studen-
tim. Jde o jednoduchy a pouény priklad na pravdépodobnost a limitu
posloupnosti.
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9) Jevy s ,malou“ pravdépodobnosti. Rozhodim-li na stl 100 minci (na-
priklad deset korun v desetnicich, ty se vejdou do hrsti), potom pravdé-
podobnost, Ze se panny a lvi objevili na (o¢islovanych) mincich praveé tak,
jak se objevili, je 1 : 2199, coZ se rovna ,jedna ku t¥icetimistnému &islu“.
O tomto ¢isle nemame vitbec zddnou zkuSenosti pfedstavu. (Pro zajima-
vost: Stafi naseho vesmiru se odhaduje na 27° sekund. To je ¢islo pouze
21-mistné. Béhem trvani vesmiru by tedy nebyla zdaleka Sance vSechny
moznosti realizovat, kdybychom na kazdou chtéli jednu sekundu. Zamys-
leli jsme se nékdy nad tim, k jakym tivaham néas miize privést pouhda hrst
desetnik?) Pravdépodobnost, Ze nastane jev, ktery nastal, by se jesté
velmi prudce snizila, kdybych hledél také na to, do kterého mista ktera
mince padla, jak se natocila a podobné.

10) S pojmem ,pravdépodobnost“ ¢asto operuji rizné nédbozenské spo-
le¢nosti a sekty. Naptiklad v jisté knize se ,,dokazuje“ nutnost Stvofite-
lova zasahu takto: ,,Predstavte si, ze rozhodim listky z letadla nad Vasim
pozemkem. Co myslite, dopadnou na zem tieba tak, ze se z nich ndhodou
sestavi inicidly Vaseho jména? Jisté Ze ne, to je tak mélo pravdépodobné,
ze k tomu nemuze dojit. Zrovna tak malo pravdépodobné je, ze by Zivot
vznikl ndhodnymi seskupovanimi chemikalii atd. atd.“ Jenze kdyz listky
dopadnou, vytvori néjaky obrazec. A ted si polozme otdzku, jaka byla
pravdépodobnost, ze vytvorl pravé tento obrazec? Stejné mizivé maléd
jako s témi inicidlami. A presto tento jev nastal.

Vim dobfe o tom, Ze si zde pfili§ zahravadm s pojmem entropie®.
Ovsem domnivam se, ze i pres to je vySe uvedend tvaha spravna. Ne-
bot ndmitka, Ze obrazec inicidl ma ,Fad“, kdezto jiny obrazec ho nema,
jednak nemusi byt akceptovana, a jednak by privilegovala jist4 mista na
zemi oproti jingym. Neni divodu, pro¢ by to mélo platit. Kazdé misto
dopadu by mélo mit zhruba stejnou pravdépodobnost. (To neni Gplné
fyzikalné pravda, ale podminky by Sly zajistit vhodnou modifikaci po-
kusu). A déle: Pfipustime-li, Ze ,inicidlovy vysledek méa ,Fad“, tak po-
tom tvrzeni, Zze proto je méné pravdépodobny, vlastné fika, ze ,néco
brani existenci (samovolnému vznikani) usporddanych systémi“ nebo
tak néjak podobné. Sugestivnost uvedeného piikladu tkvi v nécem ji-
ném. Vlastné se nendpadné podsouva jina tloha: ,Dopadnou do tvaru
inicial nebo ne? Co je pravdépodobnéjsi?“ Tato tiloha mé jednoznacnou
odpovéd. Prvni moznost je daleko méné pravdépodobnd, nez vSechny
ostatni dohromady. Jenze zrovna tak, jako kterakoli jind jedind moznost
proti ,zbytku* ostatnich. Trochu se to podoba nasi prvni tloze o vy-
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tazeni ¢erveného krale. Mimochodem: Zkuste nékdy zajit na prednasku
néjaké nabozenské sekty a ve vhodné chvili navrhnéte, Ze na misté pred-
vedete, jak uskutecnit jev s ,libovolné“ malou pravdépodobnosti. Staci
mit v kapse n desetnikli a naznacit jim to s ¢islem 1 : 2" (pro n = 100 je
to pékné, ale uz i pro n = 10 je to dost efektni). Dejte mi potom védét,
jak to dopadlo, ale obavam se, ze prednasejici nebudou védét, o ¢em je
fe¢. Casto se uvadi tato ivaha (aplikujme ji na ptiklad s mincemi): Jev,
ktery ma ,malou” pravdépodobnost (napt. 1 : 2199), nemitize nastat uz
proto, Ze téch moznosti je tolik a viibec by se nestacily ani vystfidat
tak, aby na tu konkrétni mohlo dojit, to by se prosté nestihlo (v nasem
prikladé béhem trvani vesmiru). Bojim se, Ze tato Gvaha neni spravna.
Vzdyt to, ze moznosti je mnoho, vitbec neznamen4, Ze ta jedna konkrétni
muze nastat az ke konci, nebo dokonce posledni. Miize nastat dokonce
hned prvni. Rozhodim-li sto minci po stole, ten konkrétni pfipad, ktery
nastal, nastal hned prvni, i kdyz mél tak mizivou pravdépodobnost.

Jeden matematik mi kdysi fekl, Zze béh vesmiru je nepretrzity sled
udalosti s mizivymi pravdépodobnostmi. Tedy ne, Ze nenastavaji, ale
nastévaji dokonce neustale. (Je to mirné zjednodusené.)

Jeden slavny fyzik (Feynman??) pry vyzyval studenty, aby se podi-
vali z okna a fekli mu, jakou poznavaci znacku ma auto, které praveé
jede kolem. Potom studentovi blahoptal k tomu, Ze jej potkala tak malo
pravdépodobné ptihoda.

11) Jesté jsme se mnozi nevzpamatovali z povodni. Mné Labe ve Dvote
Kréalové nad Labem ,pouze“ zatopilo sklep do vysky jednoho metru,
ale mnoho lidi bylo a je na tom mnohem hif. Panu F. dvakrat znicila
voda rodinny domek. Hydrologové mluvi o ,stoleté vodé“, ktera pry
miuZe piijit kazdy rok s pravdépodobnosti 1 : 100 (viz napf. rozhovor
s hydrologem J. Kubatem v MF DNES z 25. III. 2000). Fakt je ten, Ze
v r. 1997 tedy byla jeji pravdépodobnost 1 % a pfisla (zni¢ila domek).
V roce 1998 opét 1 % a nepiisla, v r. 1999 opét 1 % a nepftisla, v r. 2000
zase pravdépodobnost 1 % a pfisla (znovu zni¢ila domek). Tak to vidi
pan F. Nad rozvalinami domku mu neni jasné, co si po¢ne s ¢islem 1 %.
Podobé se to nasemu piikladu ¢. 4. Ale drsnéa piihoda ze Zivota skoro
meéni nezavazné zertovani na vychézce v ironicky skleb.

12) A konec¢né snad jesté trochu ozehavéjsi téma. Ochrana proti pfenosu
HIV. Uvadi-li nékterd firma spolehlivost svého vyrobku (kondom) napti-
klad ¢éislem 95 %, mé to snad znamenat, Ze pfi jeho pouzivani se ze sta
pfipadi 95krat nenakazim a 5krat nakazim?
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Ale mél bych to pfece jenom trochu shrnout. Zd4 se mi, Ze pfi pro-
birani tématu ,,Pravdépodobnost® je to zajimavé az do okamziku, kdy
zjistime Citatele a jmenovatele onoho kyzeného zlomku. Ale pak uz jsou
problémy s interpretaci. Snad by se mélo vic se studenty mluvit o zdkonu
velkych ¢isel, o tom, jak skute¢né vypada v praxi statistika, a predevsim
o tom, ze ,pravdépodobnost neni predpovidani budoucnosti“. Pro jeden
konkrétni pripad byva velmi nebezpecéné spoléhat se na zlomek s veli-
kym jmenovatelem. Nakazit se pfece mohu hned napoprvé. Podoba se
to trochu prikladu ¢. 2.

Ale predev$im bychom méli studenty vést k tomu, aby se z nich ne-
staly objekty snadné manipulace. I v tomhle vidim nutnost zachovat
matematice predni misto mezi prfedméty se silnou moznosti vychovného
pUsobeni. Stale véfim, Ze je nas naprosta vétsina, kteri si tohle myslime.

Tak nevim. Vybrali jste si?
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GEOMETRICKE VIDEN{
sTUDENTU SS v CR

Eva Pomykalova

Jiz delsi dobu lze pozorovat, ze studenti zakladnich i stfednich skol
nemaji dostateéné vyvinutou schopnost vnimat rovinné, a zejména pak
prostorové vztahy, tedy nemaji rozvinutou prostorovou predstavivost.
V dusledku toho jsou také jejich znalosti z geometrie viceméné forméalni.
Vzhledem k tomu, ze geometrickd pfedstavivost je nutnou podminkou
technické tvorivosti, je tfeba se timto problémem zabyvat a hledat cesty
k jeho fesSeni.

Pokusy ,zmapovat® stav geometrického vidéni studentti a hledani
vychodisek z ,krize“ vychazeji vétsinou z vysokych skol, a to z fakult
vychovavajicich budouci ucitele matematiky, pfip. z vysokych skol tech-
nickych, pro jejichz studium je dobra geometricka predstavivost nutnym
pfedpokladem. O jednom z poslednich testovani nejenom geometrické
predstavivosti, ale postoji student (slovenskych) ke geometrii viibec,
hovoftila na seminéfi o geometrii a pocitacové grafice v zari 1998 v Milo-
nové kolegyné Juscakova z Kosic. Jeji dotaznik mne zaujal a domnivala
jsem se, Ze by nebylo neuziteéné provést analogicky vyzkum v céeskych
zemich a piipadné pak nésledné provést srovnani situace v SR a CR.
Na zakladé predbézné domluvy se slovenskou kolegyni jsem dotaznik
prelozila, provedla nezbytné korekce a pozadala kolegy matematiky na
nékolika st¥ednich $kolach (Zlin, Liberec, Benesov, Jevicko, Boskovice,
Litomysl, Tfinec) o spolupraci. Testovani se ztcastnilo cca 150 studentt
pfevazné z gymnazii ve véku 16-17 let. Testovani mélo t¥i ¢asti — vlastni
dotaznik, tlohy z planimetrie a tlohy ze stereometrie.

DoTAZNIK

V prvni ¢asti testovani odpovidali studenti na otazky tykajici se jejich
vztahu k matematice, zejména pak ke geometrickému ucivu. Vysledky
1ze shrnout takto:
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¢ matematika nepatii mezi pfedméty, o které maji studenti zajem:
jen 13 % studentti se t&31 na hodiny matematiky, naproti tomu 14 %
se hodin matematiky boji; primér zndmek na poslednim vysvéd-
¢eni u dotazovanych studentd byl 1,73, z matematiky vsak 2,08;
matematiku z hlediska své budouci profese povazuje za dilezitou
37 % studentli; pokrac¢ovat ve studiu na vysoké skole technického,
popf. pfirodovédného zaméfeni planuje jen 9 % studentt, 15 % do-
tazovanych jesté nevi, zda a kde chce dale studovat

e geometrické ucivo je pro polovinu studentii lehké, jen 5 % vnimé
geometrii jako tézkou, nerozumi ji, primérna znamka z matema-
tiky v obdobi, kdy probirali geometrii, je priblizné stejna jako v ji-
nych partiich matematiky; kdyby méli studenti volit mezi algebrou
a geometrii, vybrala by si geometrii asi ¢tvrtina; geometrii jen jako
nutnou soucast vseobecného rozhledu vnimé skoro ¢tvrtina stu-
dentt, dalsi ¢tvrtina hodnoti jeji praktické vyuziti, skoro polovina
povazuje geometrii za potfebnou jen v nékterych profesich

e vyucfovani geometrie jak na ZS, tak i na SS vnima vétsina stu-
dentt jako celkem dobré, ale nic vyjimecného, nékdy se libilo, jindy
viibec ne; primeér znamek, kterymi studenti hodnoti vyucovani ge-
ometrie, je 2,27; problematické je zaddvani a zejména pak kon-
trola domécich tloh, individudlni zkouSeni u tabule (vétsinou se
nezkousi), modely jsou ve vyuce geometrie pouziviny minimalné

e asi tfetina studentti potfebuje v geometrii aspon prilezitostné dou-
¢ovani, pétina naopak nékoho doucuje; domaci priprava je u ¢vtr-
tiny student minimé&lni, nebot latku pochopi jiz ve Skole a nepova-
zuji za potfebné se doma jesté ucit, motivace pro 18 % studentt je
dobry pocit ze splnénych povinnosti, 35 % je motivovano dobrymi
studijnimi vysledky; p¥i psani doméacich tloh udéla tlohu z geome-
trie jako jednu z prvnich ¢tvrtina studentii, llohu neudéld viibec
desetina studenti

e vétSina studentti povazuje za typické pro geometrii rysovani,
zndzorfiovani rovinnych ttvari a téles (87 %), ptitom radéji értaji
nez rysuji; jen pro ¢tvrtinu studentt jsou typické pro geometrii
vypocty obsahti, obvodi, objemti a povrchii; jsou vsak i takovi,
ktefi do geometrie fadi tabulky a grafy funkei (4 %)
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e z nabidnutych slov, kterd maji vyjadiovat pocity studentt z ge-
ometrie:

velmi dtilezitd 4 % uzitecnd 19% vhodnd 16%  neuziteénd 10 %

bezcenné 3 % zbyteéna 13 % zajimava 47 % nudna 29 %
chladna 13 % vzrusujici 3% humornd 13% jednotvarna 25 %
rutinni 14 % slozitd 34 %  velmi t&zka 2 % velmi lehk4 3 %

z dalsich slov, kterd studenti sami uvedli: nevyzpytatelna, prekva-
piva, lhostejnd, désiva, pohodova

e co se studentiim na geometrii libi: ndzornost, uplatnéni predstavi-
vosti, logi¢nost, mensi ndro¢nost na pamdét, maji Sanci prosadit se
ti, kterym nejde algebra, moznost riznych zpiisobt feSeni, spojeni
grafického a pocetniho Teseni, tvorivost, prostor pro vlastni tvahy,
pfimka, protoZe je nekonecna, kruzitko

e co se studentim na geometrii nelibi: rysovani a to, co s tim sou-
visi, zejména gymnazistim nutnost pfinést si a pouzivat rysovaci
pomiicky, naroky na pfesnost, peclivost, ipravnost, ¢asova naroc-
nost

PLANIMETRIE

Test z planimetrie obsahoval tfinact tloh.

e Prvnich deset Gloh testovalo zakladni planimetrické védomosti
a dovednosti: vyuziti Pythagorovy véty pfi konstrukci ,,odmoc-
nin“ — 70 %; déleni tsecky v daném poméru — latka ZS, 71 %; se-
strojeni osy tthlu — latka ZS, 96 %; konstrukce ¢tverce z jeho tihlo-
pricky — 76 %; konstrukce pravidelného Sestitihelniku p¥i zadané
délce jeho strany — 92 %; sestrojeni t&zisté trojihelniku — latka ZS,
80 %; konstrukce kruznice dotykajici se dvou danych riznomézek
a majici dany polomér — 8 %, pfitom dotykové body neuréil nikdo;
sestrojeni teény z bodu ke kruznici — latka ZS, presné 26 %; sestro-
jeni kruznice prochazejici tfemi zadanymi body — latka ZS, 66 %;
definice osy tsecky a osa usecka jako gmb — 48 % (procenta udévaji
uspésnost jednotlivych tloh)

e Posledni tfi tlohy testovaly rovinnou geometrickou piedsta-
vivost. Zvolené tilohy byly netypické pro skolskou geometrii. Slo
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v nich o praci ve ,,¢tvereckové®“ siti — pojmenovat nakresleny obra-
zec a urdit jeho obsah (poé¢tem ¢tvereckl), znazornit dany obrazec
o daném obsahu a tzv. parketovani. Nékteri studenti méli problém
viitbec pochopit zadani.

Vysledky planimetrického testu vypovidaji o nizké trovni studenti ve
sledované oblasti (viz uvedenou procentuélni uspésnost). Navic graficky
projev, zejména gymnazistl, je vesmés katastrofalni.

STEREOMETRIE

Stereometricka cast testovani byla ¢asové narocnéd — ne vsichni ,stihli“.
Vsechny tlohy testovaly prostorovou predstavivost. Celkem patnact tloh
1ze rozdélit do Gty casti:

e Prvni ¢ast tvorily ilohy o nazorném zobrazeni zakladnich té-

les a jejich siti: nacrtek pohledu na téleso a jeho sit pro vélec —
70 %, Sestiboky hranol — 49 %, krychli — 79 %, kuzel — 64 %, jehlan,
ktery mé i s podstavou étyfi stény — 52 %; piifazeni nédzvu zobra-
zenému télesu — 43 %; dopliiovéani chybéjicich hran — 55 %; vepséni
Gtyfsténu do krychle — 58 %. Nacrty nejen v této Gasti testu byly
velmi nekvalitni, studenti nedodrzuji proporce, nevyznacuji vidi-
telnost hran.

Ve druhé casti byly zadany jednoduché metrické ulohy — od-
chylky a vzdalenosti, pfitom body, pfimky a roviny byly zadany
pomoci vrcholi krychle: vzdalenost dvou bodu (télesova thlopficka
krychle) — 68 %; vzdalenost bodu od primky — 57 %; vzdélenost
bodu od roviny — 46 %; odchylka pfimek — 15 %; vzdalenost stiedu
krychle od jeji stény — 44 %; obvod a obsah rovnostranného troju-
helniku, jehoz strany jsou sténové thlopticky krychle — obsah 4 %,
obvod 40 %.

V dalsich tlohéch fesili studenti fez krychle rovinou. Celkem
bezproblémovou tlohou byl fez rovinou uréenou tfemi body umis-
ténymi na hranach krychle vychazejicich z jednoho vrcholu (tspés-
nost 90 %). Jiz podstatné vétsi problémy ¢inil fez rovinou, kdy jeji
tfeti dany bod lezel na hrané v protéjsi sténé vzhledem ke zby-
vajicim dvéma danym bodim — 62 %. Ptipady, kdy body uréujici
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rovinu lezely ve sténé nebo na tfech mimobéznych hranach krychle,
byly pro studenty témé¥ nefesitelné (3-7%).

e Ulohy na ,dé&leni“ krychle pop¥. kvadru na dvé objemové stejné
Casti, stejné tak prace s télesy tvorenymi krychlickami, zvladli stu-
denti asi z 50 %. Stejné jako v planimetrii tlohy pouzivajici ¢tve-
reckovou sif tak i tyto lohy byvaji pfi probirdni stereometrického
uciva opomijeny.

Ulohy posledni ¢asti nejlépe zvladly studentky stiedni pedagogické skoly,
zatimco metrické tlohy gymnazisté. Jesté vice nez v planimetrii je ve
stereometrii poznat, zda vyucujici je ¢i neni deskriptivar.

Dotaznik jen potvrdil skutecnost, Ze v soucasné dobé studenti stied-
nich skol ,nevidi“, maji nepostacujici znalosti a dovednosti z geometrie,
a to nejen prostorové. Prestoze pocet respondentid byl pomérné maly,
jsou zjisténé skutecnosti alarmujici. Testem prosli studenti stiednich skol,
ale i bez testovani lze soudit, Ze nejina je situace i na skolach, které pred-
chézeji stfedni skole, tj. na Skolach zakladnich, a téch, na které naopak
stredoskolaci prichazeji, tj. na Skolach vysokych.

Jesté v roce 1966 prof. Miloslav Zedek ve svych skriptech Metodika
vyucovani deskriptivni geometrie a rysovani uvadi, ze ,nedostatek pro-
storové predstavivosti je jev pomérné vzacny“. Situace se od té
doby podstatné zhorsila. Pfi¢iny soucasného stavu geometrického vidéni
studentii jsou zejména tyto:

e .mnozinova éra“ sedmdesatych let — rozptyleni geometrického
uciva, predevsim jeho zakladt do uciva o mnozinach a tim potla-
¢eni systému, ktery je pro geometrii charakteristicky

e sniZovani poétu hodin matematiky jak na ZS, tak i na SS
v ramci ,humanizace vzdélani“, zruseni deskriptivni geometrie jako
povinného predmétu na gymnaziich

e zarazeni geometrického uciva v ucebnich planech az na konec
skolniho roku

e nedostate¢na pripravenost vyucujicich na vyucovani geometrie
(kromé obort M—-Dg)

e nechut udéiteltl vénovat se geometrii — ostatni ¢asti skolské ma-
tematiky maji jednak lépe propracovanou metodiku, jsou algorit-
mizovatelné (1ze uplatnit ,dril“), jsou méné néroc¢né na cas, nevy-
zaduji zadné ucebni pomucky, provérovani védomosti a dovednosti
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je rovnéz snadnéjsi, geometrické tlohy (kromé pocetnich) nebyvaji
soucasti pfijimacich zkousek

e zanedbani propedeutické ¢asti geometrie — ,hrani si“ napf.
s kostkami

e vynechani experimentovanijako zékladniho a nezastupitelného
zpusobu ziskdvani geometrickych zkuSenosti predevsim, ale neje-
nom, v nizsim véku

e predsudek, ze geometrie je v podstaté nenauditelnd — bud zdk
vidi nebo nevidi

Samotny vyzkum (testovani) nemiZe situaci vytesit. Je zadouci p¥i-
mét celou matematickou ucitelskou obec, aby se zamyslela nad timto
problémem, uvédomila si, co je jeho podstatou a snazila se tento problém
fesit. Rlzni studenti (Zaci) maji rizné dispozice geometrického vidéni,
presto vsak i ti se slabsimi dispozicemi musi mit mozZnost se néco nau-
¢it, své schopnosti rozvinout. Se zlepSenim geometrického vidéni se jisté
zlep$i i jejich vztah ke geometrickému ucivu. K feseni problému jisté jiz
prispivaji:

o prednasky (referdty, sdéleni,...) s geometrickou tématikou na ak-
cich pofddanych JCMF pro uéitele matematiky (M. Lazné — Se-
tkani ucitelt matematiky vSech typt a stupnu skol, Frydek-Mistek —
Jak ucit matematice 11-15-leté zaky, Hradec Kralové — Dny s ge-
ometrii, . . .)

e aktivity dr. Sarounové (seminife pro ucitele matematiky, uceb-
nice matematiky pro ZS z nakladatelstvi Prometheus), dr. Molnara
(uéebnice matematiky pro ZS z nakladatelstvi Prodos), dr. Pomy-
kalové (ucebnice Planimetrie a Stereometrie pro gymnéazia z nakla-
datelstvi Prometheus), doc. Kadlecka (u¢ebnice Geometrie v roviné
a v prostoru pro stiedni gkoly, Rysovani pro 9. t¥. ZS z naklada-
telstvi Prometheus), publikace prof. Kufiny (Uméni vidét v mate-
matice, Deset pohledl na geometrii)

e zarazeni Rysovani aspon jako volitelného, v lepSim pfipadé povinné
volitelného predmétu, do ucéebniho planu nékterych zakladnich skol
a nizsich gymnéazii

e zafazeni tloh zjistujicich geometrické vidéni do testt u pfijimacich
zkousek aspon na nékterych stfednich i vysokych skolach, véetné
Scio testi
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PROGRAM RWCT vV MATEMATICE

Jana Pradlova

Program ,,Ctenim a psanim ke kritickému mysleni“ (anglicky RWCT —
Reading & Writing for Critical Thinking) vyvinulo Consorcium for De-
mocratic Pedagogy, jehoz ¢leny jsou University of Northern Iowa, Ho-
bart and William Smith Colleges, Orava Association — Projekt Orava,
International Reading Association — IRA. Program probiha v 17 zemich
stfedni a vychodni Evropy a Asie a je finan¢né zajisfovan siti kancelaii
Open Society Institute New York. V cele konsorcia stoji ¢tyfi resitelé:

Charles Temple, Hobart and William Smith Colleges, Geneva, New
York, USA

Kurt Meredith, Orava Association, Bratislava, Slovenské republika

Jeannie Steelova, Orava Association, Bratislava, Slovenska republika

Scott Walter, Interantional Reading Association - IRA, Washington,
DC, USA

V ceské republice je program The
RWCT fizen obcanskym sdruze- READ' NG
nim Kritického mysleni. Program WRITING for

u nas vstoupil do ¢tvrtého roku CRITICAL
své ¢innosti, jednotlivymi kurzy THI N KING
proslo kolem 350 ucitelt a dalsich Project

nékolik stovek se zti¢astnilo ukazkovych dilen. Ve skolnim roce 1999,/2000
probéhlo na 13 replikaci po celé republice porddanych pod hlavickami
gkolskych uradt a pedagogickych center. Pro zdjemce organizuje sdru-
zeni nékolik dvoudennich setkani a seminait, na kterych se uci, jak v dé-
tech vzbuzovat otazky, napady, predstavy, poznatky, jak s nimi potom
zachazet a uplatnit je v praxi, jak zorganizovat praci v hodiné i ve skol-
nim roce. Ucitelé se uci ptat se déti, co potiebuji znat, a z toho pak
vychazeji. Diky tomu pak nabizeji zakim to, co je chtéji naucit, a pri-
tom je uci, aby si uméli zodpovédné a vhodné vybirat. Ucitelé se schazeji
s témi, kteri uz timto zptisobem uci, a pak si vSe ovéruji v praxi.
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V ¢ervnu roku 1999 se v chorvatské Opatiji konala konference zameé-
fené na vyuku metod RWCT na vysokych skolach pfipravujicich budouci
ucitele. TTi vysokoskolsti ucitelé z kazdé ze 17 zicastnénych zemi praco-
vali ve tfech pracovnich skupinach:

o RWCT a pfiprava ucitell pro prvni stupen zakladnich skol
e RWCT a pfiprava stiedoskolskych ucitelt v humanitnich védach
e RWCT a pfiprava stiedoskolskych ucitelt v pfirodnich védach

Ucastnici se v jednotlivych sekcich mohli seznamit se zptisobem vysoko-
gkolské pripravy budoucich uditeld v jednotlivych statech stfedni a vy-
chodni Evropy i Asie, dale pak se zavadénim metod RWCT do tohoto
studia. Spolecné se pak pracovalo na nékterych tématech, napft.:

e Které metody pouzivame ve vyuce bézné a jaké zmény bychom
chtéli uskutecnit.

e Nas pohled na nase studenty dnes a jak bychom chtéli, aby se
zménili v pribéhu dalsich deseti let.

e Konkrétni ukazky uziti kritického mysleni v soucasné vyuce a jeho
dalsi moznosti.

e Zaclenéni metod psani a ¢teni do vyuky pfirodnich véd.

Pri diskusich s ucastniky konference se
ukazalo, ze v zahrani¢i se projekt RWCT

realizuje predevsim na pedagogickych fa- miady

kultach, kde se studenti ucitelstvi uci pra- S(SY s
covat s témito metodami tak, Ze jsou po-
uzivany pfimo na nich samotnych. Zatim
proto s témito metodami pracuji ti vysokoskolsti ucitelé, ktefi sami uci
budouci ucitele. Na Zapadoceské univerzité organizujeme v ramci pro-
jektu Mlady Sisyfos — tyto kurzy v oblasti dalsiho vzdélavani pedago-
gickych pracovniki (podprojekt ,Kritické mysleni v dalsim vzdélavani
ucitelt matematiky*). Déle se pokousime zavadét tyto metody také do
samotné vyuky vysokoskolské matematiky.

Co se mohou tcastnici kurzt RWCT naucit? Urcité nespéchat na
zaky, nechat je mluvit sami za sebe, nechat je hledat vlastni nazor a ucit
je srozumitelné sdélovat tyto nazory spoluzakim i ucitelim. To vSe pro-
biha spolu s porozuméni pojmi svoboda a odpovédnost. Mnozi Zaci
si diky takovému postupu ujasnuji svij pristup sami k sobé. Takové
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pristupy jsou bézné v hodinach spolecenské vychovy ¢i ¢eského jazyka.
V projektu , Kritické mysleni v dalsim vzdélavani uciteld matematiky*
se pokousime zavadét metody vedouci k tomuto cili i v hodinach ma-
tematiky. Na priklad tradiéni vyklad neni chapéan jako prezitek. Pro¢
ho nevyuzit, kdyz je potfeba celé tfidé vysvétlit néjaky jev, na ktery
studenti sami pfisli, ale ktery vyzaduje shrnuti, graf nebo tabulku. I pfi
vykladu by vSak mél ucitel spi§ usmérniovat a nemél by se vzdavat vy-
jadreni téch, ktefi uz o latce néco védi. Samostatné ziskavani informaci,
jejich formulovani, porovnavani, vyhodnocovani a diskuse o nich, to je
zéklad RWCT metod vyuky, které by mély vést déti uz od zakladni skoly
ke snadnéjsi orientaci ve spolecnosti a lepSimu uplatnéni v zaméstnani.

Jednim z problémt vyuzivani metod RWCT je po ucitele potiz vzdat
se role toho, ktery to vi spravnéji. Proto se v kurzech ucitelé uci nebyt
tim, kdo v8echno vi. Se svymi spravnymi odpovédmi musi totiz ucitel
stat v pozadi a velmi dlouho ¢ekat. Soucasti kurzi je proto také téma
zamérené na spravné kladeni otevienych otazek — nikoli takovych, na
které se odpovida ano—ne, ale spiSe: Z ¢eho tak usuzujes? Pro¢ si to
myslis? S jakym zdmérem to autor piSe? Tak je umoznéno détem, aby
samy nachézely argumenty, umély je vyjadrit a odtivodnit.

P1i frontalni vyuce narédzeji ucitelé ¢asto na nezajem déti: nechtéji
Cist, diskutovat, jsou povrchni. To ucitele vycerpava. Kdyz vSak inves-
tuje své sily do novych metod, brzy si ovéfi, ze déti pracuji samy, pro-
toze rozjit¥il jejich détskou chut se dozvidat. Vzdélavaci program Ctenim
a psanim ke kritickému mysleni je otevieny, ale provazany systém efek-
tivniho vzdélavani, ktery se da pouzit v jakékoli t¥idé. Zdaraznuje proziti
uCebnich ¢innosti a naslednou analyzu vyuky. Neklade pfritom zvyseny
diraz na pedagogické, psychologické ¢i teoretické poznatky. Je urcen pe-
dagogtim, kterym jsme o to, aby se détem 1épe ucilo.

Nézor Jaroslavy Skrobankové z Gymnazia ve Vitkové u Opavy: ,Me-
todami kritického mysleni ué¢im uz tfetim rokem a presvédcila jsem se,
ze se déti 1épe vyjadiuji, jsou sebevédoméjsi, aktivné se zapojuji do dis-
kuse o tématech, ke kterym diive nemély co fict. U¢im tak matematiku,
naposledy jsme probirali goniometrické rovnice. Zadané piiklady puto-
valy po skupindch a vzdy jeden zak své Feseni vysvétloval ostatnim ve
skupiné. S vysledkem jsem spokojend, i kdyz se nasli taci, ktefi si stézo-
vali na rychlé tempo nebo néco nepochopili. Jini zase ocenili to, ze jim
nikdo nevyvracel vlastni nazor. Kazdy sam za sebe se musel postarat,
aby latku umél.“
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Jana Pradlova

V ramci prezentace tohoto pfispévku bude pfedveden proces uceni
vedouci ke kritickému mysleni na tfech konkrétnich ukazkach:

,oouvislost mezi michadnim karet a symetriemi snéhové vlocky*
(shodnd zobrazeni a jejich sklddani) — metoda psani,

,Dokazme Pythagorovu vétu“ (15 dtikazt Pythagorovy véty) — dis-
kuse,

»Pro¢ je smutny Diirerttv andél?“ (Fibonacciho ¢isla, magicky étve-
rec) — Cteni

Na téchto ukazkach budou demonstrovany tfi faze uceni.

1.

Nejprve ucitel zadéa téma a zacina prizkumem. Pta se zaki: Co vite
nebo co si myslite, ze o tom vite? Jaky k tomu zaujimate postoj?
A neché je deset minut, aby premysleli a psali. Déti védi, Ze jim
nikdo nebude opravovat pravopisné chyby, kontrolovat styl, sloh,
osnovu. Beze strachu z textu pisi, co je napada. Rika se tomu volné
psani.

. Na zéakladé vychozich zdznami pak spoleéné nazory, nékdy zdan-

livé bezcenné, posuzuji. Pfou se, souhlasi ¢i nesouhlasi a postupné
si informace tfidi. Ucitel nebo zak pfesné zaznamenéva vypovédi
na tabuli, nevylepsuje je. Ze souhrnu poznatkd, tvrzeni a domné-
nek na tabuli vyplyvaji prvni otazky. Ptaji se: Jak to tedy bylo?
Ja si myslim, ze tohle bylo pozdéji... Jesté neznaji odpovédi, ale
hovoii a zapisuji si otazky.

. Na vzniklé otazky jsou pak spolecné hledany odpovédi. Pfi tako-

vém hledani vyvstavaji otazky nové, které motivuji zaky na dalsi
vyucovaci hodiny.

Je zfejmé, ze princip RWCT metod spoéiva v interaktivnim zptsobu
vyuky. Déti samy prichdzeji na otazky, umeéji se zeptat a presvédcuji se
o tom, ze toho dohromady hodné védi. Od ostatnich se dozvidaji nové
poznatky i nové pochybnosti. Neboji se odpovidat, nebot tu neexistuje
Spatnd odpovéd — kazdy omyl se da pretvofit na otdzku. Pokud omyl
projde a nikdo z zakd si ho nepovsimne, je tu také ucitel, aby zaky
dovedl k tomu, jak se ptat, aby dosli ke spravné odpovédi. Neni vsak
jedinym definitivnim zdrojem informaci, nepoucuje, pouziva napovédy
typu: Jak si myslis, ze... To je uceni, které se osvédcéuje, kdyz chceme
informace v hlavé uchovat dlouhodobé a jde nam o to, aby se vSichni
zaci uplatnili.
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O CEM VYPOVIDAJI PRIJIMACI ZKOUSKY

Ludvik Prouza, Marie Prouzova

Rozborem vysledkt pfijimacich zkousek z matematiky na Univerzité
Pardubice se ucitelé katedry matematiky FES UPa zabyvaji jiz fadu
let. V minulosti byla vénovana pozornost pfedevsim porovnavani rozdil
vysledki, kterych dosdhli uchazeci o studium z rtznych typt stfednich
skol. Byla sledovana tspésnost pfijatych studenti pii vyuce vysokoskol-
ské matematiky v zavislosti na typu absolvované stfedni Skoly, na do-
sazenych vysledcich v matematice na stfedni skole a na absolvovani ¢i
neabsolvovani maturity z matematiky.

V posledni dobé vsak vystupuje do popredi zdjmu zcela jina tématika.
Rozvinula se siroka diskuze o vypovidaci schopnosti a srovnatelnosti jed-
notlivych variant pisemnych testl z matematiky p¥i prijimacich zkous-
kéch na vysokou Skolu. ProtoZe pro objektivni porovnani téchto testi
neexistuje prozatim odpovidajici exaktni aparat, sahd se pfi hodnoceni
wekvivalence“ jednotlivych variant testd k pojmu ,reliabilita“. Tento
termin je jiz dlouhd léta pouzivan k ovérovani reprodukovatelnosti testi
jiného nez matematického charakteru, naptiklad testi v psychiatrii a 1é-
kafstvi obecné. O vhodnosti tohoto pfistupu pfi porovnavani obtiznosti
riznych variant pisemnych testti z matematiky nepanuje jednotny nazor.
Jednim z dulezitych spornych boda diskuze je, zda kolektivy uchazect
pristupujicich v jednotlivych terminech k pfijimaci zkousce muzeme po-
vazovat za statistické soubory s totoZnym (normalnim) rozdélenim prav-
dépodobnosti vychozich matematickych znalosti a dovednosti. Receno
strucné jinak, zda vysledky téhoz pisemného matematického testu bu-
dou nezavislé na vétsinou nendhodné vytvorené skupiné uchazeci, ktefi
se testu ucastni.

Aby byly ziskény pfesnéjsi informace v této oblasti, byl pfi pfijima-
cim fizeni na FES UPa v roce 2000 proveden nésledujici experiment.
Pro pfijimaci fizeni bylo vytvofeno Sest ,matematicky ekvivalentnich“
test. Jak jsme jiz uvedli vysSe, exaktni formulace a pfesnd diagnostika
rozdilnosti testh doposud nebyla zformulovana. Proto mtzeme pojem
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,matematicky ekvivalentni“ definovat struc¢né napiiklad takto: dva ma-
tematické testy jsou ,matematicky ekvivalentni“, pokud obsahuji tlohy,
k jejichz vyreseni je tfeba tychz matematickych védomosti, tychz mate-
matickych dovednosti a stejného poctu tychz pocetnich operaci.

Protoze nam prozatim nejde o stanoveni miry ,rozdilnosti“, tj. opaku
,matematické ekvivalence“ testli, poznamename jen, ze testy, ve kterych
na odpovidajici si pozici stoji tlohy typu: feste v R rovnici 3x —5 = x+7
a: feSte v R rovnici 5z — 3 = 2z + 4 apod. budou k vlastnosti ,mate-
matickad ekvivalence® blize nez testy, kde na odpovidajici si pozici stoji
tlohy: feste v R rovnici 3x—5 = x+7 a: feste v R rovnici sin z+cos z = 1.

Obratme se nyni znovu k provedenému experimentu. Aby mélo smysl
z pouhého vyhodnoceni vysledk testt (bez jejich konkrétni analyzy ve
smyslu ,matematické ekvivalence*) usuzovat uréitym zptisobem na srov-
natelnost jednotlivych variant, musime pfijmout predpoklad, ze vysledky
testi nejsou vyznamné ovlivnény slozenim skupiny uchazec, kterd se
testu podrobi. Potom ovSem vysledky jednoho a téhoz testu v riznych
skupinéach uchazec¢ nesméji byt oznaceny timto zptsobem vyhodnoceni
za nestejné. Totéz mizeme ocekavat i u testll ,matematicky ekvivalent-
nich“ a této ekvivalenci ,velmi blizkych* (coZ je pojem nepfesny, ale
vystizny podle ptikladi uvedenych vyse).

Experiment, na jehoz detailni vyhodnoceni bylo prozatim vzhledem
k naprosté aktualnosti dat jen omezené mnozstvi ¢asu, opravnénost po-
chybnosti o pouziti pojmu ,reliabilita® potvrdil.

Prestoze byla vénovana mimoradna péce sestavovani testi tak, aby
byly rizné, ale bliZily se stavu ,,matematické ekvivalence*, byly vysledky
v jednotlivych variantach, tedy v jednotlivych skupinach uchazecti, sta-
tisticky vyznamné odlisné. Kruskal-Wallisovym testem bylo potvrzeno,
Ze je tfeba zamitnout na hladiné vyznamnosti a = 0,05 hypotézu o ne-
vyznamnosti tfidicitho znaku ,varianta“ na vysledky testti. Protoze vsak
vS8echny varianty byly navzajem ,matematicky ekvivalentni“, je ve sku-
teCnosti redlnym tridicim znakem ,soubor uchazec¢t testovanych danou
variantou“. Celkové dosazend reliabilita, vyjadiend ve formé Cronba-
chova o = 0,745 2, svédci o solidni skladbé tloh testti a dobré vypovi-
daci hodnoté o tirovni testovanych védomosti uchazecti. Vysledky jed-
notlivych variant jsou uvedeny v tabulce 1. (Pramér bodi je ze 100
maximalné moznych.)

7Z tabulky je patrné na prvni pohled, Zze 95% intervaly spolehlivosti
pro reliabilitu jednotlivych variant test maji prazdny prinik. Varianty
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Tabulka 1
Var. | Pocet | Prameér Smér. Reliabilita | Dolni mez | Horni mez
ncast. bodi odchylka Cron. « 95 % L.S. 95 % L.S.
A 234 24.6 23,9 0,752 8 0,6990 0,799 6
B 227 23,6 21,8 0,679 3 0,608 2 0,740 8
C 205 34,2 26,6 0,742 8 0,682 6 0,794 5
D 210 32,4 25,8 0,7409 0,6811 0,7925
E 185 37,0 29,7 0,7970 0,746 8 0,839 8
F 186 28,4 23,4 0,668 0 0,586 1 0,7379

nebyly zadany v abecednim poradi, psaly se vidy dvé vylosované vari-
anty soubézné, skupiny uchazec¢ti byly sestavovany na zakladé prihlasky
uchazece k testu z jazyka. Dvojice C, E neméla ve skupiné uchazeci
zadné prihlasené do kombinované formy studia.

Abychom dokumentovali stupen ,,matematické ekvivalence® testl va-
riant B (psand druhy den zkousek) a E (psand prvni den zkousek), uve-
deme zde jejich pfesné znéni. Ovéfeni stupné jejich ,matematické ekvi-
valence“ podle nami zavedené definice prenechame dle obvyklych mate-
matickych praktik laskavému Ctenari.

Varianta B:
la) Uvedte, pro které hodnoty proménnych mé vyraz smysl, a upravte:

1 1 1-2 vy — 22\ !
LD T P Y T i T
T Yy ;e 1+ 2y

1b) Reste v N rovnici

n n—1
2~(n2)+( 9 )5-10g28.

2) Z rozlohy pudy, kterou vlastnil farma¥, tvotily 18 % louky a pastviny.
Pro rozsifeni produkce energetickych plodin pfikoupil farmar od souseda
ornou pudu, takze se celkova vymeéra jeho pudy zvysila o 14 %.

a) Kolik procent z rozlohy nyni pfedstavuji louky a pastviny?
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b) Kolik procent budou pfedstavovat louky a pastviny, pokud jich farmar
polovinu proda sousedovi?
Vysledky zdtvodnéte vypoctem a zaokrouhlete na 1 desetinné misto.
3) Reste v R nerovnici

42 < 1+ .

r—5" 5—-=

4) Vypoététe soutadnice prisecikii funkce f(x) = 4*~1 44 —5.2%71
S osou .

5) Napiste obecnou rovnici pfimky p, kterd prochdzi stfedem elipsy
42% + 9y? — 82 + 54y + 49 = 0 rovnob&zné s piimkou ¢:x — 3y + 7 = 0.
Vypoctéte polovinu vzdalenosti obou pfimek.

Varianta E:
1la) Uvedte, pro které hodnoty proménnych ma vyraz smysl, a upravte:

1 —1
1 1+y 11—y ) =11
y' \l-y 1+y -1 '

Y

1b) Reste v N rovnici

n n—1
2- (n2)< 9 )310g327.

2) V centralnim skladu obchodu s obuvi tvorila 30 % zasob panskych bot
obuv velikosti ¢. 8. Do skladu pfivezli dodavku panskych bot ¢. 6, ¢imz
se celkovy stav zasob ve skladé zvysil o 5 %.

a) Kolik procent stavu zdsob tvofi nyni panska obuv ¢. 87

b) Kolik procent stavu zasob bude tvofit panskd obuv ¢. 8, jestlize po-
lovinu této obuvi vyskladni do prodejny?

Vysledky zdtvodnéte vypoctem a zaokrouhlete na 1 desetinné misto.

3) Reste v R nerovnici

xr+3 <4:c71

3—z -3
4) Vypoctéte soufadnice priiseciku funkce f(z) = 15 + 2 - 5%+ — 257 +1
s osou .
5) V roviné je ddna pfimka ¢:x + 2y + 3 = 0 a elipsa 1622 + 9y*—
—322 — 18y — 119 = 0. Napiste obecnou rovnici pfimky p, kterd prochéazi
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Tabulka 2
OLAP Cubes
VARIANTA: Total
Mean
P-KS: Total
Jazyk
A F N R | Total
PR_1 9,83 [ 11,11 | 7,35 | 6,84 | 8,91
PR22 5,01 | 2,78 | 3,69 | 4,22 | 451
PR3 576 | 6,44 | 4,10 | 4,31 | 5,16
PR4 6,14 | 7,78 | 5,15 | 3,71 | 5,74
PR 6,17 | 883 | 398 | 3,39| 5,38
SOUCET | 32,91 | 36,94 | 24,27 | 22,47 | 29,70

stfedem dané elipsy rovnobézné s pfimkou ¢g. Vypoctéte sedminisobek
vzdalenosti piimek p a q.

Rozbor vysledki pfijimacich testti muze pfinést i zajimavé vysledky
z hlediska filozoficko-sociologického pohledu. Tabulka 2 uvadi tspésnost
(prtmérny bodovy zisk z 20, resp. 100 bod) uchazeci, rozdélenych podle
jazyka zkousky, pfi feseni jednotlivych tloh (formulace dloh je zfejma
z ukédzek variant B a E). Stalo by jisté za hlubsi ivahu, pro¢ francouz-
zatimco pii FeSeni ,slovni (problémové) tlohy* je tomu pravé naopak.

Na obrazku 1 uvedme jesté rozlozeni bodového hodnoceni jednotli-
vych variant pfijimacich testi.

Domnivame se, Ze i tento obrizek dokumentuje nehomogenitu sou-
bort uchazec¢ti identickych s danou variantou testu. Proto s vysledky
testti nakladejme obezietné, nezvelicujme pri jejich posuzovani rtiznost
(jisté ne zcela vhodnych) statistickjch charakteristik, platnych jen za
idealizovanych vstupnich predpokladi.
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ULOHY Z PRAXE RESENE S VYUZITIM
GRAFICKEHO KALKULATORU

Jarmila Robova

V souvislosti se snahou o pfiblizeni obsahu i pojeti skolské matema-
tiky potfebam praxe se ¢asto hovofi o vyznamu matematiky pro kazdo-
denni Zivot jako uzite¢ného néstroje feseni problémil z readlného svéta.
Tento aspekt matematického vzdélavani je ve Skolské praxi realizovan
pomoci riuznych metod vyuky, mezi které patii naptiklad projekty, kdy
studenti samostatné resi problémy z praxe a objevuji vztahy mezi zkou-
manymi jevy; nejcastéji je vsak vyznam matematiky pro praxi ilustrovan
prostiednictvim feseni aplikacnich tloh.

Zatazeni uvedenych ¢innosti do vyuky nebyva ¢asto jednoduché, ne-
bot v ucebnicich najdeme jen mélo vhodnych tloh a problémt, jejichz
feSeni by ilustrovalo uzite¢nost matematickych poznatkt v praxi. V radé
pfipadt tyto tulohy obsahuji upravené a zjednodusené tdaje tak, aby
bylo mozné tlohu vyresit klasickym pocetnim postupem, ktery studenti
ovladaji. Pokud vsak pfi feseni aplikac¢nich tloh pouzijeme graficky kal-
kulator, mizeme fesit llohy z praxe se skutecné redlnymi daty. Pri feseni
aplikacnich tloh lze snadno prostrednictvim grafického kalkulatoru pte-
jit od algebraické reprezentace matematického problému k jeho grafické
reprezentaci (pfipadné algoritmické, jestlize je to vhodné), experimento-
vat se zadanymi udaji (napft. sledovat zménu pribéhu parametrického
systému funkci v zavislosti na zméné parametru), ¢i dokonce Fesit pro-
blémy, které by jinak byly studenttim tézko pfistupné (napft. ilohy, které
vedou na algebraické rovnice vyssich stupna).

Nyni si ukdzeme nékteré z uvedenych myslenek na konkrétnich prikla-
dech. Nasledujici piiklady jsou feSeny pomoci kalkulatoru TI-83, avsak
vétsina grafickych kalkulatori je vybavena obdobnymi piikazy a funk-
cemi pro vypocty v grafickém rezimu.
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Priklad 1
Uzivaci davka stejného léku pro dospélého ¢loveka je vétsi nez pro dité.
V medicin€ se pro urceni détské davky pouzivaji vztahy

r-d (r+1)-d

L bo c= 12"
Ty M0C 2%

kde c je davka 1éku pro dité v mg, d je davka léku pro dospélého cloveéka
v mg, r je vék ditéte vyjadfeny v rocich.

a) Pouzitim obou vztaht urcete velikost jedné davky antibiotika Pencid
pro Sestileté, sedmileté a osmileté dité, jestlize doporucena nejvyssi jedna
déavka pro dospé€lého je 658 mg.

b) Urcete, kdy oba vztahy daji stejny vysledek.

Reseni
Podle zadéani je hodnota d = 658 mg, v obou vztazich je r nezéavisla pro-
meénna, c je zavisla proménna. Pred zapsanim vztaht do editoru funkci na
kalkulatoru tyto vztahy prepiSeme tak, ze nezavislou proménnou ozna-
¢ime x, zavislou proménnou y

x - 685 (r+1)-685

Yy = nebo
z+12 24

Priklad budeme fesit grafickou metodou; po zadani predpisti obou funkci
do editoru zvolime vhodny rozsah soufadnic (obr. 1) a grafy zobrazime
(obr. 2).

W I HDO
Amin—-1
Amax=13
Mscl=1
Ymin=-2
Ymax=308
Yscl=28
HAres=1

Obr. 1 Obr. 2

a) Nyni nés zajimaji hodnoty téchto funkci pro z =6, 2 =7 a x = 8.
Pouzijeme piikaz value pro vypocet funkénich hodnot pfimo z grafu. Po
vlozeni hodnoty x = 6 ziskdme davku antibiotika Pencid pro Sestileté
dité z prvniho vztahu ¢; = 228,33 mg (zaokrouhleno na setiny mg) —
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obr. 3, a pouhym pfemisténim kurzoru na druhy graf obdrzime davku
pro Sestileté dité z druhého vztahu co = 199,79 mg (opét zaokrouhleno
na setiny mg) — obr. 4.

=IkERS AR 2) 2=+ L kEHs 21
¥oB . . . . V=2PA 33333 ¥oB . . . . ¥=19979167 .
Obr. 3 Obr. 4

Opakovanim uvedeného postupu obdrzime vysledky pro z =7

(c1 = 252,37 mg a co = 22833 mg) a pro z = 8 (c1 = 274 mg
a co = 256,88 mg).

b) Jestlize mame uréit, kdy oba vztahy davaji stejny vysledek, musime
nalézt spoleéné body grafti obou funkci. K urcéeni spoleé¢nych boda pou-
zijeme ptikaz intersect. Nejdfive uréime soufadnice priseciku, ktery lezi
vlevo — obr. 5, pak vypocitdme soufadnice pruseciku vpravo — obr. 6.
Oba vztahy davaji stejné mnozstvi léku pro veék r = 1,2 roku a pro
r =9, 8 roku.

Inti{/ Intersachitn

H=1.2279901 V=63 5907H E=0.772001D V=307 45081 .

Obr. 5 Obr. 6

Jako dalsi ilustraci si ukadzeme feSeni optimalizacni tlohy, ve které
jde o nalezeni maxima ¢i minima veli¢in, které jsou urcéeny podminkami
ulohy. Jestlize grafickym znézornénim situace ziskdme jako mnozinu pti-
pustnych feseni konvexni mnohotihelnik, hledané maximum ¢i minimum
nalezneme v nékterém vrcholu tohoto mnohothelniku.



180 Jarmila Robova

Priklad 2

Filip s Honzou mayji za tikol koupit napoje na skolni besidku. Dévcata jim
z vybranych penéz pfidélila 285 K¢ s tim, aby se snazili Setfit. Chlapci
se rozhodli, Ze v obchodé blizko skoly zakoupi dvoulitrova baleni Pepsi
a stolni perlivé vody. Jedna dvoulitrova lahev Pepsi v nevratném obalu
stoji v tomto obchodé 22,80 K¢ a stejné baleni stolni vody 9,50 K¢. Filip
s Honzou se dohodli, Ze lahvi Pepsi by mélo byt alesponi dvakrat vice
nez lahvi stolni vody. Kdyz odhadovali spotfebu napoji, fekli si, Ze na
kazdého z 28 zaku ve tfidé by mél pfipadnout alespoii litr tekutiny (ne-
zavisle na druhu). Kolik lahvi Pepsi a stolni vody koupi Filip s Honzou,
jestlize chtéji usetrit?

Reseni
Oznacdime si z pocet lahvi Pepsi a y pocet lahvi stolni vody. Pomoci
nerovnic vyjadiime podminky ze zadani ptrikladu

22,80z 4+ 9,50y < 285, 2y < x, 2x + 2y > 28,

avSak do editoru funkci miZeme zadat jen funkéni vztahy. Znazornime
proto pouze hrani¢ni pfimky polorovin, které jsou grafickym fesenim
jednotlivych nerovnic. Tyto hrani¢ni pfimky maji rovnice

y=30—-2/4x, y =052, y=14—=x.

Zobrazime grafy linedrnich funkci ve vhodném rozsahu souradnic
(Xmin= —1, Xmax= 16, Ymin= —2, Ymax= 8). Resenim soustavy
nerovnic je mnozina vSech uspofddanych dvojic [z, y], které jsou repre-
zentovany body trojihelniku ABC (obr. 7). S pfesnosti na dvé desetinna
mista uréime soutadnice vrcholt trojihelniku pomoci prikazu intersect —
A =1[9,33;4,67] (obr. 8), B =[11,43;2,57], C = [10,35;5,17].

Vypocitadme cenu ndkupu za x lahvi Pepsi a y lahvi stolni vody pro si-
tuace, které odpovidaji vrcholtim trojtahelniku o soutadnicich [z, y] a zjis-
time, Ze cena nakupu je nejnizsi pro situaci reprezentovanou bodem A,
a to 257,09 K¢. Vzhledem k tomu, ze chlapci mohou koupit pouze celé
lahve, zakoupi bud 10 lahvi Pepsi a 5 lahvi stolni vody (za 275,50 K¢) ¢&i
10 lahvi Pepsi a 4 lahve stolni vody (za 266 K¢).

Posledni feseny priklad je vénovan tloze s ,,netplnymi idaji“. Pomoci
grafického kalkulatoru vsak i zde snadno nalezneme feseni.
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C C
] ]
E E
ol "._. "'\ Interseckion LN
£=9_3333333 V="LGhhhAE" -
Obr. 7 Obr. 8

Priklad 3

stejny pocet Cisi. Zakaznik si objednal 144 obtich ¢isi, ale zjistil, Ze ¢ise
potfebuje o ¢tyfi dny diive, nez ptivodné stanovil. O kolik obfich ¢isi musi
nyni ve sklarské dilné vyrobit kazdy den vice, aby vyhovéli zakaznikovi?

Reseni

Grafické feseni pfikladu spociva v nalezeni spoleénych bodt dvou hy-
perbol, které maji rovnice 144 = z -y a 144 = (x — 4) - (y + ¢), kde =
predstavuje pivodni pocet dni vyroby, y pocet denné vyrobenych ¢isi
pfed zménou, ¢ pocet ¢isi denné navic. Rovnici prvni hyperboly upra-
vime na tvar y = %, druhou rovnici na tvar y = % —c, c € N.
Hodnotu parametru ¢ postupné zvolime jako 1, 2, 3. Vzhledem k realné
situaci nas zajimaji pouze spolecné body, které maji souradnice x,y € N.
Nastavime vhodny rozsah soufadnic (Xmin= 5, Xmax= 40, Ymin= 0,
Ymax = 20), zobrazime grafy a ziskame obr. 9.

Intersection
=15 =9

Obr. 9 Obr. 10

Podminkam tlohy vyhovuje pouze bod [16,9], ktery je spoleénym
bodem prvni hyperboly a hyperboly, v jejiz rovnici je ¢ = 3 (obr. 10).
Tomuto bodu odpovida situace, kdy v dilné€ vyrobi kazdy den o 3 ¢ise



182 Jarmila Robova

vice, zakazku splni béhem 12 dni a kazdy den vyrobi 12 obtich ¢isi.
Zkoumanim dalsich hodnot parametru c zjistime, ze pro ¢ = 6 maji
hyperboly spoleény bod [12, 12] (denné vyrobi o 6 &isi vice, zakazku splni
za 8 dni, kazdy den vyrobi 18 ¢si). Uvahou o rozkladu éisla 144 na souéin
dvou prfirozenych c¢initeltl a s vyuzitim grafické kalkulacky nalezneme
dalsi feSeni pro ¢ = 18 (spoleény bod [8, 18], zakdzku splni za 4 dny,
kazdy den vyrobi 36 ¢isi) a pro ¢ = 48 (spoleény bod [6, 24], zakizku
splni za 2 dny, kazdy den vyrobi 72 ¢isi). Redlné feseni vSak souvisi
s vyrobnimi moznostmi dilny, které nejsou v zadani piikladu urceny.

Moznost grafického feSeni tiloh na kalkulaéce pfinasi do vyuky fadu
pozitivnich jevii, mezi které patii predevsim vétsi ndzornost vyuky a us-
nadnéni vypocti. Studenti, ktefi pouzivaji pii feSeni tloh grafické kal-
kulacky, se mohou vice soustfedit na podstatu matematického problému
nez na algebraické tkony a vypocty.

LITERATURA
[1] Guidebook TI-83. Texas Instruments, 1996.
[2] Algebra 1. Glencoe Teacher’s Wraparound Edition, USA, 1998.

[3] Odvérko, O. a kol.: Metody FeSeni matematickych dloh. SPN, Praha
1990.
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VIZUALNI REPREZENTACE V GEOMETRII
Filip Roubicek

Vyucovani geometrii na zakladni Skole je neodmyslitelné spojeno
s pouzivanim obrazkt a modeli. Vést zdky k poznani geometrie jinak
nez prostfednictvim téchto nositeld vizualnich informaci si lze jen ob-
tiZzné predstavit. Modelovani a demonstrovani, a to nejen ve smyslové,
ale i v mentalni roviné, je organickou soucasti vyuky geometrie. Ob-
razky a modely jsou nepostradatelné pii budovani predstav geometric-
kych pojmt, pri feSeni tloh, v diikazech i v jinych aktivitach. Zakonitosti
svéta geometrie nelze vnimat jen skrze slova, ty je tfeba vidét (a nékdy
i ohmatat). Tuto skutecnost si uéitelé matematiky uvédomuji, ale. ..
Opravdu se umi zaci uéit pomoci obrazkd a modeld? Zkusenost s tim, ze
dovednost pracovat s vizudlnimi informacemi neni u zaki samoziejmosti,
ma jisté nejeden ucitel. Obrazek nebo model mutze byt sice z pohledu
ulitele ndzorny a srozumitelny, ale nemusi to jiz platit v pfipadé zaka.
Problém je v tom, ze zaci nebyvaji k tomu systematicky vedeni. ,,Obra-
zek nebyva pfedmétem detailniho rozboru: ucitel neprobira se zaky, jak
si obrazek odborné prohlizet, podle kterych pravidel je koncipovan, co
vSechno obraz sdéluje, jak takovy obrazek — byt schematicky a neuméle —
samostatné nakreslit.“[3] Rozvijeni dovednosti pracovat s vizualnimi in-
formacemi — péstovani vizualni gramotnosti je jednim z dutlezitych tkold
ulitele matematiky.

Obrazky a modely sice pfedstavuji nejuzivanéjsi formy vizualni re-
prezentace v geometrii, nejsou vsak jedinymi. Zrakem vnimame i psany
text, symbolicky zapis, diagramy apod. Prostfedky pro vyjadfeni geo-
metrickych objektt a vztaht, které lze vnimat zrakem (a proto maji
privlastek vizualni), mizeme rozdélit do ¢tyf hlavnich skupin:

e verbalni/symbolické, e obrazové,

e grafové, e modelové.

Pfispévek byl podpofen grantem GAUK ¢&. 199/1999/A PP /PedF.
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Takovych klasifikaci existuje samoziejmé vice, nebof lze uplatnit riiznd
hlediska. Navic jednotlivé skupiny nejsou ostie ohranic¢ené, ale vzajemné
se prolinaji.

7 vyse uvedenych skupin vyrazovych prostfedkl je nejméné nazorna
ta prvni, kterd zahrnuje psany nebo tistény text a zapis pomoci mate-
matickych symbolti. Druhou skupinu reprezentuji grafy, diagramy a ta-
bulky, tj. prostfedky pro znézornéni vztahti, zavislosti, prubéht, po-
stupt, tdaju. Tato skupina pfedstavuje pfechod mezi verbalni/symbolic-
kou a obrazovou formou reprezentace. Hlavnim rysem tfeti skupiny vy-
razovych prostfedki je statické zpodobeni geometrického objektu nebo
poznatku. Patfi do ni schémata, nacrty, kresby, fotografie. Naopak dyna-
mické zpodobeni je typické pro posledni skupinu, kterda zahrnuje rtizné
typy trojrozmérnych modeld, dynamické projekce (video, poéitac) a ima-
gindrni modely (tj. modely, které jsou kratkodobé zpfistupnény nasemu
smyslovému vnimani s cilem vytvorit predstavu — napf. zndzornéni geo-
metrického objektu pohybem ruky).

Jednim z problémi v oblasti vizualni reprezentace, s kterym se udi-
tel pfi vyuCovani geometrii setkava, je pouzivani standardizované ma-
tematické symboliky. Zaci ji p¥ijimaji za predpokladu, Ze v ni spatfuji
zjednoduSeni a Ze prepis ,slovo — symbol(y)* je pro né srozumitelny.
7 tohoto dtvodu je prospésné, aby symbolika vznikala z popudu zakd,
aby ji sami objevovali a vnaseli do vyucovani. Ukolem uditele je takové
aktivity podnécovat a korigovat.

Velice dilezita je rovnéz problematika zobrazovacich metod, pfede-
vs§im dovednost zachytit ,trojrozmérnost® objektu. Ukazuje se, ze s pro-
pedeutikou by bylo tfeba zacit jiz na prvnim stupni, a to nejprve ob-
jevovanim znaki, které jsou pouzivany pro znézornéni prostoru, a mo-
delovanim téles podle obrazku. Porozumi-li zaci pravidliim zobrazovani
objekty.

Jak jiz bylo zminéno v tvodu, ,Cteni“ a kresleni grafti, diagrami,
schémat, nacrti apod. je tfeba vénovat vétsi pozornost, zvlasté pak uceni
se pomoci obrazku. Nelze predpokladat, Ze Zaci tyto dovednosti ziskaji
spontanné, je tfeba zaky k nim systematicky vést. ,Kresleni je ziejmé
velmi prihodné forma sémiotické funkce, vhodna ¢innost k procvicovani,
shrnovani a systematizovani uéiva — budovani predstav o vécech ...“ [2]

Rozvijeni orientace v roviné a prostoru, tzv. geometrické predsta-
vivosti, je jednim z cild, ktery obsahuji vSechny vzdélavaci programy.
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Ovsem davame zakim k tomu dostatek prilezitosti? Jsem presvédcen, ze
zde mame co dohanét, ze frontalni a obcéasné uzivani modelt pti vyuce
tuto situaci nefesi. Nejvétsi pfinos pro poznani méa modelovani, které je
aktivni a ne pouze demonstrativni. Vlastni zazitek objevu urcité zdkoni-
tosti ptisobi na zéka vyraznéji nez sebelepsi vyklad ucitele. Navic takové
zkuSenosti vytvari zaklad pro pfechod do abstraktnich rovin poznani.

V prispévku jsem se pokusil stru¢né vyjadrit hlavni problémy vizual-
nich reprezentaci. Jeho cilem nebylo podat vycerpavajici pojednani, ale
predlozit téma k diskusi, které je dle mého nazoru aktualni. Na zakladé
ziskanych zkuSenosti se domnivam, Ze moznosti, které ndm zminéné vizu-
alni prostredky poskytuji, jsou nedostatecné anebo nespravné vyuzivany
a ze je nanejvys prinosné se touto otazkou zabyvat.

LITERATURA

[1] Hejny, M. a kol.: Tedria vyucovania matematiky 2. Bratislava, SPN
1990.

[2] Klusdk, M.: Cist — psdt — pocitat a kreslit. Pedagogika, 45, 1995,
s. 363-372.

[3] Mares, J.: Uceni z obrazového materidlu. Pedagogika, 45, 1995,
s. 318-327.
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PRIPRAVA BUDOUCICH UCITELU MATEMATIKY
V SOULADU S TRENDY EU

Bronislava Ruzickova, Jaroslava Brinckova

Ekologickd vychova ve smyslu pfipravy obcant pro udrzitelny roz-
voj lidské spolecnosti je neodmyslitelnou soucasti celého piisobeni skoly
a predstavuje velmi vyznamnou inovaci z hledisek obsahovyjch i meto-
dickych.

Udrzitelny rozvoj je chapan jako takové uspokojovani potieb soucas-
nosti, které umozni i uspokojovani potfeb budoucich generaci.

Tento pozadavek znamena, ze do vzdélavani a vychovy vSech obcant
je nezbytné systematicky (nikoliv jen ndhodné a pro nékteré ¢asti popu-
lace) vélenit zdkladni znalosti

e 0 potfebach ¢loveéka a zakonitostech, z nichz vyplyvaji,
e 0 zptUsobech ohrozovani Zivotnich podminek,
e 0 moznostech reseni udrzitelnosti rozvoje

i s tim spojené dovednosti a navyky a zaroven akcentovat hledisko tole-
rance a odpovédnosti vic¢i soucasnosti i budoucnosti.

V soucasné dobé neni troven ekologické vychovy na zdkladnich sko-
lach zcela uspokojiva. Prvky ekologické vychovy jsou zpravidla obsazeny
v u¢ivu obc¢anské vychovy, resp. rodinné vychovy. V souladu s trendy
s EU je vsak treba usilovat o to, aby se ekologicka vychova stala soucasti
komplexniho ptisobeni skoly na zaka.

Kazda skola — jakozto instituce, kterou prochazi budouci generace
a kterd miize dlouhodobé a systematicky ovliviiovat utvareni zpiisobu
mysleni — by méla zvazit svou odpovédnost vici budoucnosti a bez pro-
dleni zahéajit proces inovaci, které by sméfovaly ke zménam dulezitym
pro udrzitelnost rozvoje.

Skola mitize ptisobit ve vlastnim vyucovacim procesu a v mimovyu-
¢ovaci dobé.
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Mezi vyucovanim a mezivyucovacim pusobenim skoly jsou velmi di-
lezité vztahy, které jsou ¢asto rozhodujici pro celkovy vliv skoly na osob-
nost zaka.

Spole¢né usili v obou oblastech mize postupné pfinést urcité vy-
sledky, které se znatelné projevi v postojich populace k ekologické pro-
blematice a ve zménach ve zptisobu zivota.

Ekologické vzdélavani a vychova je celozivotni kol pro kazdého pe-
dagoga, protoze je to kol dynamicky, ménici se v zavislosti na aktual-
nich situacich, reflektujici nejen lokalni a regionalni, ale i globalni zmény
a vyzadujici stalé inovace v obsahu a metodach. Je to tkol, ktery vy-
zaduje nejen stalé zvysSovani znalosti, ale i stalé promysleni zptisobi,
jak co nejucinnéji ovlivnit rozum i city mladych lidi, jak spojovat Siroké
a dlouhodobé zaméry ekologického vzdélavani a vychovy s riznymi ak-
tualnimi prioritami, které bezprostfedné ovliviiuji nas zivot. Je to tkol,
ktery se tyka nejen jedince, ale i celych pedagogickych sbori a jejich
vztaht k zaktm — celé skoly a jejich vztahi k okoli.

Jednim z vyznamnych pokust snazicich se o zlepSeni tohoto stavu
byl nizozemsko-Cesky projekt Tulipan, ktery bude v tomto roce ukoncen.
Projekt Tulipan byl vSak realizovan jen na nékterych vybranych skolach
v CR.

Naskyta se otazka: ,Jak dale?“ Jak zabezpecit, aby myslenky pro-
jektu Tulipan spojené s enviromentalni vychovou byly Sifeny i nadale,
a to nejen ve vybranych skolach?

Prvni, co nas napada, jak prispét pro dobro véci v této oblasti, je
zména ve vysokoskolské pripravé budoucich uditeld. Zafazenim prvkt
ekologické vychovy do vysokoskolské pripravy budoucich ucitelid by se
vytvarely predpoklady pro formovani ekologického mysleni jejich budou-
cich zaki.

K uskutecénéni tohoto zadméru v podminkach kreditového systému na
vysokych skolach se nabizi forma vybérového seminare, zaméreného na
problematiku ,trvale udrzitelného rozvoje spolecnosti“. V ramci tohoto
seminafe studenti vypracovavaji ekologicky zamétené projekty. Ptiroze-
nou touhou kazdého zaka je poznavat, objevovat nové a krasné. Proto se
snazime, aby v projektech nebyly predavany hotové poznatky, ale byly
vytvareny takové situace, aby zaci sami citili potfebu objevit ukryty jev.

Projekty vytvorené studenty v ramci vybérového seminafe mohou
byt prezentovany jednak na védecko-didaktickych seminafich, dale na
seminafich v ramci dalsiho vzdélavani uciteli.
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Prvni pokusy o vytvoreni takového projektu v ramci vyuky didaktiky
matematiky jsme jiz provedli. Chtéli bychom vam pfedlozit jako ukazku
jeden z fady vypracovanych projektii.

Navrh projektu do vyucovani matematice s uplatnénim prvkua
ekologické vychovy
Petra Martinkova, Eva Medkova, III. roénik, M — Pt

Tento projekt budeme realizovat na naucné stezce Chranéné krajinné
oblasti Litovelské Pomoravi z Horky nad Moravou do Hynkova. Nabizi
se vyuzit obdobi ,,volnéjsi vyuky* napf. v poslednim tydnu Skolniho roku
pred prazdninami. Stezka za¢ind v Horce nad Moravou (4 km od Olo-
mouce) a vede po Cervené turistické znacéce pfes Hynkov a Lhotu nad
Moravou do Litovle po lesnich a polnich cestach vhodnych pro cyklisty.
Proto i my pojedeme na kolech. Celkem budeme mit 5 zastavek a to
vzdy u informaéni tabule. Ukolem zakii bude tyto tabule najit a peclivé
je prostudovat. U kazdé tabule bude zdkiim zadédna matematicka tloha,
kterou musi vyresit. Kromé toho zaci na kazdé zastavce zméfi teplotu
vody a vzduchu. Pro zdarné realizovani projektu budou Zaci potiebo-
vat kolo, krejéovsky metr, teplomér, provazek, zapisnik, psaci potieby
a svacinu.

1. zastavka
1. informacni tabule — vitejte v litovelském Pomoravi
Ukol &. 1: Jakou priimérnou rychlosti jsme jeli z Olomouce do Horky
nad Moravou, kdyz vime, ze jsme jeli... minut a vzdalenost mezi
Olomouci a Horkou je 4 km?

2. zastavka
2. informac¢ni tabule — Krajina v minulosti
Ukol €. 2: V okruhu 5 metri si kazdy vyberte libovolny strom. Zméite
jeho obvod a z néj vypocitejte primér stromu.

3. zastavka
3. informacni tabule — Mokfady a jejich vyznam v krajiné
Ukol &. 3: CHKO Litovelské Pomoravi ma 9 600 ha. Kolik je to km??
(96 km?)
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4. zastavka

4. informa¢ni tabule — Periodické ttiné

Ukol &. 4: Bob#i byli v CHKO Litovelské Pomoravi vyhubeni na pie-
lomu 17. a 18. stoleti. Studie tohoto izemi ukézala, ze izemi spliiuje
podminky pro zivot bobra evropského. V letech 1991-1993 zde bylo
celkem vysdzeno 20 bobri. V zimé 1994/95 byla v oblasti CHKO
stanovena pfitomnost 39 bobrt. Vypocitejte, jaky byl populacéni pii-
riistek bobra evropského v procentech. (96 %)

5. zastavka

5. informacni tabule

Ukol é. 5: V. CHKO Litovelské Pomoravi je 16 vodnich mlynt, elektraren
a pil. Urcete, kolik je mlyni, elektraren a pil, jestlize jsou v poméru
3:1:4. (6 mlynt, 2 elektrarny, 8 pil)

Ukol &. 6: Odhadnéte siiku feky. Na mosté ji pfeméite pomoci metru
a kamene. Zde také zmétte hloubku feky. Jak to provedete? (provazek
s kamenem)

Ukol ¢. 7: Vypoditejte priimérnou teplotu vody (z hodnot naméfenych
v pribéhu cesty) a porovnejte ji s pramérnou teplotou vzduchu.

V nejblizsi hodiné matematiky budou vyhodnoceny vysledky tkoli,
které méli zaci splnit.
LITERATURA

[1] Frantzen, H., Van Rossum, J.: Ochrana Zivotniho prostiedi. AMER-
SFOQOT. Vyd. In Sielde Blociende, 1999, s. 44.

[2] Kvasnickova, D.: Systém ekologické vichovy a vzdéldvani v zdkladni
skole. Vyd. Matra, Praha 1999, s. 22.
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DIPLOMOVA PRACE
NEBO DIPLOMOVA SPOLUPRACE?

Nada Stehlikova

V tomto prispévku budeme na pfikladu jedné diplomové prace ilu-
strovat jeden pohled na zpisob zpracovani diplomové prace studenta —
budouciho ucitele matematiky. K tomu tucelu se nejdiive podivame na
soucCasny stav didaktiky matematiky.

1 DIDAKTIKA MATEMATIKY!

V Sedesatych a sedmdesatych letech probéhla u nas stejné jako ve vsech
vyspélych zemich svéta tzv. modernizace matematiky. Do Skol se zavedly
mnoziny s nadéji, Ze zména obsahu povede ke zlepSeni vyuky a k odstra-
néni drilu. Pfes vSechnu snahu (psaly se nové ucebnice, piirucky pro
ucitele, sbirky tloh, ucitelé z praxe i budouci ucitelé se ucili mnozinové
matematice) skonéil cely projekt netspéchem a mnoziny ze Skol opét
pomalu vymizely. Mezi cenné zkuSenosti, které s sebou modernizace pri-
nesla, pat¥i (Hejny, Stehlikové, 1999):

— Neni pravda, Ze jen malé procento zakt je schopno rozumét mate-
matice a ze vétSina zakid se musi matematiku ucit pamétove. Matematika
miuze k intelektualnimu rozvoji zakh prispivat daleko vyraznéji.

— Jadro problému zkvalitnéni skolské matematiky nespociva v osno-
véach a obsahu toho, co se udi, ale v metodach vyucovani, tj. ve zpisobu,
jak se udi.

— Rozhodujicim prvkem kvality vyucovani matematice je ucitel. Na
ném, na jeho vztahu k matematice a zaktim, na jeho tvofivosti a prede-
v§im na tom, do jaké miry on sdm pracuje na sobé, zavisi kvalita jeho
prace ve tridé.

P¥ispévek byl podpoien grantem GACR 406,/97/P132.
INéasledujici ivahy jsou éerpany z publikace Hejny, Stehlikova (1999) a do zna¢né
miry odrazeji osobni zkuSenost prvniho z autoru.
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Zacaly se hledat nové cesty vedouci ke zlepseni kvality vyuky. Stale
vice lidi si uvédomovalo, ze vice nez obsah uciva je potfebné zkoumat
myslenkové procesy zakd. Nartstal zajem o systematické védecké zkou-
mani procesti, které probihaji v hlavé zadka pfi feseni ulohy, hledani du-
kazu, formulovani myslenky nebo pfi tfidni diskusi o néjakém problému.
Didaktika matematiky si rychle osvojovala v té dobé jiz znacné rozpraco-
vané myslenky a metody kognitivni psychologie, zejména prace Piageta
a Vygotského.

Tak byl vedle tradi¢niho, obsahové orientovaného proudu v didak-
tice matematiky zahy vytvoien proud procesné orientovany.? Zatimco
obsahové orientovany proud se soustfeduje na didaktickou transformaci
matematiky (tj. jak se z védecké matematiky vytvaii népli Skolského
predmétu matematika) z hlediska kurikula, uéiva, ucebnic a uéebnich
pomticek, proud procesné orientovany se soustieduje na matematické
chovani ¢lovéka, zejména na procesy probihajici v jeho védomi (FeSeni
tloh, budovani pojmu, argumentovani, abstrahovani, formulovani mys-
lenky apod.). Jeho vyznamnou soucésti je studium historie matematic-
kych myslenek s cilem hledat inspiraci pro nové didaktické pohledy na
dtlezité pojmy, vztahy ¢i oblasti matematiky stfedni a zakladni skoly.
Jeden ze smért procesné orientovaného proudu se zameétuje na zkoumani
prostredi, ve kterém vyucovani matematice probiha. Hledd a analyzuje
fenomény, které ovliviiuji interakci ucitel-zak i ucitel-tfida, a snazi se
vysledky badani vyuzit v praxi.

Vysledky vyzkumi v didaktice matematiky se vsak jen s obtizemi
dostavaji do praxe. Jednim ze zplisobtl je ptisobit na ucitele matematiky
jak v obdobi jeho vysokoskolské pfipravy, tak i pozdéji v praxi. O tom
pojedname v dalSim odstavci.

2  ODRAZ V PRIPRAVE BUDOUCICH UCITELU MATEMATIKY

Jak jiz bylo feceno vyse, ukazuje se, ze zakladnim c¢initelem, ktery ovliv-
nuje kvalitu vyuky, je ucitel. Didaktika matematiky se jej snazi oslovo-
vat napt. prostrednictvim odbornych ¢lankt, knizek ¢i prednasek a dilen.
Jako t¢innéjsi se ukazuje forma, kdy ucitel ¢i budouci ucitel matematiky
samostatné pripravi, realizuje a posléze vyhodnoti néjakou pedagogicky

2Uvédomujeme si, Ze toto rozdéleni je pouze hrubé a odrazi pouze dva pély celého
spektra vyzkumu v didaktice matematiky, pro nase ucely se vSak dobfe hodi.
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orientovanou ¢innost, napt. experiment. Tento zptisob ¢asto vede k vétsi
motivovanosti ucitele dale na sobé pracovat.

K tomuto tvrzeni nas vede pozitivni zkuSenost z projektu Iniciativa
z roku 1995, ktery organizovala PedF UK v Praze (viz seznam literatury).
Neékolik desitek ucitelt z celé republiky takové experimenty provedlo, vy-
hodnotilo a posléze obhajilo v podobé jakési seminarni prace. O tom, ze
je jejich prace v ramci projektu inspirovala pro jejich pedagogickou praci,
svéddéi i to, Ze o ni referovali v ramci nékterych konferenci a seminaft
a publikovali ¢lanky. V seznamu literatury jsou uvedeny nékteré odkazy
na takové prace, jimz dal vzniknout pravé projekt Iniciativa.?

Podobn4 situace je i u budoucich uéitelt zakladnich a stfednich skol —
studentii pedagogické fakulty. Kromé tradi¢nich diplomovyjch praci za-
méfenych na didaktickou transformaci matematiky vznikaji na KMDM
PedF UK v Praze jiz nékolik let diplomové prace, které odrazeji pro-
cesné orientovany proud v didaktice matematiky. V nasledujicim textu
na prikladu diplomové prace studentky Marcely na téma , Netradi¢ni
aritmetické struktury* ilustrujeme jejich zékladni charakteristiky. V dal-
§im textu budeme na tuto diplomovou praci odkazovat jako na DP.

2.1 ILUSTRACE

e Marcela se zacala ve druhém roc¢niku studia mimo svou povinnou vy-
uku Gcastnit setkani s autorkou tohoto prispévku, pfi nichz pracovala
v oblasti tzv. z(Zené aritmetiky (jejim autorem je Milan Hejny a je po-
psdna na jiném misté tohoto sborniku v prispévku Novotna, J., Steh-
likova, N.: Netradiéni uvod do abstraktni matematiky). Postupné sa-
mostatné odkryvala pojmy a jevy zuzené aritmetiky, zprvu prostfednic-
tvim feseni zadanych linearnich a kvadratickych rovnic, pozdéji i pomoci
studia odborné literatury vénované algebfe a algebraickym strukturam.
Tak dospéla k pojmim nulovy prvek, inverzni prvek vzhledem ke sci-
tani a nasobeni, délitel nuly apod. Postupné pracovala i v analogickych
aritmetickych strukturach.

Je nutné zdaraznit, Ze zGzena aritmetika byla k tomuto ucelu vy-
brana zamérné. Jedna se totiz o otevienou, ,nehotovou* strukturu, kte-
rou si student musi dotvorit sdm na zakladé svych zkuSenosti z prace
z ,bé&Zné aritmetiky*. Autorka m4 se ziZenou aritmetikou bohaté zkuse-
nosti, které ukazuji, ze tato problematika je silné motivujici pravé svou

3Jejich vycet nemiize byt Gplny, uvadime pouze ty, které jsou nadm znamy.
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otevienosti a ,nehotovosti“. Je zdrojem mnoha hypotéz a skala tloh,
které se v ni daji fesit se zakladni znalosti aritmetiky, je témér nevy-
Cerpatelna. Neméné dtlezitym rysem je, Ze z(Zena aritmetika neni zpra-
covana v zadné literatufe, alesponn pokud je nam znamo, a student si ji
tedy nemuze dostudovat. Zda se, ze to, Ze uclitel, pfipadné experimen-
tator, sdm pracuje soucasné na stejném tématu jako jeho zaci (i kdyz
tfeba na vyssi Grovni), je dilezitym zdrojem vytvofeni motivaéniho kli-
matu. Jak uvadi Marcela v zavéru své diplomové prace: Prdce s netra-
dicnimi aritmetickymi strukturami A1, As a As se pro mne stala velice
zajimavou zkusenosti v oblasti matematiky. ... Studenti pri nasich spo-
le¢nych setkdnich ochotné a zaujaté spolupracovali. Strukturou A; byli
primo nadseni, pracovat v ni se jim libilo, coZ dosvédcila i jejich domdct
aktivita a rozmysleni nad problémy.

Z0zena aritmetika je také vybornym kontextem pro konstruktivis-
ticky zptisob vyuky, jak o tom svédéi nasledujici prohlaseni z DP: Od
puvodné planovaného instruktivniho pristupu jsem se pri druhém setkdni
nebranila prejit k pristupu instruktivne-konstruktivistickému. Myslim, Ze
Ay pFimo nabizi pouZiti konstruktivistickych prvkid ve vjuce a Ze tento
pristup experiment jen obohatil.

e Ve ¢tvrtém rocniku pripravila Marcela analogii zizené aritmetiky pro
jednociferna ¢isla* jako podklad pro experiment se studenty osmiletého
gymnazia. Cilem bylo zjistit, do jaké miry budou Zaci schopni pracovat
s nesémantickou strukturou a vyuzivat pri tom svych skolskych zkuse-
nosti.

e S vyuzitim prislusné literatury zaméfené na provadéni experimentt
a jejich analyzu provedla Marcela experiment se tfemi studenty v pri-
béhu dvou setkani. Obé setkani byla nahravana.

e Po transkripci experimentu provedla Marcela analyzu, jejimz vysledkem
je prehled a rozbor zajimavych momentd a chyb, u nichz se pokusila
i o navrh jejich napravy u studenti.

DP se tedy radi mezi ty prace, kde autor projde v nékolika fazich
roli zédka (zkouméd na vy$si Grovni problematiku, kterou budou fesit jeho

4Redukce, ktera prevadi libovolné piirozené &islo na jednociferné é&islo 1 az 9, je
zavedena jako ciferny soucet.
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Zaci) a posléze ulitele (pfi experimentech) a ,experta“ (pii analyzach
experimenti).

e Neméné diilezitou soucasti prace je vSak i sebereflexe®, ktera se v pii-
padé ilustrativni diplomové prace tyké (1) pribéhu vlastni matematické
prace pii odhalovani z(Zené aritmetiky, (2) vedeni experimentu z hle-
diska experimentatora — ucitele.

ad (1) Zkouméni vlastnich myslenkovych procest pfi matematické
praci vede k lepsimu pochopeni myslenkovych procesi zaki.

ad (2) Zaznamenéani pribéhu experimentu se ukazuje jako cenny
zdroj pouceni pro budouci uditele matematiky z hlediska matematic-
kého i pedagogického. Vlastni interakce mezi Gcastniky setkani probiha
na nékolika tirovnich soucasné — komunikace mezi zaky a experimentato-
rem i mezi zaky samotnymi. P¥i analyze pfepisu experimentu si studenti
uvédomi nepresnosti ve svém matematickém vyjadfovani ¢i nedostatky
vedeni experimentu.

I kdyzZ se jedna o experiment a ne o vyuku, studenti se mohou dozveé-
dét cenné informace o svém stylu vyuky. Jako ilustrace dobfe poslouzi
vynatek z DP.

Kdyz analyzuji zpétné obé setkdni, nachdzim ve své prdci tyto nedo-
statky:
1. Chybné polozZené otazky.
2. Doplneéni odpovédi studentu drive, neZ ji sami objevi a Teknou.
3. Prilisny spéch.
4. NevyuZiti situace k tomu, aby délali to, co je zrovna zajimd (jejich
Casté navrhovdni hypotéz).
5. Prilisné navadeni mym smérem.

A konec¢né, jak hodnoti Marcela cely pribéh rozpracovani své diplo-
mové prace?

5Pojem sebereflexe je vymezovan napiiklad jako: uéitelovo pojeti vyuky, diagnos-
tikovani, diagnostika, vnitini dialog, autodiagnostika, zdokonalovani pedagogické ¢in-
nosti (Bil4, 1998). V pedagogickém kontextu jde nejcastéji o sebereflexi uciteldi (Pri-
cha et al., 1998). Zahrnuje nékolik fazi: opétovné vybaveni, popis a rozbor kli¢ovych
prvki, hodnoceni ¢i pfehodnoceni, zpisoby vysvétleni, prijeti rozhodnuti, stanoveni
dalsi strategie. Profesionalni sebereflexe uéitele (at uz zacinajiciho nebo zkuseného)
je nutnou podminkou jeho odborného rustu, jeho pedagogické kompetence a odborné
i lidské odpovédnosti.
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Ezxperiment mi prinesl mnoho pedagogickych a didaktickych zkuse-
nosti do budouci ucitelské praze. Otevrela se mi moznost vyucovat né-
cemu zcela netradicnimu, s ¢im se studenti v bézné skolni vjuce neset-
kaji. Vyzkousela jsem si analyzu ustniho a pisemného projevu studenti,
diagnostiku jejich schopnosti a stuperi osvojeni znalosti o strukture Aj,
identifikaci a reedukaci chyby.b Tyto schopnosti budu naddle ve své uci-
telské prazxi rozvijet.

3 ZAVER

Zavérem ocitujeme myslenku Vita Hejného publikovanou v Hejny a kol.
(1990, s. 19), ktera vystizné shrnuje filosofii popsaného typu diplomovych
praci:

V roviné informacni chceme poskytnout studentovi — budoucimu
uciteli matematiky ,takovou didaktickou strukturu, ktera by mu umoz-
nila: 1. evidovat svoje kazdodenni pedagogické zkuSenosti, 2. t¥idit je
a hodnotit objektivnimi kritérii, 3. tvorivé hledat cesty zkvalitnéni vlastni
prace. V roviné influenéni [jsme vedeni snahou] ukézat vlastni starosti,
ale hlavné radosti pfi praci se zaky a studenty — bez ohledu na to, zda
jde o laboratorni vyzkum, experimentalni vyucovani, zdjmovou ¢innost
v krouzcich ¢i na taborech mladych matematiki, nebo o bézné vyucovani

,V terénu“.“

Popsana diplomova prace je zatim jedinou osobni zkusenosti autorky,
ale plné koresponduje se zkusenostmi kolegti. V seznamu literatury jsou
uvedeny nékteré publikace, které vznikly na zakladé diplomovych praci
obhajenych na PedF UK v Praze.
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6Tedy néco, co by jako uéitelka matematiky méla délat zcela intuitivné.
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K FORMOVANI NAZORU UCITELU
NA CHARAKTER MATEMATICKEHO VZDELAVANTI

Marie Ticha

UvVODNI POZNAMKY

7. Helus ve své prednasce ,,Promény, tskali a perspektivy ucitelského
vzdélavani“ na konferenci Ucitel€ a jejich univerzitni vzdélavdni na pre-
lomu tisicileti ukazal, ze soucasné vzdélavani charakterizuje prechod od
transmisivné orientovaného vzdélavani ke vzdélavani osobnostné orien-
tovanému. To znamend, ze se od pouhého ,,pfedavani“ prechazi k uceni
se poznavat, jednat, komunikovat, zit spole¢né. Osobnostné orientované
vzdélavani zprosttedkovava uceleny nahled na svét a misto ¢lovéka v ném.

V ¢élanku [2] M. Hejny a F. Kufina formulovali své pfesvédéeni o smy-
slu vzdélavani: ,,Smysl vzdélavani vidime v kultivaci zaka, zvlasté pak
v kultivaci jeho duSevniho svéta. Pfitom nejde prioritné o to, aby zak
ovladal ur¢itou sumu poznatki ¢i informaci, ale o to, aby rozumél svétu,
aby dokazal fesit problémy, s nimiz pfijde do styku, aby umél vyhledavat
a hodnotit informace, aby mél vybaveni pro svij dalsi rozvoj.“ Mnozi
ucitelé matematiky i didaktikové s timto nazorem souhlasi. Realné vyu-
¢ovani s nim vsak casto neni v souladu.

Nase zkusenosti z vyucovani prokazuji, ze jednim z velkych problému
matematického vzdélavani je vhodné nasmérovani aktivity uciteli i zakt
ve vyucovani. Hlubsi pozorovani ukazuje, ze se ¢asto jedna o vyucovani
transmisivni a instruktivni, to znamené ze vyucovani ma charakter pre-
déavéni informaci nebo déva jen navody, jak postupovat. Zaci se nepodi-
leji na ziskavani a formovani vlastnich poznatkt, spoléhaji se jen na me-
chanické uklddani informaci do paméti. ,, To umoziiuje v lepsim ptipadé
jejich reprodukei (napiiklad u zkousky), obvykle v8ak dochézi k rych-
lému zapominani a zridkakdy k jejich netrividlnimu vyuziti a dalsimu

Préce vznikla s ¢asteénou finanéni podporou Grantové agentury CR, grant &islo
406/99/1696 a Grantové agentury UK, grant ¢islo 303/1998 /A PP /PedF.
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rozvijeni.“ [1] Zaci pak vidi matematiku jako soubor poucek, navodi
a pravidel, které je tfeba nacvicit a dobfe si zapamatovat.

Jak jsme jiz vicekrdat uvedli (naptiklad [7, 10]), jsme piesvédéeni,
7ze matematika nemtze byt zakim predavana v ,hotové“ formé. Po-
znatky musi vyristat z jejich zkuSenosti a byt vysledkem jejich vlastni
¢innosti. Proto zdiraznujeme potfebu posileni konstruktivnich pristupt
k vyucovani matematice. V nasi soucasné skole vsak stéle jesté prevazuje
transmisivni a instruktivni orientace vyucovani.

JAK DOCILIT ZMENY?

Uvédomujeme si, ze kvalita vyucovani zavisi v rozhodujici mife na uci-
teli, na tom, jak chape smysl, vyznam, podstatu matematického vzdéla-
vani, jaké je jeho ,pfesvédceni“. Ucitel je nositelem charakteru i zmén
ve vzdélavani, jeho presvédéeni zaujimé klicovou pozici. Chceme-li tedy
zménit charakter vyucovani, musime se snazit pisobit predevsim na udi-
tele, rozvijet a kultivovat nazory a presvédceni ucitelt.

Ukazme si nékteré vysledky dvou Setfeni, které naznacuji postoje
a presvédceni ucitelt.

Ucitelé 1.-5. roéniku (Gc¢astnici semindit — tedy ti, u kterych lze pred-
pokladat zdjem o kvalitu vzdélavani i sebevzdélavani) byli pozadéni, aby
napsali, jak by podle jejich nazoru mélo vypadat matematické vzdélavani
(co vSechno zahrnuje, co je jeho podstatou, jaky je jeho vyznam,...).
Sesla se velmi Siroka skdla odpovédi. Vétsina ucitel nejvice zdiraziio-
vala nacvik a ovladnuti numeriky a rysovani a dovednost fesSit slovni
tlohy pomoci naucené metody a jeji procvicovani. Nasledovalo feseni
ypraktickych“ tloh ze zivota (néktefi zduraziiovali riznorodost tuloh).
Pomérné casto se vyskytoval pozadavek na rozvijeni logického mysleni
a predstavivosti a na vyuzivani hry. Podstatné méné casto se objevil
pozadavek smysluplnosti a pouzitelnosti poznatki, ,,uméni si poradit®
pfi TeSeni tloh, vyuzivani riiznych metod feSeni a vizualizace, odstra-
néni strachu z matematiky (,,¢elit problémtm*) atd. Objevil se i poza-
davek, aby zaci samostatné objevovali nové poznatky. O roli uditele se
nezminil nikdo. KdyZ jsme posléze o problematice diskutovali, ucitelé
vétsinou sebekriticky uvadéli, Ze v jejich praci se zaky prevazuje nacvik
provadéni pocetnich operaci a predavani navodi, jak Fesit typové slovni
tlohy. Soucasné vsak bylo z jejich vypovédi patrné, ze si uvédomuji po-
tfebu zmény.
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Nasledujici Setfeni pfipravil F. Kufina. U¢itelim 6.-9. ro¢niku bylo
predlozeno pét rtznych navodd, jak postupovat pfi vyucovani tématu
Pythagorova véta. Postupy se lisily riznou mirou zastoupeni konstruk-
tivistickych ideji. Ukolem uéitelt bylo:

a) Rozhodnout, ktery z navrhi pokladaji za nejvhodnéjsi.

b) Vybrat ten z navrhi, ke kterému se jejich vlastni postup nejvic
blizi.

I ti ucitelé, ktefi pokladali za nejvhodnéjsi ty postupy, které byly
do znacné miry v souladu s myslenkami konstruktivismu, svij vlastni
postup sebekriticky charakterizovali aspon o jeden stupen blize k in-
struktivismu.

Doposud jsme ucitele pfipravovali (a stale jesté ¢asto pFipravujeme)
prevazné instruktivné, predkladali jsme jim ,hotové* materidly a pred-
pokladali jsme, Zze oni pak budou ve své praci ve skole uplatnovat ideje
konstruktivismu. Nyni se pokousime ucitele pfipravovat stejnym zpiiso-
bem, jaky ocekavame v jejich praci se zaky. To se tyka ptripravy budou-
cich uciteld i vzdélavani uditelu jiz pusobicich v praxi (naptiklad [6]).

Pokud se ucitelé, ktefi dosud vyucovali pfevazné transmisivné a in-
struktivné, budou snazit zménit sviij vyucovaci styl, bude je to ziejmé
stat znacéné tsili. Pro didaktiku matematiky to znamena vyzvu, aby
témto ucitelim pomohla jejich snahu uskutec¢nit. Aby jim pomohla po-
nositele vyzev, otazek, problémt, tvirce klimatu.

Jednou z cest, jak toho dosdhnout, je ,otevieny pristup“ a soustavné
zalazovani ,otevienych problému“ do vyucovani matematice. Pod ozna-
¢enim ,otevieny problém* se zpravidla rozumi problémy, u kterych neni
jasné jednozna¢né zadana vychozi a/nebo cilova situace. Oznaceni ,ote-
vieny problém“ (,otevieny pfistup*) mtzeme chépat jako ,destnik®, pod
ktery lze schovat problémy a ¢innosti nazyvané riznymi autory napii-
klad jako podurcéené tlohy, oteviené tulohy, projekty, zkoumani realnych
situaci, tvofeni tiloh, uziti metody Co kdyz...? a mnohé dalsi. Ulohy, se
kterymi se zaci setkavaji ve skole, jsou ale zpravidla ,uzaviené“, takové,
které neposkytuji Zaktum mnoho prostoru [§].

Do popredi naseho zajmu se proto dostalo studium dvou oblasti —
yuchopovani situaci“ a ,vyuZivani projekti“ ve vyucovani matematice [9].
Nase zkusSenosti ukazuji, ze zkouméani zakim znamych situaci, pii kte-
rém mohou vyuzit svych matematickych i obecnych zkusSenosti a znalosti,
poskytuje mnoho prilezitosti k posilovani konstruktivniho charakteru vy-
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ucovani matematice. Dochazi pfitom k propojovani redlného a matema-
tického svéta ve védomi zakt a rozvijeni schopnosti a dovednosti zakt
formulovat otézky a tvorit vlastni tlohy, coz je projevem porozumeéni.

UCHOPOVANI SITUACE, SCENARE, PROJEKTY

Podrobnéji se zminime o uchopovéni situaci (navazujeme na [3]). Situ-
aci rozumime ,,otevienou“ oblast ,matematickou” i ,nematematickou*,
kterou chceme zkoumat a ze které vyrtstaji otazky a tlohy. Pokud jde
o ,realné situace®, snazime se vyhledavat takové, se kterymi mohou mit
ucitelé i zaci vlastni bohaté zkuSenosti. Zaméfujeme se na situace, je-
jichz soucéasti jsou i lidé, ktefi v nich vystupuji. Vzajemné vztahy mezi
témito lidmi ovlivnuji pribéh i vysledky feSeni problémii. Zkoumanim
situaci, jejichz uchopovani s porozuménim vyzaduje uplatnéni socidlniho
hlediska, se nas vyzkum odlisuje od vyzkumut dosud u nas provadénych
(naptiklad [7, 10]).

Uchopovéanim situace rozumime myslenkovy proces, ve kterém se pro-
lina zvlasté: vnimani situace; objeveni klicovych objekti, jevi a vztaht;
stanoveni ur¢itého sméru uchopovani; vytvoreni modelu; formulovani
otazek a tuloh ,vyrustajicich® ze situace. Tyto ¢innosti jsou zaméfeny
na zkoumani a pochopeni situace a jejich cilem je formulovani otazek,
problémii, dloh. St¥idaji se v nich pohledy ,zevnitt“ (z pozice jednajici
osoby) s pohledy ,zevné“ (fesitel vystoupi z pozice jednajici osoby a hod-
noti situaci jako celek). V néasledujicich oblastech uchopovéni situace
prevlada feseni tloh: hledani odpovédi na formulované otazky a feSeni
vytvorenych tloh; interpretace a hodnoceni vysledkt a jejich posouzeni
z raznych hledisek; eventualné identifikace nové situace a jeji uchopovani
s vyuzitim zkuSenosti obohacenych béhem dosavadni ¢innosti (podrob-
néji napiiklad [7, 9, 10]).

Chceme-li, aby do vyucovani matematice proniklo ,,uchopovani situ-
aci“, stavime ucitele i zdky do pro né ,neznamého svéta“. Proto kdyz
chceme rozvijet schopnost uditeld i zakid uchopovat situace, tedy nejen
fesit tlohy, ale také formulovat otazky a tlohy tvorit, pfipravujeme pro
tyto Gcely scénare [4, 6, 7, 10]. Scénédfe jsou urceny hlavné ucitelim.
Zamyslime je jako inspiraci, v zadném pripadé jako instrukeci. Cilem je,
aby se staly podnétem pro uditele k vytvareni jejich vlastnich scénai.

Scénare obsahuji zpravidla: popis situace z vybraného prostiedi; sadu

vvvvvv
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(jednoduchou) tlohu s dopliiujicimi otdzkami pro zéky; podpirny soubor
otazek a tuloh Cerpajicich ndméty v dané situaci (nékteré otézky vedou
na standardni tlohy, jiné jsou neobvyklé, dokonce mohou budit dojem,
Ze do matematiky nepatii a ucitelé se jim proto nékdy brani [5, 10]); po-
znamky pro ucitele, které naznacuji rizné moznosti uchopovani situace
(jsou v nich uvedeny i oéekdvané postupy zaki); poznamky vztahujici
se k jednotlivym bodtm a otazkam, které nejen naznacuji matematické
feSeni, ale zdidraznuji i roli introspekce.

Scénare maji uciteltim i zaktim ukézat mozné cesty zkoumani situace
a jejiho uchopovani. Mizeme je chapat jako mapy nebo sité. Ukazuje se,
7e na pocatku uchopovani situace je tfeba pracovat se zizenymi ,nasmé-
rovanymi“ situacemi. To znamend, ze uz v ivodu do situace naznacime
okruh zkoumaéni, oblast zajmu, nasmérovani otazek. Dosli jsme k za-
véru, Ze na ,nasmeérovanou situaci“ je mozné se divat jako na ,,projekt®.
V mnoha ohledech se tu projevila shoda nazirani [9].

Ukéazeme situaci, kterd podle nasich zkuSenosti budi zdjem zakt a uci-
telé z ni radi vychézeji. Jeji zkoumani nevyzaduje zadné velké matema-
tické znalosti, spiSe dobry tsudek. Proto jsme se ji zabyvali jiz od 4.
ro¢niku zékladni skoly [6, 7, 10].

Predstaveni a popis situace:

Kazdy den jezdim svym vlastnim autem do prdce. Také moji spolupra-
covnict, kteri bydli v blizkyjch mistech, jezdi kazdy svym autem.
Nasmeérovani:

Uvazujme, zda a jak bychom mohli sniZit ndklady na dopravu do zamést-
nant.

Vstupni oteviena tloha:

Adam a Bohous$ jezdi kazdy svym autem, po stejné trase, ale ze dvou
riznych mist do stejného mista zaméstndni. Adama stoji jedna cesta do
prace 18,— K¢, Bohouse 6,— K¢. Naklady na 1 kilometr jizdy magji stejné.

Adam Bohous préace
O O (0]

12,- Ké 6, K&

Uvedena situace dava piilezitost k uvoliiovani parametri (dopravni
sit, pocet osob, pravidla déleni nékladd,...). To umoziuje vytvareni
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kaskady na sebe navazujicich tloh s riznym stupném obtiznosti. Ucho-
povani této situace vyvolava diskusi o spravedlivém rozdélovani nakladi,
pfi kterém hraje podstatnou roli dohoda ztucastnénych osob.

O NEKTERYCH DOSAVADNICH ZKUSENOSTECH

Hlavni prekazkou pro kultivaci ndzoru ucitelti na charakter matematic-
kého vzdélavani a tedy i na zarazovani ,uchopovani situaci“ a ,pro-
jekt“ do vyucovani je navykly styl prace ucitelli, zaméfeny predevsim
na ovladnuti ,,matematického femesla“. Néktefi se obavaji, ze se utika
od ,skutecné matematiky“, je to zfejmé projevem jejich zazeného po-
hledu na vyznam matematického vzdélavani pro rozvoj osobmnosti zaka.
Mnozi ucitelé maji obavu z ¢asové naroc¢nych diskusi, o jejichz pfinosu
pro matematiku pochybuji. Dalsi se obavaji casové i myslenkové narocné
pfipravy a obtiznosti predem odhadnout reakce zaki. Néktefi se oba-
vaji, ze nejsou dostatecné kompetentni. Mnozi maji také obavy z toho,
jak zaky hodnotit. Pokousime se tyto prekazky odstranit. Proto formou
dilen seznamujeme ucitele pusobici v praxi i studenty (budouci uéitele)
s moznostmi vyuzivani ,uchopovani situaci“ a ,projekti“ ve vyucovani
matematice. Toto téma bylo zafazeno i do pracovnich cykli seminait
porfddanych v rdmci programu Iniciativa na Pedagogické fakulté UK.
Zkusenosti z uvedenych aktivit ukazuji, ze postoje a nazory, presvédcéeni
uditelt 1ze kultivovat a rozvijet [5, 6].

Zkoumani situaci i prace na projektech vyzaduje od ucitelti peclivou
pfipravu celé vyucovaci jednotky véetné pokusu predvidat mozné mys-
lenkové procesy a reakce zakd. Pokud se podafi, aby ucitelé prekonali
pocateéni nedlvéru a zacali scénafe promyslet, jsou ve vétsiné pripadl
schopni pracovat velmi tvorivé. Nejptiznivéji prijimali nase scénafe prave
ti ucitelé, ktefi s nimi tvorivé pracovali, upravovali je, doplnovali nebo
si dokonce vytvareli scénédfe vlastni [5]. Ilustrujme si ndzory uditelis na
ukézkach vypovédi nékolika z nich:

,V pripravné fazi jsem se obéavala, jak Zaci pfijmou tento piistup k tlo-
hdm z praxe... pokouset se o zaptfadani tvah zacinajicich slovy ,,Co
kdyz...,“ mé naplnovalo neklidem.*

,Zaci dobfe pfijali, ze mohou sami rozhodovat o vytvofeni novych tloh,
ovliviiovat nové otazky, posuzovat vyhodnost feseni. Zapojili se i slabsi
zaci.“

,Je skutecné motivujici, kdyz ucitel dokaze vyuzit zkuSenosti zaku k fe-
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Seni uloh. Je pfijemné vidét dychtivost v o¢ich zak, se kterou se pousté;ji
do prace...*

Zkoumani situaci a tvoreni tloh zvysilo aktivni icast zakt na vyu-
¢ovani, a to i té€ch nejslabsich. Je vsak tieba Fici, ze jen néktefi zaci radi
pracuji delsi dobu na jednom tématu. Ne vSichni maji radi ,,objevovani“.
Vétsi tvofivost a touhu dovidat se néco nového pozorujeme u mladsich
zak1; to ukazuje, ze je tfeba zalit vcas.
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K PRIPRAVE A DALSIMU VZDELAVANT{
UCITELU MATEMATIKY

Stanislav Travnidéek

Cast vefejnosti, dokonce i ucitelské vefejnosti, povazuje vysokoskol-
ské vzdélani za jednordzovou investici, kterd ,majiteli vzdélani“ zajis-
tuje jednou provzdy opravnéni k vykonavéani uréitého zaméstnani. Tento
nazor je jesté posilovan soucasnym stavem za neexistence systému celo-
zivotniho vzdélavani v CR, kde miizeme pozorovat jen prvni vlastovky,
které vsak jesté jaro nedélaji.

Chéapejme vsak radéji vysokoskolskou pfipravu jen jako vhodny start
do celozivotniho vzdélavani, které se stava a nutné stane soucasti vseo-
becné kultury Zivota. Znamenéa to napft., ze jiz v priubéhu vysokoskolské
pfipravy by studenti ucitelstvi méli projit situaci, kterda navodi jejich
dalsi vzdélavani ve vSech slozkach budouci profese.

ODBORNE VZDELAN{

Zde je vysokoskolskéd priprava klicovou prilezitosti, kdy studenti maji
moznost poznat zaklady svych zvolenych obort. Na Prirodovédecké fa-
kulté UP v Olomouci jsme pied nékolika lety presli k systému, ktery
podle nas vystihuje specifika ucitelského vzdélavani a prihlizi i k zajmo-
vym oblastem studenttl.

Prvnich 5 semestri se zde studuji zdklady algebry, geometrie a mate-
matické analyzy (s pfihlédnutim k uéitelskému zamé¥eni studentt) a tato
prvni etapa studia je zakoncena soubornou zkouskou. Ta ma i svou pi-
semnou C¢ast, kterd je — stejné jako Cast tstni — zamérena odborné na
matematiku.

Pak si studenti voli jednu z uvedenych disciplin jako hlavni zaméfeni
a jednu jako dalsi zaméfeni a do vétsi odborné hloubky pronikaji jen ve
zvolenych smérech. Soucasné, zejména ve druhé fazi svého studia, studuji
predméty zameérené profesné, jako je didaktika matematiky, seminate ze
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skolské matematiky, pravdépodobnost a statistika, déjiny matematiky
apod.

Tim, ze ¢ast jejich studijni literatury je umisténa na pocitacové siti,
jsou studenti motivovani pro pouzivani této sité, coz povazujeme za
bézny pozadavek, jaky dnes uz na budouci uditele mizeme klast. Po-
kud se po absolvovani chce nékdo vénovat dalsimu odbornému (napf.
postgradudlnimu) studiu, je pro tento Gcel vhodné ,nastartovan®.

DIDAKTICKE VZDELANI

Ve druhém, ctvrtém, Sestém, osmém a devatém semestru se v urcité
formé volitelnosti konaji seminafe ze Skolské matematiky, zaméfené na
feSeni typovych, béZnych (standardnich) i nadstandardnich tloh i na
dalsi stranky préce uditele (sestavovani a oprava pisemek, prace s lite-
raturou, matematické zajimavosti ad.). Studenti se mohou seznamit i se
zékladnim matematickym SW. Déle v Sestém az osmém semestru pro-
biha vyuka didaktiky matematiky se stéZejnim tématem — jak co udit.

Dvé tfitydenni Skolni praxe pfinaseji studenttim prvni zazité prak-
tické zkusSenosti. Chybi ndm priibézna praxe a snad i vice souvislé praxe,
ale zde narazime na organizacni a ekonomické problémy a prekazky v sou-
Casnosti nefesitelné.

Diplomova prace miize byt zaméfena odborné na vyssi nebo na ele-
mentarni matematiku nebo i na didaktiku matematiky. Soucasti zave-
reéné zkousky (z hlavniho a dalsiho zaméfeni a didaktiky) je pisemnd
zkouska z didaktiky, kde studenti prokazuji praktické znalosti z elemen-
tarni matematiky (feSeni tloh rtizné nérocnosti) a z didaktiky (oprava,
analyza a hodnoceni Zékovskych pisemek).

DALST VZDELAVANT — MOTIVACE

Motivace dalsiho vzdélavani ma dvé stranky - vécnou a ekonomickou.
Vécné je ucitel motivovan k dalsimu vzdélavani zpravidla tehdy, kdyz se
tu setka se zdroji informaci, které reflektuji jeho aktualni potieby a pro-
blémy jeho pedagogické prace. Ekonomicky je pak motivovan, pokud mu
aspésné dalsi vzdélavani prinese moznost jeho kariérniho postupu.
Zatim je motivace véci kazdého jednotlivce. Jsou ucitelé, ktefi vyhle-
davaji prilezitosti ke svému dalsimu vzdélavani, mnoho ucitelu citi, Ze
by méli néco délat, ale soucasné prilezitosti je dostateéné nemotivuji, ale
jsou téz ucitelé, ktefi jsou radi, ze ,maji studia, a tedy i vzdélavani za
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sebou“. Zde dochézi k nepochopeni moderniho svéta, v némz bez dalsiho
vzdélavani bude c¢lovék nachézet stale mensi a mensi uplatnéni. Ekono-
micka motivace dalsiho vzdélavani neni dosud institucionalizovana. Neni
zahrnuta ani do podminek platovych postupt uciteli a jezto prinasi
i naroky na urcité naklady a na organizacni zabezpeceni ze strany skol,
nenachazi ¢asto faktickou podporu ani u vedeni skol. Zorganizovani, za-
jisténi a provadéni akci dalsiho vzdélavani je natolik narocné, ze je nelze
povazovat za lukrativni ani pro vysoké skoly, které na tuto ¢innost nedo-
stavaji do svych rozpocti nic. Vysoké skoly jsou proto nuceny pozadovat
thradu na Gc¢astnicich, ktefi se rozpakuji vynakladat prostredky na néco,
k ¢emu nejsou ekonomicky motivovani. Myslim, ze bez takové motivace
bude dalsi vzdélavani ucitelti na Skolach jen okrajovou zalezitosti, bez
moznosti realizace téinnych koncepci u organizatort z VS.

To vsak neznamend, ze bychom méli rezignovat. I za soucasnych pod-
minek 1ze odzkouSet a ovérit rtizné formy dalsiho vzdélavani, rizné ob-
sahové naplné zalozené na vécné motivaci a potfebnou podkladovou li-
teraturu. K tomuto ovéfovani se hlasi i matematika na Pfirodovédecké
fakulté UP. Pro kazdy region se samoziejmé musi vychazet z mistnich
podminek. Mésta s velkou kumulaci skol, a tedy i uciteltt maji jiné pod-
minky nez mista, kde je tfeba pocitat s uspokojovanim zajemct ze Sirsiho
okoli. Tak napriklad zatimco jedni mohou praktikovat formu odpolednich
setkani, nelze tuto formu pouzit tam, kde ucitelé musi dojizdét z vétsi
vzdalenosti.

DALST VZDELAVANT — PREDSTAVY O FORME

Predpokladame, Ze kromé prilezitostnych odbornych akci bude probi-
hat i organizované dalsi vzdélavani uciteld matematiky. Chtéli bychom
vyzkousSet studium tfisemestrové, které bude probihat formou predna-
Sek, seminait, praktickych cviceni, konzultaci a samostatnych praci. Pti
vyuce se predpoklada vyuziti nejen klasické formy literatury, ale i nej-
modernéjsich informacnich technologii, véetné internetu. Vyuka bude
v prvnich dvou semestrech probihat v sedmi tydnech ve ¢trnactidennim
intervalu po péti vyucovacich hodinach v jednom tydnu. Naplni bude
matematika, didaktika matematiky i dalsi pfedméty souvisejici s proble-
matikou vyuky na zékladnich a stfednich skolach vSech typt. Ve 3. se-
mestru se predpoklada fizena i samostatnd praxe tcastniki vzdélavani
a kontakt s univerzitou zejména pres internet a téz formou osobnich
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konzultaci. (Dalsi moznosti organizac¢ni formy je internatni typ prazdni-
nového soustfedéni s toutéZ néplni.) Studium bude uzavieno praktickym
vystupem, a to jednou z navrhovanych forem podle vybéru tcastnika:

e prednesenim prispévku na odborné konferenci, seminafi apod.,

publikaci v odborném c¢asopisu,
e zavéreCnou praci,

e piipravou a provedenim oteviené vyucovaci hodiny (s rozborem
a diskusi),

e jinym dohodnutym zptsobem.

Katedra algebry a geometrie vypsala na téma dalsiho vzdélavani uci-
telt projekt Fondu rozvoje a v pripadé jeho prijeti, které by mélo pokryt
naklady organizace, pak své zkuSenosti sdéli pracovnici katedry na od-
bornych seminafich a konferencich, resp. budou je publikovat v odbor-
nych casopisech.

DALST VZDELAVANI — PREDSTAVY O OBSAHU

Vécny obsah dalsiho vzdélavani mé dveé slozky. Jsou oblasti, o nichz uci-
telé védi, Ze je postradaji a potfebuji, a jiné oblasti, o nichz se mnoho
nevi. Prvni slozku lze hodnotit jako ,zajem uciteli“. Z tohoto hlediska
jevi ucitelé zajem zejména o problematiku tiloh a jejich feseni, a to tloh
vych, komplexnich loh na matematizaci a jinych aloh aplikacnich (napf.
z finanéni matematiky nebo i z oblasti dalSich zmén ve spolecenském
a ekonomickém systému) i tloh ze zahrani¢nich uéebnic. Aktualni zdjem
projevuji ucitelé rovnéz o problémy souvisejici se zménami ve Skolském
systému, napt. o ukoncovani zédkladniho vzdélani nebo o novou organi-
zaci maturitnich zkousek. Zajem je rovnéz o vyuzivani novych techno-
logii a zvlasté pocitacovych siti, na zakladni Skole je zdjem i o nékteré
psychologicko-pedagogické problémy.

V nasledujicim pfehledu navrzenych vyukovych témat jsou néktera
navrzena jako povinna a néktera jako vybérova. Zde uvadime pro infor-
maci jen pfehled bez uvedeni dalsich podrobnosti (a bez roz¢lenéni na
1. a 2. slozku):
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moderni formy a metody vyuky matematiky,
metody FeSeni matematickych tloh,
nadstandardni tlohy skolské matematiky,
teorie grafi,

matematizace a slovni tlohy,

geometrie a umeéni,

uvod do historie matematiky,

zajimava matematika,

nazorné obrazky v geometrii,
komunikace na pocitacové siti,

skolsky matematicky software,

asertivita ve skole,

foniatrie (péce o hlas),

rétorika,

jak psat matematiku a o matematice.

Pr1i organizaci a zabezpecovani dalsiho vzdélavani ucitel chceme vy-
uzivat zkuSenosti jinych pracovist a mame jiz dohodnutu i zahrani¢ni
spolupraci. Predpokladame, ze tcastnici dostanou k jednotlivym téma-
tim sylaby.

Tento typ dalsiho vzdélavani uciteli povazujeme za formu, kterd se
muze stat trvalym tvodnim vstupem do celozivotniho vzdélavani probi-
hajiciho v mnoha dalSich forméach. Podminkou ozZiveni a Sirstho dosahu
dalsiho vzdélavani ucitelt vSak zlistava dostatecnd motivace nejen vécna,
ale také ekonomicka.
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MATURITNI PISEMNE ZKOUSKY Z MATEMATIKY

Jaroslav Zhouf

Tento ¢lanek by mél prispét do diskuse o podobé maturit z matema-
tiky na stfedni skole.

Nynéjsi navrhy stanovi, Ze maturita z matematiky nebude povinna,
ze bude mozné volit si jeden z dvojice predméti matematika — obcan-
sky a spolecenskovédni zaklad. Maturitni zkouska bude mit dvé ¢asti.
Spoletna (statni) ¢ast bude jednotna pro vSechny studenty, bude orga-
nizovéna centralné a bude mit dvé trovné, zdkladni (B) a vyssi (A).
Skolni ¢ast pak bude mit v podstaté takovou formu, jakou mély matu-
ritni zkousky doposud, a ziistane zcela v kompetenci jednotlivych skol.

Skupina autort tzv. Katalogu cilovych pozadavki ke spolecéné casti
maturitni zkousky z matematiky predlozila navrh na podobu této zkous-
ky. Vesmés se jedna o soubor tuloh testového charakteru s volbou odpo-
védi, tzv. multiple-choice. Kromé nespornych vyhod této formy zkousky
(Glohy se velmi rychle opravuji, vysledky jsou objektivné porovnatelné
v celé republice, llohami se daji pokryt témér vSechny oblasti matema-
tiky) je ji vytykan hlavné ten nedostatek, Ze testové otazky jsou vétsinou
ulohy uzaviené, kde neni vyzadovano vlastni vyjadfeni studenta, a volba

vvvvvv

vz

a komplexnéjsi tlohy, tedy ty klasické tlohy, které byly studentiim do-
posud zadavany.

Odstranéni uvedeného nedostatku lze provést zafazenim tloh poloo-
tevienych, kde je vyzadovdna struénd odpovéd, nebo dokonce tiloh ote-

vvvvvvvvv

V tomto ¢lanku uvedu pisemné maturitni zkousky, jejichz tlohy se
podle mého minéni pfiblizuji formé otevienych tloh. Pfi jejich tvorbé

zuji tyto:

1. rozclenéni rozsahlejsi tlohy na fadu dil¢ich tkold,
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2. nezavislost jednotlivych otazek v kazdé tloze,

3. propojeni jednotlivych oblasti matematiky v jedné tloze,

neprekryvani,
5. pritomnost aspon jedné komplexnéjsi ulohy,
6. moznost feSeni tloh vice zptisoby,
7. ,Citelnost“ FeSeni pro studenty i pro opravovatele.

Pokud by byla pisemna maturitni zkouska urcéena pro talentované zaky
v matematice — ostatné takové zkousky dale prezentuji — je vhodné pred-
chozi zésady doplnit na ,desatero*:

8. pouzivani abstrakce, zobectiovani, experimentovani, fetézeni mys-
lenkovych kroki,

9. budovani novych pojmu a propojovani se znAmymi pojmy,
10. zajimavost a ,elegantnost“ tloh i celé pisemné zkousky.

Ne vzdy se podafi vSechny zasady u vSech tloh nebo u maturitni
pisemné prace jako celku splnit. Nékdy je lepsi zamérné nékterou zasadu
nedodrzet, aby tloha nepfestala byt zajimavou, aby se ptili§ neztizila ¢i
naopak nezjednodusila, aby se neztratila jeji prehlednost atd.

Vysvétlim nyni podrobnéji podstatu jednotlivych zasad.

ad 1. Ulohy v pisemné maturitni zkousce by mély byt pfiméfené na-
rocné a rozsahlé. Byva zvykem polozit na zavér tlohy jedinou otazku.
Reseni ale vyzaduje linearni postup, kdy je nutné vyftesit fadu pomoc-
nych tkolt. Rozclenéni jedné tlohy na diléi problémy dovoluje, aby se
student v FeSeni orientoval, aby ho dil¢i tkoly smérovaly k vyfeseni ce-
1ého problému.

ad 2. Otazky v tloze by mély byt koncipovany nezavisle na sobé,
s malou névaznosti na sebe. Zamezi se tim zablokovani feseni v pripadé,
ze student ztroskotd v prvnich krocich. Pokud na sebe presto otazky
navazuji, mél by se v nich prozradit vysledek, aby bylo mozné se o néj
opfit pri feSeni nasledujicich tkold. Napf. misto tkolu ,Najdéte pri-
seCik primek...“ by mél ukol znit: ,Dokazte, ze prisecikem primek je
bod...“.
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ad 3. Ve skole se vétsinou zadavaji tlohy, které procvicuji a ovéruji
jednu partii matematiky. Déje se tak proto, ze tloha je zadavana v pri-
béhu ¢i bezprostiedné po vykladu onoho tématu. S dlohami, které by
propojovaly vice oblasti matematiky, se setka student ziidka. Proto si
ani neuvédomuje souvislosti mezi jednotlivymi partiemi. Typickym pfti-
kladem je chapéani grafu kvadratické funkce a paraboly jako kuzelosecky
jako dvou zcela odlisnych pojmi, protoze kazdy byl probiran v jinou
dobu a nebyla ukazana souvislost mezi nimi. Je velice pfinosné predlozit
dokonce takovou tlohu, kterd vytvari most mezi zdanlivé nesouvisejicimi
partiemi uciva.

ad 4. Rozclenéni jednotlivych tloh na fadu dil¢ich problémi, a pokud
mozno jesté z riznych partii, dovoluje pokryt vice oblasti matematiky.
Je tak mozné, aby se objevila problematika mnozin, vyroki, statistiky,
pravdépodobnosti, dalsich planimetrickych pojmt atd., které se jinak
objevuji v llohéch velice mélo. Idedlni by bylo, kdyby vSechny dil¢i ikkoly
v8ech jednotlivych tdloh byly z odlisnych oblasti. Pisemné zkouska by
tak ziskala jednu z vyhod testové formy, a sice pokryti co nejvétsi ¢asti
probraného uciva.

ad 5. Prilisné rozmélnéni tlohy na dil¢i ikkoly mtize znamenat feseni
jen téch nejelementarnéjsich problémt a mize az prilis navadét studenta
k Teseni. Proto je naopak vhodné, aby se v kazdé pisemné praci objevila
aspon jedna tloha komplexnéjsiho charakteru s jednou, nebo jen dvéma
otazkami.

ad 6. Tuto zasadu neni tieba nijak podrobné komentovat. S poctem
moznych Tesitelskych postupt se zvétSuje pravdépodobnost, Ze student
tlohu vyftesi.

ad 7. Urcita troven matematické kultury v prehlednosti a srozumitel-
nosti textu tlohy i v zapisu FeSeni pomuze jak studentovi, aby se nezalekl
slozitych tivah a prav, tak uciteli, aby se neutapél v rozsahlych opravach
a neprehlednosti myslenkovych postupt studenti.

ad 8. Pisemna maturitni zkouska by neméla ovéfovat pouze znalosti
a dovednosti studentii ziskané pfi vyuce, méla by také odhalovat jejich
matematické schopnosti. Mohly by se tedy objevit tkoly, které nebyly ex-
plicite ve skole Feseny. Pfi jejich feseni musi student prokézat schopnost
zobecnovani, abstrakce, experimentovani, fetézeni myslenkovych kroktu
atd.

ad 9. Maturitni zkouska by nemusela provéfovat jenom znalosti stu-
dentt1, ale mohla by pfindset i nova pouceni, napt. ve formé novych
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pojmi, které by byly definovany v zadani tlohy a jejich pochopeni by
bylo néasledné testovano otazkou.

ad 10. M4a-1i tloha studenty zaujmout, méla by byt nova a v nékolika
detailech pritazliva.

Podivejme se nyni na konkrétni pisemnou maturitni zkousku, kterou
jsem vytvoril. Na nékolika prikladech provedu analyzu vyse uvedenych
zésad tvorby tloh do této zkousky. Zde uvedené tilohy jsou narocné, ne-
bot jsou urdeny pro talentované studenty v matematice. Nas naro¢nost
ale nebude zajimat, nebot v tomto ¢lanku jde pfedevsim o obsah a formu
jednotlivych tloh i celé pisemné maturitni zkousky. Aspon pro ty stu-
denty, ktefi budou konat spolecnou ¢ast maturity v trovni (A), se daji
vytvaret podobné jednodussi tlohy.

Maturitni pisemné zkouska z matematiky pro studenty t¥id se
zaméfenim na matematiku na gymnéziu Zborovska v Praze v roce 1999

Uloha 1

V matematické soutézi byly zadany tfi dlohy A, B, C. Mezi ucastniky
bylo 25 zakl, z nichz kazdy vyfesil aspon jednu tlohu. Ze vSech tcast-
nikd, ktefl nevytesili tlohu A, byl pocet téch, ktefi vyfesili tlohu B,
dvojnasobkem poctu téch, ktefi vyresili ilohu C. Pocet zaki, ktefi vy-
fesili jen tlohu A, byl o 1 vétsi nez pocet ostatnich zaku, ktefi vyfesili
tlohu A. Ze vsech zaku, ktefi vyfesili jedinou tlohu, pravé polovina ne-
vyfesila tlohu A. Pocet zakiu, ktefi vyfesili pravé dvé tlohy, byl ve vSech
tfech pripadech stejny. Kolik zakt vyfesilo vSechny t¥i tilohy?

Uloha 2

V soustavé soufadnic Oxy uvazujme oblast omezenou osou x a parabolou
o rovnici y = 22 + 62.

a) UrCete rovnici kruznice opsané této oblasti.

b) Urcete rovnici kruznice vepsané této oblasti.

c¢) Najdéte oba stfedy stejnolehlosti kruznic z bodt a) a b).
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Uloha 3a
Pro kazdé prirozené ¢islo n je dana kvadraticka funkce predpisem

a) Dokazte matematickou indukei, Ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati
2 52 2 1
1°+2°+...+n" = 6n(n+1)(2n+1).
b) KaZdou funkci f,, 1ze pfevést na tvar

fn(2) = anz® + by +cp . (1)

Urcete koeficienty a,,, by, ¢, jako funkce proménné n.
¢) Uréete soutadnice x,, y, vrcholu kazdé paraboly dané ptedpisem (1)
jako funkce proménné n.
d) Dokazte, ze posloupnost (z,,)52 je klesajici a posloupnost (y,)22; je
rostouci.
e) Vypoctéte lim z,, lim y,.

n—oo n—oo

Uloha 3b
a) Sestrojte grafy funkci

fry=Vv3-z, gy=ve+l

v jedné soustavé souradnic a na jejich zdkladé sestrojte odhadem graf
funkce h:y = f(x) — g(x).

b) Pomoci diferencidlniho poctu vySetfete pribéh funkce y = h(zx).

¢) Reste v oboru redlnych ¢isel nerovnici h(z) > 1.

Uloha 4a

Necht ABCD je étverec o strané délky jedna, M je stfed strany C'D,
N je stied strany AD, P je pruseéik tse¢ek BM a C'N.
a) Najdéte to shodné zobrazeni v roving, které zobrazi trojuhelnik M BC
na trojuhelnik NCD (ty jsou shodné).
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b) Umistéte ¢tverec ABC'D do Gaussovy roviny tak, ze body A, B, C, D
jsou postupné oznaceny komplexnimi ¢isly a =0,b=1,c=1+1i,d =1i.
Dokazte, Ze kazdy z téchto ¢tyf bodu z se ve shodnosti z bodu a) zobrazi
na bod w =iz + 1.

c¢) Dokazte, ze lze ¢tyfuhelnikim ABPN a NPM D opsat po fadé kruz-
nice k a [.

d) Vypocététe mocnost bodu C' vzhledem ke kruznici k.

e) Urete mnoZinu vSech bodl v roviné, které maji stejnou mocnost
vzhledem ke kruznicim k£ a .

Uloha 4b

V pravidelném ¢tytfsténu A; A; A3V jsou Ki, Ko, K3 postupné stiedy
hran A;As, A3A;, A1As. Stfedem hrany V A; je vedena rovina rov-
nobézna se sténou Aj; As Az, kterd protina piimky V K, VK3, VK3 po-
stupné v bodech L1, Lo, Ls3.

a) Urcete pomér obsaht trojuhelnikt L1 LoLs a AjAsAs.

b) Nakreslete téleso (antihranol) Ay As AsLqLoLs.

¢) Uréete pomér objemt antihranolu A; Ay AsLiLoLs a Gtyfsténu

A1A5 A3V

Pfipomenme, ze tlohy 1 a 2 jsou povinné a ze z dvojice 3a, 3b a také
z dvojice 4a, 4b si student muze volit po jedné tloze.

V této pisemné zkousce se projevuji vyse citované zasady takto:

Zasada 1: Pét ze Sesti tloh mé problematiku rozdélenu aspon do tii dil-
¢ich tukola.

Zésada 2: V uloze 2 jsou nezévislé otazky a) a b). V tloze 3b jsou
vSechny tfi otdzky nezavislé. V tloze 4a mizeme povazovat otazky
d) a e) za nezavislé na pfedchozich. V tiloze 4b jsou nezavislé otazky
b), ¢) na otézce a).

Zasada 3: Uvedu jen nejhrubsi déleni na jednotlivé matematické ob-
lasti. V tloze 2 jsou propojeny funkce, kuzelosecky, planimetrie
syntetickd i analyticka. V tloze 3a jsou spojeny dtkazy, rovnice,
funkce, posloupnosti. V tloze 3b jsou propojeny funkce a nerov-
nice. V tloze 4a se propojuji planimetrie a komplexni ¢isla. Uloha
4b spojuje planimetrii a stereometrii.
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Zasada 4: Zde bude asi jednodus$si vyjmenovat ty partie matematiky,
které ve zkousce zastoupeny nejsou. Jsou to napf. integralni pocet,
fady, kombinatorika, pravdépodobnost, délitelnost. V porovnani
s poctem témat zastoupenych je jich pomérné malo.

Zasada 5: V pisemné praci je pritomna tloha s jedinou poloZenou otaz-
kou a reprezentuje tak pripad komplexni tilohy.

Zasada 6: V této pisemné zkousce se vétSinou jedna o klasické tkoly
a problémy, které se také klasicky fesi zndmymi postupy. Je tam
ale rozsahly prostor, kde se d& pouzit vice zplsobt feseni. Jako
piiklad uvedme moznost hleddni vrcholu paraboly doplnénim na
aplny C¢tverec pouzivanou v nauce o kuzeloseckach, ¢i uzitim di-
ferenciadlniho poctu, ¢i vyuzitim znalosti o prubéhu kvadratické
funkce.

Zéasada 7: Uspésnost této zasady musi posoudit ¢tenaf sam.

Zésada 8: Prikladem vyuziti abstrakce muZe byt kol b) v tloze 2 a rov-
néz ukol b) v tloze 3a, nebo kol a) v uloze 3b, nebo tkol b)
v tloze 4b. Zobectiujici prvky se objevuji v tkolu b) v tloze 2,
nebo v tkolu b) v tloze 4a. Retézeni jednotlivych myslenkovych
krokt je obsazeno hojné v kazdé tuloze.

Zasada 9: Nejevidentnéjsim novym pojmem je v pisemné praci ,anti-
hranol“. Novym pojmem je také popis geometrického zobrazeni
komplexni proménnou.

Zasada 10: Splnéni této zasady opét ponechavam na posouzeni ¢tenafi.
Domnivam se, ze uvedené tlohy a zasady jejich tvorby mohou prispét

k pripravé spolecné Casti pisemné maturitni zkousky z matematiky.
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[1] Katalog cilovgch poZadavki ke spolecné ¢asti maturitni zkousky z ma-
tematiky. CERMAT, Praha, 2000.

[2] Katalog cilovgch poZadavki ke spolecné ¢asti maturitni zkousky z ma-
tematiky, 2. ndvrh. CERMAT, Praha, 2000.
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Prijmeni a jméno tel:
adresa fax:

E-mail
Cizek Cestmir 02/66 61 04 76
FAST (Casio), Podébradska 61a 02/66 61 04 77
Praha 9, 198 00 cestmir.cizek@fastsro.cz
Kabatova Michaela 02/71 74 62 47-8
Akermann Electronic, s.r.o., Ukrajinska 2 02/71 74 54 52
Praha 10, 101 00 info@akermann.cz
Kebert Michal 02/71 74 62 47-8
Akermann Electronic, s.r.o., Ukrajinska 2 02/71 74 54 52
Praha 10, 101 00 michal@akermann.cz
Senfeld Radek 019/722 61 16-7
IMPROMAT, U Prazdroje 24 019/722 61 16-7
Plzen, 301 52 radek.senfeld@impromat-praha.cz




DEKUJEME SPONZORUM TETO KONFERENCE:

IMPROMAT GROUP

FAST — CASIO

CSOB, poB0oCKA PLZEN

CESKA POSTA, poBOCKA PLZEN



ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI
USTAV DALSIHO VZDELAVANI

nabizi celozivotni vzdélavani v néasledujicich oblastech:

PEDAGOGIKA:
DPS, mistr odborného vycviku, specidlni pedagogika, vychovné pora-
denstvi, ...

PSYCHOLOGIE:
asertivita, relaxacni metody, komunikace s problémovymi jedinci, moti-
vace pracovnikd, ...

INFORMACN{ TECHNOLOGIE:
zéklady PC, Windows, Word, Exel, ...

JAZYKOVE KURSY:
angli¢tina, némcina, francouzstina, Spanélstina, rustina

a dalsi kursy z riznych oblasti.
Uplnou nabidku kursti naleznete na www.udv.zcu.cz nebo v katalogu,

ktery vam na pozadani radi zasleme.

Adresa: UDV ZCU, Univerzitni 8, 306 14 Plzeti
tel., fax: 019/742 14 15
e-mail: info@Qudv.zcu.cz



KALKULACKY
CASIO.
CFX-9850 GB PLUS

e trojbarevny bodovy display (127 X 63 bodu),
21 znaki/Fadek, 8 Fadek

pamét 28 kB

ikonové menu

statistika z hodnot

standardni odchylka

komplexni ¢isla

vypocty s maticemi

integraly a diferencialni vypocty
linearni, kvadratické a kubické rovnice
programovani na bazi jazyka BASIC
regresni graf

dynamicky graf

duédlni graf

grafy kuzeloseéek

grafy nerovnosti

parametricky graf

finanéni funkce

softwarova knihovna

datova komunikace

905 funkci

ALGEBRA FX 2.0

e trojbarevny bodovy display (127 X 63 bodu),
21 znaka/fadek, 8 radek

pamét 144 kB

ikonové menu

symbolickd manipulace

pokrocila statistika

komplexni ¢isla

vypocty s maticemi

integraly a diferencialni vypocty
linearni, kvadratické a kubické rovnice
programovani na bazi jazyka BASIC
regresni graf

dynamicky graf

grafy kuzeloseéek

grafy nerovnosti

parametricky graf

finanéni funkce

Add-in software prostfednictvim
Internetu (napt. ¢eské menu)

o datova komunikace

e 1095 funkei
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