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UVODNI SLOVO

Ve dnech 20. az 22. za¥fi 2012 se v Profesnim domé na Malostranském namésti
v Praze, v jedné z historickych budov Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity
Karlovy, konala celostatni konference Matematika a redlny svét. Organizovala ji
Katedra didaktiky matematiky MFF UK,! spolupofadatelem byla Stfedocdeska
pobocka JCMF. Akce volné navazovala na konferenci Jak pripravit ucitele ma-
tematiky? poradanou na stejném misté v roce 2010.

Konference byla urcena pracovniktim fakult pfipravujicich ucitele matema-
tiky, stfedoskolskym ucitelim matematiky, doktorandim a studenttm vyssich
ro¢nikt, ktefi se pripravuji na ucitelskou profesi s aprobaci matematika pro
tfeti stupen, pracovniktim rtznych vyzkumnych instituci a dal§im zajemctm
o problematiku vzdélavani. Zucastnilo se ji pres 100 uciteli stiednich a vyso-
kych skol, z nichz se mnozi aktivné zapojili do zajimavé diskuse.

Konference byla zaméfena na nasledujici okruhy:
e vliv praxe, potfeb spolecnosti a védnich a technickych disciplin na vyvoj
Skolské matematiky a pripravu uciteld matematiky,
e spojeni $kolské matematiky s redlnym svétem,

e aplikace matematiky v pfipravé uciteld.

Soucasti konference byla vystavka ucebnic, ucebnich texti a dalSich publi-
kaci, softwarovych produktt, ucebnich pomtcek, bakalarskych a diplomovych
praci studentt ucitelstvi obhajenych na KDM MFF UK, a prodejni vystava
publikaci nakladatelstvi Matfyzpress a Prometheus.

Tento sbornik obsahuje texty vétsiny prispévka prednesenych na konferenci.
Vybrané konferencni prezentace, seznam tcastniki, fotografie a dalsi materidly
jsou k dispozici na webové strance konference:

http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/konference2012/

Dékujeme programovému a organizacnimu vyboru za pripravu konference,
fecniktim za predneseni prispévki a dodani jejich pisemné verze a recenzenttim
za peclivou kontrolu vSech textt a fadu podnétnych pripominek.

IProgramovy vybor: Jindfich Beévat (predseda), Martina Beévaiova, Leo Bocek, Adolf
Karger, Oldfich Odvérko, Jarmila Robova, Alena Sarounova (KDM MFF UK), Dag Hruby
(Gymnazium v Jevicku), Frantisek Kopecky (Gymnézium v Praze v Hellichové ulici)
Organiza¢ni vybor: Antonin Slavik (pfedseda), Alena Blazkova, Zdenék Halas, Jana Hroma-
dové, Jakub Stanék, Petra Surynkovd (KDM MFF UK), Tereza Bartlova, Vlasta Moravcova,
Lubo§ Moravec, Dana Trkovska, Lukas Vizek (doktorandi a studenti)

2Texty prispévki z této konference byly publikovany ve sborniku J. Be¢var, M. Beéva-
fové, A. Slavik (eds.): Jak pFipravit ucitele matematiky. Matfyzpress, Praha, 2010. Jsou téz
k dispozici v elektronické verzi na webové strance
http://wuw.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/konference2010/.
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Program konference
MATEMATIKA A REALNY SVET

(Profesni diim, MFF UK, Malostranské ndm. 25, Praha 1)

Ctvrtek 20. 9. 2012 (refektai Profesniho domu)

9,00 — 10,00
10,00 — 10,30
10,30 — 11,20
11,20 - 12,10
12,10 — 13,30
13,30 — 14,05
14,05 — 14,40
14,40 - 15,15
15,15 — 15,50
15,50 — 16,20
16,20 — 16,55
16,55 — 17,30
17,30 — 19,00
19,00 — 21,00

Patek 21. 9

9,00 — 9,50

9,50 — 10,40
10,40 — 11,10
11,10 - 11,45
11,45 — 12,20
12,20 — 14,00
14,00 — 14,35
14,35 — 15,10
15,10 — 15,45
15,45 — 16,15
16,15 — 16,50
16,50 — 17,25
17,25 — 18,00
19,00 — 22,00

Registrace ucastnika

Zahajeni konference, ivodni slovo dékana MFF UK

J. Nesettil: K ¢emu je moderni matematika

M. Krizek: Kouzlo ¢isel: Od velkych objevi k aplikacim
Prestavka na obéd

A. Karger: Geometrické dlohy inspirované robotikou

0. Odvarko: Aplikacéni ulohy ve vijuce stiedoskolské
matematiky

J. Robova: Financni gramotnost Ziku strednich skol
Prestavka na kévu

J. Divoka, R. Repka: iPad a graficky kalkuldtor v matematice
F. Kopecky: Realita Zivota ucitele v pokusech o matematizaci
redlnych situact ve vyuce

E. Davidova: Rozvoj abstraktniho a praktického mysleni

ve vyuce matematiky

Prestavka na veceri

Hudebni program v refektaii Profesniho domu

. 2012 (poslucharna S9 v 1. patie)

P. Drabek: Jednoduché ekonomické a biologické modely v Teci
diferencnich rovnic

J. Chleboun: Nauc¢me se ve skole i v prazi pocitat s nejistotou
Prestavka na kévu

J. Zhouf: Ciselné priméry kolem nds

V. Prtsa: Tuhé a tekuté: Moznosti a meze matematického
modelovdni v mechanice kontinua

Prestavka na obéd

A. Slavik: Volebni matematika

J. Stanék: Pravdépodobnost a stolni hry

M. Hyksova: Hazardni hry a vyuka pravdépodobnosti
Prestavka na kavu

J. Mizerovsky: Zobrazovdni vijznamnych staveb

M. Kapoun: Hamlet aneb Clenitost tvaru coby charakteristika
literarni postavy

P. Surynkova: Geometrické modelovdni

Spolecensky vecer v respiriu MFF UK — Karlin
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Sobota 22. 9. 2012 (poslucharna S9 v 1. pat¥e)

9,00 — 9,50 Z. Halas: Aplikace matematiky v béhu véki

9,50 — 10,25 D. Hruby: Trigonometrie v prazi
10,25 — 11,00  Prestavka na kavu
11,00 - 11,35  A. Sarounova: DldZdéni v necekanyjch souvislostech
11,35 - 12,10 V. Moravcova: Matematika v mezipredmétovych vztazich
12,10 — 12,45  Zavérecna diskuse
12,45 - 13,00  Zakonceni konference



GEOMETRICKE ULOHY
INSPIROVANE ROBOTIKOU

ADOLF KARGER

V tomto piispévku chceme ukézat, ze pii feseni praktickych problémi se
stale setkavame s ilohami klasické geometrie. Situaci demonstrujeme na jednom
problému z robotiky, na primé dloze pro tzv. paralelni roboty. Podobné tlohy
mohou slouzit jako inspirace pro vyucovani geometrie na stfedni skole.

Prispévek je rozdélen do tii ¢asti:
1. Zakladni informace o robotech.

2. Pfima tuloha pro rovinného robota.

3. Geometrické ulohy inspirované robotikou.

1 Zakladni informace o robotech

Robotikou v tomto piispévku rozumime odvétvi techniky, které se zabyva
pohyblivymi mechanickymi systémy, které vykonavaji rizné potfebné ¢innosti
v nejriznéjsich odvétvich lidské praxe. Budeme se striktné drzet skutecnosti
a soucCasnosti, neuvazujeme zadnou virtualni realitu nebo science fiction.

Roboty ziskadvaji v poslednich letech stale vétsi pole ptisobnosti. Dnes uz
je tradi¢ni pouziti roboti v automobilovém primyslu. Velice slibné je uziti
robota prfi nékterych slozitych operacich v 1ékarstvi. Nez uvedu priklady ro-
boti, popisu stru¢né nékteré zakladni vlastnosti a tfidéni robotickych systému
(manipulatori).

Rozeznavame t¥i druhy robotickych systémt — sériové, paralelni a smisené.

Pro zakladni predstavu je uvedeme ve zjednoduseni:

e sériovy robot je betonova pumpa nebo prst,
e paralelni robot je pavouk nebo ki,

e smisSeny robot je tfeba ¢lovék nebo lidska ruka.

Pro sériovy robot je typické, Ze pohyb posledniho ¢lanku (tzv. efektoru)
vznika slozenim pohybt jednotlivych ¢lankd, u paralelniho robota se jednotlivé
¢leny pohybuji nezavisle na sobé.

Systematicky popis smisenych robotu je velice obtizny a teorie existuje pouze
pro velice specidlni ptripady. Naptiklad simulace lidské chuize je velice kompli-
kovany problém. V posledni dobé bylo v tomto sméru dosazeno vyznamnych



uspéchu. Déle se budeme zabyvat pouze geometrickou strankou problému vzhle-
dem k aplikacim, které mame na mysli. Jedna se tedy o systémy, které vytva-
feji pfesné definovany pohyb v prostoru (pfesné, rychle a opakované), pomoci
kterého manipulator vykonava zadany tkol. Ve specidlnim piipadé muze jit
také o pohyb rovinny nebo ”skoro” rovinny (betonovd pumpa). Jednd se tedy
0 problém z geometrie prostoru nebo roviny. Neni duvod, pro¢ by se nékteré
zjednodusené problémy nemohly objevit i ve skolské geometrii. Tfeba jenom
jako ukazky, studenti se Casto ptaji — ,pro¢ se to mame ucit?“ a takova ukazka
mize poskytnout ¢asteénou odpovéd a uréitou motivaci.

Obr. 1: Sériovy robot s vyznacenymi Cleny.

Na obrazku vidime, jak se vysledny pohyb sklada z rotaci jednotlivych ¢lent
robota.

Obr. 2: Piiklad paralelniho robota.

Zde vidime, jak se kazdy ¢lanek pohybuje samostatné.



Jeden z prvnich paralelnich manipulatort sestrojil D. Stewart, uvadime jej
pro zajimavost.

Obr. 3: Puvodni platforma sestrojena D. Stewartem.

Budeme se nyni zabyvat pouze Stewart-Goughovou platformou, tj. paralel-
nim manipulatorem, jehoz pohybujici se i pevné ¢ast ma Sest sférickych kloubi,
klouby v pevném a pohyblivém systému jsou spojeny Sesti teleskopickymi ty-
¢emi. Zména délky téchto tyci generuje zménu polohy pohyblivé ¢asti vzhledem
k pevné ¢asti. Nékteré klouby mohou splynout, viz napi. obrazek pivodni Ste-
wartovy platformy.

Obr. 4: Schematicky obrazek Stewart-Goughovy platformy.

Zakladni geometrickou ulohou pro tento typ manipuldtoru je tzv. pfima
uloha tj. nalezeni polohy platformy (tj. pohyblivé &asti), jsou-li dany délky
(nohou). Situaci vidime na Obr. 5.
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Obr. 5: Schematicky popis platformy.

Mal4 pismena patii k pohyblivé ¢asti (platformeé), velkd k pevné ¢asti (bazi),
na bazi i v platformé t¥i body splyvaji. V kazdé soustavé je Sest bodi, protoze
téleso v prostoru ma Sest stupnt volnosti a jeho poloha tedy zéavisi na Sesti
parametrech (v nasem piipadé délkich ramen).

Zakladni tulohu pro paralelniho robota tedy miiZzeme geometricky popsat
takto:

Jsou dany body My, ..., Mg (m1,... ,mg) v pevném (pohyblivém) prostoru.
Umistéte body my, ... , mg tak, aby vzdalenosti bodd m; a M; proi=1,... ,6
byla dana cisla. Toto je tiloha z klasické geometrie euklidovského prostoru.
Neni fesitelna euklidovskymi prostfedky, je stupné 40 a mize mit skutecné
40 realnych feSeni. Neni pro skolské acely vhodné, protoze prostorové shodnosti
prekracuji ramec stiedoskolské vyuky. Budeme tedy uvazovat zjednodusenou
verzi, budeme demonstrovat problém na rovinném paralelnim robotu. Takové
roboty se rovnéz pouzivaji v praxi.

2 P#ima tuloha pro rovinného paralelniho robota

Uvazujme nyni zjednodusenou verzi predchoziho problému, misto Sesti bodu
v prostoru uvazujeme tii body v roviné. Formulace tlohy je nyni mnohem
néazornéjsi: Umistéte dany trojuihelnik do takové polohy, aby kazdy jeho vrchol
lezel na dané kruznici. Uloha je feSena na pocitaci s pouzitim software Maple VI,
uvadime nejen piikazy pro tuto tilohu, ale v komentéri i jejich smysl. Kde je to
mozné také prislusné rovnice.

Zakladni uloha pro konfiguraci rovinného paralelniho robota:
Jsou dany dva trojihelniky, jeden v nepohybujici se soustavé
s vrcholy ABC. Druhy je v pohybujici se soustavé a ma
vrcholy fgh. Dale jsou dany t¥i vzdalenosti, d1,d2,d3.

Trojahelnik fgh v pohybujici se soustavé méme premistit



do nové polohy FGH tak, aby vzdalenosti vrchold byly
rovny danym vzdalenostem, tj

d(A,F)=d1, d(B,G)=d2, d(C,H)=d3.
Soufadnice v pohyblivém systému oznalime Xx,y,
v pevném systému X,Y.
Vztah mezi pohyblivym a pevnym systémem napiSeme
ve tvaru
> X:=r*x+s*y+p; Y:=—s*x+r*y+q;
kde r~2+s72=1. Posledni vztah pouZijeme pozdé&ji.
Pro souradnice trojihelnikd pouZijeme vhodnou
soufadnicovou soustavu:
prvni bod je v pocatku a druhy leZi na prvni ose,

£=[0,0],g=[a2,0] ,h=[a3,b3].
Pro novou polohu pohybujiciho se trojihelnika mame
> F:=[subs(x=0,y=0,X) ,subs(x=0,y=0,Y)];

F := [p, q]
> G:=[subs(x=a2,y=0,X),subs(x=a2,y=0,Y)];
G := [r a2 + p, -s a2 + q]
> H:=[subs(x=a3,y=b3,X) ,subs(x=a3,y=b3,Y)];
H:=[ra3+s b3 +p, -sa3 +r b3 + q]
Zvolime-1i A=[0,0],B=[A2,0],C=[A3,B3], dostavame
podminku pro vzdalenosti bodd
> r1:=X"2+Y"2-d172;r2:=(X-A2) "2+Y"2-d2"2;
r3:=(X-A3) "2+(Y-B3) "2-d3"2;
Po dosazeni soufadnic bodd f,g,h, dostavame vysledné
rovnice rr1=0,rr2=0,rr3=0 a rr4=0 je zminéna podminka
pro shodnost.
> rril:=subs(x=0,y=0,rl);
2 2 2
rrl :=p +q -di
> rr2:=expand(subs(x=a2,y=0,r2));
2 2 2
rr2 :=r a2 +2ra2p-2r a2 A2 +p - 2p A2+

11
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2 2 2 2 2
A2 +s a2 -2sa2q+q -d2
>rr3:=numer (expand (subs (x=a3,y=b3,r3)));
2 2 2 2
rr3 :=r a3 + 2r a3 p-2r a3 A3 +s b3 +2s b3 p
2 2 2 2
- 2sb3A3+p -2p A3+ A3 +s a3 -2s a3 q
2 2 2
+2sa3B3+r b3 +2rb3q-2rb3B3+q -2qB3
2 2
+ B3 - d3
> rrd:=r"2+s"2-1;
2 2
rrd :=r +s -1
Dostavame Ctyri kvadratické rovnice pro neznamé p,q,r,s.
Rovnice upravime.
> rr2:=factor(rr2-rri-rré4*a2~°2);
2 2
rr2 := 2r a2 p-2r a2 A2 - 2p A2 + A2 -2 s a2q -
2 2 2
d2 + d1 + a2
>rr3:=factor(rr3-rri-rr4*(a3~2+b3°2));

rr3:=2r a3 p-2r a3 A3 +2sb3p-2shb3 A3 -2pA3+

- 2sal3q+2sad3B3+2rb3qg-2rb3B3-2qB3+
2 2 2 2 2 2
A3 + B3 -d3 +dl + b3 + a3
Dostali jsme dvé rovnice linedrni v r a s, rovnice vyreSime,
vysledek prifadime a nezobrazujeme, je prilis dlouhy.
> solve({rr2,rr3},{r,s}):
> assign();

Ztstavaji rovnice rr1=0, a rr4:=numer(factor(rr4)):



rr4 je Ctvrtého stupné v nezndmjch p a q, za mocniny p

dosadime z rrl a dostavame novou rovnici f4=0 stupné

jedna v p majici 554 ¢leni.

> f4:=subs(p~4=(d1°2-q~2)"2,p"3=p*(d1°2-q~2),
p~2=d1°2-q"2,rr4):

> f4:=factor(subs(p~4=(d1°2-q~2)"2,p"3=p*(d1°2-972),
p~2=d172-q"2,f4)):

Z rovnice f4=0 vypolteme p a dosadime do rrl.

> p:=factor(solve(f4,p)):

> rril:=numer (factor(rril)):

> degree(rril,q); 6 nops (rri); 15317

P¥ikaz nops( ) udava, kolik ma dany vyjraz &lent.

Nyni jeS8té& ukaZeme, Ze tloha miZe mit 6 redlnjch FeSeni.

Zvolime

> a2:=3;a3:=8;b3:=5;A2:=5;B3:=7;A3:=2;

> d1:=5;d2:=sqrt(37) ;d3:=sqrt(53);

Rovnice rr1=0 md 6 redlnjch feSeni. Tato YeSeni zobrazime.

> rrl:=factor(rrl); 5
rrl := 28772478572544 - 16489450123776 q - 35370201600 q
3 2 4
+ 1530513466368 q - 356047569408 q - 153230731264 q
6
+ 4969280000 q

\4

Q:=fsolve(rrl,q);
Q := -4.798210631, -4.499318370, 3.046116195, 4.242590777,
4.297376464, 4.829217476

13
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Obr. 6: Reseni predchozi ulohy.

Na obrazku 6 vlevo vidime jedno z feSeni tlohy, vpravo jsou zobrazena tii
feseni.

3 Ulohy inspirované robotikou

Vidéli jsme, ze nékteré geometrické tlohy v robotice jsou ulohy tykajici se
polohy geometrickych objekti v prostoru nebo v roviné. Podobné tlohy se fesi
i ve skolské matematice, napriklad sestrojeni rovnostranného trojihelnika, je-li
dén jeden jeho vrchol a zbyvajici lezi na danych pfimkéch (rovnobézkich nebo
riiznobézkach). Dalsi takové tlohy jsou:

a) Sestrojte rovnostranny trojuhelnik s vrcholy na danych primkéch.
b) Sestrojte étverec, jehoz vrcholy lezi na danych ¢tyfech primkéch.

c¢) Sestrojte afinné pravidelny Sestithelnik, jehoZ vrcholy lezi na danych
Sesti pfimkéch. (Afinné pravidelny Sestitthelnik je afinnim obrazem pra-
videlného Sestitthelnika, mé st¥ed, viz Obr. 7.)

0.5

-0.57

4

Obr. 7: Afinné pravidelny Sestithelnik.
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Zminéné ulohy je mozné jesté dale modifikovat. Jako ukazku uvadime poci-

tacové feseni posledni ulohy. Je zajimava tim, Ze ma velké mnozZstvi feSeni a je
elementarné fesitelnd, protoze jeji feseni je vyjadfeno pomoci linedrnich rovnic.

Sestrojte afinné pravidelny Sestithelnik jehoz vrcholy lezi

na danyjch Sesti primkach.

Zvolime afinné pravidelny Sestidhelnik pomoci vrchold

Al,...,A6.

> A1:=[0,1];A2:=[1,1];A3:=[1,0];
A4:=[0,-1];A5:=[-1,-1];A6:=[-1,0];

Zvolili jsme nejjednodusSsi vyjadfeni pravidelného

Sestidhelnika v afinnich soufadnicich, abychom obdrzeli

co nejjednodussi rovnice. NapiSeme rovnice obecné afinni

transformace a zapiSeme vrcholy nového Sestiuhelnika.

> X:=allxx+al2*xy+al3;Y:=a2l*x+a22*y+a23;

> X1:=subs(x=0,y=1,X);X2:=subs(x=1,y=1,X);
X3:=subs(x=1,y=0,X) ;X4:=subs(x=0,y=-1,X) ;

X5:=subs(x=-1,y=-1,X) ;X6:=subs(x=-1,y=0,X);

X1 := al2 + al13, X2 := all + al2 + al3, X3 := all + al3,
X4 := -al2 + al3, X5 := -all - al2 + al3, X6 := -all + al3
> Yi:=subs(x=0,y=1,Y);Y2:=subs(x=1,y=1,Y);
Y3:=subs(x=1,y=0,Y);Y4:=subs(x=0,y=-1,Y);
Y5:=subs (x=-1,y=-1,Y) ; Y6:=subs(x=-1,y=0,Y) ;
Y1 := a22 + a23, Y2 := a21 + a22 + a23, Y3 := a21 + a23,
Y4 := -a22 + a23, Y5 := -a21 - a22 + a23, Y6 := -a21 + a23

Zvolime Sest primek:
> rl:=mlxx+nl*y+pl;r2:=m2*x+n2*y+p2;r3:=m3*x+n3*y+p3;

r4:=md*x+nd*y+pd;r5:=mb*x+nb*y+p5;r6: =m6*x+n6*y+p6;

Nyni umistime zvolené body na

> rril:=subs(x=X1,y=Y1,rl);rr2:
rr3:=subs(x=X3,y=Y3,r3) ;rr4:
rr5:=subs (x=X4,y=Y4,r5) ;rr6:

zvolené primky:

=subs (x=X2,y=Y2,r2);
=subs (x=X5,y=Y5,r4);
=subs (x=X6,y=Y6,1r6) ;
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rrl := ml (al2 + al3) + nl (a22 + a23) + pil

rr2 := m2 (all + al2 + al3) + n2 (a2l + a22 + a23) + p2

rr3 := m3 (all + al13) + n3 (a2l + a23) + p3

rr4 := m4 (-all - al2 + ai13) + n4 (-a2l - a22 + a23) + p4
rr5 := mb (-al2 + al3) + nb (-a22 + a23) + pb

rr6 := m6 (-all + al3) + n6 (-a21 + a23) + p6

Dostali jsme soustavu Sesti linedrnich rovnic pro neznamé

all,al2,al3,a21,a22,a23, kterou snadno vyreSime.

>

>

solve({rrl,rr2,rr3,rrd,rr5,rr6},{all,al2,al3,a21,a22,a23}):

assign():

Uloha ma obecn& 60 ¥eSeni, p¥imky miZeme libovolné& permutovat,

coZ dava 6!=720 moZnosti. Afinity, které reprodukuji

Sestiihelnik, davaji stejnd reSeni. Je jich 12, coz

dava 720/12=60. N&kolik FYeSeni zobrazime. Zvolime Sest primek

a

>

>

>

>

soustavu znovu vyfeSime:

restart;

with(plots):
X:=all*x+al2x*y+al3:Y:=a2l*x+a22*y+a23:
rl:=x-y-1;r2:=2%x-y-5;r3:=x-2%y+14;
rd:=x+y-12;r5:=3*%x+y-4;r6:=4*x-y-8;

Postupujeme stejné& jako nahote,

>

>

>

>

X1:=subs(x=0,y=1,X): Yl:=subs(x=0,y=1,Y):
rrl:=subs(x=X1,y=Y1,r1):
solve({rrl,rr2,rr3,rrd,rr5,rr6},{all,a12,al13,a21,a22,a23}):
assign(%);

T13:=polygonplot ([[X1,Y1], [X2,Y2], [X3,Y3], [X4,Y4],

[X5,Y5], [X6,Y6]] ,thickness=3):

Dals8i FeSeni dostaneme permutacemi zvolenjych pF¥imek.

Na nésledujicich obréazcich je zobrazeno vétsi mnozstvi feSeni dané tlohy,
ale zdaleka ne vSechna. Pro vétsi pfehlednost jsou feseni rozdélena do nékolika
obrazk.



Obr. 8: Néktera feseni tlohy o Sestitthelniku.

prof. RNDr. Adolf Karger, DrSc.
Matematicko-fyzikalni fakulta UK
Katedra didaktiky matematiky
Sokolovska 83

186 75 Praha 8
karger@karlin.mff.cuni.cz
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APLIKACNI ULOHY
VE VYUCE STREDOSKOLSKE MATEMATIKY

OLDRICH ODVARKO

V ucebnicich a sbirkach skolské matematiky se casto setkdvame se slovnimi
tlohami. Zkusme nejprve alespon zhruba charakterizovat, co znamena pojem
slovni dloha.

Slovni tlohou budeme rozumét takovou tulohu, v jejimz zadéani se vysky-
tuji objekty, jevy a situace z nejriznéjSich mimomatematickych oblasti. Sem
spada bézna denni praxe, rizné védni discipliny mimo samotnou matematiku,
technicka praxe rtizného druhu apod.

A ted se zaméfme na to, pro¢ viibec slovni tlohy do uciva matematiky
zafazujeme. Jaké funkce mohou plnit? Co mohou studentiim pfinést?

1. Slovni tlohy jsou prostiedkem pro rozvoj schopnosti student matema-
tizovat mimomatematické jevy a situace.

2. Jsou néastrojem pro rozvoj matematickych dovednosti studentt, pro roz-
voj jejich dovednosti a schopnosti fesit matematické tkoly.

3. Slovni tlohy lze vyuzit jako zdroj zvySovani motiva¢ni tirovné student,
rozvijeni jejich zajmu ucit se matematiku.

4. Slovni tlohy mohou byt jednim z prostfedkd poznavani rtznych mi-
momatematickych oblasti a tkolti, které je smysluplné v piislusnych
oblastech fesit.

5. Slovni tlohy mohou hrat vyznamnou tlohu jako pfiprava na feseni pro-
blém, se kterymi se student ve svém soucasném i budoucim zivoté bude
setkévat.

Slovni tlohy muZeme rozdélit zhruba do t¥i skupin. V prvni skupiné jsou
takové tlohy, které jsou pouhymi hii¢ckami, hadankami ¢i rébusy — ty by
mély splnovat prvni t¥i shora uvedené kritéria. Prikladem muze byt tfebas tato
uloha:

Otci je 52 let, jeho synové jsou stari 24 a 18 let. Za jak dlouho bude otci
tolik let jako jeho synim dohromady?

Je to hezka hadanka, kterd muze studenty i zaujmout; pro zivotni praxi sama
o sobé tato tloha nemé ovsem bezprostfedni vyznam.

Druha skupina obsahuje tlohy, jejichZ feSeni splituje vSech pét uvedenych
kritérii. Oznac¢me je jako aplikaéni alohy. A nyni se podivejme kriticky na tfi
slovni dlohy. Vsechny jsou z tématu o délitelnosti:

Vinar potrebuje rozlit ze dvou sudi vino do stejnych lahvi o co nejvétsim
objemu. V kazdé lahvi md byt vino jen z jednoho sudu, lahve maji byt zcela
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zaplnény. V pronim sudu je 10,5 litru o ve druhém 22,4 litru vina. Jaké budou
objemy jednotlivych lahvi a kolik jich bude?

Z matematického hlediska je feseni jasné. Urcime nejvétsiho spoleéného dé-
litele ¢isel 105 a 224 a odtud uz snadno odpovime na prvni ¢ast stanoveného
tkolu: 0,7 litru. Dale jde uz jen o pouhé déleni desetinnych ¢isel.

Zajimavé ovSem je, k jak péknému vysledku jsme dosli. Kdyby mél vinaf ve
druhém sudu misto 22,4 litru vina napfiklad 28,4 litru, byl by pfi splnéni vSech
pozadavku z textu tlohy maximalni objem lahvi jen 0,1 litru. A to by naseho
vinafe asi prili§ nepotésilo. Jak byla vibec tato tloha vytvorena? Autor chtél
ziejmé ukazat praktické vyuziti nejvétsiho spoleéného délitele. Rozhodl se tedy
k tomuto pojmu, ktery ma byt procvicen, vyhledat a vytvofit mimomatema-
ticky obal ze Zivota, v tomto pifipadé z oblasti vinafstvi. K ¢islu 0,7 sestavil dva
vhodné prirozené nasobky a pak formuloval shora uvedenou tlohu. Popisovana
mimomatematicka situace je samoziejmé zcela uméla a spojeni matematiky
s realitou jen pfedstira.

Zdenék zjistil, Ze vsichni ve tridé maji celkem 324 ucebnic a 486 sesiti.
Vsichni jeho spoluZaci maji stejny pocet ucebnic, vsichni maji také stejny pocet
sesitu. Kolik je ve Zdenkové tride Zaku, vime-li, Ze jich je vice neZ 20 a méné
nez 307

Budeme-li brat tuto llohu vazné, nikoli jen jako hadanku, pak se nelze ubra-
nit adivu, co vSechno Zdenék musel zjistit, aby se dobral ke kyzenému zavéru,
ze zakl je 27. Postup tvorby této tulohy je zcela obdobny jako v pfedchozi
uloze: Hleda se priklad ze zivota na spolecného délitele, ktery patii do urcitého
intervalu. Tentokrat se toto matematické jadro obali tfidou, zéky, ucebnicemi
a seSity. Dovedeme si predstavit, ze by skute¢né nékdo takto fesil uvedeny tikol
v praxi?

Sportovni vgprava md 392 cleni. K jejich prepraveé muzeme pouZit autobusy
ruznych spoleénosti. Spolecnost A nabizi autobusy s 44 misty, spolecnost B s 48
misty a spolecnost C's 56 misty. Zjistete, se kterou z uvedenych spolecnosti bude
nejughodnéjst jet.

Vysledkem feSeni je, ze nejvyhodnéjsi je jet se spolecnosti C, protoze vSechna
sedadla v sedmi autobusech této spolecnosti budou obsazena (392 je délitelné
¢islem 56), kdezto v autobusech spoleénosti A i B by néktera sedadla v jednom
autobusu ziistala volna. Koncepce této tlohy se naprosto miji s realitou. Pod-
statné prece je, kolik si uctuji jednotlivé spolecnosti za pfepravu, a nikoli to,
kolik sedadel ztistane neobsazenych.

Uvedené tii tlohy reprezentuji t¥eti skupinu slovnich tloh, v niz jsou zahr-
nuty formélni pseudoaplikace, které mohou mit vzhledem ke své nevérohod-
nosti znacné negativni vliv na zaky. Ptispivaji k tomu, Ze Zaci chapou mnohé
poznatky ze Skolské matematiky forméalné, nevidi dostateéné uzitecnost a vy-
znamnost matematiky pro praxi. Jedinym feSenim tohoto neptijemného pro-
blému je vSechny pseudoaplikace bez vyjimek odstranit a do vyuky je nezaiazo-
vat. Kdyz se vSak z u¢ebnic matematiky a sbirek tloh vsechny pseudoaplikace
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vylouci, zbude ve vétsiné tematickyjch celki slovnich iloh ptilis mélo. Proto je
nutné systematicky vyhledavat zdroje a inspirace z realné praxe pro aplikac¢ni
tlohy vhodné pro uroven skolské matematiky.

Takovyto kol si stanovila i Katedra didaktiky matematiky MFF UK
v Praze. Byla vytvofena pracovni skupina ve slozeni (bez tituld a v abeced-
nim poradi) Jana Hromadovd, Magdalena HykSové, Oldfich Odvarko, Pavla
Pavlikova, Jarmila Robova a Antonin Slavik, kterd pfipravuje sbirku aplikac-
nich tloh z matematiky pro stfedni Skoly. Na této praci se intenzivné podilel
rovnéz RNDr. Ivan Saxl, DrSc. (zemfel 2009). Sbhirka by méla pokryt nejdulezi-
t&j81 partie matematiky, a to zejména zdkladni pojmy (aritmetické operace, po-
méry a procenta), rovnice, nerovnice a jejich soustavy, funkce, jejich vlastnosti
a grafy, planimetrii a stereometrii, goniometrii, pravdépodobnost a statistiku.
Ke kazdému tématu jsou pripravovany podrobné fesené vzorové priklady, za
kterymi nasleduji nefesSena cviceni.

Pro ilustraci uvedeme dva feSené piiklady.

Piiklad 1 (délka dratu). Na valcové nddrzi, jejiz obvod je 10 m a vyska 4 m,
je tfeba spojit drédtem kontakt A (na vnéjsim povrchu, ve vzdalenosti 1,5 m
ode dna nadrze) s ukazatelem vysky hladiny B (ve vzdalenosti 2,5 m ode dna
nadrze). Zvazujeme dvé moznosti umisténi ukazatele B:

a) na vnéjsim povrchu,
b) na vnitinim povrchu.

Kontakty lezi na protilehlych povrchovych primkach valcové plochy. Jaka je
nejkratsi mozna délka spojovaciho dratu, musi-li byt veden po sténé nadrze?

Reseni. Délku dratu uréime na rozvinutém plasti valce. P¥i rozvinuti plasté
valce do roviny se délky krivek lezicich na plasti zachovavaji.

a) Nejkratsi spojnice bod@t A, B v roviné je usecka spojujici tyto body. Po-
uzijeme Pythagorovu vétu pro trojihelnik ABC (viz prvni z nésledujicich ob-
razkt), kde |AC| =5 m, |[BC|=(2,5—15) m =1 m:

22 =(5+1)m? z=v26m=510m
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Nejkratsi mozna délka dratu je tedy pfiblizné 5,1 m.

10 m
1,5 m
B ¢ x
\ 4 m
c * A
dm : 1,5 m
L

b) Spojujeme-li kontakt z vnéjsi strany nddrze s kontaktem uvniti nédrze,
musime drat vést pres horni okraj nadrze.

[ ~_ D 10 m

4 m

5m

Na rozvinutém plasti valce tedy nehleddme nejkratsi spojnici bodu A, B, ale
bodt A, B’, kde B’ je obraz bodu B v osové soumérnosti podle horniho okraje
nadrze. Oznaéime-li D priisecik tsecky AB’ s hornim okrajem nadrze, plati
|AD|+|DB| = |AB'|. Pouzijeme Pythagorovu vétu pro trojihelnik AB'C, kde
|CB'| =4 m:

= |AB)P =(5’+4*) m® r=vV41m=640m

Nejkratsi mozné délka dratu je tedy v tomto piipadé€ priblizné 6,4 m.

Pfiklad 2 (posvicenské kolace). Mald cukrarna se chystd péct posvicen-
ské kolace. Krajova receptura pozaduje, aby byly plnéné makem a tvarohem.
Mnozstvi méku a tvarohu pouzité na jeden kold¢ v jednotlivych variantach
uvadi tabulka:

Kolac¢ Mak Tvaroh
Makovo-tvarohovy 200 g 50 g
Tvarohovo-makovy 50 g 200 g
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Jeden makovo-tvarohovy kolac se prodava za 48 K¢, jeden tvarohovo-makovy
za 56 K¢. Spotfeba ostatnich surovin je pfiblizné stejnd v obou variantach.
Vzhledem k tomu, ze tésné pred posvicenim jsou obé suroviny v okoli rozpro-
dény, musi cukrar vystacit pouze se zasobami — ma k dispozici 25 kg maku
a 30 kg tvarohu. Kolik ma upéct kola¢d od kazdého druhu, aby dosahl maxi-
maélniho zisku?

Reseni. Oznadime-li x pocet kold¢ti makovo-tvarohovych a y podet koldch
tvarohovo-makovych, hleddme maximum funkce z = 48z + 56y, ktera odpovida
zisku cukrarny (vyjadfenému v K¢). Omezené mnoZstvi surovin vede k této
soustaveé nerovnic:

0,2z 4+ 0,05y < 25

0,05z 4 0,2y < 30
Ze zadani je navic zfejmé, ze x > 0, y > 0. Grafickym fesenim této soustavy

nerovnic je ¢tyfuhelnik ABCD v roving, ktery je priunikem ¢ty polorovin ur-
¢enych prislusnymi nerovnicemi.

B 0.22+0,05y=25
B 0,052+0,2y=30

T

180

| | 1
A 60 120\ B 180

Doplnime-li do obrazku systém rovnobézek o rovnicich
z = 48x + 56y,

kde za z dosazujeme ruzné kladné hodnoty, zjistime, ze primka s nejvétsi
hodnotou z, kterd se jesté ,dotkne* ctyfuhelniku ABCD, prochazi bodem
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C = 22—0, %]. Reseni alohy by tedy odpovidaly hodnoty = = %, Yy = %.
Ziskany vysledek vSak nemé smysl, nebot x a y jsou pocty kolac¢t. Proto po-
tfebujeme najit spravné celociselné reseni. Pokud bychom vypoctené hodnoty
zaokrouhlili na

r =93, y=127
a dosadili do podminek tlohy, zjistili bychom, Ze druh& podminka neni splnéna:
0,2-93+40,05-127 =24,95 < 25
0,05-93 +0,2-127 = 30,05 £ 30

Vidime, Ze pfi feseni tlohy s ,celo¢iselnymi* neznamymi muze zaokrouhleni na
celd &isla vést k poruseni pozadovanjch podminek.’

7 obrazku mutzeme spravny vysledek tlohy ziskat tak, Ze se v ramci da-
ného Ctyithelniku omezime pouze na ,mrizové“ body, tj. body, jejichz obé
soutadnice jsou celociselné. Mezi nimi najdeme optimélni feSeni podobné jako
v predchozim postupu.

128 |

124 |

123}

122 o ° ° °

1 \95 96

90 91 92 93 9
Maximalniho zisku 11 528 K¢ pekai dosahne, pokud upece 92 kolac¢t makovo-
tvarohovych a 127 kolac¢i tvarohovo-makovych.

doc. RNDr. Oldfich Odvérko, DrSc.
Matematicko-fyzikalni fakulta UK
Katedra didaktiky matematiky
Sokolovska 83

186 75 Praha 8
odvarko@karlin.mff.cuni.cz

LObecny postup, jak efektivné Fesit tlohy tohoto typu (s ,celo¢iselnymi“ neznadmjmi)
neexistuje.
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FINANCNI GRAMOTNOST ZAKU STREDNICH SKOL

JARMILA ROBOVA

1 Uvod

Financ¢ni gramotnosti a finanénimu vzdélavani je v poslednich letech u nas
i ve svété vénovana velkd pozornost, nebot finanéni vzdélavani hraje dilezi-
tou roli v prevenci zadluZzovani obyvatelstva. Obc¢an s nizkou trovni financ¢ni
gramotnosti neni schopen orientovat se v zaplavé nabidek obchodi, cestovnich
kancel4ri, pojistoven, bank apod. Neumi kriticky posoudit miru vyhodnosti rtiz-
nych nabidek, nechava se zlakat riznymi reklamami, neumi si vybrat optimalni
variantu z nabizenych finan¢nich produkti. To ¢asto vede k finan¢nim ztratam
a k zadluzenosti [7]. Rozvoj a zvySovan{ finan¢ni gramotnosti zakt je proto
predmétem zajmu skolskych i dalsich statnich instituci, finanéni gramotnost se
tak stava dilezitou soucasti vzdélavani na zakladnich i strednich skolach.

2 Struény prehled vyvoje vyuky finanéni matematiky

Zamérime-li se na finanéni vzdélavani na ceskych skolach ve dvacitém sto-
leti, zjistime, ze obsah i rozsah tohoto vzdélavani byl vyrazné ovlivnén politicko-
ekonomickou situaci. Po¢atkem dvacatého stoleti bylo finanéni vzdélavani ne-
dilnou soucésti vyuky matematiky na zakladnich i stfednich skolach. V ramci
vyuky zaci probirali jednoduché i slozené troceni, piijcky, hypotéky, sménky aj.
Na kvalitni vjuku finanéni matematiky navazalo ve dvacatych letech také pr-
vorepublikové skolstvi, financni matematika byla rovnéz dilezitym tématem
v tehdejsich ucebnicich [1].

Po druhé svétové valce doslo na ¢eskych skolach k devastaci vyuky finanéni
matematiky. Tehdejsi stfedoskolské ucebnice obsahovaly pouze stru¢né po-
znamky z oblasti finan¢ni matematiky, napfiklad slozené troceni bylo zmi-
novano pouze v souvislosti s geometrickou posloupnosti. V devadesatych letech
dochézi u nas postupné k obnové vyuky finanéni matematiky. V nové vydava-
nych sadéch uc¢ebnic matematiky pro zékladni i stfedni skolu se objevuji tilohy,
ve kterych se fesi kazdodenni situace souvisejici s penézi, cenami i spofenim.

Na prvnim stupni zakladni skoly Zaci dnes fesi llohy souvisejici s pouzivanim
penéz v béznych situacich, a to zejména pii ndkupech a placeni riznych Gcti.
Ucebnice matematiky od prvniho do patého roc¢niku obsahuji klasické ulohy
z cenové a rozpoctové oblasti. Jedna se zejména o typy uloh, ve kterych zaci
urcuji celkovou cenu nakupu sestavajiciho se z raznych druht zbozi ¢ rozhoduji,
co si mohou koupit, aby nepfekrocili danou ¢astku, pfipadné urcuji ¢astku,
kterou jim p¥i placeni konkrétni bankovkou vrati prodavajici [1], [9].

Na druhém stupni zakladni skoly se toto ucivo postupné rozsiruje o dalsi
témata, zejména procenta. Postupné se zaci u¢i v ruznych tématech rfesit situ-
ace, které ukazuji uplatnéni financ¢nich poznatkid — konkrétné se jedna o tlohy
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ukazujici, Ze levny ndkup nemusi byt vzdy vyhodny, o optimaliza¢ni tlohy, kdy
zéci uréuji finanéné nejvyhodnéjsi variantu z hlediska konkrétni situace. Ulohy
ze svéta financi fesi zaci také v tématech zaméfenych na pfimou a nepfimou
tmérnost (napf. narist ceny ndkupu se zvySujicim se mnozstvim zbozi, vypocet
nékladii na jednoho G¢astnika akce pfi rostoucim poétu ucastniki). Naroéngjsi
tlohy z oblasti finan¢niho vzdélavani se objevuji v okruhu vénovaném rovnicim
a jejich soustavam. Rada udebnic pro devaty roénik obsahuje tematicky celek
Ziklady financéni matematiky, ve kterém se zaci seznamuji s jednoduchym i slo-
zenym urocenim a riznymi finanénimi produkty, jako jsou cenné papiry, avéry,

vkladni knizky [2], [4].

V gymnazidlnich ucebnicich pfevazuji tlohy teoretického charakteru (feste
rovnici, uréete podminky), coz je do jisté miry ddno zaméfenim tohoto typu
skoly, ktera predevsim pfipravuje k dalsimu studiu na vysoké Skole. Obsah
uCebnic matematiky pro stfedni Skoly z hlediska budovani a rozvijeni finan¢ni
gramotnosti 1ze stru¢né charakterizovat tak, ze tllohy z této oblasti se objevuji
v tématech, kde se jejich zafazeni pfimo nabizi, a to pfi opakovani uciva ze
zékladni skoly, v u¢ivu o rovnicich a nerovnicich. V tematickém celku zaméte-
ném na posloupnosti se zaci seznamuji s teoretickym odvozovanim vztaht pro
jednoduché a slozené troceni. Soucasné ucebnice pro stiedni skoly obsahuji ve
srovnani s ucebnicemi pro zakladni skoly vyrazné méné problémt a tloh ze
svéta financi. V soucasné dobé maji zaci i ucitelé k dispozici fadu prirucek,
které se specializuji na finanéni matematiku [5], [6], [7], [8].

Soucasné podoba finanéniho vzdélavani u nas vychéazi z dokumentu Systém
budovdni financni gramotnosti na zdkladnich a strednich skoldch [3], jehoz sou-
Casti jsou rovnéz Standardy financéni gramotnosti, které vymezuji idealni Groven
finan¢ni gramotnosti pro riuzné vékové skupiny. Podle uvedeného dokumentu se
pod pojmem finanéni gramotnost rozumi soubor znalosti, dovednosti a hodno-
tovych postoj ob¢ana nezbytnych k tomu, aby finan¢né zabezpedil sebe a svou
rodinu v soucasné spole¢nosti a aktivné vystupoval na trhu finan¢nich sluzeb.
Financ¢ni gramotnost ma tii slozky — gramotnost penézni, cenovou a rozpocto-
vou. Vychodiskem pro budovani finanéni gramotnosti je gramotnost penézni.
Ta zahrnuje kompetence nezbytné pro spravu hotovostnich a bezhotovostnich
penéz a transakci s nimi. Jddrem rozvijeni finan¢ni gramotnosti zakd je gra-
motnost rozpoctova. Ta stavi na kompetencich nezbytnych pro spravu osobniho
a rodinného rozpod¢tu, finanénich aktiv (napt. vkladi, investic a pojisténi) a fi-
nanénich zavazkt (napf. uvért nebo leasingu). To pfedpokladad orientaci na
trhu financénich produkta a sluzeb, schopnost mezi sebou jednotlivé produkty
¢i sluzby porovnavat a volit ty nejvhodnéjsi s ohledem na konkrétni zivotni
situaci. Cenova gramotnost vymezuje kompetence nezbytné pro porozumeéni
cenovym mechanismim a inflaci [7].

Standardy financni gramotnosti jsou jiz integrovany do ramcovych vzdéla-
vacich programi pro stiedni $koly — na gymnaziich ve vzdélavacim oboru Clo-
vék a svét prace, na stfednich odbornych skolach do oblasti spolecenskovédniho
a ekonomického vzdélavani. Jejich zapracovani do Rdmcového vzdéldvaciho pro-
gramu pro zakladni vzdéldvdni probihé v soucasné dobé v ramci revize kurikula.
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Predpoklada se, Ze finanéni gramotnost bude zafazena na prvnim stupni do ob-
lasti Clovék a jeho svét a na druhém stupni Clovek a svét prdce.

3 Testovani finanéni gramotnosti v CR

Rizna Setfeni finanéni gramotnosti ob¢ant v poslednich letech ukazuji, ze
znalosti ze svéta financi jsou u vétSiny z nich nedostacujici. Pfitom, jak jiz
bylo zminéno v predchozi ¢asti, se jiz zaci druhého stupné zakladnich skol ve
vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace seznamuji s dulezitymi pojmy fi-
nanéni matematiky (irok, trokova mira, zisk, jednoduché droceni aj.). Tyto
znalosti by mély byt déle teoreticky rozvijeny na stfedni skole v tematickém
celku o posloupnostech, kde se zaci dozvidaji o matematickém modelu jedno-
duchého a slozeného troceni. Nasledujici zminéné vyzkumy vsak ukazuji, ze
vétSina obant méa problémy nejen se zaklady financéni matematiky, ale i s ori-
entaci ve svété financi.

V roce 2007 zadalo Ministerstvo financi CR spoleénosti STEM/MARK re-
alizaci prizkumu Finanéni gramotnost [11]. Prizkum byl zaméfen na zjisténi
arovné finanéni gramotnosti obyvatel CR a jeho vysledky nebyly povzbuzujici.
Tento pruzkum ukézal, Ze naprosta vétsina dotazovanych si ze Skoly neodnesla
7adné znalosti v oblasti financi a bank (81 %) a Ze respondenti by jednoznacéné
uvitali vjuku zékladnich pojmt z oblasti financi na stfedni skole (93 %). Necela
polovina respondentti by toto ucivo zavedla jiz na zakladni skoly.

O tii roky pozdéji realizovalo Ministerstvo financi CR ve spolupraci s Ces-
kou ndrodni bankou kvantitativni vyzkum Finanéni gramotnost v CR [12], ktery
opét realizovala spolecnost STEM/MARK. Vyzkum si kladl za cil zmapovat
finanéni gramotnost dospélé populace CR na zékladé objektivnich znalosti v ob-
lasti financi. K dal§im cilim vyzkumu patfilo zkouméni, nakolik lidé umi tyto
znalosti vyuzivat v bézné praxi, a také mapovani postoji a chovani ceské po-
pulace v souvislosti s rodinnymi financemi, isporami a zajisténim. K hlavnim
vysledktim tohoto vyzkumu patii zjisténi, ze vétSina respondentt zné Sirokou
gkalu finan¢nich produkti, ale pfevazné vyuziva jen zakladni produkty. Napti-
klad z hlediska vybéru tvéru respondenti zohlednuji predevsim vysi mési¢ni
splatky (80 %) a trokovou sazbu (71 %), av8ak jen 17 % respondentt dokaze
spravné vypocitat iroceni ivéru. Z hlediska rodinnych financi a zajisténi jen
45 % domécnosti si déla rozpodet, 60 % domacnosti ma finanéni rezervu. Po-
mérné alarmujici je zjisténi, Ze témér tfetina respondentt si nevytvari zadné
rezervy na stari.

Vyse uvedené vyzkumy byly zaméfeny na obyvatele starSich osmnéacti let.
Testovanim finan¢ni gramotnosti zakt osmych a devatych ro¢nikt zakladnich
kol a odpovidajicich ro¢nikt nizsich gymnézii se u nés zabyva spolecnost AISIS
ve spolupraci se spoleénosti SCIO v ramci projektu FINGR [13]. Jednd se
o srovnavaci testovani, k jehoz cilim patii mapovéani znalosti a dovednosti
zakd v oblasti finanéni gramotnosti, ziskani podkladi a argumentt pro potreb-
nost zavedeni vyuky finanéni gramotnosti a srovnani vysledkt zaku v oblasti
finan¢ni gramotnosti pfed a po zavedeni vyuky na zikladé absolvovani semi-
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naru spoleénosti AISIS. Vzhledem k tomu, Ze se jedné o testovani za poplatek,
jsou jeho vysledky dostupné pouze testovanym zaktm a jejich rodi¢im, dale
ucitelim a Tfeditelim zapojenych skol.

Na jafe roku 2012 byl u nas i v fadé dalsich zemi realizovan vyzkum
PISA [14]. Tento vyzkum je zaméfen na testovani ¢tenarské, piirodovédné a ma-
tematické gramotnosti patnactiletych zakt. V uvedeném roce byla testovana
matematickd gramotnost, avSak poprvé byla soucasti vyzkumu také finanéni
gramotnost. Do testovani finanéni gramotnosti se zapojilo jen devatenact stati
véetné CR, test mél pisemnou formu a na jeho vypracovani méli zaci dvé ho-
diny. Test finan¢ni gramotnosti byl zaméfen na penézni transakce, planovani
a Tizeni financi, rizika i znalosti finan¢niho prostredi. Predpoklada se, ze vy-
sledky testti matematické gramotnosti budou zvefejnény v roce 2013, vysledky
testovani finan¢ni gramotnosti véetné znéni testovych tloh budou publikovany
pozdéji.

4 Testovani finan¢ni gramotnosti na stfednich Skolach v Praze

V letech 2010 az 2012 byl na Univerzité Karlové v Praze realizovan v ramci
Operac¢niho programu Praha-adaptabilita spoleény projekt Prirodovédecké fa-
kulty a Matematicko-fyzikalni fakulty s nazvem Prirodni védy a matematika
na strednich $kolach v Praze: Aktivné, aktudlné a s aplikacemi. Projekt byl
zameéren na inovaci vzdélavacich programu v pfirodnich védach a matematice
na stfednich skoldch v Praze a k jeho zdkladnim ciltim patfilo zvySeni zajmu
zakl o prirodni védy, geografii a matematiku. V rdmeci projektu byly realizo-
vany vzdélavaci moduly uréené ucitelim, jednotlivé moduly byly zaméfené na
aktualni témata a aplikace danych obord. V ramci modulid ucitelé fesili nejen
konkrétni tlohy, ale rovnéz diskutovali formu a obsah vzdélavacich materiali
a pracovnich listi pro zaky, které pripravili ¢lenové fesitelského kolektivu. Sou-
Casti TeSeni projektu bylo vytvafreni, ovéfovani a findlni tprava metodickych
i vyukovych materialt uréenych pro vyuku téchto vzdélavacich oblasti.

Jednim z moduld, ktery byl vytvofen pii feseni projektu, byl modul Matema-
tika a budovdni financni gramotnosti [7]. Také pro tento modul byly vytvoreny
metodické materidly urcéené pro ucitele a sady pracovnich listt pro zéky stfed-
nich kol. Ulohy, které byly zpracovany ve formé pracovnich listii, pokryvaji
z hlediska témat situace, se kterymi se zaci mohou ve svém zivoté setkat, a to
konkrétné v oblasti smény penéz, prodeje a slev zbozi ¢i nabizenych sluzeb,
terminovanych vkladi, cennych papirt a avérd.

K navrzenym aktivitam projektu také patfilo testovani tirovné financ¢ni gra-
motnosti zaku stfednich skol v Praze. Postupné byly vytvoreny dva testy, je-
jichz forma i obsah byly konzultovany se stfedoskolskymi uciteli zapojenymi do
projektu. Nékteré pripravované tlohy byly ovéfovany v ramci seminaie z didak-
tiky matematiky, kde tyto tilohy fesili budouci ucitelé matematiky. Vzhledem
k Siroké definici finan¢ni gramotnosti jsme se rozhodli zaméfit na testovani zna-
losti a dovednosti, které souviseji s porozuménim oblasti slev zbozi (tj. penézni
gramotnosti) a oblasti tvéri (tj. penéZni a rozpoctové gramotnosti).
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Testovani probihalo v dubnu az ¢ervnu roku 2012 a zucastnili se ho zaci ze
stfednich skol v Praze, které byly zapojeny do projektu. Jednalo se zejména
o zaky viceletych i ¢tyfletych gymnazii ve véku patnact az sedmnact let. Mensi
Cast testovanych zakt navstévovala obchodni akademie a stfedni odborné skoly.
Vzhledem k odlisnému zameéreni skol i rtiznorodosti jejich skolnich vzdélavacich
programt vychazeli jsme pfi zpracovani testl z kvalitativniho piistupu, diraz
byl kladen na charakterizaci zakovskych chyb a pouzivanych postupt feseni.

4.1 Test zaméreny na slevy zbozi

Prvni test s ndzvem Slevy obsahoval pét uzavienych tloh. U kazdé tlohy byly
nabizeny Cty¥i moznosti, z nichz praveé jedna byla spravna. Na vypracovani testu
méli zaci dvacet minut a pfi feSeni tloh mohli pouzivat klasické kalkulacky.
Veskeré vypocty méli zaci zapisovat pfimo do testu. Test na slevy psalo 1020
zékt. Uvadime zadani dloh.

1. Pivodni cena pocitacového monitoru byla 7100 Ké. Monitor byl zlevnén
0 30 %. Jaké je jeho cena po zlevnéni?

A) 2130 K& B) 3195 K¢ C) 4970 K¢ D) 2367 K&

2. Mobilni telefon Mansung 3M nabizely dvé prodejny za stejnou cenu. Prvni
prodejna zlevnila telefon o 40 %, druhd na 40 %. Rozhodnéte, které z nasle-
dujicich tvrzeni je pravdivé:

A) Po slevé je cena telefonu nizsi v prvni prodejné.

B) Po slevé jsou ceny telefonu v obou prodejnach stejné.
C) Po slevé je cena telefonu vyssi ve druhé prodejné.

D) Po slevé je cena telefonu nizsi ve druhé prodejné.

3. Prodejna nabizela notebook za 9900 K¢. V ramci prodejni akce ho zlevnila
0 15 % a po ¢ase zlevnénou cenu zvysila o 15 %. Zjistéte, které tvrzeni o cené
notebooku po zlevnéni a nasledném zdrazeni plati:

A) Vyslednd cena notebooku je 9000 K¢.
B) Vysledné cena notebooku je 9900 K¢.
C) Vysledné cena notebooku je vyssi nez 9900 Ké.
D) Vyslednd cena notebooku je nizsi nez 9900 K¢.

4. Prodejny A i B nabizely televizor JVD za stejnou cenu 14 500 Ké. V ramci
vyprodeje zlevnila prodejna A televizor jednorazové o 25 %. Prodejna B
zlevnila televizor nejdiive o 15 % a po ¢ase jesté o 10 %. Které z nasledujicich
tvrzeni je pravdivé?

A) Po slevach byl televizor levngjsi v prodejné A.
B) Po slevach byl televizor levnéjsi v prodejné B.
C) Po slevach byl televizor drazsi v prodejné A.

D) Po slevach stél televizor v prodejné A i B stejné.

5. V prodejné K stila mycka nadobi White 15900 K¢, v internetovém ob-
chodé F ji prodavali za 14900 K¢. Prodejna K zlevnila mycku o 15 %, ve
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stejnou dobu snizil cenu mycky internetovy obchod F o 10 %. Které z né-
sledujicich tvrzeni plati?

A) Vysledna cena mycky je nizsi v prodejné K.

B) Vysledné cena mycky je nizsi v obchodé E.

C) Vysledna cena mycky je stejnd v prodejnach K i E.
D) Vyslednou cenu mycky nelze uréit.

Podle reakci od uciteld, ktefi zadavali na Skoladch podle nasich pokyni test,
7éaci s feSenim tloh neméli vétsi potize, casova dotace byla dostacujici. V nékte-
rych t¥idach dokonce Zaci konéili s vypracovanim tloh pred vyprsenim ¢asového
limitu.

V testu jsme sledovali, zda zaci ovladaji vypocet slevy (tloha 1), rozliguji
pojmy ,sleva o“ a ,sleva na“ (aloha 2). Déle jsme se zaméfili na to, zda zéci
chapou vliv zdkladu pro vysi slevy (tlohy 3, 4) a zda z hlediska finan¢ni gra-
motnosti umi porovnéavat vyhodnost nabizenych slev (loha 5). I kdyZ po mate-
matické strance test vyzadoval pochopeni pojmu procento, nepotiebovali zaci
pro uspésné feseni tloh zaddné konkrétni vzorce. Vétsinu tloh bylo mozné fesit
na zakladé logickych avah.

Nasledujici tabulka uvadi v procentech, kolik zakid fesilo danou tulohu
spravné, nespravné ¢i vibec nefesilo. Do kategorie ,,Chybné“ byly zahrnuty
i ty odpovédi, ve kterych zaci zaskrtli vice moznosti soucasné, nebo naopak
zaddnou, i kdyz zapsany postup vypoctu vedl ke spravnému vysledku.

Uloha 1 2 3 4 5
Spravné |[882% [93,6% |880% |865% |91,5%
Chybné [116% | 63% |[112% [129% | 79%

NeteSeno | 02% | 01 % | 08% | 06% | 0,6%

Tabulka 1: Vysledky prvniho testu

7 tabulky 1 vyplyva, Ze Zaci stfednich Skol nemaji problémy s feSenim fi-
nancénich situaci uvedeného typu, nebot tspésnost v jednotlivych tlohach byla
vysoka. Nejuspésnéjsi byly pfi feseni tlohy 2 a 5. Vzhledem k tomu, ze tlohy
bylo mozné fesit i zpaméti, nékteri zaci zatrhavali v testu pfimo konkrétni od-
povéd, aniz by uvadéli sviij postup vypoctu. Z hlediska pouzitych metod Zaci
nejcastéji v tlohéch volili vypocdet ,pres 1 %“, jen zfidka pouzivali trojélenku.

Metodu ,,pies 1 %* zaci pouzivali i pfi feSeni pruni tlohy. Pouze v ojedinélych
pripadech se objevil zapis feSeni ve tvaru 0,7 - 7100, tj. jen mala skupina zakt
fesila tikol na zékladé ivahy, ze cena po slevé 30 % znamené 70 % ptivodni ceny.
K nejcastéjsim chybam pattilo, Ze misto ceny po slevé zaci pocitali, o kolik bylo
zbozi zlevnéno, coz svédéi o jejich nepozornosti pfi ¢teni zadani tlohy.

vvvvv

zadny vypocet. Pokud byl vypocet uveden, jednalo se prevazné o postup, kdy
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si zaci zvolili konkrétni cenu mobilniho telefonu a aplikovali na ni zadani pro-
blému. Je zajimavé, Ze nékteri zaci z této skupiny volili redlnou cenu telefonu
(napf. 3000 K¢&), zatimco jini volili cenu symbolickou ve vy$i 100 Ké. Je prav-
dépodobné, ze zaci pracujici se symbolickou cenou spravné chéapali rozdil mezi
uvedenou ,slevou 0“ a ,slevou na“, ale dany vypocet jim umoznil jejich feSeni
proverit.

Uspésnost fesent tiets ilohy v ramci daného testu byla nejnizsi, soucasné tuto
tlohu nefesilo nejvice zaki. K nejcastéjsim chybam patfili chyby numerické
(59,8 % z chybnych odpovédi), a to i presto, ze zaci sméli pouzivat kalkulator.
Mezi chybnymi odpovédmi se ¢asto vyskytovala volba nesprdavné odpovédi B
(tj. sleva 0 15 % a nésledné zdrazeni o 15 % vede k ptivodni cené), ackoliv Zaci na
papir uvedli spravny vypocet. To by mohlo svéd¢it o tom, Ze tito zaci nerozumi
vlivu vyse zdkladu pro urceni procentové ¢asti, nebot ziskany vysledek nebyli
schopni spravné interpretovat.

Chyby, které jsme identifikovali ve cturté dloze, byly opét nejcastéji nume-
rické. Z hlediska matematiky i finan¢ni gramotnosti se vsak mezi zakovskymi
feSenimi vyskytla zavazna chyba. Konkrétné se jednalo o postup, kdy zak po-
¢ital v pfipadé postupného zlevnéni obé slevy ze stejného zakladu, tj. pracoval
stale s ptivodni cenou zbozi (45,5 % z chybnych odpovédi). Jde o stejny typ
chyby jako v ptredchozi tloze, tj. o neporozuméni vlivu zakladu na cenu zbozi
po zlevnéni.

Obdobné i v pfipadé pdté dlohy patiily k nejéastéjsim pric¢indm volby ne-
spravné odpovédi numerické chyby. Soucasné se objevily pfipady, kdy zak na
papir tlohu vypocital spravné, ze cena zbozi je nizsi v prodejné E, avsSak za-
trhnul odpovéd s nizsi cenou v prodejné K (85,2 % z chybnych odpovédi). To
svéd¢i o nepozornosti zaku jak prfi ¢teni zadani tlohy, tak i pfi ¢teni nabizenych
odpovédi.

4.2 Test zaméreny na vklady a avéry

Druhy test s nazvem Vklady a dvéry obsahoval tii oteviené a tfi uzaviené
tlohy. V uzavienych ulohach byly nabizeny ctyii mozné odpoveédi, pricemz
pravé jedna odpovéd byla spravné. Na vypracovani testu méli zZaci tficet minut
a pfi reseni tloh mohli opét pouzivat kalkulacky. Veskeré pomocné vypocty
méli zaci zapisovat pfimo do testu. V zéhlavi testu byla v rdmecku uvedena
pomocné informace o dani 15 % z trokti u terminovanych vkladi i dluhopisti.
Tento test psalo 810 zak1, nékteri z nich psali i prvni test. Opét uvadime zadani
tuloh.

1. Milan vlozil na terminovany vklad na jeden rok ¢astku 76 000 K¢ s rocni
urokovou sazbou 0,98 %. Banka troéi vklad jednou, v den splatnosti vkladu.
Urcete trok pied zdanénim a po zdanéni. Vysledky zaokrouhlete na koruny.

2. Pan Vavra zakoupil dluhopis za 20000 K¢. Doba splatnosti dluhopisu jsou
3 roky, trokové sazba ¢ini 2 %, banka tro¢i jednou za rok. Po dobu t¥{ let
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dostaval pan Vavra vzdy po uplynuti jednoho roku trok z ¢astky 20 000 K¢.
Na konci tfetiho roku obdrzel spolu s irokem i vloZenou ¢astku 20000 K¢.
Jaky byl celkovy zisk pana Vavry z dluhopisu?

A) 400 K¢ B) 340 K& C) 1020 K¢ D) 1200 K¢

3. Pani Nejedla vlozila 20 000 K¢ na terminovany vklad na 3 roky. Banka trocila
jednou za rok. Po celou dobu byla tirokové sazba neménna a ¢éinila 1 %. Kolik
korun obdrzZela pani Nejedld v den splatnosti vkladu?

A) 20000 Ké.

B) Vice nez 20000 K¢ a méné nez 20300 K¢.
C) Vice nez 20300 K¢ a méné nez 20 700 K¢.
D) Vice nez 20700 K¢ a méné nez 21100 K&.

4. 7 inzeratu banky: ,, Pii ptjcce 50 000 K¢ zaplatite mési¢né jen 899 Kc.“ Kolik
korun byste zaplatili ve splatkach celkem?

A) 50000 Ké¢ B) 53940 K¢ C) 64728 K¢ D) Nelze urdit.

5. Pan Novotny si chce v bance pujc¢it 100000 Ké. Rozvazuje, zda ma aveér
uzaviit na 5 let nebo na 7 let. Kolik korun by pan Novotny zaplatil celkem
ve splatkach v jednotlivych pripadech? Potfebné tidaje mate k dispozici v ta-
bulce.

Pocet mési¢nich splatek 12 \ 36 \ 60 \ 84
Uvér (Ké&) Vyse splatky (K¢&)
50000 4534 | 1755 | 1213 | 990
100000 8927 | 3365 | 2270 | 1814
150000 13391 | 5047 | 3405 | 2721
200000 17760 | 6633 | 4439 | 3520

6. Hypoteéni avér ve vysi 1000000 K¢ na dobu 5 let nabizi banka A s troko-
vou sazbou 4 % a s mési¢ni splatkou 18400 K¢. Banka B poskytuje stejny
avér s trokovou sazbou 5 % a s mési¢ni splatkou 18 871 Ké&. Kolik korun cel-
kem ¢ini rozdil v trocich, které zaplatime ve splatkdch bance B a bance A7
Urokové sazba je v obou pFipadech po celou dobu neménna.

Ucditelé, ktefi zadavali test na skolach, nas informovali, Ze tento test byl pro
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zadky obtiznéjsi, casovy limit v primeéru povazovali za dostacujici.

V testu jsme sledovali, zda zaci rozlisuji urok pred zdanénim a po zdanéni
(tloha 1), zda porozumi principu dluhopisu jako ptikladu investice na zakladé
jeho popisu v zadani tlohy (tloha 2). Soucasné jsme sledovali, zda Zaci chédpou
zékladni rozdily mezi jednoduchym a slozenym trocenim (tloha 2 a 3). Déle
jsme se zamérili na to, zda jsou Zaci schopni rozpoznat netplné informace ty-
kajici se nabizeného finanéniho produktu (dloha 4, tato tloha byla inspirovana
bézné se vyskytujici reklamou na finanéni sluzby v dennim tisku i televizi).
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V dalsich tlohach jsme rovnéz sledovali porozuméni nabizenym finan¢nim pro-
dukttim v souvislosti s orientaci v informacich poskytovanych ve formé tabulek
(tloha 5) i to, zda jsou schopni pfi FeSeni eliminovat nepotiebné, resp. nadby-
te¢né, informace a vzajemné porovnat nabizené finanéni produkty (dloha 6).

Nasledujici tabulka uvadi v procentech, kolik zakt feSilo danou tlohu
spravné, nespravné ¢i vibec nefesilo. Do kategorie ,,Chybné“ byly opét za-
hrnuty i ty odpovédi, ve kterych zaci zaskrtli vice moznosti soucasné, nebo
naopak zadnou, i kdyz uvedeny postup na papife vedl ke spravnému vysledku.

Uloha 1 2 3 4 5 6
Spravn® | 392 % |511% |61.7% |67.4% | 73.6 % | 64.0 %
Chybné 473 % | 46,6 % | 36,2 % | 315 % 6,8 % 4,2 %

Neieseno | 13,5 % 2,3 % 2,1 % 11% [ 196 % | 31,8 %

Tabulka 2: Vysledky druhého testu

vvvvvv

a tloha 5 (urceni nékladt spojenych se splacenim uvéru). Naopak, pfi FeSeni
tlohy 1 dopadli zaci nejhtfe. Na prvni pohled je z uvedenych tabulek 1 a 2
ziejmé, ze uspésnost zakl v druhém testu byla nizsi. V porovnani s vysledky
prvniho testu vyrazné vzrostl pocet zakt, kteri tilohy viibec nefesili. To svédéi
k jejich feseni nebylo tfeba slozitych vypocti. Uvedeny vysledek tedy mutzeme
interpretovat tak, ze k pri¢indm netspésnosti patfila neznalost uvedenych fi-
nanc¢nich pojmt a produktid. Nas zavér se rovnéz opira o rozhovory s uciteli
stiednich $kol, ktefi se do testovani zapojili a ktefi nas informovali, Ze Zaci
méli problémy s porozuménim zadani dloh z hlediska vécného obsahu. Tuto
skutecnost doklada i nasledujici rozbor chyb.

Kromé numerickych chyb se v zdkovskych fesenich pruni wlohy objevily za-
vazné chyby, které svéd¢éi o nepochopeni zadaného problému. Tyto chyby lze
charakterizovat jako nesmyslné nakladani s ¢iselnymi tdaji (47,6 % z chybnych
feSeni), nebot zaci zcela ndhodné spojovali ¢iselné tdaje ze zaddni (ddaje sci-
tali, od¢itali i ndsobili). Zminéna skutecnost svédéi o neznalosti pojmi drok pred
zdanénim a urok po zdanéni, tedy o neznalosti zakladnich finanénich pojm.
K dalsim chybam, které se vyskytly v prvni tloze, patfi urceni vysledné ¢astky
namisto droku, ¢i uréeni tiroku pouze pred zdanénim.

Ve druhé tloze byla vysokd netspésnost zapfi¢inéna tim, Ze zaci vypoci-
tali pouze zisk pfed zdanénim, tj. zapomnéli zisk zdanit (83,5 % z chybnych
odpovédi). Jistou roli ziejmé sehréla skuteénost, Ze vyse dané z trokd nebyla
uvedena pfimo v zadani ulohy. Tato informace vSak byla k dispozici zédktm v za-
hlavi celého testu. Obdobné jako v prvni tloze, i zde vysoky vyskyt zminéné
chyby souvisi s neporozuménim zakladnim vztahtim ve svété financi, tj. zdanéni
zisku.
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Ve treti uloze zaci casto namisto slozeného troceni pouzivali jednoduché tro-
¢eni (64,6 % z chybnych odpovédi), nékter{ z nich sou¢asné Spatné uréeny urok
ani nedanili. Nepozornost zakt pfi ¢teni zadani testu i forméalni chapani financ-
nich situaci doklada pripad ¢tyr zakovskych feseni, ve kterych zaci napsali, ze
nepocitaji irok pro zdanéni, nebot to neni pozadovéano v zadani ulohy.

Z hlediska tspésnosti zaku ve druhém testu pattila ¢turtd dlohy k tém nejlépe
zvladnutym, avSak zarazila nas skutecnost, ze témér tfetina zaku fesila tuto
tlohu chybné. Nejcastéjsi pricinou netspéchu bylo, ze zaci ve snaze vypocitat
soucet splatek si sami doplnili dobu splatnosti tvéru (tedy udaj, ktery v reklamé
chybél). Zaci volili nejéastéji dobu 5 ¢i 6 let a s timto udajem dale pocitali.
Neékolikrat se v zakovskych fesenich objevila poznamka , Nerozumim, chybi mi
udaje“. I kdyz moznost , Nelze ur¢it“ byla uvedena v nabizenych moznostech,
tito Zaci ji presto neoznadili.

ZAci si ve druhém testu nejlépe poradili s fesenim pdté ilohy. Chyby, ktery
se zaci dopustili pfi jejim FeSeni, byly pfevazné numerické.

Sestd tloha zaméfend na porovnani hypoteénich avérti u dvou finanénich
instituci se ukézala jako naro¢né na orientaci v problému jak z hlediska po-
chopeni zadéni, tak i z hlediska realizace vypoctu. Tuto tlohu viibec neresilo
nejvice zaku. Ti, kteri ji fesili chybné, se ¢asto dopoustéli numerickych chyb.
Nejvétsim problémem z hlediska porozuméni zaka byl nadbyteény tdaj s kon-
krétni roéni Grokovou sazbou. Zaci se ve svych FeSeni snazili tento adaj vyuzit,
ackoliv ho pro feSeni viibec nepotiebovali.

5 Shrnuti hlavnich vysledku testovani

Na zékladé zpracovani vysledkti obou testt mtizeme konstatovat, ze vyrazné
lépe si zaci vedli v prvnim testu. Pocéty zakt, kteri dospéli ke spravnému feseni,
se v jednotlivych tlohdch pohybovaly v rozmezi 86,5 %-93,6 %, zatimco v dru-
hém testu se jednalo o rozmezi 39,2 %-73,6 % zakt. Je tieba vSak poznamenat,
ze z hlediska matematického uciva byl prvni test zaméfen na procenta, tedy
na ucivo, které jiz zaci probirali dfive a které se obvykle dostatecné na skolach
procvicuje.

Kvalitativni analyza zédkovskych feseni tloh z prvniho testu ukazala, ze tes-
tovani zaci se pomérné dobrfe orientuji v problematice slev zbozi a sluzeb.
7 hlediska klasifikace chyb se Zaci dopoustéli zejména numerickych chyb. Dalsi
pocetnou skupinu tvotily chyby, jejichz pfi¢ina zrejmé souvisela s nepozornosti
¢teni zadani tloh i nabizenych odpovédi. Zaci totiz éasto uvadéli spravny postup
a vypocet, ale volili nespravnou variantu odpovédi. Kromé téchto nedostatku se
v8ak vyskytly zavaznéjsi chyby, a to v tlohach na porovnani postupného a jed-
norézového zlevnéni, resp. na zlevnéni a nasledné zdrazeni. Jednalo se o chybu
nejen z hlediska finanéni gramotnosti, ale i matematiky, nebot zakovské vypo-
¢ty svédéi o neporozuméni vlivu zdkladu (tj. ptivodni ceny) na vyslednou cenu
po slevé, resp. po zdrazeni.
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I kdyz druhy test, obdobné jako ten prvni, z hlediska matematiky vyzado-
val zejména porozumeéni pojmu procento (prvni t¥i tlohy), dosahli v ném Zzéci
horsich vysledkt. Obdobné jako v prvnim testu, i ve druhém testu se zaci do-
poustéli pii feseni tloh numerickych chyb. Vzhledem k tomu, ze nejhtife dopadli
zéaci v prvnich dvou tlohach, mizeme Fici, ze méli problémy z hlediska zakladi
finanéni matematiky, nebot se neorientovali v pouZitych finanénich pojmech,
jako je urok pred zdanénim, trok po zdanéni, dan z troku, dluhopis. Neu-
spésnost zakt ve druhé tloze, ve které byl princip dluhopisu detailné popsan,
doklada problémy zakd s porozuménim psanému textu. Dospéli jsme tak k za-
véru, Ze na stfednich skoldch by méla byt vénovana vétsi pozornost zakladtim
finanéni matematiky, nebot vysledky testu naznadily, Ze Zaci maji s ilohami ze
svéta financi malo zkusenosti.

6 Zavér

Financni vzdélavani je orientované na rozvijeni dovednosti pro zivot, a proto
by mélo vychéazet ze situaci, se kterymi se zdk mulze ve svém zivoté setkat.
Vysledky testti, a to zejména druhého, poukéazaly na skutecnost, ze zaci se jen
obtizné orientuji v zakladnich pojmech finanéni matematiky a Ze s feSenim tloh
z oblasti finan¢nich nabidek a sluzeb nemaji zkusenosti.

Ukolem udéitele je pfedeviim rozvijet finanéni dovednosti, nauéit zaky fi-
nancné myslet a postupné je seznamovat s riznymi situacemi ze svéta financi.
Zmnalosti finan¢nich pojmu a vztaht jsou nezbytné, avsak finan¢né gramotny zak
by mél tyto znalosti, postupy i dovednosti umét aplikovat ve svém Zzivoté [6].
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REALITA ZIVOTA UCITELE V POKUSECH
O MATEMATIZACI REALNYCH SITUACI VE VYUCE

FRANTISEK KOPECKY

Ve svém piispévku vychazim z jednactyticetiletych zkusenosti vyuky mate-
matiky a fyziky. Z toho osmnéact let obou predmétii, dalsich dvacet tfi let vyuky
matematiky. Z téchto let zaujimala dvacet let navic prace feditele gymnazia.
Prvni dva roky jsem ucil na odborném ucilisti, zbytek na gymnaziich. Alespon
deset let se zucastnuji Celostatnich konferenci uciteld matematiky vSech typt
gkol. Chci se podélit o nékteré zkusenosti, ale i o stile nezodpovézené otazky.

UZ mnoho let si stézujeme, Ze stale klesa zdjem o matematiku i prirodovédné
predméty. Trvale si kladu otazku, a stale neni zodpovézena, jak ucit, abych zaky
zaujal, neodradil, pfitom néco naucil a pripravil ke studiu na vysoké skole tak,
aby obstéali. Tyto pozadavky se mi stdle castéji jevi jako neslucitelné i vzhle-
dem k poc¢tu vyucovacich hodin. Charakterizoval bych situaci jako kazdodenni
hledani dynamické rovnovahy mezi chténym a moznym.

Nejprve trochu historickych souvislosti. Matematice a prirodnim védam roz-
hodné neprospélo, spise ublizilo, ze byly v minulosti tizce spojovany s tak zva-
nym Veédeckym svétovym ndzorem a Marzisticko-leninskou filozofii. Vyse uve-
dené predméty byly Casto zneuzivany k propagandé téchto ideologii. Napiiklad
v ucebnici ob¢anské vychovy z poc¢atku 70. let minulého stoleti stalo: ,,Dnes jiz
kazdé dité (kazdy zék) vi, jak vznikl svét, jak vznikl zivot...“ Nikdo to sice nevé-
dél, a navic podstatna ¢ast populace si tyto otézky zcela prestala klast. Casté
bylo odvolavani na ,zdravy rozum®. Pfesto uz v té dobé byl hezky piiklad
v ucebnici fyziky pro u¢né. Totiz predstava atomu, jeho rozméra v porovnani
s rozmérem jadra, kde je soustfedéna prakticky celd hmota atomu. Narodni
divadlo ,prazdné“ a zrnko mdaku hmoty. Co zde zmuze zdravy rozum? Ky-
bernetika byla oznacovana za burzoazni pavédu, o teorii ,Velkého tifesku“ se
nesmélo mluvit, vyvolavala totiz ideologicky zdvadnou otazku: ,A co bylo pred
nim?“ Toto obdobi bych ze svého pohledu nejspise charakterizoval zdurazio-
vanim k ¢emu matematika neni dobra, k ¢emu nema4 slouzit. Doporucoval jsem
Cist Pascalovy Filosofické sesity. Zaujala také interpretace Heisenbergovy relace
neurcitosti, kterd je z matematického hlediska velmi jednoduchd (v podstaté
funkce y = k/x) a prakticky popisuje ,nepoznatelnost svéta“. Tolik k minulosti.

Matematizace realné situace ve vyuce matematiky predpoklada znalost
vlastniho jazyka, prevod do jazyka matematiky, feSeni a prevod zpét do béz-
ného jazyka. Znalost vlastniho rodného jazyka, dobra slovni zasoba, pochopeni
vyznamu pojmu se ukazuje byt pfilis silnym pfedpokladem. Vyznam slov se
rychle méni i v bézné mluvé. Piikladem mohou byt stejné znéjici slova poli-
tika pred volbami a po volbach, ale i slova sport, laska, pritel, pritelkyné, ...
Slovnik se zjednodusuje, viz SMS, PC, necte se nahlas a podobné. Nedba se
na gramatickou spravnost. Jsou nam nabizeny ¢istici prostiedky, zehlici prkna,
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dokonce skolici stfedisko. Vsechny uvedené piiklady a jim podobné vyuzivam
ve vyuce k nacviku presného vyjadfovani. Pfi vykladu nové latky se musim vy-
jadfovat pouze v jednoduchych vétach a dany pojem vysvétlit z riznych stran
v synonymech a zabranit zaktim vyjadfovat se v jakési jejich hantyrce, ktera
by vedla ke scesti. Na letech tradované frazi, ze Komensky byl proti fyzickym
trestlim, lze ukézat, co zplisobi vynechani jednoho slova. V origindle bychom
totiz nasli, Ze byl proti neimérnym fyzickym trestiim. K procvicovani logiky
jsou také vhodnym zdrojem zakony, véetné Skolského zakona, respektive jejich
néavrhi. Napiiklad v ptivodnim névrhu Skolského zékona se objevily véty: ,,Re-
ditel skoly doruci rozhodnuti o pfijeti ¢i nepfijeti zaka ke studiu do péti dnt.“
,Reditel skoly zajisti uspokojeni zakladnich fyziologickych potieb zdka.“

V pribéhu let doslo i ke zna¢né zméné v piistupu ke vzdélavani. Casto je
nam vyc¢itana encyklopedi¢nost a memorovani. Mam opac¢né zkusSenosti. Cituji:
,Pane profesore, prosime Vés, nevysvétlujte nam to, my tomu nepotiebujeme
rozumét, feknéte nadm, jak to je, my se to nauc¢ime.“ A to v lepsim pfipadé. Na
druhé strané je odmitani naucit se zakladni fakta a zvladat nezbytné operace,
bez kterych se neobejdeme. S tim souvisi, ze jsme pak ochotni vérit kdejakému
nesmyslu a mnohé nesmysly povazovat za originalni feSeni. Zvidavost, pred-
stavivost, fantazie, radost z objevovani jsou néjak potlaceny. Zajimavy je také
vyznam rcéeni ,zajimam se o to“. VétSinou znamend, nasel jsem si na inter-
netu informaci, libi se mi obrazky, ale tim je zadjem vyc¢erpan. O hlubsi poznani
zajem neni.

Ulohy s realnymi naméty vyzaduji téZ piesny zapis rozboru i postupu Fedeni.
To je povazovano za vynucovanou zbytecnost ¢i jesté néco horsiho. Problémem
pak je, jak docilit toho, aby si zaci alespon pfesné opsali to, co ucitel napise na
tabuli. Casto se ozjva ,sesit je moje véc“. Stézi lze vynutit slusné zapisy do
seSitt pfi znacném sebevédomi soucasnych zaku. O grafické ipravé nemluve.

Jesté dovolte nékolik ukazek toho, co zaky alespon kratkodobé zaujalo. Sys-
tém omalovanek k vysvétleni pojmu rovnosti. ,,Vzorce“ pomoci obrazk s vy-
barvovanim, nasledné pak za obrazky dosazovani konkrétnich cisel ¢ vyrazu.
Zajimavé je, ze zaci s ismévem a ochotné odrikaji, ze druhé odmocnina z druhé
mocniny brambory je absolutni hodnota brambory, ale dosazeni vyrazu s pro-
ménnymi za bramboru se uz nepodaii. Uspél i beranek v krabicce z Exupéryho
Malého prince, ,nakresli mi beranka“, pfi objasniovani iracionalnich ¢isel. Za-
jem vzbudila i interpretace konvergentni posloupnosti pii pojeti pravdy z dila
Teilharda de Chardina Misto cloveka v pFirodé. Zajem vzbuzuji i Weinbergovy
Proni tri minuty s dvahami, ze Vesmir mohl byt pri svém vzniku mnohoroz-
merny.

Zde se ovsem dostavam zpét na zacatek a do kruhu. Doslova jde o boj se
zakladnimi pocetnimi neznalostmi a Casem...

Co s tim? Existuje jiny vyucovaci pfedmét, tfeba i dosud neobjeveny, ktery
by poskytl pri rozvoji a kultivaci mysleni totéZ co matematika a pfitom byl tak
zézralny, ze by nevyzadoval Gsili, soustfedéni, pili, osobni kazen?
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Domnivam se, ze se zde i do vyuky promité stav spole¢nosti — vSe hned a bez
nédmahy. Ale budme bezmezni optimisté!

Do budoucna bych navrhoval studovat aprobaci matematika v kombinaci
s filozofii ¢i teologii.

RNDr. Frantisek Kopecky

Gymnézium a Hudebni skola hlavniho mésta Prahy
Komenského nameésti 9

130 00 Praha 3

frantisek@kopeckych.cz
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ROZVOJ ABSTRAKTNIHO A PRAKTICKEHO
MYSLENI VE VYUCE MATEMATIKY

Eva DAvVIDOVA
Redlny Zivot je pro matematika jen specidlni pripad.
Vazené damy, vazeni panové,

chtéla bych se s vami podélit o své zkuSenosti s pokusy o implementaci
realného zivota do skolské matematiky na gymnéziu.

Na zakladni skole, respektive ve tfidach nizsiho gymnéazia se celkem dari
zpracovavat realné situace do formy matematické ulohy. Zadani tloh jsou docela
vérohodn4, vysledky vypoétt jsou predvidatelné a logicky od@ivodnitelné. Casto
pouZivanym namétem je nakupovani, ale tady je situace oproti minulosti horsi
v tom, Ze s vymizenim haléia ubyla moznost pfirozeného tréninku pamétného
pocitani s desetinnymi ¢isly.

S tim, jak ve vyuce matematiky na zdkladni skole stoupd néaroc¢nost pro-
biraného uciva, ubyva témat z realného Zivota, kterd by se dala beze zbytku
zpracovat na vhodnou slovni tlohu. Nékteré tlohy se ve skolské matematice ob-
jevuji uz po generace. Mozna si vzpominate — na tlohy o zastupech cvicenct,
ktefl nastupuji do vselijakych vicefadil, casto pritom néjaky chudak prebyva
— na tlohy o smésich, o spoleéné praci, o nadrzich s riznymi ptitoky i vy-
pustnymi ventily, kdy jsem vzdy s napétim ocekavala, Ze se opét nékdo ozve
s pripominkou, proc¢ se ta cisterna najednou napousti i vypousti. Houby témér
vysusené do sebe znovu natdhnou vodu a opakované se daji susit — pro procvi-
¢eni latky o procentech je to lahtidka, ovsem fakticky by to jisté zadny hygienik
nedoporucil.

Tyhle tlohy — i pfes jejich nepftilis dokonalé spojeni s realitou — maji ovSem
neoddiskutovatelny pfinos v tom, Ze jsou vyborné vyuzitelné z metodického
hlediska. Vétsina zakl se neché vést logickym rozborem tlohy, zpocatku se snazi
reagovat na navodné otazky, pozdéji vétsinou dokézou sami nalézt spravnou
posloupnost kroki vedoucich k vyfeSeni tlohy. Kdyz jsem pfed nékolika lety
ucila na niz§im gymnéaziu, byla jsem prekvapena, Ze se zaci nad realnosti situace
v zadani tloh nikterak nepozastavuji, prijmou a bez reptani pocitaji, co je jim
predlozeno.

Skladba studentt vys$siho gymnézia doznala v poslednich letech znac¢nych
zmén, které pozoruji mimo jiné pravé v okamziku, kdy se studenty reSim slovni
tlohy vychazejici z latky probirané na zakladni skole. V minulych letech vétsina
studenti (poznamenanych pfipravou na studium feSenim sbirky dr. Bélouna)
pristupovala k feSeni slovnich tloh na zakladé logického rozboru. K mému pre-
kvapeni valna ¢ast dnesnich studentii pii zadani iilohy zac¢ne dolovat z paméti
kdysi probirand schémata typovych tloh a fesi tlohu viceméné mechanicky
podle nich. Titiz studenti pak mivaji nezfidka problémy, aby v dalsim studiu
uspéli.
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Pri opakovéani slovnich tloh jsem napfiklad vloni v 1. roéniku gymmnaézia
narazila na problém, kdy si zaci nedokazali poradit se stfedné tézkou tlohou
o spolecné praci. Zacala jsem s nimi ilohu dikladné rozebirat, az jsme spolecné
dospéli k Teseni. Jedna divka se skvélymi studijnimi vysledky se pak ozvala, ze
uz si vzpomind, jak se to fesi — sestavila spravnou rovnici, kterou sice nedokazala
oduvodnit, ale protoze ma vynikajici pamét, jedind ze tfidy si na to vzpomnéla.
Kdyz své feseni napsala na tabuli, tfida zajasala — Ze ,to je ono — tak se to ma
délat”. Mému feseni s detailnim rozborem dalo prednost jen nékolik, zato téch
nejchyttejsich, zakt. Ostatni se radéji priklonili k feseni pomoci ,,vzpomenuté“
rovnice. Nic nepomohly argumenty, Ze schéma rovnice se po ¢ase opét vytrati,
ale logicka tivaha je posune dal.

Reseni slovnich tloh mé4 ve vyuce matematiky vyznamnou a nezastupitel-
nou roli. Rozviji osobnost zaka — ovsem pouze tehdy, je-li zdk disledné veden
k rozboru feseni tlohy, efektivnimu zapisu, k hledani souvislosti, kdy nalezeni
spravného feseni je logickym vytsténim fetézce ivah. Nasledovat pak jesté musi
vyhodnoceni realnosti nalezeného vysledku.

Vihodou pro vjuku na ZS nebo niz$im gymnaziu je fakt, Ze v soucasnosti jiz
existuje vice kvalitnich pracovnich materiali, ze kterych lze Cerpat zadani slov-
nich tloh, at uz jsou to klasické udebnice nebo pracovni sesity. Pokryti oblasti
slovnich tloh pro vyssi gymnazium je neporovnatelné mensi. Do zakladni fady
uéebnic pro SS se slovnich uloh piilis nedostalo, je jich dostatek pro vyklad,
ale ne uz téch, které by byly urCeny pro samostatné procviceni studenttim.
Tuto mezeru zéasti zaplnuji sbirky slovnich tloh, avSak ty si studenti bézné
nepoftizuji.

Ke zcela vyjimeénym patii velice fundované i vtipné pojata sbirka ,, Repeti-
torium stiedoskolské matematiky ve slovnich tlohach“ pana Jindficha Vocelky.
Zadani neptisobi archaicky, obraceji se ke studentovi svézim jazykem, pouziva-
nim primé feci jej pfimo oslovuji. Vybizeji studenta k logické tivaze, bez niz
mu naucené postupy budou k ni¢emu. Sbirka vSak zatim, aspor na mém gym-
naziu, slouzi spise k praci v seminafi nez v béznych hodinach matematiky, kde
stale zapasime s nedostatkem casu, ktery ¢im dal tim vétsi mérou potiebu-
jeme k zvladnuti zadkladniho uciva. Na zafazovani zajimavych aplikaci — tedy
i slovnich tloh, pak nemame dostatecny prostor.

Navic je zadavani slovnich tloh ¢asové velice naro¢né. Je zadouci, aby kazdy
student mél zadani slovni tlohy k dispozici sim pro sebe. Jediné tak se nauci
pracovat s textem, vybrat podstatné informace, zjistit, které ze zadanych adajiu
mize vyuzit k TeSeni a ktery by v textu naopak vibec nemusel byt. Proto
velice ocenuji snahu pracovniki KDM MFF UK, ktefi sbirky slovnich tloh pro
stiedoskoldky v soucasnosti pripravuji. Véfim, ze nam nasi praci do budoucna
ulehei.

Musim se pfiznat, ze kdyz jsem pred davnymi lety zacala ucit na gymnéziu,
tak jsem si s vazbou skolské matematiky na okolni svét prilis neldmala hlavu.
Byla jsem tak natésend ze svych vysokoskolskych studii, Ze jsem nepocitovala
potfebu se néjak hloubéji témito otazkami zabyvat. Pripravovala jsem se tusim



41

na svou vyuku docela zodpovédné, ale mé cile byly tenkrat rozhodné jiné, nez
kontakt s realitou, kterou jsem rada ponechala za zdi skolni budovy. Méla jsem
rada, kdyz se néjakd partie matematiky pozvolna pied studenty odkryvala,
kdyz se mnou postupovali od vymezeni novych pojmii, ptes ditkazy potfebnych
tvrzeni az k aplikacim poznaného. Méla jsem to Stésti, Zze se vétsinou naslo
nemalo studentt, ktefi dokézali se mnou sdilet radost z poznévani.

vvvvv

je praveé vedeni studenta k logickému tisudku, péstovani jeho schopnosti abs-
traktniho mysleni. Takto pfipraveny student mé pak vétsi Sanci si s redlnym
problémem lépe poradit.

I pfesto se nyni pomérné ¢asto snazim zaradit do vyuky cilené néjaky pr-
vek spojujici probiranou latku s redlnym Zivotem. Prvni takovouto prilezitosti
je opakovani délitelnosti v prvnim roéniku gymnézia. Studenti si pfinesou do
Skoly své obcanské prikazy, probereme pravidlo délitelnosti ¢isla jedenécti —
a studenti si ovéri, zda maji spravné sestavené své rodné ¢islo. Pak si podle na-
vodu zkontroluji vypoctem kontrolni ¢islici svého obcanského prikazu. Uvadim
jim jesté informativné dalsi uziti délitelnosti — naptiklad vypocet kontrolni ¢is-
lice bankovniho G¢tu, jedine¢nost VIN kédu automobilti apod. Materiél, ktery
déavam k dispozici svym studentim, jsem sestavila z informaci bézné dostup-
nych na internetu a doplnila jej rozborem pravidel pro délitelnost ¢isla sedmi
a jedenacti. Tento material je rovnéz k dispozici i Gcastniktim této konference
(viz [1]).

Nebudu se zde vracet ke slovnim tlohdm podporujicim vyuku rovnic
a funkci. Tam pfi nedostatku ¢asu pouzivam osvédcené ulohy z ucebnic a sbi-
rek. Za velice uzitecné pro rozvoj logického usudku svych studentt pokladam
feseni uloh z kombinatoriky a pravdépodobnosti, ale realny podtext bychom
v jejich zadani nasli jen zfidka. S realitou vSedniho dne by ovSem méla vy-
uka pravdépodobnosti souviset aspon do té miry, aby si studenti uvédomili, ze
kazdy provozovatel kasina, loterie, sazkové hry apod., je pro né nerovnocenny
soupet, ktery v dlouhodobém horizontu vzdycky vyhrava.

Moznost tésnéjsiho kontaktu s realitou skyta vyuka statistiky. Zpracovani
dat v Excelu umozni zabyvat se i zajimavéjsSimi soubory, nez jaké nabizeji skol-
ské ucebnice. Na vyuku statistiky mame vyhrazeno velice mélo casu, tak za-
davame studenttim jako projekt provést korela¢ni analyzu na souboru, ktery si
sami vyberou. Data studenti nejéastéji ziskavaji na strankach CSU, ale nékteii
zamifi i na zahrani¢ni servery. Nékteré prace jsou opravdu zajimavé — jedna
studentka napt. vySetifovala ziskovost dvaceti nejiuspésnéjsich hollywoodskych
filmu v zévislosti na nakladech. S prekvapenim zjistila, Ze koeficient korelace je
blizky nule.

Zajimavé je, ze studenti, ackoli si az na vyjimky sami nevydélavaji, vétsinou
zbystii, kdyz se zacne hovofit o penézich a finanénich produktech. Vypocty
dlouhodobych spofeni s pravidelnymi tlozkami je ale brzy pfrestanou zajimat,
protoze castka, ke které se na konci vypoc¢tu doberou, je vede k poznani, ze
sporeni na bézném uctu nedava v dnesni dobé valny smysl. Jejich kazdodenni



42

realitou jsou vSudypfitomné reklamni kampané bank a splatkovych spolecnosti.
Nabudou dojmu, Ze dnes neni nic snazs$iho, nez si pujéit penize — vzdyt ty
splatky, které za to spliatkové spolecnosti chtéji, jsou docela nizké (viz reklamni
kampané stylu ,,50 000,— jen za 999 K¢& mési¢né“)!

Drive jsem studenty vyzyvala, aby pfinesli letaky a inzeraty nabizejici praveé
takové pujcky a spolecné jsme o nich pak diskutovali. Ale od doby, kdy spo-
le¢nosti museji povinné uvadét RPSN, se ¢lovék z inzeratd o nabizené pujcce
mnoho nedozvi. Proto nyni jako varovani predkladam studenttim vysledek pri-
zkumu redaktorii deniku Dnes, ktefi zadali bankam a splatkovym spole¢nostem
vypocet splatek plijcky se stejnymi vstupnimi podminkami a srovnéni zvefejnili
ve vydani Dnes 7. 12. 2010. Ze srovnani jednoznac¢né vyplynulo, ze je vhodnéjsi
vzit si pajcku u banky nez u splatkové spolecnosti. Studenty zejména Soko-
vala celkova castka, kterou by za ptjcku zaplatili a kterd byla u nékterych
splatkovych spole¢nosti dvojndsobné a v jednom ptipadé dokonce trojnasobna
vzhledem k vypiijcené castce. Jmenovany ¢lanek priklddam pro zdjemce ke
stazeni (viz [2]).

S kolegy na gymnaziu opakované fesime dilema, zda pfi malé hodinové do-
taci, pfi vécné odpadajicich hodinach vyuky, uc¢it diferencidlni a integralni po-
¢et v bézné matematice. Vim, ze na mnohych skolach se tato latka vyucuje
ve volitelném seminéfi. Toto feSeni se na nasem gymnéaziu nepodafilo prosa-
dit, protoze si nikdo z kolegti nenechal vzit prilezitost, ukazat svym studenttim
krasu aplika¢nich tloh zalozenych na nalezeni extrému funkce s uplatnénim
diferencidlniho poc¢tu nebo vypocty ploch a objemu s uZitim integralniho po-
¢tu apod. Pii naSich diskusich v pfedmétové komisi matematiky zaznélo, ze
pravé ,to je ta chvile, kdy studentim ukazeme, k ¢emu ta matematika miize
byt dobra®“. Bohuzel realita je takova, Ze neustale se zkracujici maturitni ,rok“
ukrajuje i z téchto krasnych vizi.

Ovsem na druhou stranu — kdyz nékdy nestihneme studentovi prost¥ednic-
tvim matematiky dat nahlédnout do redlného svéta, zbyvad nam stile jesté
nadéje, Ze nase vyuka méla na studenta tak vyrazny formativni ucinek, Ze na-
pomohla ke zkvalitnéni jeho schopnosti logicky myslet, lépe se rozhodovat, do-
myslet disledky svého konani... Snad nam tento efekt nékdy néjaka spfiznéna
védni disciplina exaktnim vyzkumem potvrdi.

PriLony

[1] http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/konference2012/pl.pdf

[2] http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/konference2012/p2.pdf

RNDr. Eva Davidova
Wichterlovo gymnazium
Cs. exilu 669

708 00 Ostrava-Poruba
eva.davidova@email.cz
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NAUCME SE POCITAT S NEJISTOTOU

JAN CHLEBOUN

Cilem pfispévku je pfiblizit ¢tenditim (a) smysl tloh s nejistymi vstupnimi
daty, (b) jejich postaveni v procesu matematického modelovani a (c) rtzné zpt-
soby popisu nejistot. Pozornost je vénovana i zdarma dostupnym softwarovym
nastrojim, jez mohou byt uplatnény ve vyuce.

Prispévek je rozdélen do tii ¢asti:
e Matematické a vypocetni modelovani; nejistota

e Nejhorsi scénar, pravdépodobnost, nahodné a fuzzy mnoziny

e Volné dostupny software

1 Matematické a vypocetni modelovani; nejistota

Reseni tloh s nejistymi (vstupnimi) daty je odvékou soucésti lidského jedna-
ni. Vzdyt napiiklad zbudovani sidla na vyhodném misté u feky také znamenalo
vzit v iivahu i vyskyt povodni a moznost nejhorsiho scénére (viz dale). Rozvo]
matematiky umoznil fadu situaci a jevi popsat matematickym jazykem, vy-
tvorit matematicky model a jeho chovani dale zkoumat s cilem ziskat informace
pouzitelné v praxi — nejlépe pro predpovédi.

Na pocatku procesu modelovani musime zvolit matematicky popis a vytvorit
matematicky model studovaného jevu. Obvykle mizeme dospét k celé skupiné
modelt hierarchicky usporadanych dle své slozitosti, pak vybereme takovy, jenz
miZe dat odpovédi na nase otazky a jehoz vyteseni (tedy ziskani pfesného nebo,
s pouzitim numerickych metod, aspoii pfiblizného feSeni) nebude nad nase sily.

Studiem vztahu mezi pfibliZnym a pfesnym feSenim se zabyva verifikace,
jejimz cilem je, zhruba feceno, ziskani opravnéného presvédceni, ze priblizné
feSeni je dostatecné dobrou aproximaci feseni presného.

Dalsim krokem v procesu modelovani by méla byt validace, béhem niz po-
suzujeme, zda nas model dostateéné dobte vystihuje ty rysy studovaného jevu,
0 néz se zajimame. Jinymi slovy: sledujeme chovani matematického modelu
(zprosttedkované ovSem verifikovanym numerickym modelem) v situacich, kdy
o studovaném jevu mame dostatek informaci, jeZ miZeme srovnavat s vystupy
aproximaéniho (pfiblizného) modelu. Po verifikaci a validaci model pouzivdme
v novych, avSak modelu odpovidajicich situacich a snazime se z chovani modelu
predpovédét skutecny prubéh studovaného jevu.

Uzivatel modelu by mél ziskat nejen priblizné feseni, nybrz i jeho kvalitativné
vy$si verzi — zarucené TesSeni. Tim se, v ziZzené interpretaci, mysli pfiblizné te-
Seni se zarucenou presnosti, tj. s odhadem velikosti rozdilu mezi pfesnym a pti-
bliznym fesenim. Obecnéji by vsak meélo jit i o odhad nepfesnosti zapfic¢inéné
konkrétni volbou matematického modelu ze skupiny relevantnich modelu.
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PovsSimnéme si, ze konkrétni matematické modely jsou obvykle zatizeny ne-
jistotou, a to pfinejmensim v hodnotach vstupnich dat. Napiiklad neznadme
presné sily, které zatizi most, nebo vlastnosti materialu historické stavby. Jiné
udaje jsou presné jen zdanlivé, kuprikladu tabulkové parametry oceli daného
typu. Ve skutecnosti vétsina tabulek udava stfedni hodnotu nékolika meérenti,
neni snadné nebo levné ziskat statistické a pravdépodobnostni charakteristiky
méfenych velicin.

MiuZeme rozlisit dva druhy nejistoty. Epistemickad (téz redukovatelnd) nejis-
tota je disledkem nasi neznalosti a je mozné ji snizit kuprikladu lepsim méfte-
nim. Aleatorickd (t€z neredukovatelnd) nejistota se vztahuje na situace, jimz
je vlastni pfirozena variabilita — jako pfiklad muze slouzit ptisobeni pfirodnich
podminek (sila a smér vétru, proménnost teploty atd.). V praxi se oba druhy
nejistoty Casto prolinaji.

2 Nejhorsi scénar, pravdépodobnost, nahodné a fuzzy mnoZiny

Cilem metody nejhorsiho scéndfe je najit mezi vSemi uvazovanymi scénari
ten nejnevhodnéjsi, a tim zjistit, lidové feceno, co nejhorsiho mizeme cekat,
abychom se na to mohli pfipravit.

Matematicky je tloha sestavena takto:

A) Uvazované scénare vychazeji z mnoZiny dat, kterd pouzijeme jako vstupni
udaje pro nas model; oznacme ji UUyq.

B) Matematicky model miize byt pfedstavovan napiiklad rovnici pfimo za-
vislou na parametru a € U,q a symbolicky zapsanou D(a)u, = f, kde f je
zndmé pravé strana rovnice (také muize zéviset na néjakém nejistém parame-
tru) a u, je FeSeni rovnice, u néhoz index a znadi, ze feSeni také (nepfimo,
prostfednictvim operdtoru D(a)) zavisi na parametru a. Pfedpokladdme, ze
pro kazdé a € U,q existuje praveé jedno feseni u,.

C) Reseni u, a hodnota vstupniho parametru a jsou ohodnoceny realnym
Cislem ®(a,u,), které vyjadiuje sledovanou veli¢inu, tedy to, co nds na Fe-
Seni a parametru a zajima. Jelikoz u, je jednozna¢né, mizeme hodnotit pfimo
vstupni data kriteridlni funkci ¥(a) = ®(a,u,), kde a € Usq.

D) Maximalizace ¥ na U,y (nejhorsi scénéi): najit a® € Uaq, aby

a® = arg max ¥(a). (1)

a€lyy

Vztah (1) ika, ze pro data a® € U,q nabyva ¥ svého maxima na mnoziné Uaq,
tedy Ze hodnota ®(a®, uq0) je nejvyssi; dostavame nejneptiznivéjsi feseni uqo.
Oznadeni nejhorsi scénaf vychézi z inzenyrské praxe, v niz vysoké hodnoty ve-
li¢in (naptiklad mechanického napéti ¢i teploty) ohrozuji funkénost konstrukee
nebo pristroje. Znalost nejhorsiho scénare je predpokladem k dodrzeni inZenyr-
ské zasady bezpecnosti i za souhry nepfiznivych okolnosti.
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Mizeme hledat i nejlepsi scénaf ag € Uaqg, kdy v (1) nahradime maximum
minimem. Znalost ag a a® nadm pak poslouzi k uréeni rozsahu, ktery sledovana
veli¢ina nabyva na mnoziné dat U,qg:

I'y = [¥(ao), ¥(a’)]. (2)

Priiklad 1. Pfi cesté méstem musi automobil projet deset svétly Fizenych kii-
zovatek. Predpokladejme, Zze na kazdé se zdrzi nejvyse pét casovych jednotek.
Co muzeme fici o celkovém zdrzeni?

P1i feseni metodou nejhorsiho a nejlepsiho scénafe mnozina
Uy = {t = (t17t2,..‘,t10)| t; € [0,5], 1= 1,2,,10}

predstavuje moznd zdrzeni na jednotlivych k¥izovatkach a ¥(¢) = t1 +...+t10
je celkové zdrZeni; rovnice D(a)u, = f v této trividlni tloze nevystupuje. Pak
U(tg) = 0 je minimdlni a ¥(t°) = 50 maximélni zdrZeni, kde to sestava z nul
a t0 tvoii konstanty 5. (]

V metodé nejhorsiho (a nejlepsiho) scénafe se vSechna vstupni data povazuji
za rovnocennd. Velmi ¢asto vSak lze vstupni hodnoté ptiradit néjakou vahu, tou
nejobvyklejsi je pravdépodobnost. Pak se ovsem snazime ziskat vahu i u vystu-
ptl, zajima nés kupiikladu pravdépodobnostni charakteristika hodnot ¥(a).

Statisticko-pravdépodobnostnich pristupi k modelovani nejistoty se nabizi
velké mnozstvi od pomérné elementarnich az po teoreticky a vypocetné slozité
metody. Oblibenou a pro nendro¢né ulohy jednoduchou metodou je metoda
Monte Carlo. Je zaloZena na generovani vzorka dat z U,y s danym znadmym nebo
aspon predpokladanym rozdélenim pravdépodobnosti. Pro kazdy vzorek a se
vyfesi stavova iloha D(a)u, = f a vypocitd ¥(a). Takto vznikly soubor hodnot
sledované veli¢iny ¥ se statisticky zpracuje a ze ziskanych pravdépodobnostnich
charakteristik se odvozuji pravdépodobnosti (ne)pfiznivych nebo zajimavych
scénai.

Piiklad 2 (pokracovani piikladu jizdy méstem). Pfedpokladejme nyni, Ze na
kazdé kfizovatce vznikne ndhodné zdrzeni 0, 1, 2, 3, 4 nebo 5 ¢asovych jednotek,
a to vzdy se stejnou pravdépodobnosti 1/6 (model A) nebo s pravdépodobnosti
zévislou na situaci na predchozi ki¥izovatce (naptiklad pfi zdrzeni 0 se na dalsi
k¥izovatce s pravdépodobnosti 1/6 voli mezi zdrzenimi 0, 0, 1, 2, 3, 4 jednotky,
model B, zelend vina).

Postupujme metodou Monte Carlo. Myslené auto nechame projet deseti kii-
Zovatkami, na kazdé kiiZovatce ndhodné generujeme zdrzeni (kupiikladu vrhem
kostky) a zapamatujeme si celkové zdrzeni pfi jednom prijezdu méstem. Ta-
kovych prajezda uskutecnime napt. 100000 a vysledky statisticky zpracujeme.
Vystizné jsou i grafy, viz Obr. 1 s histogramy celkového zdrzeni (vlevo) a s po-
¢tem vozll se zdrzenim mensim nebo rovnym ¢asu ¢ (vpravo). O
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Obr. 1: K pfikladu 2. Model A nahote, model B dole.

S pravdépodobnostnim pohledem na nejistotu ¢astecné souvisi i teorie nd-
hodngch mnozin (random sets) (téz Dempsterova-Shaferova teorie), v niz jsou
véhy (pFipominajici pravdépodobnosti) pfidéleny mnozindm vstupnich dat. Pro
kazdou mnozinu se vypo¢ita ptislusny rozsah (interval) sledované veli¢iny (viz
(2), zde se uplatni nejlepsi a nejhorsi scénéf) a z vah mnozin vstupt se odvodi
véha intervalu. Hlavnim pfinosem teorie vSak je moznost posuzovat, jak libo-
volné zvolené mnoziny (napiiklad libovolné intervaly) sledované veli¢iny sou-
hlasi s informacemi, jez mame o vstupnich datech a o intervalech vystupt. Tak
je mozné najit mnozinu, kterd vhodné reprezentuje nejisté chovani sledované
veli¢iny, a dokonce kvalitu této reprezentace vyjadrit ¢iselné.

Kvili kratkému rozsahu prispévku se tomuto pristupu nebudeme déle veé-
novat. Uvedme jen, Ze v poslednim desetilet{ o rostoucim zdjmu o ndhodné
mnoziny svédéi vyrazny prirtistek po¢tu odbornych praci véetné aplikacné za-
méfenych monografii.

Dalsi zpusob popisu nejistoty — teorie fuzzy mmnozin — nahrazuje ¢isla inter-
valy s definovanou funkeci prislusnosti, jez je zobecnénim charakteristické funkce
mnoziny. Hodnota funkce piislusnosti lezi v intervalu [0, 1] a vypovid4 o stupni
prislusnosti argumentu funkce k dané mnozinég, opét tady predstavuje jakousi
vahu. Definuji se podmnoziny *U (a-fezy) fuzzy mnoziny U sestavajici z téch
prvki fuzzy mnoziny, jejichz hodnota piislusnosti je alesponn o € (0,1], viz
Obr. 2.
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0.5

Obr. 2: Funkce piislusnosti (vlevo), a-fez (vpravo).

Pii vySetfovani tlohy s fuzzy vstupnimi daty je cilem zjistit vahy hodnot
sledované velic¢iny, tedy sestrojit jeji funkci prislusnosti. Postupujeme tak, ze
na a-fezech vstupnich dat vypoéteme rozsah sledované veli¢iny (opét nejlepsi
a nejhorsi scénar, viz (2)), tim ziskdme a-fezy sledované veli¢iny, z nich sestro-
jime funkci prislusnosti.

Priklad 3. Necht &ifeni nédkazy popisuje vztah N; = (1 + k) Ny, kde Ny je
vychozi pocet nakazenych a INV; je pocCet nakazenych za t dnil. Zajima nas No;
v piipadé, Ze k je fuzzy parametr; Obr. 3 (vlevo). Na zdkladé a-fezli parame-
tru k a vypoétu mocnin (1 + k)*, kde za k dosazujeme krajni hodnoty a-fezii,
vypoéteme a-fezy nejistého ¢isla (1 + k)2! a vykreslime funkci pifslusnosti od-
povidajici fuzzy hodnoté vyrazu (1+k)?!, jenz je rozhodujici pro rychlost sfieni

nékazy; Obr. 3 (vpravo). O
1 1
08
06
04
0.2
0 0.06 0.09 0.11 0.18 0
parametr k 0 5 10 p? 30

Obr. 3: K prikladu 3.

3 Volné dostupny software

Reseni tloh s nejistymi daty usnadni vhodny software. Pro soukromé a skolni
potieby je moZzné pouzit mocné ndstroje pro symbolické a (nebo) numerické
vypolty a vytvareni graft. Zakladni pfehled ziskdme na Wikipedii [1] a [2].
Mezi nejpopulérnéjsi systémy patii:

1) Maxima [5]. Predevsim pocitacova algebra, ale i numerické metody. Bo-
hatéd dokumentace riizné naroc¢nosti v angli¢ting, v ¢estiné napf. [6].
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2) Euler [3]. Numericky orientovany software integrovany se systémem Ma-
xima. Velka sbirka ukazkovych pfikladi. Kromé cizojazycné dokumentace k se-
znédmeni se systémem poslouzi i [4] v CeStiné.

3) Sage [10]. Obsahly systém, v prostiedi jazyka Python integruje cca
100 softwarovych balikl pro pocitac¢ovou algebru a numerické metody. Zakladni
predstavu poskytuje i Gesky text [11].

4) Octave [7]. Systém zaméFeny zejména na numerické metody, dokumentace
v angli¢ting, uziteény manudl v ¢estiné [8]. Podobny je Scilab [12], [13].

Zmifime jesté Python [9], moderni programovaci jazyk s rozsahlymi moznost-
mi a specializovanymi knihovnami, jehoz popularita roste zejména v akade-

mické a profesiondlni sféfe. Bohat4 literatura elektronickd i papirova, a to jak
v angli¢ting, tak v CeStiné.
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CISELNE PRUMERY KOLEM NAS

JAROSLAV ZHOUF

Obsahem tohoto pfispévku je prezentace né€kolika typt primérnych hodnot
pocitanych ze zadanych ¢iselnych tdaji. Kazdy pramér je dokumentovan tlo-
hou, aby byla zdivodnéna uzite¢nost této teorie ve skole i v praxi. Na zavér
¢lanku se objevuje tivaha, zda vypocet prumérné znamky pomoci aritmetického
prameéru je ten nejspravnéjsi postup.

Prispévek je rozdélen do ¢tyr casti:
e Uvod
e Ulohy na vypoéet pramérnych hodnot
e Vztahy mezi primeéry

e Jak vypocitat primérnou zndmku z predmétu

1 Uvod

Clanek se zabyva fesenim situaci, kde se uziva aritmeticky, geometricky,
harmonicky, kvadraticky atd. prameér.

Clanek vznikl jako reakce na mou dlouholetou zkusenost s neznalosti poci-
tani pramérnych hodnot lidmi, ktefl uz jsou mimo skolu, ale i zaky ve Skole,
a dokonce i uéiteli, ktefl by méli tuto problematiku zaky ucit.

Ptal jsem se zaku a studentt: ,Pocitali jste nékdy ve Skole nebo v zivoté
aritmeticky primér nékolika hodnot?“ Odpovéd zni ,ano“. Ptal jsem se déle:
»A pocitali jste nékdy geometricky, ¢i harmonicky, ¢i kvadraticky prameér né-
kolika hodnot?“ To uz témér nikdo nevédél. Ptal jsem se i kolegt: ,,Pocitate
ve skole ulohy na vyuziti aritmetického, ¢i geometrického, ¢i harmonického, ¢i
kvadratického priméru?“ Odpovéd na aritmeticky primér byla pozitivni, ale
na ostatni primeéry byla téméi vzdy negativni. Ve skuteCnosti se ale takové
tlohy ve skole i kolem nas pocitaji.

Mé&m zkuSenost, Ze zici pfi piijimacich zkouskéch na stfedni Skolu (a to
dokonce do t¥id se zaméfenim na matematiku) pocitaji pramérnou rychlost
auta, které jede z mista A do mista B stalou rychlosti 80 km/h a zpét
z mista B do mista A stalou rychlosti 120 km/h, za oba tseky dohromady
jako (80+120)/2 km/h = 100 km/h. Nebo kdyz po¢itaji délku hrany priimérné
krychlové krabice, kterda méa stejny objem jako soubor krychlovych krabic s hra-
nami délek 10 cm, 20 cm, 60 cm, 60 cm, 70 cm, 80 cm, jako

(10 + 20 + 60 + 60 + 70 + 80)/6 cm = 50 cm.
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A stejné tak se chovaji i mnozi dospéli, ucitele nevyjimaje. Ve skole existuje
fada uloh, kde poc¢itame néjaky primeér ze zadanych hodnot, napt. ,Vypoctéte
pramérnou hodnotu z ¢isel 80 a 120.“ a minime tim aritmeticky pramér téchto
dvou hodnot. Ve vétsiné pripadt ale nezni tkol ,Vypoctéte primérnou hod-
notu ...“, nybrz opisuje se jinymi slovy, napf. , Jaka je délka hrany krabice,
ktera ma stejny objem jako Sest krabic se zadanymi délkami hran?“ V uéeb-
nicich se nemluvi o pramérné hodnoté, tak v okamziku, kdy se zeptame na
prameérnou hodnotu, pouzije se jen jediny vzorec na vypocet aritmetického
praméru. Kdybychom ale pouzivali ¢astéji otazku ,Vypoctéte primérnou hod-
notu ...“, tak by se zaci vice zamysleli, jaky vzorec to maji vlastné pouzit.

Daéle se tedy zaméfim na spravné zpusoby pocitani priamérnych hodnot.
Spravny zptsob vypoctu primérné hodnoty nezavisi napf. na mé naladé, ale
vSe je dano logikou véci a prirodnimi zakonitostmi.

2 Ulohy na vypocet primérnych hodnot
Uloha 1. Vypo¢téte priomérnou znamku, jestlize zak dostal postupné znamky
2,2,2,2,3, 3, 3,4, 5, které maji stejnou vahu.
Resent. Primérna zndmka je
242424+24+34+34+3+4+5
p = =

3.
9

Uloha 2. Vypoététe primérnou rychlost p automobilu na celé své draze, jestlize
prvni hodinu jel rychlosti @ = 80 km/h a druhou hodinu jel rychlosti b =
120 km/h.

Resent. Priimérna rychlost se poéita jako podil celkové ujeté drahy a celé doby
jizdy. V nasem piipad€ to je

a+b  80+120

5 5 km/h = 100 km/h.
Pocitali jsme podle vzorce

a+b
2 )

A(avb) =pP=

¢emuz se Fika aritmeticky pramér ¢isel a, b. Oznaéili jsme ho A(a, b).

Uloha 3. Uréete primérnou rychlost automobilu, ktery jede z mista A do
mista B stélou rychlost! ¢ = 80 km/h a zpét z mista B do mista A stalou
rychlosti b = 120 km/h.

Resent. Je-li s vzdalenost mezi misty A, B, dale t doba jizdy z A do B a u doba
jizdy z B do A, je prumérné rychlost rovna
2s 2s 2

2
_ L - km/h = 96 km/h.
t+u  +3 o+t w1

p
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Vidime, Ze tato hodnota je mensi nez v pfedchozim ptipadé. Pocitali jsme podle
vzorce

2 2ab
H(a,b)=p= =
(a,b) =p T 1= 0y

¢emuz se ¥ika harmonicky prameér &isel a, b. Oznaéili jsme ho H(a,b).

Uloha 4. T¥i Popelky ptebiraji hromadu hrachu. Prvni Popelka by ho pfebrala
za a = 2 hodiny, druhé za b = 3 hodiny a tfeti za ¢ = 6 hodin. Za jak dlouho
by prebrala hromadu ,,primérna Popelka“?

Reseni. Prvni Popelka piebere za jednu hodinu 1/2 hromady hrachu, druh4
1/3 hromady a tfeti 1/6 hromady. Celkem tedy za jednu hodinu pfeberou
v8echny tfi 1/2+1/3+1/6 hromady. JelikoZ Popelky jsou tfi, budou pfebirat
tfi hromady a bude jim to trvat primérnou dobu

——— hodiny = 3 hodiny.

Opét je to harmonicky pramér, tentokrat ze tii ¢isel

_ 3abe
+% T ab+ac+be

H(a,b,c)=p=

o= O

Q=

+

Uloha 5. Obdélnik m4 rozméry a = 2 cm, b = 8 cm. Jaké rozméry ma étverec
stejného obsahu jako obdélnik, tj. jak se musi ,zprimeérovat® hodnoty a, b?

Resend. Je-li p strana ¢tverce, plati
p? = ab,

Je to méné, nez kdybychom spocitali aritmeticky pramér ¢isel a, b. Pocitali
jsme podle vzorce

G(a7b) =p = Vab,
¢emuz se Fika geometricky primér éisel a, b. Oznadili jsme ho G(a,b).

Uloha 6. Kvadr mé rozméry a, b, c. Jaké rozméry ma krychle stejného objemu
jako kvadr, tj. jak se musi ,zprameérovat“ hodnoty a, b, c?

Resent. Hrana hledané krychle je
G(a,b,c) = p = Vabe.

coz je geometricky praimér cisel a, b, c.

Uloha 7. V poslednich t¥ech letech byla tirodnost osiva, tj. ¢islo udévajici, ko-
likrat vice se sklidilo, nez zaselo, rovna 25, 30, 36. Jaka byla primérna trodnost
v téchto tfech letech?
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Resend. V prvnim roce se z jednoho metrického centu ziskalo 25 metrickych
centl, z nich se pak ziskalo 25 - 30 metrickych centd a z nich se nakonec ziskalo
25-30-36 metrickych centii. Pfi pocitani primérné trodnosti p se prvnim rokem
ziskalo z jednoho metrického centu p metrickjch centil, z nich pak p? metric-
kych centl a z nich p® metrickych centfi. Porovnanim obou hodnot dostaneme

prameérnou hodnotu
p=v25-30-36 = 30,

a nikoli (25 + 30 + 36)/3 = 30,333 . ...

Uloha 8. Urcete délku p strany dvou priimérngch étvercii, které maji dohro-
mady stejny obsah jako ¢tverce o délkach stran a = 10 cm a b = 70 cm. (V tloze
s redlnym podtextem muzeme mluvit napf. o ¢tvercovych polich.)

Reseni. M4, platit

2p2 — g2 + b2,
a? + b2 102 + 702
p= 9 = B cm = 50 cm.

Tato hodnota je vétsi nez aritmeticky primér ze zadanych hodnot. Pocitali

jsme podle vzorce
2 1 2
Qo) =p = | "

coz je kvadraticky primeér ¢isel a, b. Oznadili jsme ho Q(a,b).

Uloha 9. Urcete délku p hrany Sesti priimérnych krychli, které zaberou stejny
objem jako krychle o délkach hran ¢ = 10 cm, b = 20 cm, ¢ = 60 cm, d =
60 cm, e = 70 cm a f = 80 cm. (V tloze s redlnym podtextem muzeme mluvit
napf. o krychlovych nddobach nebo kopani jam, kde kazdy den vykopeme jednu
jdmu a ptdme se na priamérnou jamu.)

Reseni. M4 platit

6p3:(13+b3+03+d3+63+f3,

\3/a3+b3+c3+d3+e3+f3
p: 6 =
3/103 4203 4 603 + 603 + 703 + 803
= 5 cm = 60 cm.

Tato hodnota je vétsi nez aritmeticky primér ze zadanych hodnot. Pocitali
jsme podle vzorce

A+t +dd e+ f3
6 )

C(G/?bVC?d’e?f) :p: i’/

coz je kubicky primér isel a, b, ¢, d, e, f. Oznaéili jsme ho C(a,b,c,d, e, f).
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Uloha 10. Pomoci pravitka a kruzitka sestrojte tsecku délky p = /6.
Reseni. Mtizeme psat
V6=v2-3=vV1-6=14-15="---,

coz znamena, 7e &islo v/6 je geometrickym primérem ¢isel 2 a 3, nebo 1 a 6,
nebo 4 a 1,5 atd. Na sestrojeni této tsecky pomoci dvou zadanych tsecek nam
miuze poslouzit napf. Euklidova véta o vysce. Jeji odvozeni je jednoduché i pro
zéky zakladni skoly. Na obrazku je pravothly trojihelnik ABC' svoji vyskou C'P
rozdélen na dva podobné trojihelniky ACP a CBP, pro néz plati p/a = b/p,
neboli p = Vab. Sestojime tedy tsecku délky a +b a nad ni jako nad primeérem
Thaletovu kruznici. V bodé P vztycena kolmice protne kruznici v bodé C, ¢imz
ziskdme tsecku délky p. Na obrazku je a = 1,5 cm, b = 4 cm.

C

A a P b B

Uloha 11. Vazime maso na nerovnoramennych vahach. Nejprve ho polozime
na levou misku vah a vyvazime zévazim a = 2,25 kg. Pak ho polozime na
pravou misku vah a vyvazime zavazim b = 1,44 kg. Kolik vazi maso skutecné,
tj. jaka je primérna hmotnost masa vypoctena z navazenych hmotnosti?

Reseni. K feSeni vyuzijeme rovnovahy na dvojzvratné pace. M4-li levé rameno
vah délku u a pravé rameno délku v a skuteénd (prmérna) hmotnost masa je
p kg, mizeme psat:

pu = 2,25v

pv = 1,44u

Vynasobenim obou rovnic a naslednou tpravou dostaneme

p?uv = 2,25 - 1,44uv,

p=1+/225-144=15-12=18.

Skuteénad hmotnost masa je 1,8 kg. Pocitame-li to pomoci aritmetického pri-
méru, tak si myslime, Ze jsme koupili 1,845 kg masa, coz je pouhy psychologicky
moment.
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Uloha 12. Odvodte vzorec pro stiedni kvadratickou rychlost molekul plynu.

Reseni. Ozna¢me n pocet molekul plynu v uvazovaném souboru, m hmotnost
jedné molekuly plynu, v, v, ..., v, skutecné rychlosti jednotlivych molekul,
v prumérnou rychlost vSech téchto molekul. Pro skuteéné a primérnou kine-
tickou energii molekul souboru plati

1 1
n'§mv2: 5mvf+§mv2+--~+5mvi,
U\/v%+v§+~~+vi
- Y

n

coz je kvadraticky prumér rychlosti jednotlivych molekul.

3 Vztahy mezi praméry

Mezi uvedenymi, ale i mezi dal§imi, zde neuvedenymi, prameéry plati cela
fada vztahi. NejCastéjsi z nich jsou nerovnosti mezi nimi. A z nich je asi nej-
znameéjsi tzv. AG-nerovnost, kterd mé pro libovolné kladné hodnoty a, b tvar:

\/@ S a —2F b
Analogicky plati dalsi nerovnosti pro dvé kladné hodnoty a, b:

min(a,b) < H(a,b) < G(a,b) < A(a,b) < Q(a,b) < C(a,b) < max(a,b)

. 2ab a+b \/a2+b2 </a3+b3
< 7 <Vab < < < <
min(a, b) < PR ab < 5 = 5 < 5 < max(a, b)

Rovnost v téchto nerovnostech nastane, pravé kdyz se primeérované hodnoty
rovnaji. Zde jsou uvedeny vztahy mezi priméry, kdyz se prtiméruji jen dvé
hodnoty. Analogicky to ale plati, i kdyZ se priiméruje libovolny pocet hodnot [1].

4 Jak vypocitat prumérnou znamku z pfedmétu

Dostavame se k zajimavé otazce, a sice jak bychom méli spravné vypocitat
vyslednou zndmku z pfedmétu z né€kolika danych znamek. Vidéli jsme, ze mame
vétsi mnozstvi moznosti, jak to udélat. Ktery prameér si tedy mame zvolit?
Zkusme nejprve spocitat priumérnou znamku ze dvou znamek pomoci riuznych
priméri. Reknéme, ze 74k dostal dvé znamky, a sice 1 a 5. V tom piipadé jsou
hodnoty praméri:

2.1-5
H(1,5) = =——= =1,667
(1,5) T+5 :
G(1,5) =V1-5=2,236
1
A5 =150 g
2
12 + 52
Q(1,5) = ; = 3,606
13 + 53
c(1,5) =y 5 = 3,979
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Vypoc¢tené hodnoty potvrzuji vySe uvedené nerovnosti. Dilezité je uvédomit
si, ze praumérna hodnota musi lezet mezi ¢isly 1 a 5, nemusi vSak byt uprostred.
Hlavné vsak je vidét, ze by zak mohl dostat jakoukoli znamku od 1 do 5. Tady
nas urcité napadne otazka, jaky vypocet bychom méli pouzivat, kterd z vy-
poctenych hodnot pfedstavuje tu spravnou znamku. Dveé zcela odlisné znamky
je krajni ptipad, ktery asi nenastane, vypoc¢téme tedy priméry znamek pro
realnéjsi pripad, a to pro skupinu znadmek 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5:

H(2,2,2,2,3,3,3,4,5) = 2,647
G(2,2,2,2,3,3,3,4,5) = 2,806
A(2,2,2,2,3,3,3,4,5) =

Q(2,2,2,2,3,3,3,4,5) = 3,180

Pii vétsim poctu zndmek a jejich rovnomérnéjsim rozdéleni uz rozdily nejsou
tak veliké, takze je témér jedno, podle jakého priaméru znamku pocitame, presto
tu rozdily jsou a mohou ovlivnit vyslednou znamku z predmétu.

I pres tento viceméné pozitivni zavér z vypoctl raznych pruméri se priznam,
Ze nevim, proc se nejcastéji pocita znamka jako aritmeticky pramér obdrzenych
znamek. Dovedu si pfedstavit, ze si znamku znazornim v zapisniku jako ¢tve-
recek o strané délky, ktera je rovna obdrzené znamce. Na zavér si pak udélam
Ctverec, ktery ma obsah stejny jako soucet obsahi vSech dil¢ich ¢tverecki, ¢imz
vlastné pouziji kvadraticky primér. Téz si umim predstavit, ze znamka bude
predstavovat pocet hodin, za které zak stihne udélat celkovou praci. Pak je to
prevedeno na harmonicky primér. Jediny divod uzivani aritmetického prameéru
je dle mého snad v jeho jednoduchém vypoctu.

LITERATURA

[1] H. J. Bartsch, Matematické vzorce, Mlada fronta, Praha, 2002.

doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.
Pedagogicka fakulta UK

Katedra matematiky a didaktiky matematiky
M. D. Rettigové 4

116 39 Praha 1
jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz



56

TUHE A TEKUTE: MOZNOSTI A MEZE MATEMATICKEHO
MODELOVANI V MECHANICE KONTINUA

Vit PROSA

1 Uvod

Podivuhodny vztah matematiky a redlného svéta dobfe vystihuje néasledujici
historka prevzata z [5].

Po letech se na srazu absolventi stfedni skoly setkaji dva spoluzaci a bavi se
o praci. Jeden z nich je statistikem a v priibéhu rozhovoru ukaze spoluzékovi,
ktery nemé o matematice ani ponéti, sviij nejnovéjsi ¢lanek o statistickych cha-
rakteristikdch populace. Clanek, jak uZ to ve statistice byva, zacina vzorcem
pro Gaussovo rozdéleni, a statistik zac¢ne spoluzakovi vysvétlovat vyznam jed-
notlivych termind jako je primeér a podobné. Spoluzék si neni prilis jisty, ze si
z néj statistik neutahuje a tak se ho zeptd, co znamené pismenko 7 v textu.
,lak to je m,“ fekne statistik, ,souvisi to s pomérem poloméru kruhu k jeho
obvodu.“ A spoluzék méa nahle jasno. , Tak ted uz prehénis, ne? Co ma polomér
kruhu spolec¢ného s charakteristikami populace?*

To je zajimavé pozorovéani, které lze v podstaté pouzit ke zformulovani od-
povédi na otézku, co je to matematika. V tomto smyslu je matematika néstroj
na hledéani a popis podobnosti mezi riiznymi systémy. (V citovaném piibéhu jde
spiSe o vyuzitelnost jednoho matematického nastroje v mnoha zcela odlisnych
situacich, nikoliv o podobnost populace a kruhu.) V kontextu matematického
modelovani v mechanice kontinua, které je predmétem tohoto kratkého pojed-
nani, lze s nadsazkou fici, ze matematika umoznuje zkoumat chovani jednoho
fyzikalniho systému — proudéni tekutin — pomoci zcela odlisného fyzikalniho
systému, a sice PN prechodu v polovodicich. PN ptechod je totiz pfesné to, co
je ,uvniti“ polovodi¢ovych soucastek v pocitaci.

2 Mechanika kontinua

Je zjevné, ze mezi obéma fyzikalnimi problémy — proudéni tekutin a fyzikalni
déje uvnitt polovodi¢ovych soucastek — je obrovska propast a neni uplné ziejmé,
jakym zpisobem ji pfekonat. Pojdme se tedy seznamit s tim, jak si s takovymto
tkolem poradit. Prvnim krokem je matematické uchopeni problému proudéni
tekutin. To je mozné provést nékolika zplisoby. Uvazujeme-li naptiklad plyn,
miizeme se pokusit modelovat ho jako velké mnozstvi kuliéek (atomil), které
do sebe narazeji a ridi se pfitom zdkony newtonovské fyziky. Muzeme ale také
zvazit popis plynu jako souboru ¢astic, ktery se ¥idi zakony kvantové mechaniky.
Nebo je mozné plyn chapat jako spojité rozprostfenou latku, kontinuum, pro
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kterou je dtilezité stanovit rychlost, tlak a teplotu v kazdém bodé oblasti, kterou
plyn pfi proudéni vypliuje.

Posledné jmenovany piistup nazyvame fenomenologickym pristupem, a to
proto, ze tento pristup si neklade za cil vysvétlit, jak presnée vypadd plyn pri
mikroskopickém pohledu, ale cilem je pouze popsat, jak se plyn chovd, je-li vy-
staven nejakému makroskopickému pusobent, tedy kupfikladu stlacovani, ohti-
vani a podobné. Pro popis tohoto chovani pouziva vyhradné makroskopickych
veli¢in jako je tlak, teplota, rychlost a dalsi, a odhlizi od mikroskopické inter-
pretace téchto velicin. Tlak plynu lze samoziejmé vysvétlit jako narazy atomil
¢i molekul plynu do stény nadoby, tedy jako néjaky makroskopicky projev mi-
kroskopického chovani ¢astic, ale neni to bezpodmine¢né nutné. V mnoha pfi-
padech staci pouze védét, jaka je naptiklad souvislost mezi tlakem a teplotou,
tedy dvéma makroskopickymi veli¢inami pfistupnymi jednoduchému méfeni.

Fenomenologicky pfistup je vihodny v fadé prakticky zajimavych oblastech,
kupfikladu pfi zkoumani proudéni vzduchu okolo trupu a kiidel letadel. Je
ovSem dulezité uvédomit si, ze v jinych pripadech, napfiklad pro velmi ridké
plyny, bude nejspise lepsi popsat plyn napiiklad metodami molekulové fyziky.

3 Matematické problémy v mechanice kontinua

Pokud se rozhodneme vyuzit pristupu zaloZeného na predstavé spojitého
prostfedi, je matematicka formulace modelu pomérné jednoduché, v podstaté
sta¢i upravit Newtonovy pohybové zakony, zejména zdkon sily F = ma, tak,
aby byly pouzitelné pro popis spojité rozprostiené hmoty. Zbyva vsak ucinit
jeden dulezity krok, a sice popsat jaky je vztah mezi napétim (rozloZenim sil)
v materidlu a jeho deformaci. Takovyto vztah nazyvame konstitutivni rovnici
a predstavuje popis vlastnosti materidlu. Je to stejnd tloha jako urcit, co je
nutné dosadit do Newtonovych rovnic jako ﬁ, pokud chceme kupfikladu fesit
pohyb planet. V pfipadé pohybu planet vyjadfujeme silu jako funkci vzdéle-
nosti a hmotnosti, v mechanice kontinua mutze rozlozeni sil zaviset na teploté,
hustoté materidlu, deformaci a podobné. Piikladem takovéhoto vztahu je pa-
tficné zobecnény Hooketv zdkon nebo stavova rovnice pro idealni plyn. Této
navysost zajimavé otazce se vSak nebudeme vénovat, podrobnéji je o ni na
populérni trovni pojednéno napiiklad v [1].

Vysledny matematicky model je nasledné povétsinou zformulovan jako po-
mérné rozsdhly systém parcidlnich diferencidlnich rovnic, jehoz konkrétni po-
doba neni v tuto chvili dilezita. Nastinime si pouze, jaké matematické otazky
s timto systémem rovnic souvisi, a vyuzijeme k tomu jednoduchou rovnici

ax® +bx +c=0.

Mysleme si, ze koeficienty v kvadratické rovnici jsou realna Cisla a ptejme
se, pro jaké hodnoty a, b a ¢ existuje feSeni dané rovnice. To je otazka velice
oSemetnéa, protoze odpovéd se miize lisit v zdvislosti na tom, co chapeme jako
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feSeni. Pokud trvame na tom, Ze FeSenim musi byt redlné cislo, je zjevné, Ze
existuji takové kombinace koeficientti, kdy rovnice nema feseni.

Pokud naopak pfipustime ,zobecnéné feSeni®, to jest budeme feSeni hledat
v oboru komplexnich ¢isel, pak takovéto feseni najdeme vzdy. V pripadé€ par-
cialnich diferencialnich rovnic se tato situace do jisté miry opakuje. Muzeme
se kuprikladu ptat, zda pfipustime jako feSeni néjakého problému nespojité
funkce, tedy funkce, které nemaji derivaci v klasickém smyslu. Je nasnadé, ze
z fyzikalniho pohledu takovéto nespojité feseni potiebujeme, pokud chceme po-
psat napriklad razové vlny nebo lom materiald. Na druhou stranu to znamena,
7ze bude nutné vymyslet zptisob, jak zobecnit pojem derivace pro nespojité
funkce. Moderni matematika si nastésti s takovymito problémy umi poradit.

Pozoruhodné je, ze o feseni rovnic mizeme ziskat mnoho informaci, aniz
bychom rovnice primo vyresili, tedy aniz bychom nasli vzorec pro feseni dané
rovnice. V ptipadé kvadratické rovnice rozhoduje o existenci feSeni diskrimi-
nant, coz je néjaka kombinace koeficientti rovnice. Otazka existence FeSeni tedy
v podstaté neni zodpovézena tak, Ze najdeme navod na sestrojeni feseni, ale
pouze tak, zZe zformulujeme jednoduché kritérium pro jeho existenci. Stejné
tak 1ze z rovnice mnoho vy¢ist o kvalitativnich vlastnostech feseni a to opét
aniz bychom feseni pfimo spocetli. Vime kuptikladu, jakou hodnotu bude mit
souc¢in obou kofenu a soucet obou kofenti, vzpomenme si na Vietovy vzorce.

Soustavy parcialnich diferencidlnich rovnic 1ze zkoumat stejnym zptisobem,
kromé existence a kvalitativnich vlastnosti feseni je vSak nadmiru dilezita
i otazka jednoznacnosti Teseni. Ponechme na okamzik stranou matematické
otazky a podivejme se, pro pobaveni, na problém jednoznacnosti feseni o¢ima
filozofie.

Pierre Simon de Laplace (1749-1827) v devatenactém stoleti vyvolal, v ramci
myslenkového pokusu, k zivotu obludu zvanou na jeho pocest Laplacetiv démon,
viz [2], které pfisoudil schopnost feSit pfesné rovnice klasické fyziky. Pokud
by démon znal stav vesmiru v daném ¢ase (to jest polohy a hybnosti vSech
¢astic), mohl by si FeSenim Newtonovych rovnic spoéist stav vesmiru v libovolné
vzdalené budoucnosti ¢i minulosti. Z toho mimo jiné plyne, Ze lidé nedisponuji
svobodnou viili, to jest nemohou se rozhodnout, co ucini, vse je uréeno feSenim
Newtonovych rovnic a stavem vesmiru v néjakém minulém case.

Obvykle se v populérnich textech mluvi o tom, ze démon neni schopen vypo-
Cet provést, protoze v principu nelze soucasné presné zmérit polohu a hybnost
Céstic (Heisenbergiiv princip neurditosti v kvantové mechanice). To znamen4, Ze
démon nem4 a nikdy nebude mit k dispozici vstupni data pro vypocet a vlastné
nam tak, diky kvantové mechanice, zbyva prostor pro svobodnou vili. I bez
kvantové mechaniky vSak mame k dispozici nastroj pro vymitani Laplaceova
démona, a sice otazku jednoznacnosti feSeni. Zduraznéme, ze i deterministicky
systém — v tom smyslu, ze FeSeni je popsdno danymi rovnicemi presné bez
jakékoliv statistické interpretace — totiz miize mit vice feSeni, rovnice mohou
predpovédét ,mnoho“ ruznych budoucich stavi vesmiru. Zkouméani problému
jednoznacnosti feSeni tedy muzeme, pokud touzime po obskurnich interpreta-
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cich, chapat jako priizkum schopnosti Laplaceova démona.

Dalsim z fady matematickych problému je otazka jak feSeni, o kterém vime,
Ze existuje, spocist. Systém rovnic popisujicich chovani néjakého materialu je
natolik slozity, Ze nelze doufat v to, Ze pro feSeni dokdZzeme odvodit néjaky
explicitni vzorec. Jak se tedy k feSeni muzeme dopracovat? Protoze se zaby-
vame spojitym prostfedim, je feSenim problému néjaka funkce polohy a casu.
To ovSem znamend, Ze potfebujeme znat hodnotu dané hledané funkce (na-
priklad tlaku) v nekone¢né mnoha bodech, coz je pravdépodobné nesplnitelny
sen. Namisto toho se muZeme pokusit najit hodnoty funkce v nékolika mélo
bodech a pokud potfebujeme znét hodnoty reseni mimo tyto body, spocteme
je prostou interpolaci ze znamych hodnot v blizkych bodech, ve kterych feseni
zname. Namisto hledani presného feseni se tedy zaméfime na hledani pribliz-
ného feseni.

To je naprosto ospravedlnitelny pfistup i z ryze praktického hlediska. Po-
kud se zajimame, dejme tomu, o pruhyb nosniku pfi néjakém zatizeni, lze si
predstavit, ze se v béznych situacich spokojime s vysledkem, ktery je pfesny na
milimetry. Pocitat s vyssi presnosti je veskrze zbytecné. Zde opét vstupuje do
hry matematika, kterd ndm umozni urcit, nakolik je pfiblizné feSeni vzdaleno
od presného feSeni, aneb jakou jsme do vypoctu zanesli chybu. Pojdme se opét
podivat, jak by cely problém vypadal v pripadé kvadratické rovnice.

Zde si mizeme predstavit, Ze parabolu axz? + bx + ¢ nahradime po ¢astech
linearn{ funkei, kterd bude spojovat body [z;, ax? + bx; + ], kde i = 1,..., N
a N je néjaké dostatecné velké ¢islo. A nasledné budeme namisto feseni rovnice
ax® + bx + ¢ = 0 hledat odpovéd na otazku, kde se tsecky spojujici body
[#;,ax? + bx; + ] protnou s osou y = 0. Neni té7ké uvédomit si, ze pokud
body z; zvolime $patné, tak zadna z tseéek spojujicich body [z;, ax? + bx; + |
nemusi protnout horizontélni osu a to i v pripadé, Ze rovnice ax® +bx +c =0
md resent.

Mizeme se tedy ptat, jak velké musi byt NV a jak musime rozmistit body z;,
abychom, pokud m4 rovnice ax? + bz + ¢ = 0 FeSeni, také dostali, v nasem zjed-
noduseném piipadé, néjaké reseni. Uvedeny piiklad ukazuje, ze otazka existence
priblizného feseni zjevné bude piinejmensim stejné komplikovand, jako otazka
existence presného Feseni. A to jsme ani nediskutovali otazku, jak daleko bude
toto Feseni od presného feseni. Moderni matematika umi, v mnoha pripadech,
najit cesty, jak podobny problém fesit i pro soustavy nelinedrnich parcialnich
diferencialnich rovnic. Je v8ak nutné pfiznat, ze existuje také mnoho aplikacné
zajimavych parcidlnich diferencidlnich rovnic, pro které zminéné otédzka neni
viitbec zodpovézena — pravé na tyto rovnice se soustfedi matematicky vyzkum.

Problémtm s vypoctem feseni vsak neni konec. Ve vyse uvedeném ptipadé
jsme néjaky nelinedrni problém (TeSeni kvadratické rovnice) prevedli na feSeni
linedrnich problému (priseéik tsecky s horizontalni osou). To lze v principu
udélat i pro soustavy parcialnich diferencidlnich rovnic. Otézkou zustava, jak
fesit soustavy linearnich algebraickych rovnic, coz je problém, kterému budeme
celit, pokud se rozhodneme uplatnit cosi jako vySe diskutovany postup.
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Naivni odpovéd by mohla byt, Ze soustavu linedrnich rovnic ,vyfeSime na
pocitaci“, a Ze to pfeci neni problém hodny matematika. Opak je pravdou.
Soustavy linearnich rovnic, které takto dostaneme, mohou byt obrovské, bez
problémd mohou ¢itat milidny neznamych, a predstava, ze takovéto systémy
lze pfimocafe vyfesit Gaussovou eliminaci, je zcela zcestna. (Poéitace mimo
jiné nepracuji s redlnymi c¢isly, pracuji s kone¢nym desetinnym rozvojem, coz
znamena, 7e jsou nachylné k zaokrouhlovacim chybam, které mohou byt pro
takovyto vypodet smrtici.) A opét pfiSel ¢as na matematiku, kterd nabizi na-
stroje, jak se s timto problémem vyporadat. Zasadni otazkou je, stejné jako
vyse, jaké chyby se na této trovni dopustime a nakolik nas tato chyba vzdali
od presného feseni naseho ptivodniho matematického modelu.

4 Zavér

7 uvedeného je ziejmé, ze ditkladné uchopeni celého fetézce matematického
modelovani — od névrhu modelu po numerické vypocty — vyzaduje zvladnuti
mnoha matematickych technik a ziroveni hluboké znalosti fyziky. (Fyzikdlni
aspekty modelovani jsme v tomto pojednani zcela opomenuli. Jen podotykame,
ze zakladnim nastrojem je nerovnovazna termodynamika — pro popularni se-
zndmeni se s timto oborem lze séhnout napiiklad po knize [3].) Pfes ndroénost
celého procesu vsak dnes existuji fyzikalni systémy, u kterych jsou zminéné
otazky dobfe, ale nikoliv dokonale, zodpovézeny. Existuji tak alespon néjaké
teoreticky dikladné podlozené argumenty, na zakladé kterych lze usoudit, ze
barevné obrazky ziskané v numerickych simulacich maji néjaky dobte defino-
vany vztah k fyzikalni realité. Pro vizualni piedstavu o problémech, které je
mozné zvladnout alespoil na urovni formulace modelu, sta¢i navstivit kupfi-
kladu stranky projektu [4].

V jinych pripadech vSak odpovédi schéazi a jen samotné sestaveni rozumnych
matematickych modeli predstavuje velkou vyzvu, jak pro matematiku, tak
pro fyziku. Témito problémy se ve svété zabyva mnoho skupin a jednou z nich
je oddéleni matematického modelovani na Matematickém ustavu Univerzity
Karlovy. Pokud chcete, ve smyslu historky citované v ivodu textu, védét, kde
védét vice o zminénych otazkach, radi si s vami promluvime. (Kontakt je uveden
nize.)
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VOLEBNI MATEMATIKA

ANTONIN SLAVIK

Predstavme si situaci, kdy ve volbach soupefi jisty pocet kandidatt. Z vo-
leb by maél vzejit jediny vitéz, pokud ovSem souboj neskonéi remizou (v tako-
vém piipadé je potfeba stanovit vitéze néjakym jingm zpisobem, nap¥. losem).
Mitize se jednat o volbu prezidenta, senatora, papeze apod. Budeme se zaby-
vat otazkou, jaky volebni systém pouzit, aby vysledek voleb co nejlépe odrazel
prani volict. Poznamenejme, Ze za vysledek voleb obvykle povazujeme stano-
veni celkového poradi vsech kandidati, v nékterych pfipadech se ale mtizeme
spokojit jen s nalezenim vitéze.

I kdyz budeme hovorit o volbach, uvédomme si, ze stejny problém je potieba
fesit i v jinych situacich. Napf. pfi hodnoceni sportovca v disciplinach jako je
krasobrusleni nebo skoky do vody hodnoti porotci jednotlivé zavodniky a na
zakladé téchto diléich hodnoceni je pak potieba sestavit celkové poradi zavod-
nikd. Také pifi riznych degustacnich soutézich je potfeba navrhnout zpisob,
jak ze znamek pridélenych jednotlivymi degustatory sestavit vysledné poradi
ochutnavanych vzorki.

Volebni matematikou se zabyva celd fada knih a ¢asopiseckych ¢lanki. Jako
uvod dobie poslouzi napf. velmi ¢tivé napsand kniha [1], kde se ¢tenaf do-
zvi i mnoho zajimavych informaci z historie. Dalsi zdroje jsou k dispozici na
internetu, viz napf. [2] nebo anglickou verzi Wikipedie.

1 Priklady volebnich systému

Zacneme stru¢nym prehledem nékterych jednoduchych a v praxi pouziva-
nych volebnich systémi. V dalsim textu pfedpoklddame, ze ve volbach souperi
celkem n kandidata.

e Jednokolovy vétsinovy systém. Kazdy voli¢ hlasuje pro jednoho kandi-
data, vitézem se stane kandidat s nejvétsim poctem ziskanych hlasi.

e Duvoukolovy vétsinovy systém. Kazdy voli¢ hlasuje pro jednoho kandi-
data. Ziska-li nékdo nadpolovi¢ni vétsinu hlasti, je prohlasen za vitéze.
V opacném pripadé se kond druhé kolo, ve kterém se rozhodne mezi

vvvvvv

e Borduv volebni systém. Kazdy voli¢ sefadi kandidaty podle svych pre-
ferenci a pfifadi jim n bodu, n — 1 bodq, ... ,1 bod. Vitézem se stane
kandidat s nejvétsim poctem ziskanych bodu. Systém je pojmenovan
podle francouzského védce Jeana Charlese de Bordy (1733-1799), byl
v8ak zndm jiz dfive (je zmiflovan napf. v praci Mikuldse Kusanského
De Concordantia Catholica z roku 1433).

o Systém ,kazdy s kazdym®. Kazda dvojice kandidatt se utka ve vza-
jemném souboji. Vitéz kazdého dil¢iho souboje ziskd bod, pfi remize
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oba soupefi pil bodu. Celkovym vitézem se stane kandidat s nejvétsim
poc¢tem bodu. Tento systém zminuje napt. filozof Ramon Llull v dile
Blanquerna (kolem 1283).

Celkovy pocet vzajemnych souboji je (g) Aby volby netrvaly prilis
dlouho, muze se postupovat tak, Ze kazdy voli¢ na hlasovacim listku
sefadi vSechny kandidaty podle svych preferenci. Takové poradi pak
jednoznaéné uréuje vysledky dil¢ich souboju (jestlize a voli¢i preferuje
kandidata A pted kandidatem B, b voli¢t preferuje B pfed A, pak vitéze
diléiho souboje mezi A, B ziskdme porovnanim éisel a, b).

Poznamenejme, Ze existuje fada dalSich volebnich systémil zalozenych na
vzajemnych soubojich vSech dvojic kandidatt. Porazi-li néktery kandidat
v téchto dil¢ich soubojich vSechny své soupefe, pak je prirozené prohlasit jej
za vitéze voleb; v této situaci pouzivame termin Condorcetiv vitéz. Jednotlivé
volebni systémy pfedepisuji ruzna pravidla pro pripad, ze Condorcetiv vitéz
neexistuje. Napf. markyz de Condorcet (1743-1794), francouzsky filozof a ma-
tematik, doporucoval odhlédnout od vysledku souboje, kde mél vitéz nejmensi
prevahu hlast.

Ukazme si nékteré konkrétni piiklady.

Priklad 1. Pfedpokladejme, Ze voleb se ucastni tii kandidati A, B, C. Prefe-
rence voli¢l jsou popsany nasledujici tabulkou:

8 voli¢u C>A>B
7 voli¢t B>A>C
6 volicu A>B>C

Napf. prvni fadek této tabulky znamend, Ze 8 voli¢u preferuje C pied A
a dale A pfed B. Neni obtiZzné si rozmyslet nasledujici skuteénosti:

e V jednokolovém vétsinovém systému zvitézi C.

e Ve dvoukolovém vétSinovém systému postoupi do druhého kola B a C,
zvitézi B.

e V Bordoveé systému zvitézi A se ziskem 2 x 842 x 7+ 3 x 6 = 48 bodd,
druhy je Bs 1 x84+ 3 x 7+ 2 x 6 = 41 body, posledni skon¢i C
$3xX8+1x74+1x6=37body.

e V systému ,kazdy s kazdym* vyhraje A (je to Condorcetiv vitéz), na
poslednim misté skonci C.
Vidime, ze ve vétsinovych systémech zvitézili jini kandidati, nez pri pouziti zby-
vajicich dvou systémi. V jednokolovém vétsinovém systému dokonce vyhraje C,
tedy kandidét, ktery by ve vzajemnych soubojich zvitézil nejménékrat. Ctenar
by se mél v tomto okamziku zamyslet, ktery vysledek mu pfipada spravedlivy.

Nasledujici priklad ukazuje, Zze vitéz v Bordové systému se nemusi vzdy
shodovat s vitézem v systému ,kazdy s kazdym*.
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Piiklad 2. Voleb se opét ucastni t¥i kandidati A, B, C, pricemz preference
voli¢t jsou néasledujici:

30 voliéa C>A>B
1 volié¢ C>B>A
10 voli¢t B>C>A
29 volic¢u A>C>B
10 voli¢t A>B>C
1 voli¢ B>A>C

Snadnym vypoctem zjistime, Ze v Bordové systému by vyhral A se 190 body,
poté by nasledoval C se 182 body a B se 114 body. Dale si povSimnéme, ze 41 vo-
licd (tj. nadpolovi¢ni vétsina) preferuje C pfed A a jen 40 voli¢h preferuje A
pred C. V systému ,kazdy s kazdym* by zvitézil C, je to dokonce Condorcetiv
vitéz. Rozhodnuti, ktery vysledek je spravedlivéjsi, ponechdme opét na Ctenari.

Zminime jesté stru¢né nékteré dalsi paradoxni situace, ke kterym miize ve
volbach dojit. (Ctenéf necht si samostatné promysli, kterych volebnich systémt
se tvrzeni tykaji.)

e Vitéz voleb nemusi byt u zadného volice na prvnim misté.

e Ucast outsidera (kandidata, ktery je u vétsiny volic¢i na poslednim
misté) muze zménit volebni vysledek.

e Volebni systém mtize byt nachylny k manipulaci: Jestlize voli¢ nehla-
suje podle svych skuteénych preferenci, muze tim za jistych okolnosti
dosahnout lepsiho vysledku.

Nachylnost volebnich systémt k manipulaci predstavuje dobie znamy jev:
JestliZze napf. voli¢ na zékladé predvolebnich prizkumi vi, Ze jeho favorit nema
Sanci zvitézit, mize radéji hlasovat pro jiného kandidata, ktery ma nadéji uspét.
K tomuto fenoménu se jesté pozdéji vratime.

Nasledujici priklad je zndm pod nazvem Condorcetiv paradoz.

Priklad 3. Uvazujme tii voli¢e s nésledujicimi preferencemi:

1. voli¢ A>B>C
2. voli¢ B>C>A
3. voli¢ C>A>B

Vsimnéme si, Ze vétsina voli¢t upfednostiiuje A pred B, B ptred C, C pied A.
Tento priklad tedy ukazuje, Ze relace ,,vétsina upfednostiiuje” nemusi byt tran-
zitivni. P¥i pouziti libovolného z nasSich ¢tyr systémii skonci volby remizou.
Bude-li nésledné kterykoliv kandidat prohlasen za vitéze (napf. po vybéru lo-
sem), vétSina voli¢i bude proti.
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2 Neexistence idealnich volebnich systému

Paradoxni situace z pfedchozi ¢asti prirozené vedou k otazce, zda existuje
volebni systém, ktery by podobnymi nedostatky netrpél. Timto problémem se
zabyvali i matematikové a postupem casu dospéli ke zjisténi, ze zadny volebni
neni vici paradoxim zcela imunni. Prvni vysledek tohoto typu pochézi od
Kennetha Josepha Arrowa (nar. 1921), nositele Nobelovy ceny za ekonomii za
rok 1972.

Jesté nez pristoupime k formulaci Arrowovy véty, pokusme se matematicky
popsat, co rozumime pod pojmem ,volebni systém*“. Necht A = {ay,... ,a,}
je mnozina vSech kandidat, ktefi se tucastni voleb. Preference jednoho vo-
lice mzeme chépat jako ostré linedrni usporddani mnoziny A (pfipomeime,
Ze pojmem ostré usporadani se rozumi antireflexivni, antisymetrickd a tran-
zitivni relace na mnoZiné A; linearita znamené, ze kazdé dva prvky A jsou
v daném uspordddni porovnatelné). Jestlize pfipustime remizy, pak vysled-
kem voleb bude neostré linearni uspofddédni mnoziny A (neostré usporadani
je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni relace na mnoziné A). Zavedme pro
jednoduchost nasledujici oznaceni:

e L(A) = mnozina v8ech ostrych linedrnich usporddani mnoziny A

e £*(A) = mnoZina vSech neostrych linedrnich usporadani mnoziny A
Predpokladejme, ze voleb se tcastni N voli¢id. Volebni systém pak mutzeme
chapat jako libovolné zobrazeni f : L(A)N — L*(A).
Arrowova véta. Pro n > 2 neexistuje zadny volebni systém f : £(A)N —
L*(A) spliiujici nasledujici podminky:

1. Pokud kazdy voli¢ preferuje a; pred a;, pak vysledné usporadani rovnéz
preferuje a; pred a;.

2. Volebni systém neni diktaturou, tj. neexistuje < € {1,..., N} tak, aby
pro kazdou N-tici Ly,..., Ly € L(A) platilo f(Li,...,Ly) = L;.

3. Pokud voli¢i pozméni své preference, ale zachovaji pfitom vzajemné
uspoiddani kandidatd a;, aj, pak bude také jejich vysledné usporddéani
zachovano. Matematicky mtizeme tuto podminku vyjadfit nasledovné:
Necht Lq,...,Ly, Li,... , Ly € L(A) aprokazdé k € {1,... ,n} plati

a¢<aijk <~ ai<a]-vL§€.
Pakaigajvf(Ll,... ,LN) <~ aigajvf(L/l,... 7L3\7)

Ekvivalentné mizeme vétu formulovat tak, Ze pokud soupefi vice nez dva
kandidati, pak diktatura je jediny volebni systém vyhovujici podminkam 1 a 3.
Pritom diktaturou se zde rozumi volebni systém, kde vysledek voleb vzdy ko-
piruje preference jistého pevné daného volice.

vvvvv

znama pod nazvem independence of irrelevant alternatives. Zhruba feceno rika,
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ze skutecnost, zda se kandidat A umisti lépe nez kandidat B, by méla zaviset
pouze na tom, ktefi voli¢i preferuji A pred B, nikoliv na tom, jak hodnoti
jakéhokoliv tfetiho kandidata.

Priklad 4. Ve volbéach soupefi tii kandidati A, B, C a preference voli¢t jsou
nasledujici:

51 voli¢u B>A>C
46 volicu A>B>C
3 volidi A>C>B

P#i pouziti Bordova systému ziskda A 249 bodd, B 248 bodt, C 103 bodd.
Co se stane, jestlize voli¢i ve tfetim fadku tabulky posunou C na tfeti misto?

51 voli¢a B>A>C
46 voliéu A>B>C
3 volici A>B>C

V této situaci ziska A 249 bodt, B 251 bodt, C 100 bodu. Vidime, Ze zména
v hodnoceni kandidata C vedla k tomu, Ze kandidat B pfedstihl svého sou-
petfe A. Bordiv systém tedy nespliuje tfeti podminku z Arrowovy véty.

Vidime, Ze Arrowova tfeti podminka je dosti silnd. Nechceme-li se smifit
s diktaturou, nezbyva nez na tuto podminku rezignovat.

V predchozi ¢asti jsme zminili nachylnost volebnich systémt k manipulaci.
Meli jsme tim na mysli jev, kdy voli¢ nehlasuje podle svych skutec¢nych pre-
ferenci a mtze tim v nékterych pripadech docilit lepsiho vysledku. V této si-
tuaci se hovoii o tzv. taktickém nebo strategickém hlasovani. Allan Gibbard
a Mark Satterthwaite v této souvislosti dokazali vétu o volebnich systémech,
které nepfipoustéji remizy; jejich tvrzeni lze populdrné zformulovat tak, ze
kazdy rozumny systém nepfipoustéjici remizy je nutné nachylny k manipulaci.
Gibbardova-Satterthwaiteova véta mé spise teoreticky vyznam — v praxi je
obtizné predstavit si spravedlivy deterministicky volebni systém, ve kterém ne-
dochézi k remizam. Vénujme proto pozornost obecnéjsimu tvrzeni, jehoz autory
jsou John Duggan a Thomas Schwartz.

Dugganova-Schwartzova véta je formulovana v feci volebnich systémi, které
nestanovuji vysledné potradi vSech kandidati, ale misto toho generuji pouze
vitéze. Pfitom pripouStime remizy, proto muZe byt vitézu vice. Oznacime-li
symbolem P(A) mnozinu vSech neprazdnych podmnozin A, pak volebni systém
je libovolné zobrazeni f : L(A)N — P(A) (kde N je opét pocet voli¢i).

Dugganova-Schwartzova véta. Pro n > 2 neexistuje zadny volebni systém
f: L(A)N — P(A) splitujici nasledujici podminky:

1. Pro kazdého kandidata a; existuji preference Li,...,Ly € L(A) ta-
kOVé, ze f(Lh N ,LN) = {al}
2. Volebni systém neni diktaturou; pfesnéji, neexistuje ¢ € {1,...,N}

tak, aby pro kazdou N-tici Lj,...,Ly € L(A) platilo maxL; €



67

f(L1,...,Ly). (Jinak Fedeno, i-ty voli¢ je diktétor, pokud jeho nej-
lépe hodnoceny kandidat je vzdy mezi vitézi.)

3. Volebni systém neni nachylny k manipulaci: Pokud voli¢ nehlasuje podle
svych skuteénych preferenci, nemuze tim v zddném pripadé dosdhnout

v

pro néj priznivéjsiho vysledku.

Povsimnéme si, Ze definice diktatury ve druhé podmince se lisi od zpu-
sobu, jak byla diktatura chdpana v Arrowové vété. To je zcela prirozené, nebot
hodnotami funkce f v Arrowové vété byla usporadani, zatimco v Dugganoveé-
Schwartzové vété jsou to mnoziny kandidata.

Také tfeti podminka vyzaduje dalsi komentar; je potfeba pfesné definovat
vyznam toho, Ze jeden vysledek je pro voliCe priznivéjsi nez jiny. Situace je
jasna, pokud maji volby v obou v pfipadech jediného vitéze, komplikace vSak
nastavaji v pfipadé remizy. Uvazujme napf. voli¢e s preferencemi

A>B>C>D.

Bez dalsich informaci nejsme schopni rozhodnout, zda je z pohledu tohoto volice
priznivéjsi volba s vysledkem {A,D}, nebo {B,C}. V kontextu Dugganovy-
Schwartzovy véty se proto zavadéji pojmy optimisticky voli¢c a pesimisticky
volic:

e Optimisticky voli¢ doufé, ze pokud dojde k remize a bude potieba roz-
hodnout losem, pak vyhraje pro néj nejvhodnéjsi kandidat. Tento voli¢
se snaz{ maximalizovat hodnotu max f(Lq,... ,Ly).

e Pesimisticky voli¢ v pfipadé remizy pocita s nejhorsi variantou, tj. ze
bude vylosovan pro néj nejméné vhodny kandidat. Tento voli¢ se snazi
maximalizovat hodnotu min f(Ls,... ,Ly).

Vratime-li se k vyse uvedenému ptikladu, pak pro optimistického volice je
vysledek {A,D} pfiznivéjsi nez {B, C}, nebot
max{A,D} = A > B = max{B, C}.
Naopak pro pesimistického volice je {B, C} pfiznivéjsi nez {A, D}, nebot
min{A,D} =D < C = min{B, C}.
Dugganova-Schwartzova véta plati jak v pfipadé, kdy jsou vsichni voli¢i op-
timisticti, tak v situaci, kdy jsou vsichni voli¢i pesimisticti. Jeji tvrzeni mizeme
stru¢né shrnout tak, ze pro vice nez dva kandidaty jsou vSechny systémy s vy-
jimkou diktatury nachylné k manipulaci. Zajemce o dalsi podrobnosti odkazu-
jeme na pékny ¢lanek [3], kde lze najit dikaz véty a dalsi zajimavé souvislosti.
3 Zaveér

Po precteni predchozi ¢asti by ¢tenar mohl nabyt dojmu, Ze situace je bezvy-
chodnd a hledéani lepsich volebnich systémi postrada smysl. Pokusme se proto
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vsech volebnich systémech, o kterych jsme se doposud zminili, byly preference
jednoho volice chapany jako linearni usporadani mnoziny vsech kandidatt. Uveé-
domme si vSak, zZe takové usporadani jesté nedava iplnou informaci o volicovych
sympatiich ¢i antipatiich. Zatimco pro jednoho voli¢e muze byt kandidat na
prvnim misté jasnym favoritem, v pripadé jiného voli¢e se muze jednat pouze
o ,nejmensi zlo“. Abychom tedy lépe zachytili voli¢ské preference, je tieba
misto volebnich systému zalozenych na usporadani pouzit systémy zalozené na
znamkovani. Uvedme alespon dva priklady:

e Bodovaci systém (range voting). Kazdy voli¢ ohodnoti vSechny kandi-
daty jistym poctem bodi z pfedem stanoveného intervalu (napf. 0 az
100 bodt). Vitézem se stane kandidat s nejvétsim poctem bodd.

o Systém majority judgement. Kazdy voli¢ slovné ohodnoti vSechny kan-
didéty vybérem jedné z predpsanych moznosti (napf. vyborny, chvali-
tebny, dobry, pfijatelny, nepfijatelny). Vitézem se stane kandidat s nej-
lepSim medidnem znamek; v pfipadé shodnosti mediant u dvou kandi-
datd se tyto shodné medidny postupné vynechéavaji.

Na systémy zaloZené na zndmkovani se nevztahuje Arrowova véta, nebot
k jejich popisu jiz nestaci funkce f : L£(A)N — L£*(A). Bodovaci systém je
nachylny k manipulaci (takticky uvazujici voli¢ mtze déat pfijatelnému kandi-
datovi malo bodil jen proto, aby neohrozil jiného kandidéta). Naproti tomu
systém majority judgement je vic¢i manipulaci ¢asteéné odolny; napt. volici,
ktefi ohodnotili jistého kandidata horsi znamkou nez byl jeho medidn, mohou
zhor§it svd hodnoceni, aniZz by to ovlivnilo volebni vysledek (medidn se ne-
zméni). Ctenaie s hlubsim zdjmem o tento typ volebnich systémt odkazujeme
na praci [4].

Matematicka teorie voleb ukazuje, ze pokud budeme v praxi i nadale pouzi-
vat jednoduché systémy zalozené na usporadani kandidatt, pak musime nutné
pocitat s vyskytem ruznych paradoxnich situaci. Ani ostatni systémy sice nejsou
idealni, rozhodné vsak netrpi tolika nedostatky jako napft. vétSinové systémy.
V praxi se jiz potvrdilo, Ze neni potfeba podceriovat inteligenci volicti a obavat

vvvvv

V tomto prispévku jsme se vénovali pouze jednomu vybranému problému vo-
lebni matematiky. Snazili jsme se ukazat, jak miuze byt matematika prospésna
pri feSeni problému ze svéta kolem nas. Jinou zajimavou tlohou z oblasti voleb
je uloha o pomérném zastoupeni, ktera se objevuje napt. v parlamentnich vol-
bach: Zname-li pocet hlast ziskanych jednotlivymi stranami, jakym zptisobem
je spravedlivé prepocitat na pocty parlamentnich kiesel? Zakladni problém je
v tom, ze v typickém pripadé pii pouziti pfimé iiméry kazdé strané pripadne
necelociselny pocet mandatid. Podrobnéjsi rozbor tlohy by vydal na dalsi sa-
mostatny text, proto ¢tenafe odkazujeme na knihu [1] a zdroje v ni citované.
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PRAVDEPODOBNOST A HRY

JAKUB STANEK

Je obecné znamo, ze vyuka podavana formou hry upouta pozornost studentt
vice nez prosty vyklad latky. Tento ¢lanek je vénovan tomu, jak zavést hru do
vyuky pravdépodobnosti.

Motivaci byla prace studentky Magdalény Tydrichové z gymnéazia Jana
Palacha v Mélniku s nazvem ,Strategie hry Mlsny kocour” (viz [3]), kterd
vznikla pod vedenim PaeDr. Dany Hilské. Zaroven pak byla v ramci pro-
jektu ,,NevSedni matematika vSedniho dne“ vytvofena elektronickd verze hry
pro interaktivni tabuli, kterd je vyuzitelnd pro vyuku. Tuto verzi lze stah-
nout z webové stranky http://www.nmvd.cz/kocour.zip, ndhled lze stadhnout
7z http://www.nmvd.cz/kocour.pdf.

Prvni ¢ast se zabyva vyse zminénou hrou Mlsny kocour, jejimi pravidly a roz-
borem riznych hernich situaci. Druhé ¢ast je pak vénovana ruleté, konkrétné
rozboru jednoho z nejpouzivanéjsich hernich systémi s ndzvem Martingale.

1 Mlsny kocour

Hra je urcena pro 2—4 hrace. Obsahuje 30 mysi, a to Sest od kazdé z barev:
Cervend (5 bodi), oranzova (4 body), zluta (3 body), zelend (2 body) a modra
(1 bod). Déle hra obsahuje ¢tyfi kocoufi hlavy, do nichz hraé¢i ukladaji své mysi,
a dvé hraci kostky s barevnymi sténami, pficemz pét barev odpovida barvam
my$i a Sestd — bild — pfedstavuje Zolika (hra¢ si miZze za tuto barvu dosadit
libovolnou jinou barvu dle svého uvazeni).

Na zacatku hry se umisti vSechny mysi do stfedu hraciho pole a zacina hazet
prvni hra¢. Tah jednoho hrace probihé nasledujicim zptisobem:

1. Hra¢ hodi obéma kostkami, odebere ze stfedu jednu ¢i dvé mysi (dle
svého uvéazeni), které odpovidaji barvdm padlym na hracich kostkach,
a odlozi je na stranu.

2. Hrac se rozhodne, zda ukonci kolo a presune nové ziskané mysi do své
kocoufi hlavy nebo zda bude dél pokracovat v hazeni. V dalsich hodech

sy se

Toto rozhodnuti ¢ini po kazdém hodu a odebrani mysi.

3. V piipadsé, ze hri¢ nemiize sebrat po hodu zadnou my$ (bud mu padly
na obou kostkach barvy mysi, které ma jiz odlozené na strané, nebo jiz
my$ piislusné barvy neni ve stfedu hraciho pole), prichézi o vSechny
mysi ziskané v ramci tohoto kola, vraci je zpét do stfedu a ve hie
pokracuje nasledujici hrac.

Hra kon¢i, pokud ve stfedu zastava méné nez 5 mysi. Vyhrava hrac z nej-
vysSim poctem bodi.


http://www.nmvd.cz/kocour.zip
http://www.nmvd.cz/kocour.pdf
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Piiklad 1: Uvazujme situaci, kdy hra¢ jiz v tomto kole ziskal zlutou (3b), zele-
nou (2b) a modrou (1b) mys a rozhoduje se, zda ma pokracovat ve hie a riskovat
tak ztratu téchto mysi ¢i zda mé kolo ukonéit (viz Obrazek 1 vpravo). Jelikoz
tkolem kazdého hrace je ziskat maximalni pocet bodt, 1ze pfi rozhodovani po-
stupovat tak, ze si vypocitame priimérny pocet bodt po dalsim hodu, srovname
ho s aktualnim stavem a pak zvolime tu variantu, kterd je pro nas v primeéru
vyhodnéjsi.
Pro matematicky popis zavedme nésledujici znadeni:

e A, ... jev, Zze na prvni kostce padla barva i,

e B; ... jev, Ze na druhé kostce padla barva j,

e S ... mnozina vSech barev, které nam na kostkidch mohou padnout,

e S, ... mnozina barev, které ma hrac jiz dané stranou,

e fs,(i,7) ... pocet bodu, které hra¢ ziskd v pfipads, Ze ve stavu Sy

pokracoval ve hie a padly mu barvy i a j.

Stredni pocet bodl po dalsim hodu je
EXi. =Y P(AiNB;)- fs,(i,j)
,J

= ;1(5(4(6 +10) +4(6 4+ 9) +12(6 +5) + (6 + 8) 4+ 6(6 + 4)) = 9,17,

tedy prosty aritmeticky pramér z hodnot zobrazenych v Obrazku 1 vpravo.
Jelikoz EXq, = 9,17 > 6, tedy primeérny zisk bodd po dalsim kole je vétsi
nez pocet bodi ziskanych do tohoto hodu, vyplati se hraci pokracovat v kole
(hézeni).

fese  fege Fege fRfe fefe sefe
6+10 ‘649 '6+5 '6+5 '6+5 B0
o) [pepe ®ee| [apee| sepe
6+ 6+8 gg B4 B+4 B+9
pere sase sese pese sese  Pepe
B | |\ | MO | | R0X | |0 |68
aene| (eene| (rone| (R0 00| (anaR| |00
B | 6% | | 6% | [®0%] [*0%] |6
ot Al[et AREet ARE A 101 2 10fei ]
648 | |6 | | M0X ) M0 | M0X| |68

gese sepe pese gese pese pese
610 6+9 B+5 B+8 | B+5 6410

Obr. 1: Vlevo studenti hrajici elektronickou verzi hry Mlsny ko-
cour na interaktivni tabuli. Vpravo jeden z vystupt ,screen® z in-
teraktivni tabule, ktery popisuje mozny zisk bodu pii pokracovani
hry za stavu popsaném v ptikladu 1. Kazdé policko popisuje jednu
ze 36 moznosti, jak mize nasledujici hod dopadnout, pficemz ¢islo
v daném policku oznacuje zisk bodt v dané situaci.
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Poznamka: Uvédomme si, Ze uvedend strategie plati pro situaci, kdy jsou ve
stfedu hraciho pole k dispozici alespori dvé mysi od kazdé barvy. V pripadé,
ze se hra blizi ke konci, je tfeba do strategie zapocitat nejen nedostatek mysi
nékteré barvy, ale i aktualni stav ostatnich hrac¢i a ne pouze maximalizovat
(ve stfedni hodnoté) svlij poéet bodu.

V nasledujicim piikladé si ukazeme situaci, v niz vzit jen jednu mys je pro
hrace vyhodnéjsi nez vzit obé.

Piiklad 2: Necht hra¢ jiz ziskal dvé mysi — zlutou (3b) a zelenou (2b) —a v na-
sledujicim hodu mu padla oranzova a modra barva. Jaka je optiméalni strategie
v této situaci (ve smyslu maximalizace primérného poétu ziskanych bodi)?

e Vezme-li hra¢ obé barvy, pak ziskad deset bodt. V takové situaci se jiz
nevyplati pokracovat v kole, protoze

1
EX1 = 5 (4(10 +10) +16(10 + 5)) = 8,89 < 10.

e Ulozi-li vsak hra¢ pouze oranzovou mys, tj. navysi zisk na devét bodu,
pak se pokracovat vyplati, protoze

EXy = %(4(9 +10) +12(9+5) +4(9+6) +6(9+1)+(9+2))

10,42 > 9.

Z ptfedchozich vypocta vyplyva, ze v pfipadé odebrani obou mysi ziska hrac jen
deset bodtl, zatimco v pripadé, Ze vezme pouze oranzovou mys a pokracuje v
hézeni, ziskd v primeéru 10,42 bodt. Proto je vyhodné vzit jen oranzovou mys
a pokracovat v kole.

2 Ruleta — herni systém Martingale

Hazardni hry maji pro lidi od nepaméti své kouzlo, a to i presto, Ze riziko
krachu — ktery je mnohem castéjsi nez vydélek — je dobfe znamo. Zaradit proto
tyto hry do vyuky pravdépodobnosti mize byt velice zabavné i uzitecné.

V této kapitole se budeme vénovat jednomu starému a velmi pouzivanému
hernimu systému rulety a ukazeme si zradnost tohoto systému.

John Henry Martindale, po némz byl systém pojmenovan a pozdéji byl nazev
zkomolen na Martingale, vlastnil v 18. stoleti casino v Londyné a nabadal své
zékazniky, aby tuto hru v jeho casinu hojné hrali, kvili ¢emuz se idajné dostalo
jeho casino do vaznych finan¢nich problémt. V Monte Carlu v roce 1891 pak
zacal jisty Charles Wells hrat tuto hru s ¢astkou 4000 frankt a odnesl si z casina
pres 1 mil. frankid. Z téchto informaci se mize zdat, Ze tato hra je pro hrace
velice vyhodna.
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Systém funguje nasledovné:

e Hrac vsadi jeden zeton na barvu.

e V piipadé prohry v daném kole hrac¢ zdvojnasobi svou sazku, opét vsadi
na barvu a tuto strategii opakuje az do doby, kdy poprvé vyhraje.
Vyhrou je dvojnasobek vkladu, coz znamend, ze hrac¢ ukoncuje jednu
herni sérii se ziskem jednoho Zetonu (nebot v pfipadé, Ze hraé absolvoval
n proher pfed prvni vyhrou, celkova ¢astka, kterou vsadil, byla 14+2+4+
... 4+27 = 27F1L _ 1 3 jelikoZ posledni sézka byla 27, vyhral v poslednim
kole 2 - 2" = 2"*1 4 tedy celkové ziskal jeden Zeton).

Pét rtznych prubéha her tohoto systému je znézornéno na prvnim grafu
v Obréazku 2. Na prvni pohled vSe vypada dobfe a hrac¢ skutecné, az na obcasné
lokalni propady, postupné navysuje svij kapital. Zradnost tohoto systému jsou
vsak pravé tyto lokalni propady, které mohou hrace jednoduse privést az ke
krachu. Druhy graf v Obrazku 2 ukazuje, jak se pribéh hry zméni v ptipadé,
ze hrac¢ neni schopen pokryt libovolny propad. Je zde zobrazena situace, kdy
hrac prisel do casina s 200 Zetony a vice vsadit nemiize. Dalsi zdludnost tohoto
systému spoc¢iva v tom, Ze casino obycCejné neumozni hraci vsadit libovolnou
castku, ale pouze ¢astku neprevysujici stanoveny limit. Jak se prubéh her zméni
v pfipadé tohoto limitu, je ukdzano v poslednim grafu na Obrazku 2.
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Obr. 2: Vlevo simulace péti riznych her systému martingale. Upro-
stfed pfidano omezeni, ze hrac¢ zacal s 200 zetony a nemiize jit se
svym kontem do zapornych hodnot. Vpravo pribéh téchto her
v piipadé, zZe limit na maximélni sdzku v casinu je 200 zetoni.

V nésledujici ¢asti si ukdzeme par vypocta.
Nejdiive pfedvedeme, jak uréit stfedni dobu ¢ekéni na k proher v fadé (vy-
chézime z [1]). Zavedme si nésledujici znaceni:
e X} ... poCet pokust potfebnych k vyskytu k proher za sebou,
e Bji1 ... jev, ze po prvnim vyskytu k proher za sebou bude nasledovat
dalsi prohra,
e X, ... pocet pokust, které musime ué¢init po X;_; + 1 pokusech, aby

se poprvé vyskytlo k proher v fadé za sebou,

e p ... pravdépodobnost prohry (32).!

1 % je pravdépodobnost, ze hrac¢i v dalsim hodu nepadne jim zvolena barva.
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Vidime, ze
X=X 1+1 za podminky jevu By,
=Xi-1+1+ X, zapodminky jevu Bj.
Stfedni doba ¢ekani na k netspéchu v fadé je

EX} = E[X|B]P(By) + E[X| By P(By)
= B[Xy_1 + 1|Bi|P(Bi) + E[X—1 + 1+ X} | Bi]P(Bj).

Z nezévislosti By, s X,_1 a By s X|, plyne
E[Xk_1|Bk] = EXk_l a E[X“Bg] = EXk.
Pak dostavame

EX; = (EXk_l + 1)p + (EXk_l + 1+ EXk)(l —p) =
k—1 E—2 k-1 k—2
1 -1 1 1 -1
P PP —-1)  \p p p2p-1)

Priklad 3: Predpokladejme, Ze limit na jednu sazku je 1000 Zetonti (tj. hrace by
zruinovalo deset proher v fadé, nebot nasledné sdzka by méla byt 210 = 1024).
Pak stfedni doba hry (tj. pocet kol do chvile, nez hra¢ nebude moci zdvojnésobit
sazku) je

9 8 9 198

1 1 -1 1 1 30 —1

BXi= (1) 2 Pt () gy i = 10
p) p pp-1) 37 37 ﬁ(ﬁ—l

(EX)—1 + 1)

TR s

Za tento pocet kol hra¢ — v pripadé, ze nedoslo ke krachu — ziskd v priméru

pouze 1207,37 - % = 587,37 zZetoni.

K vypoctu pravdépodobnosti, Ze hrace postihne série alespon k proher v fadé
béhem m hernich kol, vyuZzijeme teorii markovskych Fetézct (viz [2]). Stav 1
bude popisovat situaci, kdy hra¢ v posledni hie vyhral, popfipadé hru praveé
zacind, stav 7,9 = 2,...,k + 1, popisuje situaci, kdy hra¢ po posledni vyhie
absolvoval sérii ¢ — 1 proher. Je-li hrac¢ ve stavu ¢, = 1, ..., k, pak s pravdépo-
dobnosti p pfejde po dalsim spinu do stavu ¢ + 1 a s pravdépodobnosti 1 — p
do stavu 1. Stav k + 1 je absorpénim stavem, nebot popisuje situaci, kdy hrac¢
prohral jiz k her za sebou a nema na dalsi sazku.

7 ptedchoziho odstavce vyplyva, ze matice pravdépodobnosti prechodu pro
tento Tetezec je

1-p p 0 --- 0
1-p 0 p - 0
p— Lo .
1-p 0 O P
0 0 0 1
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Hledame-li pravdépodobnost, Ze hrace béhem m her postihla série alespon
k proher, pak vlastné chceme zjistit pravdépodobnost, Ze se dostaneme ze stavu
1 do stavu k 4+ 1 po m krocich. Hledame tedy prvek pg?_s_l matice P(m), tedy

matice pravdépodobnosti pfechodu po m krocich, pfi¢emz plati P™ = pm,

A&koli ziskani obecného tvaru matice P(™ neni jednoduché, pro konkrétni

volbu konstant k, m a p lze pomoci ruznych matematickych softward tuto
matici jednoduse spoéitat. Napfiklad pro m = 1000 a k = 10 (tj. béhem tisice
her hrace postihne série alespoii deseti proher) je pgt’;;)“ = pgff?o) = 0,62, neboli
pravdépodobnost, Ze bude hra¢ potfebovat alespon 20 — 1 = 1023 Zetonii, aby
tuto sérii prekonal, je 0,62. Za 1000 kol vSak hrac¢ v primeéru ziskd ptiblizné
500 Zetond. Jinymi slovy, za¢iné-li hrac¢ s 1023 Zetony, pak pravdépodobnost,
ze zkrachuje diive, nez zdvojnasobi svij kapital, je znatelné vétsi nez % (na
zdvojndsobeni svého kapitdlu by totiz hraé potfeboval v priaméru asi 2000 kol).
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HAZARDNI HRY A VYUKA PRAVDEPODOBNOSTI

MAGDALENA HYKSOVA

Nartistajici mnozstvi penéz prohranych v riznych hazardnich hrach a lo-
teriich velmi nazorné doklada, jak se v praxi projevuje zakon velkych cisel
v kombinaci s nedostateénym vSeobecnym povédomim o elementarnich princi-
pech poctu pravdépodobnosti. Pfispévek se snazi upozornit na vyznam vyuky
pravdépodobnosti na zakladnich a stfednich Skolach a ukazat jednu z moznosti,
jak lze zaky ke studiu této discipliny motivovat.

1 Uvod

Pozice teorie pravdépodobnosti ve skolské matematice je ponékud paradoxni.
Na jedné strané se s ni setkdvame témér neustdle — af uz hovofime o pocasi,
dopravnich nehodéch, vadach materiald, slozeni hornin, nemocich a Sancich
na uzdraveni ¢i preziti, o rostlinach, tkanich ¢i samotnych lidskych bytostech,
o pruzkumech vefejného minéni, financénich trzich, detekci spami, hazardnich
a nejzajimavéjsich disciplin, neodluéné spojenou s nasim zivotem. Na druhé
strané je vsak jeji vyuka casto omezena na tlohy tykajici se hazeni mincemi
¢i kostkami a vytahovani kouli z osudi, tedy na problémy, které (alespor na
prvni pohled) vypadaji zna¢né vzdélené od skuteéného Zivota. To je patrné také
hlavni divod, pro¢ tolik studentt (a dokonce i fada uciteltl) nemé teorii prav-
dépodobnosti v oblibé, povazuje ji za jednu z nejméné zajimavych, uzitecnych
a pochopitelnych ¢asti skolské matematiky a snazi se ji pokud mozno vyhnout.
Cilem tohoto prispévku je alesporn trochu prispét k jeji ,rehabilitaci“ a pfipo-
menout jeji vyznam pro motivaci vyuky matematiky i pro vSeobecnou finanéni
gramotnost — déti by mély ze Skoly vychazet vybavené pfinejmensim zaklad-
nim ,,pravdépodobnostnim® uvazovanim, aby pozdéji nepodlehly hracské vasni
tam, kde by stejné nemohly vyhrat, a aby si umély vytvofit spravnou predstavu
o udajich, jimiz je budou zahrnovat politici, firmy provadéjici priazkumy vefej-
ného minéni, 1ékafi, farmaceutické firmy, biologové ¢i provozovatelé heren, kasin
a loterii. Zajimavé motivacni pfiklady z nejriznéjsich oblasti zivota lze nalézt
v fadé publikaci. V ¢eském jazyce jsou dostupné napiiklad knihy [1], [5] a [6]
autort J. Andéla, E. a M. Kaplanovych a J. S. Rosenthala; ¢tenaitum, kterym
nevad{ ¢etba v anglickém jazyce, lze doporuéit napiiklad knihu [2] G. Gige-
renzera. V tomto ¢lanku se omezime na oblast hazardnich her, kterd se mozna
jevi ponékud vzdalenéjsi od realného zivota, mnoha lidem vSak do néj zasa-
huje velmi vyrazné: podle statistiky Ministerstva financi CR 1idé v roce 2011
prohréli v ¢eskych hernéch, kasinech, loteriich a sportovnich sazkach 31,1 mi-
liardy korun.! O socidlnich dopadech hazardu zde neni t¥eba hovoiit; v dal$im
se zaméfime piimo na vypocet pravdépodobnosti pro nékteré bézné hry.

1Celkem bylo prosdzeno 126,8 miliardy, z toho 95,7 miliardy bylo vyplaceno zpét. Viz
http://wuw.mfcr.cz/cps/rde/xchg/mfcr/xsl/loterie_statistika_71280.html.
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T
2 Zakon velkych ¢isel — staly prijem pro kasina

Je dobfe znédmo, Ze trvaly zisk provozovateliim kasin, heren a rtiznych lo-
terii zarucuje zakon velkych cisel, ktery lze zjednodusené zformulovat takto:
opakuje-li se dany ndhodny pokus dostatecné mnohokrat, pak se relativni Cet-
nost vyskytu urcitého jevu blizi jeho teoretické pravdépodobnosti s libovolnou
presnosti. Jinymi slovy, budeme-li dostate¢né dlouho hézet nevychylenou minci,
padne panna piiblizné v poloviné pfipadd. Anebo: je-li pravdépodobnost, Ze
hra¢ v jedné partii vyhraje, mensi nez 1/2 a hra¢ u hry vytrvd dostatecné
dlouho, pak prodéla a kasino se obohati. Jediné, co si tedy kasino musi zajistit,
je to, aby Sance v kazdé jednotlivé hie byly lehce vychylené v jeho prospéch. Ne
prilis mnoho, aby podminky hrac¢e neodradily, ale dostate¢né na to, aby podnik
slusné vydélaval. Pak staci jen trocha trpélivosti a o zbytek se ,,postard“ zakon
velkych ¢isel. V nésledujicich ¢astech se podivame na nékolik typickych her
a na odpovidajici pravdépodobnosti, jimiz se pfi mnohonasobném opakovani
ridi. Jak lze ocekavat, ve vsech pripadech jsou Sance vychylené ve prospéch
podniku, i kdyz se na prvni pohled mtze zdat, Ze je tomu nékdy jinak.

ZjednoduSend formulace zdkona velkych ¢isel a vypocty pravdépodobnosti
jsou dobre pristupné i zaklim zdkladnich skol. Pfitom se jednd o téma velmi
dulezité. Snad vétsina lidi o zdkonu velkych ¢isel nékdy slySela a mé urcitou
predstavu o tom, co rika. Bohuzel, tato predstava je ¢asto ponékud pokfivena
a vede k naivnimu optimismu, ktery lze vyjadrit takto: jestlize desetkrat po
sobé padla ¢ervena, musi diive nebo pozdéji padnout Castéji ¢ernd, protoze za-
kon velkych ¢isel nekompromisné vyzaduje, aby obé barvy padaly stejné Casto.
Kulicka v ruleté se vSak nediva zpét, nevi, kolikrat za sebou pfistala na cerném
¢i na &erveném policku, a ance na vyhru je stale stejna. Cetnosti obou barev se
vyrovnaji az v mnohem delsim ¢asovém obdobi. Snad nejvic je tato zkreslena
predstava patrna u vyhernich automatii, do nichz jsou lidé ochotni hazet dalsi
a dalsi penize ve vife, ze ted uz pfece musi vyhrat; misto toho vSak prohrévaji
velké castky a casto konci v dluzich.

3 Vyherni hraci pristroje

Na klasickém vyhernim hracim pfistroji, lidové hracim automatu, jsou tfi
okénka, za nimiz se otaceji valce s riznymi obrazky. Zastavi-li se automat v oka-
mziku, kdy okénka ukazuji nékterou z vyhernich kombinaci, je hraci vyplacena
urcita ¢astka. Z pohledu provozovatele je vyhodné nabizet vysoké, ovSem dosta-
tecné malo pravdépodobné vyhry, aby se naldkalo co nejvic lidi. Existuji vSak
ur¢ita technicka i zdkonné omezeni: pravdépodobnost vyhry lze snizit zvyse-
nim poctu riznych obrazkt na valcich ¢i pfidanim dalsiho valce, nelze v tom
véak pokrac¢ovat do nekonecna; podle zdkona o loteriich platného v CR. pak
musi automat zpét vyplatit 75 az 100 procent sazek a zaroven je stanovena
maximélni vyse sazky a vyhry.?2 Podstatnou prekazku pro majitele vyhernich

2V restauracich, hernéch a kasinech je nejvyssi povolend sézka v jedné hie po fadé 2 K¢,
5 K¢ a 50 K¢ a nejvyssi vyhra z jedné hry 300 K¢, 750 K¢ a 50 000 K¢.
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hracich ptistroji pfinesla také nutnost ziskat povoleni obce s provozovanim au-
tomatt. Firmy podnikajici v hernim primyslu vSak rychle pfisly na to, jak za-
kon obejit. Zacaly provozovat interaktivni termindly fizené centralnimi servery,
které neodpovidaji zakonnému vymezeni pojmu vyherni hraci pristroj. Pro tyto
systémy neplati omezeni maximalni prohry ani vyhry; diky tomu, zZe jsou ter-
mindly propojeny, tvoti vSichni hrac¢i po celé republice spole¢ny jackpot, ktery
muze dosahovat zévratnych vysek; zaroven vsak lze hry snadno naprogramovat
tak, aby pravdépodobnosti vyher byly libovolné nizké. Souhlas s provozova-
nim navic udéluje ministerstvo financi, které tak drive ¢asto ¢inilo i v mistech,
kde predtim obec klasické vyherni pfistroje zakazala. Teprve nedédvno vznikla
ministerstvu povinnost respektovat obecni vyhlasky regulujici provozovani ha-
zardu; i tuto povinnost vSak obce vymahaji jen velmi obtizné, firmy navic
maji na premisténi herny ze zakona tfi roky. Mezi lety 2007 a 2011 tak doslo
v oblasti tzv. technickych her, kam vedle zminénych videoloterijnich terminali
patii také naptiklad elektromechanicka ruleta, k mohutnému rozsiteni — zisky
v tomto obdobi vzrostly ze 4 na témér 19 miliard korun, zatimco zisky z kla-
sickych automatu poklesly priblizné o polovinu na necelych 7 miliard korun.

4 Ruleta

Hra na automatech je mezi mnoha lidmi velice oblibend, z hrac¢ského hlediska
vSak prili§ zajimava neni. Hra¢ pouze stiskem tlacitka nebo paky hru spusti
a pak uz jen ceka, jaké symboly se objevi. Z tohoto pohledu je zajimavéjsi
napiiklad ruleta, kterd je rovnéz zaloZzend na ndhodé, ale hraci jiz maji pro-
stor pro vymysleni riznych strategii. Zaroven se na ni velmi jednoduse ukaze
zpusob pocitani pravdépodobnosti vyhry a divod zarucenych trvalych ziski
kasin. Podrobnéji se touto hrou zabyva prispévek J. Staiika v tomto sborniku
a autor¢in ¢ldnek [3]; zde proto jen poznamenejme, Ze vsadi-li hra¢ napiiklad
10 K¢ na ¢ervenou barvu, pak v pripadé, ze kulicka skonéi na nékterém z 18 Cer-
venych policek, ziskd zpét svou sdzku a k tomu navic dalsich 10 Ké (v tomto
pripadé se tiké, ze sdzka je vyplacena v poméru 1 : 1); zlstane-li vSak ku-
licka na nékterém z 18 cernych policek nebo na policku zeleném, hra¢ o svou
sazku prijde. Kdyby tedy hra¢ vytrvale sazel 10 K¢ na cervenou barvu, pak
by v pruméru v 18 z 37 pfipada vyhral 10 K¢ a ve zbyvajicich 19 pripadech
by 10 K¢ ztratil. Primérné vyhra, kterou za svou sazku ziska, je proto rovna
10 x 18/37 — 10 x 19/37 = —0,27 korun. Podobné funguje i fada dalsich sézek,
napiiklad sadzka na licha cisla, na zvoleny sloupec ¢i na konkrétni ¢islo.

5 Craps

Jinou velmi oblibenou hazardni hrou je hra craps, ktera vznikla z francouz-
ské verze anglické hry v kostky zvané hazard; jeji pojmenovani pravdépodobné
vzniklo francouzskym zkomolenim anglického slova crabs (doslova krabi), slan-
gového oznaceni situace, kdy pfi hodu dvéma kostkami padnou dvé jednicky.
pravdépodobnosti prilis obtizny: hra¢ opakované hazi dvojici béznych Sestistén-
nych kostek; ¢isla, kterd padnou, se pokazdé sectou. Je-1i soucet v prvnim hodu
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roven 2, 3 nebo 12, hra¢ okamzité prohravéa. Je-li soucet roven 7 nebo 11, hrac
okamzité vyhrava. Je-1i soucet roven jakékoli jiné hodnoté, prohlasi se toto ¢islo
za trefu. Hrac¢ pak opakované hazi dvojici kostek, dokud svou trefu nezopakuje.
Podarii-li se mu to diive, nez padne soucet 7, pak vyhrava, v opa¢ném pfipadé
prohrava. Sazky se vyplaceji v poméru 1 : 1. Pravdépodobnosti, s nimiz se
v jednom hodu objevi rizné soucty, jsou znédzornény v nasledujici tabulce:

Soucet k 213 (4|56 |7 8|9 (101112

< 1|2 |3 |4 |5 |6 |5 |43 /]2]/|.1
Pravdépodobnost py || 35 | 55 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Naptiklad pravdépodobnost, ze padne soucet 2, je zfejmé 1/36, protoZe exis-
tuje jedind moznost, jak se to miZe stat (jednicka na obou kostkach), zatimco
vSech moznosti je 36. Pro soucet 3 existuji dvé moznosti: na jedné z obou kos-
tek jednicka, na zbyvajici dvojka, tedy dvojice éisel (1,2), (2,1); podobné je
to i v pripadé souc¢tu 11. Nejvyssi pravdépodobnost potom vychazi pro sou-
¢et 7, kdy na kostkdch mohou padnout dvojice ¢isel (1,6), (2,5), (3,4), (4,3),
(5,2) nebo (6,1). Pravdépodobnost, Ze hra¢ vyhraje v prvnim kole, tj. napo-
prvé padne soucet 7 nebo 11, je rovna p7+p11 = 8/36. Ve zbyvajicich pfipadech
s vyjimkou souctu 2, 3 a 11 hra pokracuje a hra¢ musi zopakovat trefu drive,
nez mu padne soucet 7. Pravdépodobnost, Ze se mu to podafi, je rovna

et (L= pr =) pr+ (1= pr —pi) i+ (L= pr —pp)® pp -0 = ——

D7 + Dk
K tomu si sta¢i uvédomit, Ze pravdépodobnost, Ze hrac¢ trefu v hodnoté k
zopakuje v prvnim hodu, je py, pravdépodobnost, Ze ji zopakuje v druhém
hodu, je (1 — p7r — px) - pr (nejprve padne soucet riizny od 7 a od k, v druhém
hodu padne soucet k), pro tieti hod to bude (1 — p7 — px)? - pi, atd. Celkem lze
tedy pravdépodobnost vyhry vyjadrit vztahem

10 9
Px .
P =p7+pu1+ —— =0,493.
Z k + D7
k=4
kA7

Séazka na vyhru se vyplaci v poméru 1 : 1. Kdyby tedy nékdo opakované sazel
napiiklad 10 K¢& na hracovo vitézstvi, pak by v priméru ve 49,3 % pfipadu
vyhréal 10 K¢ a ve zbyvajicich 50,7 % pripadt by o stejnou ¢astku prisel. Jeho
prameérna vyhra pii sdzce 10 K¢ by proto byla 10 x 0,493 — 10 x 0,507 = —0,14
korun. Ztrata je nizsi nez v pfipadé rulety, kasina si to vSak vynahrazuji (vedle
dalsich moZnych sizek) nabidkou sézky na hrdc¢ovu prohru, ktera je vyplécena
rovnéz v poméru 1 : 1. Divaci, kteri ji vyuziji, pak ptisobi ponékud nezdvorile,
protoze se raduji, kdyz se hraci nedafi. Nejvice se ovSem raduje kasino, které
maé i v tomto pripadé Sance lehce vychylené na svou stranu. Divaci sice mohou
mit pocit, ze sazkou na prohru se podileji na zisku podniku, je zde vSak jedno
nenapadné pravidlo, které zptisobi, Ze pravdépodobnost vyhry sazejiciho je opét
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mensi nez 1/2: padne-li hra¢i v prvnim hodu soucet 12, pak prohraje, divak
vsak nevyhrava, jen ziskava zpét svou sazku. Vsadi-li tedy napiiklad 10 K¢,
pak misto aby v priméru vyhral 0,14 K¢ (jako kasino), o stejnou ¢astku ptijde.

6 Kurzové sazky

Dokonce i nejvétsi nepritel teorie pravdépodobnosti tusi, ze kurzy, které
sazkové kancelare vypisuji na nejriznéjsi sportovni ¢i spolecenské udalosti, vy-
jadfuji, kolik bude v pfipadé tspéchu vyplaceno za kazdou vsazenou korunu,
a ¢im nizsi je kurz, tim vyssi pravdépodobnost bookmaker dané alternativé pii-
suzuje. Pfed zahajenim olympijskych her v Londyné v roce 2012 byl napiiklad
vypséan kurz 1,17 na to, ze americkd basketbalova reprezentace vyhraje kazdy
zapas, kurz 2,80 na moznost, ze Usain Bolt obhaji tfi zlaté medaile, kurz 10
na to, ze hry narusi stavka zaméstnanct metra, anebo kurz 1000 na to, Ze se
béhem zahajovaciho ceremonidlu nad stadionem objevi mimozemstané.

Predstavu o tom, jak vyhodné je kurzové sazeni pro sazkové kanceléfe,
popt. které nabidky jsou lepsi a které horsi, nam pomiize vytvorit tzv. nd-
vratnost sazky. Uvazujme napiiklad zapas Ceské fotbalové reprezentace proti
Malté, na ktery byly vypsany nésledujici kurzy: 1,07 na vyhru CR, 8,80 na
remizu a 25,00 na vyhru Malty. Pfedstavme si, ze bychom vsadili takovym
zplsobem, aby nam bylo vyplaceno 100 K¢, af uz nastane jakykoli vysledek.
Abychom dostali 100 korun v pfipadé vyhry ¢eského muzstva, museli bychom
na tento vysledek vsadit 100/1,07 korun, podobné pro dalsi moznosti. Celkem
bychom tedy museli vsadit 100/1,07 + 100/8,80 + 100/25,00 = 109 korun, coz
je 0 9 korun vice, nez bychom vyhrali. Navratnosti sdzky se pak rozumi podil
vyhry a celkové ¢astky vsazené popsanym zptisobem, tj. v naSem piipadé

1 1 1
N=1/——4 4+ ) =092=92%.
/(1,07+8,80+25,00) 0.92=92%

Kdyby byla stfedni hodnota vyplacené ¢astky za kazdou vsazenou korunu, tedy
soucin kurzu a pravdépodobnosti, Ze dany vysledek nastane, rovna opét jedné
koruné, oznacili bychom sazku jako spravedlivou. Pfevracend hodnota kurzu
by pak byla rovna pravdépodobnosti, kterou bookmaker dané moznosti pti-
suzuje, a navratnost by byla rovna jedné. Jak si vSak muZeme povsimnout,
navratnost je vzdy mensi nez jedna a ,deklarované pravdépodobnosti“ jsou
oproti bookmakerovym odhadim ponékud nadhodnocené; dlouhodobé vydéla-
vat tak muze jen ten, kdo mé leps$i informace a odhady pravdépodobnosti nez
tymy zavedenych spoleénosti. Jednou z moznosti (kterou ovsem nelze pouzit
u obvyklych sizek v sédzkovych kancelafich), jak docilit spravedlivého kurzu,
by bylo pripustit i zaporné hodnoty sazky. Pak by bookmakerovi hrozilo, ze
se sdm ocitne v roli sazejicitho; pomérné jednoduse lze ukazat, ze k tomu, aby
se v takovém ptipadé vyvaroval zarucené ztraty, je tfeba, aby prevracené hod-
noty kurzt, které vypise, spliovaly zakladni axiomy teorie pravdépodobnosti
s vyjimkou spocetné aditivity (pozaduje se pouze aditivita koneéna) — podrob-
nosti lze nalézt v knize [5] a na webové strance [7], kde jsou k dispozici i dalsi
materidly.
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7 Zavér

Zkoumani hazardnich her a kurzovych sazek v hodindch matematiky neni
mysleno jako jejich propagace. Studenty by naopak mélo privést k zamysleni
nad otazkou, kdo na podobnych hrach muze vydélat, a k pochopeni, proc¢ je
to z dlouhodobého hlediska jejich provozovatel. Uvédomi-li si to jesté pfedtim,
nez dospéji a budou moci hrat sami, existuje nadéje, ze se do takové aktivity
radéji ani nepusti — a kdyz uz ano, tak spise pro pobaveni, nikoli s vidinou
zbohatnuti, kvili niz by prosazeli nepfimérené ¢astky, nebo si alespon vyberou
takové hry, kde je pramérné ztrata co nejnizsi, anebo se nauci napriklad poker,
kde mohou proti slab$im soupeifim skutecné dlouhodobé vitézit. Odstranit
problém hradské zavislosti je v nasem ,hazardnim raji“3 velmi obtizné; vse, co
k tomu alespon trochu napomtize, vSak urcité stoji za zamysleni.
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GEOMETRICKE MODELOVANI

PETRA SURYNKOVA, RADKA MATEKOVA, JANA VLACHOVA

V prispévku pojednévame o pouziti poc¢itacového modelovani ve vyuce ge-
ometrie. Nasim cilem je zvySit zadjem o studium geometrie na vSech stupnich
vzdélavani. Integrovani pocitact do vyuky geometrie je jednou z moznosti jak
vyuku zmodernizovat a zaroven docilit lepsich vysledkt. Porozumét slozitéjsim
prostorovym tuloham byva casto obtizné, vhodny 3D modelovaci software nam
s timto nesnadnym tkolem miize pomoci.

Clanek je rozdélen do nékolika ¢asti

e Studium geometrie

e Ukézky pocitacového modelovani
e Studentské préce

e Shrnuti a zavér

1 Studium geometrie

Klasicka synteticka a deskriptivni geometrie je zakladem mnoha technickych
oborti, v posledni dobé vSak nepatii mezi oblibené partie skolské matematiky,
coz mé za dusledek jeji stale vétsi vytraceni z osnov jak strednich tak vysokych
gkol. Abychom zpomalili tento neblahy trend, navrhujeme jako jednu z moz-
nosti zlepSeni této situace integraci poc¢itaci do hodin deskriptivni a syntetické
geometrie. Jelikoz je nutné prizpusobit se narokim moderni doby, zda se, Ze je
tento postup pro studenty velice atraktivni a studium geometrie tak nabira na
zajimavosti a uplatnitelnosti.

Pfi pouziti modernich geometrickych a modelovacich softwartt v hodinach
geometrie a pfi studiu geometrie musime byt zaroven obezfetni. Pocitaci samo-
ziejmeé nelze nahradit vSe. Znalost geometrickych zakonitosti je nutné v kazdém
pripadé. Projekce skuteénych realnych objekti a situaci, jejich zakreslovani, na-
vrhovani objekt novych a jejich realizace opét pomoci néjaké projekce se nikdy
neobejde bez znalosti prostorovych vztahi. Navic v téchto fazich se vétSinou
spoléhdme na ruéni rysovani a ¢rtani.

V zadném ptipadé€ nelze zcela opustit klasické rysovani. Jisté se asi dnes
nepftiblizime standardim, které byly bézné ve vyuce deskriptivni geometrie
v minulosti, kdy zazivala své vrcholné obdobi. Rysy, které studenti vytvareli
rucné, byly naprosto precizné zpracované s vytvarnou strankou na velmi vysoké
drovni. Nékdy se da dokonce hovofit o skutecné uméleckych dilech. Rysovani
tusi bylo samoziejmosti.

Dnes po néastupu pocitaci se zda, ze je klasické rysovani rukou prekonané.
OvsSem opak je pravdou. Ru¢ni rysovani nas uc¢i preciznosti a zlepsSuje koor-
dinaci oka a ruky. Proto nesmime ruéni rysovani opomijet a dalsi navrhované
didaktické pfistupy brat jako jeho nadstavbu nikoliv ndhradu!
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2 Ukazky pocitaéového modelovani

Podivejme se v nasledujicim oddile na ptiklady vyuziti pocitacového mo-
delovani v rtznych oblastech deskriptivni geometrie — rovnobézné a stredové
projekce, linedrni perspektiva, modelovani geometrického osvétleni nebo ele-
mentarnich téles a skupin téles.

Veskeré obrazky obsazeny v tomto ¢lanku jsou vytvoreny v komerénim mo-
delovacim softwaru Rhinoceros (NURBS modeling for Windows). Vystupy jsou
vyuzivany jako studijni a vyukové materiadly na MFF UK v hodinach deskrip-
tivni geometrie. Rhinoceros je levny a dostupny software obsahujici mnozstvi
profesionalnich modelovacich nastroji a funkci. Je také kompatibilni s jinymi
aplikacemi pro kresleni, design a modelovani. MFF UK vlastni jeho licenci.
Nasi studenti v tomto softwaru rovnéz sami modeluji 3D objekty a geometrické
situace a zpracovavaji geometrické rysy.

Da se Tici, ze pocitacové modely jsou v dnesni dobé dostupnéjsi nez modely
fyzické a navic nabizeji mnohé moznosti, které fyzické modely neposkytuji. S 3D
modelem mizeme v modelovacim softwaru hybat, otacet ho, zvyraznovat urcité
detaily, ¢ast objektu lze také odstranit. 3D modely mtzeme studovat z riznych
pohledt a odhalovat tak nejriiznéjsi prostorové zakonitosti. Vyhodou je i to, ze
takovy 3D model miize mit kazdy student k dispozici na svém pocitaci a miize
jej pouzivat pfimo pfi svém studiu. Samoziejmé nadm takovy virtualni model
nikdy nenahradi onu zkusenost skutecného kontaktu s redlnym objektem.

Na prvni sadé obrazkd, viz obrazek 1, mizeme vidét klasickou tilohu deskrip-
tivni geometrie — priinik dvou rotac¢nich ploch v Mongeové promitani. Ukolem
studentt je sestrojit prunikovou kfivku téchto ploch. Prostorovy model, se kte-
rym lze v modelovacim softwaru hybat, zlepsuje pochopeni dané problematiky.

Na dalsich obrazcich jsou znézornény ukéazky zrcadleni objektti ve vodni
hladiné zobrazenjch v linedrni perspektivé. Ukolem studentt je narysovat vse
rucné, tj. v linedrni perspektivé zobrazit skupinu objektt a vytesit jejich zrca-
dleni. Na obrazku 2 mtzeme vidét prostorovou situaci, na obrazku 3 vyslednou
linearni perspektivu a na obrazku 4 ¢arovy obrazek, tj. takovy vystup, ktery
by studenti méli zvladnout rucné narysovat.

Obrazky 5 — 10 ilustruji priklady geometrického rovnobézného osvétleni ele-
mentarnich téles — rotacniho valce, kuzele a sféry a osvétleni skupiny téles. Opét
nam 3D modely v modelovacim softwaru mohou pomoci s pochopenim prosto-
rové situace. Rovnobézné osvétleni lze chapat jako projekci v daném sméru,
jedna se tedy o obecné kosotihlé promitani do roviny. Na obrazku 8 je ukazka
rucné zpracovaného rysu s pomérné tézkym geometrickym problémem osvétle-
nim sféry v linearni perspektivé. v tomto pfipadé nam opét 3D modelovani na
pocitac¢i mize pomoci nejen k FeSeni prostorové situace, ale také k pochopeni
principt zobrazovani celé situace ve zvolené linearni perspektivé, jak ukazuje
obrazek 9.

Galerii téchto a dalsich 3D modelt je mozné nalézt na webovych strankach
www. surynkova.info. Kromé toho jsou zde také dalsi odkazy tykajici se zaji-
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mavych geometrickych témat.

Obr. 1: Puadorys a narys pruniku dvou rotac¢nich ploch. Prostorové modely
umoznuji lepsi pochopeni prostorové situace. V modelovacim softwaru lze
s objekty libovolné hybat, prostorovou situaci si tak mtzeme lépe prohlédnout.

Obr. 2: Zrcadleni objektl ve vodni hladiné — prostorova situace
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Obr. 3: Zrcadleni objektt ve vodni hladiné — obraz ve zvolené linearni perspektivé
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N

Obr. 4: Zrcadleni objektt ve vodni hladiné — obraz ve zvolené linearni perspektiveé,
¢arovy vystup



Obr. 5: Rovnobézné osvétleni rotac¢niho vélce

Obr. 6: Rovnobézné osvétleni rotacniho kuzele

Obr. 7: Rovnobézné osvétleni sféry
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Obr. 8: Rovnobézné osvétleni sféry v linedrni perspektive,
rucéné rysovany rys, pomérné komplikovany problém

Obr. 9: Rovnobézné osvétleni sféry v linedrni perspektivé — narys a pudorys
a situace v prostoru. Naznacen je princip stfedového promitani
jednotlivych objektt do primétny pomoci promitacich kuzeld.
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Obr. 10: Rovnobézné promitani skupiny kuzelti — prostorova situace

3 Studentské prace

Pocitacové modelovani pouzivaji aspésné také nasi studenti ve svych baka-
larskych a diplomovych pracich tykajicich se rozliénych geometrickych témat.
Uvedme si ukdzky vystupti dvou praci — z bakalérské prace Radky Mateékové —
Anaglyfy a jejich vyuziti ve vyuce stereometrie a z diplomové prace Jany Vla-
chové — Stereoskopické promitani. Za zminku jisté stoji, ze bakalarska prace
Anaglyfy a jejich vyuziti ve vyuce vyhrala v roce 2012 mezinidrodni soutéz
SVOC v kategorii bakalafskych praci. Jana Vlachova bude se svou diplomovou
praci jisté reprezentovat pristi rok.

O anaglyfech

Anaglyfam by laik nejspis fekl ,3D obrazky*. Cilem zobrazovaci metody,
diky které anaglyfy vznikaji, je zobrazit objekt v prostoru tak, aby pfi sledovani
jeho priumétt nastal prostorovy efekt.

Nejdrive si zvolime dvé stfedova promitani, ve kterych pak promitneme zob-
razovany utvar, viz obrazek 11. Obé& promitani maji spole¢nou prumétnu, tedy
rovinu, do které se objekty promitaji. Stfedy obou promitani se lisi a jsou od
sebe vzdaleny zhruba 6 cm. Tato vzdalenost neni zvolena ndhodné. Odpovida
vzdalenosti lidskych o¢i. Stfedy volenych promitani maji pfedstavovat praveé
lidské o¢i. Oba stfedy promitani jsou pak od prumétny vzdaleny stejné.



89

V takto zvolenych stfedovych promitanich zobrazime tutvar, jehoz anaglyf
chceme ziskat. Praméty odliSime barevné. Primét z pravého oka nakreslime
Gervené (anglicky ,red“) a pramét z levého oka nakreslime svétle modrou bar-
vou (anglicky ,cyan“). Mame-li anaglyf hotovy, nastava ¢as nasadit si tzv. 3D
bryle. Pro odliSeni primétt jsme pouzili barvy red a cyan, proto ke sledovani
anaglyfu vyuzijeme 3D bryle, které maji pfed pravym okem svétle modry filtr
a pred levym okem ¢erveny filtr. Filtry zptsobi, Ze oko vidi pouze jeden prameét,
a to ten, ktery mu pfislusi, druhy pramét se ztrati, jelikoz je stejné barvy jako
dany filtr. Diky tomu pak mozek ma pocit, ze vidi skuteény objekt v prostoru,
nikoli pouze jeho dva rtizné priméty (vSe popsané lze vidét na obrazku 11).

Obr. 11: Vznik anaglyfu — vyuziti pocitacového modelovani

Anaglyfy vznikly koncem devatenactého stoleti ve Francii. V Cechéch se po-
uzivaly v prvni poloviné dvacatého stoleti v ramci vyuky stereometrie a hlavné
deskriptivni geometrie, postupem casu vSak vymizely.

Vzhledem k tomu, Ze diky anaglyfim miZzeme vidét objekty v prostoru,
mohou byt vhodnym doplinkem vyuky stereometrie ¢i deskriptivni geometrie
na stfedni skole. Sta¢i anaglyficky zobrazit dany problém, studentim pijéit
3D bryle a oni v prostoru uvidi, co si z pouhého nacértku nedokézali piredstavit.
Na obrazku 12 vidime anaglyf krychle a jejiho jiz sestrojeného fezu rovinou
XYZ. Tento anaglyf sledujte ze vzdalenosti cca 50 cm a na obrazovku pocitace
hledte kolmo.
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Jisté by bylo uzitecné pouzivat anaglyfy béhem vyuky stereometrie na
stfedni skole. Studenttim by to pomohlo s prostorovou predstavivosti a feSenim
stereometrickych tloh. Také nesmime opomenout, ze je to pritazlivé oziveni
vyucovaci hodiny, které by studenty mohlo nadchnout. Navic tvorba anaglyfi
je opét zajimavou problematikou pocitacového modelovani.

Bakalarska prace Anaglyfy a jejich vyuziti ve vjuce stereometrie byla na
Katedfe didaktiky matematiky MFF UK obhéjena v Cervnu 2012. Prace je
momentalné dostupna v knihovné fakulty.
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Obr. 12: Anaglyf krychle a jejiho fezu rovinou XYZ

Stereoskopické promitani

Diplomova prace Stereoskopické promiténi se zabyva specidlnim piipadem
dvojstifedového promitani, pfi némz je poloha stfed@i promitani a primétny
pFizptisobena podminkam lidského vidéni. Uvod préce struéné pojednava o his-
torickém vyvoji zobrazovani a stereoskopie samotné. Dale prace seznamuje se
zakladnimi biologickymi a optickymi vlastnostmi lidského oka a monokularniho
i binokularniho vidéni, jejichz znalost je nezbytné nutnd pro odvozeni stereo-
skopického promitani a dalsi popis jeho vlastnosti. Kromé definice zakladnich
parametru stereoskopického promitani se tato ¢ast prace zabyva vlivem zmény
téchto parametra na vysledny obraz. Hlavni ¢ast prace popisuje mozné postupy
tvorby stereoskopickych ryst a fotografii spolu s metodami jejich pozorovani
vcetné moznosti tvorby nékterych potiebnych pomticek pomoci bézné dostup-
nych materidlti. Zavér prace je vénovan moznostem vyuziti stereoskopie nejen
v praxi, ale predev§im ve vyuce deskriptivni geometrie. Prace obsahuje mnoz-
stvi stereoskopickych obrazi vytvorenych s vyuzitim dostupnych pocitacovych
programdl.
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Existuji rizné metody pozorovani stereoskopickych dvojic obrazi. Od toho
se odviji ruzné typy stereoskopickych dvojic obrazt — obrazy ve formé anaglyfu,
obrazy urcené k pozorovani ¢ockovymi brylemi, metodou rovnobéznjych nebo
zk¥izenych o¢nich os nebo metodou s pouzitim zrcadla. Obrazky 13 a 14 ilustruji
dvé tyto moznosti. Na obrazku 13 se jednda o dvé dvojice stereoskopickych
obrazil ve formé anaglyfu a na obrazku 14 je to dvojice stereoskopickych obrazt
ur¢end pro pozorovani pomoci zrcadla. Anaglyfické obrazy pozorujeme pomoci
bryli s barevnymi filtry. Obrazek 14 je nutné pozorovat tak, ze mezi dvojici
obrazti umistime zrcatko kolmo k roviné obrazi tak, ze jeho odrazova plocha
sméruje k levému obrazu. Poté nasmérujeme oc¢i pouze na pravy obraz. Levé
oko vidi odraz v zrcadle, pravé oko vidi pfimo pravy obraz. Tim nam opét
vznika prostorovy obraz.

Obr. 14: Stereoskopickd dvojice obrazi urcena k pozorovani s uzitim zrcadla
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Diplomova prace Stereoskopické promitani byla na Katedie didaktiky ma-
tematiky MFF UK obhajena v zafi 2012. Prace je momentalné dostupna
v knihovné fakulty.

4 Shrnuti a zavér

V tomto ¢lanku jsme ukézali mozné didaktické ptispévky ke zmirnéni soucas-
ného trendu mizeni deskriptivni geometrie z technického vzdélavani na stied-
nich i vysokych skolach pomoci zavadéni pocitacového modelovani a geome-
trickych softwari do vyuky. V praxi se ndm opravdu osvédcuje, ze studenti
povazuji rysovani a modelovani na pocita¢i za vhodnou pomiicku a vnimaji
geometrii skuteéné jako moderni disciplinu.

Moderni pocitacovy software mohou vyuzivat jak ucitelé, tak i studenti
stfednich i vysokych skol. Proti pouzivani profesionalniho geometrického soft-
waru vétSinou hovori také jeho pofizovaci cena. Komer¢ni software se vSak da
velice Gspésné nahradit freeware softwary, kterych existuje celd fada. Pro ro-
vinnou geometrii lze s ispéchem pouzit GeoGebru, ktera je uzivatelsky velice
pfijemna a i uplny zacatecnik si jeji principy a ovladani rychle osvoji. Pro pro-
storovou geometrii lze jako alternativni software k modelovacimu softwaru Rhi-
noceros pouzivat Cabri 3D. Na Katedfe didaktiky matematiky MFF UK také
pracujeme v ramci diplomové prace na tvorbé nového 3D kreslicitho programu
podobného softwaru Rhinoceros, ktery bude volné dostupny vSem zdjemcim,
uCitelim i studenttim a bude mozné v ném k rysovani vyuzivat metod deskrip-
tivni geometrie. Rovnéz bude tento software umoznovat 3D modelovani, tvorbu
ryst a testovani spravnosti geometrickych postupii.

Vétime, Ze nas novy software a dalsi predvedené techniky si najdou cestu do
vyuky geometrie na vSech stupnich vzdélavani.

RNDr. Petra Surynkova

Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovska 83

186 75 Praha 8
petra.surynkova@mff.cuni.cz

Bc. Radka Matékova

Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovské 83

186 75 Praha 8
RadkaMatekova@seznam.cz

Mgr. Jana Vlachova

Katedra didaktiky matematiky MFF UK
Sokolovské 83

186 75 Praha 8
JanickaVlaska@seznam.cz
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APLIKACE MATEMATIKY V BEHU VEKU

ZDENEK HALAS

1 Matematické discipliny v antice

V avodu tohoto prispévku uvedeme nékolik antickych citati, které ilustruji
vztah ¢isté a aplikované matematiky ve starovékém Recku.

Hérodotos ve své knize Déjiny' uvadi vypravéni o egyptském krali Seséstri-
sovi, kde piSe, jak vznikla geometrie z praktické potfeby vymérovani pozemki:

Tento krdl prij rozdélil piidu mezi vSechny Egyptany a kaZdému pridélil stejné
velky c¢tverhranny dil; podle toho pak urcil dane a navidil, aby byly odvddény
rocné. Jestlize reka nékomu kus pozemku urvala, prisel ke krdli a ozndmil, co se
stalo. Krdl poslal své lidi, aby véc zhlédli a vymérili, o kolik se pozemek zmensil,
aby pak jeho magitel platil narizenou dan umeérné podle zbylé vymeéry. Myslim,

vy

Ze tak vzniklo zeméméricstvi (gedmetri€) a dostalo se do Recka.

Zajimavé je také svédectvi jednoho byzantského spisu?, kde se pise o ¢lenéni
matematiky na jednotlivé discipliny:

Kolik odvétvi md matematika? VazZenéjsi a predni druh matematiky md dvé
hlavni odvétvi, aritmetiku a geometrii, a je sest odvétvi toho druhu matematiky,
kterd se zabyvd objekty, jez jsou vnimatelné smysly: logistika (tj. poctdrstvi),
geodézie, optika, kanonika (tj. teorie hudebnich intervali), mechanika a astro-
nomie. Ze ani tzv. studium taktiky, architektury, provozovdni hudby a studium
fazi (Mésice), ale ani mechaniky (se stejné znéjicim ndzvem), nejsou, jak se
nékteri domnivaji, soucdsti matematiky, to jasne a systematicky ukdZeme ...

Nejvyznamnéjsi zastupci antické matematiky (napf. Eukleidés, Archimédés,
Apollénios) psali nejen dila tykajici se geometrie nebo aritmetiky, ale také po-
jednani o hudebni teorii, optice a astronomii. Tehdejsi matematikové se tedy
zabyvali na vysoké rovni ¢istou matematikou (geometrie, aritmetika), takto
ziskané dovednosti pak vyuzivali v dalsich oblastech. Za pfiklad si vezméme
astronomii. Nov4 pozorovani tehdy piinasela vazné otdzky, které se antiéti Re-
kové rozhodli fesit pomoci geometrickych modelt. Tato cesta se ukazala jako
velmi plodna a prinesla vynikajici vysledky. Nebyla by vsak mozné, pokud by
nebylo pred tim vénovano dostatek tsili ¢isté geometrii, jejiz péstovani mohlo
vypadat jako zcela odtrzené od praxe.

Tehdejsi filosofové hledali skute¢né vzdélani, ne pouhou kvalifikaci. Nechtéli
byt redukovani na vykonavatele néjaké jedné konkrétni ¢innosti, k niz dostali

Préce byla podpofena grantem GA CR P401/10/0690 Prameny evropské matematiky.

THérodotos, Déjiny, prel. J. Sonka. Academia, Praha, 2004. Citovan je odstavec II, 109.

2 Definitiones 138,5. Jedna se o soupis definic a obecné pojednani o matematice. Pozd&ji
byl pfipsdn mechaniku Hérénovi.
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navod. Naopak, hledali obecné principy, tazali se po pivodu a pfi¢iné vsech
véci. Vedlo je to k teoretickému studiu, které bylo zdanlivé nepraktické a neu-
zite¢né. AvSak poznéani obecnych principi a trpélivé studium, to vSe jim nako-
nec umoznilo se zabyvat témi nejzajimavéjsimi aplikacemi a pristupovat k nim
tvorive.

Pozdéjsi vyvoj v dobé fimské, byzantské a v raném stfedoveéku ukazuje, ze
vzdeélani, které se prilis netrpélivé pta, k ¢emu budou studované poznatky, zi-
stava na povrchu a nakonec cestu k opravdu zajimavych aplikacim a tvorivosti
neotevie. Nebot tam, kde upadd poctivé péstovdni teorie, zdhy upadd i praze.

Diilezitost vSeobecného vzdélani a poznavani obecnych principt, na jejichz
zékladé pak lze uz snadno provadét praktické véci, podtrhuje také Proklos
(5. stol. po Kr.).? Podobné a velmi stru¢né pise o matematicich pythagorejsky
filosof Archyjtés:*

Zda se, Ze matematikové dosdahli pravého pozndni a nelze se divit, Ze spravné
pochopili podstatu kaZdé jednotlivé véci; nebot kdyZ pronikli k pozndni celku, tak
vidi v pravém svétle také vsechny jednotlivé édsti. Predali ndm jasné pozndni
rychlosti pohybu hvézd, jejich vijchodu a zdpadu, také o geometrii, aritmetice
a sférické geometrii a v neposledni fadé také o hudbé; nebot tyto nauky (mathé-
mata) povazujeme za sesterské.

V nésledujicim textu se zaméfime na jeden konkrétni pfipad spojeni ma-
tematiky s praxi. Ukédzeme si, jak pozorovani nestejné délky rocnich obdobi
vedlo k vytvoreni modell, jejichz matematické zpracovani si vyzadalo vznik
nové matematické discipliny — goniometrie.

2 Pocatky goniometrie a pozorovani délky roc¢nich obdobi

Zminku o prvnim pozorovani nestejné délky ro¢nich obdobi 1ze nalézt v Sim-
plikiové komenté¥i k Aristotelovi®, kde se pise o Meténovi a Euktémonovi®, kteii
uz nékdy kolem roku 430 pf. Kr. védéli o tom, ze se doby mezi slunovraty a rov-

nodennostmi ligi. Pfehled antickych pozorovani nestejné délky ro¢nich obdobi

nachazime na jednom papyru zndmém pod nazvem Fudoxi Ars Astronomica™:

3Cini tak ve svém komentafi k prvni knize Eukleidovych Zdkladd (Prolog I, odst. IX),
i kdyz z pohledu novoplaténského filosofa.

4Citat z uvodu knihy O matematice pythagorejce Archyty (prvni pol. 4. stol. p¥. Kr.)
se nam dochoval diky tomu, Ze jej uvedl ve svém komentaii k Ptolemaiovym Harmonikam
novoplaténsky filosof Porfyrios, zak Plétina a vydavatel jeho spisi, ktery pusobil ve 3. stol.
po Kr.

51. L. Heiberg, Simplicii In Aristotelis De caelo, Commentaria. Berolini, 1894. Na strané
497, fadek 19 se nachézi citdt z Eudéma, ktery se zminuje o Meténovi a Euktémonovi.

SMetén a Euktémén jsou nékdy povazovani za zakladatele védecké astronomie, a to diky
pozorovani letniho slunovratu, které provedli v Athénach roku 432 pf. Kr. Jedné se o prvni
datované pozorovani v antice.

"Vydal jej Fr. Blass roku 1887. Tento papyrus byl napsan v Egypté mezi lety 193 a 165
pf. Kr. Jedna se pravdépodobné o zapisky z pfednasek. Ke konci tohoto papyru (sloupce 22
a 23) se nachézeji udaje o nestejnych délkach jednotlivych roénich obdobi u rtznych autoru.
Pak uz jen nasleduje seznam znameni zvérokruhu a zavérecné poznamky, mezi nimiz si pisatel
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Jaro | Léto |Podzim |Zima Rok
Eudoxos 917 | 917 92 91 |asi 360 pr. Kr.
Démokritos ? — 91 91 |asi 400 pf. Kr.
Euktémén | tj. 93 | 90 90 92 | asi 430 pt. Kr.
Kallippos tj. 94 | 92 89 90 |asi 330 pt. Kr.

7Z tabulky shrnujici tato pozorovani je vidét, ze Euktémonovo pozorovani
sice nebylo Uplné pfesné, presto vSak ukizalo, Ze jaro® je nejdelsim roénim
obdobim. O pozorovani Démokritové nemame zaznam uplny. Prekvapujici je, ze
vynikajici matematik a astronom Eudoxos z Knidu pravdépodobné povazoval
rozdily v délce jednotlivych ro¢nich obdobi za chybu méfeni a rozdélil rok na
Ctyti stejné dily (podzimu formélné piidal jeden den, aby ziskal podet 365).
Mnohem piesnéjsi pozorovani provedl sto let po Euktémonovi Kallippos.

Slavny astronom Hipparchos provedl nékdy pred rokem 130 p¥. Kr. vlastni
pozorovani, kterd byla velmi pfesna:

jaro 941 éto 923 podzim  88% zima 905 .

Tyto vysledky potvrdil Klaudios Ptolemaios® kolem roku 150 po Kr. svym
vlastnim pfesnym méfenim, p¥i némz odhalil nepatrnou nepfesnost umisténi
velkého bronzového prstence slouziciho k urcovani rovnodennosti, ktery byl
umistén v alexandrijské palaistfe. V Ptolemaiové astronomickém kompendiu
Almagest se nachazi rozsahla citace Hipparchovych vysledkti méfeni a popis
modelu, ktery Hipparchos na zakladé téchto vysledkt vytvoril. Pravé v mate-
matickém popisu tohoto modelu nachazime snad viibec prvni pouziti ,,gonio-
metrie“. Podobnych aplikaci pak nachazime v antické astronomii celou fadu,
pricemz pravé takovéto astronomické vypocty byly motivem pro vytvoreni ce-
lého nového odvétvi matematiky, které dnes nazyvame goniometrie.

3 Volba modelu pohybu Slunce

Stale presnéjsi pozorovani nestejnych délek rocnich obdobi vedla k potfebé
upravit nejjednodussi model pohybu Slunce: pohyb konstantni rychlosti po
kruznici, v jejimz stfedu je Zemé. Jelikoz bylo pro antického cloveka tézké
si predstavit, co by Slunce pfimélo pii svém ob&hu snizovat a zvySovat svou
rychlost, pfipadné co by jej mohlo vychylit z kruhové drahy, byly nové modely

zaznamenal i pobidku prednasejiciho k pilnému studiu, jez ma studenttim zajistit lepsi zivot:
Namadhejte se, panove, abyste pak nemuseli Zit v ndmaze.

8Dodejme pro tplnost, ze délky ro¢nich obdobi se postupem ¢asu pomalu méni; dnes je
nejdel$im ro¢nim obdobim léto.

9 Alexandrijsky astronom, autor velkého astronomického kompendia Almagest o 13 kapito-
lach, v némz shrnul, doplnil a systematizoval vysledky prace pfedchozich generaci astronom.
Zdaleka nejvice navazuje na Hipparcha. O Hipparchovych vysledcich ohledné nestejnych délek
ro¢nich obdobi se dozvidame pravé diky tomu, ze je Ptolemaios obsahle cituje ve svém Al-
magestu; Hipparchové pozorovani a teoretickému modelu vénuje kapitolu II1.4., viz [5].
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zaméreny na modifikaci volby stfedu rovnomérného kruhového pohybu. Vznikly
tak dva modely, o nichZ pozdéji Apollénios z Pergé kolem roku 200 p¥. Kr. ¢isté
geometrickou cestou dokézal, Zze jsou ekvivalentni.

Planeta

%

Prvni model, ktery vznikl nejspise pii popisu pohybu planet!®, ponechal

Zemi ve stiedu velké kruznice (tzv. deferent), po ni se v8ak pohybovala svym
stfedem jind mensi kruznice (tzv. epicykl), po niz teprve obihalo jednou za rok
Slunce. Jednalo se tedy o slozeni dvou rovnomérnych kruhovych pohybi.

Druhy model byl zalozen na posunu stfedu kruhového pohybu. Slunce se
tak pohybovalo konstantni rychlosti po kruhové draze (nazyvané excentr), ktera
vsak meéla stfed mimo Zemi. Tento stied bylo potfeba nalézt tak, aby byl v sou-
hlasu s pozorovanymi udaji. Pravé tento model si pro matematickou jednodu-
chost Hipparchos vybral. Navic argumentoval tim, Ze nepovazuje za rozumné
popisovat pohyb Slunce pomoci sloZeni dvou pohybu, je-li jej moZzné popsat
pomoci jediného rovnomérného kruhového pohybu.

Ls

‘Apogeum

Slunce

Zemé

PR JR

Perigeum

zs

4 Hledani stfedu excentru

Nalezeni stfedu excentru a jeho vzdalenosti od Zemé bylo problémem, ktery
se Hipparchovi podaftilo vyfesit pouze s vyuzitim tehdy nové vzniklého odvétvi

10Rekové je nazyvali planétes asteres (toulajici se hvézdy) diky tomu, Ze p¥i pozorovani
ze Zemé vykazovaly opravdu podivné chovéni: pfi svém kruhovém pohybu se obcas zastavily
a né&jakou dobu se pohybovaly opa¢nym smérem (tzv. retrogradni pohyb), poté opét pokra-
Covaly ve své draze. Presnéjsi pozorovani ukazala, Ze planety pfi svém pohybu opisuji rtizné
veliké smycky. Popis téchto pohybi bylo mozno uspokojivé modelovat slozenim rovnomér-
nych kruhovych pohybt. Téch vSak se stile presnéjsimi pozorovanimi pfibyvalo; pravé témito
korekcemi nabyl tento model takové slozitosti, Ze astronomové zacali hledat uspokojivéjsi vy-
svétleni. Postupem casu se ukézalo, ze Kopernikiuv heliocentricky pristup a Keplerova elipsa
byly dobrym vychodiskem z krize stfedovéké astronomie.
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matematiky, jez se zabyvalo urcovanim délek tétiv odpovidajich pfisluSnym
stfedovym thlim (zna¢ime crd o, z Fec. chordé, struna ze stfeva). Hipparchos
dokonce sestavil jejich tabulku!!. Ta je prvni tabulkou, jez pfesné odpovida
dnes$nim tabulkdm funkce sinus. Sinus je totiz polovinou délky tétivy (v jed-
notkové kruznici), délka tétivy crd a v jednotkové kruznici je tedy

crdoz:2sin%.

Vzhledem k této jednoznacné korespondenci muzeme Hipparchovy vypocty
pomoci délek tétiv snadno preformulovat do moderni podoby pomoci dnes$ni
funkce sinus. Cely vypocet uvedeme ve zjednodusené a modernizované podobé,
pficemz budeme pouzivat dnesni symboliku, aby se v komplikovanych antic-
kych zpusobech zapisu neztratila pfimé a jednoduchéa aplikace sinu. V prubéhu
vypoctu také uvidime, pro¢ zacala indicka a arabska astronomie pozdéji misto
délky tétivy pouzivat jeji polovinu, coz vedlo primo k zavedeni dne$niho sinu
(a ostatnich goniometrickych funkei).

Celou drahu Slunce v pribéhu roku Hipparchos rozdélil mezniky jednotli-
vych ro¢nich obdobi: jarni a podzimni rovnodennost (JR a PR), letni a zimni
slunovrat (LS a ZS). Tuto drdhu budeme povazovat za kruznici o poloméru 60
(dédictvi babylénské astronomie). Cilem je najit délky tse¢ek AK a LF, ¢imz
ziskdme polohu Zemé vici stredu excentru.

LS |F D

Apogeum

Slunce

PR

Perigeum

zs
Pfepocitame-li délku trvani jara (94,5 dne, tj. 94,5 dild z 365) na stupné,
obdrzime 94,5 dne ~ AF ~ 93°9’, pro léto potom 92,5 dne ~ FH ~ 91°11'.

Celkem ma tedy tthel odpovidajici oblouku AFH od jarni po podzimni rov-
nodennost velikost AFH ~ 184°20’, pfimy thel tak presahuje o 4°20', demuz
odpovidé soucet délek oblouktt AB a GH. Oba tyto oblouky maji stejnou délku,
a tak mtzeme psat

AB+GH = 2AB = AC ~ 4°20' .

HVypoétim délek tétiv v antice je vénovan ¢lanek [3].
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Hledanou délku usecky AK ziskame jako polovinu délky tétivy AC, kterou dnes
pocitame primo pomoci funce sinus:
1 16
|AK| = §|AC| -60 - crd4°20" = 60 - sin2°10" & 2%
Ve vysledcich zachovavame sedesatlny, které jsou odrazem Sedesatkové sou-

stavy, v niz Hipparchos pocital.

Podobné ziskame délku tsecky LE. Oblouk AF (délka jara) odpovidd thlu
9309 presahuje tedy pravy thel o 3°9, coz odpovidd souctu délek obloukil
AB a EF. Protoze AB ~ 2°10', dostévime EF ~ 59’. Odtud jiz snadno
dopocitame délku tsecky LF:

4
2-|LF|=60-crd(2-59) =602 sin59 ~ 2% ,
neboli |[LF| =15.

Vypocet excentricity e (tedy vzdédlenosti stfedu excentru od Zemé) je diky
kolmosti os v Hipparchové modelu pfimou aplikaci Pythagorovy véty:

16 2\* 12
2 2 2
= |AK LF|*= (2= 1— | =6—.
& = |AK[? + |LF (60) (60) =
29 5

230 __ 60

leni e = = 54, COZ predstavuje 57 boloméru excentru (polomer excentru

zvolen 60).

Ziskali jsme tak vSechny parametry modelu pohybu Slunce, ktery stal piimo
u zrodu predchidce dnesni goniometrie.
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DLAZDENI V NECEKANYCH SOUVISLOSTECH

ALENA SAROUNOVA

U mnohych geometrickych témat muzeme pozorovat, ze jejich ,korinky*
vézi hluboko ve zkuSenostech nasich pfedk — a obdobné také v nasem raném
détstvi. Vychazeji totiz ze zkuSenosti, které ziskdvame prostym pohybem po
okoli, pozorovanim vseho, co nas zaujalo jako pfijemné ¢i naopak nebezpecné,
ale hlavné s ¢im jsme se setkali pfi vlastni ,tvorbé“, pii pfetvareni materidlu
vlastnima rukama. (,,Clovék je ze viech tvort nejmoudiejsi, protoze mé ruce®
— pravil uz ve starém Recku filosof Anaxagoras.) Veskeré détské hry s kostkami,
papirem, piskem, provazky apod., prace zaméstnavajici ruce od peceni kolacu
po sochafskou tvorbu, od ru¢niho psani po nejjemnéjsi restaurovani starych
tiskt — to vSe rozviji nase schopnosti v mnoha smérech. Cetné z nich ¢asem
vyuzijeme ve Skolnim vzdélavani, velmi Casto pravé v matematice, zejména
v geometrii.

Velmi dobrym pomocnikem kazdého ucitele mtze byt znalost souvislosti
dané ucebni latky s dalsimi Skolnimi pfedméty, s riiznymi obory i s tim, co
bézné vidame ve svém zivotnim prostiedi. Takovych podnéti je kolem nas totiz
mnoho, ale vétsinou si je neuvédomujeme, pokud nas na né nékdo neupozorni.
Pokusim se na jedné takové ,vyvojové fadé* ukazat, co mam na mysli.

BéZnou c¢innosti, s niz se denné setkavame, je zaplnéni ploch danym mate-
ridlem. Mize to byt vyrovnani buchet do pekace, rozvrstveni nakrajenych hub
na sitko k jejich usuSeni, vylozeni dvorku kamenim a piskem, abychom zpevnili
jeho povrch, polozeni parket v pokoji nebo pokryti stfechy taskami. .. Matema-
tici hovoti o pokryvani roviny (teselace, tessellation) a mysli tim takové pokryti
roviny rovinnymi obrazci, které se nikde nepfekryvaji, aby vSechny body této
roviny néjakému obrazci nalezely. Tyto rovinné obrazce mohou mit specifické
vlastnosti. Jsou napt. vSechny shodné, nebo je jejich riznych tvart jen konecny
pocet, jsou dana pravidla na jejich rozmisténi (nap¥. ornamenty — tapety, fryzy
a rozety) apod. Na obr. 1 jsou ukdzky takovych pokryti.

V prirodé se setkdvame s jinym pokrytim povrchu pudy. Je ddno vlastnostmi
zivych organizmii, které zde bojuji o svij zivotni prostor. Kdekoli se vyskytne
,volné misto vhodné k zivotu“, ihned se tam néjaky zivot $ifi — a pokracuje
tak dlouho, dokud nenarazi na hranice. Ty mohou byt dané prostorové (fyzicky
uz neni volné misto), proménou tzivnosti prostiedi apod. Ukazme si modelovy
priklad:

Do laboratorni misky vysadime na Zivnou pudu tfi ,zrnka“ stejné plisné,
ktera se bude $ifit rovnomérné a stejné rychle vsemi sméry, protoze jsou v celé
misce shodné podminky (viz obr. 2), dokud na sebe kolonie plisné nenarazi.
Postupné bude pokryta celd miska. Hranice mezi plisnémi mohou studenti se-
strojit snadno pomoci os tsecek spojujicich dvojice puvodnich zrnek vysevu
plisné.
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Obr. 1: Rizné druhy pokryti roviny ¢i jejich ¢asti a konstrukce dlazky — ptaka

OO

Obr. 2: Trojice plisni na zivné pidé — jejich postupny rust a vzajemné hranice

Slozitéjsi situace, kde bereme v tivahu rtznou rychlost Sifeni kolonii, mii-
Zeme modelovat napf. na ristu ,,Zivotniho prostoru“ dvojice mravenist (obr. 3):
Méjme (opét v idedlnim prostiedi, které ma vsude stejné vlastnosti) dvojici
mravenist X a Y. Mravenci z mravenisté X jsou zdatngjsi nez jejich sousedé
z mravenisté Y, takZze se jejich izemi rozpind rychleji nez tizemi mravenisté Y.
Pro jednoduchost predpokladejme, ze pomér téchto rychlosti je 1:2. Vyznacme
kone¢nou hranici mezi témito mravenisti!
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Tuto tlohu mtiZeme pii vhodném zadédni ve Gtvercové siti pouzit uz na ZS
(viz obr. 3) nebo klasicky Fesit v analytické geometrii p¥i hleddni mnoZin bodi,
které splituji dané vlastnosti (zde maji pfedepsany pomér vzdélenosti od bodu
X, Y).

Geogebra M

Obr. 3: Zadéani tlohy a jeji feSeni pomoci ¢tvercové sité a GeoGebry

Struény popis postupu feSeni: Jako prvni bod hranice urci zaci jisté bod P
a s mirnou pomoci i bod . To je upozorni, Ze hranice bude mit asi zvlastni
tvar. Mzeme jim ukazat, ze FeSeni musi byt osové soumérné podle primky
XY, protoze je podle ni soumérné celé zadani. Déle jim muZeme nabidnout
bod M. K ovéreni faktu, Ze je bodem hranice, staci znalost Pythagorovy véty
(a ta Gtvercova sit). A mizeme hledat a ovéfovat hypotézy o tvaru hranice.
Kruznice zde byva prvni volbou (zkusenost s tlohou ze ZS). Volime tedy li-
bovolny (vhodny) bod L na kruZnici. DAl 1ze postupovat dvojim zptisobem.
Bud se spokojime ,ovéfenim pomoci méfeni“ délek tsecek LX a LY (s prislus-
nym komentafem, Ze to je$té neni diikaz, ale zatim ndm to musi stacit) nebo
s vyhodou pouZzijeme volny geometricky program GeoGebru. Z tsecky X L od-
délime pomoci ,kruzitka“ tsecku W L. Je-li bod L bodem hranice, musi byt
tsecka XW shodné s tseckou LY, neboli bod W je stfedem tisecky X L. To
v programu zjistime piikazem ,stfed tsecky“.

Hranici mezi mravenisti je zde tzv. Apolléniova kruZnice, mnozina bodi,
které maji od dvou rtznych bodt dané roviny stily pomér vzdélenosti. (Na
Apolléniovu kruznici je vhodné upozornit pii probirani kuzelosecek v analytické
geometrii.)

Vratme se zpét k ,biologickému vyznamu“ naseho zjisténi. Souziti tako-
vych dvou spolecenstvi, jako jsou nase mravenisté, nemd pied sebou dlouhou
budoucnost. Pomalejsi (slabsi, znevyhodnéné) spolecenstvi je obklicené souse-
dem, takZe s nim bud musi splynout, nebo ¢asem vyhynout, aZ vycerpa svij
maly zivotni prostor.
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Podobnym pokrytim tizemi jsou staty s jejich hranicemi, postupy obydlovani
jesté neobsazenych zemi apod. Zde ovSem neni vysledny tvar hranic dan pouze
jednim parametrem, ale souhrou dalsich podminek. Napf. pfi osidlovani tizemi
lidmi hraly velkou roli feky, které usnadnovaly dopravu neprostupnym terénem,
se 0 pokryti tizemi signalem, neni to pokryti v naSem geometrickém smyslu. Zde
se oblasti pokryté signdlem z vice zdroju prekryvaji! Jde tedy o ,inZenyrsky
termin“.)

Podobné jako rovinu mtizeme ,pokryt“ i jiné plochy (viz obr. 4). Zndmé
je déleni glébu pomoci siti rovnobézek a poledniki, hvézdné oblohy (pomyslné
hvézdné sféry) na oblasti patfici vybranym souhvézdim — ale velmi p¥izemné lze
pokryt tfeba krychli barevnym polepem nebo lidské télo cvicebnim trikotem.
Moderni stavebni plochy a postupy umoznuji architekttim projektovat budovy
s velmi odvaznymi a zajimavymi plochami. V redlné praxi se nékteré z nich mo-
hou nahradit (Iépe fedeno aproximovat) napf. siti trojihelnikd, jejichz vrcholy
na téchto pavodné planovanych plochéch lezi (obr. 4).

Obr. 4: Pokryvani nerovinnych ploch — globus, zastfeseni ¢asti britského muzea

Velmi casto feSime obdobné tlohy v prostoru. ,,Cely“ prostor E3 mutzeme
vyplnit napf. krychlemi ¢i né€kterymi jinymi mnohostény. V praxi zde resime
spiSe vyplnéni ¢asti prostoru, napt. dané bedny krabickami se zbozim, nebo
naopak rozfezani daného (nebo planovaného) velkého télesa na vhodné ¢asti.
Klasickym prikladem je vyuziti téchto principti v architekture. Na obr. 5,6 a 7
jsou znazornény ruzné zpusoby kladeni cihel a dalsich tvarovek a déleni opér-
ného gotického pilite na mensi kameny, s nimiz lze pfi stavbé manipulovat.
V téchto pripadech je vSak nutné pfihlizet k zatézi stavby a pouzité déleni
nelze volit libovolné. (MoZnosti a zdkonitosti takové prace studuje stavebni
obor stereotomie.) Kromé geometrie zde m4 slovo i statika, druhy a vlastnosti
materialu atd.
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Obr. 6: Kontrola kamenofezu opérného oblouku (M. Pospisil)

S praktickym vyuzitim vSeho, co souvisi s pokryvanim ploch a délenim pro-
storu, se setkavame denné. Jen si to malokdy uvédomujeme. Geometrie se ve
svych aplikacich skryvé vSude, kam pohlédneme — a denné ji (¢asto nevédomky)
uzivame.
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Obr. T7: Stereotomie pozdné gotického okna (M. Pospisil).
Kamenofez nosné ¢asti oblouku je veden (s vyjimkou spér
vpravo u paty) mimo stfedy pfislusnych kruznic do vzda-
lenéjsich stereotomickych stfedii, které by odpovidaly vét-
$imu poloméru zaktiveni.

S pokryvanim c¢asti roviny i s délenim téles se setkavaji zaci na zakladni
skole. Pti vypoctech obsahu mnohothelnikii ¢asto uzivame jejich rozdéleni na
vhodné ¢asti, z nichz lze slozit jiné mnohothelniky stejného obsahu, pro néz
uz vzorce k vypocétu zndme (kosodélnik, trojihelnik a lichobéznik na obdélnik
atd.). Obdobné ve stereometrii mizeme ukézat rozlozeni krychle na tfi shodné
Ctyrboké jehlany. V nékterych predvalecnych ucebnicich byla uvedena obec-
néjsi varianta — rozlozeni étyfbokého kosého hranolu (tzv. rovnobéznosténu)
na tfi jehlany stejného obsahu. Tentokrat ale jiz jsou jen dva jehlany navzajem
shodné, takze tento model je méné nazorny. Myslim, Ze pro vétSinu soucasnych

studentt stfednich skol by prilis vhodny nebyl.
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MATEMATIKA V MEZIPREDMETOVYCH VZTAZICH

VLASTA MORAVCOVA

Podle [5] je pojem mezipredmétové vztahy definovan jako vzdjemné souvis-
losti mezi jednotlivymi predméty, chdpdni pricin a vztahu, presahujicich pred-
métovy rdmec, prostredek mezipredmétovée integrace. Timto prispévkem bych
rada ukézala, Ze matematika se v pribéhu studia zédkladni a stfedni skoly pro-
lind s dalsimi pfedméty, a to i s témi, v nichz bychom ji mozné nehledali.

1 Bézné mezipredmétové vztahy matematiky

Mezi znamé a Casto uvadéné mezipiedmétové vztahy matematiky (naposled
naptiklad ve Skolnich vzdéldvacich programech) patii bezpochyby souvislost
matematiky s fyzikou, déle s chemii (lohy o smésich aj.), biologii (genetika aj.),
zemépisem (mapy, technické plany, vykresy aj.), deskriptivni geometrii (kuzelo-
secky, volné rovnobézné promitani aj.), vytvarnou vychovou (prace s nacrtkem,
zlaty ez aj.) nebo zaklady spolecenskych véd (finan¢éni produkty, indukce a de-
dukee aj.).

2 Matematika v dalSich pfedmétech

Vedle vyse uvedenych predméti by se nemélo zapominat na souvislosti ma-
tematiky s dalsimi oblastmi vzdélavani. Ucitel matematiky mize vhodnymi po-
znamkami dopliovat svij vyklad prakticky neustale a upozornovat tak, mimo
jiné, studenty na skutecnost, Ze se s matematikou setkdvaji témér vSude — af
uz v dal§im studiu ¢ v zaméstnani (pfedejdeme tak oblibené otdzce K cemu
mi to bude??l).

V soucasnosti je modernim a rozvijejicim se pfedmétem informatika (¢i
vypocetni technika). Zde se bez matematiky opravdu neobejdeme. Nezbytny
je napiiklad pojem funkce, ktery zaci vyuziji pti tvorbé tabulek v tabulkovych
procesorech (napf. Cale, Excel apod.), ale také se s funkcemi setkaji pfi uréo-
vani slozitosti algoritmu nebo pfi programovani viibec. Kdo se chce vénovat
pocitacové grafice, musi nutné pochopit zaklady analytické geometrie a mohla
bych ve vyc¢tu pokracovat déle.

Matematiku nalezneme také v hudbé. Staéi pfipomenout pojmy jako in-
tervaly, ladéni, rytmus, notovy zapis, transpozice atd. Ze stredoskolské mate-
matiky lze uplatnit zakladni aritmetické operace, pocitani se zlomky, poméry
délek aj. Inspiraci lze nalézt napiiklad v [3].

Kdo m4 dojem, %e matematika nema mnoho spole¢ného s eStinou (¢i s ja-
zykem obecné), patrné nikdy neslySel o matematické linguistice. Sice se s timto

1Odpovéd na tuto pomérné frekventovanou otazku lze fesit mnoha zptsoby — viz [1].
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pfedmétem na stfednich Skolédch nesetkdme, avsak pocitacové slovniky, prekla-
dace a dalsi pomtcky, které se vyvijeji pravé diky této moderni védé zalozené
na matematice, pouzivaji uz zaci zakladnich skol. Neni také ndhodou, ze zaci
s vyvinutéjsim matematickym myslenim si vétsinou lépe poradi napiiklad s vét-
nymi rozbory v ¢eském jazyce.

Jisté je bezesporny vliv vjvoje dé€jin na rozvoj matematiky a soucasné vliv
vyvoje matematiky a technickych véd na rozvoj lidstva. V hodinéach lze ovSem
zminit i nékteré konkrétni pripady z historie — naptiklad vyvoj ¢iselnych sou-
stav. Ne vzdy si zaci sami od sebe uvédomi vyhody pozi¢ni desitkové soustavy
a uzivani arabskych cislic, popiipadé se domnivaji, Ze se takto pocitalo a zapi-
sovalo odjakziva. Je dobré jim ukézat, ze tak tomu neni (problémy p¥i po¢itani
s Himskymi ¢éislicemi, jiné ¢iselné soustavy, egyptské kmenové zlomky, ... ).

Kréasnou souvislosti matematiky a filozofie je matematické vysvétleni pro-
blému Zénénovych? aporii. Pro snadné a ndzorné vyvraceni tvrzeni, Ze Achilleus
zelvu nikdy nedohoni, 1ze pouzit soucet nekonecné geometrické rady. Aporie jsou
také vhodnou prilezitosti k vysvétleni rozdilu mezi aktualnim a potencidlnim
nekonecnem.

S matematikou, déjepisem, zemépisem a fyzikou souvisi vyvoj kalendaru
a méfeni Casu. Zde muzeme najit mnoho ukazek aplikace matematiky, uziti
logiky, rtizné zptsoby zapisu ¢isel, pouziti riznych Ciselnych soustav, prevody
(netradic¢nich) jednotek apod. Se zékladnim povédomim o vzniku a vyvoji ka-
lendait predchozich civilizaci® si nebudeme myslet, ze dle Mayského kalendéfe
nastane konec svéta v roce 2012!

3 Zavér

Nakonec bych rada uvedla, ze jako ucitelka nepovazuji za podstatné, kolik
méme ve Skolnim vzdéldvacim programu u matematiky uvedenych mezipied-
métovych témat, a ani si nemyslim, Ze je tfeba za kazdou cenu hledat uplatnéni
matematiky v dalSich odvétvich. Staci se divat okolo sebe, v§imat si prfiroze-
nych souvislosti a byt nadSeny pro véc, protoze toto nadseni se pak pfenasi i na
nase zaky.

Jako maly ditkaz mohu uvést obrézek elipsy (obr. 1) ,vyrysované“ do zéhonu,
ktery mi pfed lety poslala mé& byvald zdkyné o letnich prézdninach (tehdy
absolventka primy Sestiletého gymnézia) s komentafem, Ze se jednd o p¥ipravu
k zaloZeni skalky (v pribéhu Skolniho roku jsme si ukazovali zahradnickou
konstrukei elipsy). Neni podstatné, Ze tvar mé k dokonalosti daleko. Mnohem
dtilezitéjsi je, ze jsme mély obé radost z dobfe odvedené prace.

2Recky filozof Zénén z Eleje zil v 5.stoleti pf.n.l. Zndmé jsou jeho aporie (spory)
Neexistence pohybu, Achilleus a Zelva, Letici §ip a Stadion. Podrobnégji o Zénénovych
aporiich viz [2]. Na internetu je také k dispozici pékné zpracovand semindrni prace
Matematika a logické paradory, v niz je jedna kapitola vénovédna Zénénovym aporiim
[http://absolventi.gymcheb.cz/2008/sttezka/cssmatika/matika.html].

3Podrobné a prehledné se této tematice vénuje monografie [4].
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Obr. 1: Elipsa vytvorena zahradnickou konstrukei

Podékovani:

Préace vznikla diky podpoie grantu GA CR P401/10/0690 Prameny evropské
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