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LOGIKA NAPISOV A TABULIEK
(Ulohy o autoreferencnych sustavach vyrokov a viet)

Hynek Bachraty, Katedra softvérovych technolégii, Fakulta riadenia a informatiky ZU, Zilina

Zaujimavé¢ ulohy suvisiace s matematickou logikou zrejme maji svoje Caro a pritazlivost’. Pacia sa
detom (aspoii €o sa tyka mojich skiisenosti), prinaSaji dobry pocit prednasatelom na matematic-
kych krazkoch a tdboroch, a pritahuju aj autorov — za vSetkych (kvalitnych) spomefime Raymonda
Smullyana.

Okrem toho, Ze sa paci, je tato oblast’ matematického vzdelavania zrejme aj uZito¢na a otvorena
konstruktivistickym pristupom. Nad paradoxom Krét'ana je ochotny, aspoil na chvil'u, sa zamysliet
aj zasadny odporca matematiky a matematicky zapalené deti st podobnym tllohdm ochotné venovat
vel’a Casu a energie.

Dobrym dovodom je tiez skuto¢nost, ako sa tejto oblasti venuje ,,Skolska®, hlavne stredoskol-
ska matematika. Sudiac podl'a jej vysledkov (napr. mojich $tudentov v 1.roéniku VS), ale aj spdso-
bu vyu¢ovania a postrehov mnohych z nas &asto skizava k tyzdefi trvajicemu formalnemu vypliia-
niu tabuliek pravdivostnych hodnét a nedéslednému matematickému vyjadrovaniu vo zvySnom
case. Zaujmova matematika tu méze pomaoct’, ¢i uz pripravou pddy alebo napravanim preslapov.

Pre istotu a upresnenie — ked’ budem v tomto ¢lanku hovorit’ o logike, mam na mysli jej formu
vhodnu pre Ziakov II. stupiia ZS a §tudentov SS. Presnej§ie uvazujeme o logike v tej forme, v akej
ako dosledok rieSenych uloh vzniké a ,,prebieha* v ich hlavach. Bez naroku na uplnost’ sa ju poku-
sim charakterizovat’ tymito ¢rtami:

e Uvazujeme o tvrdeniach a ich pravdivostnych hodnotach (...a kral’ eSte povedal, ze najviac

jedno z jeho tvrdeni je nepravdivé...).

e Zvazujeme konzistentnost’ a vzajomny pravdivostny suvis viacerych tvrdeni (...ale ak by bo-

lo toto tvrdenie pravdivé, potom by muselo byt tamto tvrdenie tieZ pravdivé...).

e Zvazujeme konzistentnost’ tvrdeni s nejakou redlnou situdciou (...ak by bola princezna

vo vedl'ajSej miestnosti, potom by toto tvrdenie nebolo pravdivé...).
e Vytvarame a d’alej pracujeme s negaciami tvrdeni (...ale ak klamal, potom musi platit’...).
e Vytvarame dlhé suvislé retazce odvodeni, argumentujeme vel'mi presne (...ak by toto tvrde-
nie bolo pravdivé, potom by tu musel byt portrét, ale potom plati aj druhé tvrdenie, ale pod-
I'a neho...).

e Nachadzame logické spory a zmysel maju aj ,,negativne* vysledky (...ak by toto tvrdenie bo-
lo pravdivé, muselo by byt zaroven aj nepravdivé, ale to je nezmysel, a preto musi byt prav-
divé...).

Dostatok ,,materidlu“ na vyvolanie tohto spésobu uvazovania ndm poskytuji zname série uloh
o klamaroch a poctivcoch, krabickach krasnej Porcie, ostrove Otazok, princeznach a tigroch atd’.
Ako zdroj ndm najlepsie posluzia skvelé knihy uz spomenutého R. Smullyana. Okrem zarad’ovania
rozne ,,prebalenych® uloh tohto typu do koreSpondencnych semindrov a inych sut'azi v rieSeni tloh
maju velky uspech aj prednasky komponované z kaskady takychto uloh. Osvedcili sa ndm najmé
pre ziakov druhého stuptia ZS. Okrem obsahu za ddlezitd a mozno rozhodujucu povazujeme aj ich
formu. Ulohy boli komponované do motivaéného a dej postivajuceho rozpravkového pribehu.
Samotné rieSenie uloh prebiehalo v 3 alebo 4 ¢lennych skupinkach (kazda zodpovedala napr. jedné-
mu princovi hl'adajicemu princeznu), priCom ulohou skupiny bolo najst, navzajom si vydiskutovat’
a nakoniec sa zhodnut’ na jednom spolo¢nom rieSeni. To potom prezentovali pred celym plénom.
Prednésajuci, okrem postvania deja a zadavania novych uloh, ma za tlohu usmerniovat’ diskusiu,



zabezpecit’ aby bol prezentovany kazdy spdsob riesenia tloh a aby pred plénom aspon raz vystapilo
kazdé z deti.

Poslednym argumentom v prospech uvedenej témy je pohl'ad do histérie. Podla vSetkého sa lo-
gika narodila a kultivovala v prvom rade ako néstroj pre vedenie diskusii na agorach gréckych polis
a az potom vznikla jej prva formalizicia v Aristotelovych pracach. Zda sa preto, vzhl'adom na zna-
my suvis ontogenézy a fylogenézy, ze vysSie popisana forma prednasok a vek jej ucastnikov je tak-
mer optimalny.

Samozrejme bolo lakavé dobré skiisenosti z II. stupiia ZS preniest’ aj na stredoskolakov. Pre ich
potreby je eSte stidle tnosna ,timovo-prezentacnd™ forma prednasky, bolo ale potrebné zvysit
obtaznost’ a atraktivnost’ tlloh. Nasledujuca sada je mojim pokusom o vyrieSenie tohto problému.
Kazda tloha spociva v analyze pravdivosti viet uvedenych na jednej tabul’ke, pricom vsetky tvrde-
nia sa tykaju prave pravdivosti viet na tejto tabulke. Ide teda o rézne varianty autoreferencnych
tvrdeni. V podstate kompletna sada tiloh odznela na 1,5 hodinovej prednaske pre ziakov strednych
$kol a hodinovy vyber tloh pre ziakov 8. a 9. ro¢nika ZS. Pre Ziakov SS bol poéet tvrdeni na
jednotlivych tabulkach zviésa uréeny premennou, pre Ziakov ZS bol tento poéet konkrétny (zviésa
desat’ viet). U stredoskolakov sme tieZ rychlo presli na rozne skratené formy zépisu zadani a rieSeni,
smerujice az k formalizacii podobnej $tandardnej logike. V tomto ¢lanku ulohy uvediem v ,,ZS
forme*.

Vicsina uloh je uvedend vo viacerych variantoch (A, B, C), ktoré stupniujii alebo upeviuja
postupy objavené a pouZité pri jej rieSeni. Celd sada uloh je dost’ prirodzene gradovana od I'ahSich
k taz$im uloham. Ku kazdej ulohe uvddzam okrem zadania aj stru¢ny komentar. V optimalnom
pripade by vSetky uvedené a naznacené rieSenia (a asi aj mnohé d’alSie) mali objavit’ deti, ulohou
prednasatel’a je poskytnut’ priestor na ich prezentaciu. Citatelom odporti¢am, aby sa najskor poku-
sili tlohy riesit’ sami.

1A: Na tejto tabul’ke je presne jedno pravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke si presne dve pravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke su presne tri pravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je presne desat’ pravdivych tvrdeni.
(Pre SS posledna veta znela ,Na tejto tabulke je presne n pravdivych tvrdeni*.)

Komentar: Uloha umozZiuje osvojit' si pracu s kvantifikdtorom ,prave. Klidom k rieseniu je
uvedomenie si, ze jednotlivé tvrdenia sa navzajom vylucuji. Viacero deti objavilo len jedno rieSe-
nie (tie tvrdenia s v spore, moze platit’ len jedno z nich...). Na moznost’ inych rieSeni ich mézeme
upozornit’, alebo tuto moznost’ objavime pri ulohe 1B.

1B: Na tejto tabul’ke su presne tri pravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je presne desat’ pravdivych tvrdeni.

Komentar: ZruSime niekol’ko z prvych viet tlohy 1A, ¢im prideme o jedno z jej rieSeni. Pokial’ sa
deti v 1A prili§ sustredili na formalnu zviazanost’ viet, teraz je viac dolezité aj to, o tvrdia. Vety 8
az 10 sa stavaju nepravdivé aj z inych ako ,,vyluc¢ujucich® dovodov, ¢o deti vacSinou nepostrehnti
(a ani nepotrebuju k rieSeniu).

1C: Na tejto tabul’ke je presne nula pravdivych tvrdeni.
Na tejto tabul’ke je presne jedno pravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke si presne dve pravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke su presne tri pravdivé tvrdenia.



Na tejto tabul’ke je presne desat’ pravdivych tvrdeni.

Komentar: Pribudla zaujimava prva veta, je pou¢né znegovat’ si ju. Zmenila sa rola poslednej vety,
ktora uz nehovori o celej tabulke. Stratime druhé z rieSeni ulohy 1A.

2A: Na tejto tabul’ke je presne jedno nepravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke st presne dve nepravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke st presne tri nepravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je presne desat’ nepravdivych tvrdeni.

Komentar: Na prvy pohlad ide o obdobu tloh 1A, deti zvac¢sa aj pouziju postup z nich (vety sa vy-
lucuju..), ale zaver rieSenia je mierne odliSny. Aj pocitovo je zrejme praca s ,,nepravdivymi‘ tvrde-
niami mierne ind ako s ,,pravdivymi®.

2B: Na tejto tabul’ke su presne Styri nepravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke je presne desat’ nepravdivych tvrdeni.

2C: Na tejto tabul’ke je presne nula nepravdivych tvrdeni.
Na tejto tabul’ke je presne jedno nepravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke su presne dve nepravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke si presne tri nepravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je presne desat’ nepravdivych tvrdeni.

Komentar: Prinosom tloh je d’alSie jemné rozliSenie podobnosti a rozdielov v porovnani s ilohami
1. Na kazdej prednaske sa naSiel jeden alebo dvaja Ziaci, ktori objavili izomorfizmus tloh 1 a 2. Ich
rieSenie (a pochvalu) sme prebrali individualne, u ostatnych zostal suvis uloh viac v intuitivnej
polohe.

3A: Na tejto tabul’ke je prave jedno pravdivé tvrdenie.

3B: Na tejto tabul’ke je prave jedno nepravdivé tvrdenie.
(Ide o dve ulohy, teda aj dve tabulky.)

Komentdr: Pred tymito tlohami sa s detmi zhodneme, Ze tabulky z uloh 1 a 2 ndm uz teda nerobia
ziadne problémy. V tom sa utvrdime pri tlohe 3A a sklameme pri ulohe 3B. V nej si ujasnime
»heriesitelnost™ tabulky a odlozime ju medzi nepodarky. Niektoré tabul’ky proste nie je povolené
vyréabat'.

4A: Na tejto tabul’ke je aspon jedno pravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke st aspoii dve pravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke su asponi tri pravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je aspon desat’ pravdivych tvrdeni.

Komentar: Zmena kvantifikatora zmeni (pre niektoré deti prekvapujico) spdsob rieSenia ulohy, co
ich spitne upozorni na potrebu pozorné¢ho naradbania s nimi. Podstata riesenia spociva v ,,dedeni*
pravdivosti smerom k vrchu tabulky (objavia vSetci), resp. v dedeni nepravdivosti smerom dole
(napadne najskor len niektorych). Medzi detmi sa pre tento jav ujal termin ,Jlogickd indukcia®.
Cesta od nej k objaveniu vSetkych rieSeni je vel'mi prijemna.

4B: Na tejto tabul’ke je aspoii nula pravdivych tvrdeni.
Na tejto tabul’ke je aspoii jedno pravdivé tvrdenie.



Na tejto tabul’ke su aspoii dve pravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke st aspoii tri pravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je aspon desat’ pravdivych tvrdeni.

Komentar: Elegantné rieSenie vychadza zo spravnej analyzy pridanej prvej vety. To, ¢o nasleduje,
deti spontanne nazvali logické domino.

4C: Na tejto tabul’ke st aspon tri pravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je aspon desat’ pravdivych tvrdeni.

Komentdr: Mal4d zmena opét’ zmeni ,,fungovanie tlohy. Prvykrat sa méze objavit’ potreba prerata-
vania poctu viet v stvislosti s ich tvrdeniami. Uloha sa eSte zmeni (a zjednodusi), ak zatneme az
s vetou o Siestich (alebo viac) tvrdeniach.

SA: Na tejto tabul’ke je najviac jedno pravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke su najviac dve pravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke su najviac tri pravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je najviac desat’ pravdivych tvrdeni.

Komentar: Dalia zmena kvantifikatora sposobi dalsie komplikacie. Aj pre Ziakov SS sme museli
najskor vyriesit konkrétnu ulohu (pre 6 viet) aaz potom sa vratit' k tabulke s n tvrdeniami.
»Indukcia“ z tlohy 4A sa osved¢i aj v tejto ulohe, aj ked” funguje opacnym smerom a pocitovo bola
pre deti praca s tymto kvantifikdtorom mierne naro¢nejSia. Najskor si pomohli uréitym mechanic-
kym prenesenim postupov z tlohy 4A a potesili sa, ako rychlo prisli k rieSeniam. O to vécsie bolo
prekvapenie, ked’ sa zistilo, Ze rieSenia si nespravne. Rozdiel je v tom, Ze zatial’ ¢o vety z tlohy 4A
si stulad so svojim tvrdenim a po¢tom prislusnych viet na tabulke zabezpecuju ,,svojpomocou,
v tejto tlohe musia siahnut’ na ,,druhy koniec* tabul'ky. Pri tejto ulohe sa prvykrat objavili nové
postupy rieSenia. Jednym z nich bolo preberanie ,,pripustnych® rieSeni a kontrola celkovej sprav-
nost tabul’ky, rieSenie ,,0d krajov* tabul’ky (pouvazujte o prvej a poslednej vete), ,.krizova* kontrola
a ovplyvilovanie jednotlivych viet (ak je prva veta nepravdiva, potom to ovplyvituje predposledn
vetu) atd’.

Na tomto mieste by sa dali prirodzene doplnit’ ulohy 5B, 5C a pripadne ,,nepravdivé* varianty
uloh 4 a 5. St myslitelné aj ich d’alSie Gpravy, prechod na ,,parne* varianty tabuliek, vynechanie
niektorej (niektorych) viet z tabuliek atd’. RieSitel'ov tychto uloh urcite cakaju vzrusujuce zazitky!
V spomenutych prednaskach ale nebolo mozné z ¢asovych (a d’alsich) dovodov tieto ulohy zaradit,
a pokracovali sme nasledujucou ulohou.

6: Na tejto tabul’ke st vSetky tvrdenia nepravdivé.
Na tejto tabul’ke st vSetky tvrdenia pravdivé.

Komentdr: Ide u uvedenie dalSej ,,zakdzanej* tabul'ky. Podrobné analyza oboch viet ukaze drobné
odlisnosti v ich ,,problémovosti“. Niekedy si veta na vytvorenie sporu vystaci sama, nieckedy potre-
buje spolupracu druhého tvrdenia. Ide tiez o pripravu na d’alsiu tlohu.

TA: Na tejto tabul’ke je aspon jedno nepravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke st aspoii dve nepravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke st aspoii tri nepravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je aspon osem nepravdivych tvrdeni.

Na tejto tabul’ke su vSetky tvrdenia nepravdivé.
Na tejto tabul’ke st vSetky tvrdenia pravdivé.

6



Komentar: Ide o ulohu z minuloro¢ného ro¢nika KS SEZAM, ktorej vymyslanie prerastlo do tejto
série uloh. K jej rieSeniu treba vyuzit’ va¢Sinu z vysSie ziskanych skusenosti. Posledné dve vety ana-
lyzujte podobne ako v ulohe 6, ¢im sa vyjasni postavenie prvych dvoch viet. Nasledovat’ méze
»preskakovand® analyza zvySnych viet, kde napr. pravdivost’ 6smej vety ovplyviiuje tretiu vetu atd’.

7B: Na tejto tabul’ke je asponi jedno nepravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke st aspoii dve nepravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke st aspon tri nepravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je aspoii sedem nepravdivych tvrdeni.
Na tejto tabul’ke su vSetky tvrdenia nepravdivé.
Na tejto tabul’ke st vSetky tvrdenia pravdivé.

Komentar: Zlomova uloha. Minimalne vzhl'adom na sl'ub, ze ulohy budu nielen obtiaznejsie, ale aj
atraktivnejSie. Zopakovanie postupu z predchadzajucej ulohy néas opdt’ privedie k zisteniu, Ze pre
prostrednu vetu predpoklad pravdivosti aj nepravdivosti vedie k sporu. Tabul'ku teda treba zahodit’
resp. zakdzat. Na tomto mieste ale deti dostdvaji zavaznu otdzku: ,,A kto ndm sltbil, ze pre kazda
vetu napisanti na nejakej tabulke sa musi dat’ urcit’ jej pravdivostna hodnota? Videli sme uz tri
pripady, kde to tak nebolo. Na tabulke sa vtedy vzdy nachadzala veta, ktorej pravdivost’ aj neprav-
divost’ viedla k sporu. Pomenujme tieto tvrdenia sporné a prestaiime tajit’ ich existenciu. Uvidime,
¢1 sa nam takato Uprimnost’ oplati!*

8A: Na tejto tabul’ke je aspon jedno nepravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke su aspon dve nepravdivé tvrdenia.
Na tejto tabul’ke si aspoii tri nepravdivé tvrdenia.

Na tejto tabul’ke je aspoi sedem nepravdivych tvrdeni.
Na tejto tabul’ke su vSetky tvrdenia nepravdivé.

Na tejto tabul’ke st vSetky tvrdenia pravdivé.

Na tejto tabul’ke je aspon jedno tvrdenie sporné.

8B: Na tejto tabul’ke je prave jedno nepravdivé tvrdenie.
Na tejto tabul’ke je aspoi jedno tvrdenie sporné.

8C: Na tejto tabul’ke st vSetky tvrdenia nepravdivé.
Na tejto tabul’ke st vSetky tvrdenia pravdivé.
Na tejto tabul’ke je aspon jedno tvrdenie sporné.

Komentar: Zavedenie spornych viet znamenalo vel'ka zmenu, ktora deti upttala az fascinovala. Pri-
danie novej kategdrie ,,pravdivosti® viet znamenalo zmenu spdsobu rieSenia uloh, v rdmci ktorej sa
ujasiioval vyznam tohto pojmu. VSetkych potesila ,,rehabilitacia® zavrhnutych tabuliek, aj ked” ne-
bola trividlna. Samozrejme poteSenie z rieSenia tychto uloh uz nechdm na Citatel’a.

Koniec prednésky priniesol aj krasnu otdzku od jedného z posluchacov: ,,A kto nam sl'ubil, ze
kazda veta musi byt pravdiva, nepravdiva alebo sporna? Co ak kazda moznost’ vedie k sporu?
Miestnost’ sme opustali vo viacerych zanietene diskutujtcich skupinkach...

Na zaver par pozndamok. DalSie rozvijanie témy spo&iva v hl'adani d’alsich peknych uloh podob-
nych uloham 8. Vsetky sa daju d’alej modifikovat’ pridanim iného typu ,,spornych* tvrdeni (,,na tej-
to tabul’ke je presne jedno tvrdenie sporné®, ,,na tejto tabul’ke nie je Ziadne sporné tvrdenie* atd’.).
S kazdym z Citatel'ov sa rad podelim o nové objavy a skuisenosti v tejto oblasti.



Hlavny problém témy spociva v jej rozsahu. Na prednaske pre stredoskolakov sme riesili vSetky
uvedené ulohy. Asi len ich vynimoc¢na zdatnost’ sposobila, Ze sme sa vtesnali do 1,5 hodinového ca-
sového limitu. Zlom medzi ulohami 7 a 8 zapdsobil na deti ako ziva voda, ale aj tak sme sa pohybo-
vali na hranici ich Gnavy a pozornosti. Asi najschodnejsie pre d’alSie rozvijanie témy je jej rozloZe-
nie do viacerych pokracovani, ¢im sa ale moze stratit’ je ,,aGdernost™.

Pre ziakov ZS odzneli pocas 1 hodiny tlohy 1A, 1C, 2A, 2C, 3A, 3B, 4A, 4B, 6, 7A, 7B (lohu
7A vsetci poznali a riesili v rAmci koreSpondenéného seminéra) a 8A. Ulohy deti zaujali, ale zave-
denie ,,spornych* viet ich az tak neoslovilo (a nebolo na ne dost’ ¢asu). Pri pripadnom opakovani by
som tuto Cast’ Uplne vypustil a radSej sa sustredil na ulohy 5. Téma je ale asi vhodnejsia pre Studen-

tov SS.

A miesto zaveru jedna prémia. PresnejSie, moj prispevok k problematike kozmickych letov.
Analyzujte pravdivost’ tvrdeni na nasledujicej tabul’ke:

Utastnici EXODu 2003 boli na vylete na Marse.
Predchadzajica veta je nepravdiva.
Predchadzajuca veta je nepravdiva.
Predchadzajica veta je nepravdiva.
Predchadzajuca veta je nepravdiva.

Vicsina viet na tejto tabul’ke je nepravdiva.

e-mail: hynek@kst.fri.utc.sk



NOVE TRENDY V SPOLOCENSKYCH HRACH
(Platonske telesa pre nas a naSich ziakov )

Hynek Bachraty, Katedra softvérovych technolégii, Fakulta riadenia a informatiky ZU, Zilina

Pravidelné mnohosteny, ¢o je iny ndzov pre Platonske telesa, su sic¢astou matematiky minimalne uz
od starého Grécka. V Euklidovych ,,Zékladoch® je im venovana cela trindsta kniha, ktora obsahuje
nielen ich popis, ale aj dokaz, ze okrem tych ,,Platonovych® uz ziadne d’alSie neexistujii. Na prvy
odhad by ¢lovek ocakaval, ze pdjde o dokaz tazky a zlozity. Opak je ale pravdou. Je pristupny uz
ziakom poslednych roénikov ZS (odhadom od 7. triedy podla ich matematickej vyspelosti).
V nasledujicom texte je dokaz dokonca trochu ,,prifuknuty* — urobime viac, ako by bolo nevyhnut-
ne treba. Z matematického hl'adiska je téma vel'mi pestra — obsahuje partie z rovinnej a priestorovej
geometrie, intuitivne sa dotkneme teorie grafov a topoldgie, budeme zostavovat’ a riesit’ rovnice,
urobime zopar kombinatorickych uvah. Za ddleziti povazujem d’alej ilustraciu vzajomnych suvis-
losti a prepojenia na prvy pohlad vzdialenych oblasti matematiky a to, Ze ziskame (minimalne
z pohl'adu deti) naozaj silny vysledok. Prave vzhl'adom na rozmanitost’ pouzitého aparatu pdsobi az
monumentalnym dojmom.

V d’alSom budem text, zodpovedajici priamej re¢i k detom, uvadzat’ kurzivou (komentare bez-
nym spdsobom). Vac¢sinu oznamovacich viet mézeme samozrejme nahradit’ otdzkami a nechat’ ho-
vorit’ najmi deti. Uvodna motivacia témy vysvetluje mierne mitici nazov &lanku. Slovo kocka
budeme uvazovat’ v dvoch réznych vyznamoch (Sest’sten a hracia pomocka), ich rozliSenie difam
nebude robit’ problém. Geometricka téma by si asi vyzadovala mnozstvo obrazkov. Tie ale s vel'kou
namahou zvlddam vol'nou rukou (a Skaredo) kreslit’ na tabul'u. Odporucam preto Citatel'ovi, aby si
k &itaniu pribral papier s ceruzkou a ilustracie si priebezne dopiiial. Celé rozpravanie je zlozené
z niekol’kych relativne samostatnych blokov. Podl'a trovne posluchdcov, oblasti na ktort sa chceme
sustredit’, a ¢asto dostatku resp. nedostatku ¢asu pocas rozpravania, pri kazdom z nich méZeme zvo-
lit hibku a aj ¢asovy rozsah, s akym sa mu budeme venovat'. Na niektorych miestach v texte na tiito
moznost’ este zvlast upozornime.

Na svete existuje mnozstvo spolocenskych hier. Stavim sa ale, Ze jednu z nich hral kazdy z vas,
a je urcite najznamejsia. Je takd znama, Ze vam ani nemusim hovorit jej meno. Pokial’ by vam to va-
dilo, tak sa na mna nesmie hnevat... Uz viete, ktora to je?

Tiez sa asi rychlo zhodneme na tom, ktord z pomécok pouzivanych pri tejto hre do nej vnasa
najviac nervov, napitia a ocakdvania. Ano, je to kocka. Preto aj badanie nad moznostami dalsieho
rozvoja a zdokonalenia tejto hry zacneme pri nej. Urcite by sme privitali moznost zahrat' si clovece
aj na iny pocet ako 1 az 6 tahov, nasadzovat napriklad na stastnu sedmicku alebo prejst na jeden
hod 15 krokov. K tomu nam uz stara dobra kocka nebude stacit’ a treba vymysliet jej nové modely.
To ale nie je jednoduché. Urcite by ste protestovali, ak by niekto chcel na hru pouzit rézne nepravi-
delné a Skaredé utvary, aj ked aj na tie sa dajii napisat cisla od 1 do vhodného cisla. Cim je teda
kocka, s ktorou sme ochotni hrat, taka vynimocna? Aké viastnosti by mali mat telesa, ktorymi by
sme ju mohli nahradit? Existuju eSte aj iné ako kocka? A ak ano, kolko ich je a ako vyzeraju?

Na tomto mieste nechame deti formulovat’ (samozrejme s primeranou presnost'ou) vlastnosti,
ktoré budeme pozadovat’ od pravidelnych telies. Zbierka navrhov a diskusia okolo nich byva vzdy
vel'mi bohata. Urcite padne navrh, ze steny musia byt zhodné mnohouholniky. Poukazmi na potre-
bu pravidelného kotulania a prevracania kocky sa rychlo vyjasni, Ze mnohouholnik musi byt pravi-
delny, Casto pribudne aj poziadavka na rovnaké stenové uhly pri kazdej hrane. Ak priddme pozia-
davku, aby kocka postavend na vrchol padla s rovnakou pravidelnost'ou na I'ubovolnt z prilahlych
stien, dostaneme potrebu ,,symetrického* rozdelenia hran vychadzajucich z vrcholu. V réznych for-
mach sa tiez objavuje poziadavka, aby teleso v kazdom vrchole bolo ,.také isté*. Moze tiez padnit’
pripomienka, aby sa dalo jasne urc€it’, ktoré ¢islo vlastne padlo, t. j. ktora stena je ,,vrchna®“. (Tento
problém, vzhl'adom napr. na Stvorsten, navrhujem riesit’ sklenenou doskou stola a prechodom na
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,»spodnu stenu.) Poziadavkou, aby kocka mohla padnit’ na kazdl zo svojich stien, vylu¢ime rozne
duté, deravé a nekonvexné telesa. Tento nazor je mozné, a ak sa da aj vhodné, doviest’ az k nazoru,
ze kocka vlastne predstavuje vhodne zdeformovanu gul'u. Mdézeme si tiez ujasnit, Ze v kazdej hrane
sa budu stretavat’ prave 2 a v kazdom vrchole aspoii 3 steny.

Pre tito pasdz rozpravania treba mat’ pripravenu sadu roznych odstrasujucich telies alebo ich
Casti, ktoré detom pripoment niektoré dblezité a potrebné vlastnosti. Debata byva podnetna, potre-
bujeme si ju len postrazit’ z ¢asového hladiska. Vzniknuty zoznam vlastnosti byva bohaty a vacsi-
nou ,,predefinovany®, pricom dodrzanie mnohych vlastnosti by sme v d’alSom ani neboli schopni
sledovat’ a dodrzat. Mozeme sa preto obmedzit' len na niektoré z nich (rovnaky pocet zhodnych
pravidelnych mnohouholnikov v kazdom vrchole, pribuznost’ s gul'ou), zvy$né vlastnosti si mézeme
overit’ az na objavenych telesach.

Nez sa pustime do hladania tvarov nasich novych kociek, mohli by sme si uvedomit, z akych
., suciastok* budu poskladané. Ktoré to podla vas su? (Vzhl'adom na predchadzajicu debatu sa
rychlo zhodneme, Ze ide o vrcholy, hrany a steny.) 4 podobne ako pri planovani stavby domu, aj
nam by pomohlo, ak by sme objavili pravidla, podla ktorych si tieto suciastky treba pripravit, ako
spolu suvisia. Ako je to pri kockdch a telesach, ktoré pozname? (Podl'a Casu moézeme pocitat’ a pri-
padne zapisat’ ich pocet pre kocku, ihlany, kvadre. Situicia by ale mala byt’ neprehl’adnd, Ziadnu
suvislost’ zatial’ neobjavime.) Skiusme teraz jeden trik. Dohodli sme sa, Ze kocky mézeme vyrobit
z gule. Teraz to skusme vyuZit naopak. Predstavte si lubovolnu kocku vyrobenu z gumy - tu by sme
si mohli nafuknut do tvaru lopty. Vrcholy zostanu vircholmi, hrany a steny su sice zdeformované, ale
este stale vieme comu zodpovedaju. Takymto obrazkom hovoria matematici grafy. Ten nds mda jednu
zvlastnost' — je nakresleny na guli. Vieme ho ale dostat’ do roviny. Predstavte si, Ze do vrchnej steny
urobime dieru, vopchame do nej ruky a pomaly zacneme dieru zvicsovat a gulu roztahovat.
Postupne z nej dostanem polgulu, a nakoniec ju ,,vyzehlime* naplocho do roviny. (Tento postup je
dobré bohato ilustrovat’ obrazkami.) Vrcholy a hrany sa mi zachovali, stenam zodpovedaju oblasti
ohranicené hranami. A pozor, stene, ktoru sme na zaciatku prederavili, zodpoveda celé okolie grafu
(a nesmieme na nu zabudat). Graf, ktory sme dostali, musi mat’ aj jednu zaujimavi vlastnost: jeho
hrany sa dotykaju len vo vrcholoch, nikde inde sa nepretinaju. Nakreslite si aj vy lubovolny takyto
graf. Mate? Skuste teraz urobit takuto vec: spocitajte vietky jeho vrcholy, prirdtajte ohranicené
oblasti (aj s neohranicenym ,,okolim ‘) a odcitajte pocet hran. Kolko vam vyslo? Dva? Vsetkym?

Opét podl'a ¢asu resp. schopnosti posluchd¢ov moézeme skoncit’ pri tomto dokaze Eulerovej ve-
ty tzv. ,,matematickou sugesciou®, alebo si ho naznacit’ urcitou formou indukcie. Nechame deti po-
pisat’, akym spdsobom kreslili (mohli nakreslit’) svoj graf. Zacali asi tym, ze nakreslili prvy vrchol.
Pre tito situdciu vzoréek plati. Dalej sa d4 postupovat’ niekol’kymi jednoduchymi ukonmi: dokreslit
novy vrchol a spojit” ho novou hranou s uz existujiicim vrcholom, novou hranou spojit’ dva existuju-
ce vrcholy, pridat’ novy vrchol na existujicu hranu. Spolu s detmi 'ahko overime, ze pri kazdom
kroku sa pocet vrcholov, hran a oblasti zmeni tak, Ze vzorcek ,,nepokazime*.

V kazdom pripade tito pasaz musime zakonéit uvedomenim si, 7e kazdy rovinny graf spiiia
objaveny vzt'ah a spédtna deformécia na gulu a kocku ndm zabezpeci platnost’ Eulerovho vzorca
V(rcholy) + S(teny) — H(rany) = 2 pre vSetky nami hl'adané kocky.

Ked' sme si vyjasnili, aky je zakladny vztah ,,stavebnych kamernov* nasich kociek, viimnime si
teraz inu vec. Dohodli sme sa, Ze v kazdom vrchole sa stretavaju aspon 3 steny v symetrickej polo-
he. Pri pohlade zhora (napriklad ak je kocka zavesend na nitke upevnenej vo vrchole) by sme teda
mali vidiet aspon tri hrany zvierajuce rovnaky uhol. Aky ale bude tento uhol? Bude taky, aky je
v skutocnom mnohouholniku tvoriacom stenu, teda napr. 60° v trojuholniku? Alebo ho budeme
vidiet skresleny? A ako?

Na tomto mieste vyzveme deti, aby si vzali pravy uhol (list papiera) a pozorovali ho z r6znych
poldh. Po chvili zistia, ze ho mézu vidiet’ ako ostry aj tupy uhol, Sikovni dokonca ako nulovy alebo
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priamy uhol. Teraz nasleduje otazka a analyza, z ktorych miest vidime uhol mensi a z ktorych miest
vacsi ako 90°. Opét’ zaleZi od okolnosti, ako presne sformulujeme ziskané sktisenosti. Vysledkom
tejto ,,pozorovacej etapy by malo byt’ zistenie, ze pri pohl'ade na vrchol mnohostena (zhora) vidi-
me uhly vécsie. To si mozno overit’ na kocke, kde tri 90-stupiiové uhly vidime ako 120-stupniové.
Rozpravanie postupne prechadza ku finale.

Teraz by sme uz mali vediet dost na to, aby sme zacali s vyrobou kociek. Skusme najskor po-
hladat tie, ktoré su poskladané z pravidelnych trojuholnikov. Tie maju 60-stuprniové uhly. Kolko sa
ich moze stretnut vo vrchole kocky? Ak mame vidiet vacsi uhol, mozu byt 3, 4 alebo 5. Ak by sa ich
stretlo vo vrchole 6, videli by sme uhol 60°. Bude to este teleso?

(Mimochodom, parketdze roviny povazoval za ,nekonecné* mnohosteny Kepler. Ak tieto tva-
hy prenesieme do priestoru, otvori sa ndm jedna z ciest do sveta 4-rozmernych pravidelnych mno-
hostenov.) V d’alSom s det'mi preberieme moznosti ,,vrcholovych konfigurécii* a skladania mnoho-
stenov zo Stvorcov, pravidelnych patuholnikov, Sestuholnikov atd’. Je mozné a pri patuholniku
a sedemuholniku vé¢sinou aj nutné chvilu sa venovat’ otdzke velkosti vnitorného uhla mnohouhol-
nika. Na konci tejto pasdze nam zostane k dispozicii pat’ kandidatov na spravne kocky. Kazdého
z nich si najskor ,,vypocitame* a potom sldvnostne predstavime.

Vidime teda, Ze vyber sa zuzil len na 5 kandidatov. Zoberme si jedného z nich, napr. kocku, kto-
ra v kazdom vrchole spdja 5 trojuholnikov. Vieme, kolko suciastok je treba na jej zostavenie? Zatial
nie, ale pozname uz vela ich vzajomnych vztahov. Oznacme si pocet stien tejto kocky S. Aky bude
potom pocet jej vrcholov a hran? Vieme to urcit? (V = (S.3) /5, H = (8.3) / 2). Tieto pocty ale
musia splnat podmienku nasho (a Eulerovho) vzorca, teda (S.3)/5 + S—(S.3) /2 = 2. Z toho vyrd-
tame S = 20, a po dosadeni V = 12 a H = 30. A existuje naozaj kocka, zlozend z 12 vrcholov, 30
hran a 20 stien v tvare trojuholnika? Nuz existuje, vola sa ikosaeder a tu je jej obrazok...

Tato Cast’ je vyvrcholenim celej prednasky, treba si na nu nechat’ dostatok casu a venovat’ jej
patri¢ni pozornost. Samozrejme, najvacsiu Cast’ ratania a objavovania nechavame na deti. Ako pa-
rameter pre vypocet a zostavenie rovnice mézeme pouzit' I'ubovolné z Cisiel V, H, S, k ureniu
zvy$nych dvoch parametrov vedi kombinatorické tivahy. Najl'ahsi je postup od poctu vrcholov, naj-
taz$i asi od poctu hran. Kazdy sposob ,,precvi¢i® trochu iny spdsob kombinatorickych postupov
a predstav. Opit’ podla ¢asu a schopnosti posluchdcov mézeme zvolit’ pre vSetky telesd jednotny
a najl'ahsi postup, striedanie metdd, pripadne (pre milovnikov kombinatoriky) kazdé teleso zratame
vSetkymi 3 spdsobmi. Tak isto je mozné v tomto okamziku deti rozdelit’ do skupiniek a kazdi ne-
chat’ objavit’ jedno z telies.

Je vhodné zvolit’ spravne gradované poradie ,,objavovania“ telies. Zakladnou moznostou je
postupovat’ podl'a pocCtu stien, t. j. v poradi tetraeder, hexaeder, oktaeder, dodekaeder a ikosaeder.
Prvé dve az tri su deti schopné aj samé nakreslit’ a spomentt’ si na ne. Je potrebné mat’ prichystané
pekné arozne obrazky vsetkych telies, ak su k dispozicii, hodia sa aj 3D modely. Samozrejme
obrovské moznosti poskytuje internet, staci si nechat’ vyhladat’ heslo ,,regular polyhedra“ alebo
,»platonic solids*“. Na konci ¢lanku uvadzam niektoré z mojich obl'ibenych stranok.

Ako som uz spomenul, zmengovat’ resp. zviaéSovat’ rozsah a dizku prednasky mozeme uz pocas
jej priebehu tym, do akej hibky sa budeme venovat’ jej jednotlivym &astiam. V zavere sa este oplati
(ale nie je to nutné) spomenut’ dualitu objavenych telies, ktord ulah¢i ich geometricku predstavu
a ,,ponuka sa“ aj z porovnania poctu ich suciastok. Hlavne predstava osemstena vpisaného do kocky
je vel'mi ndzornd a uZzito¢na.

S realizaciou témy mam mnoZstvo a v zdsade iba prijemnych skusenosti. Pre menej zdatnych
Ziakov ZS a pri hodinovom rozsahu je celé rozpravanie na hranici ,,stihnutelnosti*, niektoré Casti
treba prejst’ rychlejsie a vynechat’ detaily. Naopak, pokial’ sa téme venujete 90 minut so Sikovnymi
stredoskolakmi, vychutnate si ju spolo¢ne do posledného detailu. Uréitym rizikom je ,,mudrlant®,
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ktory hned’ na zaciatku vykrikne ,,ved to su tie platonove telesd®, ale zatial’ sa vzdy aj on nechal
vtiahnut’ do deja a na konci sa potesil aj ,,znovuobjavenej kocke.

Dalsou vyhodou témy je moznost’ pokradovat’ v nej mnohymi d’al§imi smermi. Hlavne, ak mate
moznost’ dlhodobejSej prace s det'mi, ¢i uz na tabore alebo v triede. Uvediem niektoré moZnosti:

Medzi prezentované (pripadne rozdavané) obrazky zaradime aj siete telies a vyzveme deti
aby z nich zostrojili modely telies. Vyzdobili ndm viacero taborov, doma teraz mézem obdi-
vovat’ aj papierové modely kocky v osemstene alebo Stvorstena v Stvorstene.

Archimedove (,,polopravidelné*“) mnohosteny, ktorych steny mdze tvorit’ viac typov pravi-
delnych mnohouholnikov. Vel'mi prirodzené rozvinutie témy, smerujice skor do jej kombi-
natorickych a ,,poctarskych* casti.

Siete pravidelnych mnohostenov. Ako vyzeraju, kol’ko ich je, kol'kymi rezmi sa telesa roz-
padaji na rovinnu siet’, ulohy na siet’ach.

Stereometria platonskych telies. Ich objemy, stenové uhly, vzdialenosti vrcholov (pre muchy
aj mravce), rozmery vpisanych a opisanych gul’.

Duté a deravé telesa. Prechod od Eulerovej formuly k Eulerovej charakteristike. Ak je hod-
nota vyrazu V + S — H pre telesa tvaru pneumatiky, gule s dutinou tvaru gule atd’? Tu sme-
rujeme skor do oblasti topologie.

Prechod do $tvrtého rozmeru. Od populéarnej stvorrozmernej kocky mdézeme pokracovat’ az
k tedrii (pravidelnych) Stvorrozmernych telies a samozrejme aj d’alej. Aka dualita plati pre
4D telesa? Aky je 4D variant Eulerovej vety? Viete na tomto zaklade objavit’ dalSie 4D
Platonske teleso? A Co ich siete?

NadSeni programatori sa mézu pustit’ do rdéznych vizualizécii platonskych telies. Vacsinu
dobrych napadov uz asi dostal niekto pred nimi, ale to ich hadam neodradi.

A aby sme nezabudli, r6znymi Ulohami o kvadroch, ihlanoch, pocitanim ich ,,suciastok®,
ulohami o ¢islovani vrcholov atd’. si mézeme podu pre tto tému pripravovat’ vopred.

Miesto zaveru (a obrazkov) sI'ibené odkazy:

http://perso.wanadoo.fr/math.lemur/3d/poly.htm
http://www.scienceu.com/geometry/facts/solids/
http://www friesian.com/polyhedr.htm
http://mathworld.wolfram.com/PlatonicSolid.html

e-mail: hynek@kst.fri.utc.sk
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SEZAMKO a MaK
(Nové zilinské aktivity v oblasti zaujmovej matematiky)

Katarina Bachrata, Katedra informacnych sieti, Fakulta riadenia a informatiky ZU, Zilina
Hynek Bachraty, Katedra softvérovych technologii, Fakulta riadenia a informatiky ZU, Zilina

KORESPONDENCNY SEMINAR SEZAMKO

V septembri 2002 zacal svoju ¢innost SEZAMKO — matematicky koreSpondencny seminar pre Zia-
kov 5. a 6. roénika ZS. Vznikol v spolupraci s pobo¢kou JSMF v Ziline, Fakultou prirodnych vied
ZU a hlavnou oporou pri jeho vzniku boli skiiseni a obetavi organizatori semindra SEZAM.

Dovody pre jeho vznik boli rozne: ziskat’ rieSitel'ov pre Sezam, zapojit’ do zaujmovej ¢innosti
studentov FPV ZU a nakoniec aj vytvorit’ priestor rozvijania sa v matematike pre vlastné diet’a.

KoreSpondencény semindr SEZAM, ktory v regione stredného Slovenska fungoval uz vyse 10
rokov, sa vyprofiloval na seminar pre ziakov 7. az 9. ro¢nika ZS. Ked’ sa robili programy pre §irsiu
vekovu Skalu ucastnikov, iSlo to bud’ na tkor kvality alebo bolo potrebné ¢lenenie, ktoré bolo kapa-
citne narocné a malo efektivne. Pretoze detom boli v 5.a 6. ro¢niku pontikané iné seminare (MAX,
PIKOMAT, MALYNAR), pocitovali sme v poslednych rokoch odliv riesitelov SEZAMu. Verime,
ze riesitelia SEZAMKa sa stanu riesitel'mi SEZAMu.

Prednedavnom vznikla Fakulta prirodnych vied ako jedna z fakult ZU. Na fakulte $tuduju
okrem iného budulci ucitelia matematiky v kombindcii s inymi predmetmi, napr. informatika,
anglictina, hudobna vychova. Mali sme moznost’ presvedcit’ sa, Ze praca v koreSpondenénom semi-
nari je pre budiceho ucitel'a matematiky velkym prinosom. Preto sme sa rozhodli ponuknut’ vede-
niu fakulty spolupracu.

Ukazuje sa, ze my ako vlastni rodi¢ia nedokdzeme zd’aleka tak motivovat’ naSho syna k rieSeniu
matematickych problémov, ako to dokazu koreSponden¢né seminare. Vd’aka synovi naopak dokaze-
me pomerne dobre odhadnut’ vhodnost’ prikladov (alebo programov na sustredeni) pre danti vekova
kategoriu.

Organizacia prvého rocnika SEZAMKa bola silno podporovand vedicimi semindra SEZAM.
Pri materidlnom zabezpeéeni pomohli FPV ZU (rozmnoZovanie, rozoslanie prvej série na koly,
prispevok na obcerstvenie na stretnuti s rieSitelmi), JSMF (ndkup obdlok, papiera a honorar za
prednasky na sustredeni) a organizatori, ktori si sami hradili cestovné, ubytovanie a stravu na
stustredeni.

Vlastnu ¢innost’ sme zacali vyberom uloh do koreSpondencnej cCasti, ktory urobili organizatori
SEZAMu v spolupréci s manzelmi Konrddovcami. Vyber tloh prebiehal tak, ze kazdy zo zucastne-
nych (cca 10 T'udi) priniesol 3—4 zaujimavé priklady. VSetky sa spolo¢ne vyriesili a nakoniec sa vy-
brali dve série po 5 prikladov. K tymto prikladom sme vymysleli rozpravkovy pribeh o ¢arodejnic-
kom uc¢novi Henrym Monterovi, ktory potom sprevadzal tlohy zimnej aj letnej Casti. Hotové
zadania sme poslali do §kol, kde ich ucitelia pontkli detom. Po troch tyzdiloch ndm deti poslali
vyrie$ené Glohy, spolu s obalkou s nalepenou znamkou a napisanou spétnou adresou. Dalej sme uz
korespondovali priamo s det'mi a nezatazovali sme ucitel'ov. Po troch tyzdiioch sme detom poslali
opravené ulohy, vzorové riesenia, poradie a nové zadania.

Na opravovani sa uz podielali aj Studenti 1. a 2. ro¢nika Fakulty prirodnych vied a niekol'ko
Studentov vyssich roénikov Fakulty riadenia a informatiky a Strojnickej fakulty ZU. Opravovaniu
série predchadzalo niekol'’kohodinové stretnutie, kde sme so Studentmi preriesili vSetky tlohy a spo-
lu s nimi vymysleli ¢o najviac moznych nespravnych rieSeni. Na zéklade toho sme spolu urc¢ili, ako
budeme jednotlivé priklady bodovat’ a hlavne ako komentovat’ chyby v rieSeniach. Komentare boli
z motivacného hl'adiska dolezité nielen pre rieSitel'ov, ale aj pre opravujucich. Ich tlohou bolo
kazdé diet’a pochvalit’ za to, ¢o malo v rieSeni dobré a ukazat’ mu, kde spravilo chybu (resp. ¢im by
sa jeho riesenie dalo este vylepsit). To ich nutilo k inému pohl'adu na ziaka nez je ten, ktory je este
vzdy roz§ireny v naSom Skolstve: ,,Nezaujima ma, ako si to myslel! Ja ako ucitel’ viem, ako to malo
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byt spravne aty ako ziak sa ma$ snazit’ urobit’ rieSenie, ktoré sa €o najpresnejsie priblizi mojim
predstavdm!“ Na opravenie tloh, vpisanie komentdrov, vyrobu novych zadani a zostavenie poradia
boli vyhradené dva tyzdne. Zadania druhej série sme uz chystali spolu so Studentmi, ktori ¢asto
lepsie ako my vycitili, kde by mohli mat’ deti nejasnosti a ktorému textu by mohli nespravne poro-
zumiet'.

Po dvoch sériach zimnej Casti sme v decembri zorganizovali niekol'’kohodinové stretnutie naj-
lepsich riesitel'ov s organizatormi stitaze. Priestory poskytla Zilinska univerzita a velky podiel na
zorganizovani programu mali organizatori SEZAMu, ktori uZ maju s akciami pre deti bohaté skuse-
nosti. Prostredie ¢arodejnickej Skoly sme priblizili vhodnym oble¢enim a sedem hodin sme stravili
spolu s detmi a s matematikou. Na stretnutie priSlo 26 z 50 pozvanych deti (niektoré v sprievode
rodi¢ov). Pre tych sme zorganizovali hodinovu besedu s organizatormi. Program pripravilo desat
veducich zo SEZAMu a desat’ vediicich zo SEZAMKa im pri tom pomahalo. Uastnikov sme hned’
po prichode zadelili do Styroch druzin, kazda druzinu mali na starosti dvaja veduci. V prvom bloku
deti riesili priklady. Za spravne rieSenia ziskavali body, ktoré im pomohli vyslobodit’ Henryho
z bludiska v podzemi. Potom nasledovali tri matematické prednasky, z ktorych si deti mohli vybrat’.
Nasledovalo Sportové zapolenie v telocvicni a nakoniec sutazenie v hrach s vyhravajicou straté-
giou. Stretnutie skoncilo odovzdanim ucastnickych listov a sl'ubom, ze na konci letnej Casti bude
pre najlepsich riesitel'ov trojdiiové ststredenie.

Priklady letnej Casti stitaze vyberali v januari vedici SEZAMu a SEZAMKa spoloc¢ne. V letnej
Casti prebehli 3 série a v kazdej z nich boli 4 priklady. Casovy harmonogram bol podobny ako
v zimnej ¢asti. Tri tyzdne deti riesili a potom dva tyzdne trvalo opravenie uloh, spracovanie vysled-
kov, vyroba a mnoZenie novych zadani a rozoslanie toho vSetkého naspét’ det'om.

Stustredenie pre najlepsich riesitel'ov letnej Casti trvalo tri dni. Tri dni trvalo aj stretnutie, na
ktorom sme ho chystali. Priprava spocivala nielen vo vymysleni programu, ale aj v jeho odsktSani
veducimi. Sustredenie uz viedli len veduci SEZAMKa bez pomoci veducich SEZAMu. Konalo sa
vo Varine pri Ziline a okrem 10 veducich na fiom bolo 34 deti (z Kosic, Sabinova, Presova,
Tvrdo$ina, Ruzomberka, Rimavskej Soboty, Samorina a samozrejme zo Ziliny, Oravy, Kysuc).
Det'om aj vediicim sa vel'mi péacilo.

Po skonceni prvého ro¢nika sut'aze nemodzeme skonStatovat, ¢i sme zabezpec€ili dostato¢ny
nabor novych riesitel'ov pre SEZAM (este nezacal d’alsi rocnik), ale videli sme ako praca na organi-
zovani stitaze menila Studentov (buducich ucitel'ov). Sme presvedCeni, ze stidium buducich ucite-
I'ov matematiky na vysokych Skolach je koncipované dost’ nest’astne. Vychadza totiz z predpokladu,
7e na VS prichadza $tudent, ktory bravarne zvlada latku zakladnej aj strednej $koly a ma spodita-
nych mnozstvo prikladov. A lohou vysokej Skoly je dat mu nad jeho vedomostami vedecky
nadhlad. Je sice pravda, Ze u nas existuje vel'a stredoskolakov, ktori tieto predpoklady spiiaju, ale
bohuzial’ va&sina nepatri medzi budtcich $tudentov pedagogickych fakult. Realne pridu na VS $tu-
denti, ktori maju sotva preratané priklady zo zakladnych ucebnic (pricom napriklad najrozSirenejSie
ucebnice na ZS na Slovensku su len zbierkou navodov na poditanie uréitého typu prikladov
a naslednych tiloh na precvi¢enie tohto navodu). Nestandartnych prikladov sa §tudenti boja. Na VS
st im, namiesto pochopenia suvislosti a ziskania istoty v rieSeni takychto tloh, pontuknuté abstrak-
cie a zovSeobecnenia, ktoré¢ stredoskolskli matematiku ani trochu nepripominaji. Pedagogovia sice
mézu vediet, ako dana problematika rozsiruje uéivo ZS, ale nemaju ¢as to $tudentom vysvetlit.
Mozno st aj iné dovody preco je tomu tak. Ale pravdou je, Ze zatial’ ¢o v inych oblastiach boli nasi
organizatori (Studenti pedagogického zamerania) rozhl'adeni a sebavedomi mladi 'udia, v matemati-
ke sa spociatku vel'mi uzkoprso drzali jediného spravneho rieSenia a jediného spravneho pochope-
nia prikladu. Bali sa s prikladmi hrat’, pozmenit’ zadanie a rieSit’ problémy spolu s det'mi. Bali sa, Ze
by mohli nieco nevediet. Bali sa polemizovat’ s detmi o ich rieSeniach. Myslime si, ze to sa po
jednom ro¢niku organizovania koreSpondencného semindra dost’ zmenilo. Takze st prospesni nie-
len opravovatelia riesitel'om, ale aj naopak.
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STREDOSKOLSKY MATEMATICKY KLUB MaK.

Rok 2002 bol premiérovy aj pre d’alsiu aktivitu v oblasti zaujmovej matematiky v Ziline, stre-
doskolsky matematicky klub. Ide o d’alSie rozSirenie ¢innosti skupiny venujucej sa organizacii KS
SEZAM a SEZAMKO pre ZS a podielajucich sa na organizacii stredosSkolského KS KMS.

Najskor uvediem zakladnu charakteristiku ¢innosti klubu. Je primarne uréeny pre ziakov stred-
nych 8k6l, samozrejme s predpokladanym zadujmom o matematiku. Program sa pripravuje a zame-
riava na tito vekovu kategoriu. Ako prednésatelia, pozorni posluchaci alebo mili hostia prichadzaja
aj star$i Gi¢astnici, od $tudentov po uéitelov VS. ,,Clenstvo* samozrejme nie je Ziadnym sposobom
formalizované, vitani st vietci. Cinnost’ klubu spoéiva v pravidelnych stretnutiach raz za mesiac.
Zatial mdme pre ne vyhradeny vZdy posledny vikend v mesiaci. Z organizaéného hl'adiska je t'azis-
kom kazdého stretnutia prediZené sobotné predpoludnie.

V case od 8.00 do 9.00 prichddzaju a zvitavaja sa ti€astnici. Od 9.00 do 10.30 prebieha prva pa-
ralelna dvojica prednasok, niekedy upresnena ako dvojica ,,tazSia — 'ahSia“ alebo ,,pre mladsich —
pre starSich®. Od 10.30 do 12.30 sa presuivame do telocvi¢ne, kde zdokonal'ujeme svoje fyzické
schopnosti. Uéastnici sa rozdelia do 3 — 4 skupin, ktoré navzajom zapolia vo volejbalovom, stolno-
tenisovom a ,,Svihadlovom* turnaji. Od 12.30 do 14.00 prebieha druhé dvojica prednaSok.

Po 14.00 pokratuje volnejsia Gast’ stretnutia. Uastnici zvi¢sa vo velkom kolektive a dobrej
nalade prejdi mestom, pripadne sa stihni naobedovat. Poobedie od 16.00 vyplni (podla ro¢ného
obdobia) strhujuci zapas v niektorom z obl'ibenych Sportov, posedenie pri gitarach, spolocenské
hry. Vecer byva naplneny debatami v menSich skupinkéch, ndvStevami cezpolnych a miestnych
ucastnikov, d’alsim vyletom do mesta a pod. V nedel'u sa vydavame na viac ¢i menej narocnu turis-
tiku v okoli Ziliny, ktoré na to poskytuje dostatok moZnosti.

Patri sa spomentit’, Ze priestory pre sobotnu ast’ stretnutia poskytuje Zilinska univerzita, Zilin-
sk& pobocka Jednoty slovenskych matematikov a fyzikov honoruje prednasatelov. Relativne najna-
ro¢nejSie je ubytovanie a stravovanie cezpolnych ucastnikov, ktoré sa zabezpecuje ,,svojpomocne*,
v ochotnych rodinach niektorych organizatorov a ucastnikov. VSetkym patri za tuto podporu vd’aka.

Dovodov, pre ktoré sme sa rozhodli a odhodlali rozbehnut’ ¢innost” klubu je viacero. Uvediem
najskor tie, ktoré s dolezité z pohl'adu stredoskoldkov:

e ,Vlastné odrastené deti“: Pod tymto ndzvom myslime velku skupinu deti, s ktorou sme sa do-
stali do kontaktu pocas ich sutaZenia v koreSpondenénom seminari SEZAM, na tdboroch
a sustredeniach. Kazdy rok ich prechadzaju zo ZS na SS desiatky. Vicé§inou tizia zachovat® si
kontakty a moZnosti stretavania sa s vedicimi aj medzi sebou. Na druhej strane doteraz pontika-
né aktivity pre ziakov SS, najmi KS KMS a d’alsie stredogkolské KS nestadia a nevedia pokryt
tento zdujem. Ich celkova kapacita (a kapacita ststredeni, kde dochadza k osobnym stretnutiam)
je menSia. Pre mnohych je naro¢nost’ a obtiaznost’ KMS uz nad ich schopnosti a tato cesta sa
definitivne uzatvara. Tak isto narast $kolskych povinnosti pri prechode na SS mnohym znemoz-
ni venovat’ dostatok ¢asu a energie zaujmovej matematike. Naopak MaK z tohto hl'adiska nevy-
zaduje viac ako jeden az dva voI'né dni do mesiaca, a nemé ziadne kapacitné obmedzenia.

e ,,Cudzie nedotknuté deti“: Vyssie spomenuta skupinka poskytuje zakladny a vydatny pramen
nasich ucastnikov. Na druhej strane, tito sa prechodom na stredni Skolu dostavaju do novych
kolektivov (a Casto priaznivo ,,naklonenych* matematike, napr. vo vyberovych triedach), ziska-
vaji novych priatel'ov a tych privadzaju na stretnutia MaKu. Tak isto stretnutia MaKu propagu-
jeme na zilinskych gymnaziach, odkial tiez prichadzaji novi zdujemcovia. Tento typ Gcastnikov
je Casto eSte nedotknuty témami a postupmi zdujmovej matematiky a va¢sinou sa do nich s chu-
tou zahibi. Moznost prezentovat svoje oblibené a zaujimavé témy novym posluchadom

,hase“ deti ich uz ¢asto poznaju z tdborov) je velkym lakadlom aj pre prednasatelov.

e ,Kolektivne obdobie*: Zatial’ o pre ziakov 5. alebo 6. ro¢nika je pri aktivitaich v oblasti za-
ujmovej matematiky nosny a najdolezitejsi ich vztah smerom k vediicemu, s pribudajiucim ve-
kom vzrastd aj zaujem a vyznam kolektivu ich vrstovnikov. Na strednej Skole dosahuje tato
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tendencia vrchol. Kolektiv rovesnikov sa stdva najddlezitejSim socialnym prostredim, jeho kva-
lita a aktivity viom doélezitym spdsobom ovplyviuju vyvoj dietata. Preto sme sa naSim
ucastnikom snazili poskytnit’ aspoii raz mesaéne moznost’ pobytu v kolektive, o ktorom verime,
7e je dostato¢ne kvalitny a inSpirujuci. Predpokladam, ze moznost’ stretnutia sa s obl'ibenymi
priatel'mi je asi najsilnejSou motivaciou pre navstevu klubu.

»Nefitukat™*: Skusenosti hovoria, ze vel'a taborov a sustredeni kon¢i posledny den aj slzami
v o¢iach ucastnikov. Verime, Ze ide o smutok stvisiaci so skoncenim vydarenej akcie. Napriek
tomu mam dojem, ze tymto slzam treba klast’ odpor. Obzvlast’ krokodiliu vel'kost’ maji v o¢iach
dlhoroénych a najstarich ucastnikov, ktory odchidzaju zo ZS. Z ich pohladu je uz samotny
prechod na SS dost’ vel’kym a zneist'ujucim krokom, ktory spolu s predstavou ,,7e uz nikdy sa
s touto skvelou partiou nestretnem* asi naozaj stoji za kus pesimizmu. Podobné pocity sa nie
vzdy vyhn aj vediucim. Nuz, teraz sa s touto skupinkou deti lu¢ime pozvankou na prvy septem-
brovy MaK a slovami ,,uvidime sa o 4 tyzdne®“. Aj ked’ sa nezdé prili§ vyznamny, pocitovo bol
tento dévod jednym z najvaznejsich pri ivahach o zalozeni MaKu.

Perspektiva radosti (a aj prace): Jej vyznam pre kazdého z nas asi netreba zdoraziovat’. MaK
ju poskytuje jednak z dlhodobého hl'adiska. UZ dnes sa mnohi 6smaci teSia, aké to bude, ,.ked’
budi moct’ chodit’ na Mak®, stretnit’ sa so svojimi o par rokov star§imi priatel'mi, ktori sa do-
Casne ,stratili prechodom na SS atd’. Verime, Ze im divame d’alsi dobry dovod tesit’ sa na
strednt1 $kolu. Podobny vyznam ma aj mesacny rytmus nasich stretnuti. UZ pri nedel'nom luceni
sa dohovaraju plany na d’al$i mesiac a mnohi s chutou pocitame chybajice dni do d’alSieho
stretnutia.

Bude to dobré: V neposlednom rade sme verili, Ze vd’aka nasim doterajSim sktisenostiam z pra-
ce s mladezou bude ¢innost’ MaKu prinosom pre jej ucastnikov...

Trochu int skupinu dévodov dostaneme, ak sa na situdciu pozriem z hl'adiska veducich a organiza-
torov:

VoI'né kapacity: Skupina organizatorov KS SEZAM a KS KMS predstavuje viac ako 20 ¢lenny
kolektiv v zasade skusenych a kvalitnych veducich so znacnymi skisenostami. Pritom samotne;j
,kontaktnej* praci s det'mi sa venuju vac¢sinou len pocas niekol’kych tyzdnov sustredeni a tabo-
rov, pricom cCasto pracuju s relativne stabilnou skupinou deti. Organizacna forma MaKu pritom
nekladie az také vel'ké naroky na pocet veducich (najviac 4 prednasatelia na stretnutie), ich vol-
ny ¢as (v zasade staéi 1,5 hodiny), dlhé cestovanie a pobyt (véa&sina je zo Ziliny alebo okolia)
atd’. V podstate Cas a energia potrebna k ¢innosti MaKu je v tomto kolektive k dispozicii. Ozaj
naro¢ny je MaK pre troj¢lenné organizacné jadro, ktoré tvori spolu s autormi ¢lanku riaditel’
MaKu Jakub Daubner.

»Iréning“ veducich: Systém prace s detmi v ramci KS (spomenuty vySSie) na druhej strane
prinaSa urcité uskalia. Aj veduci, ktory pracuje v KS viac rokov, mohol pocas sustredeni pred-
niest’ len niekol’ko predndsok. Naviac polrocné ,,prestavky* a zi¢liva atmosféra tychto akcii mo-
zu zakryvat’ niektoré nedostatky, neumoziuju systematickejsiu pripravu veduceho atd’. Na stret-
nutiach MaKu je prilezitost’ pre pravidelnejsie stretavanie a pracu s det'mi, otestovanie pripravo-
vanych matematickych tém atd’.

Zlepsenie prace veducich: V podstate ide o podobny dévod ako v predchadzajucom bode, mo-
tivovany ale hlbsim pohl'adom na celt problematiku. Praca so stredoSkolskou mladezou je
v mnohych oblastiach niroénej$ia ako praca so ziakmi ZS. Pokial defom neposkytujeme
dostato¢ne kvalitny program, daju nam to pocitit’. Tieto tazkosti menej skuseni a ambicidzni ve-
duci cCasto rieSia ustupom od néaro¢nejsich vychovnych a vzdelavacich cielov a programov, pre-
chodom k sice klimaticky prijemnym, ale malo podnetnym formam ¢innosti atd’. MaK svojim
veducim poskytuje novy priestor pre ziskavanie skusenosti s tymto druhom prace a mal by
prispiet’ k celkovému zvySeniu jej kvality.

Osobna motivacia: Pre autorov ¢lanku (a niektorych naSich d’alich kolegov), ktori sa pri svojej
praci viac orientovali na Ziakov ZS (a v zamestnani na $tudentov VS), bola lakava aj moznost’
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rozsirit’ si svoje skusenosti s touto vekovou kategoériou. A v neposlednom rade je prijemna aj
moznost’ stretdvat’ sa ,,na neutralnej pdde* aj s vlastnymi, pomaly odrastajiicimi det'mi.

Aj vd’aka motivacnej sile spomenutych dovodov méme za sebou prvy rok fungovania MaKu.
Mozeme konstatovat’, ze vel'mi uspesny. Predpoklady, ktoré nas viedli k jeho zalozeniu, sa ukazali
spravne a dostato¢ne nosné. Uskutocnilo sa 10 stretnuti MaKu, vratane Cisto Sportového vianocného
a zavere¢ného junového, spojeného s dvojdiiovym prechodom hrebena Malej Fatry. Detaily si moze
zdujemca najst’ na adrese http://www.sezam.sk/~visni/mak/.

Na stretnutia prichddzalo od 20 do 40 ucastnikov, celkovo databaza ucastnikov obsahuje vyse
50 stredoskoldkov a 15 ,,dospelych®. Velku Cast’ tvorili Studenti Zilinskych gymnazii, ale pravidelny
ucastnici prichadzali z prilahlych regiénov (Martin, Turcianske Teplice, Dolny Kubin, Povazska
Bystrica atd’.), ako aj vzdialenejSich miest (KoSice, PreSov, Spisska Nova Ves, Banskd Bystrica,
Lucenec, Bratislava, Samorin).

V ramci stretnuti odznelo celkovo 32 prednaSok (okrem matematickych tém bolo niekol’ko ve-
novanych fyzike a informatike), o ktoré sa podelilo celkovo 12 prednasatelov. Obsahom a vyzna-
mom ich mdézeme rozdelit’ do nasledujtcich skupin:

e Propedeutika: Sposob a tempo vyucovania matematiky na naSich Skolach tu nebudem komen-
tovat. V kazdom pripade poskytuje dostatok oblasti, kde zdujmova matematika mdze pripravit’
podu pre neskor ,,direktivne* vnaSané vedomosti. Vzhl'adom na vek ucastnikov sme sa sustredili
hlavne na propedeutiku infinitezimalneho poctu a v dvoch prednaskach na pravdepodobnost’
a Statistiku. Tieto témy kladli vel'ké naroky nielen na posluchdcov, ale aj na pripravu veduacich.
Bohato sme nacierali do historie, prednasky boli inSpirované napr. postupmi Archimeda, Cava-
lieriho alebo Keplera.

o Zapinanie dier: Skolska stredoskolska matematika pri svojom , $printe* k maturitim vynecha-
va viaceré pekné oblasti. S chut'ou sme ich vypiali. Tak odznelo vel'a peknych prednasok napr.
Z geometrie.

e ,Pekné“ témy: Pre oblast zdujmovej matematiky s charakteristické témy, ktoré nesleduju
(aspoii nie v prvom plane) ziadny ,,seridzny‘ matematicky ciel’. Jedinym kritériom je, aby boli
¢o najkrajsie, najatraktivnejSie a priniesli ich G¢astnikom o najprijemne;jsi zazitok. Samozrejme
sme sa tymto témam nevyhybali, a okrem osvedéenych ,,evergreenov objavili aj mnoho no-
vych.

e Prva pomoc: Dvakrat sa na nds ucastnici obratili s prosbou o prednasku z konkrétnej oblasti
matematiky, ktord im sposobuje problémy v Skole. Asi neprekvapi, ze iSlo o kombinatoriku
a zavedenie logaritmov. Pomoc sme poskytli, samozrejme spdsobom, ktory sme povazovali za
vhodny. Pri kombinatorike nds inSpirovala ,,zItd kniha“, pri logaritmoch sme si zopakovali
Napierov postup pri ich vytvoreni. Ziskany vhlad (a snad’ aj nadhlad) nasich posluchicov
uspokojil.

o Co nebolo: Asi nas jednotny a spoloény nazor na tento druh prace s mladeZou sposobil, Ze Ziad-
na z prednasok nebola venovana priprave na MO, trikom na rieSenie urcitych typov tloh, klasic-
kym ,,doucovacim® témam a podobne.

Velky vyznam ma samozrejme aj nematematicka, spolo¢ensko-Sportova Cast’ stretnuti. Vyznam
kolektivu a aktivit v iom pre tuto vekovl kategoériu som spomenul vyssie, tu im je pontknuty
dostatocny priestor. NaSe sobotné ,,navstevy* telocvicne maji za ulohu hlavne precistit’ hlavu
medzi naroénym matematickym programom, maji ale aj svoju Sportovi hodnotu. Niektori nasi
ucastnici su skutocne pohybovo nadani, niektori zase robia Cest’ rozsirenému predsudku ,,Co mate-
matik, to drevo®. U nich sme ale po par stretnutiach videli pokrok a mozno prave na MaKu si
prvykrat zahrali Sporty, ku ktorym ich inak ich spoluziaci ani nepustia. Mozno sme spoOsobili aj par
predsavzati ,,urobit’ so sebou nieco* aj v tejto oblasti. NedeI'na turistika navézuje na dlhoro¢nu a Us-
pesnu tradiciu matematickych vyletov. Byva plna pohody, veselych aj vaznych debat, Spekacikov,
slaniny, vegetaridnov a krasnych vyhl'adov. Vrcholom v tomto smere bol juinovy MakK, ktory spoci-
val v dvojdilovom prechode hrebenom Malej Fatry, prednasalo sa na chate pod Suchym.
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Dalsie skusenosti a postrehy zhrniem do nasledujticich bodov:

Zvolena organizacna a obsahovd forma matematického klubu sa ukazala vel'mi efektivnou.
ZjednoduSene povedané s relativne malou vynaloZzenou namahou sme dosiahli (dafam) slusné
vysledky. Jednou pri¢inou tohto javu je kolektiv kvalitnych deti, ktorého silné jadro strhava
a pritahuje novych ucastnikov, druhou dostato¢na ,,zasoba* skusenych veducich na zabezpece-
nie organizacie a programu.

Velku Cast’ hlavne nematematického programu, propagacie, celkovu pritazlivost’ a atraktivnost’
¢innosti klubu si vlastne zabezpecuju deti samé. (V¢itane vytvorenia www stranky, za ktora d’a-
kujeme MiSovi Prusédkovi.) Motivacia Cinnosti klubu a jeho ucastnikov je vel'mi prirodzena a or-
ganizatorov prili§ nezat'azuje.

Stretnutia MaKu sa stali skutocnou ,,dieliiou’ pre prednasatel'ov. Mohli prezentovat’ modifika-
cie tém pouzivanych pre Ziakov ZS, otestovat’ prednasky pripravované na iné akcie a naopak,
prezentovat’ témy vylepSené o uz ziskané skusenosti. Moznost’ prednasat’ pre naozaj kvalitné
deti bola vel'mi inSpirujiica a motivujuca.

Mesacna frekvencia stretnuti bola zvolena vel'mi $t’astne. Stretnutia na seba eSte stale navidzuju
a maju urCitd kontinuitu. Na druhej strane po mesiaci st deti uz patri¢ne ,,vyhladnuté* a na
d’alSie stretnutie sa teSia. Frekvencia tiez vyhovuje kapacitdm veducich.

Studenti strednych $kél s z mnohych hl'adisk (myslim teraz na matematicky program) este sta-
le ,deti* a ich rozdiel od Ziakov ZS je mensi, ako sme ocakavali. Osobne som bol zvedavy, ¢i
forma a obsah ponukanej matematiky, blizia skor ZS, je vhodna aj pre tito vekovu skupinu.
Zda sa, ze ano. Tato skusenost’ by si vyzadovala hlbsiu analyzu, mohla by ale zmenit’ ndzor na
jednu dost’ rozsirent predstavu: Pokial’ idem nieCo rozpravat’ kvalitnym stredoSkolakom, treba
si pripravit’ nie¢o seridzne, tazké a uzitocné. Napriklad nové typy dokazov A-G (a eSte lepsie aj
tazsich) nerovnosti, naucit’ ich rychlo derivovat’ a ratat’ tak tllohy na extrémy, alebo (ked’ su taki
sikovni) skusit’ nie¢o z prvého roénika VS. Nuz, je to snad’ mozné, ale uréite nie nutné.

Vzhl'adom na termin pisania tohto prispevku mdézem skoncit’ poteSujucim konstatovanim. Pre

par dilami prebehol prvy MaK tohto Skolského roku. Viac ako 30 ucastnikov si vypoculo 4 pekné
rozpravania, zaSportovalo si a 19 ¢lenny vyber v nedel’'u za krasneho pocasia vystupil na Klak. Ak
mate zaujem, prid'te sa nabuduce pozriet. A ak mate chut’, prid’te aj prednésat’. Ale pozor, zaujem-
cov je vel'a a terminy sa rychlo zapiiaju!

e-mail: Katarina.Bachrata@fri.utc.sk, hynek@kst.fri.utc.sk
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MONTESSORI VYCHOVA PRE PREDSKOLSKY VEK

Dagmar Bartokova, Trnava

Maria Montessori — talianska detska lekarka, ktord Zila na prelome 19. a 20. storocia, vypracovala
uceleny vychovno-vzdelavaci systém. Prosba jedného z deti: ,,Pom6z mi, aby som to dokazal sam*,
sa stala jej zivotnym krédom. Jednym zo zakladnych cielov je naucit’ dieta plnit’ vzdy len jednu
ulohu s tym, Ze sa jej venuje naplno a ststredene.

Zakladné pravidla Montessori pedagogiky

Diet’a:

- sauciv prostredi zameranom na dieta

- sauci vSetkymi zmyslami

- saudi vlastnym tempom a svojim vlastnym spdsobom
- sauci od konkrétneho k abstraktnému

- zvlada jednu vec po druhe;j

- sauci spontanne a bez usilia

- rozvija svoj pozitivny obraz o sebe

- zvlada svoje prostredie, stava sa viac sebestaénym a nezavislym
- rozvija svoje sebaprijatie a uctu k sebe i ostatnym

Prostredie

Aby mohlo diet'a samostatne a koncentrovane pracovat’, potrebuje dosledne zorganizované prostre-
die. V prvom rade je to primerané mnozstvo podnetov na zmyslové vnimanie a vlastnti aktivitu.
Nébytok v miestnosti musi byt primerany k velkosti dietat’a, obrazky na stene vo vyske jeho oci.
Vsetky predmety musia byt pre diet'a bezpecné, lakavé, kompletné a I'ahko dostupné.

Senzitivne obdobia

Metodika Marie Montessori reSpektuje tzv. senzitivne obdobia vyvoja dietata. Su to obdobia zvy-
Senej citlivosti, ktord umoziuje spontanne vnimat’ a 'ahko prijimat’ urcité javy a podnety. Dieta
v tom ¢ase absorbuje nové prvky zo svojho prostredie podvedome a teda bez akejkol'vek namahy.
KaZzdé senzitivne obdobie ma pomaly zaciatok, vyrazny vrchol a pozvolné doznievanie. Vo veku
0 — 5 rokov je to senzitivne obdobie rozvoja reci a zjemnovania zmyslov. Vek od 1 do 3 rokov je
najvhodnejsi ¢as na vytvaranie psychického a fyzického poriadku. Senzitivne obdobie vyvoja pohy-
bovych schopnosti trva od narodenia do 4 rokov a najvhodnejsSie obdobie na budovanie socialnych
vzt'ahov zac¢ina v 2 a kon¢i v 6 rokoch.

Praktické cvi€enia
Pracovat’ sa zacCina vzdy s konkrétnym materidlom, ktory dieta pozna z kazdodenného Zivota a do-
kaze ho zaujat’ tvarom, farbou, zvukom, ... . Rodi¢ alebo ucitel’ vyuziva metédu predvadzania a na-
podobiiovania: dietat'u predvedie cely priebeh prace pomaly a plynulo a nasledne dieta nechd vy-
konat’ ¢innost’ samé. Praktické cviCenia Montessori Skoly st roz€lenené do piatich zékladnych
skupin:

1. cvicenia kazdodenného zivota
cvicenia na rozvoj a zjemnovanie zmyslov
matematické cvicenia
jazykové cvicCenia
kozmické vychova

el

KedZe mam praktické skusenosti s prvymi dvoma skupinami cvi€eni s trojroénym dietatom,
v d’alSom sa zameriam na ne.

1. Cvicenia kazdodenného Zivota
St to pripravné cvicenia na koordinaciu pohybov, koncentraciu, sebaovladanie a samostatnost’.
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b)

d)

2.

Chodza

- vrytme hudby

- s predmetmi v ruke

- po elipse

- medzi ndbytkom

Otvaranie a zatvaranie

- dveri bez hluku

- r6znych nadob a flasiek
Starostlivost’ o vlastni osobu

- presypanie sypkych materidlov
- prelievanie

- prekladanie sypkych materidlov lyZicou
- krajanie zeleniny

- natieranie rohlikov

- pranie, veSanie a skladanie pradla
- Zehlenie

- (Cistenie topanok

Starostlivost’ o svoje prostredie

- utieranie prachu

- kfmenie domacich zvierat

- starostlivost’ o kvety

- prestieranie na stol

- lestenie

Cvicenia na rozvoj a zjemnovanie zmyslov

Rozvoj zmyslového vnimania udrzuje dieta v pritomnosti. Pri tychto cvi¢eniach dieta objavuje
fyzikélne vlastnosti predmetov a javov a v Montessori zariadeniach sa obvykle pri nich pouzivaji
Specialne pomocky, ktoré si v§ak pomerne drahé a nie 'ahko dostupné. Druhou alternativou je ne-
naro¢na vyroba pomocok doma. Pri mnohych nasledovnych cviceniach sa daja pouzit’ prazdne plas-
tové obaly od kinofilmov.

a)

b)

Zrak

- rozpoznavanie rozmerov (sada nadob roznych vel'kosti, sada zavazi roznych velkosti)

- rozpoznavanie farieb

- rozpoznavanie tvarov (vkladanie roznych geometrickych tvarov do prislusnych otvorov)

Hmat

- rozpoznavanie predmetov (urovanie predmetov vo vrecku hmatom)

- rozpoznavanie drsnosti (so zaviazanymi o¢ami hl'adanie dvojic Smirgl'ov rovnakej drsnosti
alebo dvojic rovnakych latok)

Sluch

- rozliSovanie jemnych zvukov

- hladanie dvoch rovnako znejucich zvukov (sada dvojic nadob naplnenych réznym materia-
lom, napr. ryza, fazul’a, kovové gul'ocky, ...)

Cuch

- zjemnovanie cuchovych vnemov (uréovanie vone korenin alebo byliniek v koreni¢kach)

- hladanie dvoch rovnako vonajucich materialov

Chut

- zjemnovanie chutovych vnemov (so zaviazanymi oCami ur¢ovanie roznych druhov ovocia
alebo zeleniny v Saldtoch)

Zmysel pre vahu

- rozliSovanie vahy telies (so zaviazanymi o¢ami porovnavanie vahy telies rovnakého objemu,
napr. nadob naplnenych r6znym mnozstvom soli)

e-mail: daska.bartok@nextra.sk

20



PROJEKT VO VYUCOVANI MATEMATIKY
NA ZAKLADNEJ SKOLE

Zuzana Berova, Bratislava

Projekt ako vyuc€ovaci néstroj sa pomaly udoméaciiuje v nasich Skolach a svoje miesto si postupne
nachadza aj na zakladnej Skole.

Stru¢ne mézeme projekt charakterizovat’ ako rieSenie otvoreného problému (rieSenie problé-
mu nie je dopredu zndme, nepozname sposob jeho uchopenia, vedomosti a zru¢nosti potrebné na
jeho riesenie nie su blizsie Specifikované, pozname skor typ udajov potrebnych na rieSenie ako sa-
motné udaje).

Précu s projektom si ucitel’ ul'ah¢i, ak si pred jeho zadanim Ziakom ujasni zakladné charakte-
ristiky projektu. Su to napriklad tieto parametre:

- téma projektu (ndzov),
vekova kategoria riesitel'ov projektu,
casove rozpdtie rieSenia projektu,

- forma prdce s projektom (individualna, skupinova, ...),

- miera zdsahov ucitela pocas rieSenia projektu,

- oblast, z ktorej je projekt zadany (matematika — Cista/aplikovana/histdria, nematematika, ...),
- prdca s literaturou (nie je / v obmedzenom rozsahu / podstatna sucast’ prace),

- povaha projektu (sformulovany okruh problémov, ktoré je potrebné vyriesit' / vymedzena té-
ma alebo oblast’, o ktorej je potrebné ziskat’ a prezentovat’ informdacie / vymedzeny okruh
alebo téma, ale nie st sformulované problémy, ktoré treba vyriesit),

forma vystupu (Ustny referat, pisomna praca, poster, poc¢itaCovy program, model, MG/ VHS
nahravka, ...).

Pri hodnoteni projektu ucitelovi moze pomoct’, ak sa zameria napriklad na tieto tri taziskové
oblasti:

- pristup k praci,

- matematicky obsah,

- prezentacia vysledkov.

Na zaver chcem apelovat’ na ucitel'ov zdkladnych $kol, aby sa nebali prace s projektmi na vyu-
¢ovani matematiky. Ziaci nas dokazu Castokrat velmi prekvapit’ tym, &o dokazu, ak im nechame
dostatocny priestor na tvorivl pracu. Projekty mozu sprijemnit’ vyucovanie matematiky, mozu Zia-
kom ukdézat’ opodstatnenost’ uenia sa matematiky, ak budu moct’ svoje vedomosti pouZit’ pri rieSeni
konkrétnych problémov. V neposlednom rade projekty umoznuju ucitelovi naucit’ ziakov také zruc-
nosti ako samostatnost’, schopnost’ kooperacie, praca s literatirou, prezentacia vysledkov prace,
a mnoh¢ iné, ktoré v horizonte d’alSieho zivota ziakov maji eSte vac¢siu vahu, ako konkrétne mate-
matické pojmy, fakty a postupy, ktoré si osvojuji na vyu€ovani.

e-mail: avalon@nextra.sk
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DIAGNOSTIKA ARITMETICKE STRUKTURY"

Milan Hejny, Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta

Abstrakt. Polarita procesniho a konceptniho piistupu k matematice je vychodiskem pro strucné
piedstaveni teorie reifikace, teorie proceptu a teorie modela (separovanych a univerzalnich). Analy-
zou péti zakovskych feSeni jsou identifikovany fenomény, pomoci nichZ je popsdna mentalni arit-
metickad struktura. Konecné je ilustrovan proces tvorby diagnostického nastroje zaméfené¢ho na
poznavani kvality kognitivni a meta-kognitivni oblasti aritmetické struktury zdka.

1. UVOD

Clanek sleduje dva cile. V prvnich &tyrech kapitolach nabizime &étenéfi struénou informaci o téch
teoriich, které nejvice vstupuji do nasich souc¢asnych vyzkum. Tento teoreticky exkurz neni ptehle-
dem. Mnoho zavaznych mySlenek soucasné didaktiky matematiky v ném neni vibec zminéno.
Nejsou zde napiiklad jména jako Cobb, Dreyfus, Dubinsky, Fischbein, Hiebert, Kaput, ... V dalsich
dvou kapitolach pak zkoumame aritmetickou strukturu zaki a snazime se ukazat, jak se tvofi
diagnosticky néstroj na poznavani této struktury.

1.1 Formulace problému

wevr

je formalizmus. Terminem formalni poznatek oznacujeme paméti uchovavanou informaci, které
¢loveék nerozumi, kterou nemé podlozenu vlastni zkusenosti.

Naptiklad zak vi, Ze se pfi feSeni uloh o procentech pracuje se zakladem z, ¢asti ¢ a procenty p.
Zna vzorecky p = 100¢/z, ¢ = p.z/100, z = 100¢/p, ale nevidi mezi nimi vazby. Pojmim nerozumi
a vzoreCky umi pouzit, jen kdyz je v tloze uvedeno, které dvé veli€iny jsou dany a ktera se hleda.

Neradostny stav je vyzvou pro kazdého ucitele, aby se snazil pfedchazet formalizmu a aby
pokazdé, kdyz jej u zaka objevi, hledal cesty, jak zdkovi pomoci tuto kognitivni nemoc 1é¢it. Ne
vzdy je lehké formalizmus odhalit. Nelze jej poznat, kdyz zadk bezchybné vytesi standardni tilohu
nebo pfesné odiika definici nebo poucku. Formalizmus Ize odhalit zejména tam, kde je potifebné
dany poznatek pouzit v nestandardni situaci. Takova situace mize byt zaméfena na porozumeéni
pojmu, na porozuméni vztahu nebo vzorci nebo na porozumeéni souvislostem mezi poznatky. Pravé
posledni ptipad je cesta, kterou se pokusime odhalovat formalizmus:

Hledame diagnosticky nastroj, kterym lze diagnostikovat aritmetickou strukturu zaka ZS,
presnéji kvalitu propojeni aritmetickych poznatkd.

1.2 Metoda

Nastrojem vyzkumu je diagnostick tloha a jeji satelity. Uloha vyzaduje a) znalost nékolika dil&ich
poznatki a b) jejich soucinnosti. Kazdy z dil¢ich poznatki je testovan zvlastni tilohou, kterou nazy-
vame satelitem zékladni ulohy. Predmétem zkoumani jsou zaci, kteti bezpecné vytesi vSechny sate-
litni Glohy, ale u zdkladni Glohy maji potiZze. Postupy téchto zaka analyzujeme metodou atomarni
analyzy, ktera byla v posledni dobé rozpracovana v sérii praci prazského seminate (napt. Jirotkova
(1998); Hejny, Michalcova (2001); Kratochvilova, Swoboda (2002)) a popsana je v Stehlikova
(2000). Dale hledame soubor fenomént (termin je upfesnén v 6.1), jimiz kazdé takové zakovské
feSeni mizeme hodnotit. Pomoci teorie proceptu, reifikace a modeli pak vysvétlujeme rizné tesi-
telské postupy a hledame ptic¢iny pripadnych omyld a selhani feSitele. Na zaklad¢ téchto znalosti
a zkuSenosti potom vytvoiime k/i¢ k diagnostikovani dalSich zadkovskych feSeni. Konecné si klade-
me otdzku o mozné reedukaci: jak zakovi pomoci odstranit nedostatky zjisténé diagnozou.

' Studie byla podpoiena grantovymi projekty GACR 406/02/0829 a VZ J13/98:114100004
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2. PROCESNI A KONCEPTNIi VNIMANI A MYSLENI

2.1 Proces a koncept — osvétleni pojmu

Pojmy proces a koncept charakterizuji dva dualni nebo komplementéarni zptisoby, jimiz nase védo-
mi uchopuje pojmy, vztahy, situace, jevy a udalosti svéta, ukldda je do zkuSenostniho pole a dale
s nimi pracuje. Pojmu

proces odpovidd zména, pohyb, tvorba, operace, konstrukce, vznikani i zanikani, rist i upadek,
transformace 1 deformace, ...

koncept odpovida stav, neménnost, stalost, existence, trvani, ... .

Polarita proces — koncept byla vystizn¢, dokonce oste antagonisticky, popsana jiz feckou predso-
kratovskou filosofii. Filosofové eleatské skoly, Parmenides (540 — 470) a Zenon (490 — 430) z Eley
poukazovali na nespolehlivost informace, kterou ndm poskytuji nase smysly a na principidlni ne-
moznost zmény. Zndma hadanka o zelvé a Achillovi je jednim z argumentll, jimiz zpochybiovali
existenci pohybu.

Na druhé stran€ Herakleitos z Efezu (7544 — 7483) hlasa permanentni proménlivost svéta. Vys-
tizn¢ tika, ze ,,nelze vstoupit dvakrat do téze feky...“ (Svoboda, 1962, s. 55). Ma pravdu, jestlize
fekou rozumime vodu, kterd korytem te€e pravé v této chvili. Jestlize ale fekou rozumime jeji kory-
to, pak Herakleitos pravdu nema, protoze to je neménné, stalé. Dvoji interpretace pojmu ,,feka®,
ktera je klicem k heraklietovu argumentu, ilustruje dileZity moment vztahu proces — koncept. Spor
o to, zda ,,feka“ je tekouci vodou nebo korytem, neni sporem o podstaté véci, ale o jeji interpretaci.
Stejné pripadny spor o tom, zda znak ,,5 oznacuje mnozstvi péti prvkil, nebo ten konkrétni prvek,
ktery je na patem misté.

Zjisténi, Ze adjektiva ,,procesni® a ,.konceptni® nevypovidaji o skutecnosti lezici vné lidského
védomi, ale jen o tom, co je soucasti védomi konkrétniho ¢lovéka, je pro nase dalsi ivahy krucialni.
Pomoci jazyka tii svétii B. Bolzana a K. Poppera mizeme tuto tezi vyjadiit slovy: dana adjektiva
nevypovidaji o jevech Svéta 3, ale o jevech Svéta 2. (Idey Bolzana, 1981, s. 63 — 67 a Poppera,
1995, s. 173 jsou vylozeny v Hejny, Kufina, 2001, s. 72 - 78.)

Ptistupnéji je mozné oba dudlni pojmy osvétlit pomoci ilustrace, kterd se obraci k bézné zkuse-
nosti ¢loveka, k hudbé a vytvarnému umeni.

Kdyz ¢loveék zpiva pisnicku, vybavuje se mu v kazdém okamziku nésledujici usek pisné. Je téz-
ké zpivat jednotlivé ¢asti pisnicky na preskacku, skoro nemozné je zpivat ji pozpatku.

Kdyz, na druhé strang, ¢loveék hledi na obraz, jeho zrak t€ka z jedné Casti obrazu na jinou.
Cinnost vnimani obrazu, byt’ se sama odehrava v ¢ase, nema ¢asové piedepsany sled pohledi. Jejim
vysledkem je holisticka (= celistvd) projekce objektu reality do védomi Cloveka. Tato projekce je
konceptem. Dodejme, Ze nékteré obrazy vypravi ptibéh a jsou tedy soucasné konceptem i procesem.
Typickym ptikladem je velkolepy obraz Pieter Bruegla Podobenstvi o slepcich (1568). Sérii
slepeckych oblic¢eji mistr popisuje proces naristani strachu.

V zivoté se v nasi mysli bézné objevuji oba druhy mysleni, ¢asto se vzajemné doplituji, podpo-
ruji. Napiiklad jedu vlakem do Martina. Vim, Ze tato stanice nasleduje hned po stanici Kostany
n. Turcom (informace procesni) a ze v Martin¢ budu v 11:27 (informace konceptni).

Jindy si ze znalosti konceptu tvofime ve své mysli pfisluSny proces nebo z procesu koncept.
Tak kuchat ochutné jemu neznamé jidlo (koncept) a snazi se pak uhodnout recept na ptipravu toho
jidla, tedy netoliko ingredience, z nichz se jidlo skada, ale 1 postup jeho piipravy (proces). V tako-
vém piipadé budeme mluvit o transferu koncept — proces. Nebo si chci pamatovat posloupnost
Sipek

o> T MM Tl -] (*)

Piedstavim si tedy cestu, kterou tato posloupnost popisuje na ¢tvereckovaném papife, a zjistim,
Ze je to Ctverec o strané 6, z n¢hoz jsou ,,vykousnuty* vSechny ¢tyfi ¢tverecky v rozich. Kresleni,
které jsem v mysli uskutec¢nil, bylo procesem a vysledny obrazec konceptem. Pii této ¢innosti doslo
v mém védomi dokonce k dvojimu k transferu: nejprve jsem napis (*), tedy koncept pouzil jako
navod na cestovani, tedy proces, pak jsem si uvédomil, ze vysledkem cestovani je p€kny obrazek,
tedy koncept.
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2.2 Proces a koncept v matematice

74k na poditadle s¢ita 2 + 3. Nejprve oddéli dvé kulicky, pak tii kuli¢ky, pak obé skupinky spoji
a fikankou zjisti, ze kuliek je pét. Pfitom se v jeho mysleni prolind jak procesni, tak konceptni
mysSleni. Koncept mnozstvi 2 (resp. 3) pouzil, kdyz oddélil skupinku 2 (resp. 3) kulicek. Kdyz
fikankou zjistoval pocet, pouzil proces. Propojeni fikanky a pétice kulicek je prispévkem k tvorbé
konceptniho vnimani pojmu ,,pét*.

Uvedeny ptiklad provazi vyzkum vztahu proces — koncept od jeho pocatku u Z. Dienese.
Nékolik dalsich, heslovité formulovanych ptikladii, nazna¢i vyznam uvedeného vztahu.

objekt interpetace procesni interpetace konceptni
zaporné Cislo -3 vysledek od¢itani 2 — 5 bod —3 na ¢iselné ose
racionalni ¢islo 5:21 je vyzva k Cinnosti 5/21 vyvolava predstavu ¢asti kruhu
funkce ptedpis pro pfifazovani mnozina uspoiadanych dvojic
translace posouvani jako proces posunuti — stav vychozi a kone¢ny
rovnice vyzva k feSeni vztah
uhel vysledek otd¢eni polopiimky ¢ast roviny
piimka prodluzujici se usecka nekonec¢né dlouhd piima ¢ara

Nasledujici dva prib&hy dokazuji, Ze zpiisob uchopeni” ulohy miize vyrazné ovlivnit proces jeji-
ho feSeni i1 vysledek tohoto procesu. Prvni ptibeh, jehoz klicovym objektem je pojem ,,otoceni v ro-
ving®, je vzat z doktorské prace I. Malechové (1998, s.16 — 18). Druhy ptibéh, jehoz klicovym
objektem je pojem ,,absolutni hodnota®, je vzat z autorova archivu.

Piibéh 1. Nékolika ucitelim stfednich a zékladnich Skol 1 poslucha¢im MFF UK v Praze byla pted-
lozena nasledujici tloha, jejiz autorem je M. Kocandrle.

Uloha 1. V roving jsou dany navzajem rtizné body S, S», X a X°. Najdéte otogeni o; (se stiedem S;)
a otoceni 0, (se sttedem S,) tak, aby platilo 0,(01(X)) = X".

Pro nékteré fesitele byla tato uloha snadna, ale néktefi ulohu vibec nevyfesili. Regitelé, ktefi
hledali bod Y = 0,(X) tak, Ze zkoumali rovnoramenné trojuhelniky XS,Y a ¥S,.X°, neuspéli. Resitelé,
kteti nakreslili dvé kruZnice — trajektorii bodu X pfi otaceni kolem bodu S a trajektorii bodu X pfi
otaceni kolem bodu S,, méli feseni i diskusi ihned pted o¢ima.

Uspé&sni fesitelé uchopili otoéeni dynamicky jako jednu z nekone&né mnoha poloh procesu ota-
¢eni. Nelspésni fesitelé nebyli schopni tlohu uchopit procesné a otoceni vnimali jako statickou
situaci reprezentovanou rovnoramennym trojuhelnikem. Jakmile byl neuspé$ny feSitel vhodnou
otazkou upozornén na drahu bodu X pii otaceni kolem bodu S, vétSinou feseni ihned objevil.

Ptibéh 2. U ptijimacich pohovori na techniku fesili uchazeci rovnici |x — 3| = |x + 1.

Konceptni feSeni Bohouse. Na c¢iselné ose hledame bod x, ktery je stejné vzdalen od boda —1
a 3. Je to stied usecky s koncovymi body 3 a —1. Rovnice m4 jediné feSeni x = 1.

Procesni feseni Bary. Ciselnou osu rozlozime na tii &asti R = (— 00,—1) U (~1,3) U (3,0).

Pro x € (— »,—1) ma dana rovnice tvar — (x — 3) =— (x + 1). Tato rovnice nema feSeni.
Pro x € (—1,3) ma dana rovnice tvar — (x — 3) = x + 1. Tato rovnice ma jediné feSeni x = 1.
Pro x € (3, ©) ma dana rovnice tvar x — 3 =x + 1. Tato rovnice nema feseni.

Vysledek: rovnice |x — 3| = |x + 1| ma jediné feseni x = 1.

Bohous interpretuje rovnici jako pevnou geometrickou situaci, jako koncept. Bafina piedstava
je procesni: je to navod, jak s absolutni hodnotou zachazet. Matematicky jsou spravna obé feseni,
ale Bohousuv postup je ptehlednéjsi, rychlejsi a jasnéjsi. Rozdil obou postupti se projevi u naro¢ng¢;j-
Sich rovnic, napft. ||x — 2| — 3| = ||x — 2| + 1|. Pro Béru to bude hodn¢ ndro¢nd tiloha, ale Bohous nej-
prve uvidi, Ze |x — 2| = 1 a pak najde ta dvé€ Cisla, kterd jsou od ¢isla 2 vzdalena o 1. Jsouto 1 a 3.

*> Uchopenim tlohy rozumime vytvofeni si pfedstavy o tom, co je dano, co je pozadovano a jak na
tuto vyzvu reagovat. Uchopovani ulohy je proces smétujici k uchopeni tlohy.
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' Uchopenim tlohy rozumime vytvofeni si pfedstavy o tom, co je dano, co je pozadovano a jak na
tuto vyzvu reagovat. Uchopovani tlohy je proces smétujici k uchopeni ulohy.

2.3 Projekce komplementarity procesu a konceptu do vyuéovani matematiky

V tvodu své studie A. Sfard (1991) pfipominé otazku, kterou na zacatku 20. stoleti polozil Henry
Poincaré: Jak je mozné, ze jsou lidé, kteri nerozumi matematice? Sfard poukazuje na aktualnost
vyzvy a svoji studii chape jako snahu proniknout hluboce k pfi¢inam neradostného stavu. Na nos-
nych pojmech skolni matematiky zkouma ptic¢iny deformovanych ptedstav zakid. Ukazuje na klico-
vou roli operac¢niho (procesniho) a strukturalniho (konceptniho) mysleni:

...there is a deep ontological gap between operational and structural conceptions. ... it is very
important to emphasize that operational and structural conceptions of the same mathematical notion
are not mutually exclusive. Although ostensibly incompatible,..., they are in fact complementary.
The term ,,complementarity* is used here in much the same sense as in physics, where entities at
subatomic level must be regarded both as particles and as waves to enable full description and
explanation of the observed phenomena. A. Sfard (1991, s. 4)

Nase dlouholetd pozorovani i konkrétni vyzkumy plné potvrzuji tezi A. Sfard. Kvalita Zdkova
poznani (pojmu, vztahu, ¢i situace) je vyrazné vyssi tam, kde toto poznani disponuje vzajemné pro-
pojenymi sloZzkami procesnimi a konceptnimi. Tam, kde jsou tyto slozky oddéleny nebo kde jedna
slozka absentuje, je dané poznani méné kvalitni.

Ptimér s fyzikou je trefny a poucny. Nékteré jevy mikrosvéta chapeme uvniti vinové teorie
a nékteré uvniti korpuskularni teorie, ale komplexni pohled 1ze nabyt pouze propojenim obou teorii.
Podobné 1 v matematice nckteré situace lze 1épe uchopit procesné, jiné konceptné, ale hluboky
vhled se ziskava propojenim obou pfistupti.

Skolska praxe ¢asto neguje vztah procesu a konceptu a legalizuje pouze jeden piistup ,,aby to
slabsi zaky nematlo®. V nésledujicim piib&hu ucitelka nepfipusti zdkovo feseni zalozené na vhledu
do situace (tedy na konceptu) a ostfe trva na standardizovaném procesnim ptistupu.

Piibéh 3. Albert (2. tfida) je skvély poctatr. Bez problémi pracuje i s Ctyfmistnymi ¢isly. Potize ma
se ¢tenim a zejména s psanim. Alberta u¢i ucitelka Astrova, ktera hocha dosti ¢asto napomina, aby
odpovidal celou vétou. Pribeh zacina ulohou napsanou na tabuli:

Uloha 2. V tramvaji jelo 31 lidi. Na zastivce 4 osoby vystoupily a 13 osob pfistoupilo. Kolik lidi
jelo déle?
Ucitelka 1 (Piecte tllohu z tabule a obrati se ke ttid¢): Tak kdopak nam to pujde vyresit?
Albert 1 (hlasi se, a je vyvolan a ihned odpovi): Ctyricet. (vidi, Ze ugitelka neni spokojena, a tak
diive nez ona cokoli fekne, odpovi celou vétou): Ddale pojede ctyricet osob.
Ucitelka 2 (vycitave): Copak takhle se resi pisemnd slovni uloha? Bez zndzornéni, bez zdpisu? Bez
vypoctu? Bez pisemné odpoveédi? Pojd Alberte k tabuli.

Hejny, Kufina (2001, s. 24)

Z analyz interakce ucitel — zak (napt. Domoradzki, Hejny 2002) vime, ze ¢astou ptic¢inou nedo-
rozuméni mezi ucitelem a zdkem je raznost pristuptl k dané partii matematiky. Ucitel, ktery ma,
feknéme, v oblasti kombinatoriky procesni vidéni, vede Zaky ke kombinatorickym poznatkiim pro-
cesn¢ a je pro konceptné zaloZzeného zéka malo srozumitelny. U¢itel, ktery nahlizi na danou situaci
jak procesné, tak konceptné, ma predpoklady pro kvalitni komunikaci se vSemi zaky.

Vztah proces — koncept je patefi vétSiny teorii, které se snazi tento proces modelovat. Tti z nich
stru¢né vysvétlime v dal§im. Jako prvni uvedeme jiZ zmiflovanou teorii reifikace Anny Sfard, pak
teorii proceptu Eddie Graye a Davida Talla a nakonec nasi teorii modeld. Teorii reifikace a teorii
proceptu vylozime tak, jak je chapeme a pouzivame. Je mozné, Ze nékteré véci vidime nepiesné.
Proto nejlepsi cesta pro Ctenare, ktery si chce o téchto teoriich utvotit vlastni predstavu, je precist si
¢lanky Sfard (1991) a Gray, Tall (1994) a aplikovat tyto myslenky ve vlastnim vyzkumu.
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3. TEORIE REIFIKACE A TEORIE PROCEPTU

Vyse citovana mySlenka Anny Sfard o komplementarité procesu a konceptu je vstupni branou k vy-
kladu jeji teorie reifikace.

3.1 Od procesu ke konceptu a dale ke struktuie

Historii odhalovani zakonitosti kognitivniho fetézce
proces — koncept — struktura (1)

popisuje Sfard jako mysSlenkovy ramec pro zkoumani pojmotvorného procesu, vedouciho od kon-
krétnich predmétnych predstav k predstavam obecnym a abstraktnim. Zkouma nékolik diilezitych
matematickych pojmi jako jsou funkce, soumérnost, kruznice a pfedev§im ¢islo: pfirozené, celé,
racionalni, iraciondlni, realné 1 komplexni. Kazdy z téchto pojmt zkouma jak v kontextu procesnim
(operacnim), tak i v kontextu konceptnim (strukturdlnim). Hledd zakonitosti, které vedou lidsky
mozek na cesté od poznani procesniho ke konceptnimu. Opiré se pfitom o experimenty jinych auto-
rt, ale zejména vyuziva bohaté znalosti fylogeneze Cisla. Slovo ,reifikace®, které opisuje klicovy
krok pojmotvorného procesu, dalo celé teorii jméno. Toto slovo je anglicky novotvar a autorka jej
osvétluje slovy:

To sum up, the history of numbers has been presented here as a long chain of transitions from
operational to structural conceptions: again and again processes performed on already accepted
abstract objects have been converted into compact wholes, or reified (from the Latin word res — a
thing) to become a new kind of self-contained static constructs. Our conjecture is, that this model
can be generalized to fit many other mathematical ideas. Sfard (1991, p. 14)

Do cestiny bychom mohli slovo ,reification” pielozit novotvarem ,,zvécnéni“. Povazujeme
vSak za vhodnéjsi 1 v Cestin€é mluvit o ,,reifikaci®.
Analyzou pojmu ¢islo dochéazi Sfard k hlavnimu vysledku svého badani, k mechanizmu pojmo-
tvorného procesu, jehoz pateti je posloupnost
procesy na objektech — interiorizace — kondenzace — reifikace — novy objekt (i1)
Stard (1991) povazuje tfi prostiedni urovné (stages) pojmotvorného procesu (ii) za rozhodujici

a charakterizuje je nasledujicim zpisobem (Uryvky jsou ze stran 18, 19, 20):

At the stage of interiorization a learner gets acquainted with the processes which will eventually
give rise to a new concept (like counting which leads to natural numbers, subtracting which yields
negatives, or algebraic manipulations which turn into functions). These processes are operations
performed on lower-level mathematical objects. (p. 18) ...

The phase of condensation is a period of ,,squeezing® lengthy sequences of operations into more
manageable units. At this stage a person becomes more and more capable of thinking about a given
process as a whole, without feeling an urge to go into details. (p. 19) ...

The condensation phase lasts as long as a new entity remains tightly connected to a certain process.
Only when a person becomes capable of conceiving the notion as a fully-fledged object, we shall
say that the concept has been reified. Reification, therefore, is defined as an ontological shift — a
sudden ability to see something familiar in a totally new light. Thus whereas interiorization and
condensation are gradual, quantitative rather qualitative changes, reification is an instantaneous
quantum leap: a process solidifies into objet, into a static structure. (pp. 19,20)

Jak uvidime dale, tento pohled je blizky autorovu chapani pojmotvorného procesu. Interiorizaci
se ve védomi individua vytvaii predstava, kterou nazyvame separovany model a kondenzaci pied-
stava, kterou nazyvame univerzalni model. Reifikaci potom odpovidd nas abstrakéni zdvih. Ted’
obratime pozornost k teorii proceptu.

3.2 Procept jako amalgam procesu a konceptu

Teorie proceptu zavedena v praci Gray, Tall (1994) navazuje na studii A. Sfard a nékteré dalsi

vvvvv
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e posun od procesu ke konceptu doplituje o amalgam obou prvkd,
e novy amalgdm reprezentuje znakem a tento mentalni komplex nazve proceptem.

Podobné jako klicovy termin teorie A. Sfard — reifikace — je i klicovy termin teorie Graye
a Talla — procept — jazykovy novotvar. Vznikl jako amalgam anglickych slov process a concept.
Nazorné, i kdyz s jistou neptesnosti, miizeme oba pohledy prezentovat graficky:
proces — reifikace = koncept (a)
[(proces <> koncept) + odpovidajici znak] = procept (b)
Na pohledu (a) je vidét nerovnovahu mezi prvotnim generujicim procesem a naslednym fi-
nalnim konceptem. Ve druhém pohledu se tato nerovnovaha oslabuje a ptipousti se 1 postup opacny,
od konceptu k procesu. I kdyz to autoti nedélaji, Ize postup od konceptu k procesu evidovat u mno-
ha geometrickych pojmi. Napiiklad proces konstrukce Ctverce ze sirek mize uskutecnit pouze to
dité, které jiz ve svém védomi predstavu (koncept) ctverce ma. Uvedenou ilustraci nelze vSak podle
D. Talla spojovat s proceptem, protoze zde schazi znak, ktery je nutnou soucasti proceptu.
Teorii proceptu predstavime n€kolika komentovanymi citaty z Gray, Tall (1994). Nejprve za-
kladni termin ,,elementarni procept®:

We propose the following pereliminary definition: An elementary procept is the amalgam of three
components: a process that produces a mathematical object, and a symbol that represents either the
process or the object. (p.121)

Znakem, ktery amalgamuje proces i koncept, je napriklad napis ,,3 + 2* diskutovany jiz v odse-
tiidu je népis ,,3 + 2 vyzvou pro zaka k ¢innosti s¢itdni. V reportu o didaktickém experimentu se
tento zapis muze chapat jako informace ,,experimentu se zacastnili tfi divky a dva hoS$i“. Dany znak
tedy pfipousti, amalgamuje ob¢ interpretace — procesni i konceptni.

Dvoji interpretaci napisu provazi Ctyfi charakteristiky

In this paper we consider the duality between process and concept in mathematics, in particular,
using the same symbolism to represent both a process (such as addition 3 + 2) and the product of
that process (the sum 3 + 2). The ambiguity of notation allows the successful thinker the flexibility
in thought to move between the process to carry out a mathematical task and the concept to be
mentally manipulated as part of the wider mental schema. Symbolism that inherently represents the
amalgam of process/concept ambiguity we call a procept. (p. 116)

Ctyfi nami zvyraznéna slova piedstavuji hlavni charakteristiku pojmu procept. Piedné je zde
dualita (tedy partnerstvi, nikoli nadfazenost a podfazenost) procesu a konceptu. Pak je zde znak,
ktery reprezentuje jak procesni, tak konceptni pojeti mysSlenky. Znak je tedy nejednoznacny, ale
pravé proto umoznuje prechazet od jedné interpretace ke druhé, je flexibilni.

Z hlediska jasnosti pojmu procept za nejcitlivéjsi z téchto tii slozek povazujeme slozku znak.
Jeji zranitelnost vystoupi, kdyZ se na ni podivdme pohledem tii svétu K. Poppera: znak se v teorii
proceptu jednou chape jako objekt Svéta 2 (svét vytvort lidského ducha lezicich vné lidského védo-
mi), jindy jako objekt Svéta 3 (svét obsahtl vSech lidskych védomi), coZ se pozna podle kontextu.
Podle naseho nazoru procept a tedy i znak nalezi do svéta 3. To, ze znak 3 + 2 lze vnimat jako vyz-
vu k ¢innosti — spocti — tak 1 jako jiny zapis Cisla 5 (a j& dodavam ze i jako informaci, ze naptiklad
v experimentu participovali 3 divky a 2 hosi), neni véci toho, co lezi na papife, ale toho, co se
odehrava v hlavné ¢loveéka, ktery na napis hledi.
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4. TEORIE SEPAROVANYCH A UNIVERZALNICH MODELU

4.1 Historie

Hned po druhé svétové valce Vit Hejny, autoriv otec, napsal praci o pric¢inach potizi, které ma
s matematikou vétSina zakl stfedni Skoly. Ukazal, Ze pfi€ina tkvi v pfistupu zaki, ktefi, misto toho
aby se snazili véci pochopit, u¢i se postupiim a vzorctim zpaméti. K takovému piistupu vede zaky
vyuka, kterd jiz od prvni tfidy klade diraz na vykon a zanedbava nabyvani zkuSenosti, hledani
podstaty jevil a spekulovani. Tato otcova prace nebyla publikovana.

V druhé poloving Sedesatych let se otec k praci vratil a mél jsem moZnost podilet se na dalSim
rozpracovavani jeho ptivodnich tezi. Materidlem pro nase badani byly mnohaleté otcovy pedagogic-
ké zkuSenosti, né€kolik vice méné pftilezitostnych experimentl a historie matematiky. Hlavni nase
pozornost byla zamétena na osvétleni toho, jaké jsou priciny vzniku ,,poznatku bez porozuméni®.
JiZ sdm tento termin je vnitiné sporny, protoZe poznatek nutné predpoklddd porozuméni. Pro
oznaceni tohoto jevu jsme zavedli termin ,,formalni poznatek®. Je to paméti uchovavana definice,
instrukce, vzorec, tvrzeni apod. bez propojeni na zkusSenost.

Snahou otce bylo najit argumenty, jimiz by podepiel a osvétlil svoji zakladni tezi, ze totiz sku-
te¢né poznani je nepienosné, kazdy ¢lovék si jej buduje pomoci vlastnich zkuSenosti. Porovna-
nim procesu uceni se Cist a psat s ucenim se poctim otec zjistil, Ze ¢teni/psani je zaloZzeno na
asociaci vizudlnich a akustickych ptedstav, ale u pocitani je potfebnd navic i mentdlni operace
probihajici ve védomi Zaka. Tak otec vytvofil orgdn Vztahové Abstraktni Cinnosti (organ VAC)
jako pomyslny mentalni orgdn odpovédny za ,,délani matematiky*. Spolecné jsme pak ukazali
(Hejny, V., Hejny, M.,1972), ze zék, ktery je v prvni tfidé veden k rychlosti a pfesnosti, se uci
séitaci/odéitaci spoje zpaméti (asociatné), vné svych zkusenosti. Jeho organ VAC se nerozviji a zak
se pozdé&ji jevi jako ,,zak bez bun¢k na matematiku*.

V dalsich letech jsme studovali matematické ¢innosti 1 u starSich Zaka (Slo o rovnice, analyzu
a geometrii). Vysledkem vyzkumu byl Sestietapovy mechanizmus poznavaciho procesu. Novy na-
stroj nam dovolil osvétlit pficiny vzniku formélniho poznani. Mechanizmus byl publikovéan v praci
Hejny, V., Hejny, M. (1978), ktera vysla po otcové smrti. V jazyce anglickém byl uvedeny mecha-
nizmus poprvé prezentovan v praci Hejny (1988). Soucasna verze teorie modelii byla publikovéana
v knize Hejny, Kufina (2001, s.104 — 115) a jeji anglickd, obsahové mirn¢ obohacena verze v ¢lan-
ku Hejny, Littler (2002, s. 9 — 26).

4.2 Kostra teorie

Proces nabyvani poznatku, zejména pojmotvorny proces, je rozlozen do péti etap a dvou abstrak-
¢nich zdvihid. Znazornéni na ptiloze-

ném schématu pochéazi od F. Kufiny. abstraktni znalost — krystalizace
Ukazuje, jak motivacni impulz vede
k nabyvani zkuSenosti, k jejich zo- T abstrakce

beciiovani a abstrakci az po objeveni
abstraktni znalosti. Ta se pak v pos-
ledni etap¢ stava soucasti jiz existuji-
ci struktury znalosti ¢lovéka.

univerzalni modely
T zobecnéni

motivace —» separované modely Obr. 1.

Sedm prvkl schématu stru¢né popiSeme. Podrobnéjsi rozklad celého mechanizmu najde ctenaf
v uvedené literatufe.

Motivaci chapeme jako tenzi, ktera vznikd z rozporu mezi existujicim a chténym stavem. Ne-
mam kolo a chci mit kolo — tento stav mne motivuje k ¢innosti zaméfené na ziskani kola. Motivace
k matematické ¢innosti je dana rozporem mezi neznam a chtél bych znat.

Motivace energetizuje psychiku a orientuje poznavaci proces. Ma proto zasadni dilezitost.
Ptesto se zde motivaci vénovat nebudeme, nebot’ cilem naSich tvah je jen oblast kognitivni.

28



Etapa separovanych modeli je dobou nabyvani prvnich zkuSenosti s pfistim poznatkem. Péti-
leté dité vidi, jak maminka déli ¢okolady se slovy ,,tobé plilku a tobé taky pulku®. Dité nema jesté
zadnou predstavu o pojmu polovina, ale pravé nabyta zkusSenost je prvnim separovanym modelem
tohoto pfistiho poznani. KdyZ pozdéji uvidi dité pulit jiné pfedméty, vytvofi si o ¢innosti ptileni
a polovin¢ jako vysledku této Cinnosti jiz jistou pfedstavu. Na druhé strané, kdyz slysi, ze n¢kdo
fika ,je pual ctvrté®, nespojuje tuto situaci nijak s operaci déleni. Pak dit¢ samo pouzije slovo
,rozpulit“ a ma na mysli ¢innost, kterou tenkrat maminka délala s ¢okoladou.

Z uvedeného je vidét, ze etapu separovanych modeld mizeme rozlozit na 3 podetapy:

Prvni konkrétni zkuSenost s modelem, zarodkem pfistiho poznatku.

Poznavani dalSich separovanych modelti; nékteré modely za¢nou na sebe poukazovat.

3. Prodiferencovavani souboru poznanych modelt; nekteré modely se navzajem shlukuji do sku-
pin, jiné zGstavaji izolované.

N —

Pak pfijde objev jevu, ktery osvétli pti¢inu shlukovani. Modely stojici dosud izolované se pro-
poji. Clovék zobecnénim objevi to, co je viem modelim skupiny spoleéné: univerzalni model dané
skupiny. Tim se zacina etapa univerzalnich modeli. Nejcastéji je univerzalnim modelem skupiny
jeden jeji separovany model. Ten je pak pouzivan jako reprezentant jinych separovanych modela
skupiny. Napftiklad k pocitani riznych ptedméti pouzije dité prsty. Ty jsou béZnym univerzalnim
modelem pro pocitani s malymi ptirozenymi Cisly.

Univerzalni model plni vzhledem ke skupiné separovanych modela tii funkce:

Vyjadiuje podstatu této skupiny, to, co je vSem separovanym modeliim spolecné.
Zastupuje jiné modely této skupiny.
Je reprezentantem této skupiny navenek, smérem k dal$im pojmim a poznatkiim.

U téch poznatki, u nichz se komunita separovanych modeld déli na oddélené skupiny, ma kaz-
da skupina svého vlastniho reprezentanta, svilj vlastni univerzalni model. Tak naptiklad pro pojem
,»pul“ mél mij Sestilety vnuk aspon tfi univerzalni modely: pil osmé — ¢as odchodu do Skolky
(velka rucicka hodin ukazuje doll), ptl kolace — dil, ktery dostane kazdy ze dvou bratrii (kruhovy
kola¢ je rozkrojen rovnym fezem ptes stied), pil hrnku — hrnek, ktery neni plny. Tyto tfi univerzal-
ni modely nemél hoch jesté¢ propojeny. U nepfesného déleni kolace veédél, ze jedna cast je vice
a druhd mén¢ nez pul; u hodin védél pouze, kdy je a kdy neni ptl, a nevédél, zda v case 9:35 je vice
nez pul nebo méné nez pul; u hrnku slovo pil pouzival voln¢ — ptil hrnku pro néj znamenalo, Ze hr-
nek neni ani plny, ani prazdny.

V etapé€ univerzalnich modelt se v jisté mife opakuje to, co se odehralo v piedchozi etapé sepa-
rovanych modell: univerzalni modely se navzajem propoji a zacnou vytvaret novou vyssi jednotu.
Navic, a to je pro nasledujici krok ptiznacné, dochazi k abstrakei. Novy jev, ktery se objevi jako
sjednocujici mySlenka dosavadnich univerzalnich modelt, lezi ve vys$si abstraktni roviné a neni
zavisly na svété smyslové zkusenosti. K takovému abstraktnimu zdvihu doslo u mého vnuka, kdyz
poznal, ze ,,pul“ mize byt i ¢islo bez sémantického propojeni. Ve véku osmi let mu jiz bylo jasné,
ze 0,5 nebo 3,5 jsou (isla, jejichz soucet je 4 a rozdil je 3. Védél, ze 0,50 K¢ je veli¢ina, ale ve
vazbé na objekt, naptiklad na kola¢ nebo kupu kulicek je 0,5 operator. Dodejme, Ze ¢isla 0,5 a 3,5
se stala separovanymi modely ptiStiho hochova poznatku ,,desetinné ¢islo*“. Hoch zatim nevi, co je
to 3,2, ani co je 3,2 m, ale vi, ze 3,20 K¢ jsou tfi koruny a jeden dvacetnik.

Zaverecna etapa poznavaciho procesu, krystalizace, zkouma domestikaci nové znalosti v exis-
tujici jiz poznatkové struktufe. Pfikladem mtize byt poznatek, ze tvar ¢tverce lze vytvofit ze sirek.
Sirky zdraznuji hranici ¢tverce a novy separovany model pfispiva k vzniku univerzalniho modelu
¢tverec. Nékdy nova znalost danou poznatkovou strukturu méni. Tak objev zapornych ¢isel méni
piedstavu, Zze od mensiho Cisla nelze odecist vétsi a objev komplexnich ¢isel méni predstavu, ze ne
kazda kvadraticka rovnice ma feSeni.
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5. PROPEDEUTIKA ARITMETICKE STRUKTURY

Terminem aritmeticka struktura oznacujeme objekt druhého Popperova svéta — strukturu, kterd je
ulozena ve védomi jistého ¢loveka, nejcastéji zaka.
5.1 Poznavani matematické struktury zZaka

Matematicka struktura vznikd propojovanim jednotlivych poznatki. Jestlize si dil¢i poznatky pred-
stavime jako uzliky na rybaiské siti a kousky provazkii spojujici uzliky jako vazby mezi poznatky,
pak ona sit’ bude strukturou. Cim je sit’ hustsi, tim je struktura, kterou sit’ predstavuje, kvalitn&jsi.
Tam, kde je pfedivo vazeb husté, je i struktura kvalitnéj$i, kde je ptedivo fidsi, je struktura méné
kvalitni. Tak Zaci prvniho ro¢niku maji jisté soubor vazeb ¢isel do 10 bohatsi, nez soubor vazeb
druhé nebo dokonce teti desitky ¢isel.

Pfirovnani matematické struktury ¢loveéka k rybatske siti je neptesné v tom, Ze na rozdil od sité,
matematicka struktura je a) mnohovrstvova a b) stale se méni. Jestlize naptiklad mluvime o poznat-
ku 2 + 3 = 5 jako o uzliku sité, pak nutno dodat, Ze tento vznikl opakovanim €innosti, na niz se
podilely ¢tyfi jiné poznatky: znalost symbolu 2 (je to mnohost ee), znalost symbolu 3 (je to mno-
host eee), znalost ¢innosti ,,dat dohromady* (operace ee a eee jc eeeee) a znalost ,,urcit pisemny
nebo slovni znak pfifazeny mnohosti eeeee* (napiiklad fikankou).

Novy poznatek svym piichodem do rodici se mentalni struktury pfispiva
objemem — je to dalsi ,,stavebni kamen* struktury,
podnéty pro bézici rozvojové procesy a
spoustécimi impulzy novych rozvojovych procest.

Naptiklad kdyz ctytlety Ivo ke svym tfem korunam dostal dalsi dvé, ekl ,,i dve a tii je tolik®.
Asi si aktudlni situaci ,.ke tfem ptidam dve* propojil s diivéjsi situaci ,.ke dvéma ptibudou tfi“.
Miizeme se pouze dohadovat, pro¢ k tomu doslo a co se tim v Ivové védomi dotvofilo a co rozebéh-
lo; napt.: a) prvni uzfeni proceptu ,,pét je spojeni dvou a tfi*, b) interiorizace toho manipulativniho
procesu, ktery je naznacen vyse pomoci tecek, c) kondezace procest ,,spojim dv¢ a tfi“ a ,,ke dvéma
pfidam tfi“ do konceptu ,,dvé a tii*, d) uzfeni prvniho separovaného modelu komutativity s¢itani
atd. atd.

Vztah mezi poznatky a strukturou, kterou tyto vytvafi, miizeme piipodobnit i k Sachové hte.
Sachista, ktery jesté nema zcela jasno o tazich jednotlivych fugurek, napiiklad nema jistotu u taht
koné, nemlize moc uspéSné¢ Sachové kombinovat. Stejné 1 zak, jehoz dil¢i znalosti jsou nepevné,
nemuze uspésné danou oblast strukturovat. Proto jsou dobré a bohaté predstavy zakladnich pojmu
nutnou podminkou rozvoje ptislusné struktury.

K tomu, aby byl Sachista uspésny ve hie, nestaci, aby znal tahy vsech figurek. Potfebuje mit
zkuSenosti o soucinnosti figur v Sachovém boji. Stejné zak, ktery ma z jisté matematické oblasti
mnoho dil¢ich znalosti, mize neuspét pii feSeni ulohy, kterd vyzaduje soucinnost téchto znalosti
(viz fenomén fetézeni v kapitole 5.6).

Nasim cilem je zkoumani schopnosti zaka propojit jednotlivé aritmetické poznatky. Nastrojem
zkouméani budou ulohy, které takové propojeni vyzaduji.

5.2 Nastroj

Nésledujici ulohy 3, 4 a 5 a riizné jejich modifikace byly a jsou pouzivany v nasich vyzkumech
zaméfenych na poznavani aritmetické struktury ¢lovéka, zejména zaka zékladni $koly. Uloha 6,
urcena sttedoSkolaktim, byla poprvé pouzita v diln€ na SEMTu a byla ucastniky vysoce hodnocena.
Uloha 3. Z ¢&islic 1, 2, 3, 4 vytvoite dvé dvoumistna &isla, jejich soudin je nejvétsi mozny.

Uloha 4. Z &isel 5, —6, 7 a jedné operace nasobeni a jedné operace odgitani a piipadné i jedné nebo
vice zavorek vytvoite ¢iselny vyraz, jehoz hodnota je nejveétsi mozna.

Uloha 5. V sedmimistném ¢&isle 4 650 937 skrtni jednu &islici tak, aby zbylé Sestimistné &islo bylo
a) co nejvetsi, b) co nejmensi.

Uloha 6. Kolik nul je v sou¢inu 100...002 x 300...004 jestlize po¢et nul v prvnim souéiniteli je m a
ve druhém n.
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V této studii se omezime pouze na ulohu 3. Jeji formulace neni bezchybnd, nebot’ nezada, aby
kazda z ¢islic 1, 2, 3, 4 byla pouzita pravé jednou. Kdyz zak napiSe feSeni 44 x 44 = 1936, nelze jej
zamitnout. Pozd¢&ji jsme text ulohy doplnili o uvedenou podminku, ale vylepSena verze se ukazala
pro mnohé zaky jako méné¢ srozumitelna. Proto jsme pouzivali piivodni textaci s tim, Ze v prubéhu
rozhovoru experimentator zadani uptesnil (viz dale pfib¢h 5).

Co vlastn¢ uloha 3 testuje? Kvalitu ¢asti aritmetické struktury zdka. Zejména to, do jaké miry
dokéze navzdjem propojit tii dil¢i poznatky:

a) porozumeéni vyzve ,,z Cislic 1, 2, 3, 4 vytvoite dvé dvoumistna Cisla“;
b) znalost ,,soucin je tim vétsi, ¢im vétsi jsou jeho Cinitelé*;
¢) znalost, ze o velikosti dvoumistného ¢isla primarné rozhoduje ¢islice na misté desitek.

Resitel, ktery tyto poznatky dobfe propoji, najde nékteré ze tiifeSeni: 43 x 21 = 903,
42 x 31 = 1302 a 41 x 32 = 1312. Ten, ktery je provéii vSechny, zjisti, Ze posledni vysledek je
nejlepsi.

Abychom neztraceli ¢as se zaky, ktefi uvedené tii dil¢i znalosti nemaji, rozhodli jsme se vzdy
tyden pred experimentem provérit tuto véc pomoci satelitnich tloh nasledujiciho typu:

Uloha 3a. Z péti Cislic 6, 0, 1, 1 a 7 sestav jedno dvoumistné a jedno trojmistné ¢islo.
Uloha 3b. Z péti &islic 6, 0, 1, 1 a 7 sestav nejvétsi mozné pétimistné &islo.
Uloha 3c. Z ¢&isel 15, 42, 33, 51 vyber dvé tak, aby po vynasobeni dala nejvétsi vysledek.

74k, ktery tlohu 3 vyfesi, zna nejen tfi diléi poznatky, ale i jejich vzajemné propojeni. Zak, kte-
ry vytesi vSechny satelitni tlohy, ale zakladni ulohu nevyfesi, ma nizsi kvalitu propojeni poznatkl
(viz Filip z ptibeéhu 7 dale). Tito Zaci budou pfedméetem naSeho dalSiho zkoumani. U zakt, ktefi
ulohu dobie vyfesi, nas bude zajimat jejich feSitelska strategie a pfipadna bloudéni, ke kterym
v procesu feSeni u nich doslo.

Pozdé&ji jsme zjistili, ze formulace Glohy 3¢ nebyla pfesnd, protoze neobsahovala slovo soucin,
které se vyskytuje v tlloze 3. &ktefi Zaci jej zaménili za soudet (viz piibéh 8 dale). Uloha pak byla
pteformulovana tak, Ze slova ,,po vynéasobeni dala nejvétsi vysledek™ byla zaménéna za slova
,Jejich soucin byl nejvétsi mozny*.

5.3 Proces reSeni ulohy 3 a jeho analyza

Ptibéh 4. Cyril (bfezen, 4. rocnik) ma zalibu v Ciselnych hratkach. Vlastni kalkulacku (ta byla v té

dob¢ vzacnost) a rad si s ni hraje. Hoch zna zpaméti mnoho vztahi, napt. 11 x 11 x 11 = 1331.

Presto ucitelka tyden pfed experimentem provétila, Zze hoch umi fesit tfi satelitni tlohy 3a — 3c.
Rozhovor se odehrava v kabineté¢, kde je kromé Cyrila a autora pouze jedna ucitelka, ktera néco

pise u vzdaleného stolu. Rozhovor neni ni¢im rusen. Atmosféra je pohodova. Hoch se na experi-

ment teSil. S experimentatorem se trochu znd, ted’ poprvé spolu mluvi o matematice. Po tivodnich

vétach experimentator klade pied Cyrila text Gilohy

Ex 5: Podivejme se na tuto ulohu (pomalu cte, Cyril o¢ima sleduje ¢teny text.) Z cislic .... mozny.

Cyril 5: (Po 4 vtefinach bere kalkulacku a néco pocita, dvakrat se o¢ima kratce vraci k zadani.)

Ex 6: Vsechno, co davas kalkulacce, musis dat i na papir, abych vidé¢l, jak to fesis.

Cy 6: Tak jo (piSe 43 x 21 = 903), je to devétset... (zarazil se; asi 3 vtefiny uvazoval, pak napsal

42 x 31 a pomoci kalkulacky dopsal = 1302; po 2 vtefinach pod to napsal 41 x 32 = 1312, opét

pouzil kalkulacku; nahlédl do zadani). No jo, to je chytdk (Cislo 1312 podtrhnul), o je nejvic.

Ex 7: Tak dobie. A jses si tim jist?

Cy 7: Jsem to tady (ukazuje na ¢islo 903) zapomnél, ze to mam prohodit. Tady musi byt Ctyfi a

tady trojka (ukazuje mista desitek prvniho i druhého ¢isla). Nebo tady ctytka a tady trojka (ukazuje

Cisla prohozeng) to je na stejno. Tak je takto (ukazuje soucin 42 x 31), ale takto je to jesté vic

(ukazuje soucin 41 x 32).

Analyza. Matematické znalosti i schopnosti hocha jsou vyrazné nadprimérné. Hoch projevil Ctyfi

znalosti (tf1 z nich maji obecny charakter, Ctvrta je konkrétni) a pét schopnosti.
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Znalosti Schopnosti
1 | Cim vétsi jsou &initelé, tim vétsi je soudin. 5 | Uchopovani tlohy.
) O velikosti dvoumistného ¢isla rozhoduje Cislice |6 | Hleddni feSitelské strategie.
na miste desitek. 7 | Orientace v kombinatorické situaci.
3 | Nasobeni je komutativni. 8 | Citlivost na ptitomnost chyby.
4 | Na mist¢ desitek Cinitell musi byt ¢islice4a 3. |9 |Zvladani chyby.

Konstrukce tesitelského mechanizmu, tj. nase ptredstava o fesitelském procesu Cyrila.

Hoch uchopil ulohu spravné a rychle. Jist¢ zde pfispiva i vysoka mira motivace. Prvni, jeho separo-
vany model hledan¢ho soucinu (43 x 21 v Cy 6) je tak zdafily, ze je zaroven i modelem univerzal-
nim. Cyril demonstruje znalosti 1, 2 1 3 a schopnosti 5 a 6. K spravnému uchopeni tlohy tedy
dochazi velice rychle; Cyril dokonce tento soucin povazuje chvili za feSeni. Svéd¢i o tom jeho slova
je to devetset. (Cy 6). V jeho uvaze se zde objevuje chyba. Rychly zasah mentalniho agenta bde-
losti® (anglicky alert) vede k rychlé korekci. Evidujeme schopnosti 4 a 5. Cyril vidi, Ze prohozenim
Cislic 3 a 2 vyrazné zv¢Etsi druhého Cinitele a malo ubere z prvniho. Tato ¢ast procesu je nejvyznam-
néjsi, protoze jako jedind je evidovana meta-kognici. Jednak v Cy 6 hoch ukazuje, ze byl objevem
piekvapen (No jo, to je chytdk), jednak v Cy 7 ptesné¢ hodnoti svoje selhani (Jsem to tady
zapomneél). Posledni soucin 42 x 31 hoch provéiuje. Uvédomi si, ze existuje jeste i dalsi kandidat na
nejvetsi soucin: 41 x 32. Porovnani obou kandidatl probiha na urovni rutinni prace.

vvvvvv

agenta bd¢losti, schopnost ucit se na vlastnich chybach jejich zvédomovanim.

5.4 Cty¥i dalii prib&hy o FeSeni tilohy 3

Piibéh 5. David (duben, 4. ro¢nik); podle vyucujici je dobry poctar, nema dost sebedtivéry. Zde
1 u dalSich protokolti klimaticky rozhovor neuvadime a vstupy ¢islujeme od jedné.

David 1: (Dvakrat ptecetl polohlasem zadani a napsal 44 x 44 = 1936): Takhle?

Ex 1: No to neni tplné dobte (vidi zadkovy rozpaky), zddna Cislice se ti nesmi opakovat.

Dd 2: (Ihned napsal 43 x 43 = 1849): A musim vzit i tu dvojku a jednicku (ukazuje na zadani)?
Ex 2: Musis vzit kazdou z ¢islic jedna, dvé, tfi a Ctyfi, ale kazdou jen, kazdou prave jednou.
Dd 3: (Napsal 12 x 34 =408, po 5 vtefinach napsal 421 x 3 = a zavahal): To tak mize byt taky?
Ex 3: (Polozil prst na slovo ,,dvoumistna“ v zadani.)

Dd 4: (Skrtl 421 x 3 = a napsal 43 x 12. I to skrtl a napsal 43 x 21 =309): Je to nejvic; jo?

Ex 4: (S intonaci pochybnosti): Urcité? (po chvili) Je to vic i nez toto (ukazal na Cislo 408)?
Dd 5: (Kalkulackou provétil vypocet, Cislo 309 prepsal na 903, to vyrazné podtrhnul): Tofo.

Ex 5: (S jistou intonaci nedlivéry): Tak dobte. Tvij vysledek je devétset tii.

Dd 6: To je nejvic. To ... CtyFicet tFi je vic nez tricet CtyFi a dvacet jedna je vic nez dvanact.

Ptibéh 6. Eva (duben, 4. ro¢nik); podle vyucujici je trochu zbrkl4, upovidan a lina.

Eva 1: (Jednou hlasité a pak potichu ¢te zadani.) Jako Ze (pise 12 x 43), nebo tak?

Ex1: Ano, tak né¢jak.

Eva 2: Tak to je (piSe 43 x 2, po chvili $krtd), ne, radéji (piSe 42 x 31 = 1302) to je nejvétsi.
Ex 2: (Bere papir, na ktery se divka s hrdosti podepsala a vahavé tika) Jses si jista?

Eva 3: (Podiva se na zadani, ale necte jej. Rychle odpovi) Jsem. Je to trindctset dva.

Ex3: Tak jo. No dobfe, ale kdybys to tady (ukazuje na ¢islice 2, 1) prohodila?

Eva 4: Ctyricet dva krat tricet jedna nebo tiicet jedna krat ctyricet dva to vyjde na stejno.

Ptibéh 7. Filip (kvéten, 3. ro¢nik); podle vyucujici vzorny zak.

Filip 1: (Po trojim hlasitém ¢teni ulohy, zahanbené, pod tlakem selhani): Jd tomu nerozumim.
Ex 1: (Povzbudivé): Umis napsat n¢jaké dvoumisté ¢islo?

Fp 2: (Stale nejisté, krasopisné pise 25.)

Ex 2: Vyborné! Ano, to je dvoumistné ¢islo. Ale tu pétku zde (ukazuje na zadani) nemame.

3 Termin ,,agent“ podle Minsky (1988). Podrobn&ji viz Hejny, Michalcova (2001, s 47-50).
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Fp 3: (Diva se na zadani a krasopisn¢ pisSe 12, 23, 34): Dvandct, dvacet tri a tFicet Ctyri.

Ex 3: Skvéle! Tak si precteme ulohu. (pomalu ¢te) Z cislic jedna, ... (utichne, nebot’ vidi, Ze Filip si
Cte sam; ¢te opakovang; experimentator polozi prst na slovo ,,soucin®

Fp 4: (Cte ulohu, napise 12 a 23; &te op&tovng, napise 12 x 23; vypodte bez kalkuladky 276.)

Ex 4: (Radostn¢): No vyborné! (pauza) Ted’ vezmi vSechny &tyfi Cislice. Jako napfi...(pauza)

Fp 5: (Jiz uvolnéng; skoci experimentatorovi do feci): Jako (piSe 12 x 34 a Cte, co pise).

Ex 5: Presné tak. (pauza) Umél bys napsat 1 jiny takovy soucin z téch ¢islic? Tak, aby vysledek byl
co nejvetsi (ukazuje na posledni slova v zadani).

Fp 6: (Napise 34 x 12 a s védomim, ze ukol splnil, diva se na experimentatora.)

Ex 6: Jisté, ale mizes vzit 1 jiné (piSe 21 x 34), nebo (pise 32 x 14) a dalsi. Chapes?

Fp 7: Napriklad i (piSe a Cte, co piSe 24 x 13,42 x 31,31 x 42, ...)

Ex 7: Vyborné! Vidis, ze takovych soucinii mizeme napsat velice mnoho. Tyto jsou (piipisuje k
nim vysledky 408, 408, 448, 312, 1302, 1302). Um¢l bys najit ten soucin, ktery je nejveétsi?

Fp 8: To bych pocital na kalkulacce.

Piibéh 8. Gitka (duben, 4. ro¢nik); stejné jako Cyril, ma jiz zkuSenosti s témito tlohami.

Gitka 1: (55 vtefin si potichu ¢te a v mysli fesi tlohu; napise 42 + 31 = 73): To je nejvic.

Ex 1: (pauza): Peclive si precti zadani. (Po 20 vtefinach ukaze prstem na slovo soucin.)

Ga 2: A jo, nasobit (ptepiSe znaménko ,,+ na ,,x*“, vSe Skrtd a pise 42 x 31 = 1302).

Ex 2: (S intonaci provokace): Jses si jista, Ze tisic tfista dva je nejvétsi mozné ¢islo?

Ga 3: (20 vtetin je ticho, pak pise 41 x 32 = 1312, ptedchozi $krta.): Toto je vic. Je to nejvic?
(Experimentator ml¢i, divka jeste asi 5 vtetin uvazuje.) Vic se udélat neda. Z téch cisel.

5.5 Analyza pribéha 5 - 8

Podobné jako jsme analyzovali postup Cyrila, budeme ted’ analyzovat dalsi Ctyfi feSitelské procesy.
Tentokrat vSak nam pijde i o identifikaci obecnych fenomént, které jsou v daném feseni pfitomny
a které pak budeme hledat i u dalSich fesiteli.

David

Hoch tlohu interpetoval po svém a ihned vyfesil. Odhalil tim vagnost formulace tlohy 3 a upozor-
nil na fenomén interpretace textu tlohy. Svému feseni pfili§ neveri, protoze je pftili§ jednoduché, az
primitivni. Proto z4da souhlas experimentitora. Ten fekne, Ze Cislice se nesmi opakovat. David
1 tuto informaci pochopi jinak, nez byla myslena. Opét si neni jist a opét zada autoritu o odsouhlase-
ni vysledku. To poukazuje na potiebu zavést meta-kognitivni fenomén mira jistoty a s nim propoje-
né fenomény zridla pochybnosti a zridla jistoty. David ukazuje nizkou miru jistoty u uloh, které
jistotu hleda u autority. I tam, kde mtze chybu opravit opétovnym ¢tenim textu (u napisu 421 x 3
v Dd 3) se obraci na experimentatora.

Vstup Ex 1, ve kterém experimentator upfesiiuje text ulohy, ukazuje, Ze je potfebné zavést 1 fe-
nomén dodatecné upresneni textu, ktery ale neni fenoménem fesitelského procesu. Budeme praco-
vat jen s podfenoménem interpretace dodatecné informace fenoménu interpretace. V Dd 2 k takové
interpretaci dochazi. Ani tato neni v souladu s pfedstavou experimentatora.

Vstup Dd 3 je bohaty na diagnostické informace. David udéla dva pokusy o feSeni. Prvni sdm
shledava netispésnym a o druhém pochybuje, protoze se na jeho legalnost dotazuje experimentatora.
Polozme si otazku, co je ptic¢inou prvniho a co je pfi¢inou druhého hochova netuspéchu? Separova-
ny model 12 x 34 nelze povazovat za chybu. Je to prvni hochliv Gspésné vytvoreny objekt: soucin
dvou dvoumistnych cisel utvotenych z ¢islic 1, 2, 3, 4 tak, ze kazda Cislice se zde objevi prave
jednou. Kdyz David zjistil vysledek 408, uvédomil si, Ze zapomnél na podminku, ktera byla u jeho
prvnich pokusti dominantni — maximalnost vysledku. Po péti vtefinach napsal tedy novy soucin
421 x 3, ktery respektuje podminky ,.kazda z ¢islic 1, 2, 3, 4 se objevi pravé jednou®, ,.Cisla jsou
dve®, ,hledame soucin® a ktera nadéjn¢€ hledd maximalni soucin, ale opomene podminku ,,¢isla jsou
dvoumistna®. Kdyz toto Davidovo bloudéni ¢lov€k vidi, ma dojem, Ze hoch zdmérné chybuje. Ale
to neni pravda. Ta je v poznani, ze David nedokéze ve svém védomi najednou zptitomnit sérii pod-
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minek kladenych na jeden objekt a takovy objekt vytvofit. Na popis této schopnosti zavedeme
fenomén soucinnost podminek. Na zakladé mnoha naSich experimentil jsem ptresvédcen, zZe absence
schopnosti prechazet od jednotlivin k vétsim celkiim je meta-kognitivni nedostatek, ktery vyrazné
brzdi proces tvorby aritmetické struktury. Uvedeny fenomén je v teorii Sfard propojen s terminem
kondenzace.

Kazda podminka, ktera se pii konstrukci hledaného soucinu objevuje, je fenoménem. VétSinou
jsou to prave tyto fenomény, které se objevuji v popisech béznych zakovskych feseni nejcastéji.

Numericka chyba v Dd 4 byla zplisobena zrcadlovym opsanim ¢isla z kalkulacky. Stac¢il naznak
(Ex 4) a hoch ihned provéfil pfesné to misto, kde se chyba objevila. To ukazuje, ze hoch si je této
své systematické chyby (Spatné opsat Cislo) védom. Toto poznani vede na dvé nové charakteristiky
jiz znamych fenoménti: charakteristika systematicnost obohati fenomén chyba a charakteristika
uvedomovani si své systematické chyby obohati fenomén alert.

Rada uciteli: zvySovat intelektudlni sebevédomi zéka tim, ze mu umoznime prozivat radost
z Uspésné vyiesené lehci tlohy. Budovat schopnost kondenzace (ve smyslu teorie reifikace).

Dodejme, ze napovéda Ex 3 byla asi zbytecné¢ silna; stacilo vyzvat hocha k ptecteni zadani.

wvewr

Eva

Eva uchopila tlohu rychle a komplexné. Pomoci separovan¢ho modelu, ktery dobte odpovida tvaru
zkoumanych objekti, se ujistila, Ze Gloze rozumi. Asi i ona citila, Ze text neni zcela jednoznaény
a tak se rad&ji zeptala. Prvni pokus o feSeni (43 x 2) byl pferusen poznanim, Ze soucin lze zvétsit
tim, ze Cislice 3 a 4 budou na misté desitek u ¢initeld. Dalsi feSeni (42 x 31 = 1302), které¢ divka
prohlasila za nejlepsi, je jiz skute¢né skoro nejlepsi. Snaha experimentatora spochybnit Evinu viru
v dokonalost tohoto feSeni byla neuspésna. Piekvapivy byl vyrok (Eva 4) s undhlenym a nepravdi-
vym tvrzenim. Experimentatora tak pfekvapil, Ze nenasSel cestu, jak v rozhovoru pokracovat. Staci-
lo, kdyby pozadal divku, aby svoje tvrzeni ovéfila, a mohl ji sledovat v situaci, kdy zjistila, ze
v tvahach ma chybu.

Piibéh ma jeste epilog. Kdyz jsem opoustél skolu, c¢ekala mne Eva u vychodu. Méla feSeni.
Uvedla, ze ji popletlo to slovo komutita. Méla na mysli komutativitu. Ukazala, Ze pro s¢itani skutec-
né plati 42 + 31 = 41 + 32. Pro ndsobeni to ale neplati. Dodejme, Ze stejny omyl jsme evidovali

Zde nachdzime dva fenomény. Prvni patii do rodiny podfenoméni fenoménu ,,chyba“ a nazy-
vame jej chybny prenos. Druhy fenomén nazyvame signal a o obou piSeme v dal§im textu.

Rada uciteli: Nedostatky — ukvapené zavéry a nizka bdélost — lezi spiSe v meta-kognitivni nez
bez poukazu na lokalitu chyby. Vysoce hodnotit zlepSeni v peclivosti prace.

Filip

Hoch nedovede ¢ist sevieny matematicky text s porozuménim. Experimentator postupné vede ho-
cha k uchopeni prvki. Ten si piedstavu o hledaném objektu tvoii pomalu po krocich pod pfimym
vedenim experimentatora: dvoumistné Cislo (Ex 1 a Fp 2); pouze Cislice 1, 2, 3 a 4 (Ex 2 a Fp 3);
soucin dvou takovych cisel (Ex 3 a Fp 4 — zde je nejvetsi samostatnost zaka); nutno pouzit vSechny
ctyti Cislice (Ex 4 a Fp 5); takovych objektl je vice (Ex 5 a Fp 6); je jich mnoho (Ex 6 a Fp 7);
hledame ten s nejvétsim vysledkem (Ex 7 a Fp 8). Rozhovor jiz u Fp 6 byl zraly na ukonceni,
protoze bylo jasné, ze uloha jako celek ptfesahuje intelektudlni kapacitu Filipa. Experimentator
pokracuje az do konce, protoze se snazi piesnéji popsat to, co je pri¢inou Uplného Filipova selhéni.
Analyza ukézala, ze ptfi¢inu nutno rozlozit do tii vrstev.

V prvni, kognitivni vrstvé, je to jev retézeni. 1 kdyz experimentator pomize hochovi pochopit
kazdou z dil¢ich podminek, Filip si nedokaze vytvofit ve védomi celkovy obraz o tloze. Tomuto
fenoménu vénujeme v dalSim zvlastni pozornost.

Druh4 vrstva je meta-kognitivni. Zak nema rozvinutu schopnost vnimat jistou situaci jako vyz-
vu k intelektudlni ¢innosti hledani ukrytého objektu. Fenomén, ktery tuto potenci popisuje, nazveme
prijeti (matematicke) ulohy, nebo obecnéji prijeti (intelektudlni) vyzvy. Snizeni schopnosti pfijeti
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intelektudlni vyzvy jsme evidovali spiSe u divek nez hochti a Casto se objevila jako diisledek nebo
privodni jev autoritativni vychovy. Zak si je své chyby ¢asto dobie védom, ale vnima jej osudové,
jako genetickou danost, se kterou nelze nic délat. Proto je zde pokus o reedukaci velice slozity.

Tieti vrstva je osobnostni nebo hodnotva nebo postojova. Zak se na matematiku diva jako na
oblast, ve které je schopen uspét, jestlize se od n¢j zada imitace a reprodukce. Matematiku, ktera od
zéka 7ada tvotivost nebo autonomni intelektualni vykon, povazuje Filip za nedostupnou. Fenomén,
ktery opisuje tuto vrstvu nazveme smysl matematiky. Presnéji bychom asi méli mluvit o smyslu uce-
ni se matematice.

Filip je orientovan na nécvik algoritmt a rezignuje na autonomni intelektualni praci. Tato sku-
tecnost je alarmujici. JestliZe je svoji ucitelkou hodnocen jako vzorny, jevi se dalsi jeho matematic-
ky vyvoj velice pochmurné.

Rada uciteli: poohlédnout se po jiném zaméstnani. Rada pro dalSiho Filipova ucitele: vést Filipa
k samostatnym myslenkovym vykontim, nejprve pochopitelné pomoci velice jednoduchych tloh.

Gitka

Pti uchopeni tlohy doslo k posunu interpretace: soucin pochopila jako soucet a tuto leh¢i ulohu vy-
resila dobfe. Piekvapivé je skoro minutové mlceni divky na zacatku. Nase pivodni analyza o tom
uvadi: ,,Divka je zfejm¢ zvykla tesit ulohy v hlavé a proto na zacatku dlouho nic nepiSe. Zadména
soucinu za soucet je asi dilem nepozornosti. Upozornéni na ptfitomnost chyby nevedlo ke korekei,
bylo tfeba na chybu ukazat. Konstatujeme slabou praci Git¢ina agenta bdélosti.*

Pozdé&ji, asi po dvou dnech jsme s détmi opét rozmlouvali v uvolnéné atmosféie. Zde nam Gitka
vysvétlila, Ze si u této ulohy dlouho nebyla jista, jaky je rozdil mezi ¢islem a ¢islici a to ji zdrzelo.
Bala se zeptat. Kdyz pak ji experimentator zadal, aby si ptecetla zadani peclivé (Ex 1), byla si jista,
ze to popletla. Byla piekvapena, kdyz experimentator ukazal na slovo soucin.

Po tomto dodate¢ném vysvétleni jsme ptivodni analyzu zménili. Pfedevsim jsme identifikovali
dilezitou a jiz dfive Casto evidovanou charakteristiku fenoménu komunikace a to strach ptat se. Pak
jsme zmeénili ptivodni analyzu takto: ,,Pfi¢inou dlouhého miceni divky na zacatku byla nejistota
terminu Cislice. Tato nejistota do t€ miry odCerpala divce energii, ze zaména souctu a soucinu byla
diisledkem jevu vytésnéni.

Pokracujeme v analyze. Vstup Ex 2 byl ukvapeny, divka nemé¢la Cas si svlij vysledek provérit.
Strukturu aritmetickych pfedstav ma divka rozvinutu nadprimérné. Pozoruhodné je, ze divka si déla
neobvykle malo pozndmek, znacnou ¢ast uvah uskutec¢iiuje v predstavé. Tato skuteCnost je novy
fenomén, ktery nam analyza nabizi. Nazveme jej uzivani vnéjsi kratkodobé paméti nebo kratce vnéj-
S pamet. Nékdy je pticinou tohoto jevu piekotnost myslenkového pohybu, jindy strach z chyby:
,Jakmile néco napisi, mize to byt chybné*. Zde byla asi pfi¢ina v tom, Ze usporné pouzivani kratko-
dobé paméti je soucast fesitelského stylu divky.

Rada uciteli: Zjistit 1) pro¢ se divka snazi tivahy i vypocty délat pfevazné v paméti a 2) zda ne-
piesné Cteni textu bylo ndhodné, nebo je to systematicky nedostatek divky. Z obou zjisténi vyvodit
pfipadné reedukacni zasahy. Navrh: je-li to realizovatelné, vytvofit situaci, ve které Gitka néco
vysvétluje své kamaradce. Lze oCekavat, ze zde by psala vice.

5.6 Jevy: vytésnovani, chybny pienos, signal a Fetézeni
Efekt vytésnovani

evidujeme i v bézném zivoté. Na néco intenzivné myslim a zapomenu pozdravit kolegu. Pfi¢ina vy-
tésiiovani je zfejma. Védomi nedokdze pojmout a propojit vice myslenek. Nema dost energie.
Uchova myslenky naléhavé;si a ostatni ignoruje.

Kdyz naptiklad pti pisemném sé¢itani 87 + 38 zak dojde k vysledku 115, je velice pravdépodob-
né, ze zapomnél prenést jednotku ze souctu 7 + 8 = 15 do fadu desitek. Nejdiive s¢ital 7 a 8, zapsal
na papir &islici 5, a do kratkodobé paméti si ulozil ,,1 zbyla®. Pak zacal s¢itat 8 + 3 a z paméti zmi-
zela tam uchovéavana informace. Napiiklad proto, Ze na jeji uchovani nebylo dost energie. Zak,
ktery ma spoj 8 + 3 = 11 automatizovan, nepotfebuje na tento mentalni vykon skoro zddnou energii
a z jeho paméti se tam ulozena informace neztrati.
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Zaci méli upravit vyrazy a) (4a + 6)/(2a + 3) i b) (x — V2)/(x\2 — 2). U vyrazu a) vé&tsina zaki
napsala vysledek 2 i s podminkou 2a # —3. U vyrazu b) podminku x # V2 napsal jediny zak. U dal-

Ucitel ma mnohé znalosti a postupy automatizované. Proto ¢asto nedokdze odhadnout miru
energetické narocnosti intelektudlniho vykonu zaka, ktery touto automatizaci nedisponuje a n¢kdy
naléhé na urychleni zakova vykonu. Tim jej nechté orientuje na pamét'ové uceni se.
Chybny pienos
Myslenkové schéma (pfedstava, postup, ...) je pfenaSeno ze znamé oblasti do oblasti nové, kde jiz
neplati, nebo asponi ne v plné §iti. Napiiklad uprava typu 7x(a + b) = 7a + 7b vytvaii ve védomi
zaka schéma ,.to, co je naznaceno pro celek, mam udélat pro kazdy prvek celku®. Toto schéma pak
7aci &asto prenasi do dalsich kontextd, v nichz neplati: (a + b)* = a’+ b% (a + b) = Na + b,
sin(aw + B) = sin a + sin B. Didakticky velice zajimavy ptiklad chybného ptenosu procesudlniho
schématu je popsan v ¢lanku Kratochvilova (2002), (viz Kratochvilové ¢lanek v Pytagorovi 2001).

Prevenci proti této chybé¢ je konstruktivistické zavadéni novych schemat, v nichz se nové mys-
lenky nejprve zkouma v riznych kontextech a jeji nacvikova prezentace se odsouva co nejdéle.
Bohuzel tento postup ucitelé¢ odmitaji s poukazem na nedostatek ¢asu.
Signal
oznacuje znak, slovo nebo idiom, ktery vyvola (asociuje) ve védomi clovéka predstavu nebo dokon-
ce proceduru. Kazdé bézné slovo jako ,,pes®, ,,vitéz®, ,bézi“,... n¢jakou piedstavu vyvold. Nam jde
o ty signdly, které se tykaji matematiky a vyvolavaji deformované piedstavy. K tém patii dosti ¢asto
ty terminy, u nichz vyucujici vyzaduje, aby je zdk umél ,,definovat”. Pak se stane, Ze se termin
,rovnoramenny trojuhelnik® ve védomi zaka asociuje se sloganem ,,je to trojuhelnik, jehoz dvé¢
strany, které nazyvame ramena, jsou shodné®, ale Zadk nema o tomto objektu zddnou vizualni pied-
stavu. B€zn¢ se signal objevuje u slovnich tloh, kde Zak misto snahy o vytvofeni si pfedstavy o celé
situaci, vyhleda v uloze ¢isla a signélni slovo. Napiiklad kdyz jsou v uloze ¢isla 10 a 6 a slovo
»prohral“ asociované s od¢itanim, tak zak napise 10 — 6 = 4.
Retézeni
Lenka (6. ro¢nik) uméla z obsahu ctverce zjistit délku jeho strany i z délky strany zjistit obvod
&tverce, ale ulohu ,,0bsah &tverce je 49 cm?, jaky je jeho obvod?* nevyfesila. Neuméla oba dil&i
poznatky zfetézit a vytvofit tim jeden feSitelsky tah. Kdyz ji ale ucitelka napovédéla otazkou
,uméla bys najit asponl stranu toho ¢tverce?* Lenka ulohu vyftesSila. Filip z pfibéhu 7 nedokézal
z n¢kolika dil¢ich vlastnosti poskladat hledany objekt a ani pomoc experimentatora nebyla v tomto
pfipad¢ Gc¢inna. Proc¢? Z mnoha naSich experimentd soudime, Ze pficina tkvi v nepfipravenosti zdka
na ulohy, které vyzaduji schopnost samostatné tvotit myslenkové celky z dil¢ich poznatkt. Téchto
uloh se nedostdva na prvnim stupni a na druhém je jiz pro mnoho Zakl pozd¢. Jeden zajimavy
ptipad jsme zaznamenali u zéka 4. ro¢niku. I kdyZ bez problémi vyfesil satelitni tlohu 3a, tilohu 3
neuchopil, protoze neporozumél slovnimu spojeni ,,dvé dvoumistna®. Kdyz jej experimentator Za-
dal, aby utvofil jedno dvoumistné ¢islo a pak ze zbylych ¢islic druhé, zak tillohu uchopil.

6. OD ANALYZY K DIAGNOSTICE

6.1 Vyzkum verzus diagnostika

Cilem vyzkumu je hledani zékonitosti, jimiz se fidi a) vznik a rozvoj matematickych predstav ve
védomi zdka, b) matematické myslenkové pohyby zaki i ucitelil, ¢) vyvoj matematickych znalosti
a schopnosti zéka, d) vzajemna interakce mezi participanty procesu uceni a uceni se matematice,
e) vliv ucitele a jeho hodnotového systému na kvalitu vyucovani, f) vliv ucebnic, klimatu tiidy a kli-
matu Skoly na kvalitu vyucovani atd.

Stru¢né feceno, tlohou vyzkumnika je poznavat. Jeho obanskou povinnosti je nabizet a obcas
i vnucovat vysledky svého badéani t€ém, kterym mohou byt uzitecné: ucitelim, aby jim i1 Zakim
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délala jejich spolecna prace vice radosti; decizni sféfe, aby 1épe fidila Skolstvi; autoriim ucebnic,
aby vyuzili poznatky k napsani ptsobivéjsich a srozumitelngjsich texta, ...

Experimentalni kvalitativni vyzkum, ktery je zaméten na kognitivni strukturu zaka (coz je i nas§
ptipad) obsahuje a) formulaci problému, b) ptipravu nastroje vcéetné zpisobu jeho aplikace (napf.:
zak/zéaci pisemné fesi ulohu, zaci spolu diskutuji o jistém problému, jeden zak vysvétluje néjaky
pojem, postup, problém, schéma,... jinému zakovi, experimentator rozmlouva se zakem/zZaky, ...),
¢) realizaci experimentu, d) peclivou evidenci, vS§eho co se béhem experimentu odehralo, a konecné
e) analyzu evidovaného materialu.

Analyza se orientuje zejména na hledani kognitivnich i meta-kognitivnich fenomént, jejich
hlubsi poznavani, charakterizovani a mapovani, na jejich organizovani do hierarchicky vrstvenych
kategorii. Po této spise rozkladové Casti analyzy nastupuje ¢ast syntetizujici. Jejim cilem je popsat
teSitelské mechanizmy, které jsou schopny osvétlit myslenkové procesy fesiteltl u celé ttidy ptipa-
di. Konecné jsou hledany moznosti aplikace vysledkti zejména do vyuky.

U diagnostiky jde o pedagogickou aplikaci vyzkumem odhalenych zikonitosti. Resitelsky pro-
ces zdka je i zde evidovan co nejpodrobnéji, ale pak je zkouman odlisné. Jestlize vyzkumnik béhem
experimentu Casto ptivodni scénaf ptizpisobuje aktudlni situaci, diagnostik postupuje standardné.
Objevi-li se ne¢ekana reakce zaka, diagnostika kon¢i nebo se méni na experiment.

Diagnosticky nastroj, stejné jako vyzkumny nastroj, ma ctyii slozky:
vyzvu, ktera mize iniciovat dobfe sledovatelnou myslenkovou ¢innost zaka,
implementaci vyzvy, zpusob, kterym bude zadkovi nebo zakiim vyzva predlozena,
evidenci, popis toho, jak bude ¢innost zéka a piipadny rozhovor s nim zaznamenan,

Nejdulezitéjsi je posledni slozka. Vyzkumnik hledd fenomény, jejich charakteristiky a jejich
organizaci, diagnostik vyhodnocuje Zdkovu praci pomoci piipraveného diagnostického klic¢e ulohy.
Ten se sklada ze souboru parametrti a vyhodnocovaciho klice. Tyto terminy pfesnéji vymezime.
Fenomén je mentalni prvek, ktery najdeme v chovéni fesitele. Zde zkoumame fenomény kognitivni
a osobnostni. Ty ovSem vyZzaduji rozsahlejsi vyklad. Fenomén doplnény o charakteristiky, rtizné
jeho vyskyty, projevy, typy,..., je parametr dané ulohy. Parametr, ktery ma komplexni charakter
rozkladdme na podparametry. Nékteré parametry, jejich charakteristiky a podparametry dopliiuje-
me o interpretace. Ty osvétluji, co evidované informace vypovidaji o feSiteli. Cely soubor para-
metrl, podparametrii, charakteristik a interpretaci nazyvame vyhodnocovaci kli¢.

Vyhodnocovaci kli¢ je subjektivni. Rlizni autofi vytvoii k téze tloze rizné klice. Domnivame
se, ze dalsi cesta v rozvoji metodologie této ¢innosti vede pies komparaci nékolika nezavisle na
sobé vytvorenych diagnostickych nastroju.

Konstrukce parametru je zalozena na dobré znalosti ptfislusného fenoménu. V nasledujicich
a doplnujeme je o charakteristiky, ¢imz z nich tvofime parametry. RozliSovani termini fenomén —
parametr je zde ¢asto jen otazkou vkusu. Pfitom uvazujeme o vyhodnocovacim kli¢i obecnéji a ke
konkrétnimu klici tllohy 3 se vratime az v 6.5.

6.2 Prijeti a uchopovani ulohy
Zaktwv fesitelsky proces za&ina pfijetim tilohy, uchopovanim tlohy a uchopenim alohy.
1. Prijeti ulohy. Parametr ma tfi charakteristiky: zak ulohu
e prijal, jestlize lohu uchopil (at’ jiz ocekavané, nebo alternativné€) a pokusil se tlohu fesit,
e prijal proteticky, jestlize se pokusil feSeni opsat nebo védomeé fesit jinou tlohu,
o neprijal, kdyz se o zadné feSeni nepokusil, naptiklad proto, Ze nebyl schopen tlohu uchopit.
U Zéka, ktery ulohu nepfijal nebo pfijal proteticky, nelze zkoumat jeho praci. Zde se ptame na

- priciny nezdaru (nezajem, neznalost, nedostatek sebevédomi, zl14 atmosféra, socidlni tenze, ...),
- pripadnou zménu postoje (pivodni nepfijeti se méni na protetické piijeti nebo dokonce na pfije-
ti), inicidtora zmény (nové informace, zména atmosféry, vliv experimentétora,...)
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- dusledky zmény postoje (zvySena motivace, zvySené sebevédomi,...).

U zaka, ktery ulohu pfijal, pokracuje diagnosticky proces analyzou komplexniho parametru
2. Uchopovani ulohy. Je to proces, jehoz prvni faze zacina ¢tenim textu tlohy a kon¢i okamzikem,
kdy si zak vytvoril pfedstavu o lloze a za¢ina ji fesit nebo si predstavu vytvorit nedokazal a rezig-
nuje. BéZné pak nasleduji dalsi faze uchopovani — navraty fesitele k textu tlohy. Ty eviduje podpa-
rametr
¢lenéni uchopovani — rozdéleni celého procesu na faze, resp. uchopovaci tahy. Faze jsou vzajemné
oddélené. Nekdy byva nékolik fazi propojeno stejnou myslenkou. Tuto posloupnost fazi nazveme
uchopovaci tah. Kazdou fazi i uchopovaci tah povazujeme za novy parametr a identifikujeme u néj:
pricinu, ktera vedla fesitele k navratu k textu zadani (bezradnost, potieba kontroly, nebo korekce,
nebo doplnéni informace, ...)
cil, ktery ma tfi charakteristiky podle miry zmény piivodni predstavy:

e Zadna — jde jen o uptesnéni informace (vztahu, objektu, ¢isla), uvnitt jiz vytvotené predstavy,
e castecna — jde o restrukturaci ¢asti pfedstavy nebo celé predstavy,

e uplna — jde o vytvotfeni nové piedstavy o tloze.

kvalitu, kterd ma opét tfi charakteristiky: zak ulohu

e uchopil standardné, tedy ve shod¢ s n¢kterou z predstav experimentatora,

e neuchopil, tedy jeho Usili vytvofit si predstavu o uloze nebylo uspésné.

® uchopil nestandardné, tedy v rozporu s predstavou experimentatora.

Posledni charakteristiku povazujeme za novy, a dodejme Ze diagnosticky vyznamny, parametr:
OdliSné (nestandardni) uchopeni. Dalsi analyzu evidované odliSnosti urcuji ctyfi podparametry.
vécna korektnost, (naptiklad prvni uchopeni Davida bylo nestandardni, ale vécné ptipustné),
mira odliSnosti. Charakteristika tohoto podparametru je ur€end poctem podminek tlohy, které zak
o zmenil (napf. Gitka jednu podminku zménila — misto sou¢inu uvazovala o souctu ¢isel),

e opomenul (napt. David v Dd 3 zapom¢l na to ze Cisla jsou dvoumistna).

U naseho vzorku péti zaku staci k méteni odliSnosti zavést tiiprvkovou stupnici: 0 (bez odlis-
nosti), 1 (Jedna zména), 2 (jedno opomenuti). Je nasnadég, jak lze tuto stupnici obohacovat. Déle
zkoumame
pric¢iny odliSnosti. Mohou spocivat v neznalosti faktli, neznalosti pojmt, deformované ptedstave,
zlém Cteni textu, a mnoha dalsich oblastech. Naptiklad Rebeka (3. ro¢nik, zati) dosla k vysledku
12 x 13 = 156 tak, Ze si napsala tfinact dvanactek a ty postupné sc¢itala. Ukéazalo se, Ze divka tlohu
pochopila dobie, ale protoze jest¢ neuméla nasobit dvé dvoumistna Cisla, byla pro ni hlavni vyzvou
otazka nalezeni soucinu jakychkoli dvou dvoumistnych ¢isel. V§e ostatni se ji jevilo podruzné.

Posledni polozkou zkoumani parametru ,,0dli§né uchopeni ulohy* je jeho podparametr
nasledky. Zména zadani miZze ndrocnost tlohy
e nezmenit, napt. kdyby u tlohy 3 fesitel misto danych cisel pracoval s Cisly 2, 3, 4, 5,

e snizit, napt. prvni interpretace ulohy 3 u Davida i u Gitky,
e zvysit, napt. jedna velice schopna divka si pfi pfepisovani uloh z tabule spletla text dvou uloh a
hledala soucet dvou rtiznych soucinti; po del$im pocitani dospéla k vysledku 42 x 31 + 41 x 32.

6.3 Hledani strategie, vypocet, artikulace vystupu a vnéjsi pomoc

Po uchopeni ulohy pokracuje fesitelsky proces hledanim strategie, vypoétem a artikulaci vystupu.
Tyto pii etapy jsou diagnosticky méné zaludné, nez byly pfedchozi dvé etapy. Proto jim vénujeme
podstatné méng prostoru.

3. Hledani strategie. Diagnostickd hodnota tohoto parametru podstatné zavisi od Ulohy. Silna je
tam, kde existuje série raznych fesitelskych stratégii. Takové byvaji slovni tlohy, kde lze pouzit
rovnic, obrazki, tabulek, dramatizace,... U uloh, kde existuje jedina feSitelské strategie (takova je
i uloha 3), je charakteristika tohoto parametru chuda. Jednotlivé strategie se li§i pouze Uplnosti a ta
je navic pfesnéji popsany jinymi parametry.
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4. Vypocet. U kalkulativnich uloh, jako je tiloha 3, 1ze pfehledn¢ jednotlivé kroky vypoctu brat jako
zvlastni parametry. Proto vypocet rozkladdme na soubor téchto dil¢ich kalkulativnich parametrti.
Z nich se lehce vytvofi parametry, protoze charakteristika takového kalkulativniho kroku je dana
polaritou spravné x chybné. V ptipadé, ze je ve vypocetnim kroku chyba, diagnostikujeme ji podle
parametru ,,chyba“ analyzovaném v odseku 6.4.

5. Artikulace vystupu byva zajimava u slovnich aloh. Casto se az v odpovédi dovime, jak vlastng
tesitel ulohu uchopil. U ulohy 3 je artikulace jednoducha. Je to Cislo, poptipadé provazené slovy.
Charakteristika parametru ma pét polozek, které uptesiiuji, zda vystup je ¢iselny, slovni, obrazkovy,
tabulkovy, hybridni (tabulkovy a slovni,...) a jiny.

Prvnich pét zakladnich fenomént postihuje fesitelsky proces. Dalsi dva zakladni parametry jsou
praiezové. Jsou to vnéjsi pomoc a chyba.

6. Vnéjsi pomoc. U diagnostického rozhovoru se jedna predevS§im o pomoc experimentatora. Kdyz
se podivame na pét rozhovorti uvedenych vyse, pomoc experimentatora nachdzime u téchto vstupt:
Pribéh David (Ex 3, Ex 4), piibéh Eva (Ex 3), pfibchy Filip a Gitka (vSechny vstupy Ex). Za pomoc
nepovazujeme uptesiiovani zadani, jako vidime ve vstupu Ex 1 ptibéhu David. Za pomoc ale pova-
Zujeme povzbuzovani, zvySovani sebevédomi.

U tohoto parametru evidujeme Ctyfi podparametry. Prvni je
iniciace. Ta ma dvé zakladni charakteristiky: zdk pomoc vyhledal, nebo o ni zaddal a pomoc nabidl
experimentator. U zaéinajicich experimentatorti bézné dochazi i k vnucované pomoci. Zak o feseni
jesté premysli nebo vyslovi néjakou nespravnou myslenku a experimentator vstupuje do interakce
ve snaze uvarovat zaka pred chybou. Takovy vstup negativné ovlivni experiment a nékdy jej zcela
znehodnoti. Stava se, Ze 1 zkuSeny experimentator udéla chybu a nabidne Zdkovi pomoc piili§ brzy,
protoze se domniva, ze zak jiz nic nedéld, jen sedi a na pomoc ¢ekd. Dodejme, Ze takové chovani
zéka, ktery tim, ze utichne a pfestane pracovat, Zad4 o pomoc, neni vilbec vyjimec¢né.

DalSim podparametrem je
zpusob pomoci. Zékladni charakteristiky jsou zde dvé¢: Zak si pomoc naSel sam, pomoc piisla od
experimentatora. (Jedna divka ze Sesté tiidy u feseni jiné ulohy ochabovala v praci. Reseni ji neslo
ajiz to vypadalo, ze divka bude rezignovat. Pak najednou se vzchopila a docela dobie v praci
pokracovala. Pozd¢ji uvedla, Ze povzbudil ji jeji talisman, monci¢ak — jak jej vzala do ruky, hned
vedela, jak dal. I to je mozny zptisob pomoci.) Dulezitym dal§im podparametrem je
druh pomoci. Jednalo se o povzbuzeni, naznaceni spravnosti resp. chybovosti zakova postupu,
potvrzeni spravnosti postupu, upozornéni na ptitomnost chyby, poukaz na lokalitu chyby, odpovéd’
na polozZenou konkrétni otazku, vysvétleni pojmu, vysvétleni vztahu, vysvétleni situace, rada meto-
dologického charakteru,... V tomto pfipad¢ je seznam moznych charakteristik zna¢né dlouhy.
Konec¢né evidujeme i to, do jaké miry byla pomoc u¢inna. Tento podparametr nazveme
ucinnost pomoci. Charakteristika je zde evidentni — mira i¢innosti se méti podle dal§iho pokraco-
vani.

Konec¢né parametr ze vSech nejvyznamnéjsi, chyba. Presnéji:
6.4 Chovani zZaka pri objeveni se chyby

Slovem ,,chyba* zde rozumime i chybné opsani (misprint), prehlédnuti, Spatnou predstavu, ne-
jasnost, nepiesnost, strategické bloudéni, selhani paméti,... Za chybu nelze povazovat nizs$i mate-
matickou zralost zéka. Napfiiklad ,,chyba“ Rebeky uvedend na ptedchozi strané Zadnou chybou
nebyla. Od divky jsem zadali poznatkové véci, s nimiz se jesté nesetkala.

U tohoto parametru evidujeme Sest podparametri. Nejprve dva parametry tykajici se typu chy-

by.
Matematicky typ chyby klasifikujeme podle matematického poznatku, kterého se chyba tyka:
uchopeni tlohy, nalezeni strategie, konkrétniho kroku (malé nasobilky, déleni nulou, roznasobeni
zavorky, prace se znaménkem minus, ...); charakteristika tohoto parametru je vyrazné zavisla na
dané uloze, proto jeji polozky nelze zde taxativné vypsat.

39



Psychologicky typ. Pokud se omezime na kognitivni a meta-kognitivni oblast, bude charakteristika
parametru dana trojici polarit: pamét'ova/kauzalni, systematickd/ptilezitostni, procesni/konceptni.
Nékdy vsak uvedené omezeni znemozni dobrou diagnostiku. Naptiklad kdyz zak tesi ulohu pod
psychickym tlakem, mtze byt kognitivni klasifikace jeho chyb zcela druhotfada a diagnosticky
zavadéjici. Proto zde dokladame i jeden obecnéjsi parametr: psychické naladéni zaka.
Védomost o pritomnosti chyby. RozliSujeme tfi hlavni pfipady podle toho, zda feSitel o pifitom-
nosti chyby viibec nevi nebo ji aspon tusi nebo dokonce o ni vi. Naptiklad kdyz feSitel napise vysle-
dek ,,na dvofte bylo 6,35 slepic a 7,65 psu“ pak je jasné, Ze asi o své chybé vi.*

74k, ktery o chybé vi, nemusi védét, kde se chyby dopustil. To eviduje dal$i parametr.
Hledani lokality chyby. Jde o zptisob hledani. Charakteristika ma téchto 5 polozek: zak
e krok za krokem prochazi existujici reseni a hledad v ném chybu,
e vSe Skrta a pocita podle stejné strategie od zacdtku,
e vSe Skrta a hleda novy piistup a meni resitelskou strategii,
e vraci se k n€kterému konkrétnimu kroku feSeni a ten kontroluje, protoze

- jiz v prubéhu vypoctu zak citil, Ze zde je mozna chyba, nebo

- vi o sobé&, ze Casto chybuje u nekteré operace, kterou ve vypoctu uskutecnil,
®  Zada o radu experimentatora.

Reakce Zaka na chybu. O reakci na chybu mizeme mluvit jen tam, kde je chyba zakem aspon tu-
Sena. Zde rozliSujeme tyto zékladni ptipady:
e rezignace, podrobnéjsi analyzu délame jako u stejné polozky parametru ,,piijeti ulohy*.
e  Zddost o pomoc pii

- lokalizaci chyby,

- odstariiovani chyby (zak na zaklad¢ predchozich zkuSenosti s interakcei s ucitelem ocekava,

ze ucitel mu ukéze, jak to ma byt spravng)

e pokus o samostatné feSeni situace: nalezeni a odstranéni chyby.
Diisledky chyby. Tento parametr nutno evidovat jen tam, kde chyba odstranéna nebyla, naptiklad
proto, ze si ji zak nebyl védom. Nachéazime tfi podparametry: prekazka, naro¢nost, uzieni chyby.
Piekazka ma dvé polozky: chyba se stala/nestala piekazkou pro dalsi postup.
Uzieni chyby. Evidujeme, zda dalsi postup umoznil fesiteli uvidét chybu.
Sebereflexe. Pii feseni zak zfidka komentuje své vlastni po¢inani z nadhledu meta-kognice. Stavaji
se ale ptipady, kdy v tomto sméru néco poznamena. Naptiklad zdk komentuje vlastni chybu slovy
,»to ja stale délam”. K tomu mohlo dojit ve vstupu Dd 5, kde David opravuje 309 na 903. Takova
sebereflexni poznamka ma velikou diagnostickou cenu. Naznacuje autonomii zakova ptistupu k ma-
tematice a pravdépodobné i k dal$im predmétim.

U vsech vySe uvedenych piipadll parametru pfijeti i parametru uchopovani se ptame na dvé veé-
ci: evidujeme druh a miru vnéjsi podpory (pomoc experimentatora).

6.5 Uloha 3 jako diagnosticky nastroj

Implementace. Diagnostikovany zak jiz diive GspéSné vyiesil ulohy 3a, 3b i1 3¢, ma k dispozici kal-
kulacku a umi s ni zachézet. Po klimatickém uvodu ukéaze experimentator Zdkovi tlohu 3 a popfipa-
dé mu ji i sam piedte. Text ulohy zistava leZet pied Zdkem. Zak pracuje zcela samostatnd.
Experimentator vstupuje pouze, kdyz je tdzan nebo kdyz Zak projevuje delsi bezradnost a v jeho
chovani je nepiima zadost o pomoc.

Evidence. Vypocty, které déla zak na kalkulacce, stejné jako jeho gestikulaci, mimiku a pohyby se
experimentator snazi zaznamenat. Zvuk je nahravan na magnetofon a pozd¢ji prepsan do protokolu.
Vse, co zék napsal, je evidovano a opatfeno casovymi udaji, zejména je diilezité védet v jaké Casové
naslednosti byly jednotlivé zapisy kladeny na papir.

* Zakyné 8. ro¢niku, které tento vysledek vysel, spoluzadce tvrdila, Ze teoreticky je to spravng.
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Soubor parametria vytvoreny po analyze jednadvaceti protokolt zakt 3. az 5. ro¢niku mél dvacet
sedm polozek. Z nich pro ilustraci uvadime téchto ¢trnact kognitivnich a metakognitivnich para-

metru:
P00  Uchopeni ulohy. P07  Maém najit nejvetsi z nich.
P01  Mam vytvofit dvé cisla. P08  Pro Cinitele AB je nutn¢ A > B.
P02  Cisla musi byt dvoumistna. P09 Na misté desitek jsou Cislice 3 a 4.

P03  Cisla obsahuji jen Cislice 1, 2,3,4. P10  Jsou dv€ moznosti: 42 x 31 a 41 x 32.
P04  Zadna ¢&islice se nesmi opakovat. P11  Porovnam vysledky 1302 a 1312.
P05  Vytvorena ¢isla musim vynasobit. P12 Nasobeni je komutativni.

P06  Podobnych soucint existuje vice. P13 Chyba.

Seznam charakteristik parametri PO1 — P12. Znakem ,,ex.“ ozna¢ujeme experimentatora.

+ = bez chyby hn = zak hled4 a najde fesSeni

Jji=jina interpetace dané informace zs = zak si neni jist a zada ex-a o souhlas
p! = prekéazka dalsiho feSitelského postupu 7r = 74k 7adé ex-a o radu

sl = zak nerozumi n¢kterému slovu zv = zak 7ada ex-a o vysvétleni

ss = zak nerozumi slovnimu spojeni ep = ex. da ptimou odpoveéd’

nn = chyba, jiz si zak neni védom en = ex. dd ndznakovou odpovéd’

nt = chyba, kterou zak tusi em = ex. d4 meta-odpoved’

nv = zak o chybé vi, nezna jeji lokalitu up = ex. upozorni na ptitomnost chyby
no = chyba je zdkem opravena un = ex. upozorni na chybu

Parametr POO je provazen parametry POl — P06, které I1ze chapat jako jeho podparametry. Napf.

chyba nepochopeni slova ,,dvoumistna“, bude evidovana v P02 a charakterizovéna ,,sl*. Parametr
P00 dale obohatime o 6 podparametrti a kazdy uvedeme i s charakteristikou.

S

Ptijeti lohy — ihned/po piedchozim vahani/po piresvédCovani/nepftijeti.
Ptic¢ina vahani nebo nepfijeti tlohy — kognitivni/jina.

Pomoc experimentatora pii piijeti ulohy — ano/ne.

Prvni porozuméni zadédni — mira samostatnosti, ¢as, kvalita.

Dalsi porozuméni zadani — pocet, mira samostatnosti, Cas, kvalita.
Navraty k textu — pocet, divody, efektivita.

Parametr P13 je provazen vSemi parametry, v nichZ se objevi feSitelova chyba. Dale parametr

P13 obohatime o 6 podparametrii a kazdy uvedeme i s charakteristikou.

Sk W=

Poznéni pfitomnosti chyby — samostatné/s ndznakem/s upozornénim

Urceni lokality chyby — samostatné/s naznakem/s poukazem

Pti¢ina chyby — formalizmus, neznalost, neschopnost, nesystemati¢nost, chybny navyk, ...
Typ chyby — kalkulativni, strategicka, artikulacni, pojmova, proceduralni, graficka,...
Reakce na pfitomnost chyby — rezignace, feSeni od zac¢atku, hledani chyby, zadost o radu,...
Nasledek chyby — zména naroc¢nosti dal§iho postupu, strategicky, ...
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Studii kon¢ime aplikaci vytvoreného diagnostického klice na pét nasSich zaki.
Nasledujici tabulka piehledné klasifikuje parametry PO1 — P12 a ndznakové parametry POO a P13
u vSech péti uvedenych zaki. Znak Ch v poslednim sloupci fikd, Ze chybu je nutno analyzovat.

Parametr | 00 |01 02 | 03 | 04 | 05| 06 | 07 | 08 | 09 | 10|11 ]12]13

Cyril + |+ + + + + + + + | hn |hn| + | + | +

David ji |+ |zsen| + |Zsep| + + + | hn | p! + | Ch

Eva 7zs | + + + + + + + + | hn | p! + | Ch

Filip zv | 3 1 2 4 3 5! 6 Ch

Gitka jio|+ | + + + |up | + + + + |up + | +
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PRVNIi INFORMACE O PROBLEMATICE, KTERA JE RESENA
V RAMCI GRANTOVEHO PROJEKTU GACR 406/02/0829
MATEMATICKE VZDELAVANI ORIENTOVANE NA ZAKA

M. Hejny, Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta

Uvedeny grantovy projekt, feSeny v letech 2002 az 2004 navazuje na predchozi projekty fesené
v letech 1993 az 1995, 1996 az 1998 a 1999 az 2001. Resitelem projekti byl autor tohoto piispévku
a v tymu spolufesitelti, ktery se mirn¢ persondlné¢ ménil, ptisobili (jména uvadime bez titull) Darina
Jirotkova, Milan Koman, Jana Kratochvilova, Marie Kubinova, FrantiSek Kufina, Jifi Mares,
Jarmila Novotna, Nad’a Stehlikova a Marie Ticha.

V této prvni informaci chceme naSe kolegy na Slovensku informovat nikoli o dosaZenych
vysledcich, ale o n€kolika tématech, na nichz pracujeme i v soucasnosti. Spolupréci nabizeji Ctyti
kolegové. Vétime, Ze tato informace se pro nckteré Ctendfe stane podnétem k z4jmu o vzajemnou
spolupraci.

V pfistim roce se podobnym zptisobem pokusime predstavit praci dalsich kolegu.

Darina Jirotkova (e-mail: darina.jirotkova@pedf.cuni.cz)

Formulace problému. ZkuSenosti ziskané v pribéhu kurzi geometrie na nasi fakulté ukdzaly, ze
mnozi posluchaci primdrni pedagogiky maji deformované predstavy o zakladnich geometrickych
3D pojmech jako vrchol, hrana, strana, sténa, objem, povrch, ... . Tyto nedostatky znemoziuji po-
slucha¢lim porozuméni i jednoduchych prostorovych situaci. Krasnym piikladem je vypocet obje-
mu krychlové krabice bez vika jedné studentky: V= a’ —a*. Uvedena situace je vyzvou pro vyz-
kum. Najit pfi¢iny vzniku téchto ptedstav a hloub¢ji proniknout do mysSlenkovych procesii zaka
v prostiedi 3D. Tento komplexni problém méa mnoho rozmanitych podproblémi, mezi néz patii
zkoumani koordinace mezi komunikaci a zrakovou a hmatovou percepci téles a jeji vliv na
utvareni prostorovych predstav.

Néstroje vyzkumu a sbér dat. 1. V individualnim fizeném rozhovoru student identifikuje hmatem t¢é-
lesa a o Cinnosti diskutuje s experimentatorem. Komunikace je nahrdvana na magnetofon resp.
videozdznam a doplnéna zdznamy o pozorovani.

2. Skupina zakt/studentti se formou otazek a odpovéedi typu ano, ne, nékdy snazi uhodnout mysleny
geometricky objekt (hra SOVA). Evidence jako u pfedchoziho nastroje.

Metoda vyzkumu. Ziskany material (zvukové i video nahravky, pisemné zaznamy probantti i pisem-
né poznamky experimentatora) jsou peclivé protokolovany. Protokoly experimentli jsou podrobeny
kvalitativni analyze, ktera pouziva tyto techniky: atomarni analyza, komparativni analyza, klasifi-
kacni a jazykova analyza. Prace probiha ve tfech hlavnich fazich.

Prvni faze je zaméfena na stranku jevovou. Jsou evidovany vSechny vyrazy, které nesou geometric-
ky vyznam. Z kontextu jsou odhalovany jejich mozné interpretace. Tento soubor je déle organizo-
van s pouzitim nékterych kognitivnich teorii (APOS, procept, separované a univerzalni modely,
urovné geometrického mysleni Van Hieleho, ...) (Jirotkova, 2002, Danhelkova, Jirotkova, 1999).
Cast vyzkumu je vénovana komunikaénim $umim a nedorozuménim (Jirotkova, Swoboda, 2001,
Jirotkova, Kratochvilova, Swoboda, 2002).

Druh4 faze analyz je zaméfena na hledani kognitivnich, metakognitivnich i interaktivnich jevi pro-
vazejicich myslenkové pohyby fesiteld. Tyto jevy jsou tfidény, popsany a nékteré vysvétleny a apli-
kovany.

Tteti faze analyz probihd v soucasné dob¢ a zaméiuje se na vazbu manipulace s 3D objekty bez
ucasti vizudlni percepce — komunikace — predstavy.

Vyzkum se projektuje i do vyuky kurzu geometrie pro studenty primarni pedagogiky a studentt
specidlni pedagogiky.
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Vysledky. Byly identifikovany a jazykem kognitivnich mechanizmi popsany nékteré mentalni pro-
cesy souvisejici s ¢innostmi v kontextu 3D (Jirotkova, Littler, 2002). Byl ziskdn hodnotny material
osvétlujici proces ,,geometrické komunikace* a byly ukonceny jeho prvni analyzy.

Mozn4 témata diplomovych praci. 1. VyuZit pfipraveny ndstroj (soubor diagnostickych uloh) i roz-
pracovanou metodologii a v jiném vékovém prostfedi zopakovat vyse popsané vyzkumy komunika-
ce a percepce v prostiedi 3D.

2. Uskutecnit sérii her SOVA, zpracovat slovni vyrazy, které pouziji zaci v jazyce slovenském,
resp. mad’arském, a komparativni analyzou zjistit kulturni shodnost resp. odlisnost dvou jazykovych
prostiedi ve vazb¢ na predstavy 3D.

Vyhledy do budoucna. VSechny vySe uvedené problémy jsou v soucasnosti ,,Zivé*, ale hlavni smér
vyzkumu bude orientovan k problematice komunikace. Zde dojde k silnému propojeni mezi prostie-
dim 2D a 3D. Nabidku na spolupraci uvitame.

Jana Kratochvilova (e-mail: jana.kratochvilova@pedf.cuni.cz)

Problém. Kombinatorika tradi¢né patii k neoblibenym partiim Skolské matematiky. Pfi¢inou strachu
z kombinatoriky je zptisob vyucovani zaméfeny na nacvik ¢tyt vzoreckd. Podle naseho presvédceni
podstatou kombinatorického mysleni je schopnost a) jasné vymezit soubor objektli, b) najit cestu
jak do souboru zavést organizaci, ¢) organizaci realizovat a poptipadé d) zjistit, kolik prvk ma cely
soubor, nebo néktery jeho podsoubor. Véfime, Ze vyucovani kombinatoriky se mize vyrazné zlepsit
zménou edukacni strategie. Vyzkum k tomu muze prispét hledanim odpovédi na otazky

e Jak ve védomi Zika (ale i ulitele) nariista schopnost ieSit kombinatorické situace?

e Jaké faktory tento vyvoj urychluji a jaké je brzdi?

Jedna se o experimentalni, kvalitativni vyzkum, jehoZ t&zistém je analyza zZakovskych feSeni tloh.

Nastroj. Uloha nebo série uloh typu Abracadabra (viz Polya, G. (1966) Mathematical Discovery.
USA, John Wiley & sons, inc.). Uloha byva nékdy vlozena do motivaéniho piibéhu. Formulace tilo-
hy je pfimétena zadkove zkusenosti. Tématika Abracadabra situaci nabizi velikou paletu uloh a jejich
variaci (od zcela jednoduchych po zna¢né naro¢né). To je jeji velikd piednost. Uvedeme jednu
konkrétni ulohu ve vysokoskolské dikci.

Uloha. Kolika zptisoby lze z bodu 4(0,0) piejit do bodu Z(m,n) (m,n € N) tak, Ze jdeme z miizové-
ho bodu (bod, jehoz obé soufadnice jsou celd Cisla) do sousedniho miizového bodu bud’ vektorem
(1,0) nebo vektorem (0,1)?

Metoda. V individudlnim fizeném rozhovoru zak (9-10 let, resp. 13-14 let) fesi tlohu pro parametry
(mxn=2x2,resp. 3 x3). Pisemny projev zéka je archivovan, rozhovor nahravan na magnetofon,
nebo dokonce na video. Pak je zdznam protokolovan. Prvni zpracovani byva uskutecnéno metodou
atomarni analyzy, ve které¢ jde o co nejdetailnéjsi popis vSech myslenkovych krokt, které zak pti
feSeni uskutecnil. Dal$i analyzy pak hledaji odpovédi na otdzku, pro¢ zdk postupoval tak, jak
postupoval, a snazi se dospét k co mozna nejobecnéjSimu popisu fesitelského mechanizmu dané
ulohy. Zde je potiebné srovnéavani fesitelskych postupli nékolika zakt. U této analyzy pouzivame
myslenky APOS, reifikace, proceptu, separovanych a univerzalnich modelt apod.

Vysledky. 1. Byly odhaleny fenomény vhledové (népad, jak dalsi cestu hledat), evidencéni (jak nale-
zené cesty zapsat), organizacni (jak zapisy uspofadat) i komunikaéni (jak sva odhaleni popsat pro
jiného Clovéka); napi: idea symetrie, idea mantineldl, idea prvniho kroku, jazyk barvy, Sipky, lome-
né ¢ary, abstraktni schéma,... . 2. Byly popsané fesSitelské strategie (strategie symetrie, strategie
barev, ...); celkem bylo zatim popsano 13 strategii. 3. Byla rozpracovana metodika vyzkumu.

Mozné téma diplomové prace. Opakovat experiment se zménou veéku zaka a/nebo ,,geometrie hiis-
t&“ (ve Ctvercové siti jsou nekteré kiizovatky zakazany jiné predepsany, nebo Ctvercova sit’ je na-

hrazena trojihelnikovou nebo jinou). Vyuzit jiz rozpracovanou metodiku vyzkumu.
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Mozné téma rozsifeného vyzkumu. 1. Doplnit soubor fenoménii a strategii, popsat fesitelské mecha-
nismy, popsat komunikaéni néstroje zaka. 2. Na zakladé¢ existujicich vysledkl vytvotit diagnosticky
kli¢ na diagnostikovani kombinatorického mysleni zaka. 3. Popsat hlavni developmentélni charakte-
ristiky kombinatorického mysleni u uloh typu Abracadabra. 4. Udélat podobny vyzkum pro jiny

kombinatoricky kontext a vysledky obou vyzkumu vzajemn¢ porovnat.

Jarmila Novotna (e-mail: jarmila.novotna@pedf.cuni.cz)

Problém. Analyza vlivii na feSitelské strategie pro slovni ulohy — identifikace pfic¢in vlivu formulace
slovni ulohy na zmény feSitelskych strategii u zaki, vytvoreni néstroji pro jejich studium a pro ur-
¢eni prekazek zplisobenych formalni strukturou zadani.

- Nastroj. Slovni tloha o déleni celku na tfi nestejné Casti, kde je dan celek a vztahy mezi jednot-
livymi ¢astmi jsou multiplikativni.

- Metoda. Pouziti proménné slozitost slovni ulohy, kterd vychazi z volby velikosti jedné Casti jako
referenc¢niho udaje.

- Hypotéza. Resitelé budou pro kazdou variantu ulohy vybirat referenéni udaj, s nimz bude nej-
mensi uroven slozitosti. Odchylky od tohoto principu bude mozné vysvétlit poradim informaci
v zadani a lexikélnimi vyjadienimi (vice a méng¢).

- Vysledky pro algebraicka feseni. Kazda z variant vyvolala jiné preference ve volbé referenéniho
udaje. Nejcastéjsi strategii byl vybér nejmensi ¢asti (vyzaduje pouze pocitani v oboru piiroze-
nych Cisel). Parametry, které hlavné ovliviiovaly vybér strategie, byly: minimalni aroven slozi-
tosti, preferovani vyjadieni s ,,vice™; dale piisobily proménné ,,uspofddani informaci“ a ,,moz-
nost transformovat méné na vice*.

- Mozné téma diplomové prace. Provést podobny vyzkum pro jiny typ slovni tlohy a vysledky
obou vyzkumi vzajemn¢ porovnat.

- Mozné téma rozsitené¢ho vyzkumu. Zaméfit se na analyzu aritmetickych feSeni tlohy a zjistit,
které Cinitele ovliviiuji vybér referenc¢ni proménné u aritmetickych feseni.

Hlavnim cilem vyzkumu, ktery probihéd ve spolupraci s P. Nesher a S. Hershkovitz z Izraele, je
identifikovat podstatné prvky ulohy, které podmiiuji jeji feSeni. Doposud bylo nasSim cilem porozu-
mét tomu, které (kognitivni) proménné maji vliv na vybér ,,referencni proménné v zadani®, tj. té
neznamé, v zavislosti na niz jsou pak vyjadieny dal$i neznamé (tuto volbu budeme déle nazyvat
volbou strategie). Vybér strategie zifejmé ovliviiuje matematickou slozitost rovnice, ktera popisuje
situaci.

Pti dosavadnim vyzkumu jsme pouzily ulohu o déleni celku na tfi nestejné ¢asti s multiplikativ-
nimi vztahy mezi ¢astmi. Na tomto zékladu lze vytvoftit 24 variant Glohy, jestlize uvazujeme zménu
potadi vztaht, jejich vyjadieni v pfirozeném jazyku (mén¢, vice), druh a uspofaddani vztahii mezi
¢astmi vybrané pro popis situace. Pro kazdou variantu jsme urCily hodnoty jeji vnitini struktury
(zadané vztahy, schéma vztahl) a jejich vnéjsi struktury (pofadi uvedeni vztahi, typ vztahu podmét
— predikat, slova popisujici vztahy).

Nové jsme vytvofily novou proménnou, slozitost pouzitych strategii, ktera v sobé zahrnuje dfi-
ve studované proménné vnitini a vnéj$i struktury. Mzeme ji charakterizovat pomoci ukazatele,
ktery je zalozen na vyrazech v feSeni popisujicich porovnani k jednomu referenénimu tdaji. Kazdy
vztah totiz vyjadiuje jednu Cast jako funkci jin€; podle toho, kterd je vybrana jako referencni, vyja-
jsou uvedeny v zadani (z) nebo pouzit funkci inverzni k této funkci (i) nebo nékolik dalSich funkci
(s). Koeficient slozitosti feSeni specificky pro tento druh tloh je definovén takto:

- kazdému pouzitému vztahu je ptifazen prispevek ke slozitosti zavisejici na transformaci, kterou
zak musel provést z pivodnim vztahem, aby ho mohl pouZit, ptispévek (z) = 1, pfispévek (i) =
piispévek (s) = 2,
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- sectou se takto ziskané ptispévky pro kazdou fazi feseni.

Provedly jsme pfedexperiment, kterého se zucastnilo 104 uciteld, z nichz kazdy fesil Ctyfi va-
rianty. Tento vzorek byl rozdélen tak, aby byla rovnomérné zastoupena feseni 12 z vytvofenych 24
variant.

Samotného experimentu se zucastnily dvé skupiny fesitelt: skupina 167 uciteli (prvni stupen)
a skupina 132 patnactiletych zaki, kteti se praveé ucili fesit rovnice s jednou neznamou. Kazda sku-
pina byla rozdélena na 6 podskupin, v niz kazdy ¢len tesil 4 ze vSech 24 variant. Rozd¢€leni skupin
variant mezi UCastniky bylo ndhodné. Kazda varianta tak byla feSena asi 30 uciteli a 20 zaky.

Vysledky
a) Nealgebraicka reseni. Ucitelé (fesitelé ,,experti), ktefi nepouzili algebraické feseni, pouzili
feSeni aritmetické. Naproti tomu zaci (feSitelé ,,neexperti*) se k tomuto prostiedku neuchylovali:
aritmetické feseni pouzivali zfidka a vétSinou netuspésné.
b) Algebraicka reseni. Nase zkuSenosti potvrdily, ze kazdd z variant vyvolala jiné strategické
preference. Potvrdilo se, Ze feSeni nelze uvazovat jako pteklad (z jazykového materidlu do matema-
tického modelu), ale jako pojmové zpracovani.

Srovnani mezi algebraickymi feSenimi ucitelti a zakl ukézalo, ze obé skupiny reaguji za stej-
nych ,,matematickych okolnosti* velmi podobné.

V dalsi fazi spole€ného vyzkumu s P. Nesher a S. Hershkovitz mame v imyslu:

- zaméfit se na analyzu aritmetickych feSeni nasi ulohy,

- zjistit, zda vybér referencni promeénné je u aritmetickych feSeni ovlivnén stejnymi Ciniteli jako
v algebraickém piipade¢,

- prohloubit nebo objasnit analyzu ziskanych vysledki pomoci statistickych zpracovani.

vvvvvv

vSechny fesené ulohy. Tento vyzkum pokracuje.

Nad’a Stehlikova (e-mail: nada.stehlikova@pedf.cuni.cz)

Problém. Mezi vyzkumniky v didaktice matematiky prevlada presvédceni o potiebé vyraznéjsi pii-
tomnosti konstruktivistickych pfistupii ve vyu€ovani (napt. Hejny, Kuiina, 2001). Hledaji se postu-
py, které by tyto piistupy podporovaly, formuluji se jejich zasady a principy. Zejména na ZS
a méné jiz na SS, ale, pokud je ndm znamo, velice ¥idce na VS. Na Pedagogické fakulté UK v Praze
se o zavadeéni konstruktivistickych pfistupt snazime jiz déle. Prepracovali jsme kurz Analyticka
geometrie pro budouci ucitele matematiky 2. stupné zakladnich Skol a stfednich Skol (Hejny,
Jirotkova, Stehlikova, 1997; Stehlikova, 2002b). Autorka tento kurz jiz nékolik let vyucuje a snazi
se pfitom, aby poznatky nebyly studentim pfeddvany jako hotové, ale aby si je studenti sami v co
nejvetsi mife konstruovali. Novy piistup s nardstajici naléhavosti vyvoldva potifebu ovetovat svoji
ucinnost, a to nejen z hlediska kognitivniho 1 metakognitivniho (co si vlastn¢ studenti ze studia od-
nesou), ale téZ z hlediska emociondlniho a postojového. Proto byl v letnim semestru roku 2002/03
v kurzu ,,Geometrické transformace metodou analytickou* proveden experiment s cilem:

Vytvorit nastroj, kterym je moZné evaluovat ucinnost konstruktivistickych pristupt ve vyuco-
vani matematice, a v konkrétnim pripadé urcitého kurzu na trovni vysoké Skoly tuto u¢innost
popsat.

Metoda. Vychozim materidlem byla pfipadové studie. Tti studenti, ktefi pfedmét navstévovali
a zodpovédné pristupovali ke studiu (jejich matematické znalosti odpovidaji klasifikaci zndmkou 1,
2 a 3) dochazeli kazdy tyden na setkani s autorkou a referovali o své domaci ptiprave, tedy o feSeni
uloh zadanych v pribéhu prednasek a seminaiti. Mezi studenty a autorkou se vytvofil dobry vztah.
Setkani probihala individualné s kazdym studentem a trvala 13 tydni semestru. Rozhovory byly
nahrdvany a studenti poskytli autorce fotokopie vsech svych domécich vypocti. Studenti se téz
vyjadtovali k prabehu prednasek a seminaii, k vhodnosti zadanych uloh apod.
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Dalsi material k ptipadovym studiim: (a) autorciny pfipravy jednotlivych prednasek a seminaid,
(b) autor¢iny zépisky z prednasek a semindit tykajici se reakci studenttl, (c) transkripce zavérecné-
ho rozhovoru se studenty, ktery byl zaméfen na jejich celkové pocity z pfedmétu (byli mimo jiné
vyzvani, aby formulovali vyhody a nevyhody takto veden¢ho pfedmétu, sviij postoj k pfedmétu
apod.), (d) pojmové mapy, které studenti vytvofili po skonCeni vyuky v semestru, (¢) poznamky
studenttl, které si zapsali v dob¢ ptipravy na zkousku z predmétu.

V soucasné dobé byl dokoncen sbér materidlu, ktery bude dale tfidén a podroben atomarni
analyze (Hejny, Michalcové, 2001; Stehlikova, 2000). Déale bude pouZzita metoda ,abstraction in
context® (viz Stehlikova, 2002a; zde jsou odkazy na relevantni literaturu).

Vysledky. Probéhla jen prvni faze projektu a zatimni vysledky jsou jen dilci.

Vyzkumné metoda ,abstraction in context‘ byla uspésné pouzita pro ptipravu vyuky. Umoznila
piehledné organizovat znalosti — co ma byt studenty zkonstruovéano a jakymi prostfedky. Ukdzala se
vhodna i jako nastroj na popis toho, jak si studenti v prub¢hu semestru znalosti konstruovali.

Pravidelna setkani s vybranymi studenty méla vyznam nejen pro vyzkum, ale i pro vyuku a pro
rozvoj zminénych tii studentii (podle jejich vlastnich slov jim umoznila ,usporadat® si myslenky
a prinutila je skute¢né pracovat v pribéhu celého semestru).

V zavére¢ném hodnoceni se studenti vyjadiovali vesmés pozitivné k motivaénimu ucinku takto
veden¢ho predmétu, i kdyz zminovali velkou ¢asovou narocnost, kterou vyzadovalo feSeni zada-
nych uloh. Zminovali se o pocitu nejistoty, protoze vyucujici jim nepiedaval hotovy a spravny
poznatek. Byl to spiSe poradce, ktery je Casto nechal hledat a tapat. Studenti ¢asto museli sami roz-
hodnout, zda myslenka, kterou vyslovil jejich kolega, je spravna ¢i ne. Domnivame se, Ze tato nejis-
tota miiZze pusobit na n¢které studenty i demotivacné.

V prubéhu semestru se vynoftila fada matematickych otazek, které¢ nebyly autorkou nadneseny
a ani piedpokladdany. Ty potom oteviely nové problémy. Z pozorovani pribéhu hodin je zfejmé, ze
prinejmensim nékteti studenti takové problémy fesili s vétsSim nadSenim nez jiné, které zadal ucitel.

Perspektiva do budoucna, nabidka spoluprice. Material ziskany v prib¢hu semestru bude podroben
analyzam z hlediska cild vyzkumu. Metodologie vyzkumu bude dale rozpracovana a vyzkum bude
zopakovan v letnim semestru Skolniho roku 2003/04 ve stejném piredmétu. Dale predpokladame
vyuziti vysledki studie jako zpétné vazby pro vedeni zminéného ptedmétu a k jeho zkvalitnéni.

V pftistim Skolnim roce se k vyzkumu ptipoji i D. Jirotkova a M. Hejny. Uskute¢ni podobné pfti-
padové studie ve svych predmétech, které vedou v duchu konstruktivistickych ptistupi. Po odd¢le-
ném vyhodnoceni budou vSechny tii studie podrobeny komparacni analyze a bude hledan obecné;jsi
zpusob, ktery je mozno vyuzit pro oveéfovani ucinnosti konstruktivistickych pfistupti, a tato ucinnost
pro danou skupinu predméti bude do urcité miry zhodnocena. Je pochopitelné, ze dalsi zdjemci
o spolupraci jsou vitani. Jejich piipadné studie by rozsitily vychozi material dal§iho vyzkumu.
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ANALYZA NEDOROZUMENI PRI KOMUNIKACI SE ZAKEM"

Jana Kratochvilova, Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta
Ewa Swoboda, ReSovska Univerzita, ReSov, Polsko

Abstrakt. PopiSeme ndstroj, jez pomaha vyzkumnikovi, resp. uciteli reflektovat svou praci z experi-
mentu, resp. vyucovani zaméfenou na interakce mezi experimentitorem, resp. ucitelem a za-
kem/studentem, kteti komunikuji o matematice. Nastroj umoziuje analyzovat myslenkové procesy
obou ucastnikli komunikace, jak experimentatora, tak Zaka, a tudiZ by mohl odpovédét na mnohé
otazky, jez si klademe. Napf. jak takovato vzajemna interakce ovliviiuje zdkovské mysleni. Jednim
z ciltl vyzkumu je odhaleni pfi¢in vzniku nedorozuméni mezi experimentatorem a Zdkem. Uvedeme
jeden ptiklad analyzy nedorozuméni vyuzivajici tento néstroj.

1. UVOD

Nedorozuméni se nedéje pouze v situacich, kdy se bavime se zakem o matematice. Ale dochazi
k nému 1 mezi dospélymi a v jinych oblastech Zivota. To, Ze se stane, je naprosto bézné, ale to, co
nasleduje uz mtze byt rizné. Samoziejmé v pozitivnim piipadé pokud komunikanti jsou si védomi
toho, Ze si nerozumi, a chtéji si porozumét, tak pokracuji v diskusi tak, aby si v§e vyjasnili. Na dru-
hé strané¢ muze dojit napt. k tomu, Ze jeden z komunikanti nerozuméjici druhému vyhodnoti rychle
celou situaci a fekne, ze ten druhy nemd pravdu a odmitd dale o problému diskutovat, a k takové
situaci Casto dochazi pti komunikaci mezi ditétem a dospélym, ve Skole mezi zdkem a ucitelem.
74k odpovi na ucitelovu otazku, uéitel vyhodnoti Zakovu odpovéd’ jako nepravdivou a reaguje
odmitnutim zakovy odpovédi, napft. ,,Nemas pravdu, neni to tak a je to tak a tak™. V takovych situa-
cich dochazi k jakémusi intelektudlnimu znasiliovani. To, Ze ditéti nerozumime, jeSté¢ neznamena,
ze ono nema pravdu nebo, ze si mysli prave to, co my v daném okamziku soudime o jeho mysleni.
Pravé ucitel by mél byt citlivy na takova nedorozuméni a zdka nezndasiliiovat v jeho mysleni.
Domnivame, se ze jednou z metod, jak se stat citlivymi na nedorozuméni se zakem, je analyza téch
nedorozuméni, které se staly pfimo ndm samym.

2. TEORETICKY ZAKLAD PRO NAS VYZKUM

Rist zajmu o vSe, co se déje ve tfidé béhem vyucovani matematiky, ovlivnil nasledujici perspektivy
soucasnych vyzkumu v didaktice matematiky: vnitini perspektiva (vyzkumy v duchu konstruktivis-
tickych paradigmat) a vngj$i perspektiva tykajici se podminek procesu ufeni v matematice
(vyzkumy inspirované socio-kulturni teorii). Cobb [s. 13, 1994] tvrdi, Ze obé dvé perspektivy jsou
polovi¢ni, pokud je nevyuzijeme komplementarné: ,,Socio-kulturni perspektiva poskytuje informaci
o teoretickych podminkach umoznujicich proces uceni, zatimco teorie rozpracované konstruktivisty
hovoti o tom, jak se Zak uci a jak proces uceni probiha.*

V takovém pojeti zvlaStni misto zaujima problém jazyka a komunikace. Predpoklada se, ze zak
na jedné stran¢ konstruuje své matematické znalosti v rdmci jazyka, ktery vlastni [Brown, 1997],
a na druh¢ strané individudlni moznosti rozvoje zdka jsou ve velké mife dany kulturnimi podmin-
kami ur€ujicimi zpusob tvoteni, prezentovani a uziti myslenky. Jazyk i fe¢ vytvaii prostor, v ramci
kterého dochazi k formovani mysleni [Bussi, 1998]. Jazyk je vice vniman jako most propojujici dvé
perspektivy vyzkumu: socio-kulturni 1 konstruktivistickou. Proto komunikace v matematice je jedna
z hlavnich oblasti sou¢asného vyzkumu v didaktice matematice [Boero a kol., 1998; Brown, 1997;
Bussi, 1998; Dormolen, 1986; Hejny, Michalcova, 2001; Jirotkova, Littler, 2002; Pirie, 1998;
Steinbring, 1998].

Nas zdjem o komunikaci se neobjevil nahodné. Kdyz jsme analyzovaly vlastni experimenty,
odhalily jsme mnoho riznych fenoménli charakterizujicich interakce v pribéhu komunikace.

! Clanek byl vypracovan s podporou grantu GAUK ¢&. 309/2002 APP
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U téchto analyz jsme vyuzily pfedevs§im tyto kognitivni teorie: APOS, reifikace, procept, separova-
né a univerzalni modely. Posledni tfi jsou popsany v [Hejny, 2003]. Zvlastni pozornost jsme
vénovaly rozdilnym zplsobiim porozuméni dané situace mezi experimentatorem a zdkem, a to ve
dvou sférach: matematické (pozdéji jsme ji oznalily jako kognitivni), a socidlné-emocionalni
(pozdé&ji jsme tuto sféru rozdélily na dvé — socidlni a emociondlni), napt. zplisob zadani tlohy,
zpusob formulovani odpovédi, neverbalni zpiisob pfenosu informace, role — v jaké roli se ucastnik
experimentu citi a v jaké je vniman. Analyzovaly jsme schopnost vyuzit ziskanou informaci a vliv
této informace na proces mysleni jak experimentatora, tak zdka. Ukazalo se, Ze kromé& kognitivniho
stavu nasi mysli a socialni role, ve které pti komunikaci vystupujeme, i emoce ovliviiuji komunikaci
o matematice a tudiz matematické mysleni.

Pfi analyzovani protokolti naSich experimenti sehral velky vyznam problém metodologie.
Vyuzily jsme metodu atomarni analyzy, kterou lze najit v pracich [Jirotkova, 1998; Kratochvilova,
2003; Stehlikova, 2000]. Ovsem vysledkem naSich vlastnich Gvah je pokus o mnohovrstvovou
analyzu experimentu z pohledu jak vyzkumnika (ktery byl zaroven experimentatorem), tak i zaka.
K tomu ndm pomohla specialné zkonstruovana tabulka, do které jsme zapisovaly identifikované
fenomény.

3. METODA

Myslenka tabulky se zrodila diky studiu praci, v kterych se autofi riznym zptisobem pokouseli
syntetizovat vysledky jazykovych analyz nebo analyz interakci zaméfenych na matematiku
[Dekker, Elshout-Mohr, Pijls, 1998; Schwarz, Herskowitz, Dreyfus, 2001; Brandt, 2001, Steinbring,
1999; Dormolen, 1986; Sensevy a kol., 2001]. Tabulka ma tradi¢ni usporadani — fadky a sloupce.
Radky jsou uréené na prezentaci a analyzu po sobé jdoucich ¢asti protokolu. Sloupce z levé strany
jsou ur¢ené na analyzu fenomént, které se tykaji experimentatora, a analogicky z pravé strany téch,
které se tykaji zdka. RozliSily jsme Ctyfi zékladni sféry (umisténé ve sloupcich): kognitivni (K),
jazykova (J), socialni (S) i emocionalni (E).

e Kognitivni sféra: Mysl rozhoduje o Cinnosti a jazyku. Zde se odehrava matematika a vSech-
ny ¢innosti v dané situaci jsou urceny existujici siti sloZenou z poznatkd a vazeb mezi nimi
[Hejny, 2003, 9. strana ¢lanku]. V této sféfe najdeme: cile, ocekavani, poznatek jistym zpi-
sobem asociovany s pojmem, schémata a koncepty v ¢innosti [Skemp, 1979, Vernaud,
1998].

e Jazykova sféra: Jazyk je nastroj pro vyjadieni vlastnich mysSlenek (existujicich v kognitivni
sféfe). A zaroven je to nastroj pro komunikaci (provazanou téz se socialni sférou). Ne vSech-
ny myslenky jsou verbalizovany, ani neexistuje totoznost mezi myslenkou a slovy vyjadiuji-
ci myslenku.

V mnoha vyzkumech zaméfenych na jazykovou analyzu najdeme nejen ruzné klasifikace
slovnich vypovédi, ale i1 ptehledy riznych funkei jazyka [Dormolen, 1986; Pirie, 1998;
Skemp, 1979]. Pro nasi potiebu jsme vyuzily a nepatrné rozsitily jazykovou klasifikaci Pirie
[1998]. Pirie rozliSuje: 1. kazdodenni jazyk, 2. matematicky verbalni jazyk, 3. matematicky
symbolicky jazyk, 4. vizudlni jazyk, 5. neverbalni jazyk, 6. kvazi-matematicky jazyk. Tuto
klasifikaci jsme pfevzaly a v ¢lanku [Kratochvilov4, Swoboda, 2002] jsme jednotlivé kate-
gorie vymezily vlastnimi interpretacemi, doplnily o své ilustrace (Doufame, ze jsme nezme-
nily vyznamy kategorii popsané Pirie) a navic jsme na kazdou z téchto kategorii nahlizely ze
dvou oblasti:

m — matematickd (vypovéd’ je bezprostiedné provdzana na matematiku),

s — socialni (vypoveéd’ je bezprostiedné provazana na svét mimo matematiku).

V tabulce jsme pouZily zkratku obsahujici ¢islo — jedna z kategorii od Pirie a pismeno — ,,m
nebo ,,s“ pro jednu z oblasti, matematickd nebo socidlni (napt. 4m znamena, ze ucastnik ex-
perimentu pouZil vizualni jazyk tykajici se matematiky — napt. nacrtnul ¢iselnou osu).

(13

e Socidlni sféra: U€eni se matematice a jeji vyucovani (i experimentalni prace v didaktice
matematiky) se odehrava v socialni sféfe. Rozvoj matematickych pojma je umistén v siti
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mentalnich a socidlnich vazeb [Presmeg, 1998], coz ma vliv na epistemologicky status mate-
matiky jako védy (Skolni matematika neni logicky oddélend od matematiky jako védy
[Steinbring, 1998]). Matematika je urCity typ ,hry“, ve které¢ neni tak dulezité znat, ale
ptedevsim dojit k poznani [Arzarello a kol., 1999], a je to problém jak pro Zdka, tak pro
ucitele. Dodejme, ze vSechny interpretace slov a chovani jsou zatizené socialné, ale i kultur-
né.

e Emociondlni sféra: Intelektualni ¢innosti, z nichz se sklada kazdy poznavaci proces, se usku-
tenuji na pozadi emoci, které mohou vyvolat nejriznéjsi reakce. Mimo jiné téz ovliviuji
dosahovani uspéchii ¢i neuspéchii [Zeromska, 2000]. Proto vyzkumnik zabyvajici se interak-
cemi v komunikaci by nemél opomenout na emocionalni pozadi celého experimentu.

4. PRIPADOVA STUDIE KUBA

4.1 Experiment

Cilem experimentu bylo zkoumat zadkovské schopnosti pouzit matematicky poznatek o podobnych
utvarech v atypickych situacich. Jedna z nich poskytovala moznost chapat podobnost v kazdo-
dennim smyslu nebo ve smyslu jejiho matematického vymezeni. Nastrojem vyzkumu byla sada
predmétl, které nebyly podobné ve smyslu matematickém, ale vSechny bylo mozné oznacit jako
naramky, které byly vSak o riizném primeéru, rizné tlouSt’ce a vyrobené z riznych materialti.

Kuba (14 let) se ve Skole ucil pouze jednu definici podobnosti rovinnych utvart a téles. O pul
roku pozd¢ji se zi€astnil experimentu, jehoz pribéh je popsan v dalsim textu.

4.2 Protokol’

Ex 01: (ukazuje n&kolik naramki) Rekni mi, zda tyto predméty maji néjaky vztah s matematickym
pojmem podobnych utvariu.

Kuba 01: (rychle reaguje) Ty jsou podobné.

Ex 02: Matematicky?

Ku 02: Ano. Z matematického pohledu.

Ex 03: (ptekvapeni v hlase) Z matematického pohledu?

Ku 03: Ano.

Ex 04: (ptekvapené se diva) ....

Ku 04: Protoze v bezném jazyce oni nejsou vitbec podobné.

4.3 Analyza experimentu

V protokolu evidujeme nésledujici jevy: 1. Ve vstupu Ex 03 byla experimentatorka ptekvapena.
2. Pouzila stejnych slov, které jiz pouzil Kuba v Ku 02, pouze s tim rozdilem, ze je vlozila do
otazky. 3. Po vstupu Ku 03 experimentatorka nereagovala. 4. I tak Kuba reagoval (Ku 04).

Tato evidence nam umoziuje formulovat otazky, na néz se pokousime odpovédét pii analyze:
Pro¢ v Ex 03 byla experimentatorka pfekvapena? Pro¢ experimentdtorka nereagovala (Ex 04) na
Kubu (Ku 03)? Pro¢ i tak potom Kuba zareagoval (Ku 04)?

V nize uvedené tabulce (Tab.1) prezentujeme nasi analyzu. Tu¢né jsou vyznacena jak ta mista,
kterd maji vliv na miru porozuméni mezi experimentatorkou a zdkem v dalsi komunikaci, ale i ta
mista, kde cile a o¢ekavani se u obou lisi.

Vlivy sfér na neporozuméni

Je zcela ziejmé, Ze jeden ucastnik experimentu ovlivituje druhého a naopak (zak <> experimen-
tator). Toto ovliviiovani pochdzi ze vSech vySe zminénych sfér, odkud zaroven pochazi i nedorozu-
meni. Z nasi tabulky ilustrujeme nékolik piikladi vlivi sfér na nedorozuméni postupné se vyvijeji-
ci v experimentu.

? Jedna se o experiment provedeny v Polsku, tudiZ protokol je zde uvedeny v piekladu.
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Tab.1

je definovan
podle formalnich
kritérii

v matematické
schopnosti Zaka.
Prosba
vysvétleni.

ucitelka mne
kontroluje

Experimentatorka Protokol -
5. ZAK
Sféry Sféry
¢. K J S E K J S E

1 Dvé porozuméni Vnimana role ve Priprava experimentu Jedno Vnimané role:
slova ,,podobny*: vztahu se Zakem: porozuméni slova Zak — ucitel
1.Kazdodenni ucastnice »podobny*
chapani slova experimentu — jako matematicky
“podobny” experimentatorka vztah mezi
2. matematicka — vyzkumnik geometrickymi
relace mezi troj- objekty
rozmérnymi utvary

2 Dva modely Ex 01: (ukazuje nékolik
podobnosti: naramk)

1. matematicka 4m

relace mezi troj- Slovo

rozmérnymi Gtvary . »matematicky* je

2. kazdodenni 4s Ex: Rekni mi, zda tyto pred- | dominantou ve

vyznam méty maji néjaky vztah s ma- | Vyslechnuté

Dominantou 2m tematickym pojmem podob- formulaci.

formulace je AR 5 poj P ,,Matematicky“=

slovo ,,podobny* nych utvarii. matematizovat,
projektovat do
svéta matematiky

3 Nedorozumeéni — Prekvapeni K 01: (rychle reaguje) Ty Model podobnosti: | 4m Sebejistota
Jaky model podob- isou podobné matematickd relace
nosti vybral Kuba? J p ) mezi 2m

dvojrozmérnymi
utvary (kruznice)

4 Matematicky = 2m | Signal Podrazdéni Ex 02: Matematicky? ,Matematicky*= Vnimani Sebejistota
existujici v oblasti nesplnéného z nedorozumeéni matematizovat, experimentatorky
matematiky, kde ocekavani versus projektovat do jako uditelky ve
pojem ,,podobny“ vira svéta matematiky »Skolni hie* —




Experimentatorka Protokol o
6. ZAK
Sféry Sféry
¢. K J S E K J S E
Ku 02: Ano. Néaramky = 2m | Vstiic ocekavani | Sebejistota
7 matematického pohledu predmétné modely experimentatorky/
’ reprezentujici ucitelky
kruznice
Umisténi formu- | 5s Vyslani inf?rmace, Gradovanipod- | Ex 03: (pfekvapeni v hlase) ObdrZeni signalu
lz'lce’,,Z matema:‘ 2m | Ze de(?ved neni razdgn,l z nedoro- Z matematického pohledu? n?spl,ne’nelho
tického pohledu spravna zumeéni i nespl- ocekavani
do stejného néni o¢ekavani
schématu jako
formulace
»Vatematicky*
Ku 03: Ano. Naramky = Im | Vytvofeni prostoru | Sebejistota
predmétné modely pro
reprezentujici experimentatorku/
kruznice ucitelku
Neshodnuti se S5m | Oc¢ekavani Bezradnost Ex 04: (ptekvapené se diva) Obdrzeni signalu
zakovy odpoveédi | 5s vysvétleni o oc¢ekavani
s Zadnym experi- experimentatorky/
mentator¢inym ucitelky
modelem
podobnosti
Ku 04: Protoze v beézném |Dvazplsoby uzZiti | 6m | Pokus vysvétlit

Jjazyce oni nejsou vitbec po-

dobne.

relace podobnos-
ti: 1. u naramku
projekce do
kruznic, 2. v kaz-
dodennim chapa-
ni pohlizime na
objekty bez
projekce

vlastni ideu




L. Vliv kognitivni sféry. Experimentatorka o¢ekavala dva typy odpovédi od zdka: ,ne, tyto ob-
jekty nejsou podobné* ve smyslu matematického vymezeni podobnosti nebo ,,tyto objekty jsou
trochu podobné* ve smyslu kazdodenniho chapani slova ,,podobny“. Avsak zak slovo ,,podobny* —
v kombinaci s tim, Ze experimentatorka je vnimana Zakem jako ucitelka (pfed ptl rokem byla jeho
ucitelka) — propojuje na matematicky pojem podobnosti, ktery se ucil ve skole, kde byl dan diiraz na
podobnost rovinnych utvarti, predev§im mnohouhelnikd.

II. Vliv jazykové sféry. Pro experimentatorku slovo ,,matematicky* se tykalo vSech pojmi
existujicich v oblasti matematiky. V jeji mysli toto slovo bylo propojeno na matematické vlastnosti
podobnych téles. Télesa jsou pro ni predmétné objekty. Pro zaka slovo ,,matematicky* se tykalo
procesu — matematizace, coZ je proces abstrahovani jednotlivych vlastnosti z riiznych reprezentaci
pojmil a vztahtl. Zak uskuteé¢nil projekci predmétnych objektt do geometrickych wtvart — kruznice
o rizném poloméru nebo do pojmu kruZnice. Jedna z uvedenych moZnosti byla asociovana s poj-
mem podobnosti.

I1. Vliv socidlni sféry. Rozdilné socidlni interpretace roli obou tGcastnikli experimentu zapfici-
nilo rozdilné porozuméni zadavaného problému. Zak znal experimentatorku jako u¢itelku matema-
tiky. Experimentatorka znala Z4ka jako velmi chytrého chlapce a v dobé experimentu nepovazovala
za podstatné, ze byla jeho ucitelka. Proto ocekavani obou ucastnikli bylo rozdilné: Experimentator-
ka ocekavala, Zze zdk porozumi problému jako situaci na rozhrani mezi matematikou a béznym
Zivotem. Zak si myslel, Ze experimentatoréinym zajmem je pouze matematika.

IV. Vliv emociondlni sféry. Nesoulad mezi experimentatoréinym ocekavanim a Zadkovymi reak-
cemi zapfiinil, Ze experimentatorka reagovala emocionalng. Zakovska reakce (Ku 02) byla tak
piekvapiva pro experimentatorku, ze pouzila zakovych slov do otazky (Ex 03) s ptekvapenim v hla-
se. Tato reakce siln¢ vypovida o tom, ze takova zakova odpovéd’ nebyla ocekavana. Navic experi-
mentator¢ino schéma situace spolecné s jeji emociondlni reakci vytvofilo ptekazku v porozuméni
zakovi a hledani adekvatni reakce na jeho odpovéd’. Na otazku ,,Matematicky?* zdk odpovedél:
»Ano. Z matematického pohledu.“ Tato odpovéd’ mohla experimentatorku vyprovokovat k hledani
jiné interpretace podobnosti nez té, co bylo v jeji mysli. To se bohuzel nestalo.

5. ZAVER

Z této analyzy je mozné vidét, jak se jednotlivé sféry ovliviuji navzajem. OdliSné socidlni vni-
mani roli v experimentu hned od poc¢atku ovlivnilo nejen ob¢ interpretace zadaného problému, ale
i chovani jak experimentatorky, tak zéka.
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NEKONECNE MALE A VELKE CiSLA REHABILITOVANE

Ivan Kupka, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského, Bratislava

V deviétnastom storo¢i matematici prestali pouzivat’ vo svojich uvahach nekone¢ne malé a velké
veliCiny. Nahradili ich aparatom limit. Tym matematika ziskala tak dlho hl'adant presnost’ a jasnost’
uvah. Matematika ale aj Cosi dolezité stratila. Definicie pojmov sa stali abstraktnejSimi a vzdialenej-
§imi od intuitivneho geometrického nazoru. Dékazy mnohych tvrdeni sa stali nenazorné, zdihavé.
Niektoré dodlezité pojmy, vypracované fyzikmi pouzitim nekone¢ne malych veli¢in, museli byt te-
raz zlozito modelované prostriedkami vys$Sej matematiky.

Dnes sa matematika ku infinitezimalnemu poctu vracia, a to v korektnej podobe, v rdmci ne-
Standardnej analyzy. Po dvojsemestrovom kurze neStandardnej analyzy by vysokoskolak vedel
postupy z prikladov 1. az 3. v ¢lanku [Kup] preformulovat’ do korektnej podoby. A vzhlad tychto
prikladov by sa prili§ nezmenil! Aka je historia nestandardnej analyzy?

V druhej polovici dvadsiateho storocia pristava prvy ¢lovek na Mesiaci (1969). Zhruba v tomto
obdobi sa na matematickej scéne objavuju neStandardné modely tedérie mnozin. Prace Abrahama
Robinsona (1966), Edwarda Nelsona (1977), Petra Vopénku a d’alSich autorov vytvorili nové, rozsi-
rené matematické svety. V tychto svetoch je dost’ miesta aj pre nekonecne malé a nekonecne vel'ké
veli¢iny. Priblizme si dva zakladné principy, pomocou ktorych sa takéto svety daju skonsStruovat’.
Situaciu budeme ilustrovat’ na objektoch, ktoré su ndm dostato¢ne zname: na cislach.

Stavitel’sky pristup ( postup inSpirovany Robinsonom)

Nové, nezname objekty sa v matematike Casto konStruuju pomocou uz zavedenych, zndmych.
Napriklad pomocou tried ekvivalencii. Zopakujme si tento princip na znamej situdcii. Predstavme
si, ze sme v rdmci tedrii mnozin uz zaviedli celé Cisla. Teraz pomocou nich skonstruujeme cisla
racionalne:

Vsimneme si, Ze niektoré usporiadané dvojice celych ¢isel maju €osi spolo¢né: Napriklad
dvojice (2, 3), (-2, -3), (4, 6), (-4, —6) atd’. Mnozina vsetkych takychto dvojic vytvori novy objekt,
¢islo 2/3. Bud'me presnejsSi. Na mnozine usporiadanych dvojic celych ¢isel vytvorime relaciu Q.
Budeme pisat’ (a, b)Q(c, d) prave vtedy, ak a-d = b-c. Relécia Q je reflexivna, symetricka a tranzi-
tivna. Je to relacia ekvivalencie. Vytvorime triedy ekvivalencie podl'a Q. Napriklad trieda [(1, 3)]
bude reprezentovand mnozinou vsetkych dvojic (¢, d), pre ktoré plati, ze 1-d = 3-c. Teda dvojicami
typu (-1, =3), (20, 60), atd’., vo vSeobecnosti vSetkymi dvojicami tvaru (k, 3k) ,kde k je celé ¢islo.

Princip vzniku novych objektov je dostatocne jasny. Technické zjemnenia a detaily (v menova-
teli nesmie byt nula, na novej mnoZine treba definovat’ operacie s¢itania a nasobenia a zistit’ ich
vlastnosti ...) st uz len otdzkou trpezlivého rozvijania pévodnej myslienky.

VyuZime ten isty princip — princip vytvorenia tried ekvivalencie — na rozsirenie redlnych cisel
o nové objekty. VSimnime si, Ze niektoré postupnosti readlnych ¢isel maju ¢osi spolocné: Napriklad
postupnosti 1, 1/2, 1/3, ..., 1/n, ....; 5, 1/2, 1/3, ..., Un, ....; 1,1/2,48,1/4.1/5, ..., 1/n, ... . Tieto tri
postupnosti maju ,,pre dostato¢ne vel'a indexov n“ n-ty prvok rovnaky. Mnozina, trieda ekvivalen-
cie takychto postupnosti vytvori novy objekt, ,.hyperredlne Cislo“ 6 = [1, 1/2, 1/3, ..., 1/n, ....]. Ak
toto Cislo porovname s kladnym redlnym cislom & reprezentovanym triedou ekvivalencie [, ¢, €,
....] vidime, Ze od urcitého indexu n plati
I/n <e. Teda[1, 1/2,1/3, ..., 1/n, ....] <[&, &, &, ....] a § je menSie ako &. Prirodzene, o je kladné,
pretoze platio = [1, 1/2,1/3, ..., l/n, ...]>0=[0,0,0, ... ].

Prave sme nacrtli konstrukciu nekone¢ne malého kladného redlneho ¢isla. (Znovu, problémy
typu aku konkrétnu relaciu ekvivalencie v tomto pripade pouZzijeme a ¢o znamena vyraz ,,pre dosta-
tocne vel'a indexov n* sa daju primerane technicky osetrit’.) Prirodzene, ak d je nekone¢ne malé, 1/6
reprezentované triedou ekvivalencie [1, 2, 3, ..., n, ....] je nekonecne velké. Na novej mnoZzine
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hyperrealnych Cisel sa zavedli operacie sCitania, nasobenia, ukaze sa, ze nova Struktara zdedi od
povodnej mnoziny redlnych ¢isel vSetky rozumné vlastnosti.

Konstrukcia, ktora sme nacrtli sa udiala v ramci klasickej teérie mnozin. Je korektna do tej istej
miery, ako akdkol'vek ina klasickd konStrukcia.

Pristup filozofa a logika (postup podl’a Nelsona)

Predstavme si, Zze méame k dispozicii klasicky matematicky svet, ktory zahriiuje bezny model
realnych Cisel. Zrazu sa na realnu priamku zahladime lepsie, zrakom ostrejsim, ako kedykol'vek
predtym. S udivom zistime, Ze vidime nové objekty. Medzi tymito objektmi st aj nekone¢ne malé
a nekonecne velké ¢isla. Nemusime ich konstruovat. Boli tu odjakziva. Len sme si ich pritomnost’
neuvedomovali!

Takymto spdsobom objavuje nestandardné objekty vo svojej praci [Ne] Nelson. Co robi jeho
zrak ostrej$im, ako zrak klasickych matematikov? Su to tri axidmy, ktoré pridava ku bezne pouZiva-
nym axiémam tedrie mnozin. Tato nova sada axidom je takisto korektna a bezosporna ako povodna.
Nové axiomy hovoria okrem in¢ho o tom, Ze teraz mame moznost’ dozvediet’ sa o kazdom objekte,
Cisle, ¢i je standardné (také a len také sme poznali v ramci klasickej teorie), alebo nie.

Nelsonov pristup je geniadlne vynachadzavy. Vezmime si dvoch oteckov, ktori sa rozhodnu, ze
svojim detom ukazu prirodu, aku eSte nikdy nevideli. Prvy, pan Robinson, minie vSetok nasetreny
majetok a vezme deti na ndkladny vylet do Brazilskej dzungle. Druhy, pan Nelson, jednoducho kupi
mikroskop. Nové svety najde doma v obyvacke — na vlastnom vlase, v kvapke vody, na zrnku
prachu.

Pohl’ad do buditicnosti? Dva priklady na zaver

Cesky matematik Vopénka sa nazdava, Zze vhodna teéria nekone¢ne malych a velkych veli¢in je
matematikou buducnosti. Neschopnost’ matematikov, domysliet’ a dotvorit’ povodnii Newtonovu
a Leibnitzovu koncepciu vraj spdsobila, ze vysSia matematika bola par storo¢i na scesti. Nekonecne
malé a velké veli¢iny su dnes rovnako korektne zavedené matematické objekty, ako ¢isla 1, 2, e
alebo 7. V rdmci neStandardnej analyzy su infinitezimélne veli¢iny pouZzivané pri uvahach a doka-
zoch, ktoré korektnym sposobom oZivuji pévodnii intuiciu starych majstrov. Uvahy ziskavaji na
prehl’adnosti a intuitivnej jasnosti. Odburava sa zbyto¢ny arzendl ,,superStruktar®, tak ¢asto pouzi-
vany v beznej epsilon-delta analyze. Nasledovatel’ Nelsona Périare sa snazi zdokonalit’ cestu, ako
o matematike rozpravat’ jazykom, bliz§im 'udskému jazyku.

Postupy nestandardnej analyzy mozu pri prvom stretnuti posobit’ exoticky. Coskoro v§ak oceni-
me ich nazornost’, strucnost’ a priamociarost’. Bude Standardny kurz matematickej analyzy v buduc-
nosti prednaSany za pomoci nekonecne velkych a malych velicin? Podobnymi postupmi, ako st
pouzité v nasledujtcich zaverecnych prikladoch?

Priklad 1. Diracova funkcia
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Funkcia f nakreslend na obrazku 1 je definovana tymto predpisom:
f(x) = kna intervale <—1/2k, 1/2k >, f{x) = 0 inde. Ak zvolime kladné redlne ¢islo e tak,
ze e > 1/k, budu platit’ nasledujuce rovnosti:

*) _e[f(x)dx=1, ff(x)dsz, Tf(x)dsz

Predstavme si teraz, ze Cislo & je nekonec¢ne velké, t. j. viacSie ako 'ubovolné ,,Standardné* redlne
¢islo. Potom pre kazdé Standardné e kladné plati samozrejme nerovnost’ e >1/k a teda aj rovnosti
(*). Funkcia f'videna nedokonalou Standardnou optikou by sa vSak pozorovatel'ovi javila takto: Jej
hodnota je nulova v kazdom nenulovom realnom cisle, v bode nula ma hodnotu nekonecno a pre
kazdé kladné e spiiia rovnosti (*).

Priklad 2. Spojita funkcia na uzavretom intervale

Spojitost’ funkcie v Standardnom realnom cisle x je definovana takto: ak ¢ = x (¢ je nekonec¢ne
blizko x ), tak f(¢) = f(x) . Relacia nekonecnej blizkosti = ma pritom nasledujicu vlastnost’: ak p, r su
Standardné (klasické) redlne ¢isla a s, ¢ l'ubovol'né hyperredlne Cisla, tak plati: ak s ~p, t=ras>t,
tak p > r. Pouzijuc tento poznatok, nacrtnime neStandardny dokaz Bolzanovej vety:

Ak fje spojitd funkcia definovana na uzavretom intervale <a ,b> taka, ze f(a) < 0, f(b) > 0, potom
existuje Cislo ¢ z vnutra intervalu také, Ze f(c) = 0.

Vezmime nekonecne velké prirodzené Cislo K. Rozdelme interval <a, b> tymito deliacimi
bodmi:
xo=a x1=at+b-a)K, .., xi=ati(b-a)K, ..xkx=a+K(b-a)K=>h.

"-v-":\-ﬁ:- " ‘ 4
g TR '
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Obr. 2

Kazdy z intervalov tvaru <x;, x;:;> je nekone¢ne maly, pretoze ma dizku (b — a)/K. Kazdé z delia-
cich ¢isel je nekoneéne blizko nejakého Standardného redlneho Cisla patriaceho do <a, b>. Zvolme
teraz také prirodzené ¢islo spomedzi ¢isel 1, 2, ..., K, pre ktoré plati:

f(x;) > 0 a pritom pre kazdé i <j f{x;) <0. Také j musi existovat’ — skiimame len situaciu v K bo-
doch. Body x;a x;.; su nekonecne blizko nejakého redlneho ¢isla ¢ patriaceho do <a, b>. Zo spoji-
tosti dostdvame f{c) = f(x;) a z nerovnosti f{x;) > 0 vyplyva f(c) > 0. Podobne vztahy f(c) = f(x;.1)
a f{x;.1) < 0 implikuja f{c) <0. Preto plati f{c) = 0.
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NEKONECNE MALE A VELKE VELICINY
— HISTORICKY VYVOJ POJMU

Erika Kupkova, Fakulta matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského,
Bratislava

Aky je prinos poznatkov o nekone¢ne malych a velkych veli¢inach pre ucitel'a? Prvym dévodom na
ich stadium je, Ze v ramci fylogenézy matematickych pojmov zohrali tieto veli¢iny ddleziti tlohu.
Mozu preto pomoct’ aj pri Stidiu ontogenézy matematického myslenia Studentov. Poznatky o nich
mozu posluzit’ ako spestrenie hodiny. Mézeme pomocou nich Studentom prezentovat’ alternativne
pohlady na matematické problémy. Vhodne vybrané priklady z tejto oblasti prinasaju Studujicim
estetické zadostucinenie. Praca s nimi moze byt uzitocnd aj ako ndzorny spdsob odvodzovania
a pamdtania si vzorcov.

Pri prezentovani vzorcov Casto nepotrebujeme podat’ presny dokaz. Povazujeme vSak za uzitoc-
né ukdzat’ hlavni myslienku odvodenia zalozeni na geometrickej intuicii. Uved’'me na Gvod dva
priklady odvodenia vzorcov. Prvy ma charakter ,,odovodnenia“. Druhy vyzera skor ako nekorektné
Sarlatanstvo, ale vedie k vysledku.

Priklad 1. Plocha kruhu

Obr. 1

Predstavme si, ze do kruhu na obrazku je vpisany pravidelny n-uholnik, zlozeny z » trojuholni-
kov. Pritom n je vel'mi vel'ké ¢islo. Také, s akym nikdy ziaden ¢lovek esSte nepracoval, ani nebude
pracovat. Teda n mdézeme povazovat za nekonecne velké prirodzené cCislo. V takomto pripade
zékladne trojuholnikov ,,splyni* s prislusSnym usekom obluka kruznice. Na takom malom useku
kruznica nema Cas zakrivit’ sa. Rozdiel medzi plochou kruhu a su¢tom ploch vsetkych trojuholnikov
je teda nekonecne maly.
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Poukladajme vietky trojuholniky do obdiZnika, aby sme F'ahko vypogitali saéet ich pléch. Prvy
trojuholnik, ABC, rozdelime na dva rovnaké trojuholniky SBC a ASC. ASC pretocime a priloZzime
k SBC tak, aby vznikol obdiznik O;. Tento obdiznik so zakladiiou dizky 1/2 a vy3kou dizky r ulozi-
me na zaliatok polpriamky o. Taky isty obdiznik urobime aj z druhého trojuholnika. Obdiznik
prilozime vedla obdiznika O;. Takto vedla seba naukladame vietkych n obdiznikov. Vznikne
obdiznik OKLM. Jeho vyska sa rovna r. Dizka jeho zakladne je rovna polovicke suétu dizok zaklad-
ni vietkych trojuholnikov. (Trojuholniky sme na polpriamku ukladali poskladané). Sucet dizok
zékladni je ale rovny 2nr, t. j. dizke krunice k, pretoze zékladne trojuholnikov s touto kruznicou
splyvaju. Dizka tise¢ky OK je preto rovna 2mr/2 = mr. Celkovo: plocha obdiznika OKLM a teda aj
kruhu s polomerom r je nr-r = mwr”.

Priklad 2. Dizka krivky
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Obr. 2

Na obrazku 2 vidime krivku reprezentovant grafom funkcie f definovanej na intervale <a, b>.
Predpokladajme, ze funkcia f ma na celom intervale derivaciu. Derivaciu budeme chapat’ podobne
ako Newton alebo Leibniz. Ak by sme napriklad na intervale <a, b> zaznamenavali ¢as, hodnota
fx) pre nas znamena dizku prekonanej dréhy v ¢ase x. Okamzita rychlost’ v Gase x nazveme deriva-
ciou a oznacime f’(x). Vypocitame ju takto: zvolime nekonecne kratky casovy Usek dx. Za tento
usek sa draha zmenila o hodnotu

df = fix + dx) — f(x). (Okamzitd) rychlost’ je podiel drahy a Casu, t. j. f°(x) = df/dx.

Ako vypogitame dizku krivky na obrazku 2? Vypoéitajme najprv dizku tGsecky AC, t. j. neko-
neéne mali dizku, ktor( krivka vykresli za ¢as dx. Krivka sa za tento as nestihne zakrivit' a splynie
s danou tise¢kou. Dizku 4C vypocitame z Pytagorove;j vety:

ds = (dx* + df) = (1 + dfldx®) - dx =\(1 + f(x)?) - dx.
Celkovu dizku krivky si moZzeme predstavit’ ako sucet vietkych takychto tusekov ds ,.cez vietky x*,
t. j. ako vyraz z V(1 + £'(x)?) - dx. Takato suma vsak predstavuje integral. Dizka krivky je rovna

X e<a,b>

b

s = j V(1 + f(x)) - do.

a
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Anticky a stredoveky pohl’ad na nekonec¢no

LCudia v antike povazovali svet za taky, aky sa im javil. Preto oblasti, ktoré vnimali ako neostré
a neurcité, za také aj povazovali. Grécke slovo “apeiron” zahfiialo v sebe tieto vyznamy: nekonec-
né, neurcité, neohranicené, nevymedzené. Hovorit’ teda o nekonecne velkych ¢i malych &islach, ¢i
vObec matematizovat’ nekone¢no — apeiron bolo pre Grékov nemyslitelné. Aj grécky argument na
existenciu atdbmov je priznac¢ny: Hmotu predsa nemozno delit’ do nekonec¢na! Po ¢ase musi proces
delenia zastat’ uplne. V ur¢itom momente uz d’al$ie delenie uz nie je mozné.

Zaujimavym faktom je, Ze ked’ zadpadna veda dosiahla v 15-17. storo¢i Groven porovnatelnu
s antickou vzdelanost'ou, novoveka matematika nebola len obnovenim antickej tradicie. Novoveki
matematici sa uz nebali nekonecna.

Priblizme si dva odli$né pristupy, ktoré zaujali Zenona a Oresme k tomu, ¢o by sme dnes na-
zvali s¢itavanim geometrického radu 1/2 + 1/4 + ... 1/2" + ...

ZenoOn tvrdi, Ze takymto sposobom si drahu letiaceho Sipu (ktory preleti najprv polovicku drahy,
potom polovicku z polovi¢ky atd’) jednoducho predstavit’ nemdzeme. Ved’ to by sme pracovali s ne-
kone¢nom! RadsSej musime uznat’, ze Sip do ciel'a nikdy nedoleti.

V Strnastom storo¢i Oresme vymysla tlohy o pohybe, ktory trva nekonecne vela dni. Prejdena
draha sa rovna sac¢tu geometrického radu 1+ 1/2 + 1/4 + ... 1/2" + ..., teda dvom. Oresme veri, Ze
dvojka je spravny sucet. Nezl'akne sa nekonecnosti suctu.

V ¢om je rozdiel medzi zmyslanim gréckeho a novovekého matematika? Rozdiel je predovset-
kym v rozliénych presvedéeniach o tom, ¢i sa nekone¢no da alebo neda matematizovat. Co tento
rozdiel spdsobilo?

Novoveky matematik, na rozdiel od antického, uz nepovazuje svet za taky, aky sa mu javi. Pod
vplyvom monoteistického nabozenstva a teologie chape svet ako dokonalé bozie dielo, bozsku
realitu. ([Kv]). My moZno mnohé veci jasne nevidime, ale boh dno. Pre boha nie je problém vidiet
také malé a vel'ké veliciny, aké my nikdy nebudeme schopni zhliadnut’. To, ako matematici s neko-
necne vel’kymi veli¢inami pracovali, zachycuje nasledujuci priklad.

Priklad 3. Sucet nekoneéného radu 1+ 1/2* + 1/3* +... + 1n* + ...

V priklade pouzivame mierne upraveny Eulerov postup. Najprv si ujasnime, ¢o pre nas bude sym-
bol 1 +1/2*+ 1/3*+... + 1/n* + ... znamenat’. Bude to pre nas také realne &islo s, pre ktoré plati, Ze
pre kazdé nekoneéne velké prirodzené &islo m je s nekonedne blizko &isla s,,, kde s, = 1 + 1/2% +
+1/3%+... + Um’.

Z hladiska ,,dokonalého pozorovatela“ nie je problém sucet s,, vypocitat. Ved’ ide len o presne
definovany sucet m Cisel. Poznamenajme, ze rozdiel Cisel s, a s,,-1 je rovny 1/m” a teda nekonecne
maly. Takze ak je s nekonecne blizko Cisla s, je tieZ nekonecne blizko ¢isla s,,.; a podobne aj s,,+1.

Vezmime teraz rovnost’

sin(x) = x /3! + /5! + ..+ D" XFTRn+) +
ktora predstavuje rozvoj funkcie sin(x) do nekone¢ného radu.

Zvol'me T'ubovolné, nekone¢ne velké, parne prirodzené Cislo m. S nekone¢ne malou stratou
presnosti mézeme pisat’: sin(x) = x —x’/3! +x°/5! + .. + ()" " 2m+1)!

Na pravej strane rovnosti mame polyném, ktorého korene su tvaru 0-m, 1-w, (1) -7, 2-7 atd’.

Upravme rovnost’ na tvar

sin(x)/x = 1 —x*/3! + x5! + ... + (<1)"" x*"/(2m+1)!
Na pravej strane rovnosti mame polyndm, ktorého korene st tvaru
x=1m (-1)n, 2w, (-2)n atd’.
Urobme na pravej strane substituciu x*= ¢
Podl’a predchddzajucich tvah ma rovnost’
(*) p) =1—t31 +7/50 + ..+ (D) "2m + D =0
rieSenia ¢ = %, 2% 7%, 3% -1 atd’. Ked'Ze p(¢) je polynom stupiia m, ma presne m korefiov, konkrétne
ki= 1% 1%, kp= 2% 1%, ..., k= m* ‘7. Preto je mozné p(¢) vyjadrit’ v tvare
**) p()=at—k)t—ky) ... (t—kn).
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Zabudnime teraz na to, ze m je nekonecne vel'ké Cislo a pracujme s p(f) ako s obyCajnym poly-
némom stupna m.

Vyjasnime si, ako budi po roznasobeni vyrazu a(t — ki) (t — k») - ... “(t—kn) natvarao + a;t +
... Ta,t" vyzerat ¢isla ag a a;.

Z(*)a(**)vieme,zeao=1=a ki “ky-... - kn (-1)".
Prempamea=1/k; - k... - k. Cislo a; ma podl'a (*) hodnotu —1/6, podla (**)
a =a-( — (kz . k3 T km) — (kl . k3 et km) — (k1 . kz . k4 ee " km) — e — (k] . kz T kml)) =
—(Vky -+ Vky - .+ ... +1/ky).
Ked’ dosadime za korene ich konkrétne hodnoty, dostdvame rovnost’
~1/6 = — (1/1% @+ 1/2* -7* + ... +1/m* -7°).
Po vynasobeni ¢islom —7* dostavame
w6 = 1/17+ 12 .. +1/m’
Prave sme ukéazali, ze ak zanedbame nekonecne malu veli¢inu, pre kazdé nekonecne vel'ké Cislo m
je suget s,, nekoneéne blizko &isla 1%/6. Preto plati
U134+ 12 ... +1/n* + ... = /6.

V uvahach matematikov 15. — 18. storoc¢ia ndjdeme mnozstvo podobnych postupov, ako su tie,
prezentované v prikladoch 1 az 3.

Opisané modernou re¢ou: Kuzansky pri dokaze trojjedinosti boha pouzije argument, ze kruzni-
ca, zviacSena do nekonecna straca svoju krivost’ a meni sa na priamku. Fermat pouziva nekonecne
malé veli¢iny na najdenie extrémov funkcie. Galileo pracuje s nekonecne malymi tusekmi Casu.
Kepler vyjadruje objemy telies ako sucet nekonecne vel'a nekonecne malych pravidelnych podobje-
mov. Euler pouziva binomicku vetu pre n nekonecne vel'ké. A hlavne: Newtonov a Leibnizov
infinitezimadlny pocet, hadam najvacsi objav v dejinach matematiky, je opisovany a zdovodinovany
za pomoci nekoneéne malych a velkych veli¢in. Dalsie ilustraéné priklady mozno najst najméi
v knihach [Be], [He], [Zn], [Ve].

Postupy, ktoré sme v predchadzajicom texte opisali, popripade predviedli na prikladoch, moz-
no lahko podrobit’ kritike. Ako napriklad vieme, kedy moézeme nejaké ¢islo — veli¢inu zanedbat’
(polozit’ rovné nule) a kedy s nim mame viest’ vypocty, ako keby nulou nebolo? Ako to, ze v prikla-
de 2 krivke nedovolime na nekone¢ne malom intervale zakrivit’ sa, ale na druhej strane nepredpo-
kladame, Ze by musela byt’ na takomto intervale absolitne rovna, rovnobezna s osou x? Ako vobec
presne uchopit, definovat’ nekone¢ne vel’ka (mala) veli¢inu?

Leibniz sa zbytocne snazil presne opisat’ charakter nekone¢ne malych veli¢in, ktoré pouzival.
Newton miesto pojmu ,,nekone¢ne maly* hovoril o ,,medznom pomere prchavych prirastkov*. Prvi
ostru kritiku Leibnozovych uvah podava v 17. storo¢i geometer Nieuwentijdt, v 18. storoci pricha-
dza s vypracovanou kritikou Newtonovych postupov biskup Berkeley.

Ako vieme, matematika tato krizu, spésobentl nejasnost’ou pojmov a nepresnostou uvah, pre-
konala. Diferencidlny a integralny pocet sa podarilo zachranit’. Matematici vypracovali tedriu apro-
ximacii. V devétnastom storo¢i sa vd’aka pracam d’Alemberta, Cauchyho a Weierstrassa vybudoval
pojem limity. Nekone¢ne malé a vel'ké veliiny skoncili na smetisku dejin. Navzdy? Dnes uz vie-
me, Ze nie.
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MATEMATIKA A TEOLOGIA

Ladislav Kvasz, Katedra humanistiky FMFI-UK, Mlynska dolina, Bratislava

V dejinach matematiky existuje niekol’ko tém, v ramci ktorych dochddza k priamemu dotyku mate-
matiky s teoldgiou. Asi najzndmejSou je vznik teorie mnozZin a s nim spojeny prechod od potencial-
neho nekonecna k nekone¢nu aktuadlnemu a vznik matematickej logiky a s tym suvisiaca tradicia
logickej kritiky dokazov Bozej existencie. Tedria mnozin je prikladom priamej pozitivnej teologic-
kej motivacie, ked’ sa matematici pastaju do tivah, ktoré tradi¢ne patrili do teoldgie. Naproti tomu
v matematickej logike teologia vystupuje skor negativne, ako predmet, na ktorého kritike sa vyjas-
fuju niektoré so zakladnych principov matematickej logiky. Vedla priameho dotyku medzi
matematikou a teoldgiou existovalo vSak v dejindch aj skrytejSie, ale nemenej vyznamné
ovplyvnenie matematiky teoldégiou. Na mysli mam otazku porozumenia pre to, ¢o je voObec
matematizacii pristupné a ¢o sa jej naopak vymyka.

1. POSUN HRANIC MATEMATIZACIE SVETA V NOVOVEKU

Ked’ chceme uchopit’ implicitny, nepriamy sposob, ako monoteisticka teologia ovplyvnila vyvin za-
padnej matematiky, je vhodné porovnat’ matematiku, s ktorou sa stretdme na sklonku antiky, s tou,
ktord pred nés predstupuje v 16. a 17. storo¢i, ked’ zapadnd veda po storociach tpadku a stagnacie
opit’ dosiahla Groven porovnatel'nu s antickou vzdelanost'ou. Pozoruhodna je pritom skuto¢nost’, Ze
novovekd matematika nebola jednoducho obnovenim antickej tradicie. Matematika na sklonku
antiky sa od matematiky 16. a 17. liSi v celom rade aspektov, ktoré¢ mozno podl'a nasho presvedce-
nia pripisat’ prave pdsobeniu teologie. Aby sme tieto aspekty pochopili jasnejsie, sustredime sa na
pat’ pojmov, ktorych chapanie sa od sklonku antiky zdsadnym spdsobom zmenilo. St to nekonecno,
nahoda, neznama, prazdno a pohyb.

1.1 Apeiron — nekonec¢no

To, ¢o dnes v matematike oznacujeme terminom nekonecno, spadalo v antike pod pojem apeiron
(amelpov). Apeiron bol vSak pojem s nepomerne SirSim vyznamom ako na$ pojem nekonecna.
Oznacoval nielen to, ¢o je nekonecné, ale vo vSeobecnosti to, co nema hranicu ¢i medzu (nepag).
Nekonecné tak podl'a chapania antickych ucencov bolo €osi, ¢o bolo neohrani¢ené, nevymedzené,
ateda neurcité. Preto akékol'vek matematické skiimanie nekone¢na bolo nemyslitelné, ved
matematika bola ndukou skiimajicou prave to, ¢o je jasne vymedzené, o je urcité a jednoznacné.
Co je neostré, o nemé peras, to nemozno pomocou jasnych a jednoznaénych pojmov matematiky
uchopit’. Preto sa v antickych matematickych textoch mozno stretnit’ s dokazmi, ktoré nemoznost’
urcitého objektu dokazuji ukdzanim, Ze pri jeho konStrukcii alebo pri jeho vymedzeni sa
nevyhnutne stretdvame s nekoneCnom. V ociach antického matematika to totiZ znamenalo, Ze
prislusny objekt je neurcity, nevymedzeny, a teda nemoZze existovat’.

Novoveka matematika naproti tomu ostro odlisuje nekonecné od neurcitého. Nekone¢né sa na-
priek tomu, ze nema koniec, povazuje za jednoznacne urcené, za presne vymedzené, a preto
pristupné matematickému skiimaniu. Ci uz ide o nekoneéne rozlahlé objekty, ako je priamka',
alebo o nekonecne malé veli¢iny, vSetky sa so samozrejmostou povazuju za sucast’” matematiky.
Mozno tak povedat, ze anticky pojem apeironu sa v novoveku rozdelil na dva pojmy, na nekonecno
v uzsSom slova zmysle, ktoré je odvtedy stalou sucCastou matematiky, a na nevymedzené, ktoré
podobne ako v antike ani dnes do matematiky nepatri.

1.2 Tyché — pravdepodobnost’

Dal§i pozoruhodny zlom medzi novovekou a antickou matematikou nastal v chipani nahody
(tuym). Podobne ako pojem apeironu, aj pojem tyché mal v antike omnoho $ir§i vyznam ako nas
moderny pojem ndhody a vedla ndhodnej udalosti oznaCoval aj §tastie a neStastie a vo
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vSeobecnosti I'udsky osud. Preto je prirodzené, ze nebol pristupny matematickému poznaniu. Tyché
spada skor do kompetencie vestenia ako do kompetencie matematiky. Pre bezného smrtelnika je
poznanie osudu zastreté.

Od 16. storocia sa v eurdpskej matematickej literature zac¢inaji objavovat’ pojednania o hazar-
dnych hrach a v priebehu 17. storocia z tejto tradicie vyrastol pocet pravdepodobnosti. Z pohladu
antiky je matematicka tedria tyché rovnako absurdna ako matematicka teoria apeironu. A zda sa, ze
v pripade tyché sa novovekym matematikom prelom podaril rovnakym sposobom ako pri apeirone.
Anticky pojem sa rozdelil na dva pojmy, na pojem ndhody, ktoré sa stala predmetom matematickej
teorie pravdepodobnosti, a na pojem osudu, ktory rovnako ako prv zostal za hranicami matematiky.

1.3 Aritmos — neznama

Tretia zmena, o ktorej chceme hovorit, stvisi so vznikom algebry a Specidlne so vznikom pojmu
neznamej, ktord sa od ¢ias Descarta oznacuje pismenom x. Zrod algebry sa udial v arabskej civiliza-
cii, ako o tom svedc¢i aj samotny nazov algebry, pochadzajtci z arabského al/ gabr. Arabska civiliza-
cia je vSak monoteistickd, podobne ako zdpadna, a tak z hl'adiska ndSho argumentu o vplyve mono-
teistickej teoldgie na formovanie novovekej matematiky mozno pojem neznamej postavit vedla
pojmu nekonecna a pravdepodobnosti. To, na ¢o chceme poukdazat’, je opét skutocnost, ze anticka
matematika nepoznala pojem nezndmej v jej plnom, algebraickom zmysle.

Samozrejme, aj v antike existoval cely rad praktickych tloh, v ktorych bolo treba néjst’ urcité
nezname Cislo. Toto Cislo Gréci oznacovali terminom aritmos (ap13pmc). Podstatné vsak bolo to,
ze pri rieSeni spominanych tloh postupovali synteticky, teda pouzivali iba zname veliCiny, uvedené
v zadani, a s ich pomocou sa postupne dopracovali k hodnote neznameho cisla. Nezname ¢islo,
ked’Ze bolo nezname, nemohlo vstupovat’ do aritmetickych operécii, v ¢om sa prave zasadne odliSu-
je od moderného x. Isté nabehy k pojmu neznamej existovali, avSak nie v aritmetike, ale v logike
a geometrii. V logike Aristoteles zaviedol pismenda na oznaCovanie pojmov, aby tak vynikla logicka
Struktara sylogizmov (ak Kazdé A je B, a Kazdé B je C, tak Kazdé¢ A je C), a mnohi thto
skutocnost’ mylne povazuju za vznik pojmu neznamej. Aristoteles vSak s pismenami nerobil Ziadne
operacie, a preto to nie si nezname v algebraickom slova zmysle, ale skor oznacenia miest v
sylogizmoch. Aristotelovo pouzivanie pismen je preto skor analogické tomu, ako sa v geometrii
oznacuju body. O nieCo d’alej pokrocil v geometrii Euklides, ked’ zaviedol Cosi ako usecku neurcitej
dizky. Ked riesil nejaky problém z tedrie &isel, nakreslil tisetku, ktorej dizku ponechal neuréita (v
tom zmysle, ze neudal jednotku, pomocou ktorej sa meria, a useCka tak mohla reprezentovat’
I'ubovol'né ¢islo). Ale ani tu nemame neznamu v striktnom zmysle slova, lebo tusecka nakreslena na
obrazku ma pevnii dizku a prave vd'aka tejto pevne uréenej fyzickej dizke ju mozno vziat do
kruzidla a robit' s fiou vietky aritmetické operacie.” V skutoénosti je teda prislusnd Gsecka
jednoznaéne uréend a vd’aka tomu s nou mozno robit’ matematické operacie. Euklides s fiou iba
naraba tak, ako keby jej diZka uréena nebola. Kym teda Aristotelove pismena oznacovali v§eobecné
,,miesta” v sylogizmoch (miesta, na ktoré sa mohli klast' T'ubovolné pojmy), u Euklida ide o
veli¢iny ,, akoby *“ neurcité (teda o celkom urcité usecky, s ktorymi sa len pracuje, ako keby boli
neurcité¢). Preto mozno povedat’, ze anticka tradicia nedokaze spojit’ vSeobecnost’ s neurcitostou.
Vseobecné uchopuje ako vSeobecné miesto, kam mozno hoci¢o umiestnit’ (Aristoteles); toto miesto
je vsak nepristupné aritmetickym operaciam. Na druhej strane neurcité¢ (Euklides) je vyjadrené iba
metaforicky, pomocou celkom urcitého, s ktorym sa len naraba tak, ako keby urcité nebolo.

Idea spojit’ tieto dve myslienky (Aristotelovu myslienku vyjadrenia v§eobecného pomocou
pismena, za ktoré mozno dosadit’ akykol'vek vyraz, a Euklidovu myslienku podrobenia neurcitého
rovnakym aritmetickym operaciam, akym sa podrobuje urcité) sa v plnej sile zrodila az u Arabov
v 8. storoc¢i. Zakladom novej algebry je pojem neznamej, reprezentovany pismenom a podliehajtci
takym istym aritmetickym operaciam ako ¢isla. Zmyslom pojmu neznamej je umoznit’ vyjadrit’ ne-
zname veli¢iny vystupujuce v matematickej llohe pomocou symbolov a d’alej uz s nimi pracovat
tak, ako keby to boli celkom urcité ¢isla. Algebraickd symbolika tak vlastne rusi epistemologickt
bariéru, ktord oddeluje, to o pozname, od toho, Co nepozname. V algebre s oboma veli¢inami, so
znamymi aj s nezndmymi, pracujeme ako s rovnocennymi. Z pohladu antickej matematiky je to
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Cosi absurdné, ved ked’ urcitu veli¢inu nepozndme, nemdzeme s nou vykonavat aritmetické
operacie. Aritmetické operacie predsa vyzaduju, aby to, s ¢im sa naraba, bolo jednozna¢ne urcené.
Najdalej, ako sa dalo v antickej matematike zajst, bola Euklidova tse¢ka neurditej dizky. Této
usecka bola totiz z geometrického hl'adiska jednoznacne urcend, a prave vd’aka svojej jednoznacnej
urcenosti sa s ou dali vykonavat’ aritmetické operacie. To, €o nie je urcité, o nie je jednoznacne
dané, to podl'a antického chapania nemodze byt predmetom matematiky. Tak sa zrod algebry, aj ked’
sa udial v ramci Arabskej civilizacie, radi vedl'a vzniku matematickej tedrie nekonecna a tedrie
pravdepodobnosti ako tretie vyznamné prelomenie medzi jednozna¢ne uréené¢ho, ktorymi antické
chédpanie vymedzovalo svet matematiky.

1. 4 Kenon — priestor

Analogické preladenie ako v pripade nekone¢na, ndhody a nezndmej nastalo pri prechode od antic-
kej k novovekej matematike aj v chapani pojmu priestor. Najblizsie k tomu, ¢o dnes oznacujeme
pojmom priestor, je anticky pojem prazdna (kevov). Pre antickych filozofov, aZ na atomistov a epi-
kurejcov, bol vSak pojem prazdna problematicky. Prazdno je tam, kde ni¢ nie je, a teda vlastne
oznacuje €osi, ¢o nema ziadne konkrétne atribuity, ktoré by sme mohli poznat’. A ani atomisti, ktori
existenciu prazdna pripustali, vel'a o nom povedat’ nevedeli. Nech uz je to teda s existenciou
prazdna akokol'vek, prazdno rozhodne nie je €osi, ¢o by mohlo tvorit’ predmet matematického
poznania, ktoré sa vyznacuje prave jasnost'ou a urcitostou.

Naproti tomu novoveka veda je vybudovand na matematickom pojme priestoru. U Newtona, za-
kladatel'a novovekej fyziky, je absolutny priestor jednou so zakladnych kategorii jeho systému.
V Scholium Generale, doplnenom pri druhom vydani Philosophia naturalis principia mathematica
roku 1713, Newton pise: ,,Boh je jeden a ten isty boh vidy a viade. VSadepritomny je nielen podla
akcidencie, ale aj podstatou, lebo akcidencia nemoze jestvovat bez podstaty. V nom spociva a pohy-
buje sa vietko, ale bez vzajomného pésobenia. Boh nie je vystaveny pésobeniu pohybu telies a tele-
sa nie su vystavené odporu od bozZej vsadepritomnosti... Preto je tiez cely sebe podobny, cely je
okom, cely je uchom, cely je mozgom, cely je ramenom, cely je schopnostou vnimania, chdpania
a jednania, ale sposobom ani trocha nie ludskym, sposobom ani trocha nie telesnym, sposobom
nam uplne neznamym.* (Newton 2001, s. 353). Nés tu teraz nezaujima priamy suvis medzi teolo-
giou a Newtonovym chapanim priestoru ako Sensorium Dei, ale ide nam o posun, ktory je skor
implicitny a prebieha paralelne so zmenou chapania nekone¢na, ndhody a neznamej. V pripade
priestoru, v uplnej analdgii s predoslymi tromi pripadmi, dochddza v novovekej vede k matematiza-
cii urCitého regionu, ktory sa podla antického pojatia matematizacii vymykal. Matematizicia
pritom prindSa opét uréité zazenie pojmu kenon, podobne ako v pripade apeironu ¢i tyche. O
priestore mdZzeme povedat’, Ze je trojrozmerny, orientovatel'ny, suvisly a spojity. Tazko by sme viak
mohli podobné atributy pripisat’ prazdnu.

1. 5 Kinesis — pohyb

Podobny posun, aky nastal medzi antickym a novovekym chépanim v oblasti nekone¢na a nédhody,
nastal aj v pripade pohybu. Grécky pojem kinesis (k1vnoig), oznacujici pohyb, je podstatne Sirsi
nez na$§ moderny termin a zahfiia vedl'a priestorového premiestnenia predmetu aj rast, starnutie ¢i
zmenu farby. Preto je rozumnejSie prekladat’ ho ako ,,zmena“. Rovnako ako apeiron ¢i tyché, aj
kinesis sa podl'a antického chdpania vymykal matematizicii a Aristoteles jeho matematicku neucho-
pitel'nost’ aj podrobne zdovodnil. Matematické tedria zmeny je pre antické myslenie absurdna asi
tak, ako matematicka tedria neurcitého ¢i matematicka tedria nahodného. Novoveka matematizacia
pohybu u Galiletho ma pritom mnohé Crty analogické s matematizaciou nekonecna ¢i nahody.
Vseobecny anticky pojem kinesis sa opét’ rozdelil na dve cCasti, na uz$iu, zahfiiajicu iba zmenu
miesta (tzv. miestny pohyb), a zvySok. Galileo sa vo svojich Discorsi e dimonstrazioni matemati-
che, intorno a due nuove scienze, attenenti alla mecanica i movimenti locali venuje matematizacii
prave tohto uzSieho pojmu miestneho pohybu (movimenti locali), a tym zakladd nova vednu disci-
plinu — kinematiku.
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2. MONOTEISTICKA TEOLOGIA AKO ZDROJ POSUNU HRANIC MATEMATIZACIE
SVETA

V predoslej Casti sme ukézali, Ze v matematike sa v priebehu 15. — 17. storocia sformovali tri nové
discipliny (algebra, tedria pravdepodobnosti a kinematika) a doslo tiez k zdsadnej zmene v chapani
nekonecna a priestoru. Tieto zmeny vsSak neprebiehali uplne sucasne a vizby medzi nimi nie st jed-
noznacné. TesnejSie prepojenie existuje snad’ len medzi vznikom kinematiky a zmenou chépania
priestoru, kym napriklad zrod poctu pravdepodobnosti sa udial nezavisle od oboch tychto zmien.
Preto netvrdime, ze tu existuju historické paralely, zalozené na vzajomnom ovplyviiovani novo-
vznikajtcich disciplin. Domnievame sa vSak, Ze ked’ trocha poodstupime a uvedenych pat’ zmien
zasadime do $irSej epistemologickej perspektivy, mozno tu predsa len ndjst’ viaceré spolo¢né Crty.

V zasade ide o spristupnenie piatich oblasti skuto¢nosti matematickému skiimaniu, pricom st to
oblasti, ktoré z hl'adiska antického chdpania s matematikou bud’ vobec nesuvisia, alebo sa jej meto-
dam vymykaji. Ich matematizicii branili vazne konceptudlne zabrany. NavySe, z
epistemologického hl'adiska maji spominané zmeny ¢i preladenia viaceré spolocné Crty. Prvou z
nich je to, Ze anticky pojem (apeiron, tyché, kenon, kinesis) bol omnoho Sirs$i ako moderny pojem
(nekonec¢na, nahody, priestoru, pohybu), ktory matematizuje novovek. Novovek striktne rozliSuje
nekonecné od neurcitého, nahodu od osudu, prazdno od priestoru ¢i pohyb od zmeny. Z antického
pojmu sa teda vyclenila urcitéd jeho Cast, ktora sa od zvysku oddelila a po tomto oddeleni doslo k jej
matematizacii. Druhou spolo¢nou ¢rtou spominanych zmien je to, Ze aj ked’ takto vzniknuté zazené
pojmy (nekonec¢no, ndhoda, priestor ¢i pohyb) aj nad’alej obsahuju isty stupeini neurcitosti, tato
neurCitost’ je podstatne slab$ia, ako bola neurcitost pdvodného antického pojmu. Ked'Ze prave
neostrost’ a neurcitost’ zvadzala Grékov k tomu, Ze regiony apeironu, tyché, kenon a kinesis
vyhlasili za nematematizovatelné, spoc¢ivalo jadro uspechu modernej matematiky prave v tom, Ze
nasla spdsob, ako tto neostrost’ po jej spominanom oslabeni definitivne prekonat’.

Domnievame sa, ze prave v prekonavani neostrosti a neurcitosti spominanych regiéonov zohrala
monoteisticka teologia vd’aka pojatiu Bozej vSeveducnosti rozhodujicu, i1 ked’ Casto len implicitne
preukazatel'ni ulohu. V pripade nekonecna je tloha teoldgie v preladeni zapadnej kultary vo
vztahu k tomuto pojmu jasne dolozitelnd. Kym pre antické porozumenie bolo nekonecno
negativnym pojmom, stvisiacim s bladenim, pre stredovekého ¢loveka sa cesta do nekonec¢na stala
cestou k Bohu (pozri Vopénka 1991 s. 19). Boh ako nekone¢nd bytost’ je napriek svojej
nekonecnosti celkom uréity, dokonaly, a preto jeho nekonecnost’ nema v sebe ani stopu negativity,
ktoru v sebe skryva anticky pojem apeironu. Tym, ze sa pojem nekonecna vztiahol na Boha, stratil
svoju temnost’ a neostrost’. Teoldgia pojem nekonecna presvetlila, ¢im tento pojem ziskal tplnu
ostrost’ a jednoznacnost’. VSetky nejasnosti a neurcitosti v poznavani nekonecna boli pochopené ako
dosledok l'udskej konec¢nosti a nedokonalosti. Samotné nekone¢no je uplne jasné a urcité, a preto
ni¢ nebrani jeho matematizacii.

Podobne v pripade ndhody Bozia vSeveducnost’ sposobuje, zZe neurcitost’ pojmu ndhody straca
svoj onticky rozmer a redukuje sa na Cisto epistemologicku negativitu. Boh vie, aké ¢islo padne pri
ktoromkol'vek hode kockou, a len kone¢nost’ I'udského poznania spdsobuje, Ze ndm toto poznanie
ostava skryté. Preto ndhodna udalost’ je, aspon pre Boha, jednoznacne urcena, ostra, a teda matema-
ticky uchopitel'na. Cela neostrost’ skrytd v tomto pojme mé epistemologickll povahu a stvisi s ohra-
ni¢enost'ou 'udského poznania. Preto nie je ndhoda, Ze idea uplnej determinovanosti prirody a kla-
sickd interpretacia pravdepodobnosti sa zrodili u toho istého ucenca, u Pierra Simona de Laplacea.
St to totiz iba dva aspekty tej istej skutocnosti — determinizmus je ontologicka a pravdepodobnost’
epistemologickd stranka sveta. Svet je podl'a Laplacea vo svojom byti jednozna¢ne determinovany,
avsak Cloveku je v dosledku jeho obmedzenych schopnosti odkryty iba v pravdepodobnostnom
zmysle.

Rovnaké napétie medzi ontickou ur¢enostou (umoziujicou aplikdciu aritmetickych operacii)
a epistemologickou neurcitost'ou je aj v pojme neznamej v algebre. Nezndma je nezndmou pre nés,
konecné bytosti. Pre Boha Ziadne nezname neexistujl, lebo ten, akondhle zahliadne zadanie alge-
braickej tlohy, hned’ vidi aj hodnoty neznamych. Podobne ako v pripade poc¢tu pravdepodobnosti,
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aj v algebre sa teda ontologicka neurcitost, ktora Grékom branila v matematizacii tejto oblasti,
meni na neurcitost epistemologicku, prameniacu v I'udskej konecnosti. Epistemologicka neurcitost’
vSak uz pouZiteI'nosti matematiky na opis prisluSného regionu nebrani. Pritom premena neurcitosti
z ontologickej na epistemologicku sa deje na pozadi teoldgie, v ramci ktorej je nositelom bytia
sveta Boh, v dosledku ¢oho sa toto bytie stava urcitym a vSetka neostrost’ sa stava neostrostou pra-
meniacou v 'udskej konecnosti.

Pri vzniku kinematiky ako matematickej tedrie pohybu je situicia analogickd. Pohyb je sice
spojeny s neustdlou zmenou, s procesom neustaleho vznikania, ale vo svojom byti je toto vznikanie
jednoznaéne determinované. To, ze sa ndm pohyb javi ako ¢osi neostré a nejasné, je iba dosledkom
neostrosti 'udského vnimania, ktoré nedokaze pohyb vidiet’ naraz cely, nahliadnut’ vSetky jeho oka-
mihy stcasne. Boh, samozrejme, ziadne problémy v tomto smere mat’ nemdze.

V pripade priestoru su teologické korene opisovaného preladenia opét’ celkom explicitné. Ako
ukazuje citat z Newtona, priestor je podl'a neho Sensorium Dei, a teda jeho ostrost’ a jednoznacnost’
a s tym spojend matematizovatel'nost’ vyplyva priamo z BoZzej dokonalosti.

Videli sme, Ze uvedenych pédt’ zmien hranice matematizacie sveta ma mnoho spolo¢nych ¢ft.
Pre antického Cloveka vladla medzi ontologiou a epistemologiou jednota. Anticky ¢lovek povazoval
svet za taky, ako sa mu javil’. Preto oblasti, ktoré vnimal ako neostré a neurité, za také aj skutoéne
povazoval. U novovekého Cloveka sa ontoldgia a epistemologia zdsadne rozchadzaju. Svet je taky,
ako ho vidi Boh, kym ¢loveku je v poznani dany svet iba neostro a jeho poznanie je falibilné. Prave
tento rozpor medzi epistemologiou a ontoldgiou otvara priestor pre matematizaciu regionov, ktoré
su ¢loveku otvorené ako neostré a neurcité. Ked' sa vSetka neostrost’ a neurcitost’ pripiSe na vrub
Cloveka, t. j. vyloZi sa epistemologicky, v ontologickej rovine sa otvara moznost’ ich matematizacie.

To jasne ukazuje, ze teoldgia mala na zrod novovekej matematiky podstatne zasadnejsi vplyv,
nez ako sa vdcsinou pripusta. Ked sa otazka vplyvu teoldgie na vyvin matematiky vobec diskutuje,
redukuje sa na niekolko zaujimavych epizod.* Podl'a nasho nazoru malo teologické pozadie pre vy-
vin matematiky omnoho vicsi vyznam, ako len ovplyvnenie zopar matematikov. Monoteisticka
teologia umoznila zdsadné preladenie celkového epistemologického pozadia, a tym nepriamo aj
zrod modernej matematiky s jej pojmami nekone¢na, ndhodnej udalosti, nezndmej, priestoru a po-
hybu. Rozdiel, ktory ¢lovek citi ked’ porovnava novoveki matematiku s antickou a ktory by sa dal
vyjadrit’ ako prelomenie hranic jednoznacne daného a otvorenie sveta matematiky smerom k javom
nekonecna, ndhody, priestoru a pohybu, ma teologické korene.”

Poznamky

1 — Antickad geometria nemala pojem priamky, ale hovorila iba o rovnej Ciare (ev9eia), ktord mala
koneé¢nu diZzku, dala sa vsak na kazdom konci podla Pubovdle predizit.

2 — V antickej matematike sa aritmetické veli¢iny reprezentovali spravidla geometricky, pomocou
useciek, a aritmetické operacie mali potom podobu geometrickych konstrukcii. Tak napriklad
sCitanie predstavovalo priloZenie jednej usecky k druhe;.

3 — To, samozrejme, nevylucuje existenciu vyssSieho sveta, napriklad platonskeho sveta idei, ktory
sa od bezného sveta lisi, a to ako v ontologickej, tak aj v epistemologickej rovine.

4 — O nieco komplexnejsi pohl'ad na uvedent problematiku moZzno najst’ v knihach P. Vopénku a P.
Zlato$a, uvedenych v zozname literatiry. Predkladanu stat’ mozno chépat’ aj ako pokus nadvia-
zat’ na ich analyzy. Domnievame sa, ze ked’ vedl'a otdzok geometrie a tedrie mnozin, ktoré dis-
kutuju uvedeni autori, postavime podobny rozbor tedrie pravdepodobnosti, algebry a kinemati-
ky, jasnejSie vynikne jednotny charakter vSetkych tychto zmien, a tak sa celkovy raz prechodu
od antickej k novovekej matematike stane 'ahSie pochopitel'nym.

5 — Tento rozdiel nie je rozdielom v sposobe transcendencie. V stati Dejiny naboZenstva a matema-
tika sme sa pokusili charakterizovat’ rozdiel medzi egyptskou a gréckou matematikou ako roz-
diel vo forme transcendencie, ako rozdiel v tom, ¢o matematik pri svojej praci hl'ad4. Rozdiely,
ktoré opisujeme v predkladanej stati, sa sposobu transcendencie netykaju. Ako anticka, tak aj
novoveka matematika hladaji striktne dokazant pravdu. Preto z hladiska transcendencie su
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identické, svet dan¢ho prekracuji rovnakym spdsobom. Rozdiel spociva v tom, Ze novovekej
matematike sa podarilo jasne a ostro (teda matematicky) uchopit’ oblasti, ktoré by antického
¢loveka ani nenapadlo matematizovat. Sme tu preto svedkami zmeny v odkrytosti sveta,
svedkami prelomenia horizontu jeho matematizovatelnosti. Regiony sveta, ktoré antika
povazovala za matematizacii nepristupné, novovek nasiel odvahu matematizovat. Zakladnou
tézou predkladanej state je téza, ze zmena odkrytosti sveta vo vztahu k moznosti
matematického opisu bola umoznena monoteistickou teologiou.

Novovek prindSa aj zmenu formy transcendencie, ale ta nie je predmetom predkladane; state.
Zmena sposobu transcendencie v novoveku je spojend so zrodom experimentalnej vedy, teda
s prechodom od matematického idealu deduktivne zdovodneného poznania k idedlu experimen-
talne verifikovateI'ného poznania, ktory je regulativnou ideou fyziky. Rekonstrukeii zrodu fyzi-
ky sme venovali sériu troch samostatnych stati (Kvasz 2000, 2001 a 2003) a otazku vplyvu
naboZenstva na tento proces sme struéne nacrtli v stati Dejiny nabozenstva a matematika.
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AKO ODHADNUT CAS PODI’A HVIEZD?

Ivan Masaryk, Nadacia Ingenium, Bratislava

Uvod jablko, predstava, spolupatricnost’

Slnecna sustava tazisko, Slnko, Mesiac, Zem

Kratkodoby odhad princip, priklady

Vseobecny odhad vzorec

Prednésanie sa zac¢ina vonku: (pomocky netreba zatial’ ziadne)

Postavme sa do kruhu a pochytajme sa za ruky. Poprosim vés, aby ste si vSetci zatvorili oci!
Vyborne. VSetci mame zatvorené o€i a teraz si skuste si predstavit JABLKO. VaSe jablko by uz
malo mat’ TVAR, vase jablko by uZz malo mat’ aj FARBU a VELKOST. Vase jablko by malo mat
aj CHUT, VONU a tiez TVRDOST. Mézete mat’ teda vase jablko SYPKE, alebo STAVNATE.
Vase jablko by malo byt predovietkym KRASNE. Ak uZ také je, mate vyhodu a nemusite na fiom
ni¢ menit’.

Skuste vase jablko PRIBLIZIT a teraz VZDIALIT. Pokiiste sa jablko ZVACSIT a teraz
ZMENSIT. Vidite v tom nejaky rozdiel? Predstavujete si vase jablko DVOJROZMERNE alebo
TROJROZMERNE? M4 vase jablko ZADNU STRANU? Pokiste sa vase jablko rozkrojit’ na polo-
vicu. Pocujete ten zvuk, citite vonu? Vyborne, tak teraz mozete jablko opét’ zacelit'.

Predstavte si vase jablko normalne PRED sebou. Teraz si ho predstavte NAD sebou, VPRAVO,
VLAVO, PRED sebou, ZA sebou a znovu PRED sebou. M4 vaSe jablko stopku? Ak nem4, tak mu
ju dorobte. Mate teda pred sebou jablko so stopkou. Chyt'te ho pravou rukou za stopku a mierne ho
naklonte doprava. Vyborne, vyborne, vyborne. Pravou rukou stale drzite mierne naklonené jablko
a teraz skuste 'avou rukou pomaly roztocit’ jablko smerom k sebe. Zoberiete 'avy bod jablka a idete
s nim k sebe, doprava, dozadu a dolava. Pustite jablko oboma rukami, ale nechajte ho vznasat’ sa
v priestore a nechajte ho aj tocit’ sa.

Akej farby je vade jablko? Skuiste mu zmenit’ farbu. Predstavte si ZLTE, naklonené, togiace sa
jablko, ZELENE, CERVENE, STRAKATE a teraz MODRE. Ak sa vam to podarilo, (aj ked’ nie)
modzete zmenit’ tvar jablka na gulu. Ti z vas, ktori si myslia, Ze je to teraz model zemegule myslia
spravne.

Moézete OTVORIT OCL

Existuje domnienka, Ze uz davno pred Kopernikom a Brunom za ¢ias starovekého Grécka neja-
ky rol'nik prisiel na to, zZe sa neto¢i Slnko okolo Zeme, ale Zem okolo Slnka. Zamyslime sa podobne
ako on. Zaujimat’ nas bude najmé trojuholnik Slnko, Mesiac, Zem. Uvedomte si, ze ked’ je spln,
znamena to, ze uhol Slnko, Mesiac, Zem je vel'mi maly. Naopak ak je bezmesacna noc, teda nov,
uhol Slnko, Mesiac, Zem je takmer 180°. Nas vSak zaujima pripad, ked’ je osvetlena prave polovica
mesiaca. Aky velky je uhol Slnko, Mesiac, Zem v tomto pripade? (Cakam odpoved’ 90°) Ak nie je
vSetkym jasné, preco 90°, vytvorim model, najlepSie z nejakych I'udi. Vyborne. Mame teda pravou-
hly trojuholnik Slnko, Mesiac, Zem, s pravym uhlom pri vrchole Mesiac. Je velmi zaujimavé, ze
niekedy vidno na oblohe zo Zeme tak Mesiac ako i Slnko. (znazornime na modely) Spominany rol-
nik si to pravdaze vS§imol a dokonca sa mu podarilo tento uhol aj zmerat’. Hadajte, aky uhol nameral
v trojuholniku Slnko, Zem, Mesiac (SZM) pri vrchole Zem? (o¢akdvam odpoved’ 90°, respektive
takmer 90° napriklad 89°). Skuste si v mysli nakreslit’ trojuholnik, ktory bude mat’ uhly (90°, 89°,
1°). Tvrdenie je potom jednoduché:
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Ak sa zo Zeme javia Slnko i Mesiac ako rovnako vel'ké kotuce, ale su vrcholmi vel'mi natiahnu-
tého trojuholnika, tak Potom musi byt Slnko strasne obrovské v porovnani s Mesiacom. Velkost’
Zeme a Mesiaca je viak radovo rovnaka a preto je Slnko ovela, ovela vidsie ako Zem. Dalsia
uvaha rolnika hovori, Ze by bolo potom dost’ ¢udné, keby takd mald Zem bola stredom vesmiru,
a také vel'ké Slnko obiehalo okolo nej. Skor to bude naopak, teda Slnko bude v strede a Zem bude
obiehat’ okolo neho.

Dnes uz vieme, Ze to tiez nie je uplna pravda. Ak chceme uvazovat' v inercialnej vzt'aznej
sustave (tam plati F= m*a), tak v ststave (Slnko, Zem) sa to¢i Zem okolo spolo¢ného t'aziska a tiez
i Slnko sa to¢i okolo spolo¢ného taziska Slnka a Zeme. Heliocentricky model je pre predstavu
priatelnej$i, lebo taZisko Zeme a Slnka je aj tak tesne pri Slnku, ¢i dokonca priamo v Slnku.
(samozrejme, Ze nie v strede) Nasleduje demonstracia a nasledné vytocenie byvalého triedneho,
pana Jodasa.

Nasou ulohou teraz bude vytvorit’ spolo¢ny ¢o najvernejsi model slne¢nej sustavy (Slnko, Zem
Mesiac) a preto sa snazte spomenut’ si na ¢o najviac faktov, ktoré o tom poznate a potom sa ich
budeme snazit’ zapracovat’. Dafam, Ze ste eSte nezabudli na nasu Zem — Jablko. Ocakavam, ze den
ma 24 hodin, mesiac ma 28 dni, rok ma 365 dni. Mesiac vidno zo Zeme vzdy z rovnakej strany.
Zemska os je vychylend, teda nie je kolmd na priamku Slnko Zem. Zem obieha okolo Slnka po
elipse. Zem je bliZSie pri Slnku v zime ako v lete. Po splne vidno C po nove D z Mesiaca. Zem sa
to¢i zo zapadu na vychod. Vzdialenost Zem — Slnko je asi 500 svetelnych sekund a vzdialenost’
Zem — Mesiac je asi jedna svetelnd sekunda. (Vytvorime 'udsky model, bud’ spolo¢ny alebo v troji-
ciach.) Mesiac sme doteraz pouzivali ako dekorativny doplnok a ¢o sa tyka odhadu casu podla
hviezd, nehra v nom ziadnu rolu. Dufam, Ze mu to nebudete zazlievat. Teraz mdéZeme na Mesiac
uplne zabudntt. Vratme sa teda k naSmu modrému jablku, k nasej Zemi.

Zem sa neustale to¢i okolo svojej vlastnej osi a jej os ukazuje stale na Severku, Polarku alebo
vecernicu. Oc¢akavam opravu, Ze ve€ernica je Venusa a nie Severka. V modeli pouZijeme namiesto
Severky vzdialeny vrchol kopca alebo vrchol vysokého stromu. Zemska os je napriklad ruka
ukazujuica na Severku. Treba si uvedomit’, ktorym smerom sa to¢i obloha a na nej i vSetky hviezdy.
Na severnej pologuli je pohyb oblohy proti smeru hodinovych ruciciek. Na juznej pologuli je pohyb
oblohy v smere hodinovych ru¢i¢iek. Dalsie tivahy budeme robit’ uz len na severnej pologuli. Ak
zatial’ neuvazujeme pohyb Zeme okolo Slnka, tak o jeden deni bude vyzerat’ hviezdna obloha tplne
rovnako. Teda za 24 pozemskych hodin sa hviezdy otocia o 360° a teda o 12 hviezdnych hodin. Ak
sa teda hviezdy posunt o 2 hviezdne hodiny, znamena to, Ze v skuto¢nosti presli hodiny 4.

Prednaska pokracuje vnutri: (ako pomocky doporucujem pero a papier)

Co st to vlastne hviezdne hodiny a ako sa pomocou nich odhaduje ¢as? Mame velké §tastie, Ze
mame jasné suhvezdie Vel'kého voza, ktorého dve posledné hviezdy smerujui na Severku. Tieto dve
hviezdy z Velkého voza tvoria malu rucicku hviezdnych hodin a Severka je prirodzene stredom
hviezdnych hodin. Ak sa hviezdne hodiny posunu o jednu hodinu, v skuto¢nosti presli hodiny dve.
Ak bolo na hviezdnych hodindch 1.7.2003 o0 23:00 hod. hodin devét, tak o polnoci bude kolko
hodin? (pdl deviatej) Kolko hodin bude na hviezdnych hodinach o piatej rano? (Sest) A naopak
kol'ko bude hodin, ak na hviezdnej oblohe bude sedem? (3:00)

Pre kratkodobé odhady teda mézeme pisat’, Ze:

Cas = (Konstanta(1.7.) - 2*Hviezdny ¢as ) mod 24

23 = (Konstanta(1.7.) - 2%*9 ) mod 24
1.7.2003 o 23:00 bolo 9:00 — hviezdneho ¢asu

41 = Konstanta(1.7.) Potom plati pre d’alSie priklady
0 = (41 — 2*8,5 )mod?24

5 = (41 - 2%6 ) mod 24

3 = (41 - 2%7 ) mod 24
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Ak uvazujeme aj obiehanie Zeme okolo Slnka musime si uvedomit’, ze ak bolo 1.7.2003 na
hviezdnych hodinach 0 23:00 (Cas) devit (Hviezdny &as) tak 1.1.2004 budi o 23:00 (Cas) tri
(Hviezdny cas), lebo za denl neratame otoCku o 360°, ale od poludnia do poludnia teda (360+1/360)°
inak by bolo povedzme v lete o 12:00 poludnie — defi a v zime o 12:00 by bola polnoc — noc.
Kedze takyto fenomén nepozorujeme, plati zrejme tvrdenie predchadzajuce.

Kazdy den sa teda pohne obloha o 1/360°. Z pozorovania sa zistilo, Ze pocas roka sa obloha na
severnej pologuli postva takisto proti smeru hodinovych ruci¢iek (pozerajic zo Zeme na Severku).
Ak teda pozname Konstantu(1.7.) lahko vypocitame Konstantu(1.1.) 1 iné Konstanty.

Plati napriklad, ze:

Konstanta(1.1.) = Konstanta(1.7.) - 12+24 = 53
KonStanta(1.8.) = Konstanta(1.7.) — 2 = 39
Konstanta(1.4.) = Konstanta(1.7.) — 18 +24 = 47

Kazdych 30 dni sa hviezdny ¢as zmensi o 2 hodiny a preto na o 1 dent sa zmensi konStanta
o 1/15 ¢o je 2*(1/30).

Ak ma potom niekto potrebu zovSeobecnit’ konstantu, tak ak pd si ozna¢ime poradie dna v ro-
ku, d deft v mesiaci, m mesiac, h¢ hviezdny Cas, tak

Cas = Konstanta — 2%(h&+pd/30)
Cas = Konstanta — 2*(h¢+ {30 * (m—1)+d} /30)
Cas = Konstanta — 2*(h¢+m-1+d/30)

Tuato vSeobecni Konstantu dopocitame z 'ubovolného pozorovania. Podl'a presnosti pozorova-
nia potom budi vychédzat’ aj odhady ¢asu. 1.7.2003 som pozoroval, nie Uplne presne, na hviezdnej
oblohe 9 hodin. Moja Konstanta teda bude:

Cas = Konstanta — 2*(hé¢+m-1+d/30)
23 = Konstanta — 2*O9+7-1+1/30)
Konstanta = 53,03

Nesmieme vSak zabudnut, Ze v lete mame SELC (stredoeurépsky letny ¢as) a v zime SEC.
Tu plati jednoduchy vzt'ah SEC = SELC — 1

Zimna Konstanta = 52,03

Mohlo by sa zdat’, e vzorec pre odhad &asu sa bude menit’ aj zo zemepisnou §irkou, &i dizkou.
A naozaj to tak aj je. Ak budeme na druhej strane severnej pologule, tak na hviezdnych hodinach
neuvidime 3 hodiny ale 9 hodin, ¢o sposobi posun o 12 hodin. Na Zemi v§ak mame Casové pasma
a preto nam zemepisna dizka nespravi vicsiu odchylku v odhade ¢asu ako 1 hodinu. Co sa tyka
zemepisnej Sirky, ta takmer nevplyva na odhad, aj ked’ isté nepresnosti spdsobuje, hlavne v okoli
severného magnetického polu. *

Na obrazku je Severka a Velky voz.

Hviezdne hodiny ukazuji Sest’ hodin. * i?
Sipka ukazuje smer pohybu hviezdnych hodin.

Prajem vam prijemné pozorovania hviezdnej oblohy. j

e-mail: masaryk@ingenium.sk
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PRECO SA BOJIME CHYBY? (PRIPRAVA DIELNE)

Anna Michalcova, Gymnazium L. Stiara, Zvolen

Errare humanum est.
Mpylit’ sa je Pudské.

Uvod

Chybu pocitujeme ako jav neziaduci. V beznom Zivote, ale najmd v Skole. Snazime sa chybam
vyvarovat’, a ked’ sa objavia, rychlo ich korigovat. To sa vztahuje ako na ziakov, tak aj na nas, uci-
telov. Na druhej strane ale vieme, ze bez chyb by skuto¢ny pokrok vébec neexistoval. Ked’ sa
batol’a uci chodit’, nutne musi padat’. Dokonca mozno povedat, Ze ¢im CastejSie padd, tym skor zac-
ne chodit’. Popisana disharmonia — bojime sa toho, o ndm poméha napredovat,, je predmetom na-
Sich d’alSich uvah.

Vyskum, ktorého vysledky v d’alSom uvadzam, sa rozbehol na jar v roku 2000, ale zakladné
myslienky, ktorymi bol vyskum orientovany a ktoré pochddzaju od Vita Hejného, st d’aleko starsie,
niektoré z roku 1943. Po prvy raz som suhrnne o tejto problematike prednasala vo februari 2002 na
Pedagogickej fakulte v Prahe (Michalcova, 2002).

Impulz k vyskumu, ktory popiseme, vzisiel z jednej skutoénej prihody. Udiala sa v mojej triede.
Vyskum prebiehal potom i v inych triedach na Slovensku, v Cechach a v Pol'sku. Metodiku vysku-
mu rozpracoval M. Hejny s podporou vyskumného zameru VZ J13/98/114100004 a grantu GACR
406/02/0829. V ramci tychto grantovych projektov boli na Pedagogickej fakulte v Prahe uskutoc¢ne-
né i d’alSie tematicky blizke vyskumy (pozri literatiru). Stcast'ou vyskumu boli aj seminare a dielne
uskutocnené s ucitel'mi.

Zamer ¢lanku

Spolo¢nost’, ktord sa pravidelne stretdva na letnej Skole Pytagoras, predstavuje velky potencial
ako v oblasti intelektualnej sily, tak v oblasti pedagogickych sktisenosti. Je preto pochopitelné, ze
v tomto prostredi je mozné pre dany vyskum ziskat’ d’alSie podnety a informécie. Rada by som v ro-
ku 2004 pripravila dieliiu, ktorej cielom by bolo mobilizovat’ existujuce skusenosti kolegov, ziskat’
cenny prikladovy materidl a inSpiracné impulzy. Verim, Ze asponl niektori kolegovia si najdu cas
nazriet’ do tohoto ¢lanku a prist’ na stretnutie Pytagoras v roku 2004 s peknymi pribehmi a napadmi.

Vstupny pribeh

Na jar roku 2000 som v 1. ro¢niku nasho Stvorroéného gymnazia riesila tento didakticky prob-
1ém. Matematicky Sikovny chlapec Miro, ktorého reakcie v triednych diskusiach boli pohotové
a presné, sustavne robil v pisomkach mnoho chyb. Sdm bol z toho nestastny. Hl'adala som sposob,
ako mu pomdct’. V tej dobe sme s M. Hejnym pracovali na knizke Hejny, Michalcova, (2001), tak
som ho poziadala o radu. Problém nés oboch zna¢ne zaujal a prof. Hejny pripravil projekt vyskumu,
zameran¢ho na fenomén ,,chyba®, pricom prvé otazky, na ktoré sme hl'adali odpoved’, sa tykali vni-
mania chyby ziaka ¢i ucitel'a ziakmi ¢i ucitelmi. Jednalo sa o pokraCovanie vyskumu, ktory uz
v Sest'desiatych rokoch zah4jil Vit Hejny.

Zacdiatky vyskumu

Moja spolupréca na vyskume zacala v jeseni roku 2000, ked’ som viedla dvojdiiovy seminér
MC Banska Bystrica najprv vo Zvolene, potom v Ziline. Na seminaroch sa zicastnilo asi tridsat
ucitelov matematiky strednych a zakladnych §kol. Ugastnici boli poziadani, aby si so sebou prinies-
li niekol’ko pisomiek vlastnych ziakov s tym, Ze ziacke prace budu predmetom spolo¢nych analyz.
Ukézalo sa, Ze pojmu analyzovat chybu ziaka ucitelia rozumejii v zmysle — poukézat’ na chybu
a navrhnut, ako Ziakovi vysvetlit' spravny postup. Len vel'mi pomaly prijimali ucitelia nasu vyzvu
hl'adat’ pri¢iny ziakovho chybného myslienkového postupu. Bolo potesSitelné evidovat, ze skoro
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vSetci ucastnici prijali tézu o didaktickej zavaznosti skumania ziackych chyb, ale len maly pocet
z nich bol schopny uz v priebehu seminéra takato analyzu samostatne uskutoc¢iovat’.

Zaciatkom septembra 2001 som urobila prvy experiment so ziakmi 1. ro¢nika Stvorro¢ného
gymnazia. Ziaci pisomne formulovali svoje ndzory na chybu, ktorej sa dopusti Ziak alebo ugcitel’, aj
na chybu ¢loveka vo vSeobecnosti. Z analyzy Ziackych odpovedi vyplynulo viacero zaujimavych
skutoc¢nosti, medzi nimi dve, ktoré tu uvediem: za najzavaznejSiu chybu ucitel’a povazuju ziaci to,
ked’ zosmiesiuje Ziakov, ked ich ironizuje. Skolsku chybu st Ziaci skor ochotni tolerovat ugitelovi,
ako sebe alebo spoluziakovi. O vysledkoch analyz som informovala Ziakov tyzden po tom, ¢o do-
taznik pisali. Zdoraznila som, Ze ani trestanie, ani zhovievavé odpustanie nepovazujem za najlepsiu
reakciu na chybu. Podl'a ndsho nazoru najlepSia reakcia na chybu je jej analyza s cielom ziskat’
z chyby poucenie (blizsie o troch uvedenych pristupoch k chybe pozri Hejny, 2001a).

Na konci novembra 2001 a zac¢iatkom februdra 2002 som viedla dielne pre ucitel'ov.

Priprava seminara 28. 11. 2001

V pozvanke na seminar dostali ucastnici dva podnety k zamysleniu:

zoznam didaktickych chyb, ktory vytvorili pol'ski u€itelia (pozri Domoradzki, Hejny, 2002)

nasledujuce tri vyzvy:

= Pozrite si zoznam chyb, ktoré vo svojej praci nasli pol'ski ucitelia — elementaristi. Rozmysli-
te si, ktoré z tychto chyb povazujete za najzavaznejsie, ktoré za podruzné a preco.

= Zamyslite sa nad vlastnymi chybami a hl'adajte medzi nimi takq, ktord v pol'skom zozname
nie je.

= Napiste struény pribeh, v ktorom vyrozpravate skusenost’ s chybou ucitel'a. Moze to byt’ pri-
beh, v ktorom Vy vystupujete v roli ucitel’a, ¢i v roli ziaka alebo iba v roli pozorovatela.

N —

Zoznam chyb od pol'skych uéitel’ov

Pol'sky vyskumnik Dr. S. Domoradzki (Univerzita Rzeséw) urobil anonymny prieskum medzi
ucitel'mi prvého stupna, tykajuci sa toho, ako oni sami vnimaju vlastné metodické chyby. Vysled-
kom jeho badania je rozsiahly zoznam, z ktorého vyberdme nasledovné polozky:

1) Som ure¢nena.

2) Moralizujem (nabadam ziakov k intenzivnejSej praci).

3) Kladiem si re¢nicke otazky, na ktoré sam odpovedam.

4) Na opakovacich hodinach sa malo pytam.

5) Prilis rychlo vysvetlujem (inStruujem).

6) Odpovedam za Ziaka.

7) Skacem ziakovi do reci.

8) Som netrpezliva, ked’ ziak neSikovne rysuje na tabul'u; radSej rysujem sama.

9) Nemam dost’ trpezlivosti so slabymi ziakmi.

10) Otazky deti typu ,,mam pisat’ do zoSita?, farebne?, podtrhavat?...” ma rozcul'uju (4. trieda).

11) Rychlost’ vykladu urc¢ujem podla dobrych ziakov. Neskoro zistim, Ze slabi Ziaci nechapu a po-
tom opakujem vyklad.

12) Prili§ vel'a Casu venujem slabym ziakom.

13) Nevsimam si uroven slabych ziakov.

14) Mam vycitky svedomia, ze necham slabych ziakov prejst’.

15) Nedosledna kontrola ziakov.

16) Som zhovievava k dobrym ziakom, mnoho im toho prepacim.

17) Pri kontrole domacej tillohy si nev§imam, ¢o ziak napisal.

18) Som prili§ zhovievava, neddvam patky, bojim sa pytat’ slabych ziakov.

19) P6sobi na mna pocasie. Pri vysokom tlaku pracu urychl'ujem, pri nizkom spomal’ujem.
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Priebeh prvej ¢asti seminara 28. 11. 2001

Celodenného semindra v Banskej Bystrici sa zacastnilo 11 ucitelov strednych a zakladnych
§kol. V prvej Casti som viacej rozpravala ja o roznych nazoroch na jav chyby, ¢i uz v beznom zivote
alebo v skole. V druhej Casti presla aktivita na ucastnikov.

VSeobecné nazory roznych autorit, najmi tri zdkladné pristupy k chybe — starozdkonny, novo-

zakonny, anticko-judaisticky som ilustrovala na troch pribehoch. Pribeh Dano je prevzaty z (Hejny,
Michalcova, 2001, str. 29). Pribehy Oldfich a Patrik su prevzaté z (Hejny, Kufina, 2001).
Pribeh Oldfich. Zitra bude Oldfich psat rozhodujici pisemku. NapiSe-li ji aspoil na dvojku, bude mit
na vysveédceni samé jednicky. NapiSe-li ji hiife, bude mit na vysvéd¢eni z matematiky dvojku a ro-
di¢e mu nekoupi horské kolo, po kterém velice touzi. Cely den sedi Olda nad u¢enim, ale nemtize se
soustfedit. Myslenky mu tékaji, ma strach. V noci ma tézké sny a rano se citi nemocen. Ma teplotu
38,1° C. Zustane doma, pisemku psat nebude. Vi, Ze kolo nedostane, ale to je mu uz jedno. Hlavné,
ze odeznél strach z netispéchu.

Mo6j komentar (podl'a citovanej literatiry). Osudovost’ situdcie pripomina osudova klimu hriechu zo
Staré¢ho zékona. To nie je dané pisomkou, ale ostro postavenymi okolnost'ami, ktoré¢ tvoria prisny
a ,,spravodlivy” ucitel’ a perfekcionalisticka rodina — t4 najma. Pévodny Oldfichov ciel’ — ziskat’ bi-
cykel — bol v désledku tlaku osudovosti nahradeny cielom vyhnut sa stresovej situécii, nadobudnut’
opit’ duSevnll rovnovahu.

Pribeh Dano. Prvak Dano na otazku pani ucitel’ky ,,Kol'ko je Sest’ a sedem?” po kratkom véhani po-
vedal ,,pédtnast™. Ucitel’ka karavo povedala: ,,Dano, Dano, uz by si sa to mal naucit’! Pozri na Dianu.
T4 to uz pred mesiacom vedela, ako ked bicom plieska. A ty?” Dano stal so sklonenou hlavou.
Povedal: , Ked’ ja to bez prstov neviem,” a rozplakal sa. Ucitel’ka ho povzbudzovala: ,,Si Sikovny
chlapec, ked budes chciet’, naucis sa to.*

Diskusia. Druhy pribeh som uz neanalyzovala a vyzvala som Uc¢astnikov, aby sa pokusili charakteri-
zovat reakciu ucitel’ky na Danovu chybu a navrhnut’ pripadné lepsie pokracovanie. Po¢inanie uci-
tel’ky jednoznacne charakterizovali ako novozdkonné — chlapca pokarhala, a potom mu odpustila.
Zhodli sa aj v tom, ze ucitel’ka nemala chlapca karhat’, ale vyzvat' ho, aby na pocitadle vypocet
preveril. Zakaz pocitania na prstoch vSetci povazovali za vaznu didaktick(l chybu ucitel’ky. Toto
spontanne stanovisko ma potesilo a sposobilo, Ze som sa sama dopustila didaktickej chyby.
Nevyuzila som moznost’ opytat’ sa na nasledky chybného pristupu ucitel’ky a sama som tato mys-
lienku povedala: ucitel’ka nasilne narusuje prirodzeny kognitivny vyvoj chlapca, nedovol'uje mu
budovat’ aritmetické predstavy a nuati ho nahradit’ ich pamédt'ovym zaznamom — vedie ho k formal-
nemu poznavaniu. Nevyuzila som ani Sancu opytat’ sa na pric¢iny, ktoré vedu ucitel’ku k tomuto
chybnému didaktickému pristupu. N&§ ndzor na tuto situaciu je uvedeny v (Hejny, Michalcova,
2001, str. 29, 30) a v (Hejny, Kufina, 2001, str. 95, 117, 118).

Pribeh Patrik. Pfi hledani souctu Sesti ¢isel 4, 12, 15, 3, 1, 7, napsanych na tabuli vSichni zaci druhé
ttidy pficitali postupné ¢isla zleva doprava: 16, 31, 34, 35, 42. Patrik pocitani pterusil vykiikem, ze
je to 45. Na dotaz ucitelky ukézal, jak to pocital: secetl 15 + 4 + 1 = 20, pak 12 + 3 = 15, dohroma-
dy 35, dale 3 + 7 .... Ted se zarazil. Objevil, Ze ¢islo 3 pocital dvakrat. Chvilicku mlcel, pak fekl to
je spatne. Ucitelka presto hocha pochvalila a tekla, ze sikovné pocitani ,,na preskacku* miize
urychlit praci. Jen je nutno dat pozor, abychom pocitali kazdé cislo a Zadne nepocitali dvakrat.
Muizeme si napriklad pocitand cisla zaskrtavat. Pak pozadala hocha, aby nasel soucet pomoci své

.....

Diskusia. Vyzvala som kolegov, aby posudili konanie ucitel’ky. V tomto pripade bolo hodnotenie
ucitel’ky ucastnikmi vel'mi pozitivne. Niekol’ko minatovu diskusiu mozno sumarizovat’ do Styroch
téz:

1. Utitelka spravne oddelila napadity Patrikov objav a jeho chybnu realizaciu.
Spravne hierarchicky nadradila objav nad chybou.
K chybe pristupila v duchu anticko-zidovskom, analyzovala jej pri¢iny a poradila chlapcovi,
ako sa chybe v budtcnosti vyhnut'.
4. Povzbudila do buducnosti ostatnych ziakov, aby sa nebali svoj objav ukéazat’.

bl
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Priebeh druhej ¢asti seminara 28. 11. 2001

Ciel'om druhej Casti seminara, dielne, bolo mapovanie a hierarchizacia didaktickych chyb ucite-
I'ov. Bolo mozné hned’ zacat’ s analyzou chyb z pol'ského zoznamu, ale obavala som sa, Ze prilisna
vSeobecnost’ takej prace by nebola dobrym zacCiatkom dielne. Preto som zvolila trochu iny pristup.
Rozdala som ucastnikom Pribeh Albert a poziadala som ich, aby sa pokusili vypisat’ didaktické
chyby, ktorych sa ucitel’ka Astrova dopustila a aby tieto analyzovali. Rovnaky postup urobime aj na
nasej dielni v roku 2004. Pribeh prevzaty z knizky (Hejny, Kufina, 2001, str. 21-26) dostanu vSetci
ucastnici.

Ucitelia vytvorili nasledujici zoznam chyb:

Chybala pochvala za rychlost’ a spravnost’.
Skakanie do reci ziakovi.
Vnucovanie vlastného nazoru.
Nevhodné napominanie.

Ziak v roli zapisovatela, nie riesitela.
Odpoveda si sama.

Nezaujima sa o nazor triedy.
Nepripusti nazor ziakov.

Odmena slepej poslusnosti.
Zaskatul’kovanie zZiaka.

Nepriznanie si vlastnej chyby.
Znevazenie ziaka.

Direktivnost’.

Kladie doraz na malickosti.
Hodnotenie v mene celej triedy.

Po dlhSej diskusii, v ktorej porovnavali mieru zadvaznosti jednotlivych chyb, Gi€astnici seminara
spolo¢ne sformulovali dve najdominantnejSie chyby ucitel’ky Astrove;:
e Nezalezi jej na det'och.

e Znevazuje pracu deti.

Vyzva porovnat’ na§ zoznam s pol'skym zoznamom chyb, nenasla u ucastnikov odozvu. Chyby,
ktoré nachadzali v pol'skom zozname povazovali za podruzné. Radsej zvolili formu skupinovej pra-
ce a snazili sa vytvorit’ zoznam najzavaznejsich ucitel'skych chyb a tieto prepojit’ na prislusné spo-
locenské, kultirne, mravné hodnoty a edukacné ciele.

Vysledok skupinovej prace bol sumarizovany na tabuli nasledujicim zoznamom:

Znevazovanie ziakov.
Direktivnost’ postupov.
NeumozZnenie vyjadrenia.
ZaSkatul’kovanie.

Absencia pochval.

Nepriznanie vlastnej chyby.
Ststavné moralizovanie.
Vyklad bez spétnej vizby.
,Neodbornost™ — je chyba?
Nedostato¢na priprava — flakac.

Posledné dve polozky tohto zoznamu sa ukazali ako diskutabilné, niektori kolegovia povazovali
ich zaradenie do tohto zoznamu za nepatri¢né. Vraveli, ze ich charakter sa od predchadzajucich
osmich poloziek dost’ zna¢ne odliSuje.

O hodnotach a edukacnych ciel'och, prepojenych na jednotlivé chyby horného zoznamu sa
v podstate nediskutovalo. Uastnikom nebolo jasné, o akil analyzu ich ziadam a ja som sa rozhodla
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odsunut’ tento vazny bod nasej prace na februdrovy seminar. Diskusia o chybach uvedeného zozna-
mu mala vSeobecnejsi charakter, ale viedla k zaujimavym zaverom:

= VSeobecne popisand chyba je vel'mi vagna. Treba poznat’ okolnosti, vek ziaka, aj osobnu cha-
rakteristiku ucastnikov interakcie.

= Takéto diskusie su pre uéitela podnetné a potrebné. Zial’, podobnym diskusiam sa asto vyhy-
baju prave ti ucitelia, pre ktorych by tcast’ na podobnom semindri mohla priniest’ najvacsi osoh.
Jeden z ucastnikov v zadverecnom hodnoteni uviedol:

»Nielenze si priznat’ chybu, pod’akovat’ sa za upozornenie, ale ju aj analyzovat’ (¢o bolo pre mma

novinka) pred ziakmi.* Tento kolega aj v zavere semindra vystizne sumarizoval pocit nas vsetkych,

ked’ povedal, Ze hlavnym edukaénym cielom ucitela mé byt nezistna laska a St’astie deti.

Zaver

Uvedené myslienky a nazory kolegov — ucitelov budi vychodiskom nasich uvah. Zavazny
problém, ktory sme v popisanej dielni vobec neriesili, je vyvoj, ktorym prechddza vnimanie chyby
vo vedomi nasho ziaka od prvej triedy az po absolvovanie vysokej Skoly.
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PRIESTOROVA PREDSTAVIVOST A VYUCOVANIE
Eva Pavelova, KDG Svf TU, Kosice

Hybnou silou matematickej tvorivosti nie je usudzovanie, ale predstavivost.
A. de Morgan

Geometria je akymsi konickom, ktorého nam dala priroda,
aby nas potesoval a zabaval v temnotach.
d’Alembert

Uvod

Medzi najtazsie ulohy, ktoré sa precvicuju na cvi¢eniach DG, patria ulohy o rezoch a prieni-
koch telies. Student k ispesnému rieeniu takejto Gilohy potrebuje okrem inych aj:
1. vedomosti o telesach
2. vedomosti o vzajomnych polohovych vlastnostiach priamok a rovin
3. poznatky o principoch premietania
4. priestorovl predstavivost’ na dostato¢nej Grovni
Ukazuje sa, ze vedomosti Studentov z geometrie st z roka na rok slabsie a formalnejsie. Predpokla-
dame, Ze nedostatky Studentov mdézu spdsobovat’ mnohé faktory, napr.:
1. zniZenie poétu vyucovacich hodin venovanych stereometrii na ZS a SS
2. na SS sa znizilo alebo uplne vyluéilo vyuéovanie deskriptivnej geometrie
3. uditelia matematiky nemaju kladny vzt'ah ku geometrii a tlohdm zo stereometrie
4. Studenti ziskavaju formélne vedomosti
Studenti sa po¢as semestra naucia riesit’ dané ulohy, no v mnohych pripadoch opit’ len formélne.
Preto je potrebné predist’ tomuto stavu. Na ZS pouzivat’ vo vi¢Sej miere modely telies, nechat’ Zia-
kom c¢as na pochopenie daného uciva, rozvijat' priestorovll predstavivost a vhodnou motivaciou
ukazat’, kde sa vyuziju vedomosti z geometrie v praktickom zivote.

Priestorova predstavivost’

Priestorova predstavivost’ je zavedena v mnohych publikaciach a vedeckych pracach roznymi
sposobmi. V psychologickej literatire je popisovana ako stucast’ inteligencie (priestorova inteligen-
cia). Schopnost’ vytvorit’ si predstavu o priestorovom usporiadani sveta/objektov a pracovat’,
tvorit’ vyuZivajic tuto predstavu je priestorova predstavivost’ (Atkinson, R.L.et al: Psychologie.
Victoria Publishing, Praha 1995). Kazdu schopnost’ je mozné rozvijat’ a zdokonal'ovat. Ucitelia,
zadévanim vhodnych tloh, poméhaji ziakom a Studentom dosiahnut’ jej vysSiu uroven. Je tiez dole-
zité zadéavat’ ulohy, ktoré su primerané veku a spravne motivovat’ ziakov. My sme sa pokusili tiloha-
mi nadviazat’ na prakticku skusenost’ deti, ktort ziskali pri hrach so stavebnicami r6zneho typu.

Geometria a priestorova predstavivost’

Rozvijat’ priestorovi predstavivost’ je mozné a potrebné aj na prvom stupni ZS. Psychologia
tvrdia, ze st dve obdobia vo vyvoji dietat’a, ktoré su pre rozvoj priestorovej predstavivosti najvhod-
nejsie. Prvé je v 5. a 6. roku Zivota a druhé medzi 10. az 14. rokom. Z tematickych planov a osnov
pre vyudovanie matematiky od prvého po piaty roénik ZS je vidiet, Ze sa kladie doraz na osvojenie
si u€iva z planimetrie. Len okrajovo sa venuje pozornost’ stereometrii. Stereometria nastupuje az na
druhom stupni ZS. Toto rozloZenie zodpoveda ontogenéze i fylogenéze. Myslime si, e mnohé tlo-
hy zo stereometrie mozu rieit’ Ziaci uz v niz§ich roénikoch ZS. Prvy roénik kladie na dieta velka
zéataz, hlavne prechodom do nového prostredia a nutnosti naucit’ sa ucit’ sa. V druhom ro¢niku sa
dieta stabilizuje a adaptuje na Skolské prostredie. S ulohami na rozvoj priestorovej predstavivosti
z tychto dovodov sme zacali az v trefom ro¢niku. Pokusili sme sa skompletizovat’ tllohy, ktoré sa
vyskytuju v stereometrii a rozdelili sme ich do skupin podl'a spdsobu zadania a predpisu na rieSenie.
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Ulohy zo stereometrie — rozdelenie do skupin

Delenie podla sposobu zadania ulohy

uloha zadana modelom
uloha zadana obrazkom
uloha zadana verbalnym — popisom
uloha zadana pisomnym — popisom

TAame I~

N

Delenie podla sposobu rieSenia

1. riesenie modelom

2. rieSenie obrdazkom — (delenie podla manudlnej zrucnosti v kresleni):
a) ziak nekresli, vybera spravnu moznost z narysovanych rieseni
b) Ziak dokresluje do neuplného riesenia
¢) zZiak narysuje (nakresli) riesenie

3. rieSenie verbdlnym zdoévodnenim (opisom)

4. riesenie pisomnym zdovodnenim (opisom)

5. rieSenie vypoctom

III. Delenie vzhladom na pohyb v priestore

a. teleso nemeni polohu a nemeni sa ani pohlad nan

p. teleso meni polohu & — rotuje okolo svojej osi
& —  kotulasa
¥ —  rotuje a kotula sa sucasne,

ale nemeni sa pohlad nan
meni sa pohlad na teleso, ktoré nemeni polohu
teleso meni polohu a meni sa aj pohlad nan

&R

Typy tloh sme podla tohoto delenia rozpracovali pre jednotlivé vekové skupiny. V kazdom ty-
pe ulohy je mozné zmenou zadania, alebo predpisanym spdsobom rieSenia, dosiahnut’ iny stupeini
naroc¢nosti. Tymto sposobom sme vytvorili sériu propedeutickych uloh, ktoré predchadzaju tloham
o objemoch a povrchoch telies, rezoch a zrezanych telesach, pohybe v priestore a zobrazovaniu te-
lies do roviny. Niektoré z nich sme odskusali so Ziakmi v trefom roéniku ZS v $kolskom roku
2002/2003. V d’alSom skolskom roku chceme v tomto procese pokracovat.

Tretiaci ZS a stereometria

V tretfom roéniku ZS sme sa po dohode s vyudujiicou rozhodli zaviest' jednu vyuéovaciu hodi-
nu dvakrat do mesiaca zameranu na ulohy, ktoré rozvijaji priestorovll predstavivost (spontanna
stereometria). Ziaci tejto triedy boli velmi §ikovni a tak im pani uéitel’ka musela zadavat’ viac pra-
ce, aby boli vytazeni. Ked’Ze Ziaci v tomto ro¢niku poznaji kocku, no nemajt hlbsie vedomosti zo
stereometrie a maju problémy so zobrazovanim telies, tlohy sa rieSili hravou formou modelom
alebo obrazkami. Podl'a [1] md mechanizmus poznavacieho procesu 6 etdp: meotivicia, tvorba
separovanych modelov (ziskavanie skuisenosti), tvorba univerzalneho modelu, vznik poznatku,
jeho krystalizacia, automatizacia. My sme sa zamerali hlavne na prvé tri etapy.

Ulohy sme rozplanovali na jednotlivé vyu¢ovacie hodiny. V tomto ¢lanku uvadzame tilohy na koc-
kové telesa.

Zacali sme pracou s modelom kocky. Kazdé¢ dieta dostalo svoj model kocky a spolo¢ne sme popi-

sovali kocku (steny, hrany, vrcholy). Modely kocky mali r6znu vel'kost. Deti zhodnotili, Ze nech je
kocka akejkol'vek velkosti, ma vzdy rovnaky tvar a staly pocet stien, vrcholov a hran.
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Potom si kazdy ziak vyrobil svoj model kocky zo siete. Naucili sa vyrobit’ si zdkladny tvar siete od-
val'ovanim kocky po papieri a zakreslenim kazdej novej polohy steny. Dantl siet’ vystrihli a zlepili.
Pri zhotovovani siete sa ukdzali rozne stupne manudlnych zrucnosti pri obkreslovani, strihani a le-
peni modelu. Hotovy model bol pychou kazdého Ziaka.

V d’alSom kroku sme z kociek stavali stavby. Tie, v ktorych sa malé kocky dotykali stenami, sme
nazvali ,.,kockovymi” telesami. Ziaci boli rozdeleni do skupin a riesili r6zne tlohy:

O Podla predlohy (modelu) postav rovnaku stavbu.

O Na zaklade obrazku postav stavbu.

O Postav stavbu takého tvaru, ktora este nebola postavenda.
O Zisti pocet kociek, ktoré bolo nutné pouzit na danu stavbu.

Na nasledujucej hodine sme riesili ulohy typu:

O Mas rozne pocty (2, 3, 4, 5 atd’) malych kociek, postav z nich rozne stavby.
O Vytvor kocku, ktora je zlozenad z malych kociek.

V d’alSom kroku sme niektoré vystavané kockové telesa zlepili. Vytvorili sme aj vaésiu kocku, kto-
r4 bola zlepena z 8 malych kociek. Tu sme zistovali, ¢i je mozné zlepit’ velka kocku z 2,..., 7
malych kociek.

V tomto $tadiu sme presli od modelov k obrazkom. Ziaci riesili ulohy typu:

O Su osobitne nakreslené tri poschodia kockového telesa. Zakruzkuj spravne teleso, ktoré z nich
mozeme postavit.

O Wyfarbi roznymi farbami jednotlivé poschodia v telese. Ocisluj jednotlivé fazy vystavby telesa.
Spocitaj pocet stavebnych dielov. (Teleso bolo stavané z rdznych hranolov 1 kociek a bolo za-
kreslené v jednotlivych fazach stavania poschodi).

Spocitaj z kol'kych malych kociek je zlozené nakreslené kockové teleso.

Kocka je zlozend z 8 malych kociek. Zakruzkuj, ktoré zo zakreslenych kockovych telies dostane-
me, ak z nej vyberieme 1, 2, 3 alebo 4 malé kocky.

<SS <

V d’alsom kroku sme zaviedli pojem ,,mapa” kockového telesa. (Je to pohl'ad zhora na teleso — po-
dorys, v ktorom st &islom zapisané pocty kociek v jednotlivych stipcoch). Ziaci riesili Glohy:

O Prirad’ k nakreslenému kockovému telesu spravau mapu.

O Prirad k mape spravne kockové teleso.

O Doplin mapu, aby zodpovedala kockovému telesu.

O Zakresli mapu zobrazeného kockového telesa.

O Nakresli akékolvek kockové teleso a jeho mapu, ak je zloZené z 3 kociek.

Zadania Uloh mali ziaci predkreslené na pracovnych listoch a riesili ich samostatne. Mohli sa

pytat na ¢okol'vek, Co im bolo nejasné. Niektoré priklady z pracovnych listov predkladame na ukéz-
ku.
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Priklad 1.: Je dana mapa. Vyznac zakrazkovanim, ktoré teleso k nej patri.

5 c
N i
01 | -
I N
1 3 |1
3 A
I B c
2
1
]
Priklad 2.: St dané mapy a telesa. Prirad’ mapu a teleso, ktoré patria k sebe.
D N
A C
B E
=] F b
1] 1 2 1 3 4 2
T 1]
2 3 1
3|2 3 A
3 5 5 1 1 1
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Priklad 6.: Dokresli a dopli mapu telesa.

&
—
o
-]
. B

mapa:

Priklad 9.: Podl'a mapy dokresli teleso.

Zaver

Vsetky ulohy boli zadavané podl'a nasho rozdelenia niektorou formou z 1. — A, B, C, D. Aj
rieSenie sme vyzadovali v jednej z foriem II. — 1, 2, 3, 4, 5, vZdy s ohl'adom na vek deti. Pri kocko-
vych telesach sme v tomto roku nemenili pohl'ad ani polohu. Takéto tlohy st planované az v 4. roc-
niku. Ziaci riesili ulohy s radost'ou, po odovzdani pracovnych listov medzi sebou burlivo diskutova-
li.

Cielom nasho snaZenia bolo ukazat uitel’kam a Ziakom ZS, 7e matematika nie je len bezduché
pocitanie, algoritmus, vzorec a predpisany postup. Chceli by sme, aby obe skupiny spoznali radost’
z objavovania nového. Ucitel’kdm sme umoznili iny pohl'ad na vedomosti a schopnosti svojich Zia-
kov. Ziakom dali tilohy moZnost’ prejavit’ sa, ale hlavne naudit’ sa obhajit’ si svoje nazory a myslien-
ky.
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ILUSTRACE KONSTRUKTIVISTICKYCH PRISTUPU
K VYUCOVANI NA VYSOKE SKOLE!

Nad’a Stehlikova, Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova, Praha

Abstrakt: 'V tomto prispévku budeme ilustrovat na konkrétnim pripadu — objevovani vztahu mezi
afinnimi zobrazenimi a obsahem utvaru — konstruktivistické pristupy k vyuce matematiky na vysoké
Skole. Konkrétné se jedna o kurz analytické geometrie pro budoucit ucitele 2. stupné zakladni skoly
a stredni skoly, ktery je timto zpusobem vyucovan jiz nekolik let. Proces objevu zminéného vztahu je
podrobné popsan a okomentovan. V zaveéru jsou zhodnoceny nazory nékolika studentii na takto ve-
deny kurz.

Uvod — Kurz analytické geometrie

Konstruktivistické ptistupy (viz napt. Hejny, Kufina, 2001) k vyuce matematiky postupné pronikaji
do vyuky matematiky zdkladni a stfedni Skoly. I studenti — budouci ucitelé matematiky se s nimi
seznamuji v pfedmétu didaktika matematiky. Jen malo z nich vSak mélo moznost tento zptisob
vyuky prozit. Proto bylo na Pedagogické fakult¢ Univerzity Karlovy v Praze rozhodnuto zménit pod
vedenim prof. Hejného koncepci kurzu analytické geometrie pro budouci ucitele matematiky na
2. stupni zakladni Skoly a na stfedni Skole, vedeny do té doby tradi¢nim zpiisobem ,definice — véta
— dtkaz’, smérem ke konstruktivistickému zptisobu. Na této zméné se dale podilela autorka tohoto
piispévku a D. Jirotkovad. Zména mimo jiné znamenala vyraznou redukci obsahu kurzu a vétsi diraz
na hloubku porozuméni a proces abstrakce. Vzniklo skriptum Hejny, Jirotkova & Stehlikova
(1997), které pokryva obsah jednoho semestru vyuky analytické geometrie zaméfené na geometric-
ké transformace. Zakladni charakteristikou skripta je to, Ze na zacatku kapitoly nenajdeme piehled-
né sepsané definice, vty a dlikazy. VétSina vét je formulovana jako vysledek feSeni uloh, ptipadné
studentova samostatného objevovani. Teprve pak jsou dokazovany. Nékteré véty musi student for-
mulovat sam.

Skriptum je tedy primarné urceno jako banka tloh a doplnék prednasek. Neda se fici, ze by
vyuka kurzu byla kazdy rok stejnd. Naopak, Casto se smér uvah méni podle toho, kam zavede
studenty jejich vlastni zkoumani. Skriptum nebylo zpracovano tak, aby mohlo byt vyuzito jako refe-
renéni kniha pro vyhleddvani informaci. Jde o to, Ze student si ma vytvaret svou vlastni strukturu
poznatkll z analytické geometrie samostatnym zkouméanim a feSenim vhodné pfipravenych uloh.
Pokud béhem semestru nepracuje a chce se pfipravit ,tradicnim’ zpisobem na zkouSky (tedy na
konci semestru memorovat ucivo za cely semestr), je odsouzen k nezdaru.

Cilem kurzu neni naucit studenty co nejvice pojmil, definic a vét a uk4zat studentiim ukoncenou
,stavbu Eukleidovské a afinni geometrie, ale pootevfit jim svét geometrickych transformaci a pfi-
vést je k metoddm, které jim umozni ve studiu transformaci viceméné samostatné dale pokracovat.
Timto zptisobem doufame, ze se pfedmét pro né stane zivejsi, Ze proziji radost z odhaleni matema-
tickych poznatkt a tyto se pro né stanou smysluplné;si.

Kurz predpoklada zakladni znalost shodnosti a podobnosti (v nasem ptipad¢ se vyucuji v kurzu
syntetické geometrie v 1. ro¢niku), teorie grup a linearni algebry (matice). Kurz zacina shodnostmi
v Eukleidovské piimce a roviné a pokracuje k afinnim transformacim v (afinni a Eukleidovské)
pfimce a roving.

Teoreticky zaklad kurzu je zpracovan v prispévku Hejny (2002), jeho popis lze nalézt
1 v Stehlikova (2002a, b). Zde se bliZze podivame na jednu ¢ast kurzu, ktera podle naseho nazoru
dobfe ilustruje vyse uvedené uvahy. Jedna se o Cast tykajici se souvislosti afinnich transformaci
v roving a obsahu ttvaru.

' Piispévek byl podpofen vyzkumnym zamérem J13/98:114100004 “Kultivace matematického mysleni a vzd&lanosti
v Evropé€”.
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Ilustrace — konstrukce vztahu mezi afinitami v roviné a obsahem

Pojem obsahu se ve vySe zminénych skriptech nevyskytuje. Autorka se vSak rozhodla, Ze to je téma
natolik zajimavé, Ze ho v letnim semestru 2002/03 do vyuky zatadi. Vyuka probihala formou jedno-
hodinové piednasky a jednohodinového seminaie tydné. Pojeti prednasky se vSak od pojeti semina-
te ptili$ nelisilo, jen ziidka vyucujici, tj. autorka, prezentovala hotové poznatky.
Afinita v roving byla studentim zavedena jako geometrické zobrazeni, které Ize vyjadit matici®
a b i
¢ d j|,kdead—bc#0. VSechny vlastnosti afinit si studenti museli odvodit sami.
0 0 1
Nize popiSeme podrobné zpisob, kterym si studenti zkonstruovali poznatky obsazené ve
Véte:
Ozna¢me A[E 2} mnozinu viech afinit v E*. Necht je dana afinita f e A4 [E 2]

a trojuhelnik ABC. Pak obrazem trojuhelnika ABC v afinité f je trojthelnik 4'B'C'
a pro jeho obsah plati S ., =detF-§

| e » kde det F' je determinant matice afinity f.

Ke konstrukei véty nedoslo najednou, ale postupné vyplynula v pribéhu nékolika prednasek
a seminai, béhem nichZ se probirala i dal3i témata z geometrie afinnich transformaci’.

Seminar 7, zadani U1

Ul: Jazykem syntetické geometrie charakterizujte zobrazeni dani nésledujicimi maticemi:

z 0 1 % 1 0 z 0
A= ,z#z0, B= , C= , D= ,z#0.
0 z 0 1 k1 0 1

Jedna se o afinity zachovavajici pocatek, proto staci pracovat s maticemi 2x2. O¢ekévanim vy-
ucujici bylo, Ze si studenti uvédomi, ze podobné jako shodnosti lze i afinity charakterizovat
z ptedchoziho studia na hledani samodruznych bodl a ptimek, ptipadné najdou obrazy nékolika
utvard a z nich se pak budou snazit usuzovat na syntetické vlastnosti afinit. Ukazalo se vsak, jako
uz ostatné mnohokrat pii konstruktivistickém zpiisobu vyucovani, ze uloha vygenerovala naprosto
jiny problém.

Seminar 8, prezentace feSeni Ul, zadani U2 a U3

Z4dny ze studenti nehledal samodruzné body, ale vétsinou hledali obrazy jednotlivych bodi
a znich se pak snazili uhodnout, zda se jedna o jim znamou geometrickou transformaci. Kdyz
studentka Marie prezentovala své vysledky u tabule, u matice B se zminila, Ze afinita ur¢ena touto
matici podle vSeho zachovava obsah utvarti. Zeptala se vyucujici, zda ma tuto vlastnost kazda
afinita. Vyucujici tuto otazku pfivitala, protoze sama méla v planu se v budoucnu problematice
obsahu vénovat. Neodpovédéla vSak a formulovala novy problém pro vSechny.

U2: Zjistéte, zda afinita zachovava obsah.

2V prvni &asti kurzu studenti odvozovali analytické vyjadieni shodnosti v roving pomoci rovnic a pomoci matic
a postupné se dohodli, zZe vyjadfeni maticemi je pro né kalkulativné vyhodnéjsi (napf. pro skladani afinit a hledani
inverzni afinity). Proto vySe uvedena definice afinity byla logickym pokracovanim (zev§eobecnénim) matic shodnosti.
O souvislosti tietiho fadku matice s projektivnimi souradnicemi se studenti dozvédi na konci semestru, do té doby je
pritomnost tohoto fadku dana kalkulativnimi davody.

* Tedy popisujeme-li, Z¢ v pritb&hu seminafe 7 doslo k zadani ulohy 1, neznamené to, Ze se za cely seminaf nic jiného
neudélalo. Zde si vybirame jen ty ¢asti seminafa a prednasek, které se tykaji vztahu afinit a obsahu.
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Nikdo nedokézal zatim rozhodnout, ani navrhnout plan, jakym zptisobem je mozno ulohu ucho-
pit. Proto vyucujici zadala tlohu 3.

U3: Zjistéte, zda zkoseni* zachovava obsah.

Seminaf 9, prezentace FeSeni U3, zadani U4

Studentka Petra ukazala, ze zkoseni zachovava obsah tim, ze nasla obsah trojihelnika a obsah jeho
obrazu ve zkoseni. Prozkoumala vSak jen jeden konkrétni ptipad (viz obr. 1). Studenti pak sami
dospéli k tomu, Ze je nutné prozkoumat i jiné polohy trojuhelnika.

Wb ix F .
. A('L‘\ . (,1,\‘4\ (‘v,,«\
A = < ) 540 = (1en, O (1)

< ( ., b\) = (1 s(\.. 5\ (11, )

4\4“”

i
o

Obrazek 1

Vyucujici se znovu zeptala, zda je tomu tak u kazdé afinity. Nikdo nereagoval, proto zadala ulohu
4.

U4: Zjistéte, zda a jak se zméni obsah trojuhelnika, zobrazime-li ho v afinitach, které jsou dany

. ) ) 2 0 30 30 3 1 4 2
témito maticemi: R = , 8= , T = , U= , V= .
0 2 0 2 1 2 1 2 1 4

Seminaf a prednaska 10, zadani U5

Seminaf a prednaska Cislo 10 byly spojeny a studenti pracovali v pocitacové laboratofi s programem
Cabri Geometrie II. Ve skupinach fesili ulohy, které dostali na zvlaStnim listu a které se tykaly
osovych afinit a jejich vlastnosti a skladani. Jednou z uloh byla i tloha 5.

U5: Zjistéte, zda a jak osova afinita méni obsah. Zjistéte, zda existuje n&jaka osova afinita, ktera
obsah zachovava.

Studenti méli k dispozici makra, kterd umozilovala najit obraz bodu a mnohouhelnika v osové afini-
té a jejich specialnich ptipadech — elaci a involutorni osové afinit¢.

1k 1o
4 Zkoseni podél osy x je dano matici (O J , zkoseni podél osy y matici (k J .
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Prednaska 12, prezentace feSeni U5

Studenti prezentovali vysledky prace z laboratofe a jedna z hypotéz, ktera zaznéla, byla, Ze elace
a involutorni osova afinita zachovavaji obsah utvaru. K tomu dospéli vétSinou pouzitim funkce
,,Zjisti obsah Utvaru®, kterd je v Cabri Geometrii k dispozici.

Piednaska 13, prezentace FeSeni U4, zadani U6

Pavel piednes] své feSeni lohy 4 (Gast je na obr. 2)°. Uvedl, Ze hledal souvislost mezi obsahem
obrazu trojuhelnika OIJ a determinantem matice afinity, protoze determinant se pfimo nabizi jako
zékladni vlastnost matice. Navic jsme hodnotu determinantl zjiStovali v priibéhu prace nékolikrat,
abychom napf. zajistili, Ze dand matice je opravdu matice afinity (determinant musi byt nenulovy).
Spole¢né pak studenti formulovali (matematicky neptfesnou) hypotézu, Ze ,,afinita nasobi obsah
trojuhelnika hodnotou determinantu své matice™. Z toho logicky vyplynula uloha 6.

| U6: Dokazte hypotézu o vztahu afinity a obsahu.

VAPV NPy SO W u,//f

_;.‘.gAJfEC, : .1" ’{/'b' a4é»—; "" é‘ac") -ﬁaﬂd»“ é—;c',,Ja}é-y-'a?é»f
(deq./ll ;
%ﬁfc ‘,éw w,z;x ; 'fo,o] L»mj w,ﬂ ‘ ;ma—f'—z:

7] 'aze.z- T
o7 T

| e s T AL S G e

Obrazek 2

Prednaska 13, prezentace reSeni U6

Marie nejdiive vyslovila Vétu (viz vyse) a pak navrhla dikaz pomoci vztahu pro zjistovani obsahu
trojuhelnika, ktery vyuzil Pavel. Stanovila i zdkladni postup, ovSem vlastni ditkaz byl délan spolec-
n¢ s celou skupinou, protoze, jak se ukazalo, studenti jiz ,,pozapomnéli* pravidla uprav determinan-
t, které probirali v linearni algebfe.

Komentar Kk ilustraci

Zde shrneme cely proces a kurzivou uvedeme strucné princip konstruktivistického zptisobu
vyucovani, k némuz se dany komentaf vztahuje.

* Vztah pro obsah trojuhelnika 4BC v Pavlové feseni je zapsan nespravné, chybi koeficient 5. Nicméné pti poéitani
obsahu trojuhelnika OLJ se této chyby nedopustil.
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Jak je ukdzano vyse, véta, kterd je v tradicnim vyucovani vyslovena jako hotovy poznatek
a studenti ji maji pouze dokdzat a procvicit na ptikladech, vyplynula celkem ptirozené z feSeni tloh
v pribéhu nékolika piednasek a seminatt (konstrukce poznatkii je dlouhodobd zdlezitost). Ulohy
mohou ziistdvat nevyieSené nebo jen zpola vyfesené po n¢kolik seminaiti, nez se naskytne vhodna
prilezitost k jejich znovuotevieni. OvSem podle naseho nazoru je Zadouci, aby se v piimérené dob¢
vSechny problémy uzaviely.

V nasi ilustraci je dilezité, ze prvotni motivace pochdzela od samotnych studentti. Problematika
obsahu tedy nebyla nastolena uméle ucitelem (poznatky jsou konstruovany tehdy, kdy je jich treba,
studenti formuluji viastni ukoly; obsah hodin nelze dopodrobna predpokladat). V idealnim ptipadé
by studenti méli byt schopni sami formulovat 1 navodné lohy, které je dovedou k feSeni problému.
V nasem piipadé tomu tak nebylo, musela zasdhnout vyucujici (ucitel je vyznamnym Ccinitelem
konstruktivistického vyucovani). V piipadé ulohy U3 se domnivame, Ze tato byla formulovana pfilis
brzy po obecné uloze U2. Zde méla vyucujici projevit vice trpélivosti. Je mozné, e pii domacim
studiu by néktery ze studenti pfisSel s vlastnim ndvrhem postupu.

Vyucujici neprozradila studentiim spravné feseni problému, kdyz se tento objevil, ani nespé-
chala s jeho feSenim. PokraCovala s tématy, které byly rozdélany piedtim, a teprve, kdyz to bylo
vhodné, k problému se vratila (trpélivost ucitele). Z hlediska studenta se konstruktivistickd vyuka
muze jevit jako chaotickd a postradajici strukturu a je tkolem ucitele, aby mél na paméti, jaké
poznatky si maji studenti zkonstruovat, a aby m¢l také plan, jakym zplsobem je k tomu povede
(ucitel jako predkladatel problémit). Vyuc€ovani neni tedy ,,Zivelné®.

Komunikace v hodinach a dialog se studenty jsou velmi dulezité. Z ilustrace vyplyva, ze
studenti byli Casto vyzyvani k prezentaci svych, byt i nehotovych vysledkl pied tfidou a k jejich
diskusi. Pokud to bylo mozné, vyucujici se zdrzela hodnoticich komentaii a nechala hodnoceni
spravnosti na studentech. Na druhé stran¢ je ovSem nékdy nutné uvést na pravou miru poznatek,
ktery by si jinak studenti osvojili nespravné. V takovém piipadé je dobré vznést protiptiklad.

Proces konstrukce je na jedné stran¢ individudlni, tedy kazdy si konstruuje poznatky sdm, na
druhé strané je to vSak i zélezitost socialni. Studenti mohou néjaky poznatek piejmout od svych
spoluzdkli a pouzit ho pfi vlastni konstrukci néceho nového. Jeden piijde na feSeni konkrétniho
problému (napt. U4), dalii je pak schopen na jeho zékladé fesit obecny problém (U6). Velmi cenné
je, kdyz studenti konstruuji nové poznatky ve vzéjemné diskusi.

Hodnoceni a zavér

Ukazuje se, ze konstruktivistické zptisoby budi v mnoha studentech pocit nejistoty a nedtvéry.
V letnim semestru 2002/03 jsme provedli sondu, jiZ se zucastnili dva studenti (P a J) a jedna
studentka (D). Hlavnim cilem bylo ovéfit, jak se na tento zptsob vyuky divaji studenti a zda si
z vyuky odnéseji to, co si vyucujici pfedstavuje. Byli vybrani studenti riiznych schopnosti, ale tako-
vi, kteti skute¢né€ v prib&hu semestru pracovali a fesili zadané ulohy. Jednou tydné€ s nimi vyucujici
provedla individualni rozhovor zaméteny na uplynuly tyden z hlediska jejich vlastni prace doma
i prace v hodinach. Studenti byli tdzani i na hodnoceni predmétu, a to zejména v pribéhu rozhovo-
ru, ktery probéhl az poté, kdyZ slozili 1 Gstni zkousku. Otazky byly velmi volné typu ,,Napada vas
jesté néco, co byste mi chtél(a) k predmétu a zptisobu jeho vedeni sdé€lit?*. Zde jsou nékteré jejich
reakce sefazené do kategorii.

Narocénost predmétu

D: ,,Musela jsem vénovat mnohem vice Casu piiprav€. OvSem pied zkouskou uz tolik ne, kdyZ to
porovndm s ostatnimi pfedméty. [...] Nemusela jsem se ucit tolik teorie.*

P: ,,Musel jsem se pravidelné ptipravovat. Nemusel jsem se ucit zpaméti, stacilo jen projit ulohy
a chapat feSeni. [...] Musel jsem to ale chapat vic, v jinych predmétech Casto staci naucit se to
nazpamet’.*

J: ,Nemohl jsem si dovolit nepfipravovat se. Pak by se clovék uz nechytil. [...] Pfed zkouskou
jsem ale byl pfekvapeny, ze jsem se nemusel moc ucit, ze to chapu.

87



Nedostatek struktury

D:

P:

J:

,Nevadilo mi, Ze to nebylo délané strukturované. Pfed zkouSkou jsem si udélala piehled vseho,
co jsme se ucili. To délam vzdycky.*

,»Nelibilo se mi, Ze jste ned¢lala zavéry v kapitolach. [...] Méla jste ndm dat shrnuti, co jsme se
vlastn¢ naucili. [...] Musel jsem si to udélat sam pied zkouskou.*

,»V jinych ptedmétech je to pekné strukturovany, kdyz jsou tam definice, véty, dikazy. Tady
jsem si nebyl jisty.*

Nedostatek ulitelovy expozice nové latky

D:

P:

J:

,,Libil se mi zptisob prace, kdy jsme méli hodné pracovat doma a v hodinach jsme to jen shrnu-
1i.

,Afinity se mi zdaly ud€lané dobie, ze jste neiekla, co to vlastné je, ale méli jsme to pro-
zkoumat ulohama. Bylo pak lehky tomu porozumét.*

,Bylo to zajimav¢jsi, ale kdyby to tak bylo v kazdym pfedmétu, tak bychom to ¢asové ne-
zvladli. [...] Bylo to zajimavéjsi, protoze jste netekla, ,je to tak a tak‘, ale ,co se stane, kdyz*
a my jsme si to uz objevili.*

Celkovy dojem téchto tii studentli je pozitivni, 1 kdyZ vezmeme v uvahu jejich pfipominky.

V pfistim semestru se chceme pokusit o dalsi vylepSeni vedeni predmétu a napt. nabidnout studen-
tim moznost shrnuti latky na konci semestru. Zdalo by se, Ze to je v pfimém rozporu s konstrukti-
vistickymi pfistupy, ovSem citime, ze néktefi studenti prosté potiebuji vétsi miru pomoci a jisté neni
v z4jmu studentl, aby proZivali cely semestr v nejistoté¢ a v nedostatku sebedivéry. Je tkolem
ucitele vytvorit jakysi kompromis mezi tim, v i¢innost ¢eho véti, v tomto piipadé v konstruktivis-
ticky zpiisob vyuky, a mezi potiebami vétsSiny studentll. Zmiflovana sonda G¢innosti naseho piistu-
pu k vyuce analytické geometrie bude pokracovat i v tomto $kolnim roce.
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NOWY PODRECZNIK DLA KLASY CZWARTEJ

Stefan Turnau, Uniwersytet Rzeszowski, Rzeszow

1. Wprowadzenie. Praktycznie wszystkie wspotczesne projekty dydaktyczne sa przepojone,
wywodzaca si¢ od Piageta, idea konstruktywizmu. W mniejszym czy wigkszym stopniu tak
organizuja one pracg nauczyciela i ucznidw, by ci ostatni dochodzili do nowej wiedzy w wyniku
samodzielnego lub kierowanego przez nauczyciela poszukiwania odpowiedzi na postawione
wczesniej ptyania. Renesans psychologii Vygotskiego i jego koncepcji spoleczno-historycznego
charakteru wiedzy spowodowal, ze konstruktywizm jako idea dydaktyczna jest dzisiaj pojmowany
bardziej realistycznie niz w czasach jego powstania. Nie postuluje sig, by cala wiedza i wszystkie
umiejetnosci ucznia byly wynikiem procesu ich konstruowania. Jednak we wszystkich projektach
ten proces odgrywa wazng, a nawet dominujaca rolg. Pojawito si¢ tez pojgcie konstruktywizmu
spolecznego, gdzie uwzglednia si¢ rzeczywisto$¢ szkolna, tj. spoteczny charakter przebiegajacego
tu procesu dydaktycznego.

Na koncepcje podrecznikow serii ,,Matematyka dla Ciebie”, ktéra tu naszkicujg, wplyngta
gltoéwnie konstruktywistyczna teoria i metodyka nauczania matematyki — Realistyczne Nauczanie
Matematyki.

2. Realistyczne nauczanie matematyki (Realistic Mathematics Education). Ta koncepcja
powstala pod wptywem idei i pogladow Hansa Freudenthala i jest przez wspotpracownikow
iucznidow rozwijana od ok. 30 lat w Instytucie Freudenthala w Utrechcie (Holandia). Nazwa ta
bywa trywializowana przez okres$lanie nia kazdej sytuacji na lekcji czy fragmentu podrecznika,
gdzie pojawia si¢ realny kontekst. Naprawdg za$ jest to ztozony i1 wciaz zmieniajacy si¢ program
(w sensie A. Sierpinskiej) badan i praktyki dydaktycznej, posiadajacy jednak wyraznie okreslona
ideologi¢ 1 wywodzace si¢ z niej zasady. Oto sformulowana przez Treffersa charakterystyka tej
koncepcji

— aktywnos$¢: uczenie si¢ matematyki przez uprawianie matematyki,

— rdznicowanie: indywidualne uczenie si¢ matematyki,

— pionowe planowanie: uczenie si¢ matematyki w okreslonej kolejnosci,
— charakter strukturalny: tre$ci matematyczne,

— aspekt jezykowy: jezyk matematyki,

— zastosowania: uzywanie matematyki,

— dynamika: matematyka w nieustannym rozwoju.

— specyficzne podejscie: metoda matematyczna.

Nie jest to metodyka fatwa. Jezeli pamigta¢, Zze celem jest rozwijanie matematycznych pojgc¢
1 matematycznego myslenia, a nie sprawne radzenie sobie z problemami odpowiedniego typu, tatwo
wida¢, jak trudno zachowaé nalezyta réwnowage migdzy samodzielnym dziataniem uczniéw
a praca pod wyraznym kierunkiem nauczyciela, r6znicowaniem a integrowaniem, trzymaniem si¢
realnego kontekstu a uogélnianiem i abstrahowaniem, dopuszczaniem dowolno$ci w terminologii
i symbolice a uczeniem ogoélnie przyjetych, akceptacja dowolnej argumentacji uczniow a faworyzo-
waniem argumentacji logicznej itd. Dodajmy, ze praktykowanie realistycznego nauczania mate-
matyki wymaga bardzo dobrego wielostronnego przygotowania nauczyciela i jego wysokich
dydaktycznych umiejgtnosci.

3. Podre¢cznik ,,Matematyka dla Ciebie”. Tworzac podrgcznik dla klasy czwartej wycho-
dzilismy z zatozenia, ze przecigtny nauczyciel matematyki nie jest przygotowany do nauczania
innego niz dominujacy w szkotach ,,absolutyzm”. Nauczyciel jest w klasie wyrocznig. Zapytany
uczen wie, ze jest tylko jedna dobra odpowiedz, ta, ktéra ma na mysli nauczyciel. Stara si¢ wigc na
nig trafi¢ stosujac wszelkie dostgpne strategie, z matematycznym rozumowaniem czgsto majace
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niewiele wspdlnego. Takze nauczyciel stara si¢ ucznia na t¢ jedynie dobra odpowiedz
,haprowadzi¢®, co czgsto odbywa si¢ wedlug — jak to nazwat Bauersfeld — ,,schematu lejka*:
kolejne pytania zawezaja zakres odpowiedzi az do jedynej mozliwej. Gdy padnie, uczen otrzymuje
niezastuzona pochwalg, a nauczyciel ma poczucie dydaktycznego sukcesu. Nauczanie w duchu —
czesciowo chocby — konstruktywistycznym wymaga przelamania tej ,,absolutystycznej” postawy,
a wigc dopuszczenia uczniow do glosu w swobodnej rozmowie, gdzie kazdy wypowiada to, co
mysli, nie starajac si¢ zadowoli¢ innych rozméwcoéw, w tym nauczyciela. Ta zmiana postawy nie
jest latwa i nauczyciel musi si¢ jej $wiadomie uczy¢. Podrgcznik, bedacy jego przewodnikiem
w organizowaniu lekcji, powinien mu w tym pomoc.

Dlatego kazdy rozdzial podrgcznika zaczyna si¢ otwarta sytuacja i krotkim dialogiem na jej
temat czworga dzieci, roéwiesnikéw uczniow w klasie. Ten dialog ma na celu gtownie zachgci¢
uczniéw 1 nauczyciela do swobodnej, otwartej wymiany mysli, zadawania pytan i szukania na nie
odpowiedzi, bez leku o mozliwos¢ popelnienia bigdu. Oto pierwsze dwie strony rozdzialu wprowa-
dzajacego pojgcie kata w wielokacie 1 porownywanie katow.

&
33
¥

/Jedna z nich ma rdwne nie tylko dwa boki, ale i dwa kqu.\

o ‘ Druga nie. To widaé, gdy sie je nalozy tak,

- — ] 4 zeby jeden kqt nakrywat drugi.
Te dwie ekicrki nie 53 takio same. ek < Y 9

Co wiesz o swoich ekierkach? =

Czym sig ré7nia? - /
Co jest w nich takie samo? ‘(\M“J‘l rézne boki. ;

s
00

Sow Jednej ekierce dwa boki sq E

: takie same,

i @ w drugiej kazdy bok jest inny.
I Zauwazytem to,

I gdy przylozytem bokami
! dwie takie same ekierki.

J

| W obu ekierkach najwigkszy kqt jest taki sam. )

I
P

A

To jest kat prosty, a tworzqce go boki sq prostopadte. ™
Dwa pozostate kqty to sq kqty ostre. )

W6 Rosdzat 8 A

Whelokaty Q7
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w y . i ‘ol/ b} Roztoz kartke. Co powiesz o liniach zgiecia? lle tu widzisz katdw prostych?

am AT

Ekierka ma kat prosty
i dwa katy ostre.

Tak mozna
poréwnac katy:

BB e s

O e g e R o e e

o - Tantiy

To jest kat wypukly.
r——

Cwiczenia ﬁ}
o . [

-

* - T
@ 2oz kart.ke papieru na poti jeszcre ras na pét, jak na rysunkach. Sprawd/
ekierka, Jaki kat tworza linie zgiecia.
To takze jest kat, « ran
ale wklgsly.
Sy 8 - - ramie

8 Rordriat & 4
Wielokaty 99

Jak zobaczymy, na lekcji uczniowie odkryli duzo wigcej whasnosci ekierek niz to, co zauwazaja
Ania, Kuba 1 Tomek.

Na trzeciej stronie znajduje si¢ bardzo krotkie podsumowanie rozmowy i ostrozna formalizacja:
wprowadzamy termin ,,kat ostry” i1 jego definicje. Nie jest to tekst przeznaczony do werbalnego
zapamigtania. Uczniowie powinni go tylko w skupieniu przeczytac i obejrze¢ rysunki.
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Warto wiedzies!
= 1 »
Te katy sa rowne:

=

Rysunki przedstawiaja katy wypukie;
prosty, ostry, rozwarty, pétpetny.

Kat prasty | kat prosty

frami 1o p g

%.

8a procinpaihy,

kat roovity |

Katy wicksze od prostego, a mninjsze od potpetnego
nazywaja sie rozwarte.

100

Rosdsat 8 A

= s |
[SIERVS ‘

b 1.a) Sprawd?. ze narysowane katy sq takie, jak w ekierkach.

b 2167 Kartke na pot.
Na cozone) kartce obrysuj katy obydwu ekiorek.
Wytnij te katy (mase teraz kazdy w dwoch egzemplarzach
Uto7 katy kalejno od najmnigjszego to tawieks/ego.

ot Najmnigjszy kat dosun do drugiego 1KICED samegn.
Sprawd?, ze otrzymates kat takl, Jak jeden ¢ posastatyeh.
Ktore jessoze katy mosna atrrymad w ki spesoh?

d) Coy mo/ma dosunae do sichic takie cwin katy, ktore razom utworsa kat
prosty? A kat wigkssy od kata prostesn?

&) Dosun do siehic dwa katy proste. Gtrzymates kat patpetny.
Coy mozna utworzye kat jeszese WIGKs Y7

Wielokaty 101

Po Warto wiedzie¢ nastepuja ¢wiczenia. Sa to polecenia do wykonania i takze ewentualnego
omoéwienia. I kolejna porcja nowych terminéw i definicji.

¥ 2.0 ktérej godzinie wskazowki
zegara tworzg kat prosty?
O ktérej kat cstry?
O ktorej kat rozwarty?
O ktorej kat pstpetny?
O ktorej kat wiekszy od
polpetnego?

» 3. Sprawdi, ie brzegi twojego zeszytu, ksigzki, tawki sa prostopadte.

P 4. Sprawdz, ktare z narysowanych tu linii sg prostopadie.

N

102 Rodsial 8 A

o

» 5. We? taka ekierke, jak na rysunkach w ksigzce.
Obrysui ja z zewnatrz. Przesuri ekierke i obrysuj ja wewnatrz.
Co mozesz powiedziet o bokach otrzymanych trojkgtow?
A co o katach?

» 8. Narysuj takie katy, jakie maja ekierki, od najmniejszego do najwigkszego.
Przykladajgc odpowiednio ekierki, sprawd?, czy:
a) trzy najmniejsze katy daja razem kat prosty,
b) dwa wigksze katy daja razem kat prosty.
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27, Cry mozna narysowad trojkat. ktéry bedzie miat dwa katy proste?
*8. Czy mozna narysowad trajkat. ktdry bedzie miat tisy katy jednakowe? m
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Czy moga one byd takie. iak jeden 2 katow ckierki?

N
JEE Ry SV
x e 90
C_",‘;j(% {5 ég;"g \
W e a2 & O]
v i AT

/C\,E). le racy w ciggu doby wskazowki segarn tworza kat prosty?
¢

103

Wiglokaty

92



4. Lekcja ,Ekierki”. Lekcja zostala przeprowadzona w klasie trzeciej jednej ze szkot
w Krakowie, pod koniec roku szkolnego. Uczniowie otrzymali ekierki dwoch typow, plastikowe
i wycigte z kolorowego papieru. Otrzymali polecenie zbadania ekierek i znalezienia jak najwigkszej
liczby cech upodobniajacych i cech rézniacych je od siebie. Pracowali w grupach dwuosobowych.
Lekcja byta wideo-filmowana z dwdch kamer: jednej obserwujacej cala klasg 1 nauczyciela i drugiej
obserwujacej wybrana par¢ ucznidow. Na filmie wida¢, jak uczniowie stopniowo zaciekawiaja si¢
zadaniem 1 coraz zywiej dyskutuja, a wyniki dyskusji zapisuja. Oto dwa arkusze z rysunkami
1 zapisami uczniow.
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Na koniec lekcji dokonano podsumowania obserwacji uczniéw, zapisujac podobienstwa i rozni-
ce migdzy ekierkami w dwdch kolumnach. Oto co znalazlo si¢ w zeszycie jednego z uczniow.
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Lekcja, o ktorej tu mowa, zostata przeprowadzona przez nauczycielke niemajaca doswiadczenia
w takim stylu nauczania. Obecno$¢ kamery i nieznanych uczniom osob dodatkowo zaktocata jej
przebieg. Film pokazuje jednak, ze uczniowie tatwo daja si¢ wciagna¢ w otwarte badanie nowej dla
nich sytuacji i otwarte wypowiadanie swoich pogladéw. Pewnie latwiej niz niejeden nauczyciel...

Podkresli¢ cheialbym na koniec, ze w naszej propozycji postulujemy, by wszystko, co uczen
robi, zawsze mialo dla niego sens. Dotyczy to takze formalizacji jezyka: formalizowa¢ mozna
tylko wtedy, gdy uczen moze zrozumiec sens i przydatnos¢ formalizmu.

Wykorzystane ksiazki i artykuly:

[1] Alre, H. and O. Skovsmose, Dialogue and Learning in Mathematics Education, Kluwer
Academic Publ. 2002

[2] Ciosek M., Legutko M., Turnau S. Urbanska E., Matematyka dla Ciebie, podrgcznik dla klasy
IV, Nowa Era 2002

[3] Sierpinska, A., Dokad zmierza dydaktyka matematyki? Studia Matematyczne Akademii
Swigtokrzyskiej 9. 2002

[4] Treffers, A., Three dimentions. A Model of Goal Description in Mathematics Instruction,
Reidel Publishing Co. 1978

e-mail: stefanturnau@gazeta.pl
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SEBEREFLEXE — PROSTREDEK ZMENY POSTOJE STUDENTU
K MATEMATICE

Eva Zapotilova, Karlova Univerzita, Pedagogicka fakulta

Uvod

Pted tfemi lety jsme z podnétu prof. Hejného zacali zadavat v prvnim ro¢niku studia ucitelstvi pro
1. stupedt zakladni $koly v ramci discipliny Uvod do studia matematiky seminarni praci na téma:
,.Sebereflexe postoje k matematice®. Ukolem studenta je popsat sva setkani s ,,matematikou” od
predskolniho véku az po soucasnost. Pokusit se charakterizovat prfedevsim zmény svého postoje
k matematice spolu se zamyslenim nad tim, ¢im nebo kym, byl postoj k matematice ovlivnén. Pii
zadéavani této seminarni prace jsou zpravidla studenti zarazeni a neuméji si predstavit, Ze mohou na
uvedené téma napsat praci v rozsahu 3 — 5 stran.. Sami jsou pak v zavéru semestru piekvapeni,
kolik zazitkd z matematiky jim utkvélo v paméti.

Sebereflexe jako didakticky nastroj pripravy budoucich uditeli

Studenti vétSinou oceiuji moznost zamyslet se nad svym postojem k matematice, nebot’ si uvédo-
muji, Ze takto Iépe pozndvaji dulezitou slozku své budouci prace, totiz vliv ucitele na utvaieni
zakova vztahu k matematice 1 spekulativnimu mysleni viibec. Sebereflexe studentd jsou pfinosné
1 pro nas vysokoskolské ucitele. Dovidame se, Ze vétSinou pozitivni postoj zaka k matematice
utvoteny béhem vyuc¢ovani na 1.stupni ZS se méni nékdy jiz na 2. stupni ZS, vétsinou viak b&hem
studia na SS. Zejména na gymnaziich se stava negativnim, az vyrazné negativnim. Toto poznani je
pfinosné i pro studenty oborového studia matematiky, budouci u¢itelé matematiky na 2.stupni ZS
a sttedoskolské profesory matematiky. Oni se téz budou s nejvétsi pravdépodobnosti setkavat se
studenty tohoto typu a mohou se pokusit zménit neradostny stav postupného zhorSovani vztahu
74kl k matematice.

Toto poznani mize byt zajimavé i pro ¢tenare, ucitele matematiky z terénu. Proto si dovolujeme
uvést nekolik ilustraci , fragmentl ze studentskych seminarnich praci.

Prvni série ukazek ze seminarnich praci studenti

*  Na gymnaziu jsem se zpocatku matematiku denné ucila, ale zjistila jsem, Ze matematice vénuji
vice ¢asu nez predmétiim, které mé bavi a kterymi bych se chtéla v budoucnu zabyvat. Dodnes si
myslim, Ze spousta véci, které se na gymnaziu uéi, je zbytecnd a pokud nebudeme matematiku
vyloZené studovat, stejné ji brzy zapomeneme. Po gymnéziu jsem studovala vyssi odbornou skolu
socialni prace a z gymnazialni matematiky jsem po celé dva roky nepouzila nic. To mé¢ v mém
nazoru pouze utvrdilo.

*  Nevim, co mi stfedoskolska matematika dala do zivota? Snad stres, Ze jsem hloup&jsi nez ostat-
ni a tim pocit ménécennosti, zjisténi mé pomalosti, neschopnosti, ¢istou prohru sama nad sebou.

*  Dodnes si pamatuji na svoji prvni kompozici z matematiky na gymnaziu, z které jsem dostala
svoji prvni ¢tyfku v zivoté. Od té chvile jsem byla u vyucujiciho zapsana jako velmi slaba. Bylo mi
hrozné. Na pisemky jsem se pfipravovala, ale byla jsem pomalejsi a to se na gymnaziu netolerovalo.
Me¢éla jsem pocit, ze ucitel nové ucivo vysvétluje t€ém chytfejSim a ndmi se nezabyva. PiSu nami,
protoze téch slabsich byla v nasi tfidé vice nez tfetina. Hrozila jsem se dnii, kdy jsem méla byt
zkouSena. Mivala jsem sny o matematice, snazila jsem se matematice vSemozné vyhnout, dokonce
se musim pfiznat, Ze ze strachu z pisemek jsem chodila za Skolu. Nékdy jsem ucivu rozuméla a byla
jsem rada, ze jsem piiklad vypocitala sama a dobie, ale ucitel mi nevéfil, Ze jsem na to ptisla sama.
Uplné jsem proto ztratila zdjem o tento predmét.
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*  Z nasSeho profesora na gymndziu jsme méli od zacatku strach. Pozdéji jsme zjistili, Ze za svou
piisnosti schovava nejistotu, myslim, ze matematiku ptili§ neovladal a nebavila ho. Jediné, co jsme
pfi hodinach fesili, byly vzorové piiklady z ucebnice. Kdyz jsme se zeptali na n¢jakou jinou tlohu,
byl v uzkych a se slovy ,,takze si doma tuto lohu promyslete nds odbyl. OvSem jeho silnou stran-
kou byly definice. Ty ovladal a tvrd¢ je od nas vyZadoval. Podle jeho pfedstav byla matematika jen
spousta definic.

* Kdyz se vracim ke Spatné zkuSenosti s matematikou, resp. ucitelkou matematiky, chtéla bych
dodat, ze arogantni, povySena a vécné se vysmivajici uéitelka mnohem vice ovlivnila, samoziejme
v negativnim smyslu, ty, kterym matematika nesla. Jeji posméSné vystupy, kterymi se projevovala
snad kazdou hodinu, neustale srazely tyto zaky a diky nim v nich ¢im dal vic prevladala hriiza
z matematiky. M¢€li strach se na néco zeptat, aby nebyli vystaveni ironickym poznamkam, které je
nemilosrdné ponizovaly. Myslim, ze pravé tato ucitelka je pravym dikazem toho, ze vétSina zaku,
kteti se boji matematiky, nemaji ve skutec¢nosti strach z matematiky jako takové, ale z ucitele, ktery
si ziejm¢ mnohdy neuvédomuje, Ze nékomu trva pochopeni ptikladu déle, ale Ze proto jesté¢ nemusi
byt Upln¢ ztraceny ptipad, kterému nepomiize Zadna rada ani pomoc.

*  Problémy s matematikou nastaly az na gymnaziu .Dostali jsme jednu z nejhorSich ucitelek,
o které kolovaly povésti po celém mésté. Vice nez polovina studenti méla ctyiku. Vzdy, kdyz se
nékdo pfihlasil, Ze danému problému nerozumi, ucitelka zacala vztekle busit do katedry a hysteric-
ky nadavala doty¢nému, ze pokud nedokaze pochopit tento trivialni piiklad, na gymnazium nepatii.
Samoziejmée jsme se ptat prestali a nechali jsme ucitelku vykladat. Ta si nas nevsimala a pokraova-
la si po svém. Postupem doby jsme si vybudovali k matematice silny odpor a viibec jsme se neucili.
Nyni je mi ji lito, ale tfid, kterym pomohla vytvofit averzi k matematice, bylo za jeji kariéru asi
mnoho. Pfestoze jsme se mnohokrat pokusili o dialog, dozvédéli jsme se, Ze chyba je v nas.

*  Tenkrat na gymnaziu jsem poprvé zazivala pocity strachu. Vzdy, kdyz se ozvalo zvonéni, které
ohlésilo hodinu matematiky, sedéli jsme vSichni v lavicich se zatajenym dechem a ocekavali jsme
klapani podpatki nasi pani ucitelky. Jeji neptijemny hlas vykladal celou hodinu fakta a definice,
které jsme pouze opisovali z tabule a snazili se doma marn¢ latku pochopit. Jeji vybusna povaha
a nés strach z toho, Ze se opé&t rozzlobi, az se n€kdo z nas piihlési s tim, ze latku nepochopil, v ce-
1ém kolektivu vybudovala odpor k tomuto predmétu. Dnes — s odstupem ¢asu — jsem vdécna nejen
hodnym a kvalitnim kantoriim, ale podékovat bych méla i této pani ucitelce, kterd mi do mého nitra
vstipila jistotu, jak jednou urcité nebudu ucit a vychovavat déti.

Charakteristika sebereflexi postoje k matematice

Uvedené ukazky ptredstavuji nejcastéji se vyskytujici postoje. Objevuji se i1 prace, v nichZ stu-
denti charakterizuji svlij postoj k matematice jako pfevazné neutralni, proménlivy podle toho, zda
pochopili, ¢i nepochopili pravé probiranou latku, dale v zavislosti na vétSinou cetnych zméndch
vyucujicich matematiky. Studenti, ktefi s ldskou vzpominaji na hodiny matematiky a vSechny ucite-
le, ¢i profesory matematiky jsou pouze vyjimkou. Jisté to uzce souvisi s kvalitou studentt, ktefi
jsou piijimani ke studiu ugitelstvi pro 1. stupent ZS na PedF UK v Praze.

Vstupni kvalita studenti uitelstvi pro 1. stupeii ZS

Katedra matematiky a didaktiky matematiky se vzdala moZznosti konat piijimaci zkouSku z ma-
tematiky. Davame tim Sanci vSem uchazeclm, ktetfi vyhovéli v disciplinach, které jsou soucasti
piijimaci zkouSky (Cesky jazyk a literatura, hudebni vychova, vytvarna vychova, télesna vychova).
Vsichni pfijati studenti se vSak musi v uvodu studia podrobit vstupnimu testu z matematiky. Jeho
Gsp&sné absolvovani je podminkou pro zapis do kursu Uvod do studia matematiky. Do vstupniho
testu zafazujeme zpravidla zajimavé, nestandardni ulohy ze soutézi pro zaky 4. — 5. ro¢niku ZS
(napt. Klokanek), dale pak standardni ulohy 2. stupné ZS. Ulohy klasické stfedogkolské matematiky
zpravidla nezafazujeme nebo pouze v omezeném poctu, protoZze znacnou Cast studentl tvoii
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absolventi stiednich pedagogickych skol, coz vzhledem k jejich o¢ekavanému budoucimu uplatnéni
nepokladdme za nevhodné.

Studenti, ktefi neziskaji stanoveny pocet bodl jsou zarazeni do ,,vybérového* seminafe, jehoz
cilem je zlepSeni kvality zdkladnich matematickych védomosti a dovednosti studenta tak, aby
v opakovaném testu, vyhovéli a mohli se zapsat do kursu Uvod do studia matematiky v letnim
semestru 1. ro¢niku svého studia na fakulté.

Obsah a cil kursu uvod do studia matematiky

Vyuka v discipliné Uvod do studia matematiky je zaméfena piredevSim na feSeni problému
v kaskéadach uloh s nartstajici slozitosti, které umoznuji studentim zazit pocit radosti z ,,objeveni*

------

problémy.

ReSeni problémi s reflexi postupu

Problémy nejsou feseny pouze v hodinach kursu USMA, ale studenti zpracovavaji béhem se-
mestru seminarni praci v rozsahu 5 az 10 stran, kterd obsahuje :
1. rozbor problému (,,uchopovani problému a prvni napady fesitele),
2. feSeni problému (dal$i napady a popis myslenkového procesu),
3. evidenci chyb, jejich identifikaci a ptehled objevi, vedoucich k jeho feseni
Seminarni prace miZe obsahovat i pozorovani dvou zaka pfi feSeni vybranych uloh.V tomto piipa-
d¢ musi obsahovat i stru¢né udaje o provedeném pozorovani, charakteristiku zakd a podminek
experimentu.

Hodnoceni kursu Uvod do studia matematiky

Vzhledem k tomu, ze studenti odevzdavaji své seminarni prace na téma Sebereflexe postoje
k matematice zpravidla v zavéru semestru, spontanné¢ reaguji v fadé ptipadi na zmény svého posto-
je béhem prvniho semestru studia na pedagogické fakulté, 1 kdyz k tomu nebyli pti zaddvani semi-
narni prace vyzvani. Tim se dozvidame, jak studenti vnimaji a prozivaji hodiny matematiky na
fakulté, zda se ndm dafi ovlivnit jejich postoj k matematice.

Druha série ukazek ze seminarnich praci studenta

*  Dostala jsem se na svou vysnénou vysokou skolu. S hriizou jsem oc¢ekavala prvni hodinu mate-
matiky. Byla jsem pfijemné piekvapena. Necekaly nas Zadné nepiekonatelné priklady. Kdyby se mé
n¢kdo zeptal, co se ucime, s urcitosti bych ho opravila, ze my se neucime, ale my si hrajeme. Sice
ne v pravém slova smyslu, ale my si hrajeme s matematikou.

*  Tato matematika se naprosto neda srovnat s matematikou na stfedni Skole. Mijj postoj se na-
prosto zménil k lepSimu. Matematika mi zacala byt srozumitelna a jasna. Ocenuji vybér piiklada,
rozvijeji nase mysleni. Mohli jsme se na cokoli zeptat a nikdy na nas nebylo nahlizeno jako na
neinteligentni tvory, jako na stfedni Skole.

*  MIUj postoj k matematice se vyrazné€ zlepsil po pfichodu na fakultu. U¢ivo je zajimavé. Cely
semestr jsem se na hodiny matematiky tésSila. Co se tyCe obtiznosti, myslim,ze je stfedni, spoustu
véci zvladnou 1 slabi a lepsi studenti je dovedou do obecnosti. Je to pestré pro kazdého. Rozviji se
nase logické mysleni.

*  Tento semindf mi dal upln¢ jiny nahled na matematiku. Kdyz si vybavim, jak jsme se vzdy
museli ucit vzorecky a vse tesili podle predem daného postupu, je mi z toho nanic. Zde jsem se
naucil véci odvozovat logicky.

*  Nikdy bych si nemyslela, Ze m¢ matematika zaujme. VZdy mi §la 1épe ceStina. Bavilo mé to,
m¢éla jsem chut’ do uceni, chtéla jsem vSe pochopit. Dala jste v§em stejnou Sanci, nikoho neponi-
zovala, o to jde.
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*  Muj vztah k matematice se diky tomuto kursu zménil, a za to jsem vdécny. Réd bych proto za-
¢al s matematikou pracovat jinak nez dosud, chapat jeji souvislosti. Diky osobnimu pfistupu a hlav-
né¢ uctivému ke studentiim matematicky nezdatnym si myslim, Ze k tomu mam konecné velkou
prilezitost.

*  M¢ hodiny matematiky na stfedni Skole byly kritické. M¢la jsem naucené vzorecky a véd¢la, do
kterého ptikladu ktery dosadit. Tady na VS jsem pochopila, Ze uloha miize mit nékolik feSeni a Ze
na to mohu pfijit sama. Nikdo m¢ nedirigoval a pfipaddm si tady svobodné¢. Mam moznost fict sviij
nazor a nemusim se stydét, i kdyz je to Spatné. Konecné vim, co matematika znamena a nemusim
fikat, Ze z ni mam strach. Matematika mé zacala bavit.

* Hodiny matematiky na VS mé& mile ptekvapily. Je to nesrovnatelny rozdil s gymnaziem. Strach
a nervozita se vytratily a zacala jsem se téSit na ptisti hodinu. Vazim si vyucujici, ktera nikdy niko-
ho nepodcenila, nezaskatulkovala, naopak dodavala sebevédomi, Ze kazdy mé Sanci uspét.

*  Oproti stfedoskolské matematice, kterd se mi zdala nezazivnd, nudna a zbytecnd, mé hodiny
matematiky na VS piijemné piekvapily. ReSime zajimavé ulohy, které alesponi k né¢emu jsou, roz-
vijeji nase mysleni.

Dodatek

Nevim, zda se ¢tenaii dostala do rukou kniha Edvarda de Bona: Pravdu mam j4, urcité ne ty. Na
mne nékteré myslenky zde uvedené siln¢€ zaptisobily a to 1 v souvislosti s tim, ¢emu byl vénovan
tento ¢lanek. Na jedné stran¢ ukazuji, ze 1ze a dokonce Uspésné rozvijet mysleni i méné nadanych
jedinci. Na druhé strané nam umoziuji alesponi ¢astecn€ pochopit arogantni chovéani nékterych
vyucujicich matematiky, které studenti ve svych sebereflexich, bohuzel ne ojedinéle, popisuji.
Nejen chovani samo, ale i jeho dusledky. Kéz by to byla pouze zminéné arogance inteligence a ne
arogance jako charakteristicky rys osobnosti pedagogt.

Ctenafe, ktery knihu nezna, si dovolim upozornit na n&kolik citati ze str. 167-169.

»-.. domnivame se, ze lidé s vyssi inteligenci uz nemusi pro své mysleni nic délat. Myslime si, ze

lidem se skromngjsi inteligenci neni pomoci.*

LInteligentni ¢lovek si dokaze udélat ndzor na urdity problém a tento nazor velmi obratné hajit. Cim
Iépe je schopen svilij nazor obhgjit, tim méné je naklonén tomu, aby se skutecné problémem
zabyval. Takze vysoce inteligentni ¢lovék se muze chytit do pasti jediného nazoru, a to jednak
vinou své vlastni inteligence a jednak vinou nasi obvyklé logiky, kterd nam tik4, ze mate-li pravdu,
pak ji nemiZzete mit vic. Méné& inteligentni jedinec si je mén¢ jisty svou pravdou, a proto je pfi
zkoumani problému i ostatnich stanovisek mnohem svobodn¢;js$i.

,»Velmi inteligentni ¢lovek obvykle vyrista s piesvédcenim o své intelektudlni nadfazenosti a potie-
buje, aby ostatni vidéli, ze ma pravdu a je chytry. Inteligentni lidé ¢asto podléhaji dojmu, Ze negati-
vita se rychle vyplaci. Pokud napadnete cizi myslenku nebo napad, miizete dosahnout okamzitého
uspéchu a pocitu pievahy.*

HInteligentni mozek pracuje rychle, nékdy az pfili§ rychle. Vysoce inteligentni ¢lovék miize po
nckolika prvnich signalech dospét k zavéru, ktery neni tak dobry jako ten, ke kterému dospéje
né¢kdo pomalejsi, kdo musi pfijmout vice signald, nez k zavéru dokaze dojit.*

»Penize se hodi, kdyz si chceme koupit rychlé auto. Geny jsou uzitecné, kdyz chcete byt inteli-
gentni. Ale pouze to, ze mate rychlé auto, z vas neudéla dobrého fidice. I silny vz mlzete tidit
Spatn¢, ale nékdo jiny miize vyborn¢ fidit mnohem skromnéjsi viiz. Sila motoru a konstrukce auto-
mobilu poskytuji potencial. Tento potencial se uplatituje diky zrucnosti a schopnostem fidice.
Podobné 1 inteligence je takovy potencidl mysli a uplatituje se diky myslenkovym dovednostem.
I silny mozek lze Spatné pouzivat, zatimco mnohem skromnégji vybaveny mozek lze fidit velmi
dobte.*
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»Mysleni lze definovat jako schopnost ovliviiovat ptisobeni inteligence na zkuSenost. Potfebujeme
rozvinout myslenkové dovednosti, abychom s jejich pomoci dokézali pln€ vyuzit potencial, ktery
nam zkuSenost nabizi. Nadani studenti (jedinci s velmi vysokym IQ) potiebuji myslenkové doved-
nosti rozvijet stejné jako vSichni ostatni — a snad i 0 néco vic, aby tak dokazali ptekonat ptirozenou
aroganci sv¢ inteligence.*

e-mail: Eva.Zapotilova@pedf.cuni.cz
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VYBRANE PARTIE Z POLOZKOVEJ ANALYZY
MATEMATICKEHO TESTU Z MONITORU MATURANTOV

Orga Zelmanova, SPU Bratislava

V SPU sa v poslednych rokoch venuje zvy$ena pozornost’ evaluacii vedomosti Ziakov. V ramci
medzinarodnych merani sa Slovensko zucastnilo §tadii TIMSS (matematika a prirodné vedy
14-ro¢ni), PIRLS (¢itanie s porozumenim), CIVIC (ob¢ianske uvedomenie 14-ro¢ni), SITES (infor-
matizacia na Skolach), PISA (matematickd gramotnost’ 15-ro¢ni). V rdmci ndrodnych merani sa
uskutocnil monitor v 5. roénikoch z matematiky, v 9. ro¢nikoch z matematiky a slovenského jazyka.
Monitor maturantov je vSak doposial’ najkomplexnejSie a najrozsiahlejSie meranie vedomosti Zia-
kov cca 18-ro¢nych, maturantov, ktoré¢ prebieha uz od roku 1999. Po fazach vytvarania testu,
merania, zberu udajov prichadza faza analyzy udajov a tento ¢lanok sa venuje prdve moznostiam
analyzy testu.

Analyzujeme jednotlivé polozky, t. j. tilohy testu matematického testu M12002, uréeného pre
Monitor maturantov z gymnazii v roku 2002. Test sa sklad4 z dvoch cCasti.
V prvej Casti sa nachadza 30 dichotomickych uloh, ¢ize uloh, za ktoré sa da ziskat’ 0 alebo 1 bod.
Tieto ulohy su ¢lenené na uzavreté ulohy s vol'bou distraktorov (1...20) a na tlohy s kratkou odpo-
ved’ou (21...30).
V druhej Casti testu sa nachadza 6 kvantitativnych uloh ul, u2, u3, u4, u5a, uSb s maximalnym bo-
dovym ziskom 5, 5, 5, 6, 9, 9 bodov. Bolo treba riesit’ len pat’ tloh, lebo tlohy u5a, uSb boli
alternativne.
Test bol vyrobeny v dvoch formach A a B. Preto sme sa v nasej analyze zamerali aj na porovnanie
jednotlivych foriem. Toto porovnanie méze sluzit’ ako podklad uvah o tom, nakol’ko ma vplyv vza-
jomné poradie jednotlivych testovych uloh na uspesnost’ v teste, podobne pozicia spravnej odpove-
de medzi distraktormi.

Uvadzané tabul’ky a grafy maju sluzit’ ako podklady pre nédslednti pedagogicku analyzu.

Obt’aznost’ testu

Porovnanim uspesnosti ziakov v oboch Castiach testu aj v celom teste aj z matematiky podl'a formy
sme zistili, Ze medzi formami A a B nie je Statisticky rozliSiteIny rozdiel. Vid’ tabulka

Group Statistics

Std. Error

FORMA N Mean Std. Deviation Mean
Uspesnost 1. Cast'testu A 1095 61,394% 21,5310% ,6507%
B 935 60,834% 21,6144% ,7069%
Uspeénost’ 2. Cast testu A 1095 26,487% 20,6383% ,6237%
B 935 27,283% 21,6566% ,7082%
Uspesnost A 1095 | 43,941% 18,9954% ,5740%
B 935 | 44,059% 19,8491% ,6491%

1) Tabulka Gspesnosti v teste M12002
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Z metodického hl'adiska nas vSak zaujimala otdzka, Ci aj uspeSnost’ v jednotlivych tlohach testu
(obt'aznost’) bude Statisticky nerozliSitel'na.

Uzavreté ulohy 1. ast Uzavreté ulohy 2. ¢ast

20

Es

22 23 24 25 26 27 28

ul u2 u3 u4 uba ubb

2) Komplet tyroch stipcovych grafov porovnania obt'aznosti tiloh podla formy

Rozdiel medzi formami A a B je signifikantny na trovni 0,05 pri tlohéch 5, 6. S rizikom 10 % mo-
zeme tvrdit, Ze aj uspeSnost’ v uzavretej ulohe 8 a otvorenych tlohach u2, u5b je medzi formami
rozdielna.

Porovnanie otvorenych tloh podPa foriem

Pri otvorenych ulohach 1, 2, 3, 4, 5a, 5b nas zaujimalo, ako boli tspesné jednotlivé skupiny Ziakov.
Ziakov sme rozdelili podl'a celkovej uspesnosti v matematickom teste na pitiny po 20 %. Od najus-
pesnejsich po najmenej tispesnych. Cislom 1 sme oznagili 20 % najispesnejsich, ... a ¢islom 5 20 %
najmenej UspeSnych Ziakov. Skimali sme rozdiely medzi tymito skupinami pri formach A a B.
Analyzou sme zistili, ze Statisticky vyznamné rozdiely medzi formami na urovni rozliSiteI'nosti
p < 0,05 boli v 1. skupine — najaspesnejsich Ziakov pri tlohe uSa, d’alej v 2. skupine pri tlohach u2
a uSh.

V ostatnych skupinach Ziakov nebol medzi formami pri Glohach Ziadny Statisticky rozliSitelny
rozdiel.

Moézeme si to pozriet’ aj graficky pomocou viacnasobnych ¢iarovych grafov nazyvanych aj polygo-
nové grafy.
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Citlivost’ uloh v teste

Citlivost’ ulohy definujeme ako rozdiel medzi tispesnostou 1. a 5. skupiny, €ize rozdiel vo vysledku
najuspesnejSich 20 percent Studentov (Top20) a 20 percent (Low20) najmenej uspesnych Studentov
v danej ulohe.

Citlivost 1. dast - A forma Citlivost 2. ¢ast - A forma
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5) Graf: 1. ¢ast’ uspesnost’ najcitlivejsich uloh zobrazenie 1. Top20 a 2. Low20

Je zaujimavé si vSimnut, ze Glohy 27, 26, 24, 11, 10, 3 dosahuju relativne vysoku uroven citlivosti
tym, ze vykon najslabsej skupiny je nizky.

Citlivost uloh - A forma
85

27 16 29 28 26 12 15 9 1 11 7 20 21 23 5
2519 4 13 6 30 8 24 2 10 22 14 3 18 17

6) Graf: Citlivost’ tloh 1 az 30 z 1. ¢asti testu z matematiky
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7) Grafy: A forma — Uspesnost’ ziakov v skupinach — B forma

Graf 7 nam umoziuje porovnat’ vykony jednotlivych skupin ziakov. Od najispesnejsej 1. skupiny
az po 5. skupinu. Zaujimavé je porovnat’ skupiny podla formy. Napriklad Ziaci z piatej skupiny do-
siahli pri tlohach 10, 11 vo forme A porovnatelné vysledky a vo forme B pri ulohe 11 boli cca
0 9 % slabsi ako pri tlohe10.

Vztahy medzi polozkami testu

Reliabilita testu merana Crombachovym Alpha, ¢o v pripade dichotomickych premennych je totoz-
né s KR-20 = 0,875. Mozeme povedat’, ze reliabilita testu z matematiky je dostato¢ne vysoka.

Dalej si viimame koeficienty medzipoloZzkovej korelacie pre jednotlivé alohy.

Cim je vy$si vzajomny koeficient korelacie, tym je poloZka v teste platnejsia, tym mé vacsiu previa-
zanost’ s tym, ¢o dany test meria. Plati to aj naopak. Polozku, ktord ma nizky koeficient medzipo-
loZzkovej korelacie treba v d’alSom zmenit’ a to napriklad preformulovanim, nahradenim inou poloz-
kou, ktora by testovala ta istl oblast’ uciva, ale inak.
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1. Medzipolozkové korelacie uloh 1...30
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9) Graf: Medzipolozkové korelécie tloh 1...30 — 2. ¢ast’
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POLOZKA |KOREL_A| KOREL_B |ALPHA A| ALPHA B | PRIEM A | PRI EM B |STDCHY_A| STDCHY B | CHYME_A | CHYME B
BO1 0, 352 0,340 | 0,872 | 0,872 0, 661 0,671 0, 474 0, 470 0, 168 0, 167
B02 0, 295 0,340 | 0,874 | 0,873 0, 638 0, 621 0, 481 0, 485 0, 170 0,172
BO3 0, 302 0,342 | 0,873 | 0,872 0, 337 0, 350 0,473 0, 477 0, 167 0, 169
B04 0, 458 0,452 | 0,870 | 0,870 0, 595 0, 602 0, 491 0, 490 0,174 0,173
BO5 0,328 | 0,306 | 0,872 | 0,873 | 0,824 | 0,861 | 0,381 0, 346 0,135 0,123
BO6 0, 442 0,458 | 0,870 | 0,870 0,594 | 0,532 0, 491 0, 499 0,174 0,177
BO7 0, 293 0,276 | 0,874 | 0,874 | 0,449 0, 466 0, 498 0, 499 0,176 0,177
B0O8 0, 384 0,387 | 0,871 ] 0,871 0, 632 0, 595 0, 483 0, 491 0,171 0,174
B09 0, 428 0,415 | 0,870 | 0,871 0,724 | 0,692 0, 447 0, 462 0, 158 0, 164
B10 0, 340 0,303 | 0,872 | 0,873 0, 344 0, 368 0, 475 0, 483 0, 168 0,171
Bl1l 0,374 0,383 | 0,872 | 0,871 0,384 | 0,348 0, 487 0, 477 0,172 0, 169
B12 0, 479 0,515 | 0,869 | 0,868 0, 641 0, 617 0, 480 0, 486 0,170 0,172
B13 0, 422 0,458 | 0,870 | 0,870 0,524 0, 510 0, 500 0, 500 0,177 0,177
B14 0,391 0,349 | 0,871 | 0,872 0, 779 0,778 0, 415 0, 416 0, 147 0, 147
B15 0, 409 0,419 | 0,871 | 0,871 0, 659 0, 647 0,474 0, 478 0, 168 0, 169
B16 0, 499 0,518 | 0,868 | 0, 868 0, 545 0, 534 0, 498 0, 499 0,176 0,177
B17 0, 287 0,270 | 0,874 | 0,874 0, 730 0, 744 0, 444 0, 436 0, 157 0, 155
B18 0, 283 0,262 | 0,874 | 0,874 | 0,680 0, 648 0, 467 0, 478 0, 165 0, 169
B19 0, 547 0,494 | 0,867 | 0,869 0, 654 0, 640 0, 476 0, 480 0, 169 0,170
B20 0,400 | 0,396 | 0,871 | 0,871 | 0,837 | 0,810 | 0,369 0, 393 0,131 0,139
B21 0, 382 0,317 | 0,871 | 0,873 0,834 | 0,824 0,372 0, 381 0,132 0,135
B22 0,371 0,352 | 0,872 | 0,872 0, 817 0, 825 0, 387 0, 381 0,137 0,135
B23 0,349 | 0,330 |0,872| 0,873 | 0,818 | 0,818 | 0,386 0, 386 0,137 0,137
B24 0, 380 0,426 | 0,872 | 0,870 0, 396 0, 398 0, 489 0, 490 0,173 0,173
B25 0, 554 0,520 | 0,867 | 0,868 0, 633 0, 626 0, 482 0, 484 0,171 0,171
B26 0,472 | 0,442 | 0,869 | 0,870 | 0,353 | 0,370 | 0,478 0, 483 0, 169 0,171
B27 0, 524 0,586 | 0,868 | 0,866 0, 496 0, 495 0, 500 0, 500 0,177 0,177
B28 0, 491 0,518 | 0,869 | 0, 868 0, 639 0, 651 0, 480 0, 477 0,170 0, 169
B29 0,482 | 0,482 | 0,869 | 0,869 | 0,564 | 0,568 | 0,496 0, 496 0,176 0,176
B30 0, 440 0,469 | 0,870 | 0,869 0, 635 0, 644 0, 482 0, 479 0,171 0,170

10) Tabul'ka statistickych charakteristik dichotomickych uloh 1...30
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Medzipolozkové korelacie otvorenych iloh v A a B forme

1.skupina
A forma Priemer Std odch PoCet Ziakov
1. ul 1,2895 2,0608 829
2. u2 1,6671 1,9400 829
3. u3 2,3691 2,1622 829
4, u4 1,3269 1,6146 829
5. USA 1,2943 2,2079 829
2.skupina
A forma Priemer Std odch PoCet Ziakov
1. ul 1,2444 2,0086 266
2. u2 1,2368 1,7720 266
3. u3 2,7218 2,1486 266
4, u4 1,0977 1,5363 266
5. uSB 1,6429 2,0067 266

Otvorené ulohy sme pri analyze rozdelili na dve skupiny, podla piatej otvorenej tilohy. Jedna cast’
ziakov si vybrala ako tlohu 5a, druha Cast’ Ziakov zase tlohu 5b. Vznikla takto skupina Ziakov ¢is-
lo 1 riesiacich tlohy ul, u2, u3, u4, uSa, d’alSia skupina 2 ziakov zase rieSiacich ulohy ul az u5b.
Tieto dve skupiny ziakov nemaji ziadneho ziaka spolo¢ného.

1. skupina ul...u5a 2. skupina ul...uSb
0,50 . . 0,50 . . .
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ul+...uSa wul+..u5a ul+..u5b ul+...u5b
Aforma Bforma A forma B forma

Aditivita
Sign. 0,044 0,47 0,000 0,001
Tukeyho ¢ 0,83 0,94 0,47 0,62
Model ALPHA
Koeficienty reliability
Alpha 0,617 0,654 0,578 0,608
Standardiz. Alpha 0,619 0,655 0,577 0,616
Alpha po vynechani polozky
Ul 0,548 0,585 0,563 0,561
U2 0,584 0,612 0,537 0,575
U3 0,556 0,619 0,439 0,533
U4 0,572 0,620 0,539 0,548
us 0,553 0,567 0,519 0,548

Pozn.: Vynechanim polozky ani v jednom pripade nezvacsime hodnotu reliability skaly

Pri otvorenych ulohach vznika nasledujuci problém. VSimnime si, ze hoci je tloha 5b 9 bodova,

priemerny bodovy zisk na Ziaka v A forme bolo 1,6 bodu, ¢o je vyrazne menej ako pri 5 bodove;j

ulohe u2, kde to bolo 2,7 bodu.

Analyzou reliability sme zistili, Ze aby sme mohli pri jednotlivych Ziakoch s¢itovat’ body za tlohy

ul, ... uSb (aby bola skala aditivna) tak by bolo treba najskor jednotlivé bodové skore umocnit’ pri

forme A na 0,47 a pri forme B na 0,62. Co hrubgie povedané by znamenalo, odmocnit’ bodové sko-

re za Ulohy ul...u5b. T. j. vysledné skore Ziaka z otvorenych tloh by bolo
skore=vul+\u2+Vu3-+Vud+Vusb

¢o je z pedagogického hl'adiska neprijatelné.

Pri testovani v buducnosti doporucujeme radsej viac otvorenych uloh, napriklad Sest’ uloh po pat

bodov.

Vysledky faktorovej analyzy poloziek metddou Varimax uvadzame len v skratke, pretoZe si zaslu-
zia Vac¢si priestor a pedagogicku interpretaciu a analyzu.

Ulohy sme podla 2 faktorov rozdelili na dve skupiny. Jednu skupinu nazyvame alohy matematické
skumajice faktor nadania na matematiku a druhu skupinu ulohy ,,Spekulativne, skimajuce faktor
prirodzenej chytrosti (inteligencie) ziaka.

Priklady ,Spekulativne®:
v' b1, b2, b3, b5, b17, b18, b20, b21, b22, b23, b24, b25, b27, b29, b30.

,matematické“:
v b4, b6, b7, b8, b9, b10, b11, b12, b13, b14, b15, b16, b18, b19, b26, b28

Cisla uvadzanych polozkovych tloh st z testu M11A t. j. test 1. &ast’ A forma.
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Korelacie Forma A

Korelacie FormaB

S BODY | M BODY S BODY | M _BODY

S_BODY Pearson Correlation 1 ,695*1 S_BODY Pearson Correlation 1 ,689%
N 1095 1095 N 935 935
M_BODY Pearson Correlation ,695*4 1 M_BODY Pearson Correlation ,689* 1
N 1095 1095 N 935 935

**. Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).

**. Correlation is significant at the 0.01 level (2-tailed).

Vidime, ze vzajomna korelacia existuje, koeficient determindcie je cca 47 %, ¢o naznacuje istl
nezavislost’ tychto dvoch skupin.

Ulohy z testu z matematiky M1 z monitoru 2002 mozno najst’ na stranke Statneho pedagogického

ustavu na adrese

http://www.spu.sanet.sk/maturita/monitor2002.htm, kde sa nachddzaju Styri dokumenty typu pdf

Test M1 1.¢ast’ forma A http://www.spu.sanet.sk/maturita/Monitor2002/Testy/M11A.pdf

Test M1 1.¢ast’ forma B http://www.spu.sanet.sk/maturita/Monitor2002/Testy/M11B.pdf
Test M1 2.¢ast’ forma A http://www.spu.sanet.sk/maturita/Monitor2002/Testy/M12A..pdf

Test M1 2.¢ast’ forma B http://www.spu.sanet.sk/maturita/Monitor2002/Testy/M12B.pdf

To je len kratka ukézka z polozkovej analyzy testu. Akékol'vek blizSie otazky prosim na adrese
Olga.Zelmanova@spu.sanet.sk.
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FEUERSTEINOV KURZ
INSTRUMENTALNEHO OBOHACOVANIA

Jan Zabka, 1. sikromné gymnéazium Bajkalska 20, Bratislava

Vo februari skolského roka 2002/2003 som sa zucastnil v Tiebi¢i dvojtyzdiového kurzu inStrumen-
talneho obohacovania. Kurz bol vedeny doc. Vérou Pokornou z Pedagogickej fakulty v Prahe. Jeho
napliou bolo zozndmenie sa s inStrumentami, ktoré vypracoval Reuven Feuerstein, v sti¢asnosti ria-
ditel Hadassah-WIZO-Canada — vyskumného instititu v Jeruzaleme.

R. Feuerstein sa narodil v roku 1922 v Rumunsku, po druhej svetovej vojne emigroval do
Izraela, $tudoval u Jeana Piageta a Andree Reya v Zeneve. Doktorat z vyvojovej psychologie ziskal
na Sorbone. V Izraeli sa venoval detom, ktoré presli koncentracnymi tdbormi podobne ako on a os-
tali samé. Uvedomil si rozpor medzi vykonmi, ktoré museli tieto deti podavat’ v koncentratnom
tabore, kde sa osvedc¢ili v extrémnych podmienkach, ale nevedeli sa prisposobit’ novému kultirne-
mu a spolocenskému suzitiu. Neboli pripravené na bezny zivot. Okrem tychto deti do Izraela v pét-
desiatych a Sestdesiatych rokoch prisli ro¢ne tisice deti, ktoré predtym zili v réznych kultarach,
v roznych §tatoch. VSimol si, Ze niektoré deti zlyhavaji v skole napriek vysokému IQ, ktoré bolo
diagnostikované testami. Naopak, deti, ktorych 1Q nadobudalo priemerné alebo podpriemerné hod-
noty, boli v beznom zivote Casto uspesnejSie. Niektoré deti sa naucili v Skole zru¢nosti, ktoré za par
dni alebo dokonca hodin zabudli. Velka Cast’ deti si nebola schopna nové poznatky veku primerane
triedit’ a Strukturovat’, Casto nevedeli tieto poznatky aplikovat’ v beznom zivote.

R. Feuerstein zacal preto Studovat’ otdzky kognitivnej a vyvojovej psycholédgie. Postupom Casu
vytvoril vlastni metodiku, ktord ma slazit’ rozvoju kognitivnych schopnosti deti aj dospelych —
Instrumental Enrichment. Zozndmenie sa s inStrumentami, ktoré su sucastou tejto metodiky, bolo
naplnou vyssie spomenutého kurzu.

Vzhl'adom na obmedzeny Cas a priestor sa pokusim len vel'mi rychlo a utrzkovito zozndmit’ vas
s obsahom tohto kurzu a mozno vas aj motivovat’ k jeho absolvovaniu. Ulohy, ktoré budi uvedené
nizsie, nie st origindlne ulohy, vytvoril som ich sam, motivovany prvou sadou uloh, ktoré¢
Feuerstein nazyva inStrumentmi. Prvy inStrument ma nézov ,,Usporiadanie bodov*.

Rieste ulohu:

Vidsina deti po takto zadanej ulohe zaéne bodky ihned’ spajat. Uloha v$ak vlastne neméa zadanie,
musime si ho domysliet. Pri spolo¢nej diskusii vznikaju vel'mi zaujimavé namety, o sa da
,,S bodkami® robit’. Mozeme diskutovat’ tieZ o tom, kde sa ¢lovek v beznom zivote stretava s takto
nejasne alebo dokonca nijako zadanou ulohou, kde v beznom Zivote chybaju informécie a musime
ich domyslat, hladat, vydedukovat. Mo6zeme pohladat’ v slovniku cudzich slov, ¢o znamena
explicitnd (informdcia, zadanie, ...) a implicitna (informacia, zadanie, ...).

Po iste podnetnej diskusii mézeme k ulohe doplnit’ zadanie, ktoré tam chybalo: ,, Pospdjajte
bodky tak, aby vam vznikli utvary zhodné (totozné? — znamena to v matematike to isté? A v beznom
zivote? Uved'te priklady.) so vzorovymi. Ako vrcholy utvarov musite pouzit vsetky bodky, Ziadnu ne-
smiete vynechat. Ziadna bodka nesmie byt vrcholom viac ako jedného vitvaru. Utvary sa mézu pre-
kryvat, Pri kresleni nemozete otacat hlavou ani papierom. * Je toto zadanie kompletné? Ak nie, co
v flom chyba? Ak ano, odkial to viete?

Takéto diskusia je pre deti urcite prinosom. Naucia sa vel'mi vela o nuansach jazyka, kym sa im
podari zadanie takto sformulovat’, pripadne takuto formulaciu pochopit’.

111



Po spresneni zadania vSak eSte neprichadza faza rieSenia. Deti musia vymysliet' stratégiu.
Najskor vSak musia vediet, ¢o to stratégia je. Pouzivaju v beznom Zivote nejaku stratégiu? Kde?
Aka? Je dobra? Aku stratégiu pouziju pri rieSeni naSej ulohy? Maju vSetci rovnaku stratégiu?
Preco? Ktora je najlepsia? Po zodpovedani tychto otdzok sa deti mézu pustit’ do rieSenia:
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Po zvicsa uspesnom zdolani tychto uloh moze nasledovat’ d’alSia diskusia o stratégiach, o ich
zmene, ¢o k tejto zmene vedie a pod. Zavisi najmé od deti a od priestoru, ktory pri diskusii maji,
ako d’aleko sa dostaneme. Ale deti diskutovat’ chcu a zaujima ich to.

Po tejto ulohe vicsie deti urCite zvladnu aj tazSie ulohy, uvedené v zavere. Zadanie je rovnaké
so zadanim prvej tlohy.

Samozrejme, v Usporiadani bodov je takychto stran uloh ovela viac. Tvoria pomerne prirodze-
na aucelenu zbierku peknych monotematickych uloh. Kazdy list je vSak dolezity predovsetkym
diskusiou, ktora prebieha, nie samotnym rieSenim, i ked’ to je tieZ ddlezité. V Usporiadani bodov je
napriklad samostatna ¢ast’ venovana chybam a tomu, ako ndm pomahajiu. Mnoho ucastnikov kurzu
bolo vel'mi prekvapenych, ked’ sme sa rozpravali o tom, Ze aj na chybu je mozné hladiet’ pozitivne.
St tam iulohy, ktoré nemaju jednoznacné rieSenie, s ¢im sa mnoho Tl'udi sice stretdva v Zivote
pomerne Casto, ale v S§kole, bohuzial, zriedka. Pri praci s Feuersteinovymi inStrumentami sa dba aj
na rozvijanie reci, podporovanie vnutornej motivacie a postupne aj na reflektovanie svojich myslie-
nok a sledovanie spdsobov vlastného uvazovania.

Napliou prvého ztroch kurzov su okrem Usporiadania bodov aj tri d’alSie inStrumenty:
Porovnavanie, Orientacia v priestore I a Analytické vnimanie. Kazdy z tychto in§trumentov mé Spe-
cifické ciele, ale hlavny ciel’ — rozvoj kognitivnych funkcii — je spolo¢ny.

Okrem toho, Ze sme na kurze postupne vel'mi podrobne prechadzali tieto Styri inStrumenty, sme
sa sami ucili diskutovat’, snazili sme sa analyzovat’ nase vlastné uvahy, pokusali sme sa ¢o najpres-
nejsSie vyjadrovat’. Mali sme aj mnoho vlastnych prekvapujtcich zazitkov. Mnohi z nas si skusili, ¢o
to znamena byt’ v pozicii ziaka, aké je to tazké na prvykrat zachytit’ zadanie tlohy, porozumiet’ mu
a tlohu spravne vyriesit. Mnohi sme si vyskusali, aké je to prijemné byt pochvéleny aj ked’ nie som
prvy alebo dokonca nemam vsetko spravne. Sta¢i pochvalit’ za to, €o je spravne, a teda u kazdého sa
doévod na pochvalu najde. A vela z nas bolo prekvapenych, Ze Gloha, o ktorej sme sa hadali, ze ma
jediné spravne rieSenie, ma rieSeni viac a dokonca ich vieme samy objavit’ a obhgjit' ich. Pani
doc. Véra Pokornd nam tiez porozpravala mnoho zazitkov z jej bohatej pedagogickej a psychologic-
kej praxe. Vzhl'adom na pestrost’ tcastnikov kurzu sme sa dozvedeli mnoho podnetného i z inych
oblasti. Odchadzali sme s mnozstvom myslienok a podnetov, ktoré chceme vyuzit’ u nas v Skole na
novom predmete ,,U¢im sa ucit™, ktory budeme pokusne overovat’ v prime a v kvarte v Skolskom
roku 2003/2004.

Literatlra;

[1] Pokorna, V.: Teoria, diagnostika a naprava Specifickych portich ucenia, 2. vydanie, Praha,
Portal

[2] Pokornd, V.: Reuven Feuerstein a jeho metéda inStrumentalneho obohacovania

[3] www.google.com: reuven feuerstein instrumental enrichment
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e-mail: zabco@centrum.sk
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VECER HUDBY

Peter Bero, Bratislava

Warren G & Sissel

Bond

Handel (The Messiah, Hallelujah, And He Shall Purify)
Gregorianske choraly

Themas Tallis (Spem in alium)

Boris Christoff (Velika ektenia)

Sarah Brightman (Timeless)

Ariel Ramirez (Missa criolla)

Guido Haazen (Missa luba)

Missa flamenca

. Afro-American gospel
. Winds of Worship 5
. Ziarislav a Bytosti (Ochrafiuj nas Ziva, Jarnd)

Andrea Bocelli & John Mils (Miserere)

. Martin Babjak
. Vanessa Mae
. Sarah Brightman (So many things)

e-mail: avalon@nextra.sk
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PRE CO? ... ,PRECO?%...

Ivan Masaryk, Nadacia Ingenium, Bratislava

Co obsah je,

to FORMA vie !

Bo obsah je st’a Barla Stara,
no forma sa len o Moc Stara.

W N W N

1 ONA je jak obrazok, % '

1 krehka ¢iri peniazt'ok

> 94@
3 Peniazt'ok ?
4 PENIaz 2?
5 MAJETOK  927?
6 Nieéé i
3 Depresia !
4 KABit i
6 UPADOK "
7 NIEEE i

e e e e e e o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e o e e e e e e o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s I e

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN
@ Chft, chrf, chrftf, kvi, kviii, chr,chr,chr.

3 Takomole, Kakomole, Sakomole, Makomole,
3 Takomole, Kakomole, Sakomole, Makomole,
4  Takomole, Kakomole, Sakomole, Makomole,
5 Takomole, Kakomole, Sakomole, Makomole,
7> VAROZETOPIKAkaa, VAROZETOPIK Akaa
6> AKAKIPOTEZAraav, AKAKIPOTEZAraav.

5 JEDOKANUNAKODEJ! JEDOKANUnakodej,

4 Jedokanunakodej, Jedokanunakodej,

3 Jedodej, Jedode;, Jedode;, Jedode;,
2?7 Jedode;, Jedodej ?, Jedodej ?, Jedode;.

4> Trrchch, trrcheh, tifrchcheh, KVIiiiUK !, tch, tch, tch ...
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2.2VA RO ZE TO PI KA ka ?, VARO ZETO PIKA ka ?
AKA KI PO TEZA rav ?, AKAKI POTEZA rav ?

3< TakomoLE, KakomoLE, SakomoLE, LAkomoLE,

1 Godo?

2 VA RO ZETOPIKA ?!, AKAKIPO TEZA ?!

4  TakomoLE, KakomoLE, SakomoLE, LAkomoLE,

@ KIT!?!

5 TakomoLE, KakomoLE, LakomoLE, LakomoLE

6 CHAchaCHACHAchachaCHAAA 11111

4 LAKOMOLE, LAKOMOLE, LAKOMOLE, LAKOMOLE
5 LAKOMOLE, LAKOMOLE, LAKOMOLE, LAKOMOLE
6 LAKOMOLE, LAKOMOLE, LAKOMOLE, LAKOMOLE
7 LAKOMOLE, LAKOMOLE, LAKOMOLE, LAKOMOLE
8.8 LA-KO-MO-LE!

4> VAROZETOPIKAk44, VAROZETOPIKAk44,

3> AKAKIPOTEZAraav, AKAKIPOTEZAraav.

N )

N )

10 rreeeeeeeerereenenrenn - NIE PERRERLRrrerrreereeeenenn

4> Povie mi niekto Pre koho,

Pre ¢o ? ...Zase... ,PRECO ?¢ ... !!!
Niva, Mak a syr

Ak chcete vediet’ ¢itat’ tito basen, domyslite si, ¢o znamenaju znacky a Cisla, vedzte vSak, ze @ bol
mysleny ako vdychovanie nasledujuceho textu a ¢isla ako sila emdcii, ¢i sila hlasu. Ak sa chcete
naucit’ takuto basen predniest, musite si vymysliet’ i slova 1 znacky a ja sa uz teraz teSim na Vas
pribeh plny emocii, ale bez obsahu. Béseil som napisal uz v roku 1997, ale prvy krat je publikovana
az v tomto zborniku. Za pseudonym, preSmycku, by som chcel pod’akovat’ Petovi Novotnému.

e-mail: masaryk@ingenium.sk
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