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Vazeni priatelia,

mame pre vas dve informécie, radostnu a menej radostnu.

Najprv tu radostnu. Ako asi viete, vlani to bolo uz po dvadsiaty piatykrat, Co sme sa stretli, aby sme
sa v prazdninovom case venovali radosti z dobre ucenej matematiky. Ale po prvykrat bolo nase
stretnutie zaznamenan¢ v pisomnej podobe. Pre nas 1 potomkov. Prvy zbornik prispevkov Pytagoras
2001 bol sponzorovany a sponzor, grant GACR, kladne hodnotil jeho uroven odborni i technicku.
Preto bolo mozné ziskat’ i pre rok 2002 potrebnu dotaciu na d’al§i zbornik — ten, ktory teraz drzite
v rukéch. To bola t4 dobré sprava.

Teraz ta menej radostna. Vlastne iba konStatovanie. Vyzva uvedend v uvode k vlanajSiemu zborni-
ku ostala bez odozvy. Doteraz sa nenaSiel dobrovol'nik, ktory by sa podujal mapovat’ historiu naSich
stretnuti, v zauzivanej terminologii, nasich ,,exodov*. Preto si dovol'ujeme vyzvu opakovat. Boli by
sme vel'mi radi, keby sa materialy nasich skorSich stretnuti, uloZené medzi lajstrami kdesi v pivni-
ciach pamétnikov alebo v zadnejSich priestoroch ich bledntiicej paméti, zacali vynarat’ na svetlo
bozie. Potom by sa hiddam naSli priatelia, ktori by to utriedili a pripravili ako Historiu pytago-
rejskych a predpytagorejskych stretnuti v rokoch 1977 — 2002.

Prajeme vam uspesny skolsky rok 2002/2003 a zaciatkom jala 2003 v Kovacovej dovidenia.
Vladimir Burjan <burjan@exam.sk>

Milan Hejny <milan.hejny@pedf.cuni.cz>
Stefan Jany <nndkjany@nextra.sk>



SEZAM — KORESPONDENCNY SEMINAR PRE Il. STUPEN ZS
A JEHO 15-ROCNA HISTORIA

Hynek Bachraty, Fakulta riadenia a informatiky, Zilinska univerzita, Zilina

1. ZACIATKY

Moja osobna sklsenost’ so zaujmovou matematikou v Ziline siaha do rokov 1984-85. Spga sa
smenom dr. Jana Peren¢aja, uditela VSDS. V rémci spoluprace s Milanom Hejnym sa zoznamil
s mimoskolskymi formami préce s detmi arozhodol sa ,rozbehnit* ich & v Ziline. Oslovil apre-
svedéil skupinku Studentov VSDS (ktori mali len skromné osobné sklsenosti so stredodkol skymi
koreSpondencénymi seminarmi), ktora sa zacala venovat’ matematickym krazkom. V roku 1986 pre
tieto deti zorganizoval v Terchovg TMM pod vedenim Milana Hegjného. Aj v d’alSich rokoch bola
neocenitel’na jeho organizatna préca askryvala sa za vacdinou Zilinskych aktivit. Jan Perencag uz
Zial' nie je medzi nami, takZe pod’akovanie za jeho buditel’sku a organizacnu pracu mu nemozeme
timocit osobne ...

S prosbou o0 pomoc a podporu sa obrétil g na Bratislavsky ZAMAT. Tak som sa uzZ po¢as vyso-
ko3kolského &tudia ocitol pérkrét v Ziline ana pracovnych seminéroch dostal chut’ budovat’ a rozvi-
jat’ to, ¢o sanam v Bratislave uz zacinalo zdat” samozrejmé.

Po prestahovani sa do Ziliny bolo preto d’aldim logickym krokom zaloZenie koreSpondencného
seminéra pre Il. stupeii ZS. Vznikol vroku 1986 pod ndzvom SPIKOMAT (Stredoslovensky
PIKOMAT), od PIKOMATu okrem skusenosti prebral g vtedajSiu kategoriu ,, hostia“, ktort hlavne
na Orave zabezpetoval Stevo Jany. Priddi sariesitelia zo Ziliny aPovaZia, rozbehli sa sistredenia
atabory pre ngjlepsich. Na prvej generéacii vedicich sa prejavil znamy efekt — nie len , ¢isti matici®
z MFF, de g technicki kyberneti zVSDS konvertovali k pedagdgom. A podobne dopadli mnohi
Z prve generécie deti ...

Zaciatkom 90-tych rokov sa nazov seminara zmenil na SEZAM amedzi veducimi sa zacali ob-
javovat’ jeho prvi ,,odchovanci®. V d’alSom by som sa chcel uz venovat’ sicasngj podobe nasgj pré-
ce.

2. VEDUCI

Pre Strukturu veddcich SEZAMu je uz viac rokov priznacny jg , multigeneracny charakter”.
Neobmedzuje sa teda napr. len na niekor’ko silnych ro¢nikov, pripadne len Studentov VS, ale pléano-
vito aumyselne ma sSirsi zéber. Strucne by sa dala popisat’ takto :

e ,Malé deti“: Ide o Studentov 1. alebo 2. rocnika gymnézia. Tato kategoria je len obcasng,
jednd sa onatol’ko angazované deti, Ze uz vtomto veku tuZia pomahat’ aspon pri
»technickych” pracach (obdkovanie, ...). K vaznejSgl préci ich nepustame, ich hlavnou ulo-
hou je , pracana sebe”. Ide 0 0 az 4 deti.

o Velkédeti“: Ide o2 aZz 3 gymnazistov z 3. alebo 4. rocnika, najc¢astejSie z gymnazia Vel'ka
Okruzna v Ziline av zésade zo severoslovenského regionu. Cez tto kategoriu pravidelne
dopiname nés , kader“. K préci na seminari ich po dékladnom zvézeni pozyvame na zéklade
obojstranného (a predpokladame, Ze g dihodobého) zaujmu. Ide vzdy o byvalych rieSitelov
SEZAMu, ktori naviac svoje matematické kvality azaujem pregavili g v stredoskolskych
KS, olympiéde atd’. Ich hlavnou dlohou je ziskavanie skusenosti — v t&boroch napr. zacing
na urovni praktikantov. Na druhg strane naich pleciach je velka ¢ast’ organizacného zabez-
pecenia koreSpondencng casti seminara.

e . Mali dospeli“: Ak sa neurazia, takto by som nazval cca 6 ¢lennu skupinu nasich vysoko-
Skoldkov. V&sina z nich su Studenti FMFI UK. A tak ako asi vSade, ide z prirodzenych



dbévodov o najvykonnejSiu a nagjzat’aZzenejSiu skupinu vedlcich. Bez nich by KS nefungoval
—aebo si to aspon neviem predstavit’.

o Velki dospeli“: V teto kategorii koncia ti, ktori predli predchédzajicimi a stéle zostavaju
,V duzbe". V sicasnosti ide asi 0 8 I'udi. Samozrejme, pracovné arodinné povinnosti uz
menia zorny uhol a priority, ale minimane radou a skisenost’'ou prispejeme vZdy aradi.

Viacero poslednych rokov zatial’ potvrdzuje funkénost’ tohto systému. Rézne fluktuécie, od za-
hrani¢nych pobytov po prirastky v rodine alebo zmeny zamestnania drzia limitu poc¢tu veducich
Vv prirodzenom obore.

Siroky kolektiv umoziiuje g SirSie moznosti del'by aorganizécie préce. Na oprave Gloh kores-
pondencngj ¢asti a zabezpeteni stistredeni ataborov sa podielame v podstate v3etci rovnakou mie-
rou. Okrem toho sa vykrystalizovali nasledujuce funkcie :

e  Hlavny &&f“: organizatne zabezpecuje hlavne ststredenia atébory, nahéiha sponzorov. Ako

vedlci SEZAMu vystupuje g smerom ku det'om arodi¢om.

e ,Persondny S&f*: skisenostami sme dospeli k tejto metdde rieSenia nast’astie nie pravidel-
nych, ale niekedy akatnych , personanych* problémov (prilisS vel'a vedicich ma zaujem ist’
do tébora apod.). Personalny $&f ma nasu déveru averime, Ze po prislusnych konzultéciach
je jeho definitivne rozhodnutie najlepsie mozné.

e . KoreSponden¢né vedenie": organizatne zabezpecuje koreSponden¢nu cast” (prijem uloh,
distriblciu ku opravujicim aspat’ od nich, odosielanie materialov ...). Ide o tradi¢nd tlohu
»velkych deti* a autora prispevku.

e . Rada starSich“: Nuz apokial’ nieco prestane fungovat’ tak, ako by malo, treba sa poradit’.
Tu prich&dzaja k slovu skér sklisenosti, ako nadSenie. Nast'astie, tento organ je vasinu ¢asu
v hybernacii a g preto sa zobldza vzdy v obnovenom zlozZeni.

NajcenngjSia vlastnost’ alebo désledok tejto Struktlry spociva v prirodzenel moznosti a potrebe
priebezného (samo)vzdelavania a (samo)vychovy g v kolektive veducich. Vzhl'adom na neustde
dopinanie , odspodu“ méZeme, musime a zéroven g chceme vzdy znovu preberat’, prehodnocovat
av pripade potreby g menit’ zasady naSej prace sdetmi. Verim, Ze viacero ¢lenov posledngj kate-
goriev tgjto ¢innosti vidi tazisko svoje préace.

Niekedy sponténne, niekedy pldnovito sme si na toto odovzdévanie skisenosti vytvorili viacero
foriem:
spolo¢ny hodnotenie a vyber Uloh a priprava sérii koreSpondencneg ¢asti seminara
konzultécie pri opravovani uloh
spolo¢na priprava programu téborov a ststredeni
spolo¢na detailna priprava matematického programu stistredeni
individua na spolupréca pri priprave jednotlivych programov
vecerné hodnotiace ,, schodze" na taboroch a ststredeniach
Ucast’ na programoch skusengjSich veducich
individual ne rozhovory arozbory programov
»dozvuky” taborov — rozbor ankety, rieSenie dotaznikov Ucastnikov, ...
vikendové Skoly nadacie Ingenium

Pre poriadok apoctivost spomenieme g niektoré potenciondne problémy v tejto oblasti. Ide

skdr o zdvihnuty prst do budlcnosti, zatial’ Ziadny z nich nepocit’ujeme ako aktualny.

e Tlak naomladzovanie veducich, tj. rozSirenie a,, zrovnopravnenie® kategorie ,, malych deti®:
Tento trend nepovazujeme za dobry avhodny, skor naopak. Viaceré seminare tento tlak po-
cit'uju apotrebuju ho rieSit’, nam sa zatial’ v zasade vyhyba.

e Miesto posobenia veducich: Cast’ veducich , funguje* v Ziline ablizkom okoli, véiSia ¢ast’
v Bratislave. Komunikaciu medzi vedicimi zatial’ zvlddame a sme na niu zvyknuti, verime,



Ze to tak bude g v budicnosti. Problémy moéZzu nastat’, ak nadi vedlci, hlavne z radov $tu-
dentov VS, zamieriadagj.

e Odovzdavanie funkcii: Posledné roky mame &’astie na relativne stabilné akvalitné obsade-
nie vysSie spomenutg ,, funkcionarske” Struktury. Dufam Ze rovnako dobre zvliadneme g
jg d’asie zmeny.

Zhrnuté a podéiarknuté: moznost’ pravidelne sa stretavat’, pracovat’ abyt’ v kolektive naSich ve-
ducich je dolezitou sicast'ou motivacie a g odmeny za pracu v SEZAMe.

3. OKOLIE

Semin& SEZAM rdznymi formami spolupracuje, kooperuje a spoluexistuje s viacerymi organi-
z&ciami. Niektoré sa objavuju g v hlavicke nasg koreSpondencie. Spomenieme ich (a pod’akujeme)
v abecednom poradi:

e JSMF, pobocka Zilina: pocas celgj existencie SEZAMu nés oficidne zastreduje, vyuzivame
je peciatku, Gcty aautoritu. V male) miere vyuzivame g jg financné atechnické prostried-
ky.

e GVOZA — matematické gymnézium Velka Okruzna, Zilina: UZ dihé roky poskytuje riedite-
om SEZAMu svoju adresu. Ale mnohym z byvalych rieSitelov g , strechu“ nad hlavou.
Myslienka vyhladavat’ pre toto gymnazium matematickeé talenty bola pri samotnom zrode
SEZAMu. Aj ked’ v poslednych rokoch sa ponuka stredoskolského Studia rozsSirila, eSte
stale sa vela riesitelov SEZAMu schéadza v matematickych triedach tohto gymnézia —
asnad aj poméhaju zvyait ich Groven. Z tychto tried zaroven dopiiiame , kader* veducich.

e FRI ZU — Fakulta riadenia ainformatiky Zilinskej univerzity: Okrem zamestnania pre nie-
ktorych veducich, vyuZivame obcas jg materidne a priestorove zazemie. A posledné 3 roky
nam zapoZzic¢ala do tébora pocitace — to bola 0zg) cite’na pomoc a podpora.

e SKMS — Stredoslovensky koreSpondencny seminar (stredoskolsky): Znacne ,, spriazneny*
stredoskolsky KS. Mame mohutny prienik vedlcich asilny presun rieSitelov. SKMS zmier-
nuje potoky deviatackych siz na konci tébora — ved’ mdzu pokracovat’ d’alej vo velmi po-
dobne partii. Od nového skolského roku ubudio Saide o KMS.

e Nadacia INGENIUM: Ide o spolo¢ny projekt viacerych KS, zamerany na podporu a zlepSo-
vanie ich ¢innosti. Zatial' ngjzaujimavejSou aktivitou nadacie si vikendove Skoly pre vedu-
cich KS, naktorych sa aktivne podiel’ame g ako organizéatori, g ako ucastnici.

e Finan¢na podpora: Vyuzivame ju hlavne na pokrytie ¢asti nakladov na sistredenia a tébory
— skutocna cena by bola pre mnohych rodicov uz neakceptovatel'nd. Vd'aka za prispevky
patri roznym nadaciam, podnikom, starostom ainym organizaciam.

4. KORESPONDENCNA CAST

KedZe sa prvykrét dostavame k detailom, upresnim, Ze v sic¢asnosti je SEZAM urceny Ziakom
7., 8. a9.ro¢nika ZS anajnadaneSim Sestakom. Samozrejme tieZ zodpovedajlicim roénikom osem-
roénych gymnazii. Siestakov berieme na sistredenia len ak sa umiestnia do 20 miesta v poradi, ¢o
znatne znizilo ich pocet.

KoreSpondencna cast’ ma dost’ tradi¢ny charakter. Kazdy polrok zZiaci rieSia 3 série po 4 ulohy.
V&etky Ulohy si uréené pre vsetkych, vekoveé rozdiely kompenzujeme systémom prémii. Na rieSe-
nie byvaju k dispozicii 3 az 4 tyzdne, na opravu potrebujeme 14 dni. Opravené ulohy sa vracagju
spolu so vzorovymi rieSeniami, poradim anovymi zadaniami.

Vyber Uloh azostavovanie sérii, zvycane na jeden polrok, prebieha na ,valng hromade” vSet-
kych veducich. Vyberame zvycajne z troj az Stvornasobku potrebnych dloh. Pri zostavovani sérii
sledujeme niekol’ko zamerov:

e SnaZime sa 0 obsahovo pestré, vyvazené série. V Ziadngl by nemala chybat’ dloha z geo-

metrie azo ,sveta ¢isal“, ¢asto , ciferné* Ulohy, ak sa n§jde stereometria atd’.
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e Podobne s sledujeme g predpokladané metddy rieSenia tloh a d’aSie nadstavboveé charak-
teristiky. Nezabudame na ulohy, kde k vysledku vedie g usilovnost adlhé hromadenie
rieSeni — Ulohy na , ndpad” si (ak ho nedostanete) nemotivujlice. Sledujeme vyskyt Uloh
s negativnou odpoved’ou (ngjdite — neexistuje ...), s viacerymi rieSeniami atd’.

e Zvazujeme prinos, vhodnost a naro¢nost’ oboch hlavnych zloziek rieSenia tlohy — na ¢o
dietamydli aco robi pri rieSeni, a¢o mu prinesie jg spisanie ateda sformulovanie a ujasne-
nie s postupu riesenia.

e (asto zarad'ujeme , seridy” jednej, navézujlce Glohy cez 3 polro¢né alebo vietkych 6 sérii.
Takmer pravidelne ide o Ulohy zlogiky (pozdravujeme ngima pana Smullyana) a ¢asto
0 kombinatorické ulohy, kde je kazda pomoc nadmu Skolstvu a detom vitana.

e Ulohy byvaju uz &andartne pontkané v podobe celoroéného pribehu. Ten dle musi  dlUzit
ako motivéacia apomobcka pre formulovanie jednotlivych Uloh a nie ako komplikécia ba a2
prekaZzka pri h'adani ich zadani.

NajvaznejSim problémom koreSpondencngj casti seminara sanam teraz javi kvalita opravovania
uloh. Spolu s vyberom Uloh je to ,, ngjdidaktickejSie” miesto v celom priebehu semindra. Okomento-
vat' (atiez motiva¢ne a spravodlivo obodovat’) tlohy na Urovni rieSitel'a je zloZita Uloha aje naroc-
nost’ je znasobena poctom riesitelov. Do procesu opravovania sa priebezne zapgjaju novi anovi
vedlci aprenos skusenosti je vel'mi zlozity. Momentalne pouzZivame systém, pri ktorom okrem
opravovatela, o spdsobe opravovania a bodovania konkrétnej Ulohy spolu s nim uvaZzuje g takzva
ny supervizor (a ak ide o tretieho ¢loveka g autor ulohy). Optimane by boli este SirSie diskusné
fora pred opravovanim kaZdej série, tu uZ ade narézame na ¢asové kapacity vedicich. St¢astou
tohto okruhu problémov je g zvaZzovanie moznosti a vhodnosti vzorovych rieSeni. Uvidime ...

5. TABORY A SUSTREDENIA

Ako byva zvykom, pre ngjlepSich 32 rieSitel'ov organizujeme v marci 4-diiové av auguste 10-
diové sUstredenie. Zabezpecuje ho spravidlia 10 vedicich. Z&kladné ciele vaéSinou dobre pozname
z ,,Pracovnych materialov skoliaceho strediska TMM* a popiSem skor spdsoby ich realizacie.

Jednou z kI'Gicovych sicasti je priprava programu:

e Prebieha svelkym predstihom ado znaénych detailov. Zacina spolocnym vikendovym
stretnutim veducich, pokracuje individudlne alebo v rdmci konzultacii mensich skupiniek.

e Okrem zabezpecenia potrebng kvality, méa priprava programov g druhy hlavny ciel’: uvol-
nit’ , kapacity” veducich na samotnom sUstredeni. Tam samaju v maximane miere venovat’
detom, nie priprave svojich programov. A volny ¢as (aby bolo jasné, spravidla 01:00 az
07:00) saoplati investovat’ do spanku.

e Osobitnt pozornost venujeme priprave matematického programu. Najméa prednésky na
zimné sUstredenia podliehaju niekedy az dvojkolovej kolektivng ,, oponenture” a pripomien-
kovaniu, ¢o prindSa g krasne chvile spolo¢ného matematického bédania. Vzh'adom na
vel’ky rozsah letného stistredenia, tu uz takto detailny postup nie je mozny, sustred’ujeme sa
aspon na nosné programy, programy zacingjcich vedicich atd’.

e Tohto roku prvykrat testujeme g ,, povinnd“ pisomnu pripravu — pravidla hier, sit'azi atd’. si
vedUci chystaju vopred g v pisomnej podobe. Nutnost’ presngj formulécie pravidiam urcite
neuskodi, efektivngSie sa ku nim mézu vyjadrit’ ostatni veduci, niekedy sa pouziju g pria-
mo pri realizécii programu. A naviac, ,, zadarmo” ndm vznika archiv programov.

A ako takto pripraveny program vyzera?

e Jednotlivé dni si pestré, striedaju sa rézne typy programov. Tébor nebyva monotematicky
zamerany, jednotlivé programy maju svoju vlastni motivéaciu aklimu. Davame s pritom
pozor, aby bol ¢as na doznievanie apreladenie klimy medzi nimi. Pestrost nie je



samoucelng, ma zabezpetit' vyvazenost' intelektudlnych a somatickych aktivit, individudl-
nych a kolektivnych ¢innosti, sit'azivych a,, pohodovych* aktivit atd’.

Na vyvéZenie azladenie tejto pestrosti SlUZi naopak pevny rytmus a ,fad” tabora. Hlavne
v prvych dinoch je jeho zabezpetenie jednou z prvoradych uloh. Jednotlive typy programov
prebiehaju v obvyklé ¢asti dita, dodrziavaju sa ¢asy zaCiatkov akoncov programov, nevzni-
kaju prestoje ahluché miesta. Deti dostavaju Ustne g ,néstenkovo® dostatok informacii
o0 budiicom programe. A vSetci veduci poznajd, reSpektuju a zabezpecuju tato snahu.

Pre rytmus tabora su dolezité g ,, seridlove® programy, ktoré sa pravidelne objavuju v rovna-
kom termine pocas celého (ngjma letného) sistredenia a svojim obsahom na seba navézu; .
Ide ngima o matematické seminére atohtoro¢nt novinku (ktord sme sa naucili od Sabi-
novského Kominéra) — ,,umelecké* kruzky. Vdaka nim si deti uvedomuju nielen ¢o bolo
rano aco bude vecer, de g véeraazatra.

Matematicky program je dost’ bohaty. Spravidla ide o 3 programy denne. Vyberame z ,,indivi-
dualistickych* jednorézovych predndSok aseridlovych seminarov az kolektivnych asutazivych
matbojov a ndbojov, kde okrem matematiky viac sledujeme g vychovné ciele:

Prednasky prebiehgju paralelne aspon dve, v lete (v poslednych rokoch) pravidelne tri,
jedna z nich na pogitagoch (Cabri, Karel, Zofka). Zvy$né dve st niekedy odporicané pre
starSich a pre mladSich Uc¢astnikov. Na prednasky byva vyhradenych 60 mindt, ¢omu zodpo-
veda , cisty” ¢as 45— 50 minit matematiky. Pocet deti na prednaske sa vzhl'adom na moz-
nost’ ich vorby pohybuje podl'a okolnosti od 5 po 15.

Seminére maju na 10 diiovom ststredeni 4 stretnutia po 60 mindt, paralelne prebieha 5 az 6
seminérov. Ich témy byvajl znatne rozdielne, aby si ten ,svoj* nadlo kazdé diefa. Casto
zarad'ujeme g fyzikdne orientovany seminar a niekedy , odl'ah¢eny” seminér pre menSich
alebo leniveSich ucastnikov (kuzla, hlavolamy, Rubikova kocka ...). V zésade ae ide o ma-
tematicky najhodnotnelSie anajnaroc¢nejSie programy. Za pracu na seminaroch deti mézu
ziskat’ vedecké hodnosti ucen, tovaris a majster.

Matboj je v naSg terminol6gii sitaZ druzin v matematickej hre. Samozrejme okrem zohrév-
ky obsahuje g tréningovu apripravnu ¢ast’, a celkovo zabera priblizne 90 mindt. Tohto roku
sme sa rozhodli vydat’ zloZitou cestou od l'ahSie organizacne zvladnutel'nych , taktickych*
hier ku hram strategickym. Moznost' hl'adania a objavenia vitazng stratégie znatne meni
matematické pozadie matboja, prindsa ale znacne vysSie naroky najeho pripravu.

Naboje sU sitaze druzin v rieSeni uloh. Program trva niekedy az 120 mindt. Pre ich
spestrenie a zvySenie motivacie deti je samotné rétanie zasadené do urcite) nadradene] meta-
hry alebo metapribehu. V poslednych rokoch sme v tejto oblasti dospeli ku vel'mi atraktiv-
nym formédm aradi sa podelime o skisenosti.

Vzhradom na vynaloZenu energiu nesmieme zabudat’ ani na individuane , grosové prikla
dy*. Veduci nimi bohato zasobuju nastenku a rieSenia odmenuju groSmi, platnymi v taboro-
vom bufete. A ¢okolada je navykova ...

AZ na vynimky sa matematickych programov zUcastiuju vsSetci veduci. Kazdy sa moze
vZdy nie¢o nové naucit’ adozvediet’, pripomienkami apostrenmi méze nésledne pomoct’
prednéSatelovi. Pri prednaskach je niekedy potrebné individuane sa venovat' niektorym
detom, pri ,kolektivnych* programoch sledovat’ akoordinovat’ ¢innost druzin. A v ne-
poslednom rade tymto vedlci davaju detom jasne ngjavo svoju hierarchiu hodndt a dolezi-
tost’, ktor matematickym programom prinasaj .

Samozrejme, najdolezitejSia v tabore je vychova a vychovné posobenie. O tom sa ale ngjtazsie
piSe. A omnoho lepSie debatuje. Nechame si to na EXOD 2003...



6. NASE DETI

Na koniec to ngjlepSie angjdbleZitejSie: nad rieSitelia. Sit'aze sa pravidelne zic¢astnuje pribliz-
ne 100 Ziakov ZS. Ide takmer o optimany pocet, o moc viac deti uz nezvladame pri opravovani
uloh, menej by zase zniZovalo kvalitu atiez efektivitu vynalozengj préce. Pri zUZeni vekového roz-
sahu sme vlani zaznamenali urcity ubytok, ale uz tento Skolsky rok ho budeme kompenzovat
novym semindrom pre Ziakov 5. a 6. tried.

PribliZzne polovica rieSitel'ov je z regionu severného Slovenska, pre ktord je seminar primarne
uréeny. TeSime sa de samozrejme g zrieSitelov z Bratislavy, vel'kého ,luc¢eneckého” hniezda,
z vychodu atd’. Spolu srozpétim vo vzdialenosti zaroveit mavame g vel'ké rozpétie v kvalite rieSite-
'ov. Pokial’ je potrebneé z tychto dévodov upravit’ naro¢nost’ a zameranie seminéra, davame v zmys-
le jeho z&kladnych ciel'ov prednost’ malym sidlam aich detom.

RieSitelia sa ¢asto ,,dedia* cez rodinné vazby, cez , zapaené' 3koly alebo zapaenych ucitelov.
Byva smutné, ak sa niektoré z tychto centier po rokoch spoluprace odmi¢i a potesi ked” sa niektoré
nové objavi. Casto g touto formou mdZeme sledovat Zivotné aprofesijné osudy niektorych
ucitel'ov a uvedomit’ si, Ze prave oni byvaju zdrojom a jadrom matematického nadSenia.

Hlavnym ndborovym terminom je z&tiatok Skolského roku, ked” okrem pdvodnych riesitel'ov
a, nasich’ ucitelov, listom oslovujeme plodne priblizne 400 $kdl agymnazii. Efektivnost’ tohto n&
boru nie je vysoka, ae zatial' postacujuca. V kazdom pripade ae v tgjto oblasti privitame akykol-
vek zaujem alebo spolupracu.

,Odchovanci“ SEZAMu ¢asto prech&dzaji medzi rieSitel'ov stredoSkolského (S)KMS. Je pri-
jemné stretat’ sa s nimi na,,dospelych” ststredeniach a niekedy sa g v duchu potesit’ z toho, kam uz
doréstli. A aby sme ich vidali ¢astejSie, od septembra zatne v Ziline fungovat’ mesacny stredo-
Skolsky matematicky klub. Nuz a nanové mladSie deti chystame SEZAMKA.

V&Sinu informécii o nadich aktivitach ngjdete na strénke www.sezam.sk. TeSime sa na akukor'-
vek vasu osobnu aebo virtua nu navstevu.




Z PRVEHO STUPNA NA DRUHY

Doc. RNDr. Peter Bero, CSc., Mgr. Zuzana Berova

Projekt vydavatel'stva Orbis Pictus Istropolitana pokryva prvy, druhy g treti stupen vyucovania
matematiky. Celkova koncepcia ucebnych textov je podstatne odlisnd od zauZivanych ucebnic
aucebnych postupov. Na prvom stupni je umocnena g vyznamnou zmenou ucebnych osnov, atak
sme vlastne priniedi dve veci — novy typ ucebnych textov a nové osnovy. Je zaujimavé, Ze wcitelia
r'ahSie prijali novy typ ucebnic ako nové osnovy. Prekvapujuco, pretoZze doslo k vyznamnému zre-
dukovaniu ugiva v jednotlivych ro¢nikoch apresivaniu smerom hore. Zial’, konzervativizmus je
vel'mi silny avelka ¢ast’ ucitel'ov prvého stupna len vel'mi tazko ,znésa’, Ze maju deti ucit’ uzsi ob-
sah ako boli zvyknuti. ESte horSia je situacia pri prechode na druhy stupen. Tu ucitelia, priam neu-
veritel'ne, priblizne desat’ rokov po zavedeni novych osnov, onich vel'mi ¢asto ani len nevedia
atvrdo obvinuju svojich kolegov zo zlg pripravenosti Ziakov. Analogicky osemro¢né gymnazia —
na prijimacich pohovoroch vyZaduju od deti veci, o ktorych saim na prvom stupni naozaj nemohlo
ani len snivat’. Je Zial' smutna takato vzgomné ignorancia vo vnutri ucitel'skgj verginosti. A pritom
sme nesmierne citlivi naignoranciu zvonku. Kym si vSak nebudeme vé&Zit’ sami seba, nebude si nas
vézit' nikto! Je paradoxné, sakym nasadenim dok&Zu ucitelia bojovat’ za to, aby deti museli Glohu
,korko je tri jabicka a tyri jabicka* rieit’ rovnicou (¢o je Gplny nezmysel), ale smerom ,von® na-
miesto boja sa iba rezignovane st’azuj .

Sme presvedéeni, Ze této cesta — cesta zmenSovania rozsahu uciva je spravna. Rozsah treba na
hradit’ hibkou, a 0 to sav naSich textoch poktsame.

MATEMATIKA NA 1. STUPNI ZAKLADNYCH SKOL

V siigasnosti sii v ponuke ucebnic matematiky pre 11. stupen ZS dva tituly — od autorského ko-
lektivu pod vedenim Prof. RNDr. Ondreja Sedivého, CSc. aod autorského kolektivu pod vedenim
RNDr. Vladimira Repasa. Obidva autorské kolektivy ponukaju ucebnice apre ucitel'ov metodické
prirucky.

Jednym z naSich ciel'ov bolo doplnit’ tuto ponuku, ato spésobom, ktory je ako pre Ziakov tak
pre ucitelov nielen vel'mi prakticky, ale g pritazlivy. Ponikame zbierku Uloh spracovani formou
pracovnych zoSitov — pre kazdy ro¢nik st to dva pracovné zosity.

PRACOVNE ZOSITY Z MATEMATIKY PRE Il. STUPEN ZAKLADNYCH SKOL

Na zaciatku Skolského roka 2002/2003 su k dispozicii ucitel’om i Ziakom pracovné zosity pre
5. rocnik (s v ponuke vydavatel'stva Orbis Pictus Istropolitana), pracovné zoSity pre 6. ro¢nik budu
k dispozicii v januéri 2003 a v septembri 2003 to budl pracovné zoSity pre 7. rocnik. V roku 2004
ponukneme pracovné zoSity pre ostatné dvaroc¢niky — v januari pre 8. av septembri pre 9. ro¢nik.

Pracovné zoSity vychadzaju vo farebng Uprave, na kvalithom papieri, ktory umozni presnu

akvalitnu pracu.

NaSe pracovné zoSity pre ll. stupei spgjaju v sebe niekol'’ko vyhod:

» prindsgu piatakom kusok dbverne zname atmosféry |. stupna, sprostredkovang nielen
postavic¢kami, ktoré ulohy sprevadzaju, ae g spdsobom spracovania Uloh atextu (z pera
naSg autorskej dvojice vysi g ucebné texty pre 3. a4. rocnik zakladne skoly),

» pracovné zoSity sl koncipované a napisané tak, aby ich bez problémov mohli pouzZivat’ Zia-
ci auciteliapracujlci s projektom Prof. Sedivého i RNDr. Repasa,

»  poskytuju priklady precvicéujuce zakladné i rozSirujuce ucivo, tak ako ho predpisuja ucebné
osnovy a Standardy platné pre 1. stupen zakladnych skol,

Pracovné zoSity ponukaju:

»  pestru paletu Uloh z kazdého tematického celku, ktory sa podla u¢ebnych osnov ma prebe-
ra’ v danom rocniku,



ulohy zamerané predovsetkym na precvi¢ovanie aprehlbovanie poznatkov, vedomosti
a zrucnosti, ktoré Ziaci ziskali na hodinach matematiky,
priklady s jednoduchym ajasnym zadanim, ktoré umoziuju vo vaSine pripadov g samos-
tatna pracu Ziakov nielen na hodinéch, ale v pripade potreby a doma,
okrem uloh na precvi¢ovanie g ulohy, ktoré umoZziuju upriamit’ pozornost’ Ziakov na nie-
ktoré matematické zakonitosti atieto hned’ g precvicit,
geometrické Ulohy umoziujuce précu s predkreslenym obrédzkom, ¢im je zabezpecend jed-
noducha kontrola zo strany ucitel'a bez toho, aby s pracne musel pre Ziakov rovnakeé ob-
rézky pripravovat,
v neposlednom rade g Ulohy netypické, neStandardné, mozno pre niektorych Ziakov naroc-
nejSie, ateda umoziujUce diferencovany pristup k triede zo strany ucitel’a,
ulohy graficky usporiadané tak, aby mali Ziaci dostatok miesta na rieSenie priamo v pra
covnom zoSite,
ulohy vychadzajuce z historickych redii, priblizujlce Ziakom nielen degjinny vyvoj mate-
matiky ako vedy, ae g myslienkové bohatstvo predchédzajlcich generécii,
vysledky niektorych aloh,
zhrnutie z&kladnych matematickych pojmov aviet vo forme ,, pamétni¢ka‘ 'ahko pristupné
na obé ke pracovného zosita.

S pracovnymi zoSitmi sa da pracovat’ systematicky, pouzivajuc ich ako I'ahko pristupnu a zauji-
mavu zbierku Uloh popri rieSeni Uloh z ucebnic matematiky. MéZete ich pouZivat’ g narazovo, ked’
potrebujete so svojimi Ziakmi precvicit’ konkrétny problém.

Y V V V¥V

YVV V VYV V¥V

NIEKOLKO ZAUJIMAVOSTI Z PRACOVNYCH ZOSITOV PRE 5. ROCNIK:

Obdizni¢kové siete v kapitole Delenie viaccifernym delitel’om, ktoré sa osvedcili uz nal. stupni
pri nacviku delenia, deti ich poznaju aradi s nimi pracujU, pretoze im ulahéuju nacvik delenia.

Série uloh upozoriujUce a precvicéujuce komutativnost', asociativnost’, distributivnost’ a poradie
poctovych operécii v kapitole Desatinné ¢isla.

Série Uloh upriamujlce pozornost’ Ziakov na niektoré Specifika nadsobenia adelenia scislom
mensim ako 1.

Ulohy, ktoré sa dajui pouzit’ ako miniprojekty amoézu slGzit ako namet pre pracu na projektoch
vacSieho rozsahu, napriklad v kapitole Aritmeticky priemer.

Ulohy, ktoré Ziakom pribliZia niektoré historicky zaujimavé matematické problémy, napriklad
trisekcia uhlav kapitole Uhal.
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ZAKLADNE SPOSOBY NAZERANIA NA HODNOTU FIRMY

Xaver Gubas, P67 value, sr.o., Bratisava

Ak nieco pre nds ma hodnotu, potom to znamena, Ze nam to nieco prindsa. Odtial’ pochédza g z&
kladna filozofia si¢asného pohl'adu na hodnotu firmy — hodnota je uréena ako vysledok vSetkych
ocakéavanych penaznych tokov (cash flow — CF) z firmy k jg vlastnikovi (kladné CF) ¢i od vlastni-
kado firmy (zéporné CF).

Od takejto hrubgj definicie hodnoty mézeme postupne odvéadzat’ rézne zékladné spbsoby ako hod-
notu merat’ v konkrétnych pripadoch.

1. Nafirmu sa pozerame ako na fungujucu prevadzku
V tomto pripade si o¢akavané budice CF modelované ocakavanym vyvojom prevadzkovania fir-
my.

2. Nafirmu sa pozeramelen ako na sihrn majetkov (aktiv) a zavazkov (pasiv).
V tomto pripade st ocakavané budlce CF uréené ocakavanymi predajnymi cenami majetkov a oca
kavanymi vydavkami na uhradenie zavazkov.

Najprv sa venujme druhému spdsobu nazerania na hodnotu.

Kazda firma v sebe nesie ngjaké préva anejaké povinnosti. Prava pritom chapeme ako moznost’
vol'ne nakladat snegakou vecou, myslienkou, vstupovat’ do réznych vztahov, rusit' vztahy, ...
V konkrétnejSg podobe st pravami napriklad polozky aktiv (stroje, budovy, pohradavky, peniaze
na Ucte, zasoby, ...) ako g zmluvy sklientmi ¢i eSte sa len rozbiehajlce nove projekty, u ktorych
ocakavame Uspesny vysledok. Kazdému takémuto pravu (aktivu, prileZitosti, ...) méZzeme nejakym
jednoduchym spdsobom urcit jeho cenu. PouzZivaju sa odborné aebo skusenostné odhady.
Napriklad budova sa necha ocenit’ znalcom ¢i pohl'adavky sa odhadni ako vymozitel'né vo vyske
napr. 10 %.

Na druht stranu — kazda firma méa nejaké povinnosti (vyplatit mzdy, dane, faktary, ...) dodrzat’ z&
vazok zmluvy (zacat’ vyvijat’ novy software, kupit' ¢i predat’ ngjaké auto, vrétit' poZicané peniaze,
...). Niektoré z tychto povinnosti si zachytené v G¢tovnictve ako pasiva, mnohé viak st evidované
len v ramci zmldv ¢i dohdd. Takymto povinnostiam sa vo vSeobecnosti prisudzuje nejaka forma
financng povinnosti (napriklad vrétenie Uveru znamend — 100 mil. Sk hodnoty, nutnost’ vyvijat’
software znamena— 10 mil. Sk nakladov na analytikov, ...).

V praxi sa pre ur¢ovanie hodnoty préav apovinnosti pouzivaju takmer vyluéne len préva v podobe
aktiv apovinnosti v podobe pasiv — teda préva a povinnosti zachytené u¢tovnictvom firmy. Z nich
sa potom vypocitavaju dve zékladné hodnoty:

a) NAV (net asset value) — cistd hodnota aktiv, ¢ize rozdiel medzi hodnotou Uctovne
podchytenych prav (aktiv) ahodnotou zndmych zavézkov (najcastejSie len cudzich zdrojov,
ale sl zname problémy okolo zmeniek ainych G¢tovne neevidovanych zavézkov). Takyto
pohl'ad je zaujimavy pre vlastnikov, ktori chci mat’ predstavu o tom, ¢o by im ostalo, keby
firma presla likvidéciou, ¢i inou formou ocistenia prav od povinnosti. Tu sa pouzivaju dva
z&kladné spbsoby vypoctu — prvy je zaloZzeny len na Uctovnych Udajoch atakmer presne je
hodnota NAV vyjadrena hodnotou vlastného imania (teda tg casti pasiv, ktoru do firmy
vniedli vlastnici adodlo k jg zmene hospodarskymi vysledkami firmy v minulosti). Druhy
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spbsob vychadza z odhadu trhovych cien aktiv, od st¢tu ktorych sa odréta vySka vsetkych
znamych zavazkov.

b) Trhova cena aktiv (¢i prév) — predstavuje pohl'ad zaujimavy najma pre veritel'a (teda nieko-
ho, kto mavoci firme pohl'adavku), ktory chce vediet’ ¢o by mu z jeho pohradavky ostalo ak
by dodlo k bankrotu firmy. Z&kladom pre urcenie trhovej ceny aktiv st pritom ngjma odbor-
né odhady pre jednotlivé polozky v aktivach (budovy, pozemky, stroje, pohl'adavky, finan-
¢néinvedticie, ...).

Teraz sa budeme zaoberat’ pohl'adom na firmu cez jg prevédzkovanie. Tento pohl'ad obvykle prina-
Sa vySSiu hodnotu ako majetkovy pohlad. Hodnota narasta vd’aka aktivnemu vyuZivaniu prav ag
povinnosti firmy, ktorych optimalizécia sprdvnym manazovanim prindsa viac buducich CF nezZ len
jednoduchy rozpredaj majetkov.

Existuja tri zakladné spésoby nahl'adu na hodnotu prevadzkovanegj firmy:

a) Benchmarkovy — postaveny na porovnavani s hodnotami obdobnych firiem

b) Transakény — postaveny na porovnéavani s cenami, za ktoré boli vyznamné vlastnicke podie-
ly v obdobnych firmach predavané

c¢) DCEF (diskontované CF) — postaveny na ¢o nagjpresnejSich modeloch oc¢akévanych buddcich
CF ana spocitani sicasng hodnoty tychto buducich CF (diskontovanie)

Benchmarkovy postup spociva vo vyhladani Udagjov z kapitdovych trhov o vergine obchodo-
vanych spoloc¢nostiach zaobergjucich sa obdobnou ¢innostou ako hodnotena firma. Napriklad
Slovnaft je rafinéria atak prehlad Udgov inych rafinérii je z&kladom benchmarku. NajcastejSie
sedovanym parametrom je P/S (Price/Sales — cena firmy/trzby firmy), ktory ve'mi dobre
charakterizuje ako s akcionari cenia velkost' trhu obhospodarovaného firmou. Ak do takéhoto
benchmarkového prehladu ziskame niekolko desiatok firiem aurobime nieco ako Statisticky
priemer, ziskame predstavu o tom, aky asi bude o¢akavany pomer P/S pre nami hodnotend firmu.
Tieto ukazovatele si ziskatel'né na internete alebo v Specidnych databazach. Internet je pritom
postacujuci, pretoZze sa pre odvetvia v USA daua ziskat’ priamo Statistické priemery takychto
ukazovatel'ov. USA sa potom sistou mierou tolerancie da povazovat' za optimisticky benchmark.
Korektné pouZzitie takéhoto postupu vsak vyZaduje stlad viacerych parametrov hodnotengj firmy,
nez len znalost’ objemu jg trzieb!

Transakény model sa zaklada na obdobnom principe ako benchmarkovy, ale pouzité udaje pred-
pokladaju realizéciu obchodu svyznamnym vlastnickym podielom sledovanych firiem. Takéto
ocenenia totiZ v sebe neobsahuju len vSeobecny pohl'ad na verejne dostupné déta, ae g pozitivne
anegativne ocakavania nového vyznamného vlastnika, odzrkadlujice jeho presvedéenie, Ze vie
firmu manazovat’ lepSie ako dotergjsi viastnik. Ako hlavné sledované parametre su P/S a P/Prod
(Price/Production — Cena/Produkcia (v nejakych objemovych jednotkéch)). Druhy parameter lepSie
vystihuje kapacity, ktoré novy vlastnik danou transakciou ovladol — ateda odzrkadl'uje g skutoc-
nost’, Ze dotergjSi vlastnik nemusel byt schopny cell produkciu umiestnit’ na trhu zadobrych
cenovych podmienok.

Posledny postup — DCF — je pravdepodobne najkorektngSi. V stcasnosti patri medzi zakladné
pohrady na hodnotu prevadzkovangj firmy a odzrkadl’uje v sebe v3etky v sli¢asnosti zndme teoretic-
ké poznatky o hodnote penazi. Vychadza z predpokladu, ze ta ista ¢iastka (napr. 100 SK) drzana
ihned” v ruke ma vysSiu hodnotu neZ ciastka drzané v ruke neskér. Rozdiel medzi tymito dvoma
Ciastkami je pritom urceny len ¢asovym posunom v moznosti disponovat’ nimi aproces prevodu
budlcej dispozicie na sicasnost’ sa nazyva diskontovanie. Tak napriklad: ak mém 100 Sk a alterna
tivou je, Ze o rok mdzem mat’ 120 Sk, potom vyhodnejSie je pre mia zvolit’ s ta alternativu, ktora
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ma stc¢asnu hodnotu vysSiu. Ak som teda ¢lovek, ktory vie svoje volné prostriedky zhodnotit’ len
v banke sadzbou 10 % , potom si zvolim 120 Sk o rok, pretoZe ak by som uz teraz dostal 100 Sk,
potom z nich o rok budem mat’ len 110 Sk — teda mengj ako je 120 Sk. A naopak — ak som ¢lovek,
ktory ma moznost’ zhodnotit’ vol'né peniaze 50 %, potom by som s zvalil ihned’ 100 Sk, pretozZe tie
mi o rok vynest 150 Sk, ¢o je viac ako 120 Sk.

Sadzba, ktorou si kazdy investor ceni peniaze sa vola diskontna sadzba. Jg iny vyznam je g alter-
nativny kapitdovy naklad, amala by presne odzrkadlovat'’ aké aternativhe moznosti zhodnotenia
okamzite dostupnych zdrojov ma dotycny investor. Existuje tzv. bezrizikova sadzba, ktora je garan-
tovana Stdtom (&tét neméze skrachovat). Kazdy iny investor ako $t& mé svoju sadzbu vypocitani
ako bezrizikovu sadzbu zvySenu o rizikové prirazky (riziko za investovanie v ing krajine, riziko za
investovanie v Specifickom odvetvi, riziko za investovanie do konkrétneho podniku, ...). Takto
ur¢ena diskontna sadzba vel'mi presne odzrkadl’uje Statistickl navratnost’ investicii do jednotlivych
podnikov. Dokonca u ratingov &tatov dochadza k vel'mi presnému stladu medzi rizikovou prirazkou
za nizky rating a pravdepodobnostou, Ze konkrétny &tét nebude schopny ¢i ochotny splnit’ svoje
zavazky vias.

Pri DCF modeli safirma ocenuje nasledujacimi krokmi:

1. Zozbiergju sa Udaje aurobi sa ich analyza (ur¢ia sa nepravidelné a pravidelné prijmy, ur¢ia
sarizikové faktory, ur¢ia samozné hrozby a prilezitosti, ...).

2. Namodeluje sa budlcnost’ — teda na zéklade vysledkov analyzy sa odhadne buduci vyvoj
prijmov, vydavkov, Gverov, predgjov maetku, .... . Vystup z modelovania ma pritom dve
fézy — upratovanie firmy (to znamena, Ze v3etky zistené nedostatky vo firme sa podl'a pred-
pokladov postupom ¢asu , upracu®) aperpetuita (to je situécia, ked” vSetky sledované para
metre firmy vykazuju optimdnu hodnotu ateda firma nemé dévod, aby kedykol'vek v bu-
ddcnosti menila niektory z takychto ukazovatelov (napriklad Uverovu zatazenost’ alebo
podiel stalych aktiv na celkovych aktivach apod). Kazdy takyto model ma pochopitel’ne
vstupneé parametre (napr. predpoklady rastu poctu klientov, rastu miezd, ...) aobvykle sa pre
ne vytvoriatri série hodnét v zmysle pesimistického, realistického a optimistického pohl'adu
na buddce moznosti.

3. Vytvori satabul’ka, v ktorom ¢ase je dostupny aky FCF (free CF — voI'né penaZzné toky) teda
prehr'ad tych finan¢nych zdrojov, ktoré méze firma bez problémov uvolnit’ v prospech zauj-
mov vlastnika aneohrozi pritom stabilitu vlastného vykonu afungovania. Na tito tabul’ku
sa pouzije diskontovanie ur¢enou diskontnou sadzbou, vysledné sicasné hodnoty sa scitaju
atakto ziskany vysledok predstavuje hodnotu firmy.

Diskontovanie sa pritom robi ve'mi jednoduchym vzorcom:
PresentV al ue(FCF)=FCF/(1+DiscountRate) ™"

kde PresentVaue je hl'adané sicasna hodnota budiceho finan¢ného toku, DiscountRate je diskont-
na sadzba, TimelnY ears je doba od sic¢asnosti do chvile o¢akévaného ziskania vorného financného
toku prepocitand na roky (dévodom takéhoto prepocitavania na roky je skutocnost’, Ze diskontna
sadzba sa vzdy urcuje ako ro¢na sadzba a teda rok tvori jednotku merania casu).

Na zaver tohto prehl'adu zékladnych postupov hradania hodnoty firmy spomeinme, Ze vysledkom
hodnotenia firmy nie je len ¢islo udavajlce pravdepodobnu cenu. Stcastou vysledku je g prehl'ad
najvyznamnejSich predpokladov aznamych rizik, hrozieb aprileZitosti. Vysledné ¢islo v Ziadnom
pripade nevznika ako jednoduchy vysledok kalkulu. Vysledok je obvykle vazenym priemerom via-
cerych variant, ktorym sa prisudzuju pravdepodobnosti a predklada sa v troch aternativnych scen&
roch — pesimisticky, realisticky a optimisticky. Takéto Siroké vnimanie vysledku hodnotenia firmy
umoziuje spravnejSie rozhodovanie o skuto¢ne dosiahnutel’ngj cene pri ndkupe ¢i predaji firmy.
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INVESTLAND-
—VIRTUALNA SIMULACIA EKONOMIKY NA INTERNETE

Peter Haldk, P-MAT, n.o., Bratisava

Investland je projekt virtualngl simuléacie ekonomiky na internete urceny pre Ziakov vo veku 13-18
rokov. Ciel'om projektu je oboznamit’ Ucastnikov s fungovanim trhove] ekonomiky a zéroven
s prostredim internetu.

Projekt Investland vznikol ako spolo¢ndiniciativa Infoveku a P-MATu. Infovek je vliadou financo-
vany projekt zamerany na internetizaciu 3koél, vzdelavanie ucitel'ov v oblasti e-technolégii a zabez-
pecenie edukacného obsahu na internete. P-MAT je neziskova organizacia, ktora sa dihodobo
venuje praci s det'mi. Organizuje koreSpondencné seminare (Pikomat, Pikofyz, fyzlQ), sistredenia,
tabory, vikendovky, rézne sit'aze (Pikopretek, Matboj), podporuje cinnost’ matematickych krizkov.

Predstavitelia oboch in&titlcii sa pri vzniku Investlandu zhodli natom, Ze vSeobecna Uroven ekono-
mickych znalosti ob¢anov SR je na nizkej Urovni. Do velkel miery je za tento stav zodpovedny
Skolsky systém, ktory bol ovplyvneny g politickym vyvojom na Slovensku. Investland si nekladie
za ciel’ suplovat’ ekonomickeé vzdelavanie v naSom Skolstve, ukazuje aternativnu formu zvySenia
ekonomickej vzdelanosti nastupujlce] generécie.

Vyvoj Investlandu sa zacal koncom roku 2000. UZ v lete 2001 bola k dispozicii prva verzia, ktorg
z&kladom bola burza cennych papierov. Neskér sa postupne dopinali dalde ¢asti Investlandu, a7 sa
dosiahol stcasny stav — verzia 2.0. Projekt sa nad’alg rozSiruje, pracuje sa na verzii 2.5 ako g na
dokumentécii k budlce verzii 3.0, ktorej rozsah niekol’kondsobne prevyd si¢asné moznosti Invest-
landu.

Co zazije Gkastnik Investlandu?

Do Investlandu sa mdZe zaregistrovat’ ktokol'vek vo veku 13-18 rokov, kto ma pristup na internet.
K zapojeniu sado Investlandu nie st potrebné Ziadne Speciane znalosti.

Investland je internetova hra, v ktorej hr&é zazije svet velkych penazi, svet obchodu a manazmentu.
V Investlande je niekol'ko desiatok virtualnych podnikov. Ich trzby, hospodarske vysledky ovplyv-
nuju len hr&gi, ekonomika Investlandu nie je Ziadnym spdsobom naviazana nareany svet. Hrad¢i su
spolumajitelia podnikov, spolurozhoduju o riadeni podnikov.

Pri registrécii do Investlandu dostanu hrééi urcity finanény obnos a po 20 akcii z 5 nahodne vybra-
tych akciovych spoloc¢nosti. S tymto majetkom hr& zacina a je len nanom, ako si ho dokaze zhod-
notit’. M& pri tom viacero moznosti:

e obchodovanie naburze, t.j. lacno kapit, draho predat’,

e terminované vklady,

e dividendy — podiel nazisku podnikov,

e odmenariaditelaformou podielu na zisku.
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V Investlande funguje burza cennych papierov, ktora verne modeluje z&kladné principy rednej
burzy. Obchody sa uzatvéraju len medzi hr&mi za ceny, ktoré vzniknl na zaéklade dopytov a ponuk
jednotlivych hratov. Obchody st anonymné. Realizované obchody tvoria priemerné ceny akcii
v jednom kole a na z&klade tychto cien sa vytvara burzovy index.

Riadenie podnikov sa realizuje na dvoch Urovniach — valné zhromazdenie a riaditel’. Valné zhro-
mazdenie rozhoduje o vorbe a odvolani riaditel'a, rozdeleni zisku, resp. Uhrade straty, nazve, ¢in-
nosti a sidle podniku, navySovani zékladného imania, zruSeni podniku a pod. Vané zhromazdenie
mdZe zvolat riaditel’ alebo akcionari vlastniaci spolu min. 10 %. UznaSaniaschopnost’ valného zhro-
mazdenia zabezpecia akciondri, ak spolu viastnia aspon 1/3 akcii.

RiaditeP je voleny na valnom zhromazdeni z navrhnutych kandidétov, hr&ov Investlandu. Ulohou
riaditel’a je zabezpetit’ beZznl prevadzku podniku tak, aby podnik dosiahol ¢o najlepSie hospodérske
vysledky. Rozhoduje o objeme vyroby, predajnegl cene vyrobkov a v d’asich leveloch g o zamest-
nancoch, investicidch do strojov atd’. Zisk podniku zavisi len od schopnosti riaditel'a. Ak akcionéri
nie st spokojni s riadite’om, mézu ho kedykol'vek odvolat’ azvolit’ si iného riaditel’a.

Ddlezitou sucastou Investlandu je zabezpetenie komunikacie medzi uzivatelmi. V Investlande vy-
chadzaju noviny Investland dnes. Do novin prispievaiu ¢lankami a inzeratmi hr&éi. Vaésinou sa
ich ¢lanky tykaju pléanov s podnikmi, dosiahnutych vysledkov, popisov predstav fungovania
V novinéach sl g c¢lanky, ktoré automaticky generuje systém. Tieto sa tykaju ngjma valnych zhro-
mazdeni — vysledkov hlasovania na valnych zhromazdeniach (novy riaditel’, vySka dividend a pod.).

Vnutornou postou sa v Investlande hr&i vzgomne informuju o svojich planoch, predstavéch.
Velakrét si préve cez potu vyjasiuju jednotlivé rozhodnutia. Uc¢ia sa komunikovat', argumentovat’,
robit” kompromisy rézneho druhu.

Napoveda je v Investlande rieSena formou virtuadlngj konzultacnegj firmy P-M AT Consulting, kde si
hr&éi mézu ngjst’ okrem vysvetleni fungovania jednotlivych ¢asti Investlandu g namety na dosiah-
nutie vySSieho zisku ¢i slovnik pojmov.

AKTUALNY STAV NA TRHU

Datum: september 1838 (89.kolo)
ABC plus, a.s. (ABCP) Pasmo: 031 - 1259
Dopyt - nakup v ks m Ponuka - predaj v ks
Spolu nevagi nevagi Spolu

Zadat pokyn

asmo: 1159 - 1567
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Cely Investland je vybudovany tak, aby si kazdy hr& priSiel na svoje. Aby sa kazdy z nich mohol
vo svojich schopnostiach zdokonalit' podl'a toho, ¢o prave ovlada, ¢o ho zaujima. Niektori hr&ci sa
doslova vyZivaju v tom, Ze mézu obchodovat’ ha burze s akciami a zazit’ to, ¢o v beznom Zivote vi-
diaiba nateleviznych obrazovkach, ini sa snazia lobovat’ u akcionérov o to, aby ich zvolili zariadi-
tel'a. Zvoleni riaditelia nadvézuju spolupracu s inymi riaditelmi, spolocne hl'adaju ngjvyhodnejSiu
stratégiu na zabezpecenie vysokého zisku. S hragi, ktori sa venuju pisaniu ¢lankov do Investland
dnes.

Projekt Investland sa stretol s pozitivnym ohlasom g v radoch ucitel'ov odbornych ekonomickych
predmetov na strednych Skoléach. V spolupréci s Bat'a Junior Achievement sa pripravuju metodickée
materidly k Investlandu a séria Skoleni ucitel'ov. Ocakavame, Ze sa Investland dostane do kol ako
stcast’ vyucovania vybranych ekonomickych predmetov.
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|ZOMORFIZMUS JAKO STRUKTUROTVORNY NASTROJ!

Milan Hejny, Pedagogicka fakulta, Karlova Univerzita, Praha

1. uvOD

V uplynulych letech bylo v prazském seminati z DM vénovano dosti Usili vyzkumu procesu zro-
du arozvoje matematickych struktur ve védomi Zaku a studenti. Komplexni pohled na souc¢asny
stav ¢eského, slovenského a polského vyzkumu jsme se pokusili podat spolecné s kolegynémi Ji-
rotkovou, Kratochvilovou a Stehlikovou v minulém roce ve sborniku nasi letni skoly Pytagoras.
Velice mne mrzi, Ze pii sepisovani nasich spolupracovnikia mi vypadlo jméno kol. P. Eisenman-
na, ktery pasobi na univerzité J. E. Purkyné. Dodatecné bych tedy chtél k jinak asi relevantnimu
seznamu uvedenému v Hejny (2001) pfipojit citaci péti ¢lankt kol. Eisenmanna vénovanym
zkoumani spojitych struktur. Strukturaci pojmu funkce je vénovan vyskum A. Kopéatkové
(2002).

V poslednim roce bylo naSe badani v oblasti strukturotvornych procesi vénovano dvéma

novym oblastem: strukturdm lezicim vné matematiky, zejména struktuie rodinnych vztaht a po-
rovnavani dvojice blizkych struktur. O nich mluvime v tomto ¢lanku, ktery je pokracovanim
zminovaného ¢lanku. VSe potiebné k porozuméni nasSich Gvah uvedeme zde opétovné, nékdy
zkracene, tak, aby néS vyklad byl sobéstacny. Zacneme tim, Ze pripomeneme naSe vymezeni
z&kladniho terminu uvedeného na stran¢ 14 zminéného sborniku:
, Struktdra matematickych vedomosti individua (SMV1) je mnohovrstvova dynamicka siet’, ktorej
uzlikmi st poznatky ako pojmy, fakty, vzt'ahy, schémy, priklady, postupy, riesitel'ské stratégie,
algoritmy, argumenty, hypotézy, .... Uvedena siet’ prepojuje navzgom jednotlivé uzliky — ¢im je
siet’ hustgjSia, tym je kvalitng/Sia. Siet’ jednotlive , uzliky* organizuje a hierarchizuje.

2. FORMULACE PROBLEMU

Rekneli se v matematice slovo struktura vybavi se ndm v mysli ngjspi$ grupa, okruh, svaz,
vektorovy prostor, nebo jin algebraicka struktura. Nebo téz struktura redlnych ¢isel, struktura
geometrie budované na pojmu soumérnosti, topologie jako nazev pro spojité struktury a pod.
Rozhodné¢ je tento pojem v nad mysli vloZen do oblasti vysokoSkolské matematiky, té kterou
jsme se ucili v architekture axiomy — definice — véty — dikazy.

Tato studie je vénovana strukturam, které se objevuji ve védomi individua, zeiména zéka
z&ladni skoly a ve védomi ditéte predskolniho véku, jako jistd organizace souboru blizkych
pojma (objektt, jeva, situaci, procesi). Kostrou této organizace je mnoZina kauzanich vztaha,
jimiZ jsou uvedené pojmy propojeny.

Prikladem struktur snimiz se Zak setkava v béZném Zivoté jsou struktury opisujici tok ¢asu
(24 hodin dne, 7 dni tydne, nebo 12 mésicia roku sjgich cyklickym usporadanim), nebo soubor
mistnosti bytu ve kterém dité Zije s jegjich geometrickym rozmisténim, nebo struktura skoly (fedi-
tel, zastupci, tiidni ucitel, ucitel, Zak tieti tiidy, Zak prvni tiidy, ...). Tyto struktury vznikaji ve
védomi ditéte a Z&ka zcela spontanné a jejich rastu vyznamné prispivaji situace, kdy dochazi ke
srovnavani dvou myslenkove blizkych struktur. Napiiklad rozloZeni mistnosti v byté si dité uve-
domi nejlépe tenkrét, kdyZ zatne tuto situaci srovnévat sbytem ve kterém bydli babicka, nebo
kamarad a konstatuje Ze ,,u nds méa détsky pokoj jen jedny dvere".

Cilem naSich Gvah je dalSi poznavani procesu zrodu, ristu a rozvoje jak matematickych tak
i nematematickych struktur a poznavani toho, jak k tomuto procesu prispivaji zkuSenosti ziskané
porovnavanim dvou blizkych si struktur.

! Studie vypracovéna s podporou grantu GACR 406/02/0829
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3. POROVNAVANI DVOU BLIZKYCH STRUKTUR

P porovnévani dvou objektt, situaci, uddosti, soubort, ... nadi pozornost upouté hledani stej-
nosti a raznosti. Poznani pak formulujeme soudy typu , hlas téch lidi je k nerozeznéni stejny, ale
chiize je hodn¢ odlisnd"’. Upiesiujeme, ¢eho se stejnost/riznost tykd, nékdy i miru této stejnos-
ti/riznosti.

Matematici pristupuji ke stejnosti a raznosti striktné. Naptiklad na odliSeni toho, zda jsou

dva trojuhelniky , zcela stejn€* nebo ,maji stejny tvar ale jinou velikost” pouzivaji matematici
dvé rizna slova: shodnost a podobnost. Chtéji-li matematici vyjadiit stejnost prirozenych cisel ve
smyslu ,,davaji pri déleni cislem 7 stegjny zbytek* pouZziji termin ,, kongruentni modulo 7.
K porovnavani struktur uziva matematika slov: izomorfizmus, homomorfizmus. Oba tyto termi-
ny volné pieneseme do jazyka didaktiky matematiky a piidame k nim jesté termin dalSi — spiiz-
nénost. Pii vymezovani téchto termini pouZijeme dvé charakteristiky porovnavani dvou struktur:
vzéjemné piitazovani prvka a vnitini organizaci spole¢nou obéma strukturam.

Dve¢ struktury, které maji stejnou organizaci nazyvame izomorfni. Pritom se mohou v mnoha
ohledech li&it. Napriklad struktura mistnosti naseho bytu a plan naseho bytu jsou zcela razné
skute¢nosti, ale 0 organizaci mistnosti bytu davaji naprosto stejnou informaci. Kdyz si osm zéakua
5A zorganizovalo pingpongovy turngj rozhodli se po vzoru Wimbledonu pouZit vyiazovaci zpi-
sob. Pred turngjem si nakredlili postupového pavouka a pak losovali umisténi jednotlivych zaka
do néstupnich pricek. Stejny turngj si zorganizovalo i osm zaka 5B. A& byly oba turnaje, pokud
jde o hr&e, zcelartizné, organizace turngje byla stejna.

Kazdy izomorfizmus ma dvé slozky. Slozka strukturalni je dana tim, Ze vSechny vztahy
platné v jedné z téchto struktur jsou platné i ve struktuie druhé. Slozka prirazovaci je dana 1-1
znatnou korespondenci mezi prvky jedné a druhé struktury.

Izomorfizmus neni jedina forma pribuznosti dvou struktur. Je to forma nejtésnéjsi, nebot’ po-
pisuje stejnost dvou struktur. Slabsi nez izomorfizmus je homomorfizmus struktur, ktery v nej-
veétSi mozné miie zachovava slozku strukturdni a slozku pritazovaci z korespondence 1-1 zna¢né
oslabuje na n-1 zna¢nou. Napriklad dvé Skoly z nichZz jedna ma v kazdém z ro¢nika 1 aZ 8 po
jedné tiidé a drund ma v kazdém z téchto rocnika dvé nebo tii paralelni tridy nejsou izomorfni,
ale jsou homomorfni. V3echny ttidy 4. ro¢niku druhé skoly se zobrazi na jedinou 4. tiidu prvni
skoly.

Jesteé dabsi je takové propojeni dvou struktur, které postrada sloZzku prifazovaci a slozku
strukturdlni zachovéva pouze v jistém stupni. Takto propojené struktury nazyvat spriznéené.
Prikladem mutiZe byt dvojice instituci: velk& zékladni Skola s 24 tridami a ¢tyileté gymnézium se
7 tiidami. | kdyZ pocet trid, ucitelt, zaka, uceben, kabinett, ... maji obé Skoly razny, obé Skoly
maji ucebny, sborovnu, tridy a téidni ucitele, skolnika, .... Podobné spiiznéné jsou tiipokojovy
byt a pétipokojovy byt, nebo euklidovska planimetrie a sféricka geometrie a pod. Stéhuje-li se
¢lovek z vesnice na jinou vesnici, bude jeho aklimatizace snazsi nez pii stéhovani se do velko-
meésta. Dvé vesnice jsou z hlediska vz§emné spriznénosti navzgem bliZsi nez vesnice avelko-
mésto.

Uchopeni spiiznénosti byva nékdy velice téZké, protoze jednotliveé pripady vzgemné spriz-
nénych struktur se mohou vyrazné odliSovat. Jejich spolecnym rysem je skute¢nost, Ze kazdy,
kdo se seznamil s jednou z téchto struktur rychleji pochopi i strukturu druhou.

Prvni dozitejsi struktura se kterou dité zacina poznavat jiZz ve dvou letech, je struktura rodin-
nych vztaht, kterou nazveme RODINA. Na ni zamétime pozornost v nésledujicich péti kapito-
l&ch.

4. PRIBEHY O BUDOVANI STRUKTURY , RODINA®
Objekty struktury RODINA jsou tvoreny pojmy:
matka, otec, bratr, sestra, babicka, dédecek, teta, stryc, bratranec, ap. 1)

17



Piibéh 1
Skoro ttileta Terka se po dlouhé dobé opét vidi s babickou. Kdyz dysi, Ze jeji mama oslovi ba
bi¢cku ,,maminko®, ostie fekne ,,ty nie si Ziadna maminka, maminka je iba moja maminka!*

Piribéh 2

Skoro tiilety lvan se pta své mamy: , Pro¢ ma Barborka (déveétko od sousedi) dvé maminky?
Matka je piekvapena a odpovi, Ze kazdy ma jen jednu maminku, Ze nikdo nema dvé maminky, Zze
Barborcina maminka je teta Lenka. Ivan ae trva na svém. SlySdl totiZ, jak teta Lenka ftekla
Barborc¢ing babi¢ce ,,maminko®. lvanova maminka se zasmala a chtéla vysvétlit lvanovi, Ze ba-
bicka Barborky je maminka jeji maminky. KdyZ matka vidéla hochovy rozpaky, dodala: , 1 nase
pel hiimovska babi¢ka je moje maminka a naSe smichovska babicka je tatinkova maminka“. Ivan
nic netikal, ale bylo vidét, Ze se citi zaskocen, zmaten.

Piibéh 3

Pribéh obsahuje dveé epizody. Obé se tykai trileté Jany Rosakoveé a pana Kamila Perného, starsi-
ho, stiibroviasého muze. Kamiliv syn AleS a jeho manzelka Dana jsou bezdétni. Pri jedné
navstéve rodiny Pernych u rodiny Rosakovych se Jana zeptala Kamila, zda méa babic¢ku. On od-
povedél: ,Kdepak, ty obé mi zemiely jiz davno, davno. Jedna dokonce diive nez jsem se naro-
dil“. Odpovéd’ zjevné Janu velice piekvapila, ale vice se jiZ nevyptavala.

Po odchodu nav&tévy Janina maminka v rozhovoru s manzelem trekla ,,Pan Kamil je hodny
otec*. Tato véta vyprovokovala Janu k rozhovoru s mémou. Rekla, Ze strejda Kamil neni otec,
ale déda a ptala se téZ na babicky dédy Kamila. Janina mama, ktera ndm cely piibéh vypravéla,
rychle pochopila piicinu nedorozumeéni. Jana , babic¢kou strejdy Kamila“ rozuméla ,, manzelku
dédy Kamila“, nikoli na jeho babicku. Maminka s Janou nejdiive probrala otézku, zda muze byt
strejda Ales tatinek, kdyZ nema ani syna ani dceru. Ani pak ale Jana nechtéla povazovat Kamila
za otce, jen zadédu. As po tydnu vSak sama tuto novou koncepci prijala a chgpala, Ze babickaje
mamina mamai Ze Kamil je otec AleSe. Janina maminka nam nedokazala tict kdy a jak doslo ve
védomi Jany ke zméné chéapani slov (1). Reklajen, Ze tato zména byla definitivni.

Analyza pribéha

V prvnim piibéhu je Terka prekvapena mamincinym oslovenim babicky. Pro Terku slovo
,mama’‘, pouzité v kontextu jgi rodiny, je vlastni podstatné jméno, tedy ,Mama“. Toto egocen-
trické chapani bylo mat¢inym vyrokem naruseno. Zde ale neslo pouze o informacni Sum. Mama
je pro dité jeho zZivotni jistota. A tato byla uvedenym oslovenim zpochybnéna. Odtud plyne agre-
sivita Terky.

U druhého pribéhu se Ivan dostava do podobné informacni nejistoty, jenZe tentokréate se nejedné
0 jeho mamu. lvan je pirekvapivym pouZitim slova ,, maminka‘ zaskocen, protoZe je piesvédcen,
Ze v kazdé roding je jedind maminka. Babicce nepiiznavaroli matky.

Treti pribe¢h je v jistim smyslu inverzni k piibéhu druhému. Ivan nebyl ochoten babicce piiznat
roli matky a Jana prohlési za dédecka muze, ktery nemé vnouce. Pro Janu je rodina vrstvena do
téi generaci: déti, rodice, prarodice. AleS, byt bezdétny, je podle této klasifikace otcem a Kamil je
dédecek, bez ohledu nato, Ze nemé vnoucata. Interpretace Jany neni vsak az tak chybna, protoze
slovo ,déda" se bézné pouziva na oznaceni starého muze.

Analyza nés vede k zobecnéni konkrétnich piipadi ak formulaci etapizace procesu.

5. ETAPIZACE PROCESU BUDOVANI| STRUKTURY , RODINA*

Pribehy ilustruji pocatecni stadium objevovani struktury RODINA ditétem. V ném nachazime
dve etapy a ndbe¢hy na etapu tieti. Etapy |ze charakterizovat tim, jak dit¢ vnima nejdulezitejsi ter-
min této struktury, termin ,,mama’“.

V prvni etapé je ,mama‘ =, moje mama’“.

Vedruhé etapé je,,mama“ jedina a Ustiedni osoba v ramci kazdé rodiny.

Vetreti etapé je ,,mama (osoby X)“ relace a,, mama’ je Zena, kterd méa aspon jedno dite.

Tyto etapy podrobngéji prozkoumame a rozsifime jesté o jednu dalSi etapul.
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Prvni etapa poznavani struktury RODINA se omezuje na poznavani ¢lena vlastni rodiny. KdyZz se
narocni dité obratite s vyzvou ,, Kde je maminka?* otoc¢i pohled k vlastni mamg. Podobng se dité
chova kdyz se ptame na tatu, babic¢ku, .... Slova ,mama’‘, ,téa’, , babicka’, , dédecek” resp.
»Smichovska babicka',... jsou jména konkrétnich osob, jedinci. Méli bychom je psat ,Mama’,
,raad’, ... jako jména vlastni. Vyjimku tvori slova , bratr* a , sestra* v téch ptipadech, kdy dité
ma vice sourozencu, protoZe tito jsou identifikovani kiestnimi jmeény. | kdyZz ma dit¢ jen jednu
sestru, rodice ji oslovuji jménem atak slovo , sestra” je jen ndhradni oznaceni pro jistou 0sobu®.
Této prvni etapé mazeme dat jméno individualni, protoZe slova (1) oznacuji individua.

Druha etapa zacina poznanim, Ze i jiné déti maji mamu i té&tu. Slova (1) pouziva Barborka od
souseda k oznaceni jinych lidi. Dité poznava, Ze kromé ,Mamy“ (rozumgj ,, moje mama') existu-
jei ,Barborcina mama’‘, ,, Radkova mama'“, ap. Tak se prechodem do druhé etapy meni interpre-
tace dlov (1). JiZ to nejsou jména konkrétnich osob, ale jména rodinnych pozic. Slovo ,,mama*
v kontextu té-které rodiny oznacuje jedinou osobu, matku déti této rodiny. V kazdeé roding exis-
tuje jedina mama a jediny téta, pripadné i babicka/babicky, déda/dédové. Tato slova jsou rozlo-
Zena do tii vékovych kategorii, tfi generaci: déti, rodice a prarodi¢e. Maminka patii do kategorie
rodi¢t a dcera do kategorie déti, proto maminka nemuze byt dcerou. Podobné tata nemutize byt
synem a babicka nemuze byt maminkou — to by bylo proti referenénimu ramci vékovych katego-
rii ditéte.

Ivan z piibéhu 2 je pravé v této etapé vyvoje. Vi, Ze teta Lenka je maminka Barborky, ae je
piekvapen tim, Ze babicka Barborky je maminkou a zatim si neuvédomil, Ze i maminka muze mit
maminku. Jesté ostigji kontrast mezi standardnim a generacnim chapanim termina (1) vystupuje
ve tietim pribéhu, kde pro Janu je neprijatelné ozntit starsiho pana Kamila otcem a povazuje jg
za dédu i pres to, Ze tento muz nema vnoucata. Tuto druhou etapu nazveme generachi, protoze
slova (1) oznacuji osoby uréené generacni klasifikaci.

Jana se podle svédectvi své maminky nakonec vyrovnala stim, Ze i stary pan muZe byt otec
anelpéla na generacnim vnimani termint (1). Posunula se do tieti etapy, v niZ probiha postupné
odpoutavani se od referencniho ramce vékovych kategorii a prijimani standardni interpretace ro-
dinnych termint. Na konci této etapy jiZ dité vi, Ze lova (1) piedstavuji relace mezi dvéma cleny
rodiny. Proto nazveme tuto etapu etapou relacni. Dité, které se dobere k tomuto globanimu
poznani, dospivav chgpani struktury RODINA do ,, maturitnino” stadia.

Podle svédectvi Janiny maminky probéhla u Jany relacni etapa rychle, béhem jednoho tydne,
mozna dokonce jednoho dne. Jana iz vi, ze kazdy ¢lovék mamaminku i tatinka, ale ne kazdy ma
sourozence, nebo deceru nebo syna. Vi, Ze jgi tatinek je manzelem maminky a tatinkova maminka
je babicka.

Posledni, ¢tvrta etapa, kterou nazveme strukturalni, je vénovana rozvoji poznatku o této struktu-
e, obohacovani struktury RODINA zeiménao

dalSi pojmy (neter, prastryc, tchyng, synoveg, ...),
uvédomovani si riaznych obecné platnych zakonitosti (kazdy ¢lovék méadve babicky, bratrova
mamajei moje mama, ...),

e poznavani rodin s nestandardnimi vazbami.

Rozklad poznévaciho procesu struktury RODINA do ¢tyt etap je naSim pokusem o poznani
tohoto procesu. Ctvrta etapa je asi prilis Siroka a dal§i jeji zkoumani pravddpodobné povede
k dalSimu jejimu rozkladu.

Je nesnadné experimentalné sledovat proces budovani struktury RODINA ve védomi daného di-
téte. O technice takového sledovani se zminime v dalSim. Ted’ se jest¢ pokusime doplnit nasi
analyzu o aplikace do didaktické oblasti.

Kol egyné M. BeneSova mne upozornila na dal§i mozné vyjimky. Napriklad jeji vnuk ji oslovuje
kiestnim jménem. Tyto pripady nebudeme v nad (vaze diskutovat. Domnivame se vsak,.ze
jelich zkoumani miZe piinést dalSi poznani do procesu tvorby struktury RODINA.
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Kolega l. Kupka nés upozornil nato, Ze ve francouzsting existuji rodinné terminy, které v nasich
jazycich (¢estina, slovenstina) nenagjdeme. Toto upozornéni maze byt impulsem k dalSimu vyz-
kumu: k jazykové komparativni analyze rodinnych termina v raznych jazycich a k naslednému
experimenta nimu zkoumani, jak v jednotlivych jazykovych prostredich déti utvareji svoji struk-
turu RODINA.

Didaktické komentare

A. Rizna vyprévéni dospelych lidi mohou pusobit jako podnéty k budovéani struktury RODINA
ve védomi ditéte. Maminka muZze vypravét napriklad o tom, jak ji jeji maminka ucila utirat
nadobi (komentér ditéte: ,,to bylo tenkrét, jak babicka byla maminkou*). U tohoto vypravéni
se mohou objevit dalSi dulezité informace, které se tykaji zakonitosti plynuti ¢asu, zefména
poznéni, Ze vSichni lidi starnou stejné rychle a vékovy rozdil dvou lidi je nezévisly na ¢ase.
Jestlize je dnes maminka od svého bratra, strejdy Ericha, starSi o tfi roky, bylo tomu tak
i v dob¢ kdyz oba byli jesté détmi.

B. Dasi ¢innost, vhodna pro rozvoj struktury RODINA ve védomi ditéte je kladeni otézek typu
»Matvaj bratr mamu? Kdo to je?* nebo ,,Kolik déti matvij tata? Kdo to jsou?* nebo ,, Jak se
bude jmenovat tvij syn, kdyZ se provdas za Mat¢je Bouzu?‘ nebo ,,Za kolik let budes stgjné
stary jako tvoje sestra Alenka?”

C. Kdyz s povidame s ditétem o rodinnych vztazich, rozvijime nejen jeho piredstavy o strukture
RODINA, alei jeho relani mysleni. Edukacné G¢inné jsou hry v nichz se z panenek, plySo-
vych medvidku, pegjski, ... utvori rodina ve které se postupné mohou objevit i vztahy jako te-
ta, bratranec, stryc, synovec, a pod. Zde dité ngjprve modeluje vztahy vlastni rodiny, az poz-
dgji zapoji fantazii a za¢ne tento model obohacovat 0 pomysiné osoby, nej¢astéji o své vlastni
sourozence. Jednou jsme pozorovali, jak si skoro ¢tyileta holcicka, kterd k Vanocim dostala
velikou panenku, s babickou hrdla na RODINU. Nova panenka byla maminkou této rodiny a
dal§i hracky dostaly funkci tatinka, déti, babicek, dédeckd, .... Tato hra trvala nékolik dni a
jak panenkovska rodina nariastala, zacala si babicka jednotlivé pozice plést amusel s to psat.
Divenkasi ale vSechno skvéle pamatovala, véetné jmen deviti déti, které se v roding postupné
»harodily*.

D. Jejasngé, Ze dit¢, které ngjde zalibu v rodokmenech panovnickych rodi, nebo tvoii rodokmen
své vlastni rodiny, ziské& hluboky vhled do struktury RODINA.

E. Uvedeny c¢tyi-etapovy popis pronikani do struktury RODINA maZe byt inspiraci pro hledani
etapizace jinych struktur, zejména struktur ¢asovych a topografickych. Urc¢ité zgjimava je
struktura slovnich rovnic ulozenave védomi ucitel.

Ukoncili jsme pripravné avahy, jgichz cilem bylo ukazat na prikladé struktury RODINA jak se
struktura ve védomi ditéte rodi, jak nartista a jak se postupné konstituuje. Bylo by asi zajimavé
dledovat tento proces u dalSich struktur. Nékteré aritmetické struktury budou z tohoto pohledu
zkoumany v dalSim.

6. PRIBEH O 1ZOMORFIZMU DVOU STRUKTUR TYPU ,, RODINA*

NaSim dalSim cilem je zkouméni procesu zrodu, narastani a konstituovani predstav o izomorfiz-
mu dvou struktur typu RODINA. Opét zacneme piibéhem.

Piibéh 4

Pan Pokorny ¢asto rozmlouva se svym osmiletym synem Emilem o raznych vécech. Jednu tako-

vou rozmluvu zahgjil syn otazkou

Emil 1: Tati, aviS Zze Novakovic rodinaje stejnéajako nase?

Otec 1: Jak to mysliS Emile, stejna?

E2: Noi voni maji starSi holku a mladSiho kluka, i my mame starSi Radku. Ja mam dvé babicky
alejen jednoho dédu i Jendato mataky tak.

02: No jo, ale oni bydli naptizemi amy ve tietim patie.
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E3: To se nepocita. Jenom jako kdo tam bydli. Rozumis?

03: Nojo, to je zagjimavé. (Otec uvazuje, jak k debaté vhodné piispét.) Ale oni maji Veronu (psa)
amy jen kanéra.

E4: (Po chvilce) No jo. Nejsme Uplné stejni. Ale skoro stejni.

0O4: Kdybychom to vzali bez zvitat, tak jsme stejni.

Analyza pribéhu 4

Emil objevuje (mozna svij prvni) separovany model izomorfizmu. Jisté s jiZ diive vSimnul stej-
nosti nebo riaznosti rozmisténi ndbytku v nasi jidelné a jideln¢ u tety, stejnosti/riznosti fazeni aut
na ruznych parkovistich, rozmisténi lavic v riznych ttidach, stegjnosti/raiznosti seskupeni nékolika
budov na sidlisti apod. V Zadném z uvedenych piipadi ale mnoZina vazeb nebyla tak husté
vzgemné propletena jako je mnoZina rodinnych vztahi. Struktura RODINA je z hlediska hustoty
sité vazeb negjdlozitejSi, nebot’” umoziuje skladani zakladnich vazeb do slozitych vazeb typu ,, syn
otcova stryce” apod.

Hoch si vSimnul, Ze on i Jenda maji jedinou (starSi) sestru, zadného bratra, jednu mamu, jed-
noho otce, jednoho dédecka a dveé babicky. Jini jeho kamaradi to maji jinak. Tato shodnost se mu
jevi zgjimava Lze ocekavat, Ze kratky rozhovor sotcem bude v budoucnu orientovat Emila
k zvySené citlivosti na stgjnost/riznost rodin a obohacovani jeho zkuSenosti se separovanymi
modely izomorfizmu struktur RODINA.

Emil vi, Ze jak rodina Novaku (N), tak rodina Pokornych (P) ma sedm ¢lenu ati jsou si vzéa
jemné pritazeni: (,N“ ¢teme , z rodiny Novaka“, ,,P* ¢teme,, z rodiny Pokornych®)

prvni babickaN «s prvni babickaP,  druhababickaN « druhababickaP,
dedecek N «— dédecek P, otec N « otec P, mamaN « mamaP, (2
dceraN «» dceraP, synN « synP

Prvni babic¢kou rozumime matku matky, druhou babickou matku otce.

Uvaha o $patném pritazeni pes N <« kanar P vedla k vylougeni zviat z mnoziny prvki rodiny.
Emil mohl téZ ob¢ zvirata vzit a vytvorit pritazeni zvite N « zviie P. Tim by sev kazdé roding
objevil prvek, ktery se Zzadnym jinym prvkem neni nijak vazan. To neudélal.

pies prizma generace déti, ktera v jeho pohledu hraje vyznamnéjsi roli nez obé generace dalSi:
a) u generace déti uvazuje i o vékovém rozdilu hocha a divky a u generaci rodi¢u a prarodica
0 véku viibec nemluvi, b) u generace rodict a prarodict nebere v potaz jgich vzgemné vazby;
nevsima si, zda jeho dédecek a Jendiv dédecek jsou dédeckové ze stejné strany. (Jestlize totiz
napiiklad dédecek P je otcem otce P a dédecek N je otcem matky N, pak rodiny N a P nejsou
izomorfni ve vySe popsaném smyslu.)

7. PROCESUVEDOMOVANI SI IZOMORFIZMU DVOU STRUKTUR
Podivejme se negjprve naobé slozky izomorfizmu, ktery objevil Emil.

SlozZka prirazovaci je popsanavztahy (2), které byly Emilovi zcelajasné.

Slozka strukturalni se tyké organizace porovnavanych rodin a je dana vztahy typu , dédecek
ma manzelku“, , jedna babicka nema manzeld', ,maminka ma dvé déti“, , tatova maminka ma
dvé vnoucatd', , otcova dceramébratra” atd.

Jakmile s dit¢ uvédomi sloZku pritazovaci i slozku strukturdlni, ma vytvoienu predstavu
izomorfizmu. Tuto predstavu miZzeme formulovat matematickym jazykem:

Mezi strukturami N aP  je dédno vzgemné jednoznacné zobrazeni. Pritom pro libovolné dvé

dvojice vzgiemné pritazenych prvka N1« Pira N2« P2 plati, Ze vazbamezi prvky Nia Nzje
stegjnajako vazba mezi prvky P1 aPs.

Predstava o izomorfizmu struktur se ve védomi ditéte tvori po kouscich. Nejprve se objevi jen
jeli ¢ast — nekteré prvky a nekteré vazby. Vidéli jsme, Ze stejnost rodin, o které mluvi Emil, se
tedy netyka celych struktur, ale pouze téch rodinnych vztahi v nichz vystupuji on a Jenda. Tuto
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stgjnost miZzeme nazvat castecny izomorfizmus. Pravé takova pribuznost je prvni etapou budo-
vani pojmu izomorfizmu ve védomi ¢loveka

Typickym rysem c¢astecného izomorfizmu je rozostienost hranic porovnavanych struktur.
Dité vnimajisté prvky ajisté vazby zcelajasne, nékteré dalsi evidentné nevnima a nékteré vnima
jen povrchng, naznakové. Tak Emil jasné vnimavse o ¢em mluvi: 7 ¢leni kazdé z rodin i rodin-
né vazby téchto ¢lenta k sobé a Jendovi. Jasné vi, Ze patro bytu ve kterém rodina bydli do izo-
o tom Emil nemluvi, domnivame se, Ze si uvédomuje i nékteré dalSi rodinné vazby, v nichz on
nebo Jenda nevystupuji. Napiiklad to Ze oba rodice v obou rodinéach jsou manzelé. Je ale zigime,
Ze s neuvédomuje vazby mezi rodici aprarodici.

Dalsi etapa budovani predstavy izomorfizmu spoc¢iva v upresiovani predstavy castecného
izomorfizmu. Dité si postupné ujasiuje, které prvky do porovnavanych struktur patii a které ne-
patii a objevuje nové vazby mezi prvkami struktur. Nékdy tento proces vede k zasadnéjsi re-
strukturalizaci celé predstavy. Tedy budovani izomorfizmu jde soubézné s budovanim struktury a
tojejev, ktery dal nazev celé nad Uvaze.

Uvahy o pifbuznosti struktur jsou provézeny Gvahami o raznosti struktur. V piibéhu 4 se
o tom nemluvi, ale z jinych naSich experimenti muzeme soudit, Ze strukturdni stejnost rodin P
aN si Emil uvédomil az kdyZ uvazoval o dalSich rodinéch jejichz struktura byla odlisna od jeho
rodiny. Hoch znal n¢kolik rodin avédél, Zze kazda ma jisté uspoiadani. Najednou uvidél, Ze rodi-
ny P aN jsou usporadany stegjné.

Na zavér uvedeme jesté jednu rozSifujici mySlenku. Kdyz se omezime na evidenci poctu ¢le-
nu rodiny v generaci déti (to ¢islo oznaéme d), v generaci rodicta (oznaéme r) av generaci praro-
di¢a (oznaéme p), bude pro ob¢ uvazované rodiny platit: d = 2, r = 2, p = 3. Stegjnou ¢iselnou
charakteristiku mai rodina ve které jsou ob¢ déti hosi, nebo divky, nebo kde jsou dva dédeckové
a jen jedna babicka. Takoveé zobrazeni rodiny natrojici ¢isel (d, r, p) ma charakter homomorfiz-
mu. Toto témav naSich Gvahach déle nerozvijime, nabizime je ¢tendri.

Relace (1) lze riznorodé vzgemné propojoval mnozZinovymi operacemi a skladanim.
Naptiklad relace dit¢ je §ednocenim relaci dcera a syn (moje dité to je moje decera, nebo mij syn)
arelace vnuk je slozenim relaci dité a syn (mij vnuk to je syn mého ditéte). Tato skutecnost dava
bohaté moznosti pro vyuziti struktury RODINA ktvorbé zgjimavych dloh. Uvidime to
v nasledujici kapitole.

8. DIDAKTICKE APLIKACE

Uvédime komentovany soubor Uloh o rodinné struktuie. Jde o Ulohy Uspésné pouZzité pii experi-
mentalnim vyucovani na prvnim stupni a v experimentech stémi Zaky materskych skol, ktexi jiz
meéli rozvinuté generacni a castecné i relacni chapani struktury RODINA.

Hned v Gvodu povaZujeme za dil€eZité upozornit na to, Ze diskuse o strukture RODINA se
Z&ky ve tiidé muZe byt véci hodné choulostivou. Pro déti z netiplnych nebo rozvrécenych rodin
muZe byt toto téma traumatizujici. Chceme-li ve t¥idé diskutovat rodinné vztahy, pak je k tomu
Gcelu vhodné pripravit genealogicky stromu nékterého panovnika, nebo zndmé osobnosti, nebo
pouze smyslené rodiny.

V individudnich debatéch se détmi 5 — 7 letymi (matefské Skola a prvni tiida) jsme mluvili

pouze s détmi ze , standardnich® rodin: 2 rodic¢e, aspon 3 Zijici prarodice a vétSinou aspon jeden
sourozenec. NaSe otézky se vztahovaly pouze k Zijicim lidem. Napiiklad o babickach jsme
miluvili jen sditétem, jehoZ obé babicky Ziji a otézku ,,Kdo je synem tvého otce?* jsme nedali
divce, které nemd bratra. Bylo by zajimaveé pokracovat v téchto experimentech i s détmi z nedpl-
nych rodin.
Jak experimenty ukézaly, pro déti byly srozumitelngjsi. otézky zacingjici slovem ,Ma* nez otéz-
ky zagingjici slovem ,,Kdo?* Proto jsme se ze zacétku ptali ,Matvtj otec syna?* a po kladné
odpovédi jsme se zeptali ,Kdo to je?* VétSinou ale druhou otédzku nebylo nutné klast, protoze
dit¢ urc¢ilo hledanou osobu jiZ v odpovédi na prvni otazku.

22



Kdyz jiz dit¢ dobie odpovidalo na otézky typu ,Ma?* Zatali jsme se ptét ,Kdo?* a tento
pirechod zpuasobil zménu odpovédi pouze u jednoho velice teoreticky orientovaného hocha (7 let).
Ten misto rodinnych jmen, zatal osoby identifikovat jgich ob¢anskymi jmény. Dokonce na
otazku ,,Kdo je synem tvého otce?* jmenoval plnymi jmény svého starSiho bratrai sebe.

Uvéadime ilustrace otazek kladenych v téchto experimentech.

Kdo je matkou tvého bratra/ tvé sestry? Kdo je bratr / sestra tvého otce?
Kdo je babickou tvého bratra/ tvé sestry? Kdo je matkou tvého otce?

Kdo je dcerou / synem tvého otce? Kdo je dcerou / synem tvé babicky?
Kdo je synem / dcerou tvého dedy? Kdo je manzelem tvoji babicky?

Kde je vnukem / vnuckou tvé babic¢ky / tvého dedy?

Dalsi typ otazek mel tvar ,Nékdo zvas rodiny ekl blabla-bla. Kdo to byl?* Vypoved
oznacena zde bla-bla-bla byla postavena nejprve adresné. Napiiklad bla-bla-bla =

Moje dcera se jmenuje Michaela. Muj bratr se jmenuje Tonda.
Moje manzelka se jmenuje Eva. Mam jednoho starsiho bratra.

Mam tii vnuky. Z nich ngjstarSi se jmenuje David.
Po spravné odpoveédi ,, moje babicka® nasledovala doplnujici otézka: ,,Jak se jmenuji jgi dalsi
dvavnuci?*

Mnohé otazky mély vice feSeni. Napiiklad vypovéd’ ,, Moje dcera se jmenuje Michagla’ ma-
Ze tict otec Michaely i jgi maminka. JestliZze dité uvedlo jen jedno feSeni, ptali jsme se nekdy
i nadruhéfeSeni. Pro nékteré déti byly tyto otézky znaéné naro¢né a vycerpavgici.

Starsim zZakam ve véku 8-10 let jsme davali naro¢néjsi Ulohy, které se nevztahovaly k Zzadné
konkrétni roding. Naptiklad hadanky typu:
o Dité eklo svému sourozenci ,, Mam vice sester nez ty. Lhalo, to dite?
o Dité feklo svému otci , Ty mas syna, ale janemam brata’. Lhalo, to diteé?
o Dité feklo své mame ,,.Jamam bratra, ale janemas syna“. Lhalo, to dité?
o Lhala dospéla osoba kdyZ rekla divece , Ty jSt moje dcera, ae ja ngsem tvoje mama?
Héadanky se ukézaly jako naro¢né. Zéci je iedili pomoci modelt riznych rodin a odpovéd
siln¢ zavisela od toho, jaky model byl zvolen. Naptiklad prvni Ulohu vyteSil hoch (2. ttida) z po-
cetné rodiny (mél 3 sestry a jednoho bratra, ktery byl jesté batole) velice rychle, ale jeho spolu-
Zacka, ktera méla jen jednu setru, po chvili vahavé odpovédéla , kazda mame jen jednu sestru®.
Vyzvaexperimentatora, aby si zkusila predstavit jinou rodinu ajiné dité ji uvedla do rozpaka.

LepSi porozumeni téchto Uloh jsme pozorovali az u zaka 3. ro¢niku a starSich. Zde mame iz
i evidenci o reakci déti z experimentdniho vyucovani. Ve 3. — 5. roé¢niku jsme nékdy v prabéhu 2
mésict zverginili na nésténce postupné asi 10 — 15 novych tloh o rodinnych vazbéch. Uspésni
reSitelé uloh pak svoje Uvahy predvedli tfidé. Pokazdé ale byl vyklad Zaka realizovan na néjaké
roding, at’ jiZ existujici, nebo smyslené. V patem roc¢niku jiz zacali Zaci uvazovat hloubgji: hleda-
li vSechnateSeni a hledali téz rizné rodiny, aby presné zjistili, jak odpovéd’ na polozenou otazku
zavisi od struktury rodiny.

Pro potieby téchto Uloh jsme s postupné vytvorili rozsahlgjSi rodokmen (geneal ogicky
strom) tti rodin obsahujici 17 osob. Rodina Dubovych (A, B, C, D, E, F, G aJ), rodina Lipovych
(I, H, L, N aR) aBukovych (K, M, O aP).
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Fero Gitka Ivan Hanka

Mirek Karla Jan Adam Eva Laco Nada
Olina Petr Betka Cyril Dita Radek

Jako ilustraci uvadime nékolik Uloh vztahujicich se k uvedenému stromu.

Kterd osoba manejvice teticek? (Teta = sestrarodice.)

e Kterd osoba méa dva bratrance/sestienice? (Bratranec/sestienice = osoba muzského/Zzenského

pohlavi s niz mém spolecnou prave jednu babicku.)

Babicka vnuka osoby X je Hanka. Kdo je osoba X ?

Stryc bratrance osoby X je Laco. Kdo je osoba X ? (Stryc = bratr rodice)

Bratr osoby X ma 3 déti a sestraosoby X ma 2 déti. Kdo je osoba X?

Manzel setry osoby X ma dva sourozence. Kdo je ten manzel?

Osoba X tekla ,mam dva syny a dceru Y“. Manzel osoby Y je nekuidk. Kdo je osoba X

akdojeosobaY?

e Osoba X reklaosobeé Y , ty méS dva stryce a jeden z nich je manzelem mé tety”. Kdo je osoba
X kdo je osoba Y ? Kolik ma uloha reSeni?

e EXxistuji na naSem rodokmenu bratranci ve druhém kolenu? Jak mame pojem ,,muj bratranec
ve druhém kolenu“rozumét? Je to , bratranec mého bratrance”, nebo muz s nimz mam spo-
le¢nou prave jednu prababicku” ?

Zajimavou diskus vyvolaajedna odpoveéd’ na otézku , Kolik ¢lent naSeho rodokmenu nese jmé-
no Lipa nebo Lipova?* Sona (4. ro¢.) rekla, Ze ted’ jen 5, dle kdyZ se Olina vda za Radka, bude
jich 6. Proti této hypotéze se ozvaly dvé namitky. Prvni se tykala toho, Ze jsou i jiné moznosti,
napiiklad Ze se Lacovi a Nadi narodi dalSi déti. To Sona odmitla argumentem, ktery jiz dvakrat
pouZil ucitel: mluvime o naSem rodokmenu a nemiZe je dopliovat daSimi lidmi. Druh& ndmit-
ka se tykalatoho, Ze se lidi ze stejné rodiny nemohou vzajemné brét. Velice rusna debata na toto
témavedlak vyjasiovani terminu ,, pokrevni piibuzni*.

S matematicky vyspélymi Z&ky jsme prostiedi struktury RODINA vyuZili ke kultivovani struktu-
raniho a mnoZinového my3eni. Vychozi situace byla nasledujici: je ddna konetna mnozina mu-
76 M a konetna mnozina zen Z. Na mnozing R = M U Z jsou definovany nekteré relace ze
seznamu (1) piipadné dopinéného o dalsi terminy. Které dalSi relace 1ze z téchto danych relaci
definovat? Pritom relace (1) odpovidaji béZnému vyznamu.

Formalizovana situace v sobé skryva pasti, které Zaci postupné sami objevuji a kazdy takovy ob-
jev je krokem k hlubSimu chapani matematiky. Napiiklad objev, Ze zdanlivé evidentni pravda
,vnuk = syn ditéte" plati pouze v takové mnoziné R, ve které je definovan propojujici prvek
,rodi¢ ditéte" tj. ,dité¢ prarodice”. Kdybychom napiiklad z rodokmenu uvedeného vySe vypustili
osoby Adam a Eva, zastal by Cyril vnukem Gitky, ale nebylo by jef mozné definovat jako syna
ditéte. Kolem této situace se v jedné tridé vedla dlouha diskuse o tom, zda je takova , rodina* vi-
bec redlné myslitelna. Zvitézil nazor, Ze i zesnuli ¢lenoveé rodiny zustavaji nadde v genealogic-
kém stromu rodiny.

Nekteré Zaky piekvapivé jevy ve struktuie RODINA inspirovaly k hledani vyloZzenych anomdlii.
Napiiklad myslenka, Ze vydeédenim nékterého ¢lena rodiny, muze dojit k sniZzeni poctu sourozen-
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ci n¢kterého ¢lovéka nenadla ve tridé dostatecny pocet priznivea. Vedla vsak Zaky k potieb¢ za-
vést pojem ,normalni rodina‘, ze které byly vylouceny vSechny nepiirozenosti. Napiiklad byl
vyloucen incest. Ale ngjednotnost byla kolem toho, zda je nebo neni povolen shatek divky s brat-
rancem ve druhém kolenu, nebo shatek divky sbratrem, ktery byl rodi¢i adoptovan a podobné
piipady. Pozdéji bylo ustanoveno, Ze kazdy ma pravo definovat termin ,rodina* jak se mu zlibi,
ale jeho definice musi byt nesporna.

Zaver kapitoly je vzpominkou na nedavno zesnulého J. Gatiala, jehoz pratelstvi mne oboha-
covalo po mnoho let.

V dobé¢ politického tani domluvil kolega Gatial s redakci mladeznického ¢asopisu Prud, Ze
zde spolecné povedeme matematickou soutéZ pro ctenare. SoutéZz HI'adame fiskusa jsme vedli
v |étech 1967 a 1968. Jedna z Uloh se tykala struktury RODINA. Uvédime plné znéni dlohy uve-
fgjnénév cidle 7 ¢asopisu Prud, z roku 1968.

,DO redakcie prido as sedemro¢né dievéatko a predstavilo sa nam takto: Volam sa Zuzka
apoviem vam basni¢ku

Dcératety JanaZicha
Volasadnes EvaTicha
Otec Jana Zichaveru
Nema, ani nemal dcéru.
Svagor otca mojgj matky
Deduskom je malgj Katky.
Okrem toho, ¢o prezradila Zuzka, ozndmime vam, Ze v basnicke je priamo menovanych nie viac
ako 7 0sdb. Menovani st napriklad Jan Zich, teta Jana Zicha, Zuzkina matka, otec Zuzkinej mat-
ky. Kvoli jasnosti este uvedieme, Ze ,teta’ je, sestra niektorého z rodicov’, ,Svagor' je,bud’ brat
manzelky, alebo manzel sestry’ a,dedusko’ je,otec jedného z rodicov’.
Vasou Ulohou je

1. Uviest plné mena Zuzky i Katky

2. Zdovodnit rieSenie.

Pri rieSeni ulohy predpokladame splnené vSetky bezné vztahy v rodine. Tak napriklad manzelka
po svadbe berie priezvisko manzelovo, ktoré neskorsie dostanu vSetky ich deti. Do manzelstva
vstupuju dvaal'udia predtym nijako pokrvne neviazani.”

Tim jsme ukon¢ili zkoumani struktury RODINA. Dalsi ilustrace pojmu izomorfizmus budou jiz
ze Skolniho prostredi a budou vioZeny do vice-méné znamych matematickych kontexta.

9. NASOBENI JAKO IZOMORFIZMUS

Izomorfizmus abelovych grup f2: (Z,+) — (2Z,+), X — 2%, ve kterém se kazdé celé ¢islo zobrazi
na svuj dvojnasobek je piiklad izomorfizmu, ktery se objevi naptiklad kdyZ se déti fadi do dvoj-
stupu. KdyZ se na prochazce potkaji a spoji dveé tridy sefazené do dvojstupti vznikne delSi Gtvar.
JestliZe tiidy mély jedna 5 a druh& 6 dvojstupt, bude celkovy pocet déti 2(5+6), nebo 2.5 + 2.6.
V obou piipadech je vysledek 22, protoze fo(5+6) = f2 (5) + f2(6). Tedy: 5 + 6 dvojic je totéZ jako
5 dvojic + 6 dvojic.

Zobecnénim izomorfizmu f2 je izomorfizmus
fuk: (kZ,+) — (nZ,+), kx — nx, kde k,n,x jsouced k, n navic nenulovi
Je ztejmé, Ze inverzni k izomorfizmu fuk je izomorfizmus fux’ = fun Dva specidlni pripady to-
hoto izomorfizmu pouzivaji zaci ¢asto: fio a fuio. Pouziti prvniho interpretuji jako ,,pfipsani
nuly* a pouziti druhého jako ,, Skrtnuti nuly”. Uved’me ilustraci.

Leo, Zak druhého ro¢niku, mél ngjit soucet 40 + 30. OkamZité ekl vysledek 70. KdyZ byl
tazan, jak se mu to povedlo tak rychle zjistit, nejprve chvili hledal slova a pak tekl , ctyii atii je
sedm adam tam jesté nulu“. V jazyku matematiky mazZzeme postup popsat trojici kroka.

1) dlohu 40 + 30 = ? transformuji izomorfizmem fyio naulohu 4+ 3 =7
2) tuvyiesim, dostanu 7 a
3) toto ¢islo inverznim izomorfizmem fio transformuji na 70 — vysledek pavodni ulohy.
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Na prvni pohled se mtiZze zda nepodstatné, Ze hoch svij postup popsa. Dul€zité je, Ze ulohu
rychle vyiesil. Navic, narozdil od pocetniho vykonu, ktery byl okamZity a piesny, byl jeho popis
vlastni ¢innosti malo piresvédcivy. Zapomnél ftict, Ze cisla4 a 3 ziska z ¢isel 40 a 30 umazanim
nuly.

Ve skutecnosti je Leav popis vypoctu dulezity. DualezitéjSi nez vypocet sdm. Pravé proto, Ze
vznikal obtizn¢ a nebyl zcela zdarily. Vypocet byl pouze aplikaci myslenky, kterou Leo dobie
znal. Nepiinadel hochovi nové poznani, mél pouze opakovaci, nacvikovy charakter. Slovni popis
vypoctu byl hochav tviréi proces, ktery mu piinasel zvédomeni si feSitelského procesu. Vztah
mezi ¢innosti a zvédomovanim si této ¢innosti rozvedeme.

V prvni etapé mnoha poznavacich procesi dochazi k poznani v cinnosti (knowledge in
action). Z&k to umi udélat, ale svoji ¢innost neumi popsat. Umi vyiedit rovnici, nebo sestrojit fez
krychle rovinou, ale neumi sviij postup popsat. | my si treba umime zavazat tkanicku, ale asi by-
chom museli dlouho pracovat na popisu této ¢innosti. Umi-li Zak svoji ¢innost popsat, dostava se
k vy&imu stupni poznéni, k uvédomovani si viastni ¢innosti. Z&k pojmenovava objekty s nimiz
pracuje, rozklada svoji ¢innost na jednotlivé kroky, poznava strategii cinnosti, ¢asto objevuje, ze
pii popisu ¢innosti nutno rozliSovat nékolik raznych typa Uloh. Tento vysSi typ poznani posouva
dané poznani v akci na abstraktnéjSi Uroven atim umoznuje jeji dalsi rozvoj. Napiiklad Leovi se
postupné vyjasni, Ze jeho vypocet spociva ve trech krocich: umaz nulu, secti, pfipis nulu. Kdyz
s hoch pozdéji uvédomi, Ze umazat nulu znamena délit 10 a pripsat nulu znamena nasobit 10,
bude piipraven k objevu, Ze stejny trik |ze pouzit napiiklad pii hledani souctu 111 + 222 + 333 +
444 + 555 + 666.

Z uvedenych duvoda se nam jevi dulezité vést zaky k uvédomovani s vlastnich cinnosti,
zeimeéna téch, které budou pozdgji zobecnovany. K zvédomovani si vlastni ¢innosti muze veést
Zaka vyzva ucitele, e i potieba vysvétlit spoluzakovi ,jak nato”. Pravé v tomto jevu tkvi jadro
Senecova pouceni Docendo discimus (Ucice jiné, sami se u¢ime).

Uvedené pouziti izomorfizmi fio a fyio nepiindsi zakam zkuSenost sizomorfizmem dosti
intenzivng, nebo je zéhy utlumeno mysenkou v tomto kontextu daleko zévaznéjsi — prechodem
pies desitku. Podstatné intenzivngji k zrodu arozvoji mySlenky izomorfizmu piispivaji napiiklad
situace typu HAD nebo PYRAMIDA. Nang seted’ podivame.

10. S TUACE ,HAD" JAKO PROSTREDI PRO IZOMORFIZMUS
Schéma

+2 +3 -4 +5 -1 -3
- - — - - -

tvorené 7 prazdnymi okénky a 6 Sipkami, z nichz téi oznacuji operaci pri¢itani atii operaci odci-
tani nazveme had [+2; +3; -4; +5; -1; -3]. Schéma ¢teme zleva doprava, takZe je jasné co mame
na mysli kdyZ napiSeme druhé okno, nebo treti Sipka. Prvni okno hada nazveme vstupem a po-
dledni okno nazveme vystupem. Kdyz do kazdého okna uvedeného hada vlozime n¢jake reané
¢iglo, ziskame vyplnéeného hada:

+2 +3 -4 +5 -1 -3

a b C d e F g
- - - - - -

JestliZe pro takto vyplnéného hada plati Sest rovnosti
a+2=b, b+3=c, c-4=d, d+5=¢ e-1=f f-3=q,
pak fekneme, Ze had je dobre vyplnén, nebo vyresen.
Analogicky lze zavést napiiklad pojem had [+7; x3; :2] — had ma ¢tyii okna a tii Sipky
z nichZ prvni oznacuje operaci pric¢itani a druhé operaci nasobeni atieti operaci déleni, nebo had
[x 1,35] — médve oknaajedinou Sipkou oznatujici nadsobeni. Jeto jinak, pro nas asi sloZitéji, ae
pro mnohé Zaky jednoduseji, popsana operace nésobeni ¢islem 1,35.
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Nej¢astéji zni Uloha o hadech takto: dan je had i jeho vstupni ¢islo, ngjdéte ¢islo vystupni.
Kratce takovou ulohu formulujeme slovy 7este hada pro cislo p.

Terminem préace hada rozumime pritazeni vstup — vystup. Zédame-li zéka, aby zjistil, jak
dany had pracuje, chceme, aby nasel pravidlo, které fika jak k ¢islu navstupu lehce ngjit ¢islo na
vystupu. Napiiklad prace hada[+2; +3; -4; +5; -1, -3] je dana pravidlem , pricti dve”.

Problémova situace HAD je struktura, kterou |ze vyuzit na poznavani izomorfizmu Podivej-
me se na dvojici Uloh, které takovy izomorfizmus navozuji. Dodejme, Ze texty udloh, které v dal-
Sim uvadime, jsou zapsany v usporne dikci uréené uciteli. Pro Zaky je potieba tyto texty upravit.
Ve vétding pripadu pak uvedenou Ulohu rozdélit do vice uloh.

Uloha1l. a) Redte hada[+2; +3; -4; +5; -1; -3] pro ¢isa
3,4, 11, 27, 35a86 3)
b) pro stejna cislaredte hada [+ 20; +30; -40; +50; -10; -30].

Uloha?. Re&te hada[+2n; +3n; -4n; +5n; -n; -3n] pro ¢ida(3), kdyZzje an=2, b)n=>5,
cn=4, ddn=3, ¢ n=8, f)n=15.

Cilem uvedené série Uloh je dovést Zaky k objevu: kdyZ vSechna ¢isla v hadovi z Ulohy 1a)
vynasobime ¢islem n (tj. kdyZ na tohoto hada aplikujeme izomorfizmus fn) obdrzime hada, pro
kterého plati  vystup = vstup + 2n. Déti zde pro tvorbu Ulohy izomorfni pouzivaji slovni popis
» ZVétSujeme celého hada®, nebo , hada nasobime”. Tim se zvétSovani, nebo nasobeni stavaji se-
parované modely izomorfizmu.

Poznavani aritmetiky hadia neni ukonceno, protoze Zéci jesté neznaji hranice svych objevi.
Zatim se nesetkali s ulohami, u kterych objevené navody na ieSeni neplati. V pribéhu 2 se u izo-
morfizmu typu RODINA takové upozornéni na omezenou platnost izomorfizmu objevilo: zvirata
chovana v obou rodinach do struktur rodin zahrnovat nelze.

K poznéani hranic uskutecnénych objevi dovedou Zaky dalsi dlohy, ve kterych budou kromé ope-
ratoru pricitani aodcitani i operatory nasobeni, popiipadé déleni.

11. PROPEDEUTIKA IZOMORFIZMU F19o PRIBEH 5
V jedné Gtvrté tride, kde Zéaci méli jiZz s Glohami o hadech vice zkuSenosti, i€Sili Glohu 14). Cisla
(3) napsala ueitelka natabuli do ramecku. Po chvili Radek a pak dalSi Zaci volali, ze , stti pricist
dve“. Ucitelka, podle zavedeného zvyku, napsala natabuli objev i objevitele.

Radek: vystup = vstup + 2 4
To podnitilo dal&i Z&ky, aby se pochlubili svymi (n¢kdy i nepravdivymi) objevy:
Milena: Ngimensi ¢islo je ve ¢étvrtém okénku a ngjvetsi patém.
Vilma: Prvni dvé ¢islajsou suda, obé (dvouvterinova pauza), nebo obé licha
Ladas Vetretim okénku je soucet prvniho a druhého okna.
Milan: Cislo ve tietim okénku je stejné jako predpos ednim, Sestém.
Svatka: Cislo ve druhém okénku je stejné jako v poslednim.

Lukés tekl, Ze tedy vlastné staci ngjit ¢islo ve druhém okénku a Uloha je vyieSena. Zbytek
hada mizeme smazat. Pak vysoce ohodnotil objev Svatky slovy: , Tedy tomu jatikdm objev*.

Pak ucitelka predloZila tridé Ulohu 1b). Svislou ¢érou oddélila ve co bylo dosud na tabuli
Napsano a na ¢istou pravou ¢ést tabule nakreslila schéma hada, zatim jedté bez ¢isel. Rekla: , Ted’
vam dam jiného, slozitéjSiho hada. Opét jg teSite pro tato ¢isla (ukédzala na cida (3)). Kdyz se
dobie podivéte, uvidite, Ze oba hadi jsou si n&jak podobni“. Pak nad Sipky nakresleného jiZz hada
zacala psét ¢ida + 20, + 30, - 40, .... Jana ihned pochopila v ¢em spociva podobnost obou hadt
aposledni tfi ¢ida+ 50, - 10, - 30 wcitelce diktovala. Nékdo kficel, Ze , se tam piipisuji nuly*
atiida stim souhlasila. Nikdo nefekl, Ze se nasobi deseti.

Ivo, jesté diive nez byl druhy had dopsén, kiice: ,prvni vysledek je padesat”. Po krétké
chvili Edo oznamova kiicel, Ze to bude 23. Nasledovala hlu¢na debata, kterou nebylo mozné
evidovat, protoze nekolik déti mluvilo naraz. Nasledujici zaznam je tedy znacné nelplny.

Ucitelkal: Tak padesat nebo dvacet tii?
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Mirka: Edo ma pravdu, je to dvacet tfi. Mn¢ to tak vyslo.
Edo: Dycky se prida dvacet. K t¢ém tiem piictu dvacet.

Honzal: Ivototekl, padesat, vSude pripiSi nulu.
Tanal: Vystup je vstup plus dvacet. Jak to je tam podle Radka (ukazuje na napis (4)).

U2 Edo tob¢ vy3o dvacet tii a Honzo atobé vyso padesat?
Vilma: Jato mam jako Honza.
Tanha2: Masto blbg, blbé... (Vétase zanikav silicim hlasu tiidy ,,je to urcité dvacet tii“.)

Honza 2 (snelibosti):  Neto ne,... Jeto dvacet tii. Jato,.. jatam (ukazuje nandpis 3—5 na

levé tabuli) pripsal nulu. To je blbe.

U3 Tvuj vysledek, Honzo, i tvj Vilmo alvane, je sice nepiesng, ale...(vettideé je hluc-
no). Décka, dopiejte mi hlasu. Rikam, Ze my3enka Ivana, Honzy a Vilmy byla veli-
ce spravna— poznali, Ze kdyZ je mezi hady jednoducha souvislost, Ze i pravidla pro
oba hady budou blizka. (Obraci se k Honzovi) Jen jste se ukvapili Napiiste si prvni
napad radgji provérte.

Svatka: Aleto mojeje stejné dobie. Ve druném okénku je taky dvacet tii.

U4 Svatkatvrdi, Ze tento jgi objev (ukazuje prislusny napis nalevé ¢asti tabule) plati
i pro tohoto druhého hada. Ma pravdu?

Lukas: Urcite! To piresné vychazi! K dvojce musime pripsat nulu.

Ucitelka pohledem pochvélila Svatku i LukaSe a natabuli napsala

Svatka + Lukés vystup = vstup + 20 (5)
_Pohodine piisel Milan weitelce fict, ze nejen Svatcino, aei jeho pravidio plati pro oba hady.
Ze to proveril nadvou piikladech. Honza piisel ucitelce vysvétlit svij omyl: ,Javédél, Ze se tam
ma piipsat nula, ale pripsal jsem ji jinam. Mél jsem to pripsat ke dvojce”. Ucitelka oba hochy Z&
dala, aby ji to napsali nalistecek, Ze se nato podiva a odpovi nalistecku.

12. ANALYZA PRIBEHU 5, KOMENTARE

Predné nutno k pribéhu fict to, co je pedagogicky podstatné, byt’ se to netyka bezprostiedné izo-
morfizmu struktur: Vyucovani ma silné konstruktivisticky charakter. Ucitelka klade otézky, or-
ganizuje diskusi, eviduje vSe co déti vymysli nékdy provokuje, ale hlavné zaky povzbuzuje pozi-
tivnim ohodnocenim autonomniho my3leni. Ucitelka se nesnazi predavat détem ,,moudra’, ale
davajim prostor pro jejich seberealizaci, pro prirozeny rozvoj jejich osobnosti.

Z hlediska edukacniho stylu ucitelky jsou, kromeé zminéného jiZ pozitivniho hodnoceni Zaku
pozoruhodné zegfménatii momenty.

Diskuse se odehrava piredevSim mezi zaky, ucitel ji jen moderuje pripadné komentuje. Jen
kdyZ zazni vulgarizmus a odsuzovani za ndzor, ujme se obhgjoby oso¢ovanych (vstup U 3).

Pozoruhodna je reakce Lukade na objev Svatky. Na prvnim stupni neni vzgemna vécna ma-
tematicka komunikace mezi Z&ky bézna. Na my3denku spoluzaka zak bud’ vibec nereaguje, pro-
toZe je zaujat vlastni mySlenkou, nebo reaguje souhlasem ¢i nesouhlasem, kdyz zjisti, Ze se jedna
o mySlenku, kterd je pravé i v jeho mysli. Jen ojedinéle Z&k reaguje na , cizi* mySenku. K tomu
dochézi aZz po trpélivém a dlouhodobém vedeni ucitele, ktery Z&ky uci vzgemné poslouchat
vlastni my3Slenky. Tedy i reakce LukéSe svédci o pedagogicke kvalité ucitelky.

Honza hledal a naddl pii¢inu své chyby. Schopnost zamyslet se nad pticinou vlastni chyby
atim z ni ziskat pouceni do budoucna je hodnotny osobnostni rys ¢lovéka, daleko prekragujici
hranice matematiky. Je pravdépodobné, Ze si tuto schopnost hoch rozvinul zefména v matemati-
ce. Tim matematika vyznamné prispéla k formovani hochovy osobnosti. To je dalSi pochvala
préce ucitelky a dal&i argument ve prospéch konstruktivistického pristupu k vyucovani (nejen)
matematiky.

Zavér hodiny ukazuje jak ucitelka esi to, Ze nékterym zakim nemuze pro nedostatek ¢asu
dét na hoding prostor na seberealizaci. Resi to korespondencng. Jisté Ze ucitelka musi nato obg-
tovat hodné volného casu, ae efekt je znacny: Zaci netrpi pocitem odstréeni a vede je to ke kulti-
vaci komunika¢nich schopnosti.
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Ted’ se podivejme podrobngji jak se jev izomorfizmu projevuje v pribéhu. Uloha 1a) aktivuje
znalosti a zkuSenosti zaku. JiZz diive se pii Ulohéch o hadech Zaci neomezovali jen na jgjich
feSeni, ae na vyzvu witelky hledali jgich obecné vilastnosti — ty, které nezavisi od vstupniho
¢isla. Ruznost ndpadu Zaka ukazuje, kolik toho Zéci zngji: sudost/lichost ¢isel, ngjvétsi/ng mensi
¢iglo ve vyieSeném hadu, stejnost nekterych cisd, ....

Dobie viditelnou vazbu mezi zadanim Uloh a) a b) odhalili déti okamzité. Jiz ne tak evi-
dentni je vztah mezi pravidly, které popisuji praci obou hadi. Hatek je v tom, Ze v celé situaci
vystupuji dva druhy ¢isel: pasivni, trpné objekty, které jsou napsany v okénkéch hada a aktivni,
¢inné operatory nadepsané nad Sipkami. Operatory méni ¢isla v okénkach. Operace |, pripsani
nuly*, které méni situaci tlohy 1a) na Ulohu 1b) se vztahuje pouze na operatory, nikoli na ¢isla
pasivni. Kdyby se bylo vztahovalo na vSechny ¢isla, kdyby misto ¢isel (3) vstupovaly do druhého
hada desetinasobky téchto ¢isel, méli by Ivan, Honzai Vilma pravdu.

Lukas naznacil dalezitou véc: pravidlo (4) |ze chpat jako hada [+ 2]. Jinak feceno, had H =
=[+2; +3; -4; +5; -1; -3] pracuje stgin¢ jako had H™ = [+ 2]. Z tohoto hlediska je veliky had H
izomorfni s elementarnim hadem H’". Navic, ke kazdému hadu, ktery obsahuje jen operatory pri-
¢itani nebo odcitani, existuje jediny takovy, snim izomorfni elementarni had [+ a] nebo [- a].
Podobn¢ ke kazdému hadu, obsahujicimu jen operétory pric¢itani, od¢itani a nasobeni, existuje
jediny snim izomorfni had, typu [+ &; x b] nebo [- a; x b]. Zkoumani téchto situaci vede na
tlohu ngjit k danému hadu co ngjjednodusSiho hada s nim izomorfniho. Postup, ngjit ve tiidé
navzajem izomorfnich (v jistém smyslu) objektt ten negjvhodnéjsi patti k obecnym ideam mate-
matiky. Pojem ,,zlomek v z&kladnim tvaru“ patii do této oblasti.

13. SITUACE ,PYRAMIDA* JAKO PROSTREDI PRO IZOMORFIZMUS

Pyramidou dimenze 2 nebo 3 nebo 4 rozumime soubor 3 nebo 6 nebo 10 ¢isal vliozenych do stej-
ného pocétu oken schématu

C nebo f nebo h i
a b d e e f g
a b C a b c d
Pyramida dimenze 2 dimenze 3 dimenze 4

tak, Ze soucet Cisel v libovolnych dvou sousednich oknech je roven ¢islu v oknu leZicim na téch-
to oknech. Naptiklad u pyramidy dimenze3jea+b=d, b+c=¢, d+e=f.

Pismena, které jsou v oknech budou oznagovat jak ¢ida, tak i okna ve kterych se nachazi.
Tato dvojznacnost nepovede k nedorozuméni.

JestliZze je zndmo nekolik ¢isel pyramidy P a dal§i jgi ¢isla zndma nejsou, pak vyzva ,ieste
pyramidu P* znamend Ulohu: ngjdéte vSechny pyramidy s predepsanymi danymi ¢isly. Napriklad,
kdyZ jsou v pyramidé dimenze 4 znama cislaa=6,c=2,g=9, h= 10, pak existuje jediné jgi
ieSenia=6,b=1,¢c=2d=e=7,1f=3,g=9,h=10,i = 12, j = 22. Popsanou Ulohu aj€gji
feSeni budeme zde formulovat stru¢né takto:

Uloha 1. Redte (v oboru N) pyramidu dimenze 4: P(a= 6,c= 2,g= 9, h= 10).
ReSeni P(6,1,2,7,7,3,9, 10, 12, 22) jejediné.

Z piikladu je jasny zptasob zgpisu Ulohy i feSeni. Uved’'me jeste dal§i ilustrace.

Uloha 2. Redte pyramidu dimenze 4: P(a=1,d =2, f = 2) ato &) v oboru N, b) v oboru Z.
ReSeni:a) P(1,2,0,2,3,2,2,5,4,9), P(1,1,1,2,2,3,4,5,9), P(1,0,2,2,1,2,4,3,6,9)

b) existuje nekonecné mnohoreseni P(1,1+n,1-n,2,2+n,2,3-n,4+n,5-n,9), kdenje
libovolné celé ¢idlo.
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Uloha 3. Re&tev oboru R pyramidu dimenze4: P(a=1,d= 2,f= 2,j = 10)

Uloha nemé feSeni. Jestlize napriklad viozime do okna b ¢islo x, pak budec= 2 —-x, e= x + 1,
g=4-xh=x+3,i=6-X%]=29. Tedy z predpokladt a=1,d= 2, f= 2 plynej = 9, co od-
poruje podmincej = 10.

Kdyz vSechna ¢isla vyieSené pyramidy P1 vynasobime realnym ¢islem x dostaneme spravng
vyplnénou pyramidu P.. Toto nasobeni je izomorfizmus fx: P1 — P2. Posledni dvé Ulohy nazna-
¢uji, jak 1ze k objevu izomorfizmu v prostiedi pyramid vést Zaky.

Uloha 4. Najdéte horni ¢islo f ve sgitaci pyramidé dimenze 3 jestlizeje
aP@a=1b=2c=3), b) P@a=2,b=4,c=6), c)P(@a=3,b=6,c=9),

d) P(@a=5,b=10,c=15), e) P(a=8,b= 16, c= 24), fyP(@a=11,b= 22, c= 33).
Uloha 5. Redte pyramidu fadu 4:

aP(c=3,e=7,g=5,] =22, b) P(c= 15,e= 35,g= 25, = 110),
c)P(c=21,e=49,g=35,j = 154), d) P(c=30,e= 70, g= 50, j = 220).

Slozka ptitazeni je u izomorfizmu fx: P1 — P2 evidentni. Zgjimava je slozka strukturani,
kterd miva mnoho vazeb. Napiiklad u vzgemné izomorfnich pyramid z Glohy 4 je: b = 2a, ¢ =
=a+b,d=c,f=4b,f= 8a, .... Podedni dvavztahy umoznuiji reSiteli ngjit cislo f rychle.

Ulohu 5a) nelze feSit piimo, protoze pouze ¢isod=g—c=5-3 =2 Ize z danych &isel na-
jit ihned. Cisla a, b, f, h, i nutno hledat. Podobné u dalSich pripadi, které jsou s prvnim izo-
morfni.

14. OBJEVOVANI IZOMORFIZMU PYRAMID, PRIBEH 6
Dvé posluchac¢ky primarni pedagogiky Ped. Fak. UK teSily dlohu 5. Pri Uloze @) ob¢ nejprve
zjistily, Ze d = 2 a pak metodou pokus-omyl pyramidu vyieSily. SvaieSeni si porovnaly.

Katka se snazila uhodnout nejprve spodni fadek. Nejdiive polozilaa = 1, b = 6, druhy po-
kus. a= 2, b = 5; ted’ se zamydlila, uvédomila s (tak komentovala sviij postup pozdgji), Ze ¢islo
b je potiebné zmendit a poloZilaa = 6, b = 1; tuto pyramidu ani nedopocitala a poloZilaa = 5,
b = 2 ato vedlo naieSeni.

Zuzka postupovala opacné: rozkladem cislaj = 22. Ani prvni pokus (h = i = 11), ani druhy
pokus (h = 10, i = 12) nebyl Uspédny. Po druhém pokusu se divka chvili zamyslela, fekla ,,to
jsem pitomd&“ a zkusila pokus treti (h = 10, i = 12), ktery byl Uspédny. Pozdgji svoji sebekritiku
komentovala ,,Ja védéla, Ze musim pouZit to, Zze sedm je vic nez pét (ukazuje nacidae af, de
néjak mne napadlo, Ze v tomto f&dku (ukazuje na okna h ai) to musi byt naopak — kvili sprave-
dinosti. To jsem pitoma".

Dde divky teSily ulohu b) a jegjich postup byl jiz vyrazné rychlejsi. Katka opét rozkladala
horni ¢islo 110 a jiZ jeji prvni pokus byl Gspédny. Zuzka jiZz nehadala prvni fadek, ale hned hle-
dala cido f. K nalezeni reSeni potiebovala dva pokusy. Pii Uloze c) Katka pouZila stejnou strate-
gii apotiebovalatii pokusy. Zuzka hned do oknaf prepsala z okna g ¢islo 35 a zbytek dopogcitala.
Tentokréte byla prvni améla z toho radost.

Kdyz s divky svoje reSeni vzgemné porovnévaly, iekla Zuzka , hned jsem tusila, Ze to bude
jako u téch predchozich piipadt a sem jsem napsala téz tricet pét (ukazuje okno f), ono to vyslo“.
Katka tomu rozuméla aiekla, Ze téZ to tak odhadovala, ale Ze se nechtéla ukvapit.

Pred zadanim ¢tvrté a posledni Ulohy této série experimentator rekl, Ze neni nutno vyplnit
vSechna okna tabulky, Ze staci zné okno a. Pak dal divkam ulohu d). Katka napsala do okna f
¢idlo 50 a pak dopogitaa cislab = 20 aa = 50. Podivaa se, co déla Zuzka a kdyz vidéla, Ze tato
doplnuje vSechna okna tabulky, udélala totéz. Zuzka ihned napsala do oken a af ¢isla 50 a pak
pro kontrolu dopocitala celou tabulku.

Obg divky pak uvedly, Ze byly skoro jisté, Ze ¢islav oknech a, f, g jsou stejnd, ale protoze jiZ
maji zkuSenosti, Ze v minulosti je matematika nachytala, povaZzovaly za nutné vsechna ¢isla do-
pocitat a ujistit se 0 spravnosti vysledku. Experimentétor se divek zeptal, zda u kazdé pyramidy
musi byt ¢islav oknech a, f ag stejna. Obg ihned fekly Ze ne. Ze to je jenom u téchto, které jsem
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tak vymyslel. Experimentétor se zeptal divek, zdasi uvédomuji, Ze pyramidav dloze d) ,,je dese-
tinasobek” pyramidy z Ulohy a). Pro ob¢ divky to bylo piekvapeni.

Komentar a namét vyzkumu

Naro¢nost Ulohy 5 spociva v tom, Ze ¢isla nelze pocit piimo. Vypustime-li spodni fadek, dosta-
neme pyramidu dimenze 3, ve které zndme pouze rohové ¢isla. Samozigmé Ze Ulohu |ze tesit
pomoci rovnic, ale posluchackam primarni pedagogiky je metoda pokus-omyl bliZsi.

Divky objevily pouze strukturdni slozku izomorfizmu a sloZku prifazovaci si vibec neuvé-
domovaly. Je to situace komplementarni k té, kterou jsme vidéli u hadi: tam bylo ,, ptipsani nuly”
evidentni pro vechny Z&ky velice rychle. U pyramid je tomu naopak.

Je pravdépodobné, Ze komplementarita reakci reSitelt je déna soucinnosti dvou, mozné tii,
faktora: raznost prostiedi HAD a PYRAMIDA, zpasob formulace Uloh a asi té€Z raznost véku
subjektt s nimiz byl experiment realizovén.

Uvedend komplementarita experimentt jevi jako zajimava a slibné z hlediska pripadného
dalSiho vyzkumu. Bylo by potrebné nejprve provérit vliv uvedenych tii faktora a pak mapovat
reSitel ské strategie Zaku resp. posluchact, které se pii feSeni téchto Uloh vyskytuji. Dde udélat
seznam fenoméni, které zde pusobi jako urychlujici/zpomalujici agenti daného objevu. Velice
hodnotné by bylo mit pisemné formulace reSitelt 0 zpusoby feSeni.

15. ZAVER

V ¢lanku jsme podrobné zkoumali izomorfizmus v prostiedi RODINA a jiZz ne tak podrobné
v aritmetickych prostiedich HAD a PYRAMIDA. Jev izomorfizmu je ptitomen v mnoha dalSich
situacich. Na ¢tyti nich upozornime ndznakovymi ilustracemi.

Slovni tlohy vedouci narovnice

Matematicky model riznych slovni Uloh byva ¢asto stejny. Riiznost je zde pouze v sémantice,
nikoli matematice. Stejnost nasledujici dvojice Uloh plyne ze vztahu 1 den = 24 hodin.

Uloha A. Bazén natece prvnim piitokem za 2 dny adruhym za 3 dny. Zajak dlouho natece bazén
obéma piitoky?

Uloha B. Mistr udéla danou préci za 48 minut a tovarys za 72 minut. Za jak dlouho bude préce
hotova, kdyz ji budou délat oba?

Magicke étverce

Pribuznost obou ¢tverca je danavztahemn —2".Je | 5 | 0 | 7 32| 1 |128
to navod jak z normdni scitaciho magi 5:kého ctverce | g | 4 | 2 64 | 16 | 4
vyrobit magicky ¢tverec nasobilkovy. Cislu 5 levého

¢tverce odpovidacislo 2°v pravém ctverci. 118]3 2 |256] 8

Uloha pro ¢tendre. Sestrojte nasobilkovy magicky &tverec 3 x 3 v jehoz jednom rohovém poli je
¢islo 4320. Pripustnajsou jen prirozena cida.
Vyroba nasobilkovych magickych ¢tverca je propedeutikou izomorfizmu a dobrym cvicistém pro
préci s mocninami.
Algebrogramy
V seminarni préci jedné posluchacky priméarni pedagogiky je uvedeno, Ze agebrogramy AA + BB
= CC a AB + BA = CC mgji stefnou mnozinu eSeni. Posluchactka nedovedla vysvétlit, proc je
tomu tak. To nas vede k namétu na vyzkum feSitelskych postupt pii feSeni izomorfnich
algebrogrami (jeden z druhého vznikd takovym prestavenim cidlic, které neméni hodnotu
celkového vyrazu).

Z vyzkumu lze ocekavat poznatky jak v oblasti izomorfizmu, tak i v poznavéni desitkove
soustavy. Budeme-li experimentovat s algebrogramy v jinych ciselnych soustavéch, ziskame
poznéni o pozi¢ni soustavé vibec.
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Hry Nim a PFesouvana

Hra Nim. Jsou dvé kupy kament. Na prvni je 8 kamenu, na druhé 6. Dva hr&i, stridavé berou
bud’ z jedné kupy libovolny pocet kament, nebo po jednom kamenu z kazdé kupy. Ten co bere
posledni kamen, prohral. Jak ma hrét prvni hré&, aby vyhrdl?

Hra Presouvana. V pravém hornim poli ¢tvereckovaného obdéniku 9 x 7 je kamen. Dva hr&i jg
stiidavé posouvaji bud’ vievo, nebo dolt o libovolny pocet poli, nebo Sikmo vievo-doli o 1 pole.
Ten co posune kamen nalevé dolni pole, prohrdl. Jak mahrét prvni hrac?

X Izomorfizmus obou her objevuji Zaci 12 — 14 leti nekolik
X mesici. Strukturani slozkou tohoto izomorfizmu je stra
X tegie hry, tedy ndvod na nejlepsi zpasob hry.

Slozka pritazeni je dana ¢idly, které roubi tabulku:

« pozici: kamen je na poli (8,4) hry presouvana odpovida
« pozice: na prvni kupé je 9, na druhé 5 kamenii hry Nim.

% Najit strategii hry Presouvand je snazsi nez hry Nim: vedle
012345678 Vtabulcejsoukrizky vyznatena vsechnakriticka pole.

OFRLNWMAOUITO®
X

Vice o téchto hréch v kniZce Gatial, Hejny, Hecht (1982)
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VSTUPNE TESTY TYPU ZRIEDKAVEC

Timea K atring¢akova, Prirodovedecka fakulta UPJS, K oSice

V tomto prispevku plnime sl'ub tym citatel’om, ktori sa pri réznych prilezitostiach zoznamili

s opakovacimi testami typu , Zriedkavec". Dal$ zaujemcovia o vyuZivanie tejto metddy mozu néjst
viac informécii v literatire uvedeng) nakonci.

Ulohy a otézky na zagiatok 5. roénika

1

10.

11.

Zapiste jedno z nasledujlch troch ¢isel v rozvinutom zépise v desiatkove) ciselng stistave:
a) 103248,

b) 10 101,

C) 7986 059.

Z karticiek s¢idlicami 4, 3, 8, 9, 6 zostavte jedno trojciferné ajedno dvojciferné ¢islo tak, aby
ich rozdiel bol ¢o ngjmensi.

Premiestiiovanim ¢idlic 7, 8 a9 utvorte dve rézne ¢isla x, pre ktoré plati: 789 < x < 987.

Ngdite ¢o ngjviac moznosti doplnenia cislic namiesto hviezdiciek tak, aby platilo:

1008 <* * * * < 1012.

aey W

Ngjdite jeden spdsob nahradenia hviezdiciek ¢islicami tak, aby platilo:
7* **5+54*76 = 1*7 18*.

Vypocitajte dva z nasledujucich prikladov:
249:0= ,249-0= ,0:249= ,0+249= ,249.0=

Doplnenim zna¢ky = utvorte rovnicu avypocitajteju: 44 + 2x. 4 : 2.

Zvol'te jednu z nasledujucich rovnic angjdite jg rieSenie:
a 2x=4.5+8.8,

b) 3x=3.3.3-3.3,

C) 4x=8:2+16:4+20:5,

d) 2x=4.(5+8)—-2.10.

Zvol'te s jednu z nasledujucich nerovnic angjdite ¢o ngjviac jg rieseni:
a) 2x+15>17,
b) 100 — 10y > 70.

Mladsi z Lenkinych bratov, Ferko, ma 2 roky. Druhy, Tomasko, je dvakrét starSi nez Ferko

alLenkaje dvakrat starSia nez Toméasko. Mama ma o 3 roky viac ako je trojnasobok veku Lenky
aotcov vek je trojnasobkom suctu veku Lenky a Ferka. Urcte vek aspon jedného z nich.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Z nasledujucich slovnych Uloh vyberte jednu a vyrieste ju:

a) Z 5kg drétu vyrobia 425 klincov. Korko klincov vyrobia z 8 kg drétu?

b) V ZOO maju 60 opiciek. OSetrovatel’ pri ich rannom kimeni spotrebuje 300 kg bananov.
O korko kg bananov viac spotrebuje, ak do ZOO priviezli edte 20 opiciek?

c) Peter, Janko a Misko hraju gurky. Spolu maju 198 guliek. Peter ma Sest’krét viac guliek, nez
ma Janko atrikrat viac nez Misko. Kor'ko guliek makazdy z nich?

Z nasledujcich Siestich vyrokov vyberte dva nepravdive:
a) 35dm=3m5dm,

b) 750 cm =7 m 50 dm,

¢) 5m30cm=80dm,

d) 55dm=8m 12 cm,

e) 110cm=1m10cm,

f) 1Im10cm=11dm.

Dany je tvorec so stranou dizky 6 cm, kosodtvorec so stranou dizky 6 cm, obdiZnik so stranami
6 cm a4 cm akosodiZnik so stranami 4 cm a6 cm. Aké st ich obvody?

Je 28 trojuholnikov, ktorych kazda strana meria2 cm, 3 cm, 4 cm, 5 cm alebo 6 cm. N§jdite
jeden taky trojuholnik, ktorého obvod je 13 cm a kazdéa strana maint dizku.

Vyberte si jednu z nasledujcich trojic dizok Usegiek tak, aby saz nich dal zostrojit’ trojuholnik.
a) n=40mm, p=55mm, g=72mm,

b) r =25 mm, s=88 mm, t =51 mm,

¢) u=20mm,v=380mm,z=99 mm.

Je dany obdiznik ABCD (ABLCD). Ngdite jednu z d’a3ich dvojic kolmych priamok uréenych
niektorymi z bodov A, B, C aD.

Je dany obdiznik ABCD. Napiste jednu dvojicu
a) susednych strén,

b) protil’ahlych stran,

c¢) zhodnych strén tohto obdiZnika.

Ocakavané odpovede

1

a) 103248=1.100000+0.10000+3.1000+2.100+4.10+8. 1,
b) 10101=1.10000+0.1000+1.100+0.10+1.1,
c) 7986059=7.1000000+9.100000+8.10000+6.1000+0.100+5.10+9. 1.

Najmensi mozny rozdiel je 248 = 346 — 98, ale primerane ohodnotime g 257 = 346 — 89 alebo
338 =436 — 98 aebo g d’asie korektné rieSenia.

Je treba vybrat’ dve z tychto Styroch moznosti: 798, 879, 897 a 978.
S0 tri moznosti: 1009, 1010 a 1011.

Najvacsie je 7449 (zaokruhlené na stovky), ae primerane ohodnotime g d’alSie korektné rieSe-
nia

SO &tyri moznosti: 72 505 + 54 676 = 127 181, 72 605 + 54 576 = 127 181,
73005+54176 =127 181, 73 105+ 54 076 = 127 181.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

249 : 0= —nulou nikdy nedelime, 249 —0 =249, 0: 249 =0, 0 + 249 = 249, 249. 0 =0.

SO tri moznosti: 44 =+ 2x.4:2srieSenimx =11,
44+ 2=x.4:2srieSenim x = 23, alebo
4=4+2x.4:2srieSenimx=0.

Rovnice maju nasledujlce rieSenia:
a) x=42,

b) x=6,

c) x=3,

d) x=16.

Nerovnice maju nasleduijUce rieSenia:
a xe{l1,23,...},
b) ye {0, 1, 2}.

Ferko ma 2 roky (uzndvame g tento vysledok), Toméasko ma 4 roky, Lenka 8 rokov, mama 27
aotec 30 rokov.

a) Vyrobia 680 klincov.

b) Spotrebuje 0 100 kg viac bananov.

c) Peter ma 132 guliek, Janko 22 aMisko 44.

Uznavame hociktoré dva z tychto troch nepravdivych vyrokov: b), ¢) ad).

Stvorec a kosodtvorec majui obvody 24 cm, obdiznik a kosodiZnik 20 cm. (Najviac bodov ziska-
va skupina s najvacsim poctom spravne uréenych obvodov, ostatné skupiny ziskavaju primerane
menej.)

SG dva také trojuhol niky (poradie stran nehrarolu). DiZKy ich strén si:3 cm, 4 cm, 6 cm aebo
2cm, 5cm, 6 cm.

Spravne odpovede: a) ac).
Sa tri take dvojice priamok: AB 1L BC, BC L CD, CD L AD.

a) ABaBC, ABaAD,BCaCD, CD aAD; b) a c) ABaCD, BCaAD.

Ulohy a otézky na zagiatok 6. roénika

1.

2.

Vydel'te ¢isdlo 23 jednym z ¢isdl 1, 2, 3, 4, 5 tak, aby zvySok bol ¢o ngjvacsi.

Cifernik kruhovych hodin je rovnomerne rozdeleny ¢islami od 1 az do 12. Vyznacte nanom
dvojicu vrcholovych uhlov s vrcholom v strede cifernika a s vel’kost’ou 60°.

Pomocou ¢iar naznacenych na obrézku zvol'te tri navzgom rézne D F C
uhly s ¢o najv&csimi vel'kostami a s vrcholom v bode S s
G
A E B
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4. Nakredlite Stvorec s obsahom menSim nez 10 jednotkovych Stvorcov a s vrcholmi v mreZzovych
bodoch.
5. Z nasledujucich mnohouholnikov vyberte dva Stvoruholniky s obsahom 12 jednotkovych Stvor-
CoVv.
| |
|
\ \
T PP T \
6. N§dite aspon dve desatinné ¢islavacSie nez 1,75 amenSie nez 1,8 také, ktoré maju prave dve
desatinné miesta.
7. Doplnte desatinné ciarky a medzery medzi ¢islice 1042357698 tak, aby sucet ¢isel, ktoré vznik-
na, bol v&si nez 40 amensi nez 60. Poradie ¢islic nemeite.
8. Ktorédvez ¢isd 5,05; 50,5; 1,21; 2,22 a 20,22 daju sicin s ngjvacsim poctom jednotiek?
Ocakéavané odpovede
1. 23=4.5+3debo23=5.4+ 3;t,.delilosastvorkou aebo pétrkou, najvacsi zvysok jetri.
2. Sest moznosti: 1 -3 (ak nemu7-9),2-4 (knemu8-10), ..., 12-2(s6—-8).
3. ASG (povazujeme zaten isty ako GSA), ESA, BSE, CB, FSC, DSF aGSD.
4. Mozné velkosti obsahov st 1, 2, 4,5,8a9:
|
5. Len oba krajné mnohouholniky st takeé.
6. 1,76; 1,77, 1,78 a1,79.
7. 104+235+76+98=51,3,
1,04+235+7,6+98=4194,
1,042 + 35 + 7,698 = 43,74.
8. 505.222=11,211;50,5.2,22=112,11,

5,05. 20,22 = 102,111, 50,5 . 20,22 = 1021,11.

Ulohy a otazky na zatiatok 7. roénika

1.

Naiselng osi vyznacte obrazy troch ¢isel z vymenovanych: —1, 2, -5, 5, -4, 4.
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2. Z vymenovanych ¢isel vyberte dve kladné a potom dve zgporné ¢isla s tymi istymi absol tnymi

hodnotami: — 2, 2, -5, 5, — 4, 4.

3. Z¢isd 0, 1, — 2 vyberte jedno za x tak, aby —|x| bolo zaporné ciglo.

4. Spomedzi nasledujucich ¢isel vyberte dve dvojice navzgom opacnych ¢isel: —10,-8,-2, 0, 2,

4, 8, 10.

5. Vyberte dve z nasledujucich dvojic ¢isel aporovnajte ¢islav nich podl'a velkosti:
15,7a17,5; 15,7 a-17,5; 0,5a0,3;
05a-0,3;-05a-0,3.

6. Dvaz vysledkov nasledujicich prikladov zaznatte na ¢iselna os:
56—(—89)= ;9,8—(—415)= ;954,21—(152) = ;
547 +6548= ;5-0,46= .

7. Doplite na niektoré pravidlo pocitania s nulou: Pre kazdé celé aj pre kazdé desatinné ¢islo b
plati: = b.

8. Z vymenovanych scinov vyberte dva mensie ako nula:
-15.02= ;-25.(-04)= ;-08.09= ;
-45.(-01).(-1)= ;-03.11.0= .

9. Je dan& zéakladiia rovnobeZnika a = 8 cm. Urdte jeho vysku tak,aby obsah bol aspoi 8 cm? anie

viac neZ 24 cm? anartnite ho do tvorcovej siete.

10. Z Gtvarov na obrazku vyberte dva, ktoré maju rovnaky obsah.
L

BER BEEE
11. Nakredlite rovnobeznik, ktorého obvod je 20 jednotiek.
12. Naznatte obrazkom kvader zlozeny z 24 rovnakych kociek.

13. Vyberte dva z Utvarov na obrazku, ktoré maju rovnaky objem.

Ll | i

L/

14. Vymyslite také celé ¢ida, ktoré st rozmermi kocky alebo kvadra s povrchom 54 jednotiek
Stvorcovych.
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15. Z nasledujucich rovnosti vyberte dve pravdive:
1hl=1001,1dcl =011,
1ml=0,011,11=0,001hl,
11=100dcl, 11=1000 ml.

Ocakavané odpovede

1. Hodnotiasacisla, nietrojice ¢isel.

2. Tri moznosti: {2, 4} a{—2,—-4},

{2,5} a{—-2,-5},
{4, 5} a{-4,-5}.
3. Dvemoznosti: 1 a—2.
4. Trimoznosti: 2,—-2a8,-8§,
2,—2al0,-10,
8,—8al0,-10.

5. 15,7<175; 15,7>-17,5;0,5>0,3;
05>-03;,-0,5<-0,3.

6. 56— (—89) = 145; 9,8 — (- 41,5) = 51,3; 954,21 — (15,2) = 969,41;
— 8547 + 6548 = — 1999; 5 — 0,46 = 4,54.

7. b+0=b,0+b=b,b-0=b,0-b=-h.

8. Trimoznosti: -15.02=-3a-0,8.09=-0,72;
-15.02=-3a-45.(-0,1).(-1) =-45
-08.09=-0,72a-45.(-0,1) .(-1) =-45.

9. PretozeS=a.b,aa=8cm, bmbzebyt od 1 cmdo 3 cm.

10. Hociktoré dva Utvary z obrazka ¢. 1.

11. Stvorec akosodtvorce (5 + 5 + 5 + 5), obdizniky a kosodizniky (napriklad 9+ 1+ 9+ 1,
6+4+6+4).

12. Je vel'amoznosti, napriklad obrazok kvéadra s rozmermi 2 x 3 x 4.
13. Hociktoré dva (v3etky tri maju objem 16 jednotiek kubickych).
14. Kocka3 x 3 x 3adebo kvader 1 x 1 x 13 alebo kvéder 1 x 3 x 6.

15. Dve z tychto troch: 1 hl = 1001, 1dcl =0,11, 11 = 1000 ml.

Ulohy a otazky na zagiatok 8. roénika

1. Uvedtetri zZlomky, ktorych citatele st jednotky a menovatele prirodzeneé ¢isla a ktorych sicet je
1

>
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2. Rozdiel ktorych dvoch zo zlomkov % % a 3 jemensi nez 1—10 ? Comu sarovna?

3. Povydeleni ¢ida 2% ¢islom x mavyjst’ aspon % . Ngjdite ¢o ngjv&sie take x.

4. Vymydlite také prirodzené ¢idla, ktoré st rozmermi kocky alebo kvédra s povrchom 54 jedno-
tiek Stvorcovych.

5. Jednu z nasledujUcich troch moznosti dopliite na Umeru:

a)3:2:§:...,
2
b) 54:86=81:...,
) 5 3_170
12°7 9

6. Zvol'te z nasledujucich prikladov priklad na nepriamu Umeru a vypocitajte ho:

a) Cestaz Kosic do Bratislavy sada prejst’ autom idiicim v priemere rychlostou 74 km/hod za
6 hodin. Akou priemernou rychlostou maist’ autobus, ak matuto cestu prejst’ za 8 hodin?

b) Sest segjaciek by zasialo obilie zatridsat’ dni. Kol’ko dni by trvala sejba deviatim sgjackam?

c) Pekaren denne preda 6171 kusov chleba po 26 Sk za kus. Rozhodla sa zniZit’ tito cenu na
25,50 Sk. Ak mabyt’ denny prijem z predaja v&si, musi predat’ viac kusov chleba, nez zvy-
¢ajne. O korko aspon?

d) Pri sprchovani spotrebujeme priemerne 10 | vody, na kdpanie vo vani 47 |. Kolko stoji ospr-
chovanie, ked’ vykUpanie vo vani stoji v priemere 9 Sk a40 halierov?

7. Vypocitajte 23 % z celého ¢idavacsieho ako 123 a mensieho akol28.

8. Na nasledujucom obréazku znazornite 80 % z celku.

9. Pouzitim nasledujuceho obrazku znazornite 125 % z celku.

10. Z Gtvarov na nasledujucom obrazku vyberte dva, ktoré st zhodné.

b, IR B AR

11. Na nasledujucom obrazku vyznacte plnou hrubou ¢iarou jednu C
vysku, prerusovanou ¢iarou jednu t'aznicu a bodkovanou ¢iarou
jednu strednu priecku trojuholnika ABC.
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Oc¢akavané odpovede

1. Moznétrojice menovatelov si: 3, 7, 42; 3,8, 24; 3,9,18; 3,10, 15; 3,12, 12; 4,5, 20;
4,6,12; 4,8,8; 5,5,10; 6,6, 6.
2. éty“ moznosti: §_g:i; z_§:—i; 1_§:_1; 1_3:_3
4 3 12 3 4 12 2 4 4 2 3 6
3. 32aebo 2 debo -0 ..
5 2,5
4. Kocka3x 3 x 3aebo kvader 1 x 1 x 13 adebo kvader 1 x 3 x 6.
5. 3:2:§ :1,54:86:81:129,E : 3 :E . 8.
2 12 7 9
6. @ 55,5 km/hod,
b) 20 dni,
C) aspon 0 122 kusov,
d) nieje nanepriamu Umeru (sprchovanie stoji 2 Sk).
7. S0 Styri moznosti: 28,52 (zo 124),
28,75 (z0 125),
28,98 (zo 126),
29,21 (zo 127).
8. Napriklad vyznatenim Styroch z piatich Stvorcekov.
9. Napriklad dokreslenim malého trojuholnika, ktory je Stvrtinou velkého trojuholnika.
10. Hociktora dvojica z trojuholnikov na druhom, &tvrtom a piatom mieste zl'ava.
11. Z troch vy3ok, z troch t'aznic a z troch strednych priecok trojuholnika je vybrana vzdy jedna;
hodnotime kazdu zviast.
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MOTIVACNI PRVKY VE VYUCE MATEMATIKY

Hana Liskova, VOSP a SPgS Litomys3l

Vime, Ze motivace je nutn& ngien pro Uspésné nastartovani procesu uceni, ale i pro udrZeni z§-
mu o uceni. Navic s radi délame nad¢je na vyuku radostnou, a to nejen pro nas. Zkratka, chceme
Z&ky aktivni. Neni pochyb o tom, Ze si jako ucitelé matematiky velmi pigjeme, aby naSe Usili pri
vyuce m¢lo delSiho dopadu nez 45 minut. Zakladnim predpokladem k tomu je podle mého nazoru
dostatecné promyslend motivace. Tim vic to plati, méali kantor pred sebou Z&ky, kteti maji z mate-
matiky obavy, nevéii si, pripadné maji diky mnoha faktoram celkem systematicky vybudovany
piedsudek, Ze matematice nikdy nemohou rozumét, nikdy nic v matematice nevyieSi a nevymysli
anejsou tudiz schopni se ji naucit a piipadné se ji ani ucit. Jinymi slovy jgich vyhlidka na seberea
lizaci v hodindch matematiky je miziva. Pro¢ by je tedy meélo cokoliv v hodiné oslovit? VZdyt jeto
stgjné marné ...!?

Zda se mi, Ze v takové situaci se obcas ucitel matematiky skute¢né nachézi a Ze to je pro ného
vyzva, néco stimto neptijemnym stavem udgélat. Vabec netvrdim, Ze se mi to vzdy dari. Spis mé na-
pada par prikladi a situaci, které ve mn¢ zanechavaji pocit, Ze se vyplati ¥adné do motivace zaki
investovat.

Mnoho Zaki, které ucim, patii do skupiny, kterou jsem vySe popsala. U¢im na stiedni pedago-
gické Skole, kde se ale piece jen jeden pozitivni jev u zminéného typu Zaka objevuje. Nemaji ten-
denci diky svému negativnimu postoji k matematice vSechno ,zabalit*, ale naopak se mnohdy
uprimné snazi aspon néco pochopit a pro sebe udélat. O to je ma situace snazsi a také zabavngjsi.
Jde o to, vymyslet program tak, abych jgich snahu ,, pouze* vyprovokovala a patti¢né ji také oce-
nila.

V tomto piispévku se pokusim okomentovat nékolik drobnych prikladu, pii kterych se motivo-
vat aprovokovat zaky dati. Je to:

Matematika s metodikou

M atematicky korespondeneni seminat pro Zaky |. stupné ZS
M atematicky krouzek pro zaky |. stupné ZS

Projekty a dlouhodobé ulohy

PO PRE

1. Matematika s metodikou

V osnovach nasi skoly je predmét Matematika s metodikou, v ramci kterého je mozno zaradit

poznamky Kk vyvoji matematického mysleni. Mnohdy pri téchto hodinach zatingji studenti sami se-
be Iépe chépat a rozumi, o ¢em ucitel hovorii. Maji dostatek vlastnich zkusenosti, o které se radi po-
déli. Snaha pochopit vlastni problémy pii uc¢eni se matematice se pro né stédva silné motivacni. Jsou
velmi citlivi a vnimavi pii tématech, tykgjicich se propedeutiky matematiky. Jakoby si chtéli svou
vzdélavaci cestu zopakovat a aspon trochu ji napravit.
DaSim acinnym motivaénim prvkem je zarazeni Uloh z rekreacni matematiky. To je oblast pro stu-
denty vétdinou neznamd, o to moznarychleji sradosti prijata. Velmi ¢asto Zéci presné vedi, kdy ja-
kou ¢innost vyuZiji pii svém pusobeni v praxi. Jsou velmi chtivi a vdécni za jakékoliv naméty ci
podnéty.

Prala bych vSem z&kam, kteri nemaji k matematice nejlepsi vztah, aby podobnym , kurzem®
mohli projit. Myslim, Ze naSim Z&kam tento pilro¢ni blok ve vztahu k matematice velmi poméahéa.
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2. Matematicky korespondenéni seminéi

Béhem svého piasobeni na Skole jsem iniciovala vznik matematického korespondenc¢niho semi-
nare ,Matysek* pro Zz&ky 4. a 5. tiid ZS. Réada piiznavam, Ze spoudtédem této aktivity byla snaha
nabidnout zajimavy program pro své vlastni dorastgjici déti. Tento seminat organizuji nékolik let
v rdmci predmétu Nepovinna matematika. Do organizaniho tymu nepatii jen vyborni studenti, tedy
ti, ktefi maji matematiku radi a chtéji se ji vénovat i o svém volném c¢ase. Béhem Sesti let, co semi-
nar pracuje, se v organizacnim tymu objevilo mnoho Z&ka, kteri patiéi do skupiny, kterd si chce svij
vztah k matematice vylepsit, ato se tady primo nabizi. Spolecnym prvkem veSkeré spoluprace v ty-
mu je préace s mladSimi talentovanymi Zaky. Mnohdy jsou sami organizétori prekvapeni zpisobem
uvazovani malych resitelt, hledgji zpusob, jak s nimi komunikovat, jak jim naznagit chybu v Gvaze
nebo je naopak ocenit pochvalou. Pro mne je velmi poucné sledovat zminéné studenty v roli organi-
zatora. Mnohé véci s ujasiuji, davaji do souvidosti a ziskavaji konkrétni predstavu o zptsobu
my3Seni malych matematiki. Vyvrcholenim celé této cinnosti je pravidelné setkéavani studentt
anejuspesnéjsich resitelt v rdmci Matyskovych odpoledni. Zde je program velmi riznorody a boha
ty (s prvky z oblasti sportovni, dramatické, vytvarné, hudebni, matematické i z oblasti vSeobecnych
znalosti a manudnich zruc¢nosti) a vétSinou probiha formou soutéze skupin. A co mé piipada nej-
podstatnéjSi? Prévé obrovsky prostor pro seberealizaci studentti. Tento prostor jim pii samotné
vyuce matematiky mnohdy chybi. Zpocéatku jsem byla piekvapena, Ze do party organizatora patii
Z&ci, kteri s matematikou trochu ,,zapasi“, po nékolikaletych zkuSenostech vim, pro¢ tu s ndmi jsou
avim, Ze jim tato forma prace ve vztahu k matematice velmi poméha. V soucasné dobé se uz nékte-
i organizétori z pocéatka semindre Matysek stavaji uciteli a jgjich vypoveédi svedéi o tom, ze Maty-
sek byl pro jejich profesni rozhodovani podstatny a zkusenosti ziskané v ramci ného nenahraditelné.

3. Matematicky krouzek

Nekteri z organizétora korespondencniho seminaie vycitili moznost pro svou seberealizaci
adokonce iniciovali zaloZzeni Matematického krouzku pro Zaky ve véku , Matysku“. Tento krouzek
zaca pracovat v lonském Skolnim roce pri jedné z mistnich z&kladnich Skol. ZkuSenosti z jeho roc-
niho fungovani si prozatim netroufam publikovat.

4. Projekty adlouhodobé ukoly

Na rozdil od prvnich tii priklada, které jsou specifické pro prostiedi, ve kterém pisobim, pro-
jekty nebo dlouhodobé Ukoly jsou vSeobecné pouZzitelné. Budu hovorit o konkrétnim ukolu, ktery
jsem se rozhodla zadat pri vyuce statistiky. Jako vétSina ucitelt jsem se pii vyuce statistiky prilis
net¢sila, hodiny byly nepiilis zabavné, Zaci méli pocit, Ze je to ucivo o dosazovani do vzorcu. Pred
nékolika lety jsem se snaZila tuto paséz vyuky oZzivit priklady s konkrétnimi Udaji ze Zivota zaka (at’
uz rodinného nebo Skolniho). S obdobnym postojem k vyuce se miZzeme setkat v publikaci A. Mi-
chalcové [3]. Letos jsem ve tietim rocniku poprvé zadala skupinovy Ukol — provést a zpracovat sta-
tistické Setieni v piiméieném rozsahu, a to z jakékoliv oblasti, ktera studenty zajima. Zamérem této
volby bylo, nechat studentim dostatecny prostor tak, aby natomto Ukolu pracovali se zaujetim a ne
pro povinnost. Vysledek se dostavil. Témata, ktera si studenti volili byla pro mé piijemnym prekva
penim. Vedle celkem ocekavanych témat jako je Cestovani, Dovolend, Hudebni Zanry se objevila
i zavaZna témata: Stopovéni, Statistika vad vyslovnosti u déti predSkolniho véku, Mensiny, Rasis-
mus, Drogy, Kouieni, Mobilni telefony, Zebricek hodnot u starsich zaka ZS, Zdiby, TV — Zrout
volného ¢asy, .... Dale s studenti sami volili sloZeni pracovni skupiny, ato v rozpéti od jednoho do
peti ¢lend. SloZeni pracovnich skupin bylo dalezitym zdrojem informaci o socidnich vazbach
v tiidnim kolektivu. Skupinova prace byla bodovanatak, Ze kazdy Zzak mohl ziskat teoreticky maxi-
malné 10 bodu, skupina pak ziskala celkem urcity pocet bodi od 1 do 10 (odpovidgjici kvalité prace
jednotlivce) vynésobeny poctem cleni skupiny. Tento celkovy pocet bodu s mezi sebou ¢lenove
rozdélili podle ,,zasluh* pii préci na zadaném ukolu. Jednotlivec tedy mohl ziskat prakticky i vice
nez 10 bodu. Nejprve se studenti podivovali, Ze je nebudu v zavéru hodnotit sama, pak uznali, Ze je
vlastné jasné, Ze nemohu pridélovat body, kdyz u jgich spole¢né prace nebudu. Velmi ocenili
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objektivitu hodnoceni. Jen ve vyjimecnych pripadech si body rozdélili rovnomeérné. Toto hodnoceni
pusobilo velmi motivacné. Poznamenavam, Ze i ostatni aktivity pii vyuce (véetné pisemnych praci)
jsem v prabéhu roku hodnotila bodovéanim.

Doufam, Ze jsem témito neékolika poznamkami piipomenula, Ze motivace neni jen formani pe-
dagogicky pozadavek a Ze se pozitivni motivace jednoznacné vyplati.
Literatura:
[1] Hejny, M. akol.: Tedria vyu¢ovania matematiky. Bratislava: SPN, 1990

[2] Hegny, M., Kutina, F.: Dité, skolaamatematika. Praha: Portal, s.r.o., 2001
[3] Michalcovd, A.: Skiisenosti z vyucovania Statistiky. Bratislava, KPU, 1984
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NADACIA INGENIUM A KORESPONDENCNE SEMINARE

Ivan Masaryk, Nadacia | ngenium, Bratislava

Pred vyZe dvadsiatimi rokmi zagali v Ceskoslovensku vznikat koreSpondencné seminére (KS)
z matematiky. Prvy matematicky seminér vznikol v KoSiciach v roku 1976 s ndzvom KoSicky mate-
maticky semin& — KMS. V roku 1982 vznikol v Bratisave PIKOMAT — Ploniersky KoreSpon-
dencény MATematicky seminér. Pikomaty sa zakladali aj v inych krajoch po celom tizemi Ceskoslo-
venska.

V KS sa neustdle vyvijali nové metédy a postupy (vyber prikladov, prednasky, besedy, matbo-
je, néstenkové boje, algopreteky, quizy, ...), ktoré vedulci analyzovali a vylepSovali, ¢im sa stali KS
g popularngjSimi ariesilo ich ¢oraz viac deti. Tento trend podnecoval vznik novych KS. Zakladali
sadokoncaKS z fyziky a g seminare z programovania.

KoreSpondencny seminar sa sklada z koreSpondencneg ¢asti a pre najlepsSich priblizne 30 deti je
odmenou sustredenie. Pre v&etky deti, ktoré rieSia seminar, je slstredenie, celkove poradia ¢i vlast-
na prestiz vel'kou motivéaciou k rieSeniu koreSpondencngj casti. Ciel'om koreSpondencng casti je
motivovat’ deti k samostatngj préci, pocitaniu, objavovaniu a prehlbovaniu poznatkov zo skoly.

Aby bol seminér kvalitny, potrebuje dostatok kvalitnych veducich a praktikantov, ktori dokazu
opravovat’ priklady koreSpondencng ¢asti, vyberat’ vhodné priklady a v neposlednej rade zorgani-
zovat’ dobré ststredenie na Urovni.

V COM SME VIDEL| PROBLEM?

Této préca s detmi je dobrovolna a mozno g preto sa do pozicie vediceho v niektorych semi-
naroch stavali stale mladsi a mengj skuseni veddci. Opravovanie prikladov a program na sustrede-
niach sa staval volngsi, ¢o sa stretavalo s prirodzenou nevolou ucitelov a rodicov. Aby sme
pomohli seminarom, pred rokom sme tu na Exode zalozili Nadaciu Ingenium, ktorgl cielom je
podporovat’ z financng) a hlavne odborng stranky KS a vzdel avacie aktivity pre deti a veducich.

V spréavng rade Nadacie Ingenium si skveli I'udia ako napriklad RNDr. Hynek Bachraty,
RNDr. Vladimir Burjan, PeadDr. Jan Zabka, RNDr. lvan Jezik a edte da$i. V dozornegj rade ngdete
RNDr. Katarinu Bachratl a Mgr. Martina Vojteka. Spravcom nadacie je Ivan Masaryk. Okrem
spominanych 'udi nam poméha g vel'a dobrovolnikov a priatel’ov.

Pocas jedného roka sme zorganizovali tri Vikendové 3koly Nadacie Ingenium — VSNI, na kto-
rych sa stretli veduci viacerych KS a spolocne sme sa v debatach snazili riesit’ problémy ako su
opisovaci, preco je dobré mat’ na sistredeniach vecierku, ako vyberat’ a vymyslat’ priklady, ¢i je
dobré predbiehat’ u¢ivo alebo je lepdie ist do hibky, ... . Nadécia Ingenium by chcela, aby Vami
nadobudnuté cenné poznatky z KS sa mohli Sirit’ d’alej a preto g na tento rok planujeme podobné
akcie pre praktikantov a pre veducich.

V Bratislave sme zatial' zorganizovali 5 predndSok pre veducich, pre ucitelov a Studentov.
Dakujeme prednaSate’om RNDr. Vladimirovi Burjanovi, RNDr. Elene Vojtelovej, RNDr. Ivanovi
Jezikovi, RNDr. Mérii Kubinovej z Prahy aMgr. Mérii Simééakovej. Ak bude zaujem, cheeli by
sme, aby sa prednadky konali g v inych mestéach, ako s napr. KoSice ¢i Zilina

Pred rokom 1989 boli matematické krizky v plnom rozkvete a dodnes ich vydrzalo len mélo.
Podarilo sa nam vSak znovu nastartovat’ aspon zopar krazkov v Bratislave a KoSiciach. Organizuje-
me g stretavanie veducich kruzkov s vymenou skisenosti — Kolieska. V Nadacii Ingenium funguje
kniznica s nametmi na krdzkovu ¢innost’ a ¢innost’ na sustredenia

Zhromazd’'ujeme materidy a publikécie, ktoré by mohli pomdéct’ pri organizovani aktivit pre
deti pre vedlcich a takisto g pre ucitel'ov, ktori chci mat’ zébavné, ale hutné vyucovacie hodiny.
Ziskané materidly umiestiiujeme na naSu webstranku www.ingenium.sk.

Momentdne Zdruzenie Strom zdruzuje koSické semindre MATIK, MALYNAR a STROM.
P-MAT n.o. zastreduje bratislavské seminare PIKOMAT, PIKOFYZ a FyzIQ. JSMF v Ziline za-
streSuje SEZAM a SKMS — stredoslovensky koreSpondencny matematicky seminar a OZ Trojsten
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zdruzuje FKS, BKMS a KSP (fyz., mat., progr.). Od septembra zaéne ¢innost’ jeden staronovy
seminar spojenim BKMS, SKMS a ¢astt STROMU s ndzvom K oreSpondenc¢ny matematicky semi-
nar — KMS. Verime, Ze tento spojeny seminér bude este kvalitngjsi.

Uvitame kazdu vaSu pomoc, ¢i uz formou kontaktu, diplomovej prace, rady, 1 % z dane, daru
finan¢ného ¢i materidneho. Vel'mi by sme uvitali, keby ste mohli prist odpredndSat’ zaujimavu
predndsku na Vikendova skolu NI pre veducich KS alebo na fakultu pre verginost’ so zaujmom
o matematiku. Kontakt n&jdete nawww.ingenium.sk. Dakujeme.
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MODEL VIRGINIE SATIROVEJ

Dagmar Mét'ovska, Gymnazium, Bilikova ul., Bratislava

Virginia Satirova, M.S.W. (1916 — 1988) je vyznamna predstavitel’ka americkej humanisticke)
psycholégie arodinng terapie. Vytvorila nové modely medzil'udskych vzt'ahov a G¢inné metody
vzdelavania, ktorych kI'd¢ovymi konceptmi s komunikécia a sebahodnotenie. Virginia Satirova sa
narodila na farme vo Wisconsine. Studovala v Chicagu asvoju kariéru zacala ako ugitel’ka na chu-
dobnom predmesti Chicaga. Predtym, neZz si otvorila sikromnu prax, bola terapeutkou v detskom
domove av psychiatrickom Ustave. Do povedomia odborne verginosti vstapila v roku 1964 knihou
Spolocna terapia celgl rodiny. Spoluzakladala Vyskumny Gstav mentalny v Kalifornii, riadila vy-
cvik v Esalenskom in&titite auz ako svetoznama terapeutka predsedala Asociacii humanistickey
psychol6gie abola poradkynou Amerického kongresu v otazkach tykgjucich sa zdravia. V roku
1979 posobila g v Cechach. Ukazovala, ako sa rodi sebaticta, pomocou |an avytvéaranim Zivych
sUsoSi modelovala vzt'ahy, s humorom al'ahkost'ou ukazovala cestu k viere v sebai v svet.

Nieco z jg posolstva by som rada timocila g ndm — ucitel’om, rodicom al'ud’om zaoberajdcim
sa detskou psychikou.

Z modelu Virginie Satirovej som vybrala procesovy model Komunikatné pozicie.
Clovek v stresovej situécii podvedome , vkizne® do polohy, ktorou sa vogi nej bréni. Virginia Sati-
rova znazornuje pét’ typov tychto komunikacnych pozicii, ktoré sa daju modelovat’ g v ramci skupi-
ny (rodiny), ¢lovek sa mbéZze pomocou nich osebe dozvediet nové veci, pripadne na sebe
»pracovat™ . Niektoré z ich zakladnych vlastnosti st popisané v nasledujlcej taburke:

MECHANIZMY | SPRAVANIE KOMUNIKACIA POZA VNUTORNY
ZVLADANIA HLAS
Zmierovanie zavige, V&etko je mojavinal bezmocnost, | Citim saako nula.
ospravediniujice | Bez teba som ni¢! slabost’ Som bezvyznamny.
Obvinovanie Uto¢né, nestihlas- | Je to tvoja chybal silécky Som osamely a ne-
né, odsudzujuce | Nikdy neurobis ni¢ postoj, uspesny. Bojim sa,
poriadne! upatost’ Ze maniekto zrani.
Superracionany racionalne, rigid- | pouZiva superracio, strnulost’, pd- | Citim sa zranitel’ny.
postoj né, manipulativne | slovnik s dérazom na sobi ako stroj | Musim sa ovl&dat’.
spravnost’, pravidla
Rusenie rudivé, vyhybavé, | konverzaciajenezmy- | ustavi¢cny Nikomu na mne
(vyhybanie) hyperaktivne selnd, zbytoena, pohyb, nezdleZi. Niet pre
irelevantna uvornenost’ mia miesta.
Kongruencia kreativne, slovd, drzanietela, harménia a Citim sasdm so
kompetentné nalada st v stlade vyrovnanost’ | sebou dobre.
avyjadruju pocity
MECHANIZMY | KOMUNIKACNA | PSYCHOSOC. |FYZIOLOGICKE | ZDROJE
ZVLADANIA TRANSAKCIA SYMPTOMY SYMPTOMY
Zmierovanie ignoruje sa JA depresie, neurdzy | poruchy zaZivania, | starostlivost,
migrény senzitivita
obvinovanie ignorujesaTY paranoia, cievne, svalové, sebaobrana,
delikvencia vysoky krvny tlak, | asertivita
astma, chrbtica
superracionany ignoruje sa komp. obsesia, problémy s vn(it. intelekt, analy-
postoj JAaTyY intelekt. izolacia | sekréciou, rakovina | tické myslenie
rusenie ignorujesaJA, TY, psychoézy, centrd nanervova kreativita,
(vyhybanie) a KONTEXT zmaéatenost’ sUstava, zavrate humor
kongruencia rovnovéhaJA, TY mentdlne zdravie | fyzické zdravie Uplnost’
aKONTEXT

46




SEMANTIKA V TEXTE SLOVNYCH ULOH

Janka Ruppeldtova, Pedagogicka fakulta Univerzity Komenského, Bratislava

Mnohi Ziaci povazuju slovné uUlohy za jedny z ngjitazsich problémov, sktorymi sa stretévaju
v matematike. A ako je to sucite’'mi? Ucitel’, ktorému ,nesedia’ slovné udlohy, sa im ¢asto krat
vyhne, resp. nezvys mu ¢as naich rieSenie.

S jednoduchym slovnym textom, v ktorom sa nachadza porovnanie dvoch mnoZstiev, sa streté&
vame v beZznom Zivote uz od predskolského veku; pricom so slovnymi tlohami, ktorych cielom je
urcenie nezndmeho poc¢tu zo znameho na zéklade pochopenia vzt'ahu medzi dvoma mnozstvami od
1. stupia z&kladnej Skoly.

Vyznam dlovnych Udloh je vystizne charakterizovany slovami: ...V rozvoji matematického
myslenia viak maju slovné ulohy aich rieSenie vyznamnu tlohu hlavne preto, Ze v&tsina Zivotnych
Situécii je popisana slovami arieSenie slovnych uloh je jednou z méala oblasti Skolskej matematiky,
ktora vyZaduje matematizéciu situacii zadanych slovne a spatnu transforméciu ziskaného matema-
tického rieSenia do kontextu ulohy.” [6]

Proces rieSenia slovnych Uloh mézeme rozddlit’ podla M. Heiného aA. Michalcovel do nasle-
dovnych drovni:

1. Uroven uchopeniasituacie,

2. Uroven nadobudnutia vhl'adu do situécie,

3. Uroven hl'adania a stanovenia stratégie,

4. Uroven realizécie vypoctu,

5. Uroven interpretécie vysledku. [4]

V naSom vyskume sme sa zamerali ngjma na prvé dve etapy rieSenia slovnych uloh, ktoré ozna-
¢uju stav porozumenia textu Ulohy riesitel'om, dokladného pochopenia objektov Ulohy azéroven
vzt'ahov medzi nimi, t. j. pochopenie funkéne zavislosti.

Ciel'om vyskumu, ktory sme za¢ali v marci 1999, bolo zistit’, ako si Studenti PAF UK v Bra-
tislave schopni uchopit’ slovny matematicky text [2], ako ho dok&zu prepisat’ do jazyka matematiky
do tvaru algebrickych rovnic anaopak slovne interpretovat’ vztahy vyjadrené jednoduchymi rovni-
cami. Vyskum bol podnieteny ¢astym nelispechom Studentov pri rieSeni slovnych tloh v pisomnych
précach. Pri hr'adani jeho pri¢in sme narazili na tzv. reverzélnu chybu, oznatovanu tiez ako
Rosnickov-Clementov fenomén [1], t.j. pricitanie k v&&Siemu poctu, resp. odcitanie od mensiemu
poc¢tu alebo ndsobenie va&tSieho poctu, resp. delenie mendieho poctu v zgpise rovnice alebo pri jg
interpretacii.

V roku 1980 americki matematici P. Rosnick aJ. Clement uskutoc¢nili vyskumy zamerané na
prepis matematického textu do rovnic. Ulohy boli zadané Studentom réznych smerov &tddia. Uspes-
nost’ ich rieSeniabolaasi 60 %. J. Lochhead urobil d’alsi vyskum, v ktorom respondentmi boli ucite-
lia auniverzitni profesori, s priblizne rovnakym vysledkom. Pri podobnych vyskumoch v Rakusku
uspesnost’ klesla na tretinu.

Podra skusenosti z doterajSich vyskumov [1] tazkosti reverzalng chyby pri zostavovani ainter-
pretécii rovnic sa vyskytuju vo vsetkych vekovych kategdriach, pricom nie je mozné hovorit
o kladngj korelécii medzi nimi ainteligenciou, resp. Uspesnost’ou 'udi v inych oblastiach.

NasS vyskum sme prevadzali v priebehu troch rokov acelkove sa ho zl¢astnilo 297 Studentov.
Vyskumné vzorka pozostavala zo Studentov — elementaristov 1. ro¢nika denngj formy Studiav pocte
155, externgj formy Studia v pocte 111 a z 31 Studentov 4. ro¢nika odboru matematika v kombinéacii
sinym predmetom.
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NASTROJ VYSKUMU

Ako vyskumny néstroj sme pouZili test oznaceny ako R test(priloha ¢.1) svol'nou tvorbou od-
povedi, ktory bol rozdeleny do dvoch ¢asti. Ulohou &tudentov v prvej ¢asti bolo prepisat’ slovné
vyjadrenie obsahujuce algebrické premenné avztahy medzi premennymi do rovnice. Premenné
predstavovali pocty prvkov urcitych mnozin avzt'ahy boli vyjadrené pomocou aditivnych a multi-
plikativnych operétorov, t.j. slovnych spojeni ako: o x viac, oy menegj, k krét viac, | krat meng; t. j.
slov bezngj hovorove reci. Pri prepisovani textu do rovnic pri prvych dvoch vyjadreniach (polozky
¢.1 a 3) pouzivame operécie sitania, resp. od¢itania, apri druhych dvoch (polozky ¢.2 a4) operéacie
nasobenia, resp. delenia.

Druhd cast’ testu spocivala v transkripcii hami zostavenych rovnic s dvoma premennymi vyja-
drujacimi pocty prvkov ur¢itych mnozin do slovného textu. Ide o &tyri polozky, ktoré st zamerané
na slovnu interpretéciu zostavenych jednoduchych rovnic, t.j. cie’om je zistit' schopnost” Studentov
precita s matematické vyjadrenia v podobe rovnic, pochopit vyznam zapisu v tvare rovni-
ce, vyjadrit’ ho slovne a tak v pripade potreby ho vyuZit' v praktickom Zivote. Pri zadévani rovnic
sme sledovali slovnu interpretéciu Styroch zakladnych matematickych operécii, t.j. sCitania, odci-
tania, nasobenia a delenia.

DiZka trvania testu bola maximane 15 mincit.

Sposob vyhodnotenia testu

Kazdu ulohu mozno zodpovedat’ viac ako jednym spdsobom. Vytvorili sme kategorie pre roz-
licné druhy odpovedi. PouZzili sme tri pismena na oznacenie spravnych druhov odpovedi(varianty A,
B, C) adase tri pismena pre nespravne odpovede (varianty K, L, M) vzhl'adom na operéaciu,
vyplyvalicu zo slovnénho zadania aebo z napisang rovnice, ktorl treba slovne interpretovat’
(prilohac.2).

Prvym pismenom oznatujeme odpoved’, v ktoregj pre vyjadrenie 0 x viac pouzijeme v rovnici
operaciu SCitania, pre vyjadrenie oy meng operaciu odcitania, pre k krat viac operéciu nasobenia
apre | krdt meng operéciu delenia. Druhym pismenom oznatujeme odpoved’, v ktoregj pouzijeme
inverznu operaciu k dang operécii, t. j. namiesto titania odcitanie a naopak; namiesto nasobenia
delenie anaopak. Tretim pismenom oznac¢ujeme akukol'vek ind odpoved’. Rovnaké pravidlo pouZi-
vame g pri slovnych vyjadreniach rovnic.

VYHODNOTENIE TESTU

Uspesnost’ &tudentov v R teste bola 70,6 %.

Graf ¢.1: Celkové vyhodnotenie R testu

Spravne odpovede | n; | 1678 ) O Sprévne
S pi (%) 70,6 W Nespravne
Nespréavne odpovede| n; | 698
N pi(%) | 29,4
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Vyhodnotenie testu v jednotlivych polozkéch:

Cislo polozky: | 1 2 3 4 5 6 7 8

ni(S) 232 | 216 | 201 | 179 | 218 | 216 | 195 | 221
pis(%) 781|727 67,7] 603 | 734 | 727 | 656 | 74,4
ni(N) 65 | 81 | 96 | 118 | 79 | 81 | 102 | 76

pin(%0) 219 | 273|323 (39,7 | 266 | 27,3 | 344 | 256

Graf ¢.2: Vyhodnotenie R testu v jednotlivy ch polozkach

80 O Sréavne
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Statisticky vyskyt zastGpenia jednotlivych druhov odpovedi v polozkéch testu prehladne zné
zoriiuju nasledovné tabul’ky a grafy:

Sprévne odpovede:

Cidlo polozky: 1 2 3 4 5 6 7 8
ni(A) 164 | 200 | 162 | 109 | 180 | 184 | 153 | 160

ni(B) 66 | 14 | 37 69 36 31 35 56

ni(C) 2 2 2 1 2 1 7 5
pi(A) v % 552 | 67,3 | 545 | 36,7 | 606 | 620 | 51,5 | 539
pi(B) v % 222 | 47 | 125 | 232 | 121 | 104 | 118 | 189

pi(C) v % 07 107 07| 03| 07 | 03 | 24 | 17

Graf ¢ 3: Vyskyt jednotlivych typov spravny ch odpovedi v R teste

70,0 oA
60,0 mB
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0,0-
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Nesprévne odpovede:

¢islo polozky: 1 2 3 4 5 6 7 8
ni(K) 13 63 57 32 10 9 38 18
ni(L) 38 5 8 57 39 52 39 31
ni(M) 14 13 31 29 30 20 25 27
pi(K) v % 44 | 212|192 | 108 | 34 3,0 12,8 6,1
pi(L) v % 128 | 1,7 | 27 | 192 | 131 | 175 | 131 | 104
pi(M) v % 47 | 44 | 104 | 98 | 101 6,7 8,4 91

Graf ¢.4: Vyskyt jednotlivy ch typov nespravny ch odpovedi v R teste
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K jednotlivym polozkam testu
Polozku ¢islo 1 si rozoberme podrobnejSie.

Znenie ulohy ¢&. 1:

Vyjadrite rovnicou: Nech D je pocet dievéat a C je pocet chlapcov v Skole. Dievéat je 0 20 me-
ng ako chlapcov.

Oc¢akéavali sme zostavenie rovnice v tvare D = C — 20 (variant A). Tento typ odpoveda slovné-
mu vyjadreniu 0 x mengj, ktorého matematickym vyjadrenim je od¢itanie od vé&cSieho poctu. Odpo-
vede tohto typu tvorili az 55,2 % zo vSetkych odpovedi. V pripade, Ze v mysli Studenta prebehne
inverzny proces, t. j. dojde k transformacii vyjadrenia a od¢itanie od vacSieho poctu sa zmeni na
pric¢itanie k menSiemu poctu, dostaneme rovnicu v tvare C = D + 20 (variant B). Odpovede tohto
typu predstavovali 22,2 % zo vSetkych odpovedi. Za variant C sme povazovali kazdé iné spravne
vyjadrenie, napr. rozdiel vaéSieno amensieho poétu sa rovna ¢iselnému vyjadreniu zmeny, t. j.
operatoru v dangj Ulohe: C — D = 20 alebo vyjadreniu stctu kardindnych ¢isel dvoch mnozin: C +
+(C—-20) =C+ D. Variant C savyskytova len ojedinele (0,7 %).

Z nespravnych odpovedi variant K predstavoval reverzalnu chybu k variantu A, kedy Studenti
od¢itali od menSieho poétu D — 20 = C (4,4 %). Ngjv&si podiel z nespravnych odpovedi — 12,8 %
tvorili odpovede typu C + 20 = D (variant L), t. j. pricitanie k v&Siemu poctu. Vo variante M
Studenti pouZzili r6zne iné nespravne vyjadreniarovnice:

1. D-20+C=D+C = x =D-20 8. D+ (C+20)=x
2. D-20x =C 9. D-20+C=x
3. D+C=x = x=D-20 10. (D -20) + C =0
4, x=(C-D)+C 11.D=20-C

5. D+C=A 12.D +C=20

6. (D-X)+C=A 13.D+C—-20=C
7. D+(C-20)=x = D=C
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Domnievame sa, Ze pri zostavovani niektorych rovnic Student nepochopil zadanie asnazil sa
o vyjadrenie st¢tu kardinalnych ¢isel danych dvoch mnozin — 1), 12); pricom v niektorych si zavie-
dol novl premenni x alebo A — 3), 4), 6), 7), 8); pripadne naraz obe — 5). Pismenom X sa zvyéajne
oznacuje neznama v linearng rovnici, aked’Zze sa nenachédzala v naSich oznaceniach premennych,
Studentovi ,chybala*, apreto ju , niekde* pouzil — pripad b). V mnohych odpovediach sa skryto
vyskytuje g reverzalna chyba — 1), 2), 3), 7), 8), 9). Celkove vyjadreni tohto druhu bolo 4,7 %
z0 v&etkych odpovedi.

Medzi zaujimavé, ale ojedinelé odpovede patrili sprdvne odpovede, ktoré sme zaradili do va
riantu C. AvSak pre reedukacné posobenie ucitel'a je dbleZité nggma analyzovanie chybnych odpo-
vedi. Varianty K aL, nazyvané reverzalnymi chybami k variantom A aB spréavnych odpovedi, sa
vyskytovali vel'mi ¢asto medzi chybnymi odpoved’ami. V d’aSich polozkach testu sa budeme zao-
berat’ predovSetkym chybnymi odpoved’ami, ktoré sme zahrnuli do variantu M.

Znenieulohy ¢. 2 [1]:

Vyjadrite rovnicou: Nech Sje poéet tudentov a P je poet profesorov na univerzite., Studen-
tov je 7krat viac ako profesorov.

Variant M zastUpeny 4,4 % spociva v nasledovnych vyjadreniach:
x=S+7P

X=P+7S

7S+P=0

7S+ P bez zostaveniarovnice

7x=y bez vysvetlenia premennych x, y
P=7IS

S=7P+9

7.S+P=SP

. XS=P

10. P(7) +P=P

Je zrggmé, Ze ¢asto krat nedochadza k pochopeniu Ulohy zo strany Studenta, atak sa snazi bud’ zme-
nit oznacenie — 5), zaviest' dalSie premenné — 1), 2), 9) aebo vyjadrit’ sicet kardindnych ¢isel
mnozin — 1), 2), 3), 4), 8), 10). V pripade rovnice 6) dochadza dokoncak zamene ¢itatel'a a meno-
vatel'a zlomku.

CoNoU~wWNPE

Znenie ulohy ¢&. 3:
Vyjadriterovnicou: V tanetng saleje M muzov a Z Zien. MuzZov je o 5 viac ako Zien.

Variant M (10,4 %) zahina vyjadrenia

1. Z+(M+5=Z+M 9. M=5Z

2. Z+(M+5)=Z+M = x=M+5 10.Z=5M

3 M+5+z2=27 11.Z2-5=Z

4. M+5)+2=0 12.Z2+5=7

5. M+5)+Z=x 13.5x =y bez vysvetlenia premennych x,
6. (Z+5 +M=x y

7. SM+Z =X 14. (M + 5) + Z bez zostaveniarovnice
8. M+5bx=Z

V pripade 6) mbézeme hovorit' o spravhom vyjadreni si¢tu, ¢o vSak nebolo cielom ulohy, ale
v mnohych d'aSich sa vyskytuje reverzdna chyba (M + 5) alebo v rovniciach 7), 9), 10), 13)
zamena operacie scitania za operaciu nasobenia, ktoregj pouZitie nema Ziadne opodstatnenie.
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Znenieulohy ¢. 4[1]:

Vyjadrite rovnicou: Nech C je mnoZstvo octu a O mnozstvo olga v Salatovegl majonéze. Octu
je3-krat mengj ako olgja.

Variant M (9,8 %) obsahuje nasledovné vyjadrenia

1. 0:3+C=0+C 10.3x-0=C
2. C+0=x 11.3(0-C) = x
3. C+0=CO 12.3(C-0) =0
4, 3.C-0=x 13.0=3:C

5. 0-3.C=x 14.C=30

6. 30+C=C 15.C=-3.0

7. C-3.0=0 16.0: C+C=x
8. (C-3.0)+0=0 17.0:3C+ 0 =x
9. C-3x=0

Toto Siroké spektrum nespréavnych odpovedi charakterizuje snahu Studentov zostavit’ rovnicu vyja-
drujacu slovné porovnanie x-krat menej, ktorého odpovedajlcou operéciou je delenie vacsieho,
resp. nasobenie mensieho poctu. Nespravne pochopenie Ulohy Studenta ¢asto zavadza k vyjadrova
niu celkového pocétu — 1), 2), 3), 6), 8), 16), 17) bez uvedomenia si vzt'ahu medzi kardinanymi ¢is-
lami danych mnozin. Operéaciu delenia Student chape ako operéaciu odéitania(v slovhom vyjadreni si
vSima len slovo mengj) alebo skombinuje obidve operécie — 4), 5), 7), 8), 9), 10). Ngjzretel'ngjSie sa
tato chyba prejavuje v zapise 15). Rovnice typu 13) a 14) sa vyznacuju zadmenou ¢itatel'a a menovar
tel'azlomku, avsak len jedna z nich — 14) by viedla k spravnemu vyjadreniu.

Znenie ulohy ¢. 5:

Vyjadrite slovne, ¢o predstavujerovnica: Nech x je cena kravaty ay je cena kosele.
y=x+ 800

Pomerne vysoké percento 10,1 % zo vSetkych odpovedi tvori variant M s réznymi interpretacia
mi typu:

1) ,Rovnicapredstavuje cenu kravaty g kosele.”,

2) ,Vypocitat’ kolko stoji koSel'a.”,

3) ,ykosel jemeng ako x kravat.”,

4) ,KosSel jerovnako vtedy, ked’ ku kravate pripocitame 800.",

5) ,Pocet koSiel’ je cena kravaty plus 800.,

6) ,y=x+ 800,

kr + ko y cena kravaty akoSele spolu.”

V niektorych slovnych vyjadreniach méZeme pozorovat’, Ze rovnica, v ktoregj sa vyskytuje znamien-
ko +, evokuje u Studentov potrebu zjednotenia— 1), 6); v inych pripadoch dochadza k zamene ceny
jedného predmetu za pocet predmetov — 3),4),5); resp. k vyjadreniu instrukcie namiesto vzt'ahu
medzi algebrickymi premennymi.

Znenie tlohy ¢. 6:

Vyjadrite slovne, ¢o predstavujerovnica: Nech A je poget Angli¢anov a C poget Ciiianov.
C=9A

V snahe o slovné inverzné vyjadrenie rovnice dochadza k reverzalnym chybam symetrickym
k variantom A aB — varianty K aL (s 3,0 % a 17,5 %), kde namiesto ,,9-krét viac* Student pouZzije
multiplikativne porovnanie ,9-kr& meng® anaopak. Sicasnym pouzitim operétora aditivneho
amultiplikativneho porovnania sa dopracuje k vyjadreniam typu:

1) , Cinanov je o 9-krét viac ako Angli¢anov.”,
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2) , Pocet Angli¢anov je o 9-krét viac nez Citianov.”,
alebo k neopodstatnenym tvrdeniam:

3) , Citianov je tolko, kol’ko Angli¢anov.”,
ktoré patria do variantu M s 6,7 % zastUpenim.

Treba si uvedomit, Ze odstranenim slovného vyrazu pre aditivneho operatora by len v pripade 1)
dodlo k spravneg transkripcii rovnice.

Znenieulohy ¢. 7:

Vyjadrite slovne, ¢o predstavujerovnica: Nech ajedizka a b je &irka obdiznika.
b=a-25

Variant M(8,4%) je zastUpeny takmer Stvrtinou z nespravnych odpovedi, medzi ktoré patria vy-
jadreniatypu:

1) ,Vypocitgte Sirku obdiznika, ak dizkaje o 25 kratSia. “,

2) ,Dizky je 0 25 meng ako Sirky.”,

3) ,DizkaobdiZnikaje 25-krét va:iSia ako jeho Sirka”,

4) ,ObdiZnik je 0 25 uz& ako r&.",

5) , Sirkabjevaidiao 25 ako Sirkaa.”
Napriek tomu, Ze pojem diZka obdiZnika sa pouZiva na oznacenie dihdg strany obdiZnika, v niekto-
rych slovnych vyjadreniach je ¢iselne povazovana za mensiu — 1), 2). V pripade 3) dochédza k z&-
mene vyjadrenia aditivnej operacie za multiplikativnu. Slovné vyjadrenie v 5) méZe signalizovat’
okrem nespravneho uchopenia textu slovne ulohy g problémy spojené s pochopenim pojmov cha
rakterizujdcich obdiZnik.

Znenie tlohy ¢&. 8:

Vyjadrite slovne, ¢o predstavujerovnica: Na skoleje U uditel’ov a S Studentov.
U=915

Varianty K aL (23,7 % a 40,8 % z nespravnych odpovedi) predstavuju reverzalne chyby k va-
riantom A aB, pricom namiesto operatora 15-krat menel sa v slovnom vyjadreni pouZije operator
15-krat viac anaopak. Variant M tvori 9,1 % z odpovedi a je reprezentovany vyjadreniami typu:

1) ,Naskoleje 15-krat viac ucitel'ov.”,

2) ,Naskoleje ucitel'ov 0 15 meng ako Studentov.”,

3) ,Ucitel'ov je 0 1/15 meng ako Studentov.”,

4) ,Korko je ucitelov, ked’ Studentov je 15-krat mengj.”,

5) ,Ucitel'ov je 0 15x meng ako Studentov.”.

Odstrédnenim slovného vyrazu pre aditivneho operédtora by len v pripade 5) doSlo k spravng tran-
skripcii rovnice. Vo vyjadreni 2) dochadza u Studenta k zamene operécie delenia za odcitanie,
v ostatnych interpretéciach sa nachadza viac druhou chyb.

Pri vyhodnocovani testu sme sa zamerali nielen na zistenie vyskytu jednotlivych druhov sprév-
nych a nespravnych odpovedi, ae ngjma na myslienkové procesy prebiehajlce u Studentov zostavu-
jacich ainterpretujucich rovnice nespravne. Myslenie tych, ktori v teste zodpovedali spravne naj-
viac jednu otazku, sme podrobili d’alSiemu skimaniu. Ako vyskumni metédu sme zvolili interview
[1] so Studentmi, ktoré prebiehalo nasledovne:

1. Predlozili sme Studentovi okddovany test a oznamili mu, Ze vysledky oznacené krizikom su

nespravne a polozili mu otézku, ¢i si ich vie opravit'.

2. Odporucili sme Studentovi dosadit’ si konkrétne ¢isla za algebrické pismena, aby s uvedo-

mil vzt'ah medzi nimi, atak zapisal rovnicu (v prve polovici testu) alebo vyjadril rovnicu
slovne (v druhgj ¢asti testu).
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3. Na principe rovnoramennych vah sme Studentovi objasnili reverzanu chybu — pri¢itanie
k v&Siemu poctu, od¢itanie od menSieho poctu, nasobenie v&csieho poctu, delenie menSieho
poctu.

4. Pre lepSie pochopenie sme opakovali dosadzovanie ¢isel, ktoré sme zapisovali do tabul'ky
alebo znazoriovali graficky. V pozndvacom procese jedinca sme sateda vrétili k etape tvor-
by separovanych modelov, ktord ho mala priviest’ k vytvoreniu univerzalneho model u.

5. Spolu so Studentom sme zapisali korektné rieSenie.

Nésledne po interview sme zadali Studentom iny variant testu.

Vyhodnotenieinterview

Interview so Studentmi (poc¢tom 11) prebiehalo podl'a naznacengj schemy, avSak kazdy jedinec
nepreSiel vietkymi etapami, ale len niektorymi, pokym sa nedostal do Stadia, v ktorom pochopil,
kde v Ulohéch robil chyby. VSeobecne mozno povedat’, Ze rozhovor spolu s naslednym kontrolnym
testom trval nieco vyse hodinu.

Reakcie niektorych Studentov na radu, aby sa o spravnosti, ¢i hespravnosti svojho zapisu rovni-
ce presvedcili dosadzovanim, boli rozne:

1. Pod dosadzovanim Student chapal dosadzovanie za obidve a gebrické premenné bez reSpek-
tovania vopred stanoveného vzt'ahu daného operatorom, napr. v Ulohe ¢. 1 s Student zvolil
D=30,C=15.

2. Druhym extrémom bolo zavedenie novel nezndmej B namiesto operdtora: D = C — B.

Pri dosadzovani proces uvedomovania si vztahu prebiehal za pomoci experimentétora nasle-

dovne (S — Student, E — experimentator):

Ukazka ¢. 1:

S (¢ita zadanie): Nech D je pocet dievéat aC je pocet chlapcov v skole. Dieveat je 0 20 mengj ako
chlapcov.

E: Mate zostavit’ rovnicu.

S: Dievcat je 0 20 mengj ako chlapcov, ¢izeD —20 =C.

E: Overte s spravnost’ dosadenim! Kol’ko bude dievcat?

S: 30.

E: Korko bude chlapcov?

S: 10.

E: Je pravda, Ze dievcat je 0 20 meng?

S: Ano.

E: Ked dievcat je 30 achlapcov je 10, je dievéat meng?

V tomto momente si Student uvedomil chybu a opravil sa.

S: Dievcat je 10 achlapcov je 30, ciZze (po dihsom vahani) C —20 =D.

Ukazka €. 2:

S: Nech Sje pocet Studentov a P je pocet profesorov na univerzite. Studentov je 7-krét viac ako pro-
fesorov.

E: Zapiste rovnicou.

S: SsU Studenti, cize Skrét 7 sarovnaP.
E: VyskiuSgjte dosadit’ si ¢isla

S: Nech mame trebars 5 Studentov.

E: Korko bude profesorov?

S 35.

E: Zapiste.

S: Tojezle

E: Preco?

S: Lebo Studentov ma byt viac.



E: Bolo by zaujimavé, keby 35 profesorov ucilo 5 Studentov.
S: Nie. To bude zase opacne. P krét 7 sarovna S.

Ukazka ¢. 3:

S: V &koleje U weitel'ov a Sstudentov. U rovnasa Sdeleno 15.

E: Uvedte konkrétny priklad.

S: Trebars mame 30 Studentov.

E: Korko bude ucitel'ov?

S. Uciteliabudu dvagja

E: TakZe ako to poviete?

S: Ucitel'ov je 15-krét viac ako §tu ... (zavahanie), 15-kré&t menej ako Studentov.

V niektorych pripadoch Student vébec nezostavil rovnicu, ae len zapisal vyraz. Pri odstranova-
ni tegjto chyby sme dbali na déslednom ¢itani textu Studentom a prepisovani kazdého slova (nggma
dova,je" v tvare ,=") do jazyka matematiky. Jedna zo Studentiek vyslovila ndvod na zostavovanie
rovnic — treba rozdelit’ text na dve ¢asti lovom ,,j€", do kazdg casti zapisat’ symbol (algebricku
premennt) a potom urobit’ Gvahu.
Pri zostavovani rovnic niekedy u Studentov pretrvavali problémy tykajlce sa zameny aditiv-
nych a multiplikativnych operatorov, napr. o x viac ax-krét viac.
Jednym z vysvetleni na otdzku — podl'a ¢coho sa rozhodujete, aki matematicku operaciu pouZzije-
te pri zostavovani rovnice, bola nasledovna odpoved”: ,, No, ked’ by tu bolo 3-krét viac ma byt ulic
U ako obchodov O, tak keby som si to zapisala ako kedysi na zakladnej Skole a dalataku Sipku, ¢ize
3-krét viac ... tak sme dali deleno 3 (zapisané U = O : 3).* Studentka takto pristupovala ku vietkym
Uloham testu. Domnievame sa, Ze v paméti jg utkvel len spdsob rieSenia nepriamych slovnych
tloh, ktory si vyZaduje pouZitie inverznej operécie pri vypocéte neznamej, apreto ho aplikuje pri
zostavovani akychkol'vek rovnic bez rozmyslania.
Na zaver interview kazdému Studentovi bola poloZena otézka, preco podla neho vyriesil Glohy
testu nespravne. Medzi priam protichodné odpovede patrili zdévodneniatypu:
1. ,Zdasa Zejeto tak jednoduché, Ze som nad tym ani nerozmy3l'al .
ISlo v nich o podcenenie danych uloh spolu s nevenovanim pozornosti ich zadaniu.

2. ,Stradne zloZito rozmy3am, potom to dopletiem a uz to napiSem zle. Mne sa to nezda, Ze
by to bolo také 'ahké, tam musi byt’ nejaka chyba. To nesmie byt’ také 'ahké.”
Odpoved’ méZzeme charakterizovat’ ako hl'adanie zlozitosti v jednoduchych ulohéch.

Na rozdiel od skusenosti experimentdtorov opisanych v literattre [1] UspeSnost’ odpovedi na-
Sich Studentov sa po interview zvysilaz 4,5 % na 87,5 %. 15lo viak o mall vzorku respondentov,
ktori sa pripravuju na ucitel'ské povolanie a podl’a toho pristupuju i k danym tloham; apreto nie je
mozné z vysledkov robit’ vSeobecne zavery.

ZAVER

Sledovanie jednotlivych etap rieSitel'ského procesu u zZiakov, analyzovanie chyb ako zdroja in-
formécii o myslienkovych pochodoch apredstavach Ziakov anésledne vyuZitie tychto poznatkov
pri reedukacnom zasahu ucitel'a za ucelom, aby doslo k uvedomeniu si aodburaniu tychto chyb
samotnymi Ziakmi, patri medzi vyznamné ¢innosti didaktického posobenia ucitel'a.

V snahe vysvetlit’ Studentom nespravnost’ rieSenia uloh R-testu v ramci interview sme tento fe-
nomeén objasiovali na principe rovnoramennych véh, kde s Student vytvaral predstavu nerovno-
merne zat'azenych misiek rovnoramennych vah a zostavovanie rovnic sa chdpalo procesuane; rie-
enie bolo odpoved’ou na otézku: , Co treba urobit’, aby nastala rovnovéha?*

V literatare [6] je podrobne popisana metdda vizualizécie vzt'ahov medzi algebrickymi pre-
mennymi, vystupujacimi v slovnegj Ulohe, pomocou Useckovych legiend, kde sa Ziak prostred-
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nictvom grafickgl predstavy dopracovéva k zostaveniu spravneho tvaru rovnice, resp. k rieSeniu
ulohy — k uré¢eniu poZadovanych nezndmych v Ulohe.

Tieto metddy dlUZia teda nielen na diagnostikovanie, ale méZzu sa povaZovat'’ za terapeutické
metody, ktoré by mohli poméct’ u¢itelom v préci so Ziakmi, pri odstranovani reverzalng chyby
v rieSeniach slovnych Uloh. Porovnanie efektivnosti spominanych metdd (metdéda porovnévania
mnoZstiev na rovnoramennych vahach auseckova metéda) objasnovania problému by mohlo byt
predmetom d’alSieho skimania.

Literatara:

[1] Fischer, R.; Malle, G.: Clovek amatematika. SPN, Bratislava 1992

[2] Heny, M.: Zmochovani se slovni Ulohy. Pedagogika, 4, 1995

[3] Heny, M. akol.: Tedriavyucovania matematiky 2. SPN, Bratislava 1989

[4] Heny, M.; Michalcova, A.: Skiimanie matematického rieSitel’ského postupu. Metodické cen-
trumv Bratislave, Bratislava 2001

[5] Hejny, M.; Stehlikova, N.: Ciselné piedstavy déti. PAF Univerzta Karlova, Praha 1999

[6] Novotng J.: AnalyzareSeni slovnich Uloh. Kapitoly z didaktiky matematiky, PdF Univerzta
Karlova, Praha 2000

Priloha é. 1

R TEST
Meno:
Odbor:
Datum:

Vyjadrite rovnicou:

1. Nech D je pocet dievcat a C je pocet chlapcov v Skole.
Dievcat je 0 20 menej ako chlapcov.

2. Nech S je pocet Studentov a P je pocCet profesorov na univerzite.
Studentov je 7-kréat viac ako profesorov.

3. Vtanecnej sale je M muzov a Z Zien.
Muzov je o 5 viac ako zZien.

4. Nech C je mnoZstvo octu a O mnoZstvo oleja v Salatovej majonéze.
Octu je 3-krat menej ako oleja.

Vyjadrite slovne, ¢o predstavuje rovnica:

5. Nech x je cena kravaty a y je cena koSele.
y =x+ 800

6. Nech A je poget Anglicanov a C podet Cifianov.
C=9A

7. Nech a je dizka a b je Sirka obdiznika.
b=a-25

8. Na skole je U ucitelov a S Studentov.
U =S/15
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AKO NAJLEPSIE PRIPRAVIT STUDENTOV
PEDAGOGICKYCH FAKULT DO PRAXE?

Kristina Sotakova, Pedagogické fakulta Trnavske univerzity, Trnava

Abstrakt: SOTAKOVA, K.: How to best prepare the students of the Faculty of Education for
apractice?

In this contribution is one of the answers the title question. It deals with analysis of teaching
practice of using videorecorder.

Otézka praktickel pripravenosti absolventov pedagogicke fakulty na ucitel'sku profesiu nie je
nova. Nové si mozno pristupy k h'adaniu odpovede nanu. V tomto prispevku sa pokisim nacrtnat
moznosti rieSenia tohto problému z hradiska vyuzitia medidnych prostriedkov, ktoré su pristupné
na nasgj fakulte.

Slcasny stav problematiky vidim takto:

e Studenti odboru ucitel'stvo pre zakladné Skoly absolvuju 4-5 ro¢né Studium, pocas ktorého maju
povinny urcity po¢et hodin praxe — n&uvy a oducené hodiny.

e pedagogicka fakulta nema cvi¢nu zékladnu skolul.

e ucitelia, ktori dozergju na pedagogicku prax Studentov nie si zamestnancami fakulty, ale su
zmluvne plateny fakultou za hodinu rozboru kazdel oduc¢eng) hodiny.

e kontakt pedagogov z fakulty a pedagogov z cviénegl Skoly prakticky neexistuje.

Zatychto podmienok je praktické cvicenie nasich Studentov na pedagogickej praxi ¢asto len formdl-

nou zé eZitostou. Studenti nevedia, ako organizovat’ vyucovaci proces, maju s tym malo skisenosti

a spatna vazba na nimi oduc¢ent hodinu nie je dostatocna. Cvicenia z didaktiky matematiky su sice

vhodné na metodické usmernenia, ale nie vzdy odpovedaju na konkrétne podnety z praxe.

Nedavno sa mi naskytla moznost’ nahrat’ na videokazetu jednu vyu¢ovaciu hodinu matematiky,
ktoru oducil néS Student. Zhodou okolnosti to bol Student s dobrym prospechom, ktory o Studovany
odbor prejavil nezvykly zaujem. Hodina bola vel'mi dobre a tvorivo pripravena, za ¢o som ho po-
chvdlila, predsa vsak sa nadli chyby, ktoré som mu vytkla. On bol vel'mi vdaény za pripomienky
anapady k oduceng hodine. Rozhodla som sa, Ze tato videonahravku (samozreime, s jeho sthla
som ) pouzijem na najblizSich cvi¢eniach z didaktiky matematiky ako u¢ebni pomécku. Rozdelim
s Studentov na niekol’ko skupin a kazda skupina bude mat’ za tUlohu v&imat’ si danu vyucovaciu ho-
dinu z urcitého pohradu (psychologického, metodického, odborného ...). Instrukciu pre Studentov
by som mohla spresnit’ tak, Ze by som im navrhla konkrétne body, ¢o si maju vSimat’ ( komunikéciu
ucitela so Ziakmi, organizaciu hodiny, vhodnost’ pouzitych pomécok a pod.) Po pozreti videokazety
by sme s cell hodinu zhodnotili s cielom dat’ realnu spdtnu vazbu Studentovi, ktory ju uéil. Takto
zvoleny postup ma viacero vyhod:

e Studenti sanauciakritickému mysleniu;

e samotny Student, ktory hodinu oducil dostane od svojich spoluziakov spatnu vézbu, ¢o méze
byt prijemnejSie, ako spétna vazba od cvi¢ného ucitel’a;

e menSiamieraformalizmu v pristupe Studentov k pedagogickej praxi;

e nadtartovanie procesu sustavného zdokonalovania sa, ¢o by malo byt délezitym atribGtom
kazdého ucitel'a a pod.

Perspektivy tohto pristupu k didaktike predmetu s d’alekosiahle: od archivacie videonahravok,
cez ich triedenie a zostrihanie, aZz po vytvorenie akejsi medialng kniznice pre pedagogicku fakultu.

Pouzité literatura:
[1] Turek, I.: Vzdelavanie ucitel'ov pre 21. storocie. Metodické centrum, Bratislava 2001
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BUILDING AN INTERNAL MATHEMATICAL STRUCTURE,
INTERPRETATION VIA THE THEORY OF ABSTRACTION
IN CONTEXT

Nad’a Stehlikova, Pedagogicka fakulta, Karlova univerzita, Praha

V poslednich dvou letech badatelé T. Dreyfus, R. Hershkowitz a B. B. Schwarz vytvorili teorii
konstrukce matematickych poznatkii, kterou nazvali ,, abstraction in action*. Zakladem je model
abstrakce skladajici se ze ¢ty ¢asti, a to , recognizing”, ,, building-with*, , construction“ and
» consolidation” , pomoci nichZ se snaZi popsat procesy, které vedou k tvorbé novych matematickych
poznatkii. Autorka jejich teorii pouZila na interpretaci jedné casti svého vyzkumu zamereného na
tvorbu mentalnich matematickych struktur, aby prispéla k overeni aplikovatelnosti teorie mimo
kontext, v nemz puvodné vznikla, a Zistila, zda je teorie vyuZitelnd pro interpretaci ostatnich dat
jeiiho vyzkumu. Tento c¢lanek si klade za cil seznamit ¢tende z CR a SR s teorii, kterd je nova a
U nas jeste nezavedena.

1. Introduction

In 1998, we started a research project aimed at the processes of building an inner mathematical
structure (hereinafter IMS) investigated via the construction of a new structure as an analogy to an
existing structure. The process of constructing an IMS is a mental activity, i.e. it is not directly
observable and thus " presents a methodological problem because construction is a relatively rare
event. [...] these events might often occur when students sit alone and think hard about mathe-
matics’ (Hershkowitz, Schwarz & Dreyfus, 2001). One of the ways of getting data for the research
was via the researcher’s introspection. In Stehlikova & Jirotkova (2002) some results of the
research are given which were elaborated from the point of view of the methodology of the Prague
seminar in the didactics of mathematics (Stehlikova, 1998).

In the last twenty years, there has been a considerable attention given to the description and
analysis of cognitive processes. In the Czech Republic, Slovakia and Poland, the theory of separate
and universal models which was developed by M. Heiny (Hejny, et al., 1989) has been widely used
(see for instance Swoboda, 1997, ???). Recently in a series of articles, a new theory striving to
account for the processes of construction of mathematical knowledge, so called abstraction in
context, has been introduced (Dreyfus, Hershkowitz & Schwarz, 2001, Hershkowitz, Schwarz &
Dreyfus, 2001, Schwarz, Hershkowitz & Dreyfus, 2002) and elaborated (Hillel & Dreyfus, 2002,
Tabach, Hershkowitz & Schwarz, 2001, Tsamir & Dreyfus, in press). The model the authors deve-
loped seems to fit the data of our research on structuring mathematical knowledge. We have there-
fore decided to revisit the introspective data from our research and interpret them differently, this
time from the standpoint of the abstraction in context. The goal of this contribution is to introduce
the theory of abstraction to the Czech and Slovak reader.

First, the basic principles of the theory of abstraction in context will be presented in order for
the reader to get an idea of its constituting parts. Next, the data from our research will be given and
interpreted via abstraction in context.
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2. Abstraction in Context® ?

The roots of the theory lie in the following principles which the authors® adopted:

e Abstraction is an activity in the sense of activity theory, a chain of actions undertaken by an
individual or agroup and driven by amotive that is specific to a context.

e Context isapersonal and social construct that includes the student’s social and personal history,
conceptions, artifacts, and social interaction.

e Abstraction requires theoretical thought, in the sense of Davydov (Davydov, 1990); it may also
include elements of empirical thought.

e A process of abstraction leads from initial, unrefined abstract entities to a novel structure.

e The novel structure comes into existence through reorganization and the establishment of new
internal links within theinitial entities and external links among them.

As for the term abstraction, more stress is put on the processes of abstraction rather than on its
outcomes and the authors characterise it as “an activity of vertically reorganizing previously
constructed mathematicsinto a new mathematical structure”’. By reorganizing into a new structure,
the authors mean the establishment of mathematical connections (making a new hypothesis, inven-
ting or reinventing a mathematical generalization, a proof, or a new strategy for solving a prob-
lem). On the other hand, neither learning to mechanically perform a mathematical agorithm or
rote learning qualify as abstractions.

The authors carried out a teaching interview with a student from grade 9 using the topic
Functions. The interview was prepared in such a way that the girl had to construct new knowledge
(for instance, the notion of rate of change). By deep analysis of the interview, amodel of abstraction
was developed which consists of three dynamically nested epistemic actions of constructing,
recognizing and building-with. The genesis of abstraction is seen as consisting of three stages:

1. A need for anew structure.

2. The constructing of a new abstract entity in which recognizing and building-with aready
existing structures are nested dialecticaly.

3. The consolidation of the abstract entity facilitating one's recognizing it with increased ease and
building-with it in further activities.

Abstraction occurs during problem solving only when a solver elaborates anew me-
thod/strategy, i.e. construction isinvolved. If a student solves a standard problem, he/sheis likely to
dternate between recognizing and building-with previously acquired structures®. If he/she solves
anon-standard problem, construction(s) might be involved.

Next, each of the four main parts of the model will be briefly characterized.

Recognizing of previously constructed knowledge may occur in at least two cases. (@) by
analogy with another object with the same or a similar structure which is already known to the re-
cognising subject, (b) by specialisation, i.e. by realising that the object fits a (more general) known
(to the subject) class al of whose members have this structure.

! The following account of the theory was prepared on the basis of the articles Dreyfus, Hershko-
witz & Schwarz, (2001) and Hershkowitz, Schwarz & Dreyfus (2001). For the sake of fluency of
the presentation of the theory, we will not insert references to these articles in the text.

2 The account of the theory represents the author' s interpretation and does not necessarily have to be
the same as the theory developers' intentions.

% By authors (plural), we will mean the authors of the theory of abstraction in context. By author
(singular), we will mean the author of this article.

* The authors call mathematical methods, strategies, concepts, etc. structures. We would have pre-
ferred to reserve the word structure for complex knowledge. Similarly, instead of ‘processes of
abstraction’ ‘processes of construction of knowledge' could be used, abstraction having a more spe-
cific meaning in mathematics for us.
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When building-with, the student uses available structural knowledge to build with it a viable
solution to the problem he/she is solving. He/she is not enriched with new, more complex structural
knowledge. In building-with structures, the goal is attained by using knowledge that was previously
acquired or constructed, it has a connotation of application. Obviously, each structure that is used to
build-with first needs to be recognized.

New methods, strategies, or concepts can be constructed. The process itself, namely the
construction or restructuring of knowledge, is often the goal of the activity. The construction is not
a separate action, additional to al the recognizing and building-with actions, but it consists of them,
they make awhole together. In other words, al these recognizing and building-with actions are
nested within the constructing action.

By consolidation, newly constructed structures become an integral part of a student's know-
ledge. A structure which has not been sufficiently consolidated is likely to be fragile in that
astudent is able to use it only in a specific context, under certain circumstances, in certain
representations and/or in some types of problems.

Consolidation is a long-term process in which a constructed structure becomes so familiar that
astudent is able to use it in a flexible manner. Recognizing the structure and building-with it beco-
me immediate, self-evident and done with confidence. Consolidation occurs through recognizing
the new structure, building-with it, reflecting on it and potentially also constructing new structures
with it.

3. Research on the Building of an Internal Mathematical Structure

The tool of our investigation of an internal mathematical structure is an arithmetic structure
Az = (A2,®,®) which we call restricted arithmetic and which was elaborated by Milan Hejny.

The gate to the restricted arithmetic is the mapping r: N — N, which we call reducing mapping
and which can be introduced, for instance, like this:

Reduction r ismappingr: N — N, defined asr: n — n—99 - [n/99], where [y] isthe integer part
of ye R. For instance, r(7 305) = 78, r(135728) = 98, ....

Next, let us have the set A, ={1,2,3,...,99}. The reducing mapping r is used to introduce binary

operations of z-addition ® and zmultiplication ® in A, asfollows: V X,y e A, x® y=r(x+y) and
X®y=r(x-y).Forinstance 72 ® 95= 68, 72 ® 95 = r(108) = 9.

In the structure of restricted arithmetic, many different problems can be posed and solved (for
some examples, see Stehlikov4, 2001). Here we will concentrate on one part of the research, namely
the author’ s introspection.

3.1 Time Sequence of Building an Internal Mathematical Structure—Illustration

While investigating A, the author made introspective notes and collected all her solutions of tasks,
which she mainly posed herself. Then her whole investigative process was divided into smaller
parts according to the main topic studied. It was sometimes difficult to do so as all topics are
interconnected. These parts were then decomposed into phases and in order to get a clearer picture
of the process, they were described in the form of atable. The table includes the task/challenge and
some results which the task/challenge led to®. Introspective remarks are given in the first person
singular form.

Here we will concentrate on one part of the data gathered by introspection, namely the study of
powers and its consegquences. First, the table will be presented which was published in Jirotkova &
Stehlikova (2002) where it was used to illustrate some phenomena of the process of structuring

> |t was introduced differently to the students who took part in the research, see Stehlikova (2001).

® Only the results which we consider, at this stage of research, fundamental with respect to
investigating IMS will be presented. The year given in each line roughly corresponds to the time
when | worked on the task. It does not mean that it took a year to prove regularities, for instance,
but rather that | felt the need to prove them only after some time.
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mathematical knowledge. Next, the data from the table will be interpreted from the perspective of
the theory of abstraction in context.

Task/challenge Activity
A | Solve quadratic || applied the standard formula and this led to the necessity to find
equations sguare roots and hence sgquares. (1997)

B |Makealist of squares. || made a list of squares. (1997)

C |Investigatethelist | noticed (a) anomalies, (b) regularities. (1997)

C1 | Find all anomalies 45° = 45, 55° = 55, 22° = 88 and 88" = 22. Hence 45" = 45 (for n > 0),
22° = 55, etc.

C2 |Find al regularities | 1.(ab)” = (ba)?, 2. a° = a0, where a, b are non-zero digits,
3.ab =10 ® ba, at least one of the digits a, b is non-zero,

4. additive inverses have the same square.
D |Justify the results | proved the regularities above. (1998)
E |Organise the list in a|l made an arrow diagram of all squares and hence square roots (see
more meaningful way |figure 1). The diagram consists of 9 suggestive clusters. What does it
mean? (March 2000)

F |Investigatethediagram |New questions arose. How can the individua clusters be
characterised? What is the property of numbers with the loop
(45% = 45, 55% = 55, 1> = 1, 99° = 99)? What is the connection among
numbers belonging to one cluster? having the same sguare? etc.
(March 2000)

G |Work on questions|| divided the diagram into several subsets of numbers, | called them

which emerged in F important subsets (hereinafter 1S). These were numbers which are
(are not) zero divisors, numbers with the loop, numbers from one
cluster. (May 2000)

H |Study IS of squares | realised that the main characteristics of 1S was the closure under
addition and/or multiplication and neutral elements. | investigated it
for all identified subsets and identified some groups among them.
(May 2000)

I Find other groups | decided to study third powersin the same way. (August 2000)

J | Study third powers and | A diagram similar to the diagram of squares, IS of third powers and

their subsets the identification of subgroups. | felt the need to make the study more
systematic and it occurred to me that the study of general powers
might help. (August 2000)

K | Study general powers || investigated general powers of zero divisors, humber 99 and non-
zero divisors. | classified all z-numbers according to the length of the
period and found out that the sets M = {a¥, a is neither zero divisor
nor 99, keN} form the group under multiplication. (1998, August
2000)

L | Summarise al | A table of subgroups of the additive group (A.,®) of the order 1, 9,

subgroups 33, 99 and atable of the subgroups of the multiplicative group (G,®)

of theorder 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30 were created where G is a subset of
non-zero divisors of A, and 99 is not a member of G. A relationship
between the order of groups and subgroups noticed. (September 2000)
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M | Look for theory Lagrange’'s theorem used for determining the order of possible
subgroups. Subgroups of some orders are still missing. (August 2000)

N |Look for missing|l knew the order for possible subgroups and wanted to make the list

subgroups complete.
N1 [Study of existing|A formula“generator times order of the subgroup equals the order of
subgroups the group” found, which is only valid for subgroups of (A,,®).

Subgroups of order 3 and 11 found. (August 2000)

N2 [Make tables of all|Two tables originated: atable of multiplicative subgroups, and atable
subgroups of additive subgroups. The tables include the generators of subgroups.
Summary of knowledge concerning general powers. (Sept. 2000)

N3 | Filling up the tables The last subgroup found was the subgroup of order 12 of (G, ®) via
investigating fifth powers. The need to get an insight into the inner
structure of al subgroups. (Sept. 2000)

O |Making a visua |An arrow diagram of all subgroups. What are the properties of the set
diagram of subgroups | of all subgroups with respect to inclusion? (Sept. 2000)

2 4o
/4
}q,__} 4, —/ L(_/ 3 3.2 Reinterpretation of Data viathe Model of Abstraction

/ ‘\%” In this section, we will reinterpret the table above in terms of

2o /IF \// the theory of abstraction given in section 2. In the table, two

s g3 ‘main’ constructions can be distinguished. First, the con-

P 79 & 5 — struction of the structure of squares (lines A-F) and second, the
1 / //\ /\\ e construction of the structure of subgroups (lines G-N).

4 The construction of the structure of sguares is represented

ar 14 visually by a diagram consisting of nine clusters, one of which

is in figure 1. This construction consists of severa ‘smaller’
constructions which are nested in it and which will be described
below.

The need for a new structure’” was given by our effort to get an insight into the solutions of
guadratic equations for which we needed to know which numbers were sgquares.

Using the notion of squares from ordinary arithmetic and the fact that additive inverses have the
same square (recognising previously constructed knowledge and building-with it something new),
alist of squares was constructed. By studying the list of square and noticing anomalies and regulari-
ties, ‘chains’ were constructed (recognising & building-with the knowledge of the relationship
‘being square of’). For instance, in figure 1 we have the chain 4—16—58—97—4 where 4°=16,
etc. By further recognising & building with the relationship ‘being square’ and with the regularities
given in line C2 of the table, the diagram was constructed in a rather raw form and by several
redrawings, the visual diagram consisting of nine clusters was constructed.

The visua diagram of the sguares can be seen as a complicated structure which consists of
nodes (numbers) and relationships among them (the relationship of forming a‘chain’ and the regu-
larities given in row C2 of the table). By redrawing the diagram while using these relationships, we
can say that the structure was consolidated and became part of the author’ s knowledge structure. An
indication of this is that when she had to draw the diagram again after along time without having
either the list of squares or the list of regularities at her disposal, she was able to reconstruct it
without having to go through the same process again.

Later, the list of third powers was investigated in a ssimilar way. The structure of squares was
further consolidated (used with greater flexibility in a slightly different context) and used as a basis
for the construction of the structure of third powers (recognising & building with the properties of
the structure of squares for constructing the structure of third powers). The construction of the

Figure 1

" The terms referring to the theory of abstraction in context will be given initalics.
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structure of squares thus becomes part of the higher-order construction of the structure of sub-
groups.

The need for the new structure (i.e. the structure of subgroups) arose from our need to simplify
the construction of diagrams for general powers, i.e. discover rules, regularities, etc. The suggestive
clusters of the diagram for squares and third powers led naturaly to distinguishing some subsets
which were investigated for group properties (recognising & building with sets of numbers which
seemed to be mutually connected and with the knowledge of group structure). The result was the
construction of the table of so far known subgroups. A list of general powers of zero divisors and
non-zero divisors was constructed (recognising & building-with the relationship ‘being a power of’
and the basic distinction of z-numbers into zero-divisors and the rest). A relationship between the
order of the group and the order of its subgroups noticed (recognising the notion of group, subgroup
and order of the group) and Lagrange Theorem was re-constructed (building-with the recognised
relationship).

Recognising & building with the notion of being a generator of a group and with the notion of
order led to the construction of aformula ‘generator times order of the subgroup equals the order of
the group’ valid for the additive group.

A very complex process of recognising & building with previously constructed knowledge
(Lagrange Theorem, the notion of group, subgroup, order of group, generator, a list of subgroups
found in A,, the notion of zero divisors, the structure of squares, third powers, fourth powers, etc.)
led to the construction of a complete table of subgroups of the additive and multiplicative groupsin
restricted arithmetic.

The consolidation of the structure of subgroups was done viareflecting on its inner properties.

4. Conclusions

The model of abstraction proposed by the theory of abstraction in context seems to be able to ac-
count for the part of the data of our research on structuring mathematical knowledge presented
above. Whether it is a sufficient one or whether it needs to be complemented by other types of
analysis, remains to be seen. More work has to be done as to the interpretation of other data from
our research in away presented above.
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DESKRIPTIVNA GEOMETRIA
PRE ODBORY STAVEBNEJ FAKULTY

Margita Vajsablova, SvF STU, Bratislava

»Nato ndm to bude?* Typickéa otazka Studentov inZinierskeho Studia. Akad ma byt reakcia pedago-
ga? Zl'ah¢ovat’ opodstatnenost’ tejto otézky nie je ten nagjvhodne§i pristup. Vyber naplne predmetov
na inZinierskom &udiu je nutné prispésobovat’ potrebdm praxe. Deskriptivna geometria je jeden
z doleZitych predmetov &tudia na Stavebnej fakulte tvoriaci zéklady geometrického pohl'adu na ob-
jekty priestoru. Ulohou pedagoga je pri vybere u¢iva v plng miere zohl'adiovat’ profil absolventov
jednotlivych odborov.
Na Stavebng fakulte STU v Bratislave sa Studuju odbory: Pozemné stavby a architektara (PSA),
Vodné hospodérstvo a vodné stavby (VHVS), InZinierske kon&trukcie a dopravné stavby (IKDS),
InZinierstvo Zivotného prostredia (IZP), Geodézia a kartografia (GaK). Predmet Deskriptivna geo-
metria vedu ¢lenovia Katedry matematiky a deskriptivneg] geometrie SvF g pre Studentov Fakulty
architektlry STU Studujucich odbor Architektdra a urbanizmus (Aal).

V tomto prispevku by som chcela uviest’ niektoré vybrané témy, ktoré st stcast’ou predmetu
Deskriptivna geometria (d’alef Dg) na SvF a ukazeme ich aplikéacie na jednotlivych odboroch.

LINEARNA PERSPEKTIVA A FOTOGRAMETRIA

Potreba ¢loveka zobrazovat’ prvky priestoru tak, ako ich vidi oko ¢loveka (v maliarstve, stavitel’-
stve a pod. ), viedlo v geometrii k formalizacii konstrukcii metddami linedrngj perspektivy. Tieto
metody patria do obsahu predmetu Dg na odboroch PSA, AaU a GaK. Uvedomenie si oka ako
zobrazovace] sustavy viedlo vo fyzike k vyvoju optickych pristrojov na korekciu chyb ak vyvoju
pristrojov napodobrujcich redlne videnie, teda k fotopristrojom. Skér, ako bola vyngjdena fotogra-
fia, bola snaha o rekonstrukciu prvkov priestoru postupmi spatného zobrazovania z existujlcich
obréazkov, teda fotogrametrickymi metodami. Geometrické zaklady fotogrametrie tvoria délezita
¢ast’ uciva deskriptivng geometrie pre Studentov odboru GaK. Vramci toho sl obozndmeni s geo-
metrickym chapanim fotografie a stereofotografie v nadvaznosti na linearnu perspektivu a dvojstre-
dové premietanie. Na tychto geometrickych vlastnostiach sa zakladaju rekonstrukcie zvidych, Sik-
mych i stereoskopickych snimok, tiez rekonstrukcia prvkov vnutorng orientécie snimky a projek-
tivne vlastnosti snimok. SUcast'ou geometrickych vedomosti o snimke su tieZz analytické vzt'ahy
medzi predmetovou a snimkovou stradnicovou sustavou.

Zobrazovanie objektov reaneho Euklidovského priestoru v linearngl perspektive geometrickymi,
kon&trukenymi metddami a pomocou fotografickych pristrojov na snimky, z ktorych sarekonstru-
uju tieto objekty, vedd k potrebe zorientovat’ sa v analOgii medzi perspektivnym zobrazovanim
v geometrii, fyzike a vo fotogrametrii [11]. Znalost” a chapanie tychto pojmov je pre pedagdga vel-
mi doleZité, aby sa sprostredkovanie tychto stati Studentom nestalo iba tedriou odtrhnutou od praxe.
V tabulke je znézornené porovnanie prvkov linearng perspektivy s prvkami optiky fotoaparatu
aprvkami snimky:

66



Deskriptivna geometria

Fyzika

Fotogrametria

S—stred premietania

Uzlové body objektivu, prip. stredy vstup. a
vystup. pupily

Projekéné centrum — otvor
dierkovej komory

p - priemetna

Film, prip. fotograficka doska

Rovina snimky

0 —o0s zorného kuzela

Optické os - spojnica stredov gulovych pléch
So3ovky

opticka os—kolmicaz Snap

H- hlavny bod Priese¢niky osi s hlavnymi rovinami Priese¢nik osi s rovinou snimky
d —distancia f — obrazova ohnisk. vzdialenost fotoapardtu | f —ohniskovavzdial. fotoaparétu
h — horizont --- Ubeznica predmetove) roviny

U — UbeZnik spadovych
priamok vodorov. Rovin

U - Hlavny tbeznik

U-Ubeznik zvidého smeru

IN — snimkovy nadir

Zorny uhol

35°-60°, Sirokouhlé az 140°, 2.tg(w/2) = D/f
=1/clon. ¢ido

Priemer zorngj kruznice

D — priemer vstupngj pupily

Na obr. 1a-d st ukézky réznych typov snimok, tiez stereoskopické snimky, ktorych spracova-
nim sa zaobera stereofotogrametria[12]. V sUc¢asnosti tvori prevratni zmenu vo fotografovani digi-
talna fotografia astereofotografia. Ich pouzitie sa rozsirilo g do oblasti technickych aplikacii.
V siigasnosti prebieha na Slovensku digitdne mapovanie celého tizemia, ktorého garantom je Urad
geodézie, kartografie akatastra SR. Spracovavanie dat ziskanych pomocou digitalnych stereosko-
pickych leteckych snimok avyroba mép je uskutocniovana g na stereograficke stanici Image

station Intergraph.

Obr. 1a

Sikmé — letecka (vtacia perspektiva).

Obr. 1c
Vertik@lna (zvisla perspektiva).
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Obr. 1b

Sikméa — pozemna (Zabia per spektiva).

Obr. 1d
Stereoskopické snimky



CYLINDRICKA A KONICKA PERSPEKTIVA

Syntetické aanaytické metddy zobrazovania objektov v cylindrickegl a konickej perspektive
(struéne ich mozno charakterizovat’ ako stredové premietanie na valec akuzel’) tvoria sti¢ast’ obsa
hu predmetu Deskriptivna geometria pre Studentov odboru GaK na Stavebnej fakulte. Obr. 2 ukazu-
je précu Studenta na tému cylindrické perspektiva.

Cylindricka perspektiva v podobe tzv. panoramy patri k netradiénym, avsak nadzornym sposo-
bom zobrazovania objektov a javov redlity. V panoramatickych kinéch sa premieta na Siroké plé&no
zaoblené do tvaru rotacnej valcovel plochy. Celé devatnaste storocie bolo v znameni panoramatic-
kych obrazov zachycuijucich spravidla vyznamné historické udalosti, aviak len méoktory z nich sa
dochoval v take] neporuSeng podobe ako panoramaticky obraz Bitka pri Lipanoch, ktorého auto-
rom je Ludék Marold (1865-1898). Matematicka kartografia pouziva nastroje cylindrickej akonic-
ke perspektivy v kartografickych zobrazeniach valcovych, kuzel'ovych (konickych) a mnohokuze-
Povych (polykénickych), vid’ obr. 5a7.

Obr. 2 Cylindricka perspektiva komplexu stavieb (praca Studenta)

Ako je ukazané v [13], znalost” analytickych vztahov a zobrazovacich rovnic je nevyhnutna pri mo-
delovani pomocou pocitatov. Zaujimavou ¢astou tejto kapitoly je obraz priamky v cylindricke)
akonickeg perspektive. Na obr. 3 je rozvinutie obrazov priamok (kuzel'oseciek) v konicke perspek-
tive vykreslené pouZitim vypocétového systému Mathematica for Windows.

Obr. 3 Rozvinutie kuzel'oseciek kuzel'ovel plochy s w= 30° teda a=x

GEOMETRICKE ZAKLADY KARTOGRAFIE

Z historickych pramenov vyplyva, Zze mnohé geometrické objavy podmienila kartograficka
prax, ae nadruhg strane stcasna kartografia stoji na geometrickych zékladoch. V tejto casti ¢lanku
by som sa chcela ukézat’ aspon niektoré kartograficke zobrazenia, ktoré st vel'mi délezitou kapito-
lou vo vyucovani deskriptivngj geometrie na Stavebne) fakulte na odbore Geodézia a kartografia
[10]. Pri konstrukcii kartografickych zobrazeni v predmete Dg je pouzZivany synteticky pristup,
aviak niektoré z obr. 4 aZz 7 ukazuju ich zobrazenie vo vypoctovom systéme Mathematica for

Windows.
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Obr. 4 Azimutélne projekcie:
a) ortograficka b) stereograficka ¢) gnémonicka

Na obr. 4 su priemety kartografickej siete gul'ove plochy do roviny, na obr. 5aje obraz kartografic-
kej siete v rovnikovej valcove projekcii ana obr. 5b v polovom valcovom zobrazeni. Na obr. 6 st
ukézky nepravych zobrazeni. Ukazky konického a polykonického zobrazenia st naobr. 7.

Obr. 5 Cylindrické kartograficke zobrazenia:
a) Lambertovo izocylindrické b) Mercator

Obr. 6 Neprave valcové zobrazenia:
a) ekvidistancné priamkové b) Mercator-Sansonovo sinusoidalne

Obr. 7 a) Ptolemaiovo konické zobrazenie b) Hasslerovo polykénické zobrazenie
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TOPOGRAFICKE PLOCHY

Aplikécia tedrie topografickych pléch je sic¢astou uciva hlavne na odboroch GaK, VHVS, IKDS
alZP. Na obr. 8a je ukézka préace &udenta na tému zasadenia cestného telesa do terénu pouZzitim
ploch kondtantného spadu spolu s rieSenim strechy v kotovanom premietani a na obr. 8b rovnobez-
né osvetlenie topografickel plochy rieSené pomocou profilov v svetelnych rovinach.

Obr. 8 a) Zasadenie cestného telesa do terénu  b) Rovnobezné osvetlenie topogr aficke) plochy.

PLOCHY TECHNICKEJ PRAXE

Stavebny inZinier aebo architekt by mal v procese navrhovania arealizécie stavby aplikovat' ngj-
progresivnejSie geometrické znalosti, ato z dévodu ekonomického a estetického. Preto je nevyhnut-
neé, aby sa Studenti odborov PSA a AaU oboznamili v predmete Dg nielen so zobrazovacimi meto-
dami, ale g sgeometrickymi vlastnostami ploch stavebng technickej praxe. Rozvijajlca sa tedria
geometrie ponukala postupne praxi nové moznosti a naopak pozZiadavky praxe, nove stavebné tech-
noldgie amoznosti pouzitia novych materidlov pozitivne ovplyviiovali vyvoj geometrie. Zo Sirokej
Skdly ploch st do uciva Deskriptivng geometrie zahrnuté okrem spominanych topografickych
ploch g rotacné, skrutkové, translacné, klinove, kandlové arbzne typy priamkovych ploch. Ukazky
ich zaradenia do vyucby st podrobnejSie rozpracované v [1].

e

Obr. 9 a) Exteriér Sate Gallery, Suttgard  b) The Morton Meyerson symphony center, Dallas.
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Na obr. 9 st aplikécie priamkovych pldch v architektire, viavo je nerozvinutel’na priamkova plocha
— cylindroid v exteriéri State Gallery v Stuttgarde, architektmi sa J.Stirling a M.Wilford, vpravo je
The Morton Meyerson symphony center v Dallase, kde je zaujimavym spdsobom pouZzita rozvinu-
tel'na priamkova plocha kuzel'ova.

Uk&zky préc Studentov na obr. 10 zndzornuju: viavo aplikéciu kandlovej plochy a vpravo pol’no-
hospodérsku budovu, ktorgl prestreSenie je rieSené pouZitim translatng plochy, ktoré sa vel'mi
¢asto pouzivaju pre ich jednoduchost’ a pritom nekonecnu variabilitu. V aplikéciach k najznamejsim
plochdm patria skrutkové plochy, pouzivané na toc¢itych schodistiach (obr. 11a,), toboganoch (obr.
11b,) atd’.

TRANSLAZNA PLOCHA - SIKMA AXONOMETRIA

| K> X - POUNOHOSPODARSKA
‘ ) W A ~ HALA ‘

Obr. 11 a) Tocité schody vo vstupnej hale Louvru, b) Tobogén v BeSeriove)
arch. 1. M. Pe,

ZAVER

Cielom tohto prispevku bolo ukazat' aspon ¢ast moznosti pouzitia geometrickych prostriedkov
v praxi s ohl'adom na pripravu buducich stavebnych inzinierov. V dang kvantite hodin je dolezité g
efektivne vyuzitie dostupnych hardwarovych a softwarovych (CAD systémy, vypoctove programy,
Power Point ai.) prostriedkov vo vyucbe. Vyber tém je uréovany g zaujmom pedagdga o dany inzi-
niersky odbor. Kazda ukazka aplikéacie geometrie pomaha otvarat’ Studentovi ,,geometrické* oci, te-
da umoznuje mu vidiet geometrickl podstatu veci ¢i uz v odbore, ktory Studuje alebo dokonca
pozorovanie sveta takymi o¢ami obohati g cely jeho zivot.
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HRACIE KARTY A CELE CiSLA

Beata Vavrinéikova, Osemroéné gymnazium, Algova 1, Kosice

Rada by som sa s vami podelila 0 svoje skusenosti s vyuZitim hracich kariet pri precvi¢ovani
uciva o celych cidach. Tento celok sa u nas prebera v prime ku koncu skolského roka a obsahuje
zavedenie, porovndvanie, sCitovanie a odcéitovanie celych ¢isel. K pouzitiu kariet ma indpirovala
Uloha v zbierke pre 5.ro¢nik. Spociatku som vyrdbala karticky s ¢islami, ked sa vSak postracali,
preSla som na Zolikoveé karty. KaZzda dvojica Ziakov s pripravila sadu 21 kariet — cervené A, 2,
3,...,10, cierne A, 2, 3,...,10 a Zolika. Ked’Ze som pri zavadzani celych ¢isel spominala ¢inskych
pisarov, ktori ¢ervenym a ciernym atramentom rozliSovali majetok a dih v u¢tovne knihe, rychlo
sme sa dohodli, Ze ¢ervené karty budl predstavovat’ kladné cisla (eso znamena 1), Cierne karty
zgporné ¢idlaa Zolik prevezme tlohu nuly. Takto pripravené karty boli sti¢astou pomécok na kazdu
vyucovaciu hodinu.

1. Porovnavanie celych ¢isd

Pravidla ZamieSané karty sa rozdaju (1 zvyS), hr&i s ich uloZia na képku. Hra sa klasicka
"vojna' — hr&i otociavrchné karty a porovngju ich. Vacsie ¢islo vyhrava— hr& ziskava sipero-
vu kartu.

Skisenosti: Ziakov nadchla znama hra, hrai s velkym nasadenim. Po ¢ase si v&ak niektori uve-
domili, Ze hra nie je spravodliva — hr& s ¢ervenou (teda kladnou) desiatkou neméZze prehrat’,
0 ¢com sav triede rozvinuladiskusia

Namet: VyskiSat' hru s dvoma sadami kariet a 3-4 hr&mi, ¢im sa stane spravodlivejSou a pri-
padné "vojny" pridaju prvok napétia.

2. Navzajom opacné ¢isla
Pravidl& V&etky karty sa rozdaju, hr&i si ich uloZia na ruky. Hra sa znamy "Cierny Peter" —
striedavo t'ahaju kartu jeden od druhého. Kto méa dvojicu navzgom opacnych ¢isdl, vyloZi ju na
stél a ziskava bod. Zolik (¢iZe ¢islo 0) predstavuje Cierneho Petra, pretoZe je to &islo opacné
k sebe samému.
Skusenosti: Hra sadetom p&Cila, este lepsi bol variant s 3 hr&émi.
Namet: M&ze hrat’ g viac hr&¢ov s dvoma sadami s jednou nulou.

3. Znéazorneniena ¢iselng osi
Pravidla ZamieSané karty ostavaju na jednegl kopke. Prazdna lavica pred Ziakmi predstavuje ci-
selnll os, uprostred lavice je nula. Ziaci postupne ot&aj( kartu z képky a ukladajd na lavicu
tam, kam podr'a ich odhadu na ¢iselng osi patri. Ciel'om je uloZit’ vSetky karty spravne tak, aby
sahalavicu zmestili bez dodato¢ného prestivania.
Skusenosti: Umiestiovanie ¢isel na ¢iselngl osi nerobilo problémy, ukazalo sa, Ze vyhodu mali
Ziaci smenSimi kartami.
Namet: Pripeviiovanie kariet na magneticki tabulu alebo &ipcami na pradlo na natiahnutu
Sndrui.

4. Zavedenie stitovania celych ¢isel
Zdroj: prednaska Mgr. Zuzany Pytlovej — Celé ¢isla na ZS — EXOD Pytagoras, Detvianska
Huta, jul 1994
Redlizécia: Karty predstavuju pocty ¢ervenych a ¢iernych vojakov, ktori sa stretavaju vo vza
jomnych stibojoch. Ak sa stretn( nepriatel’ski — réznofarebni vojaci, likviduja sa v pomere 1:1,
napr.. 4+7=3, 5+9=4
Rovnakofarebni vojaci sanebiju, odchédzaja z bojiskaspolu: 7+5=12, 4+3=7
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Pomocou kariet sa tvoria priklady, ktoré sa zapisuju na tabul'u farebnymi kriedami. Potom sa
vSetky priklady zapisu pomocou kladnych a zgpornych ¢isel: 4 + (-7) = =3, (-5) + 9 = 4,
(-7)+(-5)=-12, 4+3=7.

Karty sa opét’ zamieSaju a tvoria sa pomocou hich priklady, ktoré sa zapisuju uz len pomocou
kladnych a z&pornych ¢isel.

. S¢itovanie a porovnavanie celych ¢isel

Zdroj: Repas V. a kol.: Matematika pre 5. ro¢nik ZS, 4. ¢ast, str.64, experimentdny ucebny
text, Orbis Pictus Istropolitana, Bratislava 1995

Pravidla: Karty sarozdaju (1 ostane). Hr& otoci dve karty zo svojg kdpky, zahlasi ich slcet, to
isté urobi spoluhré&s. Vysledky sa porovnajd, vyhrava hr& s vy&Sim stctom (ziskava bod alebo
superove karty). Ak niekto zle spocita ¢isla, vyhrava jeho spoluhrac. Ak vzniknd rovnakeé vy-
sledky, hra sa opakuje, az kym sa nerozhodne o vitazovi.

Skusenosti: Hra vel'mi dobre posl(zila na precvicenie s¢itovania a porovnavania, opakovali sme
ju viackré. Ani ¢ervena desiatka nezarucovala vitazstvo a pripadné rovnake sucty pridali hre na
dramatic¢nosti. Takisto kontrola siperom sa ukazala ako dobra spatna vézba.

Namet: Vyskusat’ pre od¢itovanie celych Cisdl.

. Xitovanie celych ¢isel

Zdroj: Cesenek J.a kol.: Zbierka Uloh z matematiky pre 5. roénik ZS, str. 79, SPN Bratisava
1990

Pravidla Pred zacatim hry sa hr&gi dohodnu, kto si bude zapisovat’ kladné, kto zaporné vy-
sledky, nulové sa nezapisuju. Z kariet sa vyradi nula a bud’ sa nechagju na jedng) kbépke, alebo sa
rozdaju na dve. Kazdy hr& si vezme po jedng karte, obe karty sa sCitaju a vysledok si zapise
prislusny hrat. Po vycerpani vSetkych kariet sa vysledky u jednotlivych hracov spocitaju — vy-
hra hr& s vysSim stictom v absol itngj hodnote.

Skusenosti: V&Sina dvojic skonéila s remizou, z ¢oho vyplynulo isté rozéarovanie. V diskusii
vSak niekol’ko ngjlepsich Ziakov pridlo nato, Za hra musi skoncit’ remizou atak vlastne usvedci
tych, ¢o urobili chybu vo vypoctoch.

. Tvorba prikladov

Pravidla: Z kariet sa vyradi nula, ostatné sarozdaju a hr&i si ich ulozia na ruky. Ucitel’ zahlasi
gislo — vysledok prikladu. Ulohou Ziaka je z kariet, ktoré drzi v ruke, vybrat’ dve tak, aby ich
sucet alebo rozdiel daval poZzadovany vysledok. Ak sa mu to podari, ziskava bod, ak urobi chy-
bu vo vypocte, ziskava bod protihras. Ak sa priklad neda zostavit', neziskava bod nikto.To isté
robi zéroven g protihrac. Ucitel’ potom oznami d’aSie ¢islo atd’. Pouzité karty mdzu ostavat’
v hre alebo sa vyrad’uju.

Skusenosti: Hra prebehla ve'mi dobre. Ak sa karty do hry vracaju, mdze sa hrat’ 'ubovolne di-
ho, v opacnom pripade je po ¢ase nemozné zostavit’ priklad s danym vysledkom.

Namet: Vyskusali sme g takyto variant: Na tabuli bolo napisanych 7 ¢isel — vysledkov prikla-
dov. Pomocou ¢o najv&sieho pocétu kariet mala dvojica spolocne vytvorit’ 3 priklady na s¢itova
nie s danymi vysledkami. NajlepSie sato podarilo dvojiciam, ktoré pouzili 19 kariet.

. Séitovaciaretaz

Pravidl& Zo sady sa vyradi nula, ostatné karty sa rozdaju a uloZia na kdpku. Hr& postupne oté-
cavsetky karty zo svojg kdpky a nahlasich sCituje, spoluhrés ho kontroluje. Potom to isté urobi
spoluhras. Kontrola spréavnosti — ich konecné vysledky musia byt navzgom opacné ¢isla.
Namet: M6zu hrat’ g trgja Ziaci s celou sadou kariet, vtedy sucet ich vysledkov musi byt nula.
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UKAZKY STATISTICKYCH ANALYZ
Z ROZSIAHLYCH VYSKUMOV UROVNE VZDELAVANIA

Orga Zelmanova, SPU Bratislava

V nasledujucich uk&zkach st pouZité vynatky analyz z narodnej spravy TIMSS 99 (hlavne, ¢o saty-
ka matematiky) a z Monitoru maturantov 2001.

Coje TIMSS 19997

TIMSS-R, Tretia opakovana medzinarodn &tudia z matematiky a prirodnych vied realizovanav ro-
ku 1999, meria progres atrendy vzdelavania Ziakov 6ésmich ro¢nikoch v matematike a v prirodnych
vedéch v &tatoch celého sveta. Medzindrodna organizécia pre hodnotenie vysledkov vzdeldvania —
IEA organizovala (v niektorych &tétoch, ku ktorym patri g Slovenskéa republika g sponzorovala)
tento rozsiahly vyskum, ktorého sa z(castnilo viac ako 180 000 &trnastrocnych Ziakov z viac ako
6000 3kél v 38 krajinach av 34 jazykoch. V kazdg krajine Ziaci pisali obsahovo rovnaku sadu tes-
tov adotaznikov.

TIMSS-R projekt vychadzal z Uspechu povodného TIMSS projektu realizovaného v roku 1995.
V kazdg krajine sa hlavného merania zUcastnilo priblizne 3500 Ziakov na cca 150 Skoléch. (Na Slo-
vensku to bolo 3497 Ziakov zo 145 3kdl.)

Ako sa dosiahla medzinarodna porovnatel’nost’ vysledkov?

Porovnatel'nost’ testovanych vysledkov sa dosiahla tak, Ze jednotlivé krajiny museli dodrzat’ prisne
jednotné procedary. Tie sa tykali kontroly prekladu testovych Uloh, priebehu hlavného testovania,
nasledného zberu dat a bodovania otvorenych uloh. Na ¢asti 3kl bola monitorova rigoréznost’ tes-
tovania nezavislymi pozorovatel’'mi, ktory zadali sthrnnd spravu do Medzinarodného vyskumného
centra na Bostonskej univerzite. Pred akymikol'vek analyzami boli Udaje z kazdej krajiny podrobe-
né rozsiahlemu testovaniu logicke spravnosti a konzistencie. Na Slovensku vd’aka podpore Minis-
terstva Skolstva &tGdiu realizoval Stétny pedagogicky Gstav, pricom medzindrodnu Géast’ na &tudii
sponzorovala Svetova Banka cez |EA.

Nérodné testovanie a vyhodnocovanie bolo financne podporované Gcelovo viazanymi prostriedkami
Ministerstva Skolstva Slovenskej republiky.

Zavidost’ vysledkov skl z matematiky a prirodnych vied
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Uvedeny graf anasledna regresna analyza zavidosti vysedkov Skoly z matematiky a z prirodnych
vied potvrdzuje, Ze z vysledku skoly v matematike méZeme dobre predvidat’ vysledok prirodnych
vied anaopak, pretoZe jedna premenna vysvetl'uje 85,9 % variability druhej premenng (0,859 je
kvadrét koeficientu korelécie). Inak povedané, ked” ma niektora Skola dobry vysledok z jedného,
bude mat’ a dobry vysledok z druhého, ¢o analogicky plati g pre dabSie vysedky.

Jednotlivé &tvorceky poctom 145 — ¢o je celkovy pocet Skdl na grafe — reprezentuj priemerné skore
Skoly z prirodnych vied (os X) a si¢asne z matematiky (osy). Napriklad stvorcek, ktory je ngjblizsie
k Tavému dolnému roho grafu reprezentuje Skolu, ktora dosiahla najslabSie vysledky ato cca skore
450 z prirodnych vied a cca 440 z matematiky.

Prelozena priamka je regresnou priamkou. Pri skimani zavisosti sme neupriamovali pozornost’ na
identitu jednotlive] 3koly, ale na zaujimavy jav zavidosti vysledkov.

Tymto sa potvrdzuje domnienka mnohych pedagogov, Ze vysledky z matematiky a prirodovednych
predmetov maju silnd vzaomnu previazanost'.

Por ovnanie vysledkov k6l podPa krajov

Skratky krajov: BA — Bratislava, BK — Bratislavsky, TT — Trnavsky, TN — Trenciansky,

NR — Nitriansky, ZA — Zilinsky, BB — Banskobystricky, PO — PreSovsky, KE — KoSicky kraj.
Uvéadzané vysledky su podr'a jednotlivych kragjov. N pod grafom vyjadruje pocet skél v danom kra-
ji. ZvI&st je vyhodnotené Bratislava a Bratislavsky krag.
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Skumanim signifikantnosti rozdielov (metodou viacnasobnych komparéacii) medzi jednotlivymi
krajmi dostavame, Ze v matematike je signifikantny rozdiel medzi Bratislavou (BA) a vSetkymi
ostatnymi krajmi, pricom medzi tymito ostatnymi krajmi navzgom nie st signifikantné rozdiely.
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Rozdiely medzi mestskymi a vidieckymi Skolami

MATEMATIKA a PRIRODNE VEDY
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1-Me, 2-De
Mestskych $kél bolo 99 avidieckych 46. Ako ukazuju g grafy atestovanim hypotéz o rovnosti dis-
triblcie vychadza v matematike g v prirodnych vedéach signifikantny rozdiel medzi vysledkami
mestskych avidieckych 8kol. Tento vyrazny rozdiel sa da ciastocne vysvetlit' g tym, Zze medzi
mestskymi Skolami bolo viac osemrocnych gymnézii, kde boli vyberovi Ziaci.

Rozdiely medzi osemroénymi gymnéziami a zékladnymi skolami

MATEMATIKA a PRIRODNE VEDY
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Osemrocnych gymnézii bolo testovanych 30 a zakladnych 3kl 115. Ako ukazuju g grafy atestova
nim hypotéz o rovnosti distriblcie vychadza v matematike g v prirodnych vedéach signifikantny
rozdiel medzi vysledkami osemro¢nych gymnézii azékladnych 3kél. Vysvetlit' sa to da tym, Ze
v mgji 1999, kedy prebehlo testovanie v osemrocnych gymnaziéch v kvarte boli vyberovi Ziaci.

Rozdiely podra zriad’ovatel’a — Statne a cirkevné skoly.

Statnych 3kél sa testovania zU¢astnila vai&ina, tj. 132 3k6l, cirkevnych sa z(gastnilo 11 3k6l.
Stkromné 3koly sa zUcastnili len dve, ¢o nie je Statisticky vyznamna vzorka, preto vysledky nepo-
rovnavame. Medzi vysedkami &atnych acirkevnych skél nie je Statisticky vyznamny rozdiel ani
v matematike ani v prirodnych vedéch.

Porovnanie oblasti u¢iva

Na porovnanie a zistenie suvisosti, pripadne zavidosti jednotlivych tematickych oblasti ndm znovu
vyborne poslUzia krabickové grafy — boxploty.

PouZijeme ich na vizudlne porovnanie medianov a percentilov z jednotlivych oblasti. Median je
stred, ktory deli Ziakov na dve polovice — 50 % lepSich a50 % horSich. Hodnoty v krabic¢ke st od
25 po 75 percentil. Bodky predstavuju extrémne hodnoty.
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Medzi jednotlivymi oblastami nie je signifikantny rozdid.
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Vysedky zZiakov
Suvidlosti, korelacie a analyzy vysledkov 3497 6smakov

Korelécie vysedkov medzi jednotlivymi tematickymi oblastami z matematiky

MATEMATIKA PRAVDEPO
Pear sonova kor décia ALGEBRA DOBNOST ZLOMKY GEOM MERANIE
ALGEBRA 1,000 | 0.82-68% |0.86-74% | 0.79-62% | Yo

PRAVDEPODOBN| o oo — —— o8t

i 082-68% | 100 |085-72%|0.77-50% | &L
ZLOMKY 0,86-74% | 0,85-72% | 1,000 |0,82-68% %g;;
GEOMETRIA | 0,79-62% | 0,77-59% |0,82-68% | 1,000 %g;;
MERANIE | 0,83-69% | 0,81-66% | 0,87-75% | 0,77-59% | 1,000

|V§etky korel&cie st signifikantné na trovni 0.001

Ukazuje sa, Ze medzi jednotlivymi tematickymi oblastami s silné vazby. NajsilnejSie previazanie
existuje medzi tematickym celkom Zlomky apojem ¢isla atematickym celkom Meranie a spraco-
vanie Udajov cca 75 % koeficient determinécie, d’'alef medzi celkom Zlomky a Algebra 74 %. Rela-
tivne nggmensiu previazanost’ s ostatnymi tematickymi celkami ma Geometria. V praxi to znamena,
Ze Ziak, ktory je dobry v tematickom celku Algebra urcite dobre zvlada g oblast’ Zlomky apojem
¢isla, premeny jednotiek a pravdepodobnost’ . Analogicky, vo vSeobecnosti plati, Zze ak Ziak nezvlg&
da napriklad précu so zlomkami, bude slaby & v ostatnych oblastiach. Cize vedomosti v jednotli-

vych celkoch sU tesne previazané.
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Aké st rozdiely medzi dievéatami a chlapcami?

Nasledujuca tabulka ndm udava, aké su priemery v jednotlivych oblastiach a zaroven vizualizuje
rozdielnost’ dosiahnutych vysledkov medzi chlapcami a dievéatami

*POHLAVI | Priemer Standardnéa Vyznamnost

E* odchylka rozdielu priemerov
PRIRODNE dievéata 1802 |526,1230 |78,7974
VEDY chlapci 1695 |546,8858 (88,1597 o
MATEMATIKA dlevéat.a 1802 |533,7039 [84,2601

chlapci 1695 |540,6951 |87,8172 +++
CHEMIA duevéat_a 1802 |[516,5094 |76,5592

chlapci 1695 |544,1211 |82,9376 4+
ZEMEPIS dlevéat.a 1802 |[527,6901 |82,5434

chlapci 1695 |547,1544 90,0506 +++
PRIRODOPIS dlevéat.a 1802 |531,8247 |76,5774

chlapci 1695 |542,9180 [86,9919 +++
EYZIKA dlevéat.a 1802 |504,0159 |79,5016

chlapci 1695 |528,3278 |84,4582 +++
ZIV. dievéata 1802 |508,7077 |68,4574
PROSTREDIE chlapci 1695 |[520,8988 |74,4842 o+
AL GEBRA dlevéat.a 1802 |532,7374 |74,6303 4+

chlapci 1695 |524,0976 |76,1124
PRAVDEPODOB |dievEata 1802 |515,7235 |85,2344
NOST chlapci 1695 [531,3920 |88,2168 +++
ZLOMKY dievéata 1802 |521,1878 |81,8478
A CISLA chlapci 1695 [529,0420 (86,6362 o+
GEOMETRIA duevéat_a 1802 |[531,0240 |75,3621 ===

chlapci 1695 [529,9397 |79,6330 ===
MERANIE dlevéat.a 1802 |[536,2987 |72,0793

chlapci 1695 |547,9498 |75,9553 +++

+++ signifikantny rozdiel medzi chlapcami a dievéatami na hladine vyznamnosti 0,05
=== nieje signifikantny rozdiel medzi chlapcami a diev¢atami

Ked sme testovali dosiahnuté priemery T-testom na hladine vyznamnosti 0,05, dospeli sme k pre-
kvapujcim zaverom. Celkovo v testoch dosiahli chlapci lepsie vysledky. Statisticky vyznamny roz-
diel v prospech chlapcov sa ukézal medzi celkovymi vysledkami z matematiky i prirodnych vied,
pricom diev¢ata boli vyrazne UspesnegjSie len v oblasti algebry a v oblasti geometrie nebol Statistic-
ky vyznamny rozdiel medzi pohlaviami.
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Grafy distriblcie vysledkov dievéat a chlapcov

Nasledujuce grafy nam ukazuju percentudny podiel chlapcov a dievéat dosahujucich skore od 350
po 700.
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Vydedky multivaria¢ng analyzy metédou hlavnych komponentov

Matematika
Hlavna komponenta v matematike
Vahy
ALGEBRA 0,865
PRAVDEPODOBNOST 0,845
ZLOMKY 0,906
GEOMETRIA 0,803
MERANIE 0,856
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Hlavnd komponenta vysvetluje 85,5 % celkove variability merani piatich tematickych oblasti
z matematiky. Pricom tematické oblast’ zZlomky a pojem ¢isla sa ngjvyraznejSou mierou podiela na
celkovom Uspechu v matematike.

Vysledky multivariaéng analyzy metédou faktorove analyzy

Po ortogonalng rotécii ziskanych dvoch komponent metodou VARIMAX dostaneme dva nezavisé
faktory. Prvy je faktorom matematiky (jeho vysvetlujlcasilaje 42,5 %) a druhy je faktorom prirod-
nych vied (jeho silaje 40,0 %).

Tieto faktory si navzgom negativne skorelované. V pedagogicke praxi to znamena, Ze Ziaci dosa-
hujuci nadpriemerné vysledky napriklad v matematike, dosahuju podpriemerné vysledky v prirod-
nych vedach anaopak. Ziaci dosahujlci priemerné vysledky v matematike dosahuju priemerné vy-
sledky v prirodnych vedach.

1. faktor 2. faktor
ALGEBRA 0,88 0,30
PRAVDEPODOBNOST 0,85 0,34
ZLOMKY 0,88 0,38
GEOMETRIA 0,82 0,36
MERANIE 0,85 0,36
CHEMIA 0,29 0,85
ZEMEPIS 0,37 0,79
PRIRODOPIS 0,37 0,85
FYZIKA 0,44 0,77
ZIV.PROSTREDIE 0,27 0,83

Model viacnasobnej linearngj regresie Matematika

Sledovanych pé’ matematickych tematickych okruhov vysvetl'uje 87,7 % celkovej variability vy-
sledkov z matematiky.

K oeficienty regresnéno modelu — M atematika

. Nestandar dizované
Matematika .
K oeficienty
Pear sonov M odel B Standardna
chyba

(Konganta) -129,24 4,640
ALGEBRA 0,26 0,017
PRAVDEPODOBNOST 0,14 0,013
ZLOMKY 0,40 0,017
GEOMETRIA 0,18 0,013
MERANIE 0,21 0,017

Z taburky koeficientov linearneho regresného modelu vyplyva, Ze Gspesnost’ v tematickom okruhu
Zlomky a pojem cisla ngjviac vplyva na celkovu Uspesnost’ z matematiky. Prakticky to znamena, ze
zvySenie individuaneho vykonu v oblasti Zlomky a pojem ¢isla vplyva az 40 % mierou na celkové
zvySenie skore v teste z matematiky. Pre slabého Ziaka v matematike z toho vyplyvarada, ze by mal
zacat’ budovat’ z&klady pri praci s ¢islami azlomkami, dalgj v algebre, merani, geometrii a napokon
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by samal venovat’ pravdepodobnosti a kombinatorike, ak chce dosiahnut’ optimalny vysledok v me-
dzinérodnom teste TIMSS' 99.

Monitor maturantov 2001

V rdmci monitoru sme skimali zavislost’ Uspednosti v teste z matematiky na znamke z matematiky.
Uvédzané udaje sa vztahuju k 6290 Studentom zo 182 gymnazii. Celoslovenska korelécia bola
0,380, ¢o predstavuje cca 14 % previazanost’ (determinovanost’ =SQR(0,380)* 100%) medzi zndm-
kou a Uspednostou v teste z matematiky. Této previazanost’ je tak alarmujuco nizka, Ze nés to pod-
nietilo poloZit' si otazku, ¢i existuju Skoly, ktoré maju vysSiu korelaciu medzi znamkou a Uspesnos-
tou. Uvadzame tu priklad 33 3kdl v Bratislavskom kraji.

BA kraj Kriteridnavalidita—znamka je kritérium, s ktorym by UspeSnost’ mala korelovat’

Model Summary

Std. Error
. Adjusted of the
SKOLA Model R R Square | R Square Estimate
BDE 1 ,6892 475 ,400 6,0912
DKV 1 ,7828 ,612 ,548 17,4238
DLT 1 ,4918 ,242 ,052 4,3141
DNR 1 ,3982 ,159 ,106 16,4533
EHV 1 ,5562 ,310 ,289 15,9559
EKR 1 ,0252 ,001 -,015 18,6719
GHJ 1 5122 ,263 ,242 14,7291
GHR 1 ,5252 ,276 ,268 14,8001
GHT 1 ,6142 ,378 ,315 10,2892
GLN 1 ,6302 ,398 371 19,1399
GLz 1 4732 ,223 ,192 16,9200
GNZ 1 ,6152 ,379 ,359 11,6578
GRT 1 ,3102 ,096 ,046 9,2107
GTX 1 ,0212 ,000 -,333 7,9797
GXz 1 ,1672 ,028 ,001 19,4300
GYz 1 ,9302 ,865 ,798 6,3099
HIR 1 ,5572 ,310 274 18,5466
HJZ 1 3212 ,103 ,053 13,6312
HKX 1 ,3482 121 ,066 11,9510
HLV 1 ,2602 ,068 ,023 15,9262
HLZ 1 ,3862 ,149 ,130 17,1503
HNV 1 4512 ,203 ,185 15,6132
HRZ 1 ,6672 ,445 416 12,2238
JKL 1 ,1992 ,040 -,280 11,3156
JKR 1 ,0062 ,000 -,030 19,3689
JLX 1 ,4802 ,230 ,166 20,2599
LRY 1 ,6682 446 ,428 12,9663
LTY 1 ,2378 ,056 ,044 16,1500
NVX 1 ,5542 ,307 ,269 14,6140
NVZ 1 ,4828 ,233 ,201 17,9966
RTZ 1 ,3442 , 118 ,096 16,1634
RVX 1 ,6602 ,435 ,429 15,2424
RXZ 1 ,1072 ,011 -,020 14,7520

a. Predictors: (Constant), znamka z matematiky

R-Pearsonov korelacny koeficient zavislosti ispeSnosti naznamke
R-square koeficient determinécie
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Nasledujuce grafy poukazuju na zavislost’ Uspesnosti od znamky jednotlivych Studentov v urcitej
Skole. Kruzok na grafe zndzormuje jedného Studenta, pricom jednotlivé lupienky — ¢iarky d’asich
Studentov.
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JKR R=0,006

GHR R=0,525

Matematika - celkova tuspesnost

poéet Studentov=34
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Faktorova analyza 30 poloZiek + 3 otvorenych uloh testu

27 0,624 0,393
25 0,597 -0,204
26 0,579 -0,1
2 0,541 9,197E-02
UL3 0,541 0,279
UL 2 0,538 0,278
29 0,524 -0,146
28 0,498| -3,896E-02
19 0,495 0,158
30 0,487 1,357E-02
14 0,482 7,767E-02
12 0,479| -8,053E-02
20 0,464 -0,267
uL1 0,446| -4,338E-02
13 0,442 0,179
6 0,439 -0,195
11 0,425 -0,188
5 0,42 1,170E-02
16 0,419 0,123
3 0,417| -1,912E-02
10 0,411 -0,274
15 0,411 -0,223
22 0,409 5,451E-02
9 0,38 7,071E-02
23 0,354| -4,905E-02
24 0,353| -4,364E-02
18 0,347 0,168
17 0,345 0,424
4 0,333 0,25
21 0,302| -8,192E-02

0,296| -8,958E-02

0,294 -0,317

0,237 -0,193

Ukazuje sa, ze priklady 27, 25, 26, 2, UL3, UL2, 29, 28, 19, 30 najviac koreSponduju s Uspesnost’ou
v teste. D4 sa to interpretovat’ g tak, Ze su to ulohy, ktoré si dolezité v teste. Najviac reprezentuju
faktor , nadania na matematiku®“. Keby savynechali, kledaby g reliabilitatestu (reliabilitaje 0,74).
Ulohy 7, 8, 1 z chvosta tabul’ky st do istej miery pre Studentov neprehl'adné v tom zmysle, Ze ani
z celkove) Uspesnosti v teste ani zo znamky Studenta sa neda predikovat’ ¢i dobre vyrieSi danu dlo-
hu.

Ukazky aloh z Monitoru maturantov 2001
Uloha 27

Modernizaciou trate sa zrychlila zelezni¢na doprava medzi mestami A a B. Dnes potrebuje vlakova siprava
na prekonanie vzdialenosti medzi tymito mestami iba 80 %casu, ktory potrebovala pred modernizaciou.
O kolko percent sa zvysSila priemerna cestovna rychlost supravy?

Uloha 25

vagsi ako 5.¢len?
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Uloha 28
Z dvoch prikladov v pisomke vyrieSilo len jeden priklad 16 Ziakov, obidva priklady 7 Ziakov a ani jeden
z prikladov 12 Ziakov. Prvy priklad pritom vyrieSilo dvakrat viac Ziakov ako druhy. Kofko Ziakov vyrieSilo dru-
hy priklad?

Uloha 7
Na obrazku je vSeobecny trojuholnik ABC. Body P, Q, R sU stredy
jeho stran. Potom pre dizky tsegiek AS, ST a TR plati [AS|:[ST|:[TR|=

(A) 3:1:2 B) 4:1:2 (C) 4:1:3
(D) 5:1:3 (E) 5:2:3
Obréazok je len ilustracny.
Dfzky v fiom nezodpovedaju
zadanym podmienkam.
Uloha 8
Do kruznice k so stredom S su vpisané dva trojuholniky (pozri obr.). K
Aka je velkost uhla o? @
(A) 30° (B) 40° (C) 45° ‘

(D) 50° (E) 60° ‘g»

Obréazok je len ilustracny.
Velkosti uhlov v riom nezodpoveda-
ju zadanym podmienkam.

Uloha 1

Firma VIZIT, s.r.o0. stanovuje cenu za vyrobu sady vizitiek podla vztahu C = 60 + 4p, kde C je cena v koru-
néach, 60 (Sk) je zakladny poplatok a p je pocet objednanych kusov vizitiek. Od budiceho mesiaca planuje
firma zvysit zakladny poplatok o patinu a cenu za kazdy zhotoveny kus o patinu znizit. Podla akého vztahu
bude firma po Uprave stanovovat cenu?

(A) C=48+4,8p (B) C=65+3,5p (C) C=72+0,8p
(D) C=72+3,5p (E) C=72+3,2p
Uloha 21

Pre obsah S vySrafovaného obrazca ohrani¢eného parabolamiy = x° a y=- X2 + 4x plati

(A) S=.‘|}4xdx. (B) S=T4xdx.
0 0
4 2

© S=j(4x—2x2)dx. (D) S=_[(4x—2x2)dx.
0 0

2
(E) S= I(ZXZ —4x)dx .
0

Uloha 4
Kolko existuje trojcifernych prirodzenych &isel, vytvorenych len z parnych ¢islic, v ktorych je prostredna &isli-
ca vacsia ako obidve krajné?

(A) 240 (B) 100 (C) 38 (D) 30 (E) 20
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Ukazuje sa, Ze priklady netradi¢ne, problémovo zadané napr. 7, 8, vychadzajlce z redneho Zivota
napr. 1, vyZadujlce spganie naucenych vedomosti atvorivé vyvodzovanie, hl'adanie netrividlne
cesty veduce Kk rieSeniu napr. 21, 4, vytvaraju zmétok v mysliach vasiny Ziakov, nezdvisle od
prospechu z matematiky.

FAKTOROVA ANALYZA
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Takéto zistenia na vel’kych vzorkéach Studentov (v roku 2001 cca 7000) vedu k rozhodnutiam na
drovni SPU aministerstva $kolstva oh’adom maturitnych tandardov a samotnych maturit. Aby sa
stalo tvorive rieSenie problémov vychéadzajlce zo Zivota na slovenskych strednych skoléch pracov-
nou metédou, nie ojedinelou lastovickou.
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JAK ZPRISTUPNIT ULOHY MMO STREDOSKOLAKUM?

Jarodav Zhouf, Pedagogicka fakulta, Karlova Univerzita, Praha

1. UvOoD

JiZ deset let piipravuji Ulohy do pisemnych maturitnich zkousek pro zaky gymnazidnich trid
srozSitenou vyukou matematiky. Jednim z naméti téchto Uloh jsou dlohy Mezindrodnich matema:
tickych olympidd (MMO), a to proto, aby Ulohy pisemnych maturitnich zkouSek byly dostatecné
obtizné. Ukazuje se, Ze mnoho uloh matematickych olympiad je feSitelnych i témi maturanty, ktefi
v matematické olympiadé Uspésni nebyli. Jen je tieba ndroc¢néjsi Ulohu matematické olympiady
vhodné upravit pro potieby maturantt ,, neolympionika*.

Uvedu nejprve, jakou formu mé vétSina mnou vytvoienych uloh pisemnych maturitnich zkou-
Sek, dale jakou formu ma vétSina uloh matematické olympiady a nakonec uvedu n¢kolik piikladi,
jak jsem z ptivodné olympiadni ulohy vytvoiil dlohu maturitni.

2. POROVNANI FORMY ULOH PISEMNYCH MATURITNICH ZKOUSEK A FORMY
ULOH MATEMATICKE OLYMPIADY

Pt tvorbé jednotlivych Uloh i pisemné maturitni zkousky jako celku se fidim nésledujicimi
zasadami:
1. zarazeni vetSiny Uloh rozclenenych na ;adu dil¢ich Ukoli a vyZadujicich lokalni strategii
7eSeni, ale také zasazeni aspor jedné ulohy vyZzadujici globalni strategii 7eSeni,
2. nezavislost jednotlivych lokalnich strategii v ilohach s dil¢imi Ukoly,
3. propojeni vice oblasti matematiky v jedné uloze,
4. zastoupeni co nejSirSiho spektra matematickych témat v celé pisemné préaci a jgjich ne-
prekryvani,
5. pouzivani zobeciiovani, experimentovani, ietézeni jednotlivych myslenkovych krokii,
6. zavadeni novych pojmi a propojovani se znamymi pojmy,
7. moznost eSeni Uloh vice zpiisoby,
8. , citelnost” textu a jeho jednoznacnost,
9. vyvazZenost /eSeni a zapisu 7eSeni jednotlivych uloh,
10. prfimérena casova narocnosti 7eSeni celé pisemné zkousky,
11. pfimérena mira slozitosti Uprav pro Zaky i opravovatele,
12. vetSi jednoduchost povinne reSitelnych dloh, a vétsi narocnost volitelne 7eSitelnych dloh.

Povaha uloh matematické olympiady je takova, Ze vySe uvedené zésady 2 — 4 a ¢astecné
zasada 1, tj. roz¢lenéni rozsahlejSi tlohy na fadu dil¢ich Ukolt, nezavislost jednotlivych ota-
zek v kazdé uloze, propojeni jednotlivych oblasti matematiky a zastoupeni co nejSirSiho
spektra matematickych témat, jsou v Ulohach matematické olympiady spiSe kontraproduktiv-
ni. Je to proto, Ze uloha matematické olympiady ma byt stru¢ng, s minimem otézek, vétSinou
zasahujici do jediné matematické oblasti. Jednotlivé dil¢i otazky by byly ptilis ndvodné pri
reSeni. Tedy dobte se tu uplatni ¢ast zasady 1 o existenci ulohy vyzadujici globalni strategii
ieSeni. DalSi zasady 5 — 12, tj. prvky zobecinovéni, experimentovani, fet¢zeni myslenkovych
kroki, budovani novych pojmt a propojovani se znamymi pojmy, moznost eSeni uloh vice
zpuasoby, piiméiend mira slozitosti dlohy, , ¢itelnost” textu a feSeni Ulohy a zajimavost Ulo-
hy, jsou také vhodné i v ulohach matematickeé olympiady.

Novou a zaroven tou nejdulezitéjsi zdsadou pii tvorbé Uloh do matematické olympiady
je zasada pritomnosti , triku“ v Uloze, coz znamena Skolsky mén¢ standardni formu, pfi-
c¢emz nésledné reSeni je mozno provést standardnimi Skolskymi prostiedky.

! Prispavek byl zpracovan s podporou grantu GAUK 316/2001/A-PP/PedF.
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Struéné o rozdilu mezi Glohami matematické olympiady a Ulohami pisemné maturitni
zkousky muzeme ftici, Ze v Ulohdch matematické olympiddy se ma pievazné projevit schop-
nost 78kt objevovat nové poznatky a v ulohach pisemné maturitni zkousky se ma pievazné
projevit schopnost kompletovat znamé poznatky. V maturitni Uloze je kazdy dalSi krok znam
a viceméné jednozna¢né urcen, i kdyz je tieba obtiznéjSi nez standardni Skolsky ukon.
V Uloze matematické olympiady je nutno vice experimentovat, dalSi kroky nejsou vzdy jas-
né dany.

3. KONKRETNi DVOJICE ULOH

V této ¢asti vzdy uvedu tlohu MMO ak ni prislusnou mnou modifikovanou ulohu pisemné ma-
turitni zkousky. U n¢kterych Uloh téZ uvedu divody, které mé k této modifikaci vedly. VSechny
ulohy pisemnych maturitnich zkousek byly zadany na gymnéziu Zborovska v Praze.
Uloha 1. roéniku MMO

Zjistete, pro kteraredlna cisa x plati

a) \/X+M+\/x-m: J2,

b) \/x+\/m+\/x-\/m= 1,

C) \/X+M+\/x-\/m: 2.

Uloha v této podobé nespliiuje podle mé zkuSenosti zasadu vyvazenosti fedeni a zapisu fee-
ni v porovnani s ostatnimi Glohami pisemné maturitni zkousky, zasadu propojeni vice oblas-
ti matematiky v jedné Uloze a zasadu vétsSi narocnosti volitelné alohy. Navic v pavodni po-
dob¢ se zbytecné tesi trikrét jeden typ Ulohy, a ptitom by se zde mohly ieSit jesté jiné ukoly.

Modifikovana uloha pisemné maturitni zkousky z roku 1998
V oboru realnych cisel je dan vyraz
V(X)= \/x+ J2x-1+ \/xJ2x—1 :
a) Urcete defini¢ni obor vyrazu V(x).
b) Redtev R rovnici V(x) = J/a srealnym parametrem a.
c) Nakreslete graf funkcey = V2(x).

Uloha 3. roéniku MM O
Redte rovnici

cos'x —sinx = 1,
kde n je dané prirozené cidlo.

Uloha v této podobé mé pro maturanty velmi obecny obsah, je tedy tieba naplnit zasadu rozdg-
leni dlohy na vice jednotlivych dil¢ich ukola. Déle nespliuje zadsadu vyvazenosti feSeni a zapisu
feSeni v porovnani s ostatnimi Ulohami zkoudky, zdsadu propojeni vice oblasti matematiky
v jedné Uloze, zasadu nezavislosti jednotlivych lokal nich strategii v tlohéch s dil¢imi ukoly.

Modifikovana uloha pisemné maturitni zkouSky z roku 1998

a) Reste v oboru reélnych ¢isel rovnici
cos'x —sin"x =1
pron=1, 2, 3, 4.
b) Uvazujme relaci
W= {[nXx] €{1,2,3,4}xR; cos'x—sin"x = 1}.
Rozhodnete, zda W je zobrazeni z {1,2,3,4} do R. Je inverzni relace W ™ k W zobra-
zeni z R do {1,2,3,4}? Zakreslete kartézsky graf relace W™
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Uloha 7. roéniku MM O

Najdéte vSechny ctverice redlnych cisel xq, X2, X3, X4, Pro néz plati, Ze soucet kazdého z techto ci-
sel se soucinem ti zbyvajicich je roven dvema.

Uloha v této podobg je pro maturanty velmi naro¢nd, tj. nespliiuje zésadu vyvézenosti feSeni
a zapisu feSeni v porovnani s ostatnimi ulohami zkousky. Déle uvedend upravena uloha v pi-
semné maturitni zkousce pak napliuje zasadu zarazeni aspon jedné Ulohy vyZadujici global-
ni strategii reSeni a zasadu zavedeni nového pojmu (feSeni soustavy rovnic v oboru kom-
plexnich ¢isel).

Modifikovan& uloha pisemné maturitni zkousky z roku 1998
V oboru komplexnich cisel 7eSte soustavu rovnic:

X+yz= -2
y+zx= -2
Z+ Xxy= -2

Uvedu jesté nekolik priklada tlon MMO a od nich odvozenych dloh pisemnych maturitnich
zkousek. Shodnosti, resp. rozdily obou forem budou snad patrné na prvni pohled, proto se zde jiz
zdrzim komentére.

Uloha 2. roéniku MM O

Je dan rovnoramenny lichobéznik se zakladnami a, ¢ a vyskou v. Na ose soumernosti tohoto
lichobezniku sestrojte bod P tak, aby z ného byla vidét obé ramena lichobézniku pod pravymi
uhly. Déle vypoctete vzdalenost bodu P od zakladen lichobezniku. Rozhodnete, za jakych pod-
minek bod P existuje.

Modifikovana uloha pisemné maturitni zkousky z roku 1997

Je dan rovnoramenny lichobeznik se zakladnami a, ¢ a vyskou v.

a) Na ose soumernosti tohoto lichobezniku sestrojte bod P tak, aby z neho byla vidét obe
ramena pod pravymi ahly.

b) Vypoctete vzdalenosti bodu P od zakladen lichobézniku.

c) Urcete vztah mezi ¢idly a, c, v, ktery rozhoduje o poctu bod:ii P v Uloze a). Kolik bodii
P |ze tedy nalézt?

d) Urcete vztah mez cisly a, c, v, aby navic ahlopricky lichobézniku byly kolmé.

Uloha 4. roéniku MM O
Urcete viechna redlna cisla x, ktera splziuji nerovnost

V3-X - X+ 1>%.

Modifikovana uloha pisemné maturitni zkousky z roku 1999

a) Sestrojte grafy funkci

f.y=+43-X
g:y= +Vx+1

v jedné soustavé souradnic a na jejich zaklade sestrojte odhadem graf funkce
h: y = f(x) —g(x).
b) Pomoci diferencialniho poctu vySetrete priibeh funkce y = h(x).
c) Redte v oboru realnych cisel nerovnici
h(x) > 1.
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Uloha 5. roéniku MM O
Urcete vSechna 77eSeni xq, Xz, X3, X4, X5 SOUstavy rovnic

X5+ X =YX,
Xt X =YX,
Xt X =YX,
X+ X =YX,
Xt % =YX,

kdey je parametr.
Modifikovana uloha pisemné maturitni zkousky z roku 1995
Reste v R* soustavu rovnic s reélnym parametrem p:

P+ X + %=0
Xt Pt X =0
X+ Pt x,=0

X + X+ px,=0
Uloha 6. roéniku MM O

a) Urcete vSechna prirozena cislan, pro kteraje cido 2" - 1 délitelné sedmi.
b) Dokazte, Ze neexistuje Zadné prirozené ¢islo n, pro kteréje ¢islo 2"+ 1 délitelné sedmi.

Modifikovana uloha pisemné maturitni zkousky z roku 1994
Uvazujme posloupnost (a, )=, = (2"-1)7, .
a) Jednak primo, jednak matematickou indukci dokazte:
Vne Ny;3[n=7[a,.
b) Vypoctéte obsah utvaru omezeného lomenou carou AAA,...Aq,, kde A)=[0,3,],
A=[la], .., Ay =[19%4a,], akfivkou y=2*-1, kdex € (0, 1994).

4. ZAVER

Tento ¢lanek mél ukazat, jak je mozné jeden matematicky namét zpracovat pro potieby mate-
matické olympiédy a pro potieby maturitnich zkousek, jak je mozné piipadnou velkou, ¢i na druhé
strané¢ malou obtiZznost upravit vhodnou formou uloh. A také jak je mozné obavané problémy feSené
v matematickeé olympiédé zpiistupnit vétSimu poctu Zaka stiedni Skoly.
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