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VéZeni priatelia,

od roku 1977 sa kazdé prézdniny na tyZzden stretava partia ucitel’'ov matematiky na spolocny
duchovny i telesny ,,hodokvas®‘. Tento rok je prvykréat naSe stretnutie dokumentované i zbornikom.
Je redlnanédg, Ze g v roku 2002 sa nam podari vydat’ obdobny zbornik. Nazdavame sa, Ze by bolo
uzito¢né dat” do buducorocného zbornika ¢lanok, v ktorom si U¢astnici nasich stretnuti zaspomingju
na predchédzaj tce ro¢niky exodov aletnych 3kol Pytagoras.

Prosime preto vSetkych tych, ktori si ochotni podiel'at’” sa ha takomto (asi dost” rozsiahlom) ¢lan-
ku, aby svoju ponuku oznamili na niektort z doleuvedenych adries. Radi by sme niekedy v priebe-
hu oktébra ustanovili akusi ,, redakenu radu® pre tento zamer.

V Setkym ochotnym vopred d’akujeme a teSime sa na spolupracu i na Pytagoras 2002.
Milan Hejny (milan.hejny@pedf.cuni.cz)

Stefan Jany (nndkjany@nextra.sk)
Vladimir Burjan (burjan@exam.sk)
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| M AGINE-NOVELOGO

Andrg Blaho, Katedra vyuéovania informatiky, FMFI UK, Bratislava

Programovaci jazyk Logo vznikol zatiatkom 60-tych rokov v USA MIT — v laboratoriu umel g
inteligencie, kde vedci cheeli skimat’, ako deti objavuju nové pojmy hlavne z matematiky alingvis-
tiky — prvotny ciel’ nebol ucit” programovanie a algoritmické myslenie, ale poskytnut’ vyjadrovaci
prostriedok — jazyk na u¢enie pomocou pocitaca. V tomto obdobi vznika vel'mi dolezity pojem —
korytnacia geometria:

e jeto grafické pero, ktoré sa neriadi "povelmi euklidovskel geometrie”, ale "povelmi relativng
vektorove) geometrie”, napr. korytnacka, oto¢ savl'avo o 30 stupnov prejdi 100 krokov...

o dbleZité bolo, Ze deti sa hrali s matematikou, boli schopné objavovat’ netrividlne matematickeé
pojmy uZ vo vel'mi nizkom veku (diZka, vzdialenost, uhol, $tvorec, trojuholnik, ...)

e pomocou korytnac¢ky savel'mi elegantne deti zoznamuju s prvymi pojmami algoritmizicie

Jazyk Logo preSiel mnohymi fézami, pricom ngjv&si rozmach zaznamena v 90-tych rokoch.
U nés zndme Comenius Logo bolo urcené ngjma pre zékladné a stredné skoly. Vzniklo zaciatkom
90-tych rokov a bolo vyvinuté pre platformu Windows 3.1. Tato verzia bola vel'mi Uspesna g
v mnohych inych krajinéch.

V marci roku 2001 sa naStartoval ngjnovsi nasledovnik tohto Loga. Nakolko tento Start zacal
v Anglicku firmou Logotron (www.logo.com) dostal ndzov IMAGINE s podtitulom moderny n&
stroj na skumanie, konstruovanie a prezentovanie. Vd’aka medzinarodnému projektu Esprit —
Pathways (Vel'ka Britania, Portugalsko, Svédsko a Slovensko) sa v tomto prostredi vyvinulo nie-
kol'ko vel'mi zaujimavych aplikécii: ciel'om tohoto projektu bolo skimat’, ako deti vo vekove) sku-
pine 5 az 9 rokov chapu pravidl4 hry, ako st schopni ich modifikovat’, resp. vytvérat’ nové hry so
svojimi vlastnymi pravidlami.

Predpokladané vyuZzitie Imagine:

e rychly vyvoj drobnych aplikécii pre predskolakov a ngjmensie deti — toto by mohli zvladnut’ &i-
kovnejSi weitelia, resp. Studenti — buduci ucitelia

pre Ziakov uz g na ZS ako ich nastroj na kondtruovanie

pre vacsich na vyvoj, prezentovanie, programovanie (najméa pre gymnazistov)

v priprave budicich ucitel'ov

pre vyvoj profesionaneho softvéru pre Skoly.

Aké sl najdolezitejSie vlastnosti tohoto nového L oga:

e priame manipulacie — rieSenie problému sa ¢iastocne realizuje klikanim, t'ahanim, nastavova

nim vlastnosti, vyberom z obrazkovych ponuk a pod.

je priamo podporovana jednoducha animéacia (g animovaneé stbory GIF)

sucast’'ou je jednoducheé kreslenie do pozadia — zjednoduSeny skicar

spolupréaca s internetom:

zobrazovanie stranok z internetu (webove linky)

publikovanie Imagine projektov nainternete pomocou plug-in

beZiace aplikécie v Imagine mbZu navzgom cez internet komunikovat’, napr. posielat’ Si spra-

vy, texty, obrazky, indtrukcie g objekty

multimédia— Imagine je vlastne autorské prostredie na tvorbu multimedid nych prezentacii

e pracas hlasovym vstupom a vystupom — Imagine vie vyuzit moznosti Windows na generova-
nie hlasu, resp. rozpoznavanie hlasovych povelov



objektovo orientované programovanie — pravdepodobne starSie deti — Studenti strednych $kol sa
moézu zoznamit' s OOP — Imagine, poskytuje napr. dynamické viacnasobné dedenie, klonova-
nie, vytvaranie novych tried a pod.

paralelné procesy, programovanie pomocou udalosti, ...

Viem s predstavit, ze Imagine moze prispiet’ aj skolskegl matematike:

da sa v nom vypracovat’ metodika, resp. Specializovany softvér pre konstrukénl geometriu
(nie¢o podobné ako Cabri geometria)

ucitel matematiky moze g pomocou svojich Studentov pripravovat’ zaujimavé programy pre
podporu matematického myslenia — Studenti budu urcite vel'mi radi a ucitel’ mé pri nich Sancu
saco to z informatiky naucit’

Imagine sa da pouZit’ g ako inteligentny néstroj na vytvéranie prezentacii — ucitel’ si méze pri-
pravit vyklad nového uciva g s ukaézkami na pocitgi, pricom méze vyuZit multimediane
aanimatné moznosti Loga.

Dufam, Ze v priebehu niekolkych rokov vznikne ngima vd’aka budicim ucitefom matematiky

ainformatiky na FMFI vel'ké mnozstvo uzZitocného a indpirativneho softvéru, ktory bude bud’ pou-
Zitel'ny priamo vo vyucovani, alebo vd’aka nemu sa vytvoria zaujimavé didaktické poméocky.



MONITOR 2001 -PILOTNE TESTOVANIE MATURANTOV

Vladimir Burjan, EXAM, Bratidava

REFORMA MATURITNYCH SKUSOK

Na Slovensku sa pripravuje reforma maturitnych skiSok. Ide o jeden z najvécsich a najvyznamnej-
Sich reformnych krokov v naSom 3kolstve od roku 1990. Hlavnym ciel'om reformy je zabezpetit
adekvatnu Uroven maturitngl skisky, zvySit jg objektivnost, vdiditu, reliabilitu a komparabilitu.
V&etky tieto kroky by mai viest' k tomu, Ze vysoké Skoly budl vo va&Se) miere akceptovat’ vysed-
Ky maturity v ramci prijimacieho konania a perspektivne sa tak odbura nezmyselna duplicita v tes-
tovani maturantov. Hlavnou zmenou, ktora ma zabezpetit dosiahnutie uvedenych cielov ma byt
rozsirenie maturitngl skisky o extern pisomnu ¢ast, t. j. 0 centrdine zadavané a vyhodnocované
pisomneé testy. SU¢asna administracia testov celgj populéacii maturantov a nésledné rychle a spo-
Irahlivé centralne spracovanie vydedkov je nielen odborne, ae g organizacne vel'mi zloZity pro-
jekt, ktory nie je mozné spustit naostro bez dékladného predchédzajiceho overenia vsetkych
postupov. Preto sa uz od 3k. roku 1998/99 kazdoro¢ne uskutoériuje tzv. pilotné testovanie maturan-
tov. Oficidnym gestorom reformy maturitnych skiok je Statny pedagogicky Ustav, ktory vak
zatial' nie je persondne ani technicky vybaveny na realizovanie takychto rozsiahlych a komplex-
nych testovani. V&etky tri dotergSie pilotné testovania (MONITOR 99, MONITOR 2000 g
MONITOR 2001) pre SPU realizovala firma EXAM, ktoré sa natto problematiku dlhodobo $pe-
cidizuje a ma potrebné vybavenie g know-how.

MONITOR 2001 - CO BOLO NOVE?

Pilotné testovanie maturantov je z roka na rok rozsiahlejSim a komplexnejSim projektom. Postupne
narasta pocet zapojenych 3kél. pocet testovanych Ziakov, pocet testovanych predmetov, pocet
otvorenych otazok (hodnotenych centrdne ucitel'mi), zvy3uje sa Uroven zabezpecenia atd’. V tom-
to &. roku prebehlo testovanie uz na 378 strednych Skoléch (184 G, 144 SOS, 50 SOU). Bolo
spracovanych celkovo 63 246 testov, zhruba rovnaké mnoZstvo Ziackych dotaznikov a niekol'ko
tisic ucitel'skych dotaznikov. Celkovo bolo administrovanych 9 réznych typov testov: Slovensky
jazyk a literatdra (§-1) pre gymnézia, Slovensky jazyk aliteratdra (Sj-2) pre SOS aSOU,
Madarsky jazyk a literatira, Matematika M-1 pre gymnézia, Matematika M-2 pre SOS a SOU,
Anglicky jazyk Aj-1 (pre pokrocilych), Anglicky jazyk Aj-2 (pre zatiato¢nikov), Nemecky jazyk
(pre pokrogilych), Franclzsky jazyk (pre z&iatoc¢nikov). Oproti viangsku sa podstatne zvysila
Urovei zabezpetenia testov pred neZiaducim Unikom informacii. Testy boli na Skoly dorucené
osobitnou kuriérskou sluzbou iba 24 hodin pred administréciou, pricom boli zaliate do celofano-
vych folii. Na viac ako polovici 3kl kontrolovali reguldrny priebeh administrécie pracovnici
Skolskel inSpekcie. VSetky testy obsahujuce otvorené otazky boli hodnotené centralne (teda nie na
Skolach, kde sa testy pisali). Bolo zriadenych 25 hodnotiacich centier po celom Slovensku, v kto-
rych takmer 500 zaskolenych ugitel'ov hodnotilo testy s otvorenymi otézkami.

HLAVNE ZISTENIA

Hoci hlavnym cielom pilotnych testovani je odskiSat logistiku a organizéciu jednotlivych féaz
celého procesu (od tvorby testov cez ich grafické spracovanie, tlag, balenie, expedovanie, hodnote-
nie a2 po Statistické spracovanie vydedkov a ich zadanie koldm), vyznamnym ,vedl'gsim pro-
duktom” testovania je ziskanie komplexného obrazu o Urovni vedomosti maturantov v jednotli-
vych testovanych predmetoch. Ziskané objektivne data umoZziuju posudzovat' celkovl Uroven
vystupov Skolského systému (na Urovni celgl populacie maturantov), ako g na Urovni jednotlivych
&0l ¢i tried. Umoziiuju robit’ porovnania z hladiska typu 3koly (gymnézium, SOS, SOU), jg zria-



d'ovatel’a (Stétne, sikromné, cirkevne 3koly), sidla Skoly (kraj), vyucovacieho jazyka a pod. VSetky
zvergjiiované informécie st predbeZzne anonymné (vo vetkych materidloch s vysledkami st pouZzi-
vané kody 3kol, pricom kazdé Skola poznaiba viastny kod).

V prednaske budl uvedené a stru¢ne analyzované zékladné vydedky MONITOR-u 2001 v jed-
notlivych predmetoch, osobitne viak v matematike.

PROBLEM HRANICNEHO SKORE

Vo v&etkych ugitel'skych dotaznikoch bola nasledujlca otézka:
V teste (... oznacenie testu ... ) mZe Ziak ziskar maximélne (... body ...) bodov. Aké by malo byr
hranicné skore, t. j. najniZSi pocet bodov, ktory musi Zak dosiahnuf, aby mu bolo priznang, Ze
207 externi cas’ maturitngj skasky z (... nazov predmetu ...)?

Na miestach zatvoriek boli v kazdom dotazniku uvedené oznatenie testu, maximany pocet bodov
anazov prislusného predmetu.

V otézke bol definovany pojem hrani¢ného skore (resp. hrani¢negj Uspesnosti) ako minimalny vy-
dedok, ktory by mal byt postatujlci pre absolvovanie externg ¢asti skusky (bez ohl'adu na znam-
ku, ktord bude za toto minimdlne skére udelend). Mensi bodovy zisk, resp. nizSu percentuanu
aspednost uz wditelia nepovaZuju za postaéujicu na absolvovanie pisomng cCasti skusky.
Vzhradom na prekvapujlce vysedky tejto ankety je potrebné zdbraznit, Ze ucitelia boli v dotazni-
ku poZiadani o stanovenie hranicného skore pre konkrétny test, ktory ich Ziaci pisali v ramci
MONITOR-u 2001.

Vydedky ukazali, Zze nézory jednotlivych predmetovych komisii sa v tejto otédzke diametralne
rozchadzaju (ato g v hodnoteni toho istého testu). Preto sme pre kazdy test vypocitali tri hodnoty:
priemer 10 % ngjnizSich navrhovanych hodnbt (toto ¢islo reprezentuje priemerny nézor ,,benevo-
lentnych* PK), priemer 10 % najvysSich navrhovanych hodnét (toto ¢islo reprezentuje priemerny
nézor , ngjprisngiSich* PK) a priemer ndvrhov vetkych PK.

Graf 2.11. (na dalSg strane) zachytéva pre kazdy predmet (resp. test) tieto tri hodnoty. Z grafu
vidno, Ze s vynimkou mad’arského jazyka a literatiry a matematiky M-1 (na gymnéziéch) je vo
v&etkych predmetoch situécia zhruba rovnak&

e najprisngjSie PK poZaduju, aby hrani¢né skore bolo niekde okolo 70 %,
e namierngSie PK poZaduju, aby hrani¢né skore bolo niekde okolo 30 %,
e priemernd hodnota za vetky PK sa pohybuje okolo 50 %.

Vynimku tvori iba mad’arsky jazyk a literatara, kde je rozptyl nazorov jednotlivych PK omnoho
menSi ako v ostatnych predmetoch, ¢o treba hodnotit’ kladne. Druhou vynimkou je test M-1, kde
priemerny navrh , prisnych* PK dosahuje asi 65 % a priemerny nazor v3etkych PK je 40 %.

Vel'mi dolezitou je otazka, do ake miery sl tieto nazory ucitel'ov realistické a ako by vyzerali vy-
dedky externgj ¢asti maturitnych skisok, keby bolo hrani¢né skére stanovené podla nazoru
ucitelov. O tom vypoveda graf 2.12. (na dalSg strane). Za hrani¢né skére v jednotlivych testoch
bola prijata priemerna hodnota navrhovana vsetkymi PK. Nasledne bolo zistené, kolko testova-
nych Ziakov v jednotlivych predmetoch by tento rok dosiahlo aebo prekrocilo tito hrani¢nd hod-
notu, a teda by externi ¢ast’ skudky absolvovali. Cim je stipec nizsi, tym menej Ziakov spinilo kri-
térium stanovené ucite’'mi v podobe navrhovaného hrani¢ného skore.

Vysledky st alarmujuce: Iba v pripade jediného testu — z mad’arského jazyka a literatiry — moz-
no hovorit' 0 akceptovatel’nom stave, i ked’ aj v tomto pripade by pocet Ziakov, ktori by neabsolvo-
vali externu ¢ast’ skusky, dosiahol 7 %, ¢o je odhadom 10-nasobok si¢asného stavu. V ostatnych



predmetoch by v3ak situacia bola omnoho horSia a zreme spolocensky neakceptovatel’'n& podiel
maturantov, ktori by neuspeli v externgj ¢asti, sa pohybuje okolo 40 %, ba dokonca v pripade testu
M-2 (SOS a SOU) je to aZ 76 %. Tieto &isla poukazuj( na doslovni priepast medzi odakavaniami
¢i narokmi weitel'ov a skutocnymi vedomostami Ziakov, ktoré si schopni na skiske preukézat.
Tuato priepast bude potrebné v budlcnosti preklendt’. ZniZzovanie hrani¢ného skore pod cca 40 %
v&ak nie je mozné, pretoze pri testoch s vyberom odpovede by sa tym neprijatel’ne zvysila pravde-
podobnost nahodného dosiahnutia hranicného skére hédanim. Jedingm redlnym vychodiskom je
zniZenie Urovne testov, ¢o sa vSak u mnohych ugitelov nepochybne stretne s nesthlasom a s pou-
kazmi na degradovanie Urovne maturitngj skusky. Ide o vézny problém akompetentni by sa nim
mali ¢o najskor zatat’ vézne zaoberat .

2.11. UgitePmi navrhované hraniéné skore
pre jednotlivé testy (priemerné hodnoty)
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Priemerna Uspesnost vsetkych

100 %

testovanych ziakov Skoly

VYSLEDKY MONITOR-u 2001V PREDMETE MATEMATIKA

TaZisko prednésky bude tvorit prezentécia a anayza vysledkov v predmete matematika. Tu uve-
dieme iba niektore zaujimavé vysedky.

Jednym z najzaujimavejSich a ngjdiskutovanejSich vystupov pilotnych testovani st |, rebricky*
vetkych testovanych 3kél, tried a Ziakov (opét’ pripominame, Ze zatial' Sl zvergjitiované iba v ano-
nymnej podobe). Graficky rebricek kél je zndzornenim poradia vSetkych zapojenych 3kol. Kazdy
stipec grafu predstavuje vysledok jednej Skoly. Vzhladom na velky pocet k6l si stipce tenké
aciastotne splyvaju. Vyska stipca udéava priemernt tspesnost’ véetkych Ziakov, ktori v dang Skole
pisai prisdudny test. Priemernou UspeSnostou sa pritom rozumie, kol’ko % bodov (z maximaneho
moZného poétu) Ziaci Skoly v teste ziskali. Skoly st zoradené podl'a dosiahnutého vysledku od naj-
lepSich (vI'avo) po najdlabSie (vpravo).

Graficky rebricek k6l ziskava na zaujimavosti tym, Ze pri kazdej Skole je vyznaceny g d’alsi
Udag) — priemerna zndmka v3etkych testovanych Ziakov v predmete testu (ide o zndmku z posledné-
ho vysved¢enia). Tato hodnota je vyznatend nad kazdou Skolou a jednotlivé hodnoty si pospgjané
Ciarami do ¢iarového grafu. K tymto hodnotam sa vzt'ahuje sekundérna zvidé os (vpravo). Ak by
znamky na vysved¢eniach Uzko korelovali so skutocnymi vedomostami Ziakov, tak ako ich preja
vili v teste, mala by krivka priemernych znamok klesat’ umerne tomu, ako klesa priemerny vysle-
dok Ziakov Skoly. Ako v3ak z grafu vidno, nie je tomu tak a krivka priemernych zndmok vykazuje
(vo v&etkych predmetoch) nepravidelné oscilacie nestivisiace s vysdedkom Ziakov v teste. Hlavnou
pricinou tohto javu je skuto¢nost’, Ze hodnotenie Ziakov v jednotlivych Skolach nie je navzgom
koordinované — neexistuju presi objektivne jednotiace kritéria

3.2. Porovnanie vysledkov jednotlivych skél (M-1)
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4.2. Rozdelenie hrubych skore (M-1, obe formy)
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4.5. Obt’aznost’ jednotlivych aloh (M-1, 1. €ast)
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VPLYV FORMATU MATEMATICKEJ ULOHY NA JEJ OBTAZNOST

Jednou z tém, ktoré ngjcastejSie rezonuju v diskusiéch o reforme maturitngl skisky a o externych
testoch, je otézka formatu uloh pouzitych v testoch. Osobitne v matematickych kruhoch prebieha
miestami burliva diskusia o tom, ¢i je pouZitie Uloh s vyberom odpovede opodstatnené a ¢i tento
typ uloh testuje skuto¢né matematické vedomosti. Dizajn tohtoro¢ného pilotného testovania bol
navrhnuty tak, aby umoznil vniest’ trochu svetla do tejto zavaznel problematiky. Bolo vytvorenych
12 dvojic uloh, ktoré boli do jednotlivych testovych foriem zaradené vzdy v dvoch variantoch: raz
ako uzavretd Uloha s vyberom odpovede (s 5 aternativami, z ktorych je prave jedna spréavna) araz
ako otvorena otazka, v ktorgl mali Ziaci sami napisat’ vysledok, ku ktorému sa dopracovali. V kaz-
dom z tychto formétov boli Ulohy rieSené niekol'kymi tisicmi Ziakov zo stoviek tried maturitného
ro¢nika. Vysedky porovnania vysledkov Ziakov v oboch formach mozno zhruba zhrnit' do nasle-
dovnych bodov:

potvrdil sa (vSeobecne akceptovany) predpoklad, Ze Ulohy s vyberom odpovede st vo vieobec-
nosti pre Ziakov o nie¢o I'ahSie, ako Ulohy s tvorbou odpovede. Priemerny rozdiel v Uspednosti
je vaak ibacca 10 %, ¢o je pomerne nizka hodnota.

e u mnohych tloh nebol Ziadny rozdiel medzi UspeSnostou Ziakov v otvorengj a v uzavretej for-
me. Pokial' by sa perspektivne podarilo tvorbu testov zorganizovat' tak, aby bolo mozné tlohy
vopred pilotovat’, bolo by vhodné vyberat’ do uzavretych testov iba (alebo prevazne) takeé ulo-
hy, u ktorych sa vopred empiricky overilo, Ze nie st prili§ senzitivne na formu zadania.

e vyskytli sa g Ulohy, ktoré dopadli v uzavretej forme (s distraktormi) horSie ako v otvoreng).
Ide o Ulohy, v ktorych distraktory reprezentuju typické Ziacke chyby alebo mylné predstavy.

e U niekol’kych dloh bol pomerne vel'ky rozdiel medzi GspeSnostou Ziakov v otvoreng) a v uza-
vretg] forme — Ziaci boli 0 30 — 40 % Uspesngi§i, ked’ riesili Ulohu s pondknutymi alternativny-
mi odpoved’ami. Z hibSg analyzy takychto pripadov vyplynulo pravdepodobné vysvetlenie:
pontkané moznosti obsahuju nejakd informéciu, ktoré Ziakom pomaha lepSie pochopit” samot-
né zadanie Ulohy. Tu je ukézka jedne) takej Ulohy:

Istd agentara uskutocnila prieskum o pocte deti
na vzorke 1000 rodin. Graf znazorfiuje zistené

relativne pocetnosti rodin s jednotlivymi poctami *

% oslovenych rodin

deti. Aky bol priemerny poget deti v tejto vzorke w2 P00

1000 rodin? 0 1 2 3 4 8 poget
© deti

(A) 1 (B) 1,84 (C) 1,94

D) 2 (E) 2,25

V pripade tegjto ulohy je tou dbleZitou ,,doplnkovou informéciou” fakt, Ze vysedok méze byt
desatinné ¢ido. Ukézalo satotiz, Ze vatSina Ziakov automaticky (avsak chybne) predpokladala, ze
vysledok musi byt prirodzené ¢ido (ked'Ze ide o pocet deti v rodine). Ti Ziaci, ktori riesili Ulohu
ako otvorenu, vo vaiSine pripadov udavali ako odpoved’ 2, pricom tato odpoved’ bola hodnotena
ako nesprédvna. Naproti tomu u Ziakov, ktori riesili Ulohu v uzavretej forme, sa omnoho castejSie
vyskytovala vol'ba aternativy (C) 1,94, ktora predstavovala spravnu odpoved'.
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TESTY OCAMI UCITELOV A ZIAKOV

SU¢astou pilotného testovania maturantov je kazdoro¢ne g administrécia vel'mi podrobnych uci-
tel'skych a Ziackych dotaznikov. V nich maju ucitelia a Ziaci moznost vyjadrit sa (bezprostredne
po administracii testov) k jednotlivym aspektom pouZitych testov. Analyza ich odpovedi a ndzorov
je cennych zdrojom informécii ngjma pre tvorcov testov, ae g pre organizétorov a redlizatorov
testovania (SPU, EXAM). Hoci sa v weitel'skych dotaznikoch vyskytuji & jednotlivé konkrétne
vyhrady a kritické pripomienky (r6zneho charakteru), celkovo mozno kondtatovat, Ze testy su
(kazdy rok) ucitelmi hodnotené prevaZzne pozitivhe. Osobitne doleZity je ndzor ucitelov na tri
z&kladné aspekty kazdého testu: jeho slilad s u¢ebnymi osnovami, mieru Standardnosti pouZitych
poloZiek a obt'aznost’ testu pre Studentov. V tychto otézkach dochédza kazdorocne k zaujimavému
javu: hoci prevaznd vacSina ucitelov hodnoti testy ako Uzko slvisiace sosnovami, tandardné
a primerane naro¢né, vysledky Ziakov tomu nezodpovedaju.
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OPAKOVANIE BEZ HODNOTENIA

Matus Harminc, Prirodovedecka fakulta UPJS, KoSice

V Skole sU situacie, ked’ je potrebné zistit” irovei vedomosti deti. Nie vZdy je vhodné toto zistova
nie uzatvarat' hodnotenim znamkami. V nasledujucich riadkoch stru¢ne popiSeme metodu, ktoru
sme pre tento U¢el rozpracovali.

Ucitel’ pripravi tlohy zamerané podl'a potreby nato ucivo, ktorého zvladnutie chece zistit'. Tvori
ich z prikladov, ktoré maju viac rieSeni. Znenia Uloh nesmu byt dihé, aby ich bolo mozné riedit” bez
zapisu, len po vypocuti si Ulohy. Je mozné pomdct” detom obrazkom alebo zoznamom ¢isel na
tabul'u. Na skupiny rozdelené trieda — napriklad po piatich — rieSi po vypocuti kazdu Ulohu a kazda
skupina zapiSe svoju odpoved’, pre ktoru sa spolo¢ne rozhodne. Uvedieme ukazky troch typov dloh
z uciva o zlomkoch:

1. Uved’ dva Zlomky, z ktorych kazdy sa d& rozsiriz’ (prirodzenym ¢islom vacsim nez jedna) na
20/42 alebo na 12/24.

2. Pomocou Styroch réznych cifier a Z2omkovych ciar (a nicoho iného) utvor ¢o najvacsi zlozeny
Zlomok.

3. Napis ¢o najviac (usporiadanych) trojic Zlomkov s ¢itatelom rovnym jednej a prirodzenymi me-
novate/mi tak, aby sicet kazdg trojice bol jedna polovica.

Prva dlohu vyhodnocujeme tak, Ze za nespravnu odpoved’ (iny zlomok nez 10/21, 1/2, 2/4, 3/6,
4/8 a 6/12) neziska skupina Ziaden bod. Ak vSetky skupiny uvedd niektord zo sprédvnych moznosti,
ziskavaju zanu po jednom bode. Ak len jedna skupina nema nejaky zlomok, ostatné skupiny za je-
ho uvedenie ziskavaju dva body,..., ak je niektora odpoved’ ojedineld — ma ju iba jedna skupina —
bodovy zisk za iu je rovny poctu skupin deti. U druhe ulohy zoradime zlomky podl'a velkosti
apocénic nggmenSim udelime jeden bod, dva body, ..., a2 po poc¢et roznych spravnych zlozenych
zlomkov. Za nespravny zlomok body neudelime. V tretgl Ulohe opét” akceptujeme len spravne od-
povede (trojice menovatelov su 3,7,42; 3,8,24; 3,9,18; 3,10,15; 3,12,12; 4,5,20; 4,6,12; 4,8,8;
5,5,10; 6,6,6). Tentoraz udelime jeden bod skupinam, ktoré maju ngjmensi pocet spravnych trojic
(ale aspon jednu). ZavySSi pocet trojic postupne pridavame po bode.

Ako saukézalo v priebehu ukézky av diskusii 0 ngj, matato metdda opakovania nielen moznosti
vyuzitia, ae g dabiny. Zaradenie ukazky do programu tohtoroéného EXODu Pytagoras ich odhali-
lo aprispelo k uvedomeniu s ich existencie a podstaty. PodrobnejSie je opakovanie uc¢iva a doplio-
vanie vedomosti naznacenym spésobom rozoberanév [1] av [2].

[1] M. Harminc: Zozndmte sa: Opakovacia metdda Zriedkavec, Orava Journal, Vol. 1 (2000),
No. 4, 36 — 37

[2] M. Harminc, |. SemaniSinova The Rareer, Method of Repetition, The Eighth Czech-Polish
Math. School, Usti nad Labem, June 2001 (v tlac)
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STRUKTUROVANIE MATEMATICKYCH VEDOMOSTI?

Milan Hejny, Pedagogicka fakulta, Karlova Univerzita, Praha

1. UvVOoD

Skuste si vyrieSit' nasledujucu Ulohu: V rovine sii dané 4 rozne body S;, S, X aZ. N§jdite otoce-
nier; so stredom S; aotocenier;, so stredom S,, tak, aby platilo r, (ri(X)) = Z.

Uvedend uloha, ktora k didaktickému vyskumu odporucil kol. Milan Ko¢andre, bola zadana stre-
doskolakom, ucitefom strednych skol, g Studentom MFF. Analyzy tychto rieSeni, ktoré v rokoch
1994 — 1996 uskutocnila lva Maechova (1996) ukazali, Ze pre niektorych riesitel'ov je Uloha jedno-
ducha, pre inych vel'mi narocna.

Ti rieSitelia, ktori sazamerali na hl'adanie bodu Y = ry(X) skimanim rovnoramennych trojuhol ni-
kov XSY aZS,Y pracovali diho a nie vzdy s uspeSnym koncom. Ti, ktori si nakredlili kruznicu kq
so stredom S; a polomerom | X S| akruznicu ko so stredom S, a polomerom |2S,| boli hotovi
okamzite. Podstata rozdielu oboch pristupov spociva v kognitivnom Style rieSitela. Prvi rieSitelia
postupovali konceptualne — nakredlili finalny obrazok a zatali ho analyzovat’. Druha skupinariesite-
'ov postupovala procesudne — stav ,,oto¢eni€” nahradili procesom , ot&anie” arieSenie ihned’ vide-
li.

Pri opdtovnom prezerani analyz |. Malechovel ma napadlo, ¢i sa tu neprejavuje g d’alSi faktor
kognitivneho Stylu — Strukturacia. Tato myslienka zrela v mojom vedomi pér rokov. Cez jg prizmu
som opéatovne c¢ital niektoré kapitoly z Aristotela, Bella, Poppera, Kvasza, van Hieleovcov a Vopen-
ku (pozri odkazy v literatare). MySlienka Strukturacie bola obohacovana spolupracou s viacerymi
kolegami. Boli to S. Bednarovd, S. Domoradzki, D. Jirotkova, J. Kratochvilova, M. Kubinova,
F. Kutina, N. Stehlikova, E. Swoboda, M.Ticha, J. Vi&iovska, J. Zhouf, J. Zabka a A. Zeromska
(odkazy v literatire).

V zgjati otézky , Co to je budovanie matematickej &truktary? som tito tému navrhol na pracov-
nu skupinu (working group) CERME. Téma bola programovym vyborom prijata a tak vo februari
2001 v Marianskych Laznach na druhej konferencii CERME mala WG1 nédzov Building mathema-
tical structure. V skupine odznelo osem prispevkov, medzi nim tri prazské Hejny (2001), Krato-
chvilova (2001) a Stehlikova-Jirotkova (2001). Tento ¢lanok je venovany prezentécii myslienok
prvého z uvedenych prispevkov, rozsirenych o niektoré d’alSie podnety.

2. FORMULACIA PROBLEMU

V polovici 20. storocia vrcholil vo vyvoji matematického myslenia prad Bourbakiho. Bourbaki
nebol ¢lovek z mésa a kosti, ale pseudonym skupiny mladych franctzskych vynikajucich matemati-
kov, ktori sa rozhodli napisat” Architekturu matematiky, mnohozvézkovi encyklopédiu matematic-
kého poznania polovice 20. storocia osnovani ha pojmoch mnoZzina a prvok mnoziny. Kazda mate-
matické disciplina bola v tomto diele pojata ako &ruktira a prezentované axiomaticky. Struktirou
v tomto zmysle sa rozumie univerzalna mnozina, na ktoregl sl zavedené r6zne operécie, relacie,
stubory podmnoZzin ap. Pripomenme niektoré: (N,+,X, |) teda prirodzené ¢idla, s¢itanie, nasobenie
adelitel'nost, d’algj: projektivnarovina, aebo grupa, alebo graf, ...

NaSa pozornost’ je obratena k matematickej Struktdre vnimangj inak: k tej, ktora je uloZzena vo
vedomi ¢loveka, tedak &truktire matematickych vedomosti individua (SMV1).

! Sttdia vypracovana s podporou vyskumného zameru VZ J13/98:1141200002 (garant S. Stech).
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3. POKUSO OSVETLENIE POIMU SMVI
Pozrime na autority.

Podrl'a Piageta ma mentélna Struktara tri charakteristiky:

1. Struktdramatotalitu,
2. Struktury sazmociujeme transformaciou a
3. Struktiraje autoregulativna

Prva a tretia charakteristika hovori o vlastnosti Struktary, druha o jg konstruovani. Stru¢né for-
mulécie st priliS vSeobecné a potrebovali by podrobné vysvetlenie. To autor tohto ¢lanku nie je
schopny podat’.

Podra Gestalt-psychol 6gie je mentdlna Struktura riadena Styrmi vlastnost'ami:

1. Struktira priptstarozsirenie; ak niekto poznacast’ dtruktury, pozna g jej rozsirenie,
2. Struktiramdze byt nazerand ako ¢ast’ jemneiSg &ruktiry,...(N,+) je ¢astou (N,+,X)
3. Struktiramoze byt nazeranaako ast’ &irdgj Struktdry,...  (N,+) leZi vnitri (Z,+)
4. Struktira méze byt izomorfnasinou Struktdrou. E'jeizomorfnasR

Stvorica my3lienok je indpirujlca, ale neoznaiuje podstatu nasho ponimania SMV|1. Naviac prva
Z uvedenych vypovedi obsahuje dve tvrdenia. Prvé je nepochybne pravdivé, ale druhé je problema-
tické. Ziak, ktory pozna &ruktdru realnych gisel, nemusi vobec poznat’ dtruktiru komplexnych Gisel,
ktora je rozSirenim predodlg.

Podl'a nasho nézoru podstatu SMVI vystihol Alan Bell (1993) slovami : ,,...a fundamental fact
about learned material is that richly connected bodies of knowledge are well retained; isolated ele-
ments are quickly lost.” Tato idea previazanosti poznatkov, idea , connectedness’ je podstatou
SMVI v naSom ponimani:

SMVI je mnohovrstvova dynamicka siet’, ktorej uzlikmi sii poznatky ako pojmy, fakty,
vzt'ahy, schémy, priklady, postupy, riesitel’ské stratégie, algoritmy, argumenty, hypotézy,...
Uvedena siet’ prepoj uje navzajom jednotlivé uzliky - ¢im je siet’ huste Sia, tym je kvalitng Sia.
Siet’ jednotlivé, uzliky* organizuje a hierarchizuje.

V minulosti sme mali moznost’ poznat’ viacerych Ziakov svysokym Strukturaénym apetitom.
V pedagogickych dennikoch mame o tychto Ziakoch viacero za&znamov svedciacich o ich snahe svo-
je poznanie organizovat’ a niekedy dokoncai hierarchizovat'. Casto kredlili obrézky, taburky, grafy,
prehlady, pisali zoznamy, snaZili sa usporiadat’ urcity stbor javov, uvidiet' ho ako Struktaru. Pri-
znacnym rysom vSetkych tychto postupov bola vel'mi ¢asta reStrukturalizacia. Jeden deil sa pochva
lili peknym prehladom, , ktory im umoznil naplno porozumiet’ daneg problematike®, druhy den
oznémili, Ze ich prehl'ad je nepresny a d’alSi den priniedli , teraz uz bezchybny prehlad”. Ten sa pri-
rodzene po par dinoch stal nedokonalym. Skoro v3etci z tychto Ziakov svojimi dnesnymi intel ektual -
nymi vykonmi ukazujl vysoku Uroven Spekulativneho myslenia.

Strukturacny apetit je podla naSich skisenosti silny diagnosticky rys matematicky, a asi g inte-
lektudlne talentovaného Ziaka. Pritom Strukturécia prebieha vo vedomi Ziaka autonémne, Ziak od-
mietainy ponukany prehl'ad, ale vita debaty o vliasthom prehl'ade.

4. BOLZANO-POPPEROVE SVETY VEDOMIA A KULTURY

Bertrand Bolzano v préaci Wissenschaftslehre vydang v roku 1837 v prvom diele v 826 upozor-
nuje na potrebu odliSit’ poznanu pravdu a pravdu o sebe. (Bolzano, 1981, s. 66). Tato hiboké Gvaha
viedla Karla Poppera k myslienke rozdelit” celé, obklopujuce nas univerzum (vratane nas samych)
do troch svetov: sveta veci, sveta vedomia a sveta kultary. BlizSie pozri K Popper (1997, s.67, adebo
1995, s. 173), alebo Hejny-Kurina (1999). Na moznost’ vyuzit Bolzano-Popperovo delenie univerza
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g Vv oblasti didaktiky matematiky ako prvy upozornil kolega FrantiSek Kufina. Dodajme, Ze v na
Som ponimani je pévodny Kuiinov pristup mierne pozmeneny. Napriklad i v tom, Ze prvy svet Upl-
ne vypustame z nasich Gvah. Pozornost zameriame iba na druhy a treti svet a naich vzgjomné pre-
pojenie.

Druhy svet Karla Poppera je svet I'udskych vedomi, svet interny. Sem patri obsah vedomia kaz-
dého Zijuceho, popripade uz i nezijuceho ¢loveka, v kazdom ¢asovom okamZiku. Teda g mySlien-
kovy proces Ziaka, ktory rieSi matematickd ulohu. Akonéhle Ziak svoje myslienky poloZi na papier a
tak ich urobi pristupné pre d’alSich I'udi, prenasaich z druhého sveta do tretieho sveta.

Treti svet Karla Poppera je svet kultlry, svet externy. Sem patria vSetky F'udskym vedomim vy-
tvorené javy: rec, pismo, ndbozZenstvo, hudba, Pytagorova veta, ritudly, kucharske recepty, matema-
tické pojmy, Ziakovo rieSenie ulohy napisané na papieri. Dodajme, Ze v priebehu rieSenia Ziak (ale
vlastne kazdy ¢lovek) ¢asto napiSe nieco, comu iny ¢lovek nerozumie. Tento napis, ktory nemozno
povaZzovat’ za sUcast’ tretieho sveta, lebo nie je zrozumitel'ny inym 'ud’'om, sme v monografii Hejny-
Stehlikova (1999, s. 66) nazvali sukromna informacia. V uvedeng praci problém vzt'ahu druhého
atretieho sveta podrobne analyzujeme.

V celom ¢&lanku dosledne rozlidujeme medzi internym a externym svetom. Struktdra matematic-
kych vedomosti ndlezi do interného sveta, teda do vedomia istého ¢loveka. Naproti tomu to, ¢o lezi
v externom svete, teda mimo vedomie ¢loveka, to ¢o mozno ngst’ napisané na papieri, budeme vo-
lat’ Prostredie matematickej Struktdry (PMS). Euklidove Z&klady a vySSie spominané Bourbakiho
Architektira matematiky st velkolepé priklady PMS. Pozrime na niektoré d’al&e PMS vhodné na
Studium javu Strukturacie.

5. PRIKLADY PROSTREDI MATEMATICKYCH STRUKTUR (PSM)

V %olskg matematike je velky pocet ngima aritmetickych &ruktdr: (N,+), (N,+x), (N, |),
(Q,*+x), (Z,+,-), ap. To, Ze sajedna o Struktdru spociatku Ziaci vobec nevidia a tento néro¢ny po-
hr'ad si osvojuje iba pomaly a dihodobo. Ked’ chceme Ziakovi, ktory uz ma dostatocne vysoky stu-
pen Spekulativneho myslenia g isté matematické vedomosti ukazat® cestu k javu Struktary, mézeme
k tomu U¢inne pouZit’ niektor( , nedkolskd® &truktdru. Sest’ takych &ruktir tu uvedieme. V3etky né-
lezia do tretieho sveta Karla Poppera, teda do sveta kultury.

Struktara V - St¢tové trojuholniky. Trojuholnikom dimenzie 4, a b c d

(znak V,4) rozumieme tabul’ku 10 ¢isdl a, b,..., j pre ktoré plati: e f g
atb=¢ b+c=f, ctd=g, etf = h, f+g =i, h+i =|. Ked st z tychto h i
¢isdl dané 4 , nezavid €', sl tym uréené vaetky ¢islatrojuholnika. J-

Struktura A, — Redukovanu aritmetiku (jedna sa v podstate o aritmetiku zvy3kovych tried), ngjmé
pre n = 2 pozri Stehlikova (2001)

Struktara T — Triddou rozumieme usporiadant trojicu prirodzenych &isel (a,b,c) pre ktoru ¢ = a+b.
Struktiru triad ako néstroj didaktického vyskumu pouZila Kratochvilova (2001).

Struktura Grid — Stvoreekovany aebo trojuholnikovy, alebo Sestuholnikovy papier. Cela paleta
partikulérnych struktdr je uvedenav skriptéch Hejny, Jirotkova (1999).

Struktdra (M,-0-) — mnoZina bodov priamky, roviny, alebo priestoru s bindrnou operéciou , stred
dvojice bodov“. V knihe Heginy (1990) su v kontexte tgjto Struktdry modelované niektoré velké
my8lienky geometrie — napriklad ddkaz tvrdenia nerieSitelnosti trisekcie uhla.

Struktara (N,%) — mnozina N s binarnou operéciou % danou predpisom a%b = ab + a + b. Dote-
raz sme tuto Strukturu vo vyskumoch nepouzili. Napriklad dat” siedmakom ngjst’ vSetky ¢isla, ktoré
sadaju vyjadrit’ iba pomocou cislice 1, operacie % a zatvoriek (ilustrécia 14 = (1%1)% (1%1)).
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6. STRUKTURA PARTIKULARNA A STRUKTURA UNIVERZALNA

Idea ¢iastocne prevzata z Gestalt-psychol dgie (pozri hore). Oba pojmy uvedené v nadpise osvetli-
me na prikladoch.

Univerzalna Struktura stuctovych trojuholnikov V = {V,;n = 2,3/4,... } sa sklad& z postupnosti
V2, V3, V4, Vs, partikularnych Struktdr.

Podobne, ak redukovanu aritmetiku A,. nazerame ako svojbytna Strukturu, tak o nej hovorime
ako o &trukture partikulérnej. Ak uvazujeme o stbore vSetkych tychto redukovanych aritmetik A = =
{Ann=1,23,... } tak hovorime o &ruktdre univerzang.

Aj u triad méZeme okrem univerzalng Struktlry uvazovat’ partikularne Struktdry uréené jedinym
koretfiovym prvkom. Teda napriklad mnoZina T, vetkych naslednikov prvku (n,n,2n) tvori partiku-
l&rnu podstruktaru Struktury triad. Vzt'ah univerzalngj Struktury aje partikulérnych struktdr je v pri-
pade tridd jednoduchy (niet tu v podstate rozdielu v naro¢nosti), v pripade stii¢tovych trojuholnikov
jezlozitgSi av pripade A- Struktdry vel'mi narocny.

Prvék, ktory sa uci rétat’ ngjprv s jednocifernymi ¢islami, potom s dvojcifernymi, d'alg strojci-
fernymi,... napreduje v podstate postupnym rozSirovanim partikularnegj Struktary. Piatak ma uz
predstavu Struktdry univerzalnegj — v3etkych prirodzenych ¢isdl. .

7. OBJAVOVANIE STRUKTURY

Pokusili sme sa mapovat’ spésoby objavovania struktur. Vychadzali sme z metody paralely me-
dzi onto- afylo-genézou: v historii matematiky sme hl'adali rozli¢né spdsoby objavovania Struktary
(grupa, pole, sféricka geometria, projektivna geometria, analyticka geometria, analytické funkcie,
variatny pocet,...) aporovnavali stym naSe pedagogické, pripadne introspekcné skisenosti.

Porovnavanie ukézalo, Ze metodu paralely treba aplikovat’ vel'mi citlivo. Treba upozornit’ nggma
na dve skuto¢nosti, ktoré si prekazkou priameho pouZzitia tejto metody.

Prva. Historicky proces Strukturacie je vzdy tapanim. K tvorbe Struktiry sa dospieva cez viaceré
redtrukturalizécie, cez mnohé omyly a okl'uky. Ziakovi ¢ posluch&ovi je matematika davana spo-
sobom, ktory uz v svojom zakladnom pléne, v osnovach, u¢ebniciach i vyu¢ovani méa zabudované
hotové Struktary. Tento program obmedzuje vaznejSie okl'uky a dihodobé omyly, umoziuje rychle
napredovanie, ale okliest'uje autonomiu Ziaka.

Druha. Historicka strukturécia (napriklad euklidovskej planimetrie, redlnych cisel, tedrie mnozin,
pravdepodobnosti, ...) bola ¢asto intelektudlne ve'mi ndro¢na na rozsah vedomosti a preto je vo
vacSine pripadov neuskuto¢nitel'na v ontogenéze.

Obe uvedené prekézky pouzitia metddy genetickej paralely je mozné do urcite) miery prekonat’.

Prva prek&zku prekoname tak, Zze sa nezameriame na cely Strukturacny proces, ale iba na motivacné
dominanty, ktoré Strukturacny proces vyvolali a dolezité impulzy, ktoré sav nom vyskytli. llustrécie
takych impulzov budi uvedené nizsie.
Druht prekazku mozno prekonat’ pomocou simulécie. Ngdeme taky kontext v ktorom je na jedno-
duchom matematickom obsahu mozné simulovat’ Strukturaciu narocnej matematickej oblasti. Oby-
¢ajne nie cell &rukturaciu, ae aspon niektorg jg vyznamné myslienky. UZ v ¢asti 4. sme uviedli,
Ze &ruktdru (M,-o-) sme pouzili na simuléciu dékazu tvrdenia nerieSitel'nosti trisekcie uhla. V na-
Sg Strukture iSlo o to, Ze nastrojom, ktorym mozno polit’ isetku nemozno zostrojit’ bod, ktory deli
danu Usec¢ku v pomere 1:2. N&S dokaz je simuléciou ddékazu znameho z histérie: namiesto konstruk-
cierozSirovania poli tu ide o kondtrukciu pol'a zlomkov n/2".

8. TYPY OBJAVOVANIA STRUKTURY

Uvedieme pat’ spdsobov objavovania Struktary, ktoré sa nam podarilo doteraz identifikovat'. Hra-
nice medzi jednotlivymi spdsobmi sU neostré, ¢asto je mozné ten isty objav zaradit’ do dvoch ¢i via-
cerych pripadov.

Organizaciou stiboru poznatkov. Spociatku st tu viac-menegj izolované poznatky bez Struktary. Su-
bor poznatkov narasta a stava sa ucelengjsi, poznatky st ¢oraz viac navzgom prepojené. Clovek s
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cely stbor sponténne organizuje a prileZitostne g reorganizuje. Potom moZe prist’ potreba, celt or-
ganizéciu presne formulovat’. V tomto okamZiku za¢ina vedomy Strukturacny proces. Proces Struk-
turécie je dlhodoby aide iba pomaly.
Abstrakciou abstraktne nizsich Struktdr, ktoré st tu v roli separovanych ¢i univerzalnych modelov
budlce abstraktnejsgj struktiry. Jadrom tejto Strukturacie je objavenie nového organizacného prin-
cipu. Ten potom ¢asto slUZi na reorganizéciu viacerych povodnych Struktdr.
ZovSeobecnenim existujucich struktar. Narozdiel od predchédzajlce) abstrakcie tu nie je nutné ob-
javit novy princip. Stati zovSeobecnit’ Specifické principy uz objavené.
Prenosom znamej existujuce] Struktdry do nového kontextu. Novy kontext byva my3ienkovo né&
roéneiSi a casto i prekvapiveisi. Hodnotné s ngjméa myslienky, ktoré popisuju rozdiel oboch kon-
textov. Tie mozu viest k vytvoreniu novej, nadradene Struktdry, ktora potom vznika abstrakciou.
Specidnym pripadom prenosu je rozsirenie kontextu. Tu sa povodna Struktdra stava ¢astou novej
v3eobecneSg Struktury, ktoratrati niektoré vlastnosti Struktiry pdvodne.
Uéelovo, ako néstroj na rieSenie naro¢ného problému. RieSenie problému vyZzaduje ziskat' novy
ahlboky vhrad do istgj oblasti. K tomu je nutné tito oblast’ Strukturovat’.

Konkrétny objavitel'sky proces méze v sebe amalgamovat’ viacero spésobov. Pripady ilustruje-
me.

8.1. Struktira vytvorena organizaciou poznatkov

Uz v &vrtom storoci pred Kristom mali Gréci rozsiahle matematické poznatky. Bolo urobenych
niekol’ko pokusov tieto poznatky organizovat. Okolo roku 300 pred. Kr. napisal Euklides slavne
Z&lady, v ktorych do uceleného systému zorganizoval skoro celé vtedajSie matematické poznanie.
Princip organizéacie prevzal Euklides zfilozofie. Do zakladov stavby dal substancie bod, ciaru,
priamku, incidenciu a zhodnost” (¢i vzdialenost). Tieto substancie potom previazal zakladnymi
vlastnostami — axiomami a postulatmi.

Inym prikladom je Strukturovanie, presnejSie vytvorenie, logiky. Bohaty subor logickych vzt'ahov
a ngma sofistickych ,,chytakov* rozpracoval a do uceleng tedrie stmelil Aristoteles v pardielng
préci Organon. Ako organizacny princip zvolil schému sylogizmu.

Prejdime od histérie k Ziakovi. Ked’ prvak objavi, Ze stitanie 3 + 6 + 7 + 4 mozno urobit’ Sikovne
(stitat’ ngjprv 3 + 7 apotom 6 + 4), tak na Urovni poznania v ¢innosti objavil komutativny zakon,
ktory je jednym zo stipov Struktiry (N,+). Neskor tento Ziak zisti, Ze vyraz 3—7 + 5 mazmysel, ho-
ci jeho prvacast’ 3—7 zmysel nema. To je d'asi kisok objavu struktary (N,+), ktory je uz navyse g
dobrou propedeutikou k neskorSiemu objavu rozsireng Struktury (Z,+).

Ucitel’ka ucila siedmakov algoritmus rozkladu prirodzeného ¢isla na prvocisla takto: nagjprv ¢islo
delime ¢islom 2 tak diho, az dostaneme ¢islo neparne. To ¢islo delime ¢islom 3 tak diho, dokial’ sa
da Cidlo ¢o ostalo delime ¢islo 5 tak diho dokial’ sa da. Potom postupujeme k ¢islam 7, 11, 13, ...
Lenka ale pri rozklade ¢isla 3000 postupovala svojsky: 3000 = 3.1000 = 3.10.10.10=3.25.25.25=
3.2°5°. Objavila novy postup, pri ktorom nevdojak pouZila véZny &rukturdny poznatok: existuju
rézne cesty rozkladu, ale vysledny rozklad je (az na poradie rozlozenych cisel) jediny.

8.2. Struktira objavenéa abstrakciou

Typickym prikladom je Erlangensky program Felixa Kleina. (V orgleichende Betrachtungen uber
neuere geometrische forschungen, 1872). V Uvode préace Klein najprv piSe (prelozené z ruského
prekladu) ,Medz objavmi, ktoré boli urobené v oblasti geometrie za poslednych 50 rokov, prvé
miesto naleZi rozvoji projektivneg] geometrie Dae Klein osvetl'uje dva zakladné principy budova-
nia geometrie — metricky a projektivny. Potom sa pyta,, ¢i neexistuje vSeobecny princip, z ktorého by
plynuli obe metddy?” Ukazuje, Ze tym principom je novy pohl'ad na geometriu: geometriaje dvojica
(M,G), kde M je mnozina bodov a G je grupa transformécii mnoziny M. Namiesto geometrickych
Utvarov, ktoré az do Kleina hrali hlavnu tlohu v geometrickych Gvahach, dal F. Klein do zakladov
geometrickej Struktlry pojem transformécie.
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Prejdime k Ziakovi. V knihe Heiny a kol. (1990, s. 33-34) piSeme ako tretiak Tomas objavil, Ze
v Strukture st¢tovych trojuholnikov Vs jednotlivé ¢isla prvého riadku prispeju k spodnému cislu.
Par rokov neskér rozpracoval tato myslienku iny Ziak, siedmak Pet’o, ktory prisiel nato, Ze kazdy
trojuholnik V4 méze byt pisany ako scet Styroch , jednoduchych® trojuholnikov. Tak nazval troj-
uholnik, ktorého prvy riadok obsahuje tri nuly ajedno nenulové ¢islo. Tuto mySlienku pouzival nie-
len k rieSeniu, aei k tvorbe novych dloh. Stala sa jeho organizacnym principom Struktar V,. Mys$-
lienka je blizka k myslienke rozkladu vektora do bazy a je simulaciou myslienky bazy vektorového
priestorul.

8.3. Struktira objavena zovieobecnenim

Struktdru grupy (G,*) mozno chépat’ ako zoveobecnenie &ruktdr (Z,+), (Qs,.), (Sibor vietkych
rovinnych izometrii, skladanie izometrii), (sibor vsetkych permutacii mnoziny M, skladanie permu-
tacii), (mnozZina vSetkych regularnych matic nxn, nasobenie matic), atd. Namiesto konkrétnych
mnozin Z, Q., stbor rovinnych izometrii, sibor permutacii mnoziny M, mnoZina regularnych matic,
atd. je zoberieme v3eobecni mnozinu G a namiesto binarnych operécii +, ., 0, 0, ndsobenie matic,
zoberieme binarnu operéciu * o ktoregj poZadujeme aby spliiovala zndme vzt'ahy vyvodené zo vzta
hov konkrétnych pripadov. Tak sa pojem grupy zavédza na vysokej skole, ak salen nepostupuje tvr-
do axiomaticky.

Rozdiel medzi abstrakciou a zovSeobecnenim je zasadny. U abstrakcie ide o objav novej podsta-
ty, pri zovSeobecneni iba o vybratie toho, ¢o je spolocné v dobre zndamych situaciach.

Proces Strukturovania zovSeobectiovanim mozno skimat® pomocou metddy uvoltiovania sirad-
nic/parametra (pozri Hejny akol. 1990, s. 404-414 a Hejny-Jirotkova 1999, s. 28-36).

8.4. Struktira objavena prenosom

Sféricka geometria budovana gréckymi matematikmi vznikala prenosom geometrie euklidovske.
Trigonometria oboch vznikala sicasne. Analyza funkcii viacerych rednych premennych g analy-
tické funkcie su rozSirenim (i zovSeobecnenim) funkcie jedng redlng premennegj. Variatny pocet
vznikol prenosom myslienky ,, nekonecne malgl zmeny“ z ¢isel nafunkcie a krivky. Samozrejme, zZe
vo vSetkych uvedenych prikladoch prenos sam nestatil. Bolo potrebné odhalit’ nové pojmy, nové
vzt'ahy, nové situécie.

Peknym Ziackym prikladom objavu principu prenosu struktar bola tloha, ktort dal svojim spolu-
Ziakom siedmak Emil: vytvorit magicky Stvorec 3x3, v ktorom je 9 réznych ¢isel (tie nemusia ist’
bezprostredne za sebou) a stin kazdych troch &isel v riadku &i kazdych troch v stipci, ¢i kazdych
troch v diagonalejeten isty. K tgjto situécii saobsirne vrétimev priklad 4 v ¢asti 11.

Iny priklad prenosu vhodny pre Ziakov je prechod od Stvoréekového papiera k papieru trojuhol-
nikovému. Napriklad skimanie Pickovej formuly natrojuhol nikovom papieri.

8.5. Struktira objavena t¢elovo

Jedné sa objav, ku ktorému dochédza akoby mimochodom. Struktdra tu nie je spociatku v strede
zaujmu objavitel'a. Jeho pozornost’ je sustredena na rieSenie iného problému. Cesta k rieSeniu de
vedie cez vytvorenie novej, dovtedy nepoznang Struktdry. Z histérie mozno uviest’ viacero prikla-
dov. My sa obmedzime nadva.

Problém rovnobeziek mal ku koncu 17. storocia uz dvojtisicrocnu histériu. Mnohé pokusy doké
zat’ piaty Euklidov postulat (danym bodom mozno s danou priamkou viest' prave jednu rovnobezku)
neviedli k Zelanému vysledku. Italsky matematik Saccheri priSiel s myslienkou nahradit’ tento postu-
|&t jeho negéciou a vytvorit’ tak novy axiomaticky systém akejsi nove] geometrie. Veril, Ze taka geo-
metria nembZe existovat’ ateda pri jg tvorbe sa djde ku sporu. Tym by bol piaty postulat dokéaza-
ny. Saccheriho my3lienku do konca doviedli nezavisle na sebe Gauss, Lobatevsky a Bolyai. Kazdy
z nich vytvoril &truktdru novel planimetrie, dnes nazyvanej menom Lobatevského.

Pilierom &truktiry algebry je grupa. Spoluobjavitelom grupy bol na pociatku 19. storocia Evaris-
te Galois. Pri hl'adani postupu rieSenia rovnice piateho stupna doSiel Galois k poznaniu, Ze , vzorec*
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na ngjdenie korerov neexistuje. Namiesto procesu hl'adania koreriov dal do stredu pozornosti kon-
cept — Struktaru vSetkych korenov rovnice piateho stupna. Tento krok bol proceptualny transfer. Ak
ma rovnica Ax> + Bx* + Cx® + Dx? + Ex + F= 0 korenep, q, I, s, t kde A,...F st raciondne (teda
celé) cidaa p,...t cidakomplexng, tak uvazujeme pole, ktoré vznikne z pol'a raciondnych ¢isel Q
rozSirenim o prvky p,...t. Toto pole Q(p,q.r,st) je tvorené vsetkymi ¢islami f(p,q,r,s,t)/g(p,q.r,s:t),
kde f i g si polynomy spiatimi premennymi a g(p,q,r,s,t) # 0. Posledny krok konstrukcie je tvorba
grupy G izomorfizmov pol'a Q(p,q.r,st). Rieditel'nost’ pdvodnej rovnice piateho stupia je ekviva
lentndistej podmienke o grupe G.

9. METODY SKUMANIA SMVI?

Uvédzame pat metdd pouzitelnych pri &ddiu SMVI. Vetky boli uz pouZité pred viac ako 15
rokmi pri skimani fenoménu formanosti poznania a pri jeho diagnostikovani. Navrhované pouZitie
je ibamodifikéciou predchédzajticeho.

Vysvetli mySlienku (prvocislo, obsah Gtvaru, zlomok, trojuholnik, Pytagorova veta) svojmu @) spo-
luziakovi, b) mladdiemu strodencovi/priatelovi. Kvalitu SMVI mozno posidit’ podla toho, do akej
miery vysvetl'ovanie opakuje to, ¢o bolo Ziakovi prediozené v 3kole. Cim autonémnejSe je jeho vy-
svetlovanie, tym kvalitngj&iaje SMV1.2

Priklad 1. Osemro¢ny chlapec sa pytal starSg sestry, ¢o to je percento. Dievéa mu ukézalo vzorce:
percento = 100 ¢ast’/zéklad, z = 100¢/p, ¢ = pz/100. Chlapec stym nebol spokojny. Povedal , Nepy-
tam sat’a, ako sato réta, ale o to j€*. Dievéa nebolo schopné na tito otazku odpovedat’. Pojem per-
centa nemal o Strukturovany.

Popis dany pojem neStandardnym sposobom. Napriklad definuj pojem , kruznica' bez pouZzitia poj-
mu vzdialenost’ (dizka, zhodnost,...), alebo definuj , najmensi spolocny nasobok dvoch prirodze-
nych ¢isel” bez pouZitia pojmov nésobok, delitel’ (nasobenie, sicin, delenie,...). Oby¢ajne Ziak od-
povie, Ze sato nedd, pretoze je presvedceny, ze kazdy pojem majedinud definiciu — td, ¢o je napisana
v u¢ebnici. Dokonca sme poznali Studenta, budiceho ucitela matematiky, ktory trval na tom, Ze
v dobre budovang] matematike ma kazdy pojem ibajednu definiciu avsetky d’alSie st uz vety.

PouZi nestandardny spdsob zépisu. Napriklad Ziadame Studenta, aby pisal T5 namiesto +5 a3 na-
miesto —3. Je zaujimavé, Ze piataci Si pri tejto zmene pocing U lepsie ako 6smaci, ktori maju stéle
sklony prepisat’ Sipkovu symboliku do znamienkovej. NarocnejSie je Ziadat” Ziakov, aby pocitali po-
mocou rimskych ¢isel. Napriklad, aby vynasobili LXI aCCIL.

Dand tlohu vyrieS s obmedzenymi prostriedkami. Napriklad néjdi stred strany narysovaného obdiz-

nika pomocou (ibal) pravitka. Alebo vynasob ¢o ngjlspornejSie dve 10-miestne ¢isla na kalkulacke,
ktor& méiba 12-miestny display.

Odvod’ jednu mySlienku z ingj. Napriklad vzorec pre obsah lichobeZnika zo vzorca pre obsah troju-
holnika. Alebo vzorec pre sin(a-3) zo vzorcasin(o+) = sinoe cos + coso sinf.

10. SKUMANIE SMVI

Ako sme uz uviedli vy&ie, SMVI je budovana dihodobo a preto jg &tadium ,in vitro* méaiba ob-
medzeny dosah. Myslime, Ze komplexné porozumenie budovania SMV|I je mozné iba pri dihodo-
bom pozorovani individua. To je uskuto¢nitelné najlepSie tak, Zze s weitel’ vedie dennik o (aspon

2V tejto sivislosti treba poukézat’ na Skody, ktoré vo vedomi Ziakov a Studentov pachame my wéitelia, ked’
od nich vyzadujeme imitaciu nasich rieSitel'skych postupov a reprodukciu u¢ebnice. NaSa mladez je tak sys-
tematicky vedena k presvedéeniu, Ze u¢it’ sa znamena reprodukovat’. Z praxe vieme, Ze niektori jedinci tlaku
Skoly odolaju a stanui sav Zivote UspeSnymi 'ud’'mi.
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niektorych) Ziakoch svojg triedy, ktort uci aspon 2-3 roky. Na zéklade takého materidlu je uz, pod-
I'anésho ndzoru, mozné robit’ nadejné a hiboké analyzy.

Pri skimani dokumentécie, ktorti som vytvoril v priebehu skoro 10-ro¢ného vyucovania na ZS
v dobe od roku 1975 do roku 1989 som dospel k poznaniu, ze je vel'mi tazke identifikovar tie javy,
ktoré mozno chapat’ ako tvorbu SMVI. V podstate kazda nova myslienka, ktord si Ziak sam objavil,
alebo aspon osvojil, prispela, aebo aspor mohla prispiet’, k tvorbe SMVI. 3

Napriek tomu je asi mozné zaostrit” pozornost’ na tri javy, ktoré pri skiumani tvorbe SMVI hrgju
osobitne vyznamnu rolu:
1. objavenie sa otazky tykajlcej sa &ruktiry niektorej oblasti matematiky (Co to je? Ako to pracu-
je? Preco jeto tak, ako to je? Ako tieto dve myslienky navzgom sivisia?)
objavenie sa strategického matematického problému
odhalenie sividlosti dvoch ¢i viacerych dovtedy oddel enych poznatkov
organizovanie, popripadei hierarchizovanie niektorého stiboru poznatkov
rozsirenie (zovSeobecnenie) istého poznatku
snaha ngjst’ inu, nestandardnu riesitel'sku stratégiu
potreba vyjasnit’ si pripadni disharmoniu medzi vedomostami
reorganizécia existujuce struktary

© © N o gk~ wODN

nagdenie vzt'ahu medzi dvomi Struktarami
10. konstruovanie abstraktnejSej Struktary
11. spisanie (grafické uchopenie) vytvoreng organizacie siboru poznatkov.
Niektoré z uvedenych javov budeme ilustrovat’ v nasledujlcej casti. Niektoré su podrobne ilus-
trované a analyzované v pracach Kratochvilovel a Stehlikove-Jirotkovej v tomto zborniku.

11. ODHALENIE SUVISLOSTI MEDZI DVOMI POZNATKAMI

Priklad 2. Na stole lezala hracia kocka a trgja Stvrtaci Adam, Ben a Cyril mali povedat’, aky je pocet
bodiek na spodne stene kocky. VSetci pouZili stratégiu , ktora chyba?* Zistili, Zze naviditel'nych ste-
nach sl ¢idla 1, 2, 4, 5 a 6. Z toho usudili, Ze na spodngj, neviditel'ng stene je ¢islo 3. Opakovali
sme experiment este trikrét a potom boli hodené dve kocky. Tentoraz Ben ihned’ spravne urcil obe
ukryté ¢isla. Vysvetlil, Ze pochopil, Ze ¢islo dole mozno ur¢it’ podl'a cisla hore. Tie si vZdy dvojica
Tie tri dvojice s pamété: 2-5, 1-6, 4-3.” Adam and Cyril ihned’ pochopili Benovu my3lienku. Zia-
den z chlapcov nepovedal, Ze stcet tychto opozitnych ¢isel musi byt 7.

Nasledujuci deit sme urobili rovnaky experiment, ale s oktaédrom. Pri prvom pokuse chlapci
opét’ pouzili stratégiu , ktora chyba?‘. Adam potom vzal kocku a podrobne si ju prezeral. Cheel si
zrggme zapamaétat’ Styri dvojice protil'ahlych ¢isel. To samu podarilo, lebo pri druhom pokuse Adam
rychlo poveda spravny vysledok. Hned” dodal, Ze oproti sebesi 3a6,1a8, 7a2 a4 ab. Ben
povedal, Ze Adam ma dobri pamét’. Adam odpovedal, Ze to nie je tazké, lebo oproti malému cislu
jevzdy cido velké; ,¢im menSieje jedno, tym vacSie je druhé* dodal.

Po par dinoch sme hru hrali opét’, tentoraz s dodekaedronom (pravidelnym 12-stenom). Cyril chy-
bal, tak tu boli iba Adam a Ben. Adam eSte pred prvym hodom Ziadal, Ze si chce prezriet” kocku.
Ben oponoval, Zeto nie je spravodlivé. Hned ale povedal, Ze teda dobre, ale on si tie dvojice zapise.
Obagja chlapci s zacali pisat’ svoj zoznam. Po chvili, ked” mali napisané iba 4 dvojice Ben vykrikol
»trinast’ je vzdy*. Objavil, Ze sicet oproti sebe leziacich ¢isel je 13. Bol vesely a vystatoval sa, ako
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to objavil. Adam pochopil my3lienku Bena. a povedal, Zei u oktaédra to bolo tak. Tam ale si¢et bol
9 au kocky to bolo 7. Teraz uz nebolo o ¢o hrat'.

Potom som pripravil ikosaéder (pravidelny 20-sten) na ktorom som Benom objavené pravidlo na
rusil. Asi po polhodine som chlapcov Ziadal, aby sme hrali tu istt hru stouto novou kockou. Pove-
dal somim, Ze je to 20-sten. Ben sa pre istotu opytal, ¢i je teda nakocke 20 ¢isel. Pri prvom hode na
horng stene bolo ¢islo 12. Ben povedal ,, dole je osem”. Ja som o tom zapochyboval, ale Adam po-
veda ,urcite*. Hned’ sa zh&il a opravil Bena na devét’. K Adamovi dodal, Ze musia vziat’ o jednu
viac. Opét” som zapochyboval, ale chlapci boli isti odpoved’ou. Opatrne som zdvihol kocku a ukazal
na spodnej stene ¢islo 3. Adam vzal kocku do ruky, obaja ju prezerali a Ben povedal ,to je falosna
kocka'".

Uvedeny experiment obsahuje 6 objavov, ktoré chlapci urobili. Stratégiu , ktoré ¢islo chyba?"
poznali uz skér a preto ju medzi objavy nezarad’'ujeme. Objavy chlapcov:

a) Cidlanaprotil'ahlych stenach tvoria péry; ak ich poznés, 'ahko dant Glohu vyrieSis (hexaéder).

b) V kazdom pére je jedno malé a jedno velke ¢islo; ¢im je to malé menSie, tym je to vel'ké ¢islo
vacSie (oktaéder).

C) SUcet ¢isel kazdého protil’ahlého paru na dodekaédre je konstantné.

d) Pravidlo, objavené na dodekaédri plati i hexaéder a oktaéder ateda musi platit’ a naikosaédri.

€) l|kosaéder, naktorom pravidlo neplati, je falosny.

Tri z uvedenych my3ienok mozno povazovat' za kroky vedtice k tvorbe SMVI. Pozorovania a)
ab) pripravuju cestu objavu c¢) ktory navzgom prepoji sériu Siestich ¢iastoénych poznatkov
protil'ahlych parov: 1-12, 2-11, 3-10, 4-9, 5-8 a 6-7. SG¢asne pravidlo mozno chapat” ako princip,
ktory uvedenu Sesticu parov organizuje.

V jazyku mechanizmu poznavacieho procesu mozno vysledky pozorovania a) a b) povazovat' za
separované modely budlceho poznania, objav c) za odkrytie univerzalneho modelu, ktory sa ae
ihned” stava abstraktnym poznanim, |ebo je vSeobecne formulovany a aplikovany na vSetky typy ko-
ciek, ktoré nemusia byt' nutne pravidelnym telesom, staci napriklad aby boli konvexné a stredovo
stimerné.

12. NAJDENIE VZTAHU MEDZI DVOMI STRUKTURAMI
Uvedieme dveilustracie Ziackych objavov vztahu medzi dvomi Struktdrami.

Priklad 3. V piatom ro¢niku sme hrali niekol’ko NIM-ovskych hier. Pre niektoré z nich Ziaci nadli g
vyhréavagUce stratégie. Ale pre dvojkopovy NIM charakteristiky 4° stratégiu nenadli. Pre malé ¢isla
m, n stratégiu nadli, ale veobecné rieSenie sa napriek Usiliu viacerych Ziakov nikomu nepodarilo
najst’.

O rok neskor, v Siestom roé¢niku sme Ziakom ukézali hru VSTUP DO ROHU*. Stratégiu tejto hry
nie je tazké objavit’ pomocou kriZikovania kritickych® &tvoréekov. Najprv oznatime krizikom ro-

® Dané st dve kopy kametiov. Na jednej je m a na druhej n kametiov. Dvaja hr&i striedavo bert bud’ F'ubo-
volny nenulovy pocet kameriov z jednej kopy, alebo k kamenov z kazdej kopy, pricom 1 < k < 4. Hr&s ktory
berie posledny kameii vyhrava.

* 1hriskom je tvoréekovany obdiznik majlci u stipcov a v riadkov. Na oznatenie &vorsekov pouZijeme si-
radnicovy systém: lavy dolny Stvoréek bude mat’ siradnice (1,1), pravy dolny Stvoréek bude (u,1), lavy
horny Stvoréek (1,v) a pravy horny bude (u,v). Naiom leZi na zagiatku hry kameii. Dvaja hr&si sa pravidelne
striedaju v tahoch. Tah je posunutie kametia dol'ava alebo nadol, aspoii o jeden Stvoriek, alebo uhloprietne
nadol-dol'ava o aspori jeden a najviac 4 Stvoréeky. Hrag, ktory vstlpi kameriom do rohu (1,1) vit'azi. (BlizSie
pozri zvézok 53 z MO edicie Skola mladych matematikov: Gatial-Hejny-Hecht, 1961.)
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hoveé pole (1,1), lebo ked’ sa kamei dostane na toto pole, hrés, ktory je natahu uz tahat” nemé kam
aprehral. Potom ako nekritické Skrtneme vSetky polia, z ktorych sajedinym t'ahom da dojst’ na pole
(1,2): { (Ly), I<y<v} U {(x,1) 1<x<u} U {(x,x), 1<x<5}. Vidime, Ze kritické musia byt" policka
(2,3) a(3,2). Ozntimeich krizikmi a postupujeme takto d’'algj.

Ked’ Danka nadla v3etky kritické policka Stvorcového ihriska 20 x 20, s radost’ou ukézala pekny
vzor, ktory jg vySid, triede. Povedala, Ze teraz uz s kymkol'vek tito hru vyhra Ben po chvili po-
vedal, Ze uZ pozna g stratégiu pre dvojkopovy NIM charakteristiky 4. Chlapec objavil izomorfiz-
mus oboch hier. Ked’ zacal spoluziakom vysvetl'ovat’ svoj objav, bola jeho re¢ dost” popletena, ale
traja mu porozumeli a potom v priebehu dvoch dni uz vsetci Ziaci ideu izomorfizmu vedeli pouZzit'.
Pre Benai niektorych d’aSich bol tento objav spojeny s pocitmi vel'kel radosti.

Objav izomorfizmu v uvedenom priklade bol pripraveny ucitefom. nasledujlci priklad ukaze
izomorfizmus, ktory bol objaveny samostatnym Ziakom.

Priklad 4. UZ od Stvrtého ro¢niku niektori Ziaci vymyslali magické stvorce. Kazdy novy objav bol
zvergineny na nastenke. V priebehu Styroch rokov satu nakopilo do dvoch tuctov rozli¢nych magic-
kych &tvorcov. VySe polovice z nich naSiel Emil, ktory sa vel'mi usilova ngjst’ vSeobecny postup
konstrukcie magického stvorca. V siedmom roc¢niku priSiel Emil sdlohou, ktord sme uviedli uz
v ¢asti 7.4: n§st’ ,, ndsobilkovy” magicky Stvorec 3x3. Emil Ulohu riesil tak, Ze vzal normdny ma-
gicky Stvorec (pre operéciu stitania) a kazdé ¢islo n nahradil v iom za ¢islo 2". Emil bol svojim ob-
javom nad3eny a vel'mi sklamany tym, Ze nik v triede o jeho Ulohu ngjavil zaujem. Citil som, ze
partnera mu musim robit” sam. Tvaril som sa, Ze rieSenie nepoznam a Ziadal som Emila, aby mi
uviedol jeden priklad. On po chvili vahania odmietol, Ze to by mi prezradil navod. Druhy defi som
Emilovi ukézal svojerieSenie: prvy riadok 39 366, 256, 46656, druhy riadok 9216, 7776, 6561, treti
riadok 1296, 236196, 1536. Emila moje rieSenie prekvapilo a pytal sa, ako som ho objavil. Tentoraz
som odmietol povedat’ svoj navod ja. Emilovi sa moje rieSenie nep&ilo, vray ma prilis vel'ke ¢ida.
Tak som mu sl'Ubil na druhy dei priniest’ rieSenie obsahujuce nagjviac trojmiestne ¢isla. To ¢o som
priniesol bolo v podstate to rieSenie, ktoré objavil i Emil. On ale uz o moje rieSenie negjavil zaujem,
pretoZze sam doma skimal moje rieSenie a odhalil spdsob, ktorym som ¢udné rieSenie zostrojil. Da-
lo mu to vel'a prace, pretoze bol svojim objavom vel’mi nadSeny.

Emil v 6smom ro¢niku vytvoril viacero zaujimavych nasobilkovych magickych Stvorcov typu 3 x
3, 8 4 x 4. Napriklad naSiel taky Stvorec typu 3 x 3 v ktorom najvacSie ¢ido je 36°. Pytal sa ¢i
existuje taky Stvorec, ktorého ngimensie ¢islo je menSie ako 36. Myslim, Ze neexistuje, ale dokaz
nepoznam.

llustrécia ukazuje tyri typy krokov tvorby MSVI, opisané v ¢asti 9.

1. Objavenie sa strategického matematického problému vo vedomi Ziaka. Emilov problém spocival
v snahe n§jst’ ndvod na konstrukciu magického Stvorca.

2. Ngdenie vzt'ahu medzi dvomi Struktdrami, konkrétne medzi (N,+) a(N,*).

3. Potreba vyjasnit’ si pripadnu disharméniu medzi vedomost'ami. Taku disharméniu prinieslo do
mysle Emila moje ¢udné rieSenie. Na odhalenie tvorby toho rieSenia bolo treba nemalé Gsilie
avynaliezavost.

4. RozSirenie (zovSeobecnenie) istého poznatku. Poznatok, ktory Emil ziskal analyzou ucitel'ovho
rieSeniavyuzil k d’alSiemu skdmaniu nésobilkovych magickych stvorcov.

> Stvoréek (p,g) nazveme kriticky, ak hrés, ktory je na tahu ma kameii na tomto poli¢ku a pri dobrej hre
Slperamusi nutne prehrat’.
® Emilovo rieSenie napisané po riadkoch: 12,9, 2—1, 6, 36 — 18, 4, 3.
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13. DAL S VYSKUM

DotergjSie vysledky skimania SMVI st iba mozaikou. Domnievame sa, Ze podrobna analyza
niektorych konkrétnych Strukturatnych procesov méze priniest’ systematickejSie poznanie. Zrejme
bude pokracovat’ vyskum Kratochvilovej, Stehlikovej i Jirotkovej. Okrem toho by sme saradi za-
merali na skimanie

(1) budovaniaSMVI v oblasti geometrie a kombinatorike,
(2) charakteristiky dvoch kognitivnych typov: rieSitel’ problémov a tvorca Struktr,
(3) dynamizmus procesu budovania SMVI; Ustredna otézka znie: je mozné tento proces etapizovat'?

Zaujemcov o spolupracu radi uvitame.
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PORTFOLIO V MATEMATIKE VYUCOVANEJV RAMCI
INTERNATIONAL BACCALAUREATE

Ivan JeZik, American Community School, Hillingdon, Londyn, Vel’ké Britania

AZ do roku 1999 pozostavala v International Baccalaureate (1B) maturitna skiska z matematiky
z dvoch externe hodnotenych pisomnych testov. Této ruktdra viak nespiiiala niektoré zo zamerov
vyucovania matematiky tak, ako na ne poukazovali skisenosti ucitel'ov a medzinarodny vyskum zo
zaciatku devét'desiatych rokov. Maturitnd skuska, ktora je vyvrcholenim dvojrocného studia, ned&
vala Ziakom adekvatny priestor ukézat’ niektoré vedomosti ¢i zrucnosti a ani nevytvarala pre Ziakov
autentické podmienky na to, aby mohli pocitit’ radost’ auspokojenie z objavovania. Ked’ze sa
v ramci IB kazdych pét’ rokov osnovy aktualizuju, zatala sa v roku 1995 priprava novych osnov,
podl'a ktorych sav auguste 1998 malo zacat’ ucit’ av maji roku 2000 prvykrat g maturovat’.

V tomto prispevku chcem porozpravat’ o zmenéch, ktoré nastali v hodnoteni matematiky. Budem
pritom cerpat’ predovSetkym z vyskumu a zo skusenosti kolegov a mojich vlastnych. Po¢as méjho
uZ takmer osemro¢ného pdsobenia na medzinarodnych kolach vo Svédsku, Rakusku a Anglicku
som mal prileZitost” pracovat’ ako ucitel’ a neskoér IB koordinétor so Ziakmi z mnohych krajin, s mla-
dymi Tud'mi sréznymi schopnostami, moznostami i ambiciami. Pat’ rokov prace pre International
Baccalaureate Curriculum and Assessment Centre v Cardiffe mi ako opravovatel'ovi maturitnych
pisomiek dalo Sancu zoznamit’ sa s este v&Sim poctom pristupov k Ulohdm ado istej miery g po-
stojom k matematike ako skolskému predmetu. Matematika je totiz v ramci 1B povinna, Studenti si
ale mézu vybrat’ jeden z troch moznych kurzov, Higher Level Mathematics, Mathematical Methods
aMathematical Studies. Hoci sa v tomto ¢lanku zameriam ngijmé na Higher Level Mathematics
(HLM), ¢o je pomerne narocny kurz pripravujici predovSetkym pre &tadium matematiky, prirod-
nych vied a ekondmie, mnohé veci v nom st vel'mi podobné Mathematical Methods, kurzu ktorého
narocnost’ je porovnatelna s matematikou na slovenskych gymnéziach a strednych odbornych Sko-
l&ch, apreto verim, Ze citatel'atieto Gvahy zaujmu a snad’ g inspiruju.

CIELE VYUCOVANIA MATEMATIKY

Predpoklada sa, Ze vatSina absolventov HLM sa bude matematikou zaoberat” g v rdmci univer-
zitného &tudia. Tento predmet sa zameriava na rozvijanie délezitych pojmov koherentnym sposo-
bom umozniujucim porozumenie. Snaha motivovat’ a povzbudzovat' Studentov aplikovat’ svoje ma-
tematické schopnosti na rieSenie rozli¢nych problémov zasadenych do zmysluplného kontextu je
vyvazovana Usilim o predstavenie dolezitych idei dokazu apreciznosti argumentovania. Ktorym-
kol'vek smerom sa naSe myslienky budu uberat’, bude urcite dobré mat’ na paméti, ¢o vlastne chce-
me vyuc¢ovanim matematiky dosiahnut’, aké sme s dali ciele. Ani sam neviem preco mi trvalo nie-
kol'ko rokov, kym som si plne uvedomil délezitost” takéhoto postupu.

Ciele HLM sl presne stanovené a hovoria, Ze tento kurz by mal umoznit’ kandidatom:

1. ocenit medzinarodné dimenzie matematiky a mnohonasobnost’ jg kultdrnych a historickych
perspektiv-hladisk

2. podporovat’ radost’ so zapberania sa matematickymi aktivitami arozvijat’ ocenenie krésy, sily

auzito¢nosti matematiky

rozvijat’ logické, kritické atvorivé myslenie

rozvijat’ matematické vedomosti, pojmy a principy

podnecovat’ a zjemnovat’ schopnosti abstrakcie a zovSeobeciiovania

ok w
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6. rozvijat’ trpezlivost’ avytrvalost’ pri rieSeni problémov
7. uvedomit’ si anaucit’ savyuZzivat’ potencidl technolégie v réznych matematickych kontextoch
8. komunikovat’ matematciky, jasne azrozumitel'ne, v réznych kontextoch

Na ciele navdzuju osnovy (v ramci IB detailne spracované v Mathematics Higher Level Guide,
1998) a metoddy hodnotenia. Spusta expertov sa zaobera hodnotenim z réznych uhlov pohl'adu a ne-
spocetne mnoho ¢lankov bolo napisanych na tuto tému. Autori boli inSpirovani réznymi vyskumami
z psycholdgie a pedagogiky venovanym poznavacim procesom. Nebudem sa venovat” osnovam, ale
predovSetkym sa zameriam na hodnotenie, Specidlne na sumativne hodnotenie, hodnotenie na konci
stredngj Skoly. Robim tak ngma preto, Ze s myslim, Ze zaveretné hodnotenie je ¢asto odtrhnuté od
samotného vychovno-vzdel dvacieho procesu. Ziaci vaelikde vo svete sa “musia pripravovat’ na ma-
turitné skusky”, “musia si opakovat’ akési vzorove priklady“ anakoniec je im prideleny isty pocet
bodov, ¢i ista znamka. Vystihuje ale takéto zaradenie naozaj ich matematické schopnosti avedo-
mosti, dava ndm prehl'ad o tom, ako Student zvladol napriklad ciele, ktoré sme si spominali? Mys-
lim si, Ze nie. Hodnotenie je motorom, ktory pohéia osnovy (Hoerr, 1994). Co meriame, ked’ hod-
notime a ako, uréuje vo vel'ke miere to, ¢o aako sa bude ucit'. Ak dame ziakom iba maturitny test,
strévia vel'a ¢asu pripravou nai. Zodpovedny ucitel’ bude trénovat’ svojich Ziakov, bude riesit’ typo-
vé ulohy, bude chciet’, aby jeho Ziaci dobre obstali. Ak dame Ziakom zoznam maturitnych otédzok na
Gstnu ¢ast’, v lepSom pripade ich sami vypracuju, ale podstatna ¢ast’ ich pripravy bude pozostavat’
Z memorovania. Jeto to, ¢o naozg] chceme?

Vratim sa ale konkrétne ku Higher Level Mathematics. Aby som mohol e&te presnejSie poukazat’
na potrebu zmien, vysvetlim ngjprv detailnejSie pévodny systém. Ako som uz skér spominal, do ro-
ku 2000 v HLM vysdedok maturitngl skusky zavisel od dvoch testov, ktoré kandidéti absolvovali
v mgji maturitného ro¢nika. Prvy test trval 2 hodiny a pozostaval z 20 otézok s krétkou odpoved’ou.
Kazdéa otdzka bola za Styri body. Maximany mozny pocet bol teda 80 bodov, ktoré tvorili 40% vys-
ledngj znamky. Druhy test pozostéval z piatich otazok rozdelenych do dvoch sekcii A aB. Sekcia A
mala Styri otdzky spolu za 80 bodov, v sekcii B s Student vyberal jednu volitel'na otédzku za 40 bo-
dov. Maximdlny mozny pocet bodov bol 120 bodov, ktoré tvorili 60% vysledngl zndmky. Otazky
v druhom teste boli spravidla dihdie a pozostavali z niekol’kych podotézok. Velkou vyhodou takejto
skladby samozrejme bola znatna objektivita, ked’Zze vSetci HLM kandidati na svete podstupili rov-
naky test, v mgovom IB termine ich bolo priblizne 3 500. Bodovaci systém umoznoval opravovate-
I'om udel'ovat’ body za spravnost’ a presnost’ vysledku, spravny postup, droveil argumentovania. Aj
organizacne bol systém premysleny tak, aby zabezpetil maximanu dosiahnutel’nt objektivitu opra-
vovania. Opravovatelia boli rozdeleni do timov a kazdy posiela vzorku niekol'kych prac vedicemu
timu, ktory zabezpecil moderovanie.

Systémy hodnotenia pre rozli¢né predmety su rézne av druhegj polovici osemdesiatych rokov
prevazné vatdina z nich uz obsahovala g internu zloZzku. V jazykoch to bola Ustha skiska, v dejepi-
se rozsiahlgjSia Stadia, v ekonomii projekt, v prirodovednych predmetoch zbierka laboratornych
préc. Z matematickych kurzov jedine Mathematical Studies obsahoval internd zlozku, matematicky
projekt. Kazda interna zlozka mala svoj okruh kritérii, kazdé kritérium malo viac alebo mengj de-
tailnglSie Specifikované poziadavky na splnenie jednotlivych Grovni (achievement levels). Interna
zlozka ako taka prispieval zveéagine 20% - 25% k vysledneg znamke. Hoci jeho hodnotenie bolo ex-
terne moderované na zaklade vzorky (obvykle prace piatich Ziakov réznych arovni), o vysledku pri-
marne rozhodoval ucitel. Koncom prve polovice devétdesiatych rokov, ked” sa zacalo s pripravou
nového programu pre HLM, ktory mal byt zavedeny v roku 1998 a prvykrat sa podl'a neho malo te-
damaturovat’ v roku 2000, vyvstali pre tim (curriculum development commitee) dbleZité otazky:

e Jepotrebné zaviest’ do HLM internu zlozku?

e Ak ano, aky format tejto zlozky by bol najvhodnejSi? Preco?
e Co vsetko treba premysliet pre ispednd implementéciu pripadnej novej zlozky?
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Pokisim sa postupne vyjadrit’ ku vSetkym tymto otazkam. Najprv by som chcel vSak povedat’, Ze
spusta kolegov z mnohych kutov sveta sa aktivne podiel'alo na tejto praci. Nemdzem tu spomenit’
vSetkych, ale rad by som vymenoval aspori niektorych: Peter Hamer-Hodges (Armand Hammer
United World College, USA), Paula Heinen (St Johns International School, Belgium), Barry Smith
(International School of Geneva), Ibrahim Wazir (American International School, Vienna, Austria)
aJosip Harcet (v tom ¢ase XV. Gimnazija, Zagreb, Croatia, teraz Danube International School,
Vienna).

PRECO BOLO I?OTREBNE ZMENIT HODNOTENIE A ZAVIEST V HLM
INTERNU ZLOZKU?

Uvahy, ktoré nés v IB viedli k vytvoreniu nového systému hodnotenia v HLM by som zhrnul
takto:

1. vytvorit pre Ziakov prirodzené, autentické podmienky bez stresu, ktory je ¢asto asociovany
s externymi skuskami

2. ocenit Ziaka zato, ¢o dokéze urobit’, nesnazit’ sa hl'adat’, ¢o nedokaze

3. dat’ Ziakovi ¢as a priestor skumat® cesty, ktoré sa mézu v konecnom dosledku ukazat’” neproduk-

tivne

dat’ Ziakovi ¢as apriestor vygenerovat’ dostatocny pocet Udajov, z ktorych bude moct’ urobit’ in-

duktivne zovSeobecnenia

dat’ Ziakovi ¢as a priestor pokusit’ sa o formalny dokaz tvrdeni, ktoré sformuloval

dat’ Ziakovi ¢as a priestor jasne komunikovat’ matematicky argument

dat’ Ziakovi ¢as a priestor zvazit' prakticke aplikacie matematiky

dat’ Ziakovi ¢as a priestor experimentovat’ s jemu dostupnou technol égiou (predovsetkym grafic-

ké kalkulacky arézny matematicky software)

9. dat’ Ziakovi ¢as apriestor vytvarat’ algoritmy, pripadne programy na urcité procedary

10. dat’ Ziakovi ¢as a priestor spétného pohl'adu na dosiahnuté vysledky a sformulovanie zaverov

11. umoznit’ Ziakovi diskutovat’ svoju pracu s ucite’om a spoluziakmi

12. umoznit’ Ziakovi pri praci nanovel Ulohe savracat’ sak uz vytvorenym pracam

13. umoznit’ Ziakovi skimat’ a pouZivat’ uz publikované zdroje

»

0O N O

V tychto ndzoroch sa matematicka komunita zdruZzena okolo 1B takmer jednoznatne zhodovala,
preto sme sa rozhodli, Ze sa pokusime o zavedenie nového systému hodnotenia. Nebolo pochyb, ze
nove trendy prenikli do formativneho hodnotenia. Mnoho ucitel'ov vselikde na svete robilo so Ziak-
mi pocas Skolského roku rézne sit'aze, projekty, skupinove préce, pisali sa esgje, robili prezentacie,
vymysl'ali rézne bodové systémy. Chybal vSak spsob, ako zohl'adnit” toto v sumativnom hodnote-
ni, v zaveretnegl maturitnegj skuske.

AKY FORMAT INTERNEJ ZLOZKY BY BOL NAJVHODNEJSI?

Pri hr'adani vhodného formétu sa ¢erpalo predovsetkym z vyskumu v oblasti psychologie, peda-
gogiky a didaktiky matematiky, ako g zo sklsenosti IB ucitel'ov. Spomeniem &tyri ngjzndmejSie ¢a
sopisy, ktoré sa aktivne venuju vyucovaniu matematiky: Mathematics in Schools (Mathematical
Association, Velka Britania), Mathematics Teacher (National Council for Teachers of Mathema-
tics, USA), Explore (International Schools Mathematics Teachers Foundation) aTrigon (Mathe-
matical Association of South Australia).

Krédtko sa zmienim o niektorych ¢lankoch publikovanych v ¢asopise Mathematics Teacher.
Cooney, 1996, piSe o potrebe aternativneho hodnotenia anazoroch ucitel'ov, ako g o dolezitosti
interng zlozky v matematike a okrem iného hovori: ,, Alternativne hodnotenie povzbudi Studentov
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hibSie sa zamysliet’ “. Hoci st prispevky zvéacSa z amerického prostredia, ich my3lienky st vSeobec-
ne pouzitel'ného charakteru a odrazaju témy, ktorym sa v druhegj polovici devétdesiatych rokov ve-
noval pedagogicky vyskum g inde vo svete. Mnohi autori sa venovali napr. problémom s otvore-
nym koncom atomu, ako tieto poméahaju Ziakom porozumiet’ matematike. Medzi ucitelmi je zhoda
v tom, Ze tieto davaju Ziakovi v&Si priestor na jeho iniciativu, otvaraji mu moznosti na uplatnenie
jeho pristupov ajeho spdsobu myslenia (Hancock, 1995). Ako vSak zaradit’ problém s otvorenym
koncom do maturitnej sksky, ked’ t& méjasne predpisant dizku trvania.

Mnoho knih a ¢lankov sa napisalo o komunikacii a potrebe pisania esgji v matematike.
O tom, Ze pisanie by malo byt samozrejmou sti¢ast'ou vo vyuke matematiky, pretoZze napomaha Zia-
kovmu porozumeniu matematickych pojmov hovorili uz v roku 1985 Bell aBell v ¢lanku Writing
and Mathematical Problem Solving : Arguments in Favour of Synthesis. Krétko potom, v roku
1987, saLinn vo svojg postgradudnej praci Effects of Journal Writing on Thinking Skills of High
School Geometry Students na University of Florida venuje detailnegjSie vplyvom pisania na rozvoj
myslenia. Pugalee, 1997 sa popri tychto Gvahach venuje g zname Vygotského téze, Ze pisanim
nadobudaju pre Ziaka matematické aktivity zmysel.

Burrill, 1998 sa zaobera vplyvom technolégie na vyucovanie matmatiky a zaujimavo zhria, aké
tlohy ¢i vyzvy ¢akaju weitelov, tych, ktori u¢itel'ov pripravujd, vyskumnikov, samotnych matemati-
kov ag SirSiu verginost.

Vyskum naznatoval g doéleZitost’ motivovania a povzbudzovania Ziakov do samostatného
vySetrovania a formulovania vlastnych tvrdeni, predovsetkym zdéraziiovanim myslienky, Ze Zia-
ci veriazaverom, ku ktorym pridu sami (Naraine, Hussain, 1998). O svojich skisenostiach so Ziac-
kymi portfoliami v roznych kurzoch (algebra, geometria, analyza) piSe Robinson, 1998. V kazdom
portfoliu vyZzadovala od svojich stredodkol&kov aspon pét’ préc. Ziaci si mohli vybrat’ avloZit z&pi-
sy zo skupinovych projektov, doméce Ulohy, esgje z histérie matematiky, ale i napriklad poznamky
z hodiny — v podstave ¢okol'vek, dolezité iba bolo, Ze mali pocit, Ze prave této praca prispela ich
progresu v matematike.

Do avahy pre nas prichadzali v zadsade dve moznosti projekt aebo portfolio. Ked'Ze portfolio
umozriovalo obsiahnut’ viac aspektov najnovSieho vyskumu aziskalo si vacSiu podporu ucitel'ov,
vedenie IB rozhodlo zaviest' portfolio ako st¢ast’ vyu¢ovania HLM. Rozmanitost’ nazorov a uhlov
pohl'adu vo vyskume spojena so skuto¢nost'ou, Ze IB kandidéti pochédzajuci podla poslednych Sta-
tistik zo 178 narodnosti Studuju na vel'mi rozdielnych skolach (Stétnych g stikromnych, narodnych
g medzinarodnych, po¢tom malych alebo g velkych) po celom svete, znamenala, Ze sa pre ¢okorl'-
vek by sa IB rozhodlo, bolo potrebné hned’ od zaciatku mysliet’ na naslednd implementaciu internej
zlozky.

CO VEETKO TREBA PREMYSLIET PRE USPESNU IMPLEMENTACIU
PORTFOLIA?

Otézok savynara hned’ nelirekom vel'a. Napr. Kor'ko prac musi portfolio obsahovat™? Akého typu
maju byt préce v portfoliu? Ako definovat’ hodnotiace kritéria? Ako viest' Studentov v priprave?
Korko ¢asu venovat’ jednotlivym pracam? Ako dosiahnut’ optimalnu spatni vazbu? Ako zabezpecit’
manazovanie portfolii? Ako vymyslat’ jednotlivé zadania préac do portfolia?

Natomto mieste by som chcel zdéraznit’ jednu skuto¢nost’. Ludia, ktori sa zaoberali tymito otaz-
kami boli vsetci ucitelia z praxe. Kazdy z nas vedel, ze hoci je potrebené vymysliet” portfolio naj-
lepSie ako dokazeme, o par mesiacov neskér by sme to mozno dokazali lepSie. V mojom prispevku
sa nebudem venovat’ samotnému procesu vymyslania, hoci bol pre nas fascinujuci, zoboznamim ¢i-
tatel'a s vysledkami.
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PORTFOLIO A TYPY PRACV PORTFOLIU

Pojem portfdlia sa, rovnako ako vSetky pojmy nielen v didaktike matematiky, vyvijal, a preto by
bolo na tomto mieste vhodné upresnit’, ako ho v HLM chdpeme. Podla jednegj zo vSeobecne uznava-
nych klasifikacii, ktorej autormi s Columba, Dolgos, 1995, su tri mozné chapania portfdlia.

1) Portfdlio ako akas vystavka obshujlca najlepSie a ngjreprezentativnejSie prace. Takéto port-
folio ¢asto pouzivaju umelci nailustrovanie Sirky a hlbky svojho talentu. S portféliami tohto
druhu sa stretneme v 8kole naj¢astejSie na rodi¢ovskom zdruzeni.

2) Pracovné portfdlio — interaktivne portfdlio, ktoré si ucitel’ aZiak vymiengu aslizi tym ako
nastroj komunikacie medzi nimi. Obsah takéhoto portfdlia sa meni.

3) Portfdlio ako néstroj alternativneho hodnotenia, kde v3etky prace si ohodnotené podla vo-
pred stanovenych kritérii. Takéto zameranie portfélia odréza holisticky pristup k hodnoteniu

V HLM sa tieto chépania prelingiu. Portfdlio je néstrojom instrukcie ahodnotenia, je to akéasi
systematizovana aorganizovana zbierka prac pouzitych ucitelom a Studentom na monitorovanie
rastu Studentovych vedomosti, zru¢nosti a postojov, ako g na nasledné dokumentovanie toho, kam
sa az dostal. V pociatocng) faze je to teda pracovné portfolio, ucitel’ ohodnoti kazdu jednotliva pra-
cu aziak matym spétnu vazbu, nauci sa chdpat’ svoje silné aslbSie stranky, vie ktoré kritéria ma
ZlepSovat’. Toto mu zaroven umoziuje prevziat ¢ast’ zodpovednosti za svoj rozvoj na seba. Pocas
dvojro¢ného HLM kurzu urobia Ziaci v priemere 6 az 7 prac. Samotné vysledné portfdlio pozostava
uz len z troch prac, vybranych tak, aby ¢o najlepSie prezentovali Ziaka v zmysle hodnotiacich krité-
rii, t.j. tie, ktorych kombinacia mu da najlepsi vysledny pocet bodov. Tieto tri prace musia reprezen-
tovat’ tri aktivity: matematické vySetrovanie (otvorena uloha), rieSenie rozsiahlgjSieho uzavretého
problému a matematické modelovanie. Pod matematickym modelovanim sa chgpe nielen samostat-
né vytvaranie modelu na urcitu situéciu, ale i porovnavanie niekol’kych matematickych modelov si-
tuécie uvedenych v zadani Ulohy. Ziaci hlésiaci sa na univerzity, ktoré ich prijimaju & na zéklade
interview maju moznost’ prezentovat’ svoje portfaolio.

HODNOTIACE KRITERIA
V HLM méame spolu Sest” hodnotiacich kritérii, ktoré v sic¢te dévaju 1B kandidatom Sancu ziskat’

20 bodov (priamo koreSpondujucich 20%, ktorymi interna zlozka prispieva do vysedného sictu, do
ktorého sa zapocitavgu g pisomné testy v mgi maturitného ro¢nika).

A. Pouzivanie symboliky aterminolégia 2 body
B. Komunikécia 3 body
C. Matematicky obsah 5 bodov
D. Vysdedky azavery 3 body
E. Formuléciatvrdeni 4 body
F. Pouzivanie technol ogie 3 body

Prvé Styri kritéria sa pouzivau pri hodnoteni kazde prace. Vo vyslednom portféliu musi byt zara-
dend aspon jedna praca pri hodnoteni ktorej sa pouZilo kritérium E a zérovei aspori jedna praca pri
hodnoteni ktorej sa pouzilo kritérium F. A ako ziskame vysledny pocet bodov?

Prekritéria A, B, C aD saurobia aritmetické priemery zo vSetkych troch prac,

pre kritéria E aF sa vyberie ngjvySSie ziskané skore. Takto ziskanych Sest’ ¢isel sa spocita a zao-
krahli nanajblizSie celé ¢islo.
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Napriklad:

Praca | kritérium A | kritérium B | kritérium C | kritérium D | kritérium E | kritérium F
l. 2 2 4 2 3 _
Il. 1 1 2 2 _ 3
1 2 3 4 1 B 2
Spolu 12/3 2 313 12/3 3 3

V tomto priklade by vysledné skore bolo 15 (t.j. 14 2/3 zaokrahlené na ngjbliZSie celé ¢idlo).

Pre Studenta je, rovnako ako pre ucitel'a, dolezité vediet, ako mdze ziskat’ v ramci jednotlivych
hodnotiacich kritérii ¢o ngjlepsie hodnotenie resp. ¢o je potrebné na ziskanie uréitého poctu bodov
v ramci kazdého kritéria. Natoto ndm slUZia tzv. drovne naplnenia (achievement levels). Ich formu-
l&cia by mala byt ¢o ngjpresnejSia, aby sa vSetci zainteresovani vedeli v hodnoteni orientovat’.
Nebol to vébec jednoduchy proces a s vysedkom este nie sme Uplne spokojny. Postupnym dolad’o-
vanim azjemnovanim sme sa dopracovali zatial k nasledovnému (vorny preklad z dokumentu

Teacher Supprot Material, IBO November 2000):

Kritérium A — POUZIVANIE SYMBOLIKY A TERMINOLOGIA

0 — Kandidat nepouziva vhodni symboliku a terminol ogiul.

(Praca, ktora obsahuje chyby mdze dosiahnur iba tato Uroveri.)

1 — Kandidat pouziva vhodnu symboliku a/alebo terminol ogiul.
(Akakolvek zasadnejSia chyba v symbolike alebo terminol 6gii znamena, Ze praca mbze

dosiahnus’ maximalne tuto Uroveri.)

2 — Kandidéat pouziva vhodnu symboliku a terminol dgiu konzistentnym sposobom pocas cele

préce.

(Ocakava sa, Ze vacsina kandidatov bude schopna dosiahnur’ tuto Uroveri.)

Kritérium B — KOMUNIKACIA

0 — Kandidat neuvadza vysvetlenia a ani nepouziva vhodné formy reprezentacie (napr. tabul’ky,

grafy, diagramy, symboly).
1 — Kandidat sa snazi uvadzat’ vysvetlenia postupu a g pouzivado istel miery urcité formy
reprezentécie.

(Vysvetlenia st vsak slabé, ¢asto nepostacujuce.)
2 — Kandidat uvadza adekvétne vysvetlenia/argumenty a komunikuje ich pouzivanim vhodnych
foriem reprezentécie.

3 — Kandidét uvédza kompletné a koherentné vysvetlenia a argumenty a jasne ich komunikuje
pouzivanim vhodnych foriem reprezentécie.

(Tu je rozhodujucim kZicom skutocnost, ¢i préaca pésobi ako ucelend prezentacia a umoziuje

c¢itatelovi porozumier’ obsahu bez opakovaného vracania sa k zadaniu.)

Kritérium C— MATEMATICKY OBSAH

0 — Kandidat nerozpoznéva zakladné matematické pojmy vzt'ahujlce sak praci.

1 — Kandidatovi st zname niektoré matematickée pojmy alebo si zvolil relevantni matematicka
stratégiu.

(Pouziva dané, alebo s sam zvolil zakladné postupy, ale pouziva ich iba v minimalng miere.)

2 — Kandidéat rozpoznava zakladné matematciké pojmy, pokusa sa pouzivat’ spravny postup v stlade
s naro¢nost'ou kurzu.
(Ak je postup jasne v stlade s obtiaZznosfou kurzu, na dosiahnutie tejto Urovne mdzu byr’ v préaci
aj fundamental ne chyby v aplikovani techniky. Ak vSak nejaka zavazna c¢ast’ prace chyba, je toto

maximalna mozna dosiahnute/na Uroveri.)
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3 — Kandidét rozpoznéva z&kladné matematciké pojmy, pouziva spravny postup v stlade s néroc-
nost’ou kurzu arobi iba drobné chyby v aplikovani matematickych technik.

(Drobné chyby st spdsobené zvacSa Iahostajnossou, alebo narocnosrou tlohy — napr. nie
celkom spravne napisané dokazy viet.)

4 — Kandidét rozpoznéva rel evantné matematické pojmy, pouziva spravny postup v silade s néroc-
nost’ou kurzu a pocas celg prace konzistentnym spdsobom pouziva vhodné matemati cké techni-
ky.

(Kandidat musi odpovedar’ na vSetky otazky, iba nieko/ko malo drobnych numerickych chyb je
pripustnych na dosiahnutie tejto Urovne.)

5 — Kandidatova préaca jasne ukazuje preciznost’, vhl'ad a sofistikovanu Uroven matematcikého po-
rozumenia.

(KItcovym slovom je tu vh/’ad — elegancia. Kandidat demonstruje kompletné porozumenie pre-
pojeni a tém, drobnd typograficka chyba nemusi zabrénit’ dosiahnutiu tejto Grovne.)

Kritérium D —VYSLEDKY A ZAVERY

0 — Kandidat bud’ vobec neuvéadza alebo dava nezmyselné ¢i irelevantné vysledky.

1 — Kandidat dospel k ¢iastocnym zaverom alebo aspori do uréite) miery zvazuje signifikantnost’ ¢i
zmysluplnost’ vysledkov.
(Nejake vysledky st spravne uvedeng, ¢i nejaké zavery sformulované. Ak viak nejaka zavazna
¢ast’ prace chyba, je toto maximalna mozna dosiahnute/na Uroveri.)

2 — Kandidat dospel k adekvatnym zaverom alebo demonstruje porozumenie siginfikantnosti
azmysluplnosti vysedkov.
(Praci chybaju v zaverecng casti iba niektoré drobnosti.)

3 — Kandidat uvadza plné arelevantné zavery alebo kompletne demonstruje porozumenie signifi-
kantnosti, zmysluplnosti a pripadne ohrani¢enosti vysedkov.
(M6ze byr pridelené kandidatovi, ktory zodpovedal vSetky potrebné otazky, ale neukazal vh/ad
potrebny na dosiahnutie 5 bodov v kritériu C.)

Kritérium E — FORMULACIA TVRDENI

0 — Kandidat nepreukazuje uvedomenie si pravidelnosti a Struktdry.

(Vysledky st vyprodukované bez evidencie toho, Ze by kandidéat indetifikoval pravidelnosti ¢i
Struktaru.)

1 — Kandidat rozpoznava pravidelnosti a/alebo Struktdru.

(Vyprodukované vysledky st organizované tak, Ze poukazuju na pravidelnosti ¢i Struktaru.)

2 — Kandidét rozpoznéva pravidelnosti a/alebo Struktiru a pokisa sa o induktivne zovSeobecnenia.
(Vyprodukované vysledky jasne poukazuju na pravidelnosti ¢i Struktaru a kandidat formuluje
matematicke tvrdenia.)

3 — Kandidat rozpoznava pravidelnosti a/aebo Struktaru, ispesne zvlada induktivne zovseobecnenia
apokusa sa o ich forméne zdévodnenie.

(DOkazy tvrdeni nie su celkom spravne. Ak sformulované tvrdenia vyrazne z ednodusuju
problém, tak aj pri spravnom dbékaze je toto najvysSia mozna dosiahnute/na Uroveri.)

4 — Kandidét rozpoznava pravidelnosti a/alebo Strukturu, Uspedne zvlada induktivne zovseobecnenia
a g ich formanymi argumentami UspeSne zddvodiuje ¢i vyvracia.

(Tu sa vyzaduju spravne dokazy spravne sformulovanych tvrdeni.)

Kritérium F — POUZIVANIE TECHNOLOGIE

0 — Kandidat pouziva kalkulatku ¢i pocitat iba na bezné rutinné vypocdty.
(Iba bezné operacie, Statisticke vypocty a grafy uz postacuju na pridelenie prvej arovne.)

1 — Kandidat sa pokuSa o vyuzitie kalkula¢ky ¢i pocitata takym spdsobom, Ze to mdze napoméct’
jeho aktivitam potrebnym na zvladnutie zadania.
(Vysledky dosiahnuté matematickym softwarom ¢i vyuzitie moznosti kalkulaciek s grafickym
displayom postacuje na udelenie tejto Urovne.)
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2 — Kakulatka ¢i pocitat s do ur¢ite) miery vyuZzité kandidatom tak, Ze to napomohlo zvladnutiu
zadania.
(KlGcovym jetu fakt, ¢i vyuZzitie technol 6gie naozaj pomohlo kandidatovi.)

3 —Kakulatka ¢i pocita¢ su vyuzité kandidatom do znacnegl miery atak, Ze to vyrazne napomohlo
zvl&dnutiu zadania.
(Technol 6gia podporila formuléaciu matematickych tvrdeni a pomohla o¢ividne kandidatovi
2vl&dnur’ zadanie.)

NIEKTORE DALSIE MYSLIENKY

Praca na portfoliu je integrované priamo do kurzu. Ucitel’ sam rozhoduje kedy a aké zadania svo-
jim Ziakom da. Zadania si méZe s vybrat’ z ponuky IB centra, mdze vymysliet’ svoje vlastné, pri-
padne mdze pouzit' zadania svojich kolegov. Kazdé zadanie musi byt Uplné, aby umoznilo kandida-
tom jeho zvladnutie, musi obsahovat” informaciu o tom, podl'a ktorych kritérii bude préca hodnote-
na a také, aby nevyZzadovalo nasledovné studium nove témy. Jedna vyucovacia hodina je obycajne
venovand vysvetleniu zadania, ktorého képiu dostane kazdy Ziak na jg zatiatku. Na jeho spracova-
nie mgju Ziaci asi tak dvatri dni, pocas ktorych sa mézu poradit’ s rodi¢mi, inymi Ziakmi, ¢i Studo-
vat’ uz publikované materidly. Vysledna praca musi vsak byt vysledkom Ziakovej viastne aktivity.
O v&etkych detailoch ohl'adne manazovania portfélia rozhoduje ucitel’. IB centrum déavaiba doporu-
¢enia aumoziuje ucitelom vymierianie sklsenosti prostrednictvom internetu (International
Baccal aureate Online Curriculum). Ucitel’ by mal Ziaka vZzdy oboznamit nielen s tym, ako jeho pra-
cu ohodnotil, ale mu g navrhnut’, ako by sa mohol zlepsit'. Tato informécia, feedback, je povaZzova
navo vyvoji portfolia za mimoriadne dolezitu.

ZAVERY A VYSLEDKY

Hoci naSe prvé skisenosti s portfoliom (maturity v roku 2000) jednoznatne ukazuju, Ze sme sa
vybrali dobrou cestou, nie sme zd’aleka na jg konci. Vatsina u¢itel'ov si netrafala vymysliat’ viastné
zadania apouzivali zadania ponukuté centrom. V dotazniku sa v&ak vyjadrili, Ze v budlcnosti by
radi viac pouzivali vlastné. Niektori ucitelia este nechapu portfolio ako stcast’ vyucovacieho proce-
su, preto argumentu;ju, Ze nie je na pracu naiom &as. Opravovanie je skutotne zdihavé. Ak ho berie
ucitel’ naozaj poctivo a snazi sa individualne pomahat’ Ziakom svojimi komentéarmi k uz vypracova
nym zadaniam, nepochybne zaberie omnoho viac ¢asu, ako oprava pisomky s vyberom odpovede.
Podra o¢akévania sa azda ngjkomplikovanejSim ukazuje interpretécia urovni naplnenia kritérii hod-
notenia. Prekvapivo vSak Ziaci “opisuju”, ¢i inak “podvéadzaju“ omnoho meng ako skeptici predpo-
kladali. Moje vlastné sklsenosti ma naplnili presvedéenim, Ze tento pokus priblizit sumativne
hodnotenie samotnému poznavaciemu avyucovaciemu procesu pomaha Ziakom vidiet” zmysel
v Studiu matematiky. Vo formulacii cielov vyucovania matematiky ag v samotnych osnovach uz
i mnohé narodné systémy urobili Uzasny krok vpred. Prestavaju Ipiet’ na obsahu, hovoria o zru¢nos-
tiach, abilitach ¢i kompetenciach, ale staci to? Mozno je na naplnenie ciel'ov vyu¢ovania matemati-
ky naozaj potrebné revidovat’  hodnotenie.
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CTVERECKOVANY PAPIR A PHYTAGOREJSKE TROJICE!?

Darina Jirotkova, Pedagogicka fakulta, Karlova Univer zita, Praha

ABSTRAKT

V ¢lanku ukazeme, jak |ze zaky/studenty privest k objevu metody hledani vsech Pythagorej skych
trojic pomoci jednoduchych geometrickych konstrukci na ¢tvereckovaném papiru neboli k Gplnému
feSeni rovnice x*+ y? = z° v oboru piirozenych &isel geometrickou cestou. Nade ukézka bude kol &
nékolika epizod ode-hranych v prabéhu feSeni problémovych situaci. Prvni epizoda se odehrdla pri
docela obycgném meieni Usecek. K objevu Pythagoreskych trojic nas pak privede snaha nalézt
,SKkmé* miiZzove Useky s celociselnou délkou.

UvoD

Vychodiskem ¢lanku je fada experimenta realizovanych na z&kladni i vysoké skole, predevsim
v letech 1976 - 1988 behem experimentdniho vyugovani na ZS (M. Hejny) av letech 1994 - 2001
na PedF v Praze (M. Hejny, D. Jirotkovd). Zakam/studentam byly piedkladany razné problémové
situace. Nékteré z nich jsme vybrali a uspoiadali je tak, aby vysledkem byla ukézka postupu, jak |ze
studenty - budouci wcitele, ale i Zaky zakladni Skoly dovést k objevu geometrické konstrukce Pytha-
gorejskych trojic, jingmi slovy k objevu ieSeni Diofantické rovnice x? + y* = z* pomoci geometric-
kych konstrukci.

Edukaéni cil, ktery si davame, neni samoucelny. Usmeériuje objevitelsky proces zaku/studenti
adava jim moznost zazit radost z konkrétnich vysledku a uspokojeni z prabéznych i zavérecného
objevu, rozviji jejich kauzalni my3leni, dava jim vhled do struktury aritmetiky i geometrie a zgfmé-
na do vzaemné propojenosti téchto struktur. Tento objevitelsky proces je longitudalni, probihai ne-
kolik let v zavidosti na Urovni Zaku/studentd. V ramci kurzu analytické geometrie na PedF probehl
béhem nekolika tydni. Rozhoduijici je to, Ze vyukaje vyluéng konstruktivisticka. Zadny poznatek se
Zzakim/studentam nesdéluje, k poznani jsou vedeni pouze otdzkami a prostiednictvim ieSeni dloh,
problémovych situaci a mnohého experimentovani.

VSTUP DO PROSTREDI CTVERECKOVANEHO PAPIRU

Popisovany objevitelsky proces se odehréva v prostiedi ¢tvereckovaného papiru. Nestandardnost
tohoto geometrického prostiedi umozni zeména na Urovni studentt VS opétovny pristup ke zna
mym geometrickym poznatkam, ktery neni zatizen diiveéjSim zpasobem jejich nabyvéni a pripad-
nymi ,, vzoreckovymi* znalostmi. Objevitelska cesta je pak zcela prirozena a spontanni.

Pojem ¢tvereckovany papir je dobie znamy
a pro dalsi potieby staci, budeme-li jg chpat
intuitivné. Bod, ve kterém se protnou dvé na
sebe kolmeé linky ¢tvereckovaného papiru, na .
zveme nvizovy bod. Mrizova Usec-ka je kazda /

Usectka s krajnimi body, které jsou miiZzové, '

myizova primka je kazda eukleidovska piimka,

kterd prochézi alespon dvéma miizovymi bo-

dy. Obdobn¢ budeme pouzivat terminy myizo-

va poloprimka, myizovy trojuhelnik, m@iZzovy n-

uhelnik apod. Obr. 1

Da e uvedeme sérii problémovych situaci. Jejich feSeni bude popsano vzdy neékolika epizodami,
které se skutecné odehraly.

! Prispévek byl podpoien grantem Vyzkumné zamery JI3/98:114100004
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1. problémova situace - méreni Use¢ek

Milimetrovym meiitkem zmeite s presnosti na 1 mm miiZové Gsecky na obrézku 2. Ctveresko-
vany papir ma ¢tverecky 1x1 cm. Jestlize se budete domnivat, Ze naméifenéd hodnota je zcela pies-
na, napiste k ni znak !, jestliZe se budete domnivat, Ze skute¢na délka Usecky je 0 ,,néco mao* men-
§i, nez nameiend hodnota, napiste k ni znaménko -, ajestliZe se budete domnivat, Ze skute¢néa délka
Usecky je 0 ,néco malo" vetsi, nez namérena hodnota, napiste k ni znaménko +. KdyZ se nebudete
umet rozhodnout pro Zadny znak, nepiste nic.

Problém je piimeteny zékam tretiho roéniku ZS. Prostiedi ¢tvereskovaného papiru nabizi zadat
nepieberné mnozstvi smysluplnych dloh, které jsou zaloZeny viceméné na ¢innosti rukou, coZ je
z didaktického hlediska dulezité. K meétenym Useckam zapiSeme ¢islo - délku Gsecky v milimetrech
- s prislusnym znakem.

42+(43')
Obr. 2

Epizoda 1. Konflikt, hypotéza

PEi mefeni ¢tvrté a paté Usecky (zleva) nastéva ve tiideé spor o tom, zda namérené hodnoty 36
a 50 jsou piesné, nebo zda je tieba k nim pripsat znaménko + nebo -. Ovlivnéni zkuSenostmi z me-
feni prvnich t Gsesek nektefi Zéci vyslovuji hypotézu: , Sikma Usecka piece nemiize mefit presné
celécido.”
Vyslovena hypotéza uzavira prvni epizodu.

Epizoda 2. Diskuse

P méteni posledni Usecky z obrézku 2 se Zaci shodnou natom, Ze Gsecka neméti piesné 42 mm.
Dochazi vsak k diskusi o tom, zda jeji piesna délka je blize ke 42 nebo ke 43. Vyzva, aby Zé&ci roz-
hodli o tom, ktery z Gdaji 42" nebo 43 je spravny, otevira dalsi epizodu.

Epizoda 3. Objev myslenky porovnavani Usecek
Jestlize zaci dlouho nenalézaji feSeni, ucitel muze nabidnout dalSi Gsec-
ky k méteni, a tim je nasmérovat od pouhého meéieni ke spekulativ-nim
Gvaham.
Po zméteni Usecky na obrazku 3, jgiz namérena hodnota je 717, jeden
Z8k objevil vztah mezi zde nakreslenou Useckou a Useckou diskutovanou
V epizodeé 2. atvrdi:
,» Tato Usetka meéti necelych 71 mm. ProtozZe 3/5 ze 71 je 42,6, jgi skutetna
délkajeblize k ¢islu 43. Spravné eSeni je tedy 43.“ Obr. 3
Objevena mySlenka zaky zaujala a vyuzili ji k provéieni spravnosti svych dosavadnich meéteni.
Dal& zak objevil v poslednim tvrzeni nesrovnalost: , Druha Usetka z obrazku 2 viak méii 28", polo-
vinaz toho je 14" atiikrét 14" je 42". Toto je spravné reeni.”
Problém sice neni vyieSen, ale cestak jeho vyieSeni jejiZ oteviena.
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Epizoda 4. Objev my3lenky prodluzovani Gsecky

Z&ci jiz sami vyznacuji Gsecky, které vzniknou prodlouzenim Ghlopiicky jednoho ¢tveretku, me-
i apocitaji. Jako nejpresvedeivejsi argument ve prospech jednoho feseni se objevil tento: Kdyz ve-
de Usecka po uhloprickach sedmi ¢tvereckt, meéti 99, mozna piesné, ale urcité ne vice. Uhlopticka
jednoho c¢tverecku tedy s jistotou neméii vice nez 14,15, a tedy jgi trojnasobek neméii vice nez
42,45. Spravny vysledek je tedy 42"

ReSeni prvni problémové situace ukonéujeme vyzvou ke ¢tenéi, aby se pokusil nalézt dali mii-
Zoveé Uusecky vhodné pro podobné Zakovske spory.

2. problémova situace - kresleni m¥izovych étver ca

Je ddna miiZzova Usecka. Nakreslete alespori jeden miiZzovy ¢tverec tak, aby dana Usecka byla je-
ho stranou.

Reeni této problémové situace opst probshlo v nékolika epizodéch.

Epizoda 5. Objev konstrukce ¢tverce

Po mnoha experimentovani a kresleni ¢tverca, jgichz strany jsou v linkach ¢tvereckovaného pa-
piru, Zaci objevili dva navody, jak k dané miiZzové Usecce dokredlit ¢tverec.

Navod 1.

Je dana napiiklad Usecka AB. Vyjdi z bodu A a po linkach ¢tvereckovaného papiru cestuj do bodu
B takto: udélg 3 kroky vpravo, pak 2 kroky nahoru ajsi v bodu B. Pokracuj ve sméru nahoru tremi
kroky, pak zahni vlievo a udélg
3 C 2 c 2 kroky - méS bod C. Pokratuj
: v tomtéz sméru (tedy vlevo) tie-
: mi kroky, pak zahni dolt a udg-
D lgf znovu 2 kroky - més bod D.
' Z ngj jiz jen pro kontrolu - 3
kroky dolu a 2 vpravo a jsi opét
v bodu A. Body A, B, C, D jsou
I pak vrcholy ctverce. ,Cesta’,
kterou jsi udgélal, opisuje ctverci
ABCD c¢tvercovy , ramecek”.

/ ’
A ?

Obr. 4

Navod 2.

Nakredli obdélnik tak, aby jeho strany lezely v linkéach étvereckova
ného papiru a aby dana Usecka AB bylajeho uhlopri¢kou. Tento ob-
délnik oto¢ nékterym smérem o pravy Uhel kolem bodu B. Vyznat
Uhlopticku otoceného obdélniku, ktera vychazi z bodu B. Jgji druhy
krajni bod je bod C. Vrat’ se k pavodnimu obdélniku a oto¢ jg ko-
lem bodu A opacnym smérem. Vyznat thlopticku oto¢eného obdé -
niku, ktera vychazi z bodu A.. Jgji druhy krajni bod je bod D. Spoj
body C, D amas vyznaten ¢tverec ABCD.

Druhy névod je zaroven ovéienim spravnosti prvniho navodu.
Navic tim, Ze umime na ¢tvereckovaném papiru k libovolné miizo-
vé Usecce zkonstruovat ¢tverec, umime téZ k dané Usecce veést da-
nym bodem Usecku kolmou. Obr. 5
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3. problémova situace - hledani m¥izového rovnostranného trojuhelniku
Najdi miizovy rovnostranny trojuhelnik.

Epizoda 6. Rovnostranny trojuhelnik

Zé&ci se pokouseli nakredlit miiZovy rovnostranny trojuhelnik. Jako nejnadéjngjsi fedeni se obje-
vilo to, které je uvedeno na obrazku 6.

Obr. 6
Epizoda 7. VyuZiti konstrukce kolmice jako dukazu

Diskuse o tom, zda je trojuhelnik skute¢né rovnostranny, vedla pres méieni jeho stran aZ k nasle-
dujicimu obrazku a argumentu:

Kdyby byl trojuhelnik KLM rovnostranny, musela by Usecka KS byt
jeho vyskou. To ae neni, nebot” kolma Usecka vedena z bodu K k Gsec-
K ceLM jelseckaKV.

M

<

Y (Jsmesi védomi, Ze jsme preskocili otédzku sestrojeni stiedu Usecky.)
Strategicky problém hledani miiZzovych rovnostrannych trojuhelnika
zastava nevyieSen. Zjednodudme jg a hledgjme alespori rovnoramenné
trojuhelniky.

Obr. 7

Epizoda 8. Hledani rovnoramennych trojuhel nika

Zé&ci/studenti hledali rovnoramenné miiZzové trojuhel niky, kdyz bylo dano jedno jejich rameno.
Jako zajimavéa zadani se ukazaly usecky MN a OP na obrazku 8.

Zé&ci/studenti po nejaky cas iesili problém. ReSeni, které jsou na obrézku 9ai 9b vyznatena pl-
nou ¢arou, tj. AMNX, AOPQ, AOPR, AOPS, AOPT, nebylo obtiZzné nalézt. Jenom malo Zaka obje-

vilo ¢asem i dalSi ¥eSeni, ktera jsou vyznatena ¢arkované. Tato feSeni vyvolaa bouilivou diskusi
0 jgich spravnosti. PouZziti argumentu z epizody 6 vSak spravnost potvrzuje.

Obr. 8
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Obr. 9a

Obr. 9b

Epizoda 9. Dvaobjevy - pad hypotézy

Uvedena eSeni postupné krystalizovala ve dva velké objevy, které Zaci formulovali takto:
Objev stgn¢ dlouhych ,, Sikmych* Gsecek

Trojuhelniky MNY a MNZ na obrazku 9a jsou rovnoramenné, a tedy ramena MN a MY, MN
aMZ jsou stgjn¢é dlouhé a, rizné Skmé"* Usecky.

Poznamka. Uvedené dva trojthelniky dévaji jedno feSeni Diofantické rovnice &+ b? = ¢® + d,
ato ¢tverici (5,5, 7, 1).

Objev Sikmé Usecky s celociselnou délkou

Trojuhelniky OPU (OPV, OPW, OPA) jsou rovnoramenné. Délka jednoho ramene je presn¢ 50,
atedy délka druhého ramene je také presné 50. Usecka OP je ,Sikma*, a presto jgji délkaje celé ¢is-
lo.

S druhym objevem pada hypotéza vyslovena v prvni epizode, Ze ,zadna Sikma usetka nemuze
mefit presné celé ¢ido”. Zaroven se otevirddalSi problémovasituace asni i dalSi epizody.

4. problémova situace - hledani Sikmych Usecek s celo¢iseinou délkou
Najdi dalSi miizove ,, Sikmé"* Usecky s celogiselnou délkou.

Epizoda 10. Hledani rovnoramennych trojuhel nika

Tuto otazku veétSinou pokladaji sami Zaci/studenti: Existuji dalSi Usecky s celociselnou délkou?
Pod silnym dojmem posledniho objevu se Zaci/studenti soustiedili na hledani riznych rovnoramen-
nych trojuhelniku, jgichz jedno rameno lezelo v lince ¢tvereckovaného papirul.

Po chvili experimentovani Z&ci/studenti objevili, Ze takovych trojuhelniki 1ze nalézt vice. Ucitel
pak privedl studenty k tomu, Ze nové vztahy, noveé zakonitosti se |épe vynori, jestlize vneseme do
experimentt poiadek a zvolime jgjich vhodnou evidenci. Tim piechdzime k dalSi epizodg.

Epizoda 11. Objev kli¢ové role vysky

Studenti objevili uzitetny ndvod: zvolit ngdiive vySku, nebo presnéji polopiimku OK, na které
vyska OP bude lezet. Pak jiz neni tézké rovnoramenny trojuhelnik dokredlit. Vyska OP hledaného
trojuhelniku OBC nejdtive hragje roli odveésny pravouhlého miizového trojuahelniku OPB s pireponou
v lince ¢tvereckovaného papiru, a pak roli osy soumernosti hledaného trojuhelniku. (Obr. 10)

Po nékolika pokusech studenti zjistili, Ze tato metoda kresleni rovnoramennych trojuhelnika pra-
cuje spolehliveé azformulovali ji jako novy objev: Jestlize si zvolime jakoukoliv Usetku OK, vzdy ji
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umime prodlouZzit na ise¢ku OP a nalézt bod B tak, Ze trojuhelnik OPB je pravouhly s pravym uh-
lem pii vrcholu P a pieponou OP, kteralezZi v lince ¢tvereckovaného papiru.

Epizoda 12. Objev z&konitosti, vstup soustavy souiadné
Po uspoiadani nalezenych trojuhel niki OBC studenti objevili i prvni zakonitost. Formulovali ji

o w100 B O Vi 170 i B

Obr. 10

po vyzvé, aby nakredlili pozadovany trojuhelnik, jestlize bod K, vnitini bod poloptimky, na které
bude lezet vyska, ma souradnice (7,1) abod O je po¢atkem soustavy souradné, takto:
» Vy3Sku dostaneme tak, Ze Usetku OK prodlouzime 7-krét. Obecné, mali bod K souiadnice (a,1),
Usecku OK je nutno prodlouzit a-krét."

Vysledkem zobecnéni je jednoparametricky soubor trojuhelnika a Sikmych Usecek s celociselnou
délkou. Tento soubor trojuhelnika a Usecek je uchopen procesuané a ¢isla dosud pouzivana maji
funkci veliciny.

Epizoda 13. Vpad a gebry

Ve 12. epizodé dospeli studenti k dulezitému poznani. Umi popsat i takovy obrazek, ktery neumi
nakredlit, protoZze nemaji dost velky papir. K popisu jim poslouZi ¢isla, kterd budou soutad-nicemi
zkoumanych boda. Cislatak dostanou novou roli - roli adresy.

Ddle byli studenti vyzvani, aby predchozi situaci popsali , eci* ¢isel, tzn. aby vSechny zl¢astné-
né body opattili souradnicemi. Usporédani obrazka vyjadrili usporadanim souiadnic boda do tabul-
ky. Do prvnich tiech radkua tabulky studenti zapisovali souradnice bodu K, paty vysky P a vrcholi
B, C trojuhelniku OBC, které vy-
K P B C Cetli z prvnich tiech obrazka.

K vypInéni dalSich radkt ne-
bylo jiz tieba kredlit obrazky, ne-

k1 ko P1 P2 b1 by C1 C2

2 1 4 2 5 0 3 4 bot' posloupnost &isel v jednotli-
3 1 9 3 10 0 8 6 vych sloupcich tabulky je snadno
4 1 16 4 17 0 15 8 odhalitelna

Aby studenti odhalili zéavis-
lost ¢isel i v jednotlivych tad-
cich, vyzve je witel, aby doplnili
radek tabulky, ktery odpovida to-
mu trojuhelniku, jehoz bod K méa
souiadnice (7,1). Ten, kdo umi
vyplnit tento radek tabulky, aniz
by musel vyplnit vSechny adky piedchozi, zavislost mezi ¢idly jiz vidi a snadno formuluje zavislost
i obecné, kterd je vyjadienav poslednim iadku tabulky.

7 1 49 7 50 0 48 14

a 1 a a |a+1]| o0 |a*~1]| 2a

Soubor rovnoramennych trojuhelnika a Sikmych Usecek s celociselnou délkou je nyni uchopen
konceptudné. Vysledkem tohoto uchopeni je formulace vzorecku:

Pro kazdeé prirozeneé ¢islo a existuje Sikma usecka OC s celociselnou délkou. Bod C ma soutadni-
ce (a’-1, 2a) adélka Usecky OC serovna a®+1.
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V dalSich dvou epizodéach postupné proménime na parametr i druhou soufadnici bodu K a bude-
me odhalovat zavidost souradnic bodi B, C na obou souiadnicich bodu K metodou uvoliiovani pa-
rametru.

Epizoda 14. Vyzvak feSeni pripada pro K(a, 2)

Studenti opét kredlili miiZzové trojuhelniky OBC pro tyto volby bodu K: K(3,2), K(4,2), K(5,2)
atd. Ke vSem kli¢covym bodim zapsali jegjich souiadnice. Nékterym z nich sejiz v procesu kresleni
trojuhel nikt objevily vztahy mezi soufadnicemi zkoumanych boda.

C(3.3-2.2, 30472 3) C(55-2 2, 573+2 5)
P33, 3.2) Pio5, 5.2)
K(3.2) B(3.3+2.2, 0) 5.1
0 0 B(5.5+2.2, 0]

Obr. 11

Po ,, pieneseni” obrazki do tabulky a po zkusenostech s prvni tabulkou novatabulka ,, promluvi-
[ i k dalSim feSitelim a umoznilaformulovat obecny vztah v poslednim radku.

K P B C
K1 k2 P1 P2 by b C1 C
3 2 9 6 13 0 5 12

5 2 25 10 29 0 21 20

7 2 49 14 53 0 45 28

a 2 a 2a |a*+4| 0 | a*>4 | 22a

Vysledkem je opét vzorecek, ktery studenti interpretovali slovy:

Pro kazdeé prirozené ¢islo a existuje Sikma usecka OC s celo¢iselnou délkou. Bod C ma souradni-
ce (a%-4, 2.2a) adélka Usecky OC se rovna a+4.

Nyni jejiZz vidét, Ze do hry vstupuje také druha souradnice bodu K. Jakym zpasobem, to se iesi
v dal§i epizode.

Epizoda 14. Pokracovani v uvolnovani druhé souiadnice

Studenti reSili jesté pripad pro K(a,3). Nabyté zkuSenosti umoznily postupovat rychlegji a nékteré
kroky preskodit.

Ddle witel vyzval reSitele, aby posledni fadky tii tabulek piepsali do nové tabulky. Protoze se
¢idla v tabulce , chovgi® podle ocekavani, snadno lze vyplnovat i dalSi radky tabulky, a tak
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K P B C
postupné uvolnovat i  druhou K1 ko P1 P2 by b, C1 Co
soufadnici  a nakonec dojit v 2 2 2

a 1 a a a+l 0 a-1 2a

poslednim fadku tabulky k dvou- > > > I 72 | 22
parametrickému vzoresku. a a2 a _ -4
o . a 3 a 3a |&+9| 0 | &9 | 23a

Nyni jiz umime ke kazdému bo-

du K(ab) nait prisugny rovnora: : : .
menny trojthelnik OBC. a 7 & | 7a |&@+7°| 0 |&7'| 27a
Objeveny vztah budeme a b a& | ba |a®+b?| 0 |&b’| 2ba

interpretovat obréazkem i verbalng:

Cla-ab.b, a.b+b.a] Ke kazdym dvéma prirozenym &islam a, b, a>b,
Ize ngjit Sikmou miiZzovou Usetku OC, jejiz délka

je celotiselnd Bod C ma souradnice (a*-b? 2ab)

Pla.a, a.b] adélka Usecky je IOCI = a®+b?.
K(a,b)
0 Bfa.a+b.b, 0] Obr.12

Epizoda 15. Vstup Pythagorovy véty
Ucitel poklada zavérecny ukol celé cesty za objevem Pythagorejskych trojic: Najdéte vSechny
Pythagorejské trojice, neboli najdste vechna feSeni rovnice x*+ y? = z° v oboru prirozenych isel.

Zpetny pohled na obrazek 12 s Pythagorovou vétou ,,v rukou” umoziuje novou interpretaci:

N&ktera feSeni rovnice x? + y? = 7% |ze popsat takto: z = & + b?, x =& - b%, y=2ab, kde a, b jsou
libovolna piirozena cislaa a>b.

NékterareSeni dané rovnice, napriklad x = 9,

Cla.a-b.b, 2a.b] y=12, z=15, uvedenym zpasobem popsat

nelze. Tuto trojici (9,12,15) vSak muazeme

ziskat jako nasobek trojice (3,4,5). Trojice

nesoudélnych prirozenych c¢isel, kterd jsou te-

- Senim dané rovnice, se nazyvaji primitivni Py-
2a.b thagorejské trojice.

Muzeme tvrdit, Ze uvedenym zpasobem lze

Bfa.a+b.b, 0] popsat vSechny primitivni Pythagorejské troji-

ce. Ditkaz o tom zde uvadét nebudeme.

ZAVER

Proved'me jeste revizi reSeni 1. problémové situace. O délkach vSech Usetek na obrazku 2, kro-
me ¢tvrté zleva, umime s jistotou rozhodnout, zda se rovnaji naméiené hodnoté v milimetrech pres-
n&, nebo zda jsou o, kousek® véts nebo mendi. Ctvrta Usecka zatim vdem nadim objeviim odolava
Neumime zatim rozhodnout, zda naméiena hodnota 36 je presna, nebo zda bychom k ni meli piipsat
znaménko + nebo -. Reeni tohoto problému se ubira po jiné vétvi. Ta vede pres obsahy ¢tverci
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amuze nas dovést k odhaleni dalSich geometrickych vztahi - k Pickové formuli i k Pythagorove
VEtE.
Zduraznéme jeste jednou dva z didaktického hlediska dulezité jevy:
- ¢ido se zde vyskytovalo ve dvou funkcich - jako velicina (délka Usecky) a jako adresa (sourad-
nice bodu),

- byla zde aplikovana metoda postupného uvoliovani parametru, ktera je zaloZzena na experimen-
tovani, systemizovani experimenta a jejich evidenci, transferu obrazku do , reci ¢isel, na zékla
d¢ série separovanych modelt odhaleni z&konitosti a jejich zobecnéni a konecné interpretaci
obecnych zavéra. Tato metoda je Siroce pouZzitelna ve vyuce matematiky a je pristupna détem
i prvniho stupné zakladni Skoly. Od ucitele viak vyZaduje znacnou davku trpélivosti.

Vérime, Ze jsme ¢lankem dostatecné ilustrovali, jak je prostiedi ¢tvereckovaného papiru vhodné
pro realizaci cilu konstruktivizmu ve vyuce geometrie. Tento pristup umoznil kazdému zakovi/ stu-
dentovi, aby svym vlastnim tempem samostatné reSil piedloZzené problémové situace, které formu-
luje bud’ ucitel, nebo sami reditelé, aby na zakladé vlastniho experimentovani a propojovani vizual-
ni geometrie tvaru a procesudni aritmetiky odhaloval zékonitosti, ty pak formuloval, na pfimérené
arovni zobecioval ariznymi zptsoby interpretoval.

Tato zdanliveé zdlouhava cesta k poznatku, ktery |ze na piislusné trovni sdélit jednou vétou, nam,
ucitedlam prinesla mnoho uspokojeni. Uspokojeni z radosti mnohych, i téch pomalejSich ¢i slabSich
Zakt nad Uspedneé vyieSenou dil¢i ulohou, z dychtivosti nékterych po dalSich tlohach, z rusnych dis-
kusi, z dobrého pocitu, Ze jsme prispéli k pozvednuti kognitivniho sebevédomi Z&ka a studentti —
budoucich ucitel.
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INFORMACIA O NAVRHU NOVEJ KONCEPCIE
MATURITNEJ SKUSKY

Vladimir Jodas, Statny pedagogicky Ustav, Bratisava

.UvVOD

Vypracovanie navrhu novej koncepcie maturitng] skisky bolo Strategickym ciel'om ¢. 4 planu hlav-
nych tloh SPU narok 2001. Navrh bol prerokovany a schvaeny Ustavnou radou dia 12. jina 2001.
Gestorom tejto tlohy bol RNDr. Pavol Cernek, CSc. Na vypracovani projektu sa podiel'ali Mgr. Jan
Cangér, RNDr. Vladimir Jodas, PhDr. Samuel Jovankovi¢ a Mgr. Marta PetraSova. Navrh reSpektu-
je vydedky vereing diskusie, ktora prebiehala v obdobi od 11. 9. 2000 do 15. 3. 2001. v U¢itel-
skych novinach a na www.spu.sanet.sk.

Vysledky diskusie jednoznaéne hovoria, Ze:

e vergnost nie je spokojna so sicasnym stavom vychovno-vzdelavacieho systému a pocit'uje po-
trebu zésadnej zmeny v tejto oblasti,

e scasna MS nie je objektivnym meradlom vedomosti, zru¢nosti a vseobecnych kompetencii ab-
solventov stredng] Skoly. Potrebu inovovat” si¢asni M S podporili takmer vSetci U¢astnici vereg-
ng diskusie.

Vaé¢sSina ucastnikov diskusie:

e sUhlasi so zaru¢enim objektivity MS zaradenim externg ¢asti MS,

e navrhuje vytvorenie kvalitnych prostriedkov merania a overovania vedomosti, ktoré by mali za-
bezpecit’ objektivitu MS,

e navrhuje, aby vysoké Skoly akceptovali vysledky objektivizovang MS ako sicast’, resp. ndhra
du prijimacieho konanianaVs,

e jetoho nazoru, Ze interna ¢ast’ MS by mala zostat’ v kompetencii Skoly, pricom by samali ob-
jektivizovat', Standardizovat’ a unifikovat’ kritéria jej hodnotenia.

Pri tvorbe predkladaného navrhu novej koncepcie MS boli pouzité analyzy vysledkov Monitorov
1999, 2000 a predbezné informécie o vysledkoch Monitoru 2001, Navrh koncepcie rozvoja vycho-
vy avzdelavaniav Slovenskej republike (projekt Milénium) a medzinarodné skiisenosti.

Na zaklade uvedenych materiadlov navrh novej koncepcie MS vychadza zo sicasngl maturitnej
skusky, aprezentuje vizie potrebnych poZiadaviek na novych maturantov v blizkegl budicnosti.
Navrhované inovécie si kompatibilné s trendmi vo sfére vzdel avania vassiny europskych krajin.

Preco je potrebna inovacia maturitng skusky

Maturitna skuska ma overit” dosiahnuté vysledky vychovy a vzdelavania absolventov strednych
8kdl. Sucasne ma overit’ predpoklady a pripravenost’ absolventov na vysokoskolské Studium alebo
na uplatnenie sa v budicom povolani. Maturitna skuska ma byt” objektivnym meradlom vedomosti,
zru¢nosti a vseobecnych kompetencii absolventa strednej Skoly.

Slcasna maturitna skuska tieto poziadavky v dostatoénej miere neplni. Medzi jg najzavaznejSie
nedostatky patri malé validita a objektivita.

Mala validita maturitngl skusky znamend, Ze Uspesna maturita mao vypoveda o tom, do akej
miery absolvent dosiahol vychovno-vzdeldvacie ciele daného typu Skoly a ¢i je schopny Uspesne

pokracovat’ v d’alSom Studiu na zvoleng vysokej Skole, alebo sa uplatnit’ na trhu prace. Maléa hod-
novernost’ M S je spdsobené predovsetkym neexistujucimi vykonovymi Standardmi poziadaviek.
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Mala objektivita maturitngl skisky spésobuje, Ze vysledky maturitngl skisky zZiakov réznych
8kl st prakticky neporovnatelné.

Mal& objektivita a nizka vypovedn& hodnota maturitnegj skusky spdsobuju, Ze vysoké Skoly nepo-
vazuju tuto skisku za dostatocnu zaruku pripravenosti na vysokoskol ské studium.

Na splnenie poziadavky zvysit validitu aobjektivitu M S je potrebné, aby M S bola Standar dizo-
vana a ¢iasto¢éne externa.

Standardizacia by sa mala tykat obsahu a cielovych poZiadaviek na vedomosti, zru¢nosti
avSeobecné kompetencie absolventa. Ciel'ové poziadavky v jednotlivych predmetoch, ktoré budd
sucastou Maturitného poriadku, by mali byt vysledkom zhody medzi komunitou odbornikov, ugi-
tel'skou a rodic¢ovskou verejnost'oul.

Externy charakter novej koncepcie maturitngj skisky by mala zabezpecit' centralne vypracova
na, vo vsetkych strednych Skolach alebo inych miestach na to uréenych, v rovnakom ¢ase zadana,
pod externym dozorom konana aexterne vyhodnotend pisomna ¢ast’ skusky z niektorych matu-
ritnych predmetov.

Navrh novej koncepcie maturitngj skidky predpokladd, Ze externa éast’ maturitng skusky bu-
de akceptovana vysokymi Skolami ako sucast’ prijimacieno konania. Ak tato podmienka nebude
prijatd, externd ¢ast” maturitngl skisky ako jg novu stcast’, rodi¢ovskd, odborna a ostatna vergjnost’
prijme len t'azko.

Navrh novej koncepcie MS ma naplnit’ pravo Ziaka dozvediet’ sa vysledok objektivneho merania
svojich vedomosti, schopnosti a zru¢nosti, aby sa vedel porovnat” s ostatnymi, aby mohol kvalifiko-
vane posudit’ svoje rozhodnutie o buddcom Studiu, resp. volbu budlceho povolania. Tymto by sa
malo naplnit’ g pravo rodi¢ov, a celg verginosti, mat’ objektivny poznatok o vysledkoch prace jed-
notlivych 8kl.

Predkladany navrh novel koncepcie MS predpoklada odstranenie nejednotnosti, réznych vyni-
miek apecifik ukon¢ovania Studia na strednych Skolach maturitnou skiskou. To znamena, Ze by
mala zabezpecit’ jednotny spdsob ukoncovania vzdelavania na vSetkych strednych Skolach, na kto-
rych sa bude &tudium ukon¢ovat” maturitnou skuskou.

Realizacia navrhu novej koncepcie MS ma umoznit’ zvySenie kvality M S tak, aby bola porovna-
te'na s maturitnou skiskou v &tétoch Eurdpske Unie. Zarover zachovava pozitivne stranky doteraj-
Sgf maturitng skusky, maturitné tradicie, ktoré st sicast’ou nasej kultdry.

Uvedeny névrh vychédza z predpokladu zavedenia nove koncepcie MS v Skolskom roku
2003/2004.

2. CIELE A FUNCIA MATURITNEJ SKUSKY

Cielom maturitng) skusky je najma

1. Primerane narocnymi cielovymi poZiadavkami v rozsahu vsetkych zévaznych vychovno-vzde-
lavacich ciel'ov motivovat’ Ziakov k dosahovaniu ¢o najlepSich vysledkov.

. Posudit a zhodnotit’ ¢i je absolvent schopny :

e komunikovat’ v slovenskom, vyu¢ovacom a v cudzom jazyku, ¢o je podmienkou jeho d’alSeg
Studijngl apracovngl mobility. Mal by pri tom vediet’ aktivne pouzivat' si¢asné komunikatné
ainformacneé technol 0gie a ziskané informéacie spracovat’ a posudit’,

e aplikovat’ atvorivo vyuZivat nadobudnuté vedomosti azrué¢nosti pri rieSeni problémov auloh
Vo vybrang oblasti,

e vyuzivat poznatky pri upeviiovani povedomia viastng identity, vnimat’ kultdru a vypestovat
svoj vzt'ah k ostatnym I'ud’'om ak prirode.

3. Poskytovat’ odberatel'om a verginosti relevantné informécie o vysedkoch vychovno-vzdel avace
praci skol, ktoré umoznia pozadovanu korekciu ¢innosti Skol a posobit” ako prostriedok ktory
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bude motivovat’ jednotlivé koly k zachovaniu a d’alSiemu rozvoju Specifickych ¢ft ich vychov-
no-vzdelavace) ¢innosti.

Funkciou maturitngl skusky je potvrdit' ziskanie stredoskolského vzdelania na poZzadovanej
arovni a spbsobilost’” absolventa pokracovat’ v d’'aSom Studiu na vysokej skole, resp. spdsobilost’
absolventa vykonévat’ povolanie, na ktoré sa pripravoval pocas stredoskolského Studia.

Komentar

Proklamované ciele MS nie je mozné dosiahnur’ hned’. Nova koncepcia maturitngl skisky bude na
zaciatku vychadzar' z obsahu a formy vzdelavania v sicasnych podmienkach a vysSie uvedené ciele
v Uping miere dosiahneme v priebehu dalSich 10-15 rokov, ato v sulade srealizaciou krokov
Programu vychovy a vzdelavania v SR na obdobie 15-20 rokov (Projekt Milénium).

3. RIADENIE A ORGANIZACIA MATURITNEJ SKUSKY

V siivislosti s riadenim a organizéaciou maturitngj skudky bude potrebné zriadit Ustrednti maturitni

komisiu (dag len ,UMK"), posilnit Gtvar merania vysledkov vychovno-vzdelvacieho procesu pri

SPU, rozsirit' pole pdsobnosti Stétnej skolskej indpekcie azriadit’ funkciu predsedu $kolske matu-

ritng komisie.

Ustredna maturitna komisia

UMK je odborny organ &tétnej spravy naktory MS SR deleguje niektoré rozhodovacie kompetencie

0 obsahu aforme MS na v3etkych typoch 3k6l. Na zéklade tychto delegovanych kompetencii UMK

predovSetkym:

— nanévrh SPU aSIOV schval'uje zoznam predmetov z ktorych mozno konat' M S,

— schval'uje Maturitny poriadok ajeho inovécie,

— zadava poziadavky natesty pre externu ¢ast' MS, objednéva ich tvorbu, schval’uje vypracované
testy a zodpoveda zaich kvalitu.

Statny pedagogicky Ustav a Statny ingtitut odborného vzdelavania

Vytvoria, udrZiavaju a permanentne inovuju Maturitny poriadok obsahujuci mimo iné:

— zoznam predmetov, z ktorych je mozné konat’ MS (d’a g len ,, maturitnych predmetov*),

— Urovne (z&kladnu a pripadne vySSiu) odliSené ndzvom, na akych sa méZe z jednotlivych maturit-
nych predmetov konat’ MS,

— cielové poZiadavky z kazdého maturitného predmetu vo vSetkych Urovniach a predpokladany
pocet vyucovacich hodin naich zvladnutie,

— formu a podobu v3etkych ¢asti MS v kazde) Urovni daného maturitného predmetu

— skuSobny poriadok kazdej drovne jednotlivych maturitnych predmetov,

— metodické pokyny pre realizaciu skusky v jednotlivych maturitnych predmetoch a hodnotenie
jg vysledku.

K tomu bude potrebné predovsetkym zabezpedit’

— tvorbu a udrZiavanie banky testovych uloh z jednotlivych maturitnych predmetov,

— tvorbu testov podl'a objednavky UMK,

— vyrobu adistribuciu testov pre externt ¢ast' MS,

— vydavanie metodickych pokynov pre realizaciu a opravu testov externgj ¢asti MS,

— Skolenie externych spolupracovnikov v rozsahu potrebnom pre vykon ich ¢innosti,

— riadenie aorganizovanie oprav externgj ¢asti M S,

— vedenie potrebnegl dokumentécie o priebehu a vysledkoch externgj ¢asti M S,

— zverginovanie textov pisomnych skusok, vysledkov externgj ¢asti MS ajg vyhodnotenie,

- gpracovanie a vyhodnotenie vysledkov externgj ¢asti MS ako podkladu pre d’alSie zlepSenie pra-
ceV oblasti tvorby néstrojov merania vysledkov vychovno-vzdel avacieho procesu.

Zapripravu aorganizaciu MS na skole zodpovedariaditel’ Skoly, za priebeh MS na skole zod-
poveda Skolska maturitnd komisia. Sklada sa z predsedu, riaditel’a skoly, a predsedov skusobnych
komisii.
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.MATURITNE PREDMETY

1. MS pozostéva zo skSok z piatich maturitnych predmetov. Ziak si méZze v riadnom termine dob-
rovolne zvolit’ este jednu skisku z d’alSieho maturitného predmetu.

2. Maturitnym predmetom méze byt predmet vyuc¢ovany na strednych Skolach, d’alej sibor pred-
metov, alebo stibor ¢asti predmetov, ak spini predpisané podmienky. O zaradeni medzi maturit-
né predmety bude rozhodovat’ UMK. Zoznam maturitnych predmetov bude si¢ast'ou Maturitné-
ho poriadku.

3. Z maturitnych predmetov uré¢enych maturitnym poriadkom bude mozné vykonat' MS na viace-
rych (obvykle dvoch - zakladng a vySSg)) Urovniach. Absolvent si bude méct’ v kazdom pred-
mete slobodne vybrat’ Uroven, na ktoregj chce dany predmet absolvovat. Ozndmi to v termine
uréenom navyber maturitnych predmetov.

4. Zarbdzne maturitné predmety sa nepovazuju rézne Urovne toho istého maturitného predmetul.

N

Maturitné predmety pre gymnazia s vyuéovacim jazykom slovenskym
— dovensky jazyk aliteratira,

— matematika,

— jeden zo svetovych jazykov,

- dvadase vieobecnovzdel dvacie maturitné predmety.

Komentar

K zaradeniu matematiky medzi povinné maturitné predmety na gymnaziach nés viedli dva hlavné
dévody. Po prve, Uspesnost’ v matematike vysoko poztivne koreluje sdalSou akademickou
Uspesnosrou absolventa. Pre tito vysoku predikeénu validitu sa skiska z matematiky zaraduje do MS
Vo vacsine krajin Eurdpy. Po druhé, matematika je v gymnaziach predmetom s najvacsim poctom
tyZzdennych vyucovacich hodin. Je preto na mieste, ak &at chce maturitou ztohto predmetu (je
externou casrou) overit Ucelnost’ takto vynaloZeného Usilia a prostriedkov. MozZznost’ vyberu medzi
zakladnou Urowviiou (pre tych absolventov, pre ktorych nebude matematika sUcasfou, alebo
predpokladom JdalSieho vysokoskolského vzdelavania) avySSou Urowvsiou, ciastocne eliminuje
diskriminaciu tych absolventov ktori maju vrodené a rozvinuté iné druhy inteligencie nez
matematické. Uvedomujeme si, Ze cie/oveé poziadavky v zakladngj Urovni budd musier obsahovar
najma to, ¢o budu potrebovar’ vSetci absolventi gymnazi. Si to viac schopnosti vykonavar’ urcité
mozgove oper acie nez suhrn pamarovych poznatkov z matematiky. Preto bude treba o cie/ovych po-
Ziadavkach zakladng) Urovne matematiky dosiahnur’ ¢o najSirSi konsenzus.

5. CASTI MATURITNEJ SKUSKY

Maturitna skiska z jednotlivych maturitnych predmetov méze mat’ dve ¢asti:
e externq,
e internq.

Otom, ¢i skuska z daného maturitného predmetu, resp. len z niektorej jeho Urovne obsahuje
externu ¢ast’, rozhoduje UMK na navrh SPU, alebo SIOV. Toto rozhodnutie je sicastou Maturitné-
ho poriadku.

Komentar:

Tento model maturitng) skusky sa javi ako najpriliehaveSi vzh/adom na skutocnost, Ze externou
castou skusky zjednotlivych maturitnych predmetov sa pomocou Statom garantovanych testov
zabezpeci validita a objektivita vysledkov maturitngj skisky, kym interna (Skolska) c¢ast’ skisky by
mala uchovar adalg rozvijar Specifickost’ jednotlivych strednych $kél. Tym by sa dosiahla
vyvazenost’ medz vplyvom Statu a Skoly. VVzajomné prepojenie a rovnocennost’ oboch uvedenych
Zoziek zabezpeci jednu z podstatnych poZiadaviek na inovaciu maturitngj skusky — zvySenie validity
a objektivnosti MS pri zachovani rozmanitosti obsahu a foriem vychovno-vzdelavacieho procesu
jednotlivych strednych skal.
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Predpokladame, Ze maturitné skiska z vyucovacieho jazyka, zo svetového cudzeho jazyka a z mate-
matiky na gymnaziach, bude mar’ vZdy externu cast, bez oh/adu na Urover:, na ktorej Ziak z daného
predmetu skasku kona. Z volite/ného maturitného predmetu bude mar’ skiiska externt ¢ast’ obvykle
len vo vyS3gj Urovni.

Externaéast MS

1. Externd ¢ast’ MS pozostava z centralne (na z&klade katal 6gu ciel'ovych poZiadaviek) vypracova
nych, vo vsetkych strednych Skolach (alebo na inych miestach na to uréenych) v rovnakom ¢ase
zadanych, pod externym dozorom konanych aexterne vyhodnotenych pisomnych skiSok z ma-
turitnych predmetov ur¢enych Maturitnym poriadkom.

Zapripravu a organizéciu externgj ¢asti MS zodpoveda UMK

Definitivne verzie pisomnych skisok externgj ¢asti MS schval'uje UMK.

Externa cast M S z kazdého maturitného predmetu trva aspon 120 a ngjviac 240 mindit.

Extern( ¢ast MS zabezpecuju SPU, SIOV, SSI, predseda kolskej maturitng komisie (ngjma
regulérnost’ priebehu a kvalitu dozoru) ariaditel’ kaZzdej Skoly, resp. riaditel’ povereng) skoly.
Externacast MS je nevergina. Ucast je povolenalen osobam poverenym UMK.

Externa ¢ast’ MS zo vSetkych maturitnych predmetov sa bude konat’ podl'a cel ostatne platného
harmonogramu, ktory schvéli UMK, spravidla po¢as 3 tyzdiov v marci.

agrwbd

No

Internaéast MS

1. Ziak konainternt ¢ast M'S z jednotlivych maturitnych predmetov pred skiSobnou komisiou.
2. Skusobné komisie mdzu byt triedne, alebo odborné, ich predsedov menuje zriad'ovatel’ skoly.
3. Clenov skusobnych komisii menuje riaditel’ Skoly.

Komentéar

Riaditel’ skoly sa mbZe rozhodnur pre:

— slcasny model, t. j. pre triedne skiSobné komisie, ktorych zloZenie bude upravené tak, aby pri
skuske z kazdého predmetu bola v komisii vacSina ¢lenov s aprobaciou pre tento predmet,

— odborné skuSobné komisie pre jednotlivé predmety, ZloZené len ztroch ucitelov s aprobaciou
pre dany predmet,

— kombinaciu oboch moznosti.

4. Internacast MS v jednotlivych maturitnych predmetoch sa méze konat’ réznou formou — pisom-
ne, ustne, prakticky, predvedenim alebo obhajobou vlastného diela aa kombinéciou tychto fo-
riem. Formy konania skusky v jednotlivych maturitnych predmetoch budu urcené v Maturitnom
poriadku.

Komentar

Ulohou interngj ¢asti MS v jednotlivych predmetoch je overiz najmé td ¢as:’ kompetencii absolven-
ta, ktora sa neda overis formou testu ¢i inym pisomnym prejavom. Preto tato ¢casy’ MS ma byt vhod-
nym ” komplementom” externg casti tak, aby spolu podavali uceleny obraz o vedomostiach, zruc-
nostiach a postojoch absolventa. Z tejto tlohy vyplynua aj navrhy na inovaciu foriem a podoby inter-
ng casti MS vo vacsine predmetov. Predpokladame, Ze postupne sa bude interna ¢ast’ MS obohaco-
var’ najma o také nove formy ako je predvedenie, ¢i obhajoba viastného produktu. Predpokladom
k tomu je dostatocne pripravena pedagogicka komunita. Navrhovanou podobou interngj casti MS
chceme zachovar’ v3etko to, ¢o bolo dobré v doterajSegj tradicii maturitnych skuSok. Pomocou tejto
casti sa zachova a aj rozsSiri moznost’ prejavovania Specifickosti a profesijng orientacie jed-
notlivych strednych $kél. Zodpovednoss’ za organizaciu a realizaciu tejto casti maturitng skuasky
v zmysle prislusnych pravnych predpisov budd mar’ stredné skoly.

5. Internacast MSjevergna
6. Zapripravu aorganizaciu interng ¢asti MS zodpovedariaditel’ Skoly.
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7. Za priebeh interng ¢asti MS zodpoveda Skolska maturitna komisia. Finanéné zabezpecenie
interng ¢asti MS je v kompetencii zriad’ovatel'a Skoly.

8. Ziak musi vykonat' internti ¢ast MS v priebehu piatich pracovnych dni.

9. Dizku skisky pre kazdy maturitny predmet uréuje Maturitny poriadok.

10. Ak je v niektorom maturitnom predmete si¢ast’ou interngj ¢asti MS g pisomna skuska, tak té&o
smietrvat’ ngjviac 240 minut. Termin konaniatejto skusky bude uréeny harmonogramom MS.

11. Interna ¢ast M'S sa bude konat' podl'a celodtétne platného harmonogramu, ktory schvai UMK,
spravidla 2-3 tyZzdne v jani.

.HODNOTENIE MATURITNEJ SKUSKY
Dokladom o uspeSnom absolvovani M S je maturitné vysvedcenie.

(o]

2. Podmienky na Uspedné zloZenie maturitngl skusky pre kazdy maturitny predmet si urcené
v Maturitnom poriadku.

3. Ziak tuspedne zloZil MS, ak tspesne zlozil skudku zo vietkych maturitnych predmetov.
Externa ¢ast’ skusky z kazdého maturitného predmetu sa hodnoti percentom Uspednosti a per-
centilom.

Komentar:

Pre Skolsky rok 2003/2004 neuvazujeme o stanoveni minimalng hranice na Uspednost’ v externeg

casti.

5. Spdsob hodnotenia interng casti MS je pre kazdy maturitny predmet urceny v Maturitnom po-
riadku. Vysledky interng ¢asti MS v kazdom maturitnom predmete (g v jednotlivych formach

¢i zlozkéch) navrhujeme hodnotit” znamkou.
6. Vydedok kazdgj ¢asti M S (externgj ainterng)) bude vyznateny navysvedéeni zvlast'.

Komentar:
Nenavr hujeme uvadzar’ celkové hodnotenie maturitného predmetu. Predpokladame, Ze odberate/’ si
sam urobi celkové hodnotenie pod/a svojich kritérii.

Z uvedeného navrhu nove koncepcie MS vyplyva dolezitost dokumentu ,, Maturitny poriadok”.
Preto uvadzame jeho (zatial’ len pracovnu) osnovu aukazky jednotlivych ¢asti, ngjma tych, ktoré
maj U vzt'ah k matematike.

Névrh osnovy maturitného poriadku.

Obsah

Funkcie a Struktdra dokumentu.

l. Vyhlaska o ukon¢ovani stadia na gymnéziach, strednych odbornych skolach a v Stu-
dijnych odboroch strednych odbornych u¢ilist (komentované znenie).

Il. V Seobecnovzdel avacie predmety.
1. Oblast’ jazykova

1.1. Slovensky jazyk aliteratura

1.1.a. Mad’arsky jazyk aliteratara

1.1.b. Ukrajinsky jazyk aliteratira

1.1.c. Slovensky jazyk a slovenska literatira na Skolach s vyuc¢ovacim jazykom na-
rodnostnych mensin.

1.2. Cudziejazyky

2. Oblast’ spolo¢enskovedna
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2.1. Dejepis
2.2.  Nauka o spolo¢nosti
2.3. Geografia

3. Oblast’ matematiky, informatiky a prirodnych vied

3.1. Matematika
3.2. Informatika

3.3. Fyzika

3.4. Chémia

3.5. Biologia
[Il.  Odborné predmety.

IV. Hodnotenie vysledkov MS
V. Metodicky sprievodca.

V1.

Ukazka z Gvodu
Funkcie a Struktlra dokumentu

Dokument vyjadruje predstavu o spolo¢ensky Ziadlicel podobe poZiadaviek na absolventov
strednych 3kdl, ohl'adne naplnenia ciel'ov, ku ktorému ich vzdelavanie smerovalo. Ciel'ové poZia-
davky z jednotlivych predmetov (v tg] Urovni, ktort si Ziak slobodne vybral), ktoré tento dokument
obsahuje, st zavazné v plnom rozsahu pre tych absolventov, pre ktorych je dany predmet povinnym
predmetom maturitnej skusky, alebo pre tych, ktori sa vorbou rozhodli z tohto predmetu konat’ ma-
turitny skusku.

Dokument je uréeny pre
— Ziakov ako subor poziadaviek, uréujuci ¢o ado akej miery ma absolvent v danom matu-

rithom predmete vo zvolenej Urovni ovladat’,

— rodi¢ov a Ziakov, ako subor informacii slUziaci pri vybere strednegj Skoly primeranej za-
ujmu a schopnostiam dietat’a,

— tvorcov testov ainych foriem externg ¢asti maturitnej skusky, slUziaci ako zavazny do-
kument limitujuci rozsah a narocnost poziadaviek na vedomosti, zru¢nosti a schopnosti
Ziaka, ako dokument urcujuci obsahovl népln tejto ¢asti maturitnej skusky, ako doku-
ment zarucujuci porovnatel'nu validitu maturitnej skasky v priebehu ¢asu

— ucitel'ov, ako informéacia o poZiadavkach, ktoré s na ich Ziakov kladené, ako zavazny
dokument ur¢ujuci obsah avarianty poddb aforiem internej ¢asti maturitnej skasky, ako
metodické poucenie pre hodnotenie ziakov na maturitnej skuske, ako informacia o trende
vo vyvoji kurikula daného predmetu

Ukézka z Gvodu k &asti 11. 3.1.
3.1. Matematika

Matematické vzdelavanie je vyznamnou sicast'ou vseobecnej vzdelanosti. Vedie Ziakov k po-
chopeniu kvantitativnych vzt'ahov v prirode i spolo¢nosti, vybavuje ich poznatkami a zru¢nostami
uzitocnymi pre kazdodenny Zivot a potrebnymi pre chgpanie obklopujucich nés javov azavidosti.
Pre mnohych Ziakov je nevyhnutnym predpokladom pre ich d’a&e technicky, prirodovedne, alebo
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ekonomicky orientované studium, resp. je potrebné pre ich vzdelavanie v odbornych predme-
toch. Matematické vzdelavanie maviest’ Ziakov k tomu, aby:

sa rozvijali afunkéne zdokonalovali ich poznavacie procesy, ngima ich myslenie ainte-
lektové schopnosti ako predpoklad vytvaranie potrebnych zru¢nosti a kompetencii,

pritom mali dostatok prilezitosti pouZivat’ vSetky zakladné myslienkové operacie (ako su
abstrakcia, zovSeobecriovanie, analyza, syntéza, porovnavanie, triedenie) a operécie
s pojmami (ako su usudzovanie, indukcia, dedukcia)

si osvojili nevyhnutné matematické poznatky, zru¢nosti a metddy prace v tej miere, aby
sa zlepSilaich schopnost’ riesit’ problémy a efektivne konat,

dokazali pri rieSené matematickych problémov efektivne pouzivat dostupné informacné
a komunikacné technol 6gie (kalkulacky, pocitace, internet),

vnimali matematiku a jej histériu ako nedielnu stc¢ast’ 'udskej kultury,

posilnilo pozitivne rysy ich osobnosti o také zlozky ako sU raciondnost’, doslednost,
presnost, tvorivost,

umoznilo zaujemcom pokracovat’ v dalSom Studiu tych odborov T'udskej ¢innosti, kde je
potrebnd matematicka priprava

K tomu je potrebné aby mali zakladné poznatky a primerané zruénosti z tychto ¢asti mate-
matiky:

3.1.1. Jazyk matematiky. (Zakladné poznatky z matematickej logiky a zakladné poznatky
o] mnoiipéch.)
3.1.2. Cisla, premenna a vyrazy

3.1.3. Rovnice, nerovnice a ich sustavy

3.1.4. Funkcie a postupnosti

3.1.5. Limitné procesy

3.1.6. Planimetria

3.1.7. Stereometria

3.1.8. Kombinatorika, pravdepodobnost’ a zéklady Statistiky

Uvod k &asti 3.1.6. — Planimetria

Planimetria

Vyucovanie planimetrie seduje nasledovné pecifické ciele, ktorych dosiahnutie chceme

maturitnou skuskou overit’. (Tuénym pismom je ozna¢enéto, ¢o patri len do vySsg Urovne.)

Ziak ma

e ziskat navyk pouzivat' nacrtnuty obrézok na zjednoduSenie rieSenia problému, pri
formulacii problému, pri matematizacii redlnej situacie a ma byt schopny vyhotovit’
takyto nacrt

e poznat' zakladné mnoziny bodov danych vlastnosti a ma byt schopny (po vhodnej
vol'be sustavy suradnic) ngjst’ ich analytické vyjadrenie,

e vediet’ skonstruovat' (nakreslit) objekt jednoznatne popisany svojimi vlastnost'ami
a (resp.) svojou polohou, vyuzivajuc pri tom poznatky o zndmych mnozinach bodov
danej vlastnosti a schopnost’ najst’ obrazy tychto mnozin v jednotlivych zhodnych
zobrazeniach, resp. v rovnol’ahlosti. Ma by’ schopny popisar’ konstrukciu objektu
ako algoritmus,
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e byt schopny z predloZeného nacrtu ¢i obrézku vycitat' v iom obsiahnutd informéciu,
popisat’ vlastnosti nakresleného objektu ajeho polohu, vediet odmerat’ dizku a uhol
avediet vypocitat’ to, ¢o sa neda bezprostredne odmerat’,

e byt schopny pri rieSeni geometrickych problémov vhodne zvolit' siradnicovl susta-
VU a pomocou poznatkov o vektoroch resp. inych metod analytickej geometrie prob-
lém vyrieSit,

e byt schopny pri rieSeni geometrickych problémov pouZivat' pristupné informacné
technoldgie ainforma¢né zdroje,

e byr schopny vjednoduchych pripadoch rozhodnu#’ o existencii hl’adaného objek-
tu, oplatnosti ¢ neplatnosti nejakého vzr’ahu medzi objektmi ¢ ich mierami,
o platnosti ¢ nepravdivosti nejakého tvrdenia o geometrickych objektoch aich
vlastnostiach,

e byr schopny v jednoduchSich pripadoch z danych (znamych) viastnosti geometric-
kych objektov vydedukovar’, odvodi#’ nové vliastnosti.

e by schopny rieSi# ulohy komplexného charakteru, mobilizujuc svoje poznatky
a zruénosti ziskané pri studiu jednotlivych ¢asti (planimetria, trigonometria, ana-
lytickd geometria) geometrie.

K tomu je potrebné aby ovladdal nasledovné pojmy, poznal uvedené vztahy medzi nimi,
amal rozvinuté zru¢nosti umoziujuce mu rieSit’ d’alej uvedené typy ulohy z tychto oblasti:

Linearne Utvary v rovine.

Trojuholnik.

Kruh, kruznica.

Mnohouholniky.

Mnoziny bodov danych vlastnosti a ich analytické vyjadrenie.
Konstrukéné ulohy.

Komplexné alohy.

ok whpE O

Ukézka spracovania ¢asti Trojuholnik:

1. Trojuholnik.

a) pojmy:

vrchol, strana (ako vzdialenost’, ako Usetka), vyska (ako vzdialenost’, ako Useckai ako priamka),
vnutorny uhol, ostrouhly trojuholnik, pravouhly trojuholnik, tupouhly trojuholnik, rovnoramenny
trojuholnik, rovnostranny trojuholnik, taZnica, tazisko, priesecnik vySok trojuholnika, stredna
priecka, os strany, os (vnutorného) uhla, kruznica trojuholniku opisana a kruznica do trojuholnika
vpisang, obvod a plodny obsah trojuholnika,

b) vzt'ahy medzi pojmami:

trojuholnikova nerovnost’, sicet uhlov trojuholnika, oproti v&tSg strane lezi v&si uhol, oproti
rovnakym strandm lezia rovnaké uhly, delenie t'aznic t'aziskom, Pytagorova veta, vyjadrenie obsahu
pomocou dizky strany ak nej prisiudnej vysky, vyjadrenie obsahu pomocou dvoch stran a sinusu
uhla tymito stranami zovretého, wyjadrenie obsahu pomocou dizok stran, vyjadrenie kosinusov
vnitornych uhlov pomocou dizok strén (kosinusova veta), sinusova veta, zhodné apodobné
trojuholniky, vety sss, sus, usu, Ssu 0 zhodnosti a podobnosti trojuholnikov, Euklidove vety.

Uvedené pojmy avzt'ahy medzi nimi ziak pozna do tej miery, ze rozumie zadaniam uloh v kto-

rych satieto pojmy pouzivaju a ovlada vztahy medzi nimi, do tg miery, Ze ich vie aktivne pouzit
pri rieSeni uloh.
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c) typy Uloh, ktoré méZiak vediet riesit’:

vypocitat zo zndmych prvkov trojuholnika ostatné veli¢iny pokial’ k tomu postacia horeuvede-
né vzt'ahy

jednoduché praktické ulohy s fyzikalnou alebo zememeragskou tematikou

alohy komplexného charakteru, vyzadujuce mobilizéciu poznatkov z planimetrie, trigo-
nometrie a schopnost’ pouzivat’ analytickd metédu

Ulohy o trojuholniku rieSitel'né rozdelenim trojuholnika na dva pravouhlé trojuholniky
a aplikovanim Pytagorovej vety

pouzitim podobnosti trojuholnikov rozdelit Usecku v danom pomere (zostrojit’ na priam-
ke bod, ktory mé vzhl'adom k dvom danym bodom priamky dany deliaci pomer)

zostrojit’ trojuholnik, vyuZivajuc bezprostredne (bez transferu) dané vztahy medzi prv-
kami trojuholnika, znalost” zakladnych mnoZin bodov danych vlastnosti, schopnost’ zo-
strojit’ prieniky takychto mnozin a obrazy tychto mnozin bodov v jednotlivych zhodnych
zobrazeniach, resp. v rovnol'ahlosti (takéto ulohy st v 6. Konstrukené dlohy.)

Exemplifika¢né ulohy:
1

Poznéte diZku strany trojuholnika (c = 8 cm), protil'ahly uhol (cos y = 0,6) a vy3ku na tdto
stranu (v¢ = 7 cm). Zostrojte tento trojuholnik a vypocitajte verkosti zvysnych stran.

2

Poznéte dizku strany AB trojuholnika, uhol y ataZnicu t,. Zostrojte tento trojuholnik avy-
pocitajte velkosti zvysnych stran. (VSetky Udaje su dané konkrétne!)

3

V trojuholniku, ktorého strany maja dizky 13 cm, 14 cm a 15 cm, vypocitajte

diZku vysky nanajdlhsiu stranu,
kosinus ngjvacsieho uhla,
plosny obsah
4.
Z brehu rieky neznamej Sirky b vidiet
. strom neznamej vysky h pod vysko-
- vym uhlom . Zbodu od metrov
LT T vzdialenejSom od brehu rieky vidiet
e prad h tento strom pod vyskovym uhlom g.
e . (Pozri prilozeny obrazok.) Vypocitajte
‘ J\ Sirku rieky g vysku stromu.

5.

3 m dlh& sSndra na bielizen je zavesena
medzi bodmi A aB, ktorych vzdiale-
nost' je 2 m aktoré si 2 m vysoko od
zeme. Vo vzdialenostiach po jednom
metri sU na Snure zavesené dve zava-
Zia. O kol'ko cm klesne jedno zavazie
ak odstranime druhé zavazie (pozri ob-
® ® ® razok)?

6. Postati rovnoramenny pravouhly trojuholnik, ktorého odvesny maju dizky 7 cm na pri-

krytie mince s priemerom 4 cm ?

7. Prvy trojuholnik méa dizky stran 5cm, 6 cm a 7 cm, druhy trojuholnik ma dizky strén

4 cm, 6 cm a 8 cm. Urcte rozdiel ich obsahov.
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Ukazka zo zaveru fasti 11. 3.1.

Forma a obsah jednotlivych ¢asti maturitng skisky z matematiky.

Prehl'ad o forme maturitng skisky z matematiky v jednotlivych Grovniach ngjlepSie vystihuje ta-
burka:

Uroven : |Externacast : Interna cast

Zakladna | 120 mindtovy test s 30 polozkami, vacSinou VyrieZenie vylosovaného
s vyberom odpovede, stasti stvorbou krétkej, zadania.
objektivne skorovatel'ng) odpovede.

VysSa 1. ¢ast’ - 120 minatovy test s30 | 2. ¢ast’ - 60 VyrieSenie vylosovaného
poloZkami, v&sinou s vyberom | mindtovy test | zadania
odpovede, stasti stvorbou stromi , .
krétkej, objektivne Struktdrovanymi Alt.egE?“V& — obhajoba
skorovatel'ngj odpovede. tlohami. projextu.

Obsah jednotlivych ¢asti maturitnej skusky z matematiky:

Externa ¢ast” maturitng skusky z matematiky bude obsahovat’ testové polozky, resp. Struktdrované
tlohy zo vsetkych ¢asti (3.1.1. az 3.1.8.) svynimkou c¢asti Limitné procesy. V tejto stvislosti
odporucame tento tematicky celok zaradit do vyuc¢ovania ako posledny vo 4. ro¢niku. Rela-
tivne v&Sim zastupenim uloh z ¢asti 3.1.8 (Kombinatorika, pravdepodobnost’ a zéklady Sta-
tistiky) medzi testovymi polozkami chceme zdbéraznit vyznam tejto casti matematiky pre
vSetkych absolventov strednych skol. Medzi StruktUrovanymi Ulohami v 2. ¢asti testu exter-
nej ¢asti (vo vysSej Urovni) nebudd dlohy typu ,, Dokéazte...".

KedZe interna ¢ast MS ma vhodne dopliiat’ externi ¢ast’ av tejto sa da dostatocne overit
Sirka poznatkov zo vSetkych ¢asti matematiky, nepovazujeme za potrebné, aby zadania pre
internu ¢ast pokryvali cely obsah u¢iva matematiky. Naopak, myslime si, Ze zadania maju
obsahovat' vSetky bezné postupy ametdédy pouzivané pri rieSeni (matematickych) uloh
a problémov, ilustrované na primeranom obsahovom materiale.

Ocakévame, Ze vinterng casti MS sa odzrkadlia Specifické mozZnosti atradicie 3koly.
V interngj casti je mozné overovat’ napr. schopnost’ Ziakov pouzivat' pri rieSeni problémov
stc¢asné informac¢né a komunika¢né technolégie, pracu s PC, kalkulétormi, internetom a pod.
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NIEK TORE MOZNOSTI VYUVZITIA
GRAFICKYCH KALKULACIEK
NA HODINACH STREDOSKOLSKEJ MATEMATIKY

Lilla Korenova, Metodické centrum mesta Bratislavy, Exnérova ul., Bratislava

Matematika je taka stard, ako 'udstvo sameé , tak ako g snaha ul'ah¢it’ si pracu pri sice zndmych, ae
préacnych algoritmoch pocitania. Matematika a jg technické pomécky (Abakus, logaritmicke pravit-
ko, kalkulacka, pocitac...) pdsobili na seba vzdy interaktivne. Veda vytvéraa teoretické zézemie
i potrebu pre vyrobu technickych pomécok a opacne, ich pouzivanie ovplyviiovalo a obohacovalo
matematickd vedu. NaSim pravom g povinnostou je poznat’ a pouZivat' ngjnovsie technické pros-
triedky (teda g programovatelné grafické kalkulacky). Grafické programovatel'né kakulacky,
podobne ako PC alnternet patria do dnednej doby, st jednou z novych informacnych a komunikag-
nych technolégii. Dnes by sme s uz nemali klast otazku, ¢i tieto IKT vyuzit vo vyu¢ovacom
procese, ale ako ich vyuzit.

IKT poméhaju ucitelovi pri napinani si¢asnych cielov vyutovania, ae existencia novych tech-
nolégii a ich pouZivanie v beznom Zivote sa musi odzrkadlovat g v zmene tychto cielov.
Napriklad v matematike by sme mali:

» neklést’ dbéraz na zru¢nosti, ktoré v slicasnosti uz nemaju v Zivote vyznam (lebo existuju
efektivne néstroje, ktorymi ich mozno nahradit’)

* viac sazamerat’ na matematizéciu Gloh

* naucit’ Ziakov poznat’ a efektivne pouzivat' nové technoldgie pri rieSeni tloh

* nawcit’ Ziakov interpretovat’ vysledky, ktoré ziskame pomocou IKT (PC s vhodnym softvé-
rom, graficka kalkulatka a pod.)

» vyuZit, Ze nové technol 0gie vyrazne rozsiruji moznost' experimentovania, umoziuju Ziako-
vi dojst’ vlastnym tempom k vysledku, k vysloveniu hypotézy, k rieSeniu tlohy

* pawcit’ Ziakov pouZivat IKT ako nastroj pri badani

» podporovat’ Ziakov v samostatnej praci, lebo praca na projektoch s podporou IKT vedie Zia-
kov ku kreativnosti

Chcelaby som poukazat’ na prakticke vyuzitie grafickych kalkulatiek vo vyucovani matematiky
na strednych Skolach g preto, Ze mam praktické skusenosti hlavne s projekeénou grafickou kalkulag-
kou CFX — 9850 GB Plus od firmy Casio / pomocou LCD displeja a meotaru premieta na projekené
platno/. Kredliace schopnosti grafickych kalkulatiek mézeme vyuzit' v ucive o funkciach, pri rieSeni
rovnic s parametrom, zviditel'nenim postupnosti a urah¢enim prace s nimi, rieSeni slovnych optima-
lizaénych Uloh, v neposlednom rade chcem naznit” d’alSie Siroké moznosti vyuZzitia programova-
cich vlastnosti kalkulaciek pri chapani a pouzivani algoritmov v matematike.

Ugivo o funkciéch je obsiahlou addleZitou ¢astou stredodkolskej matematiky. Casto potrebuje-
me vediet’ niektoré vlastnosti dang funkcie, preto si vypracované rozne matematické postupy na
znazornenie funkcii, hradanie minima, maxima, defini¢ného oboru a oboru funkénych hodnét. Ak
mame k dispozicii graficka kalkula¢ku, ktora nam vykresli S— i
graf dang funkcie, I'ahSie sa ndm podari ur¢it hradané FL=LAT IR A
vlastnosti danych funkcii. Ba ¢o viac, mézeme experimen- |y
tovat, hladat’ urc¢ité zavidosti, z&onitosti medzi tvarom | =~ ™ ) ——
predpisu funkcie, jeho koeficientmi atvarom grafu funkcie.

Graficka kalkulatka ndm umozni 'ahko pracovat’ g Sta \Il
kymi funkciami /napriklad zlozenymi/, sktorymi sme sa
doteraz na strednej Skole nezaoberali.

Kazda rovnica tvaru f(x)=0 alebo f(x)=g(x) sa da I'ahko vyriesit' graficky, ak mame k dispozicii
nastroj /graficki kalkulacku/, ktory vie vykredit' grafy funkcii aspotrebnou presnostou uréit

n
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priese¢niky sx-ovou osou aebo priese¢niky danych dvoch funkcii. Slstavu dvoch rovnic o dvoch
neznamych mézeme tiez riesit’ graficky hl'adanim priese¢nikov dvoch grafov.
Slovné optimalizaéné Ulohy sa v stredoSkolskel mate-

matike zarad'uju zv&Sa az do maturitného rocénika, ﬁ% ﬁ%ln e L-ama el

ked’ sa uz prebralo ucivo o derivéaciach ao vySetrova

ni priebehu funkcie pomocou nich. Niektoré Ulohy, .."Il II"l t'ji-l ..'r"'nt

kde ide len o minimum alebo maximum kvadratickej \ "-,_,.-r "-,_,.-r
funkcie sa objavuju sporadicky v ucebniciach g niz-

Sich rotnikov SS. Ak ale vieme vykreslit' graf Tubo- |,__ | 5ac|p2ga ,I,=_|_HHHD,|5$|E':T

volng funkcie, méZzeme riedit optimalizacné ulohy
(z fyziky, zo Zivota apod.) g bez pouzivania diferencidlneho poctu ateda uz od prvého ro¢nika
stredngj Skoly. Nemusime venovat' tol'ko ¢asu aenergie na vypocet maxima, minima funkcie,
mbZeme sa zaoberat’ matematizéaciou slovnych Uloh, pritom nés vobec neobmedzuje skutocnost’, ¢i
dana rovnicou vieme klasickym spésobom vypocitat’, ¢i vieme odhadnit’, ako vyzera dany graf
funkcie.

Napriklad dloha: Kornutiky

Kruh s polomerom 1 mame rozdelit na dva
kruhové vyseky tak, aby sli¢et objemov Kor-
nutikov, ktoré sa z tychto vysekov zhotovia bol
¢o Ngv&si.

Riesenie:
Graf funkcie vyjadrujuce stcet objemov kornatikov si mézeme nakredlit’ :
N ey S ETE S SIS0 I B

Vv, :%(1— K)2A1— (1-k)?

V=V, +V, =%k2\/1— K2 +%(1— K)PA1— (1- k)

hAH
n=0.32U0I38YRIA %Y=0.4YSEEUOSTI

Na obrézku vidime 2 extrémy (symetricky rozlozené).

Pri skimani vlastnosti ¢iselnych postupnosti nam maéze pomaoct’, ak mame nastroj /kalkulétor/, ktory
vie rychlo aprehl'adne vypocitat’ vel’ké mnoZstvo ¢lenov tejto postupnosti, pripadne ich zobrazit
v graficke podobe. Hlavne pri Statistickych vypoctoch nam méze kalkulacka vel'a pomoct’, ngima
pri zdihavych a komplikovanych vypo&toch. Pomocou grafickej kalkulatky méZeme nielen vyhod-
nocovat’ Statisticke Udaje, ale g vykredlit' regresné krivky, znazornit™ histogram a pod.

Pri &tadiu funkcii jednej premenngl x sa mdZzeme stretnut’ s tym, Ze zapis funkcie obsahuje este g
parameter. Hodnota parametra nejakym spésobom ovplyviiuje priebeh funkcie. Graficka kalkulacka
moZe zjednodusit’ odhad vplyvu parametra na graf funkcie.

V matematike sa ¢asto stretavame s algoritmami, ¢i uzZ ide o viacnasobné pouZzitie nejakého vzorca,
rozklad ¢isla na prvocisla, Euklidov algoritmus na vypocet najvacSieho spoloéného delitel'a dvoch
prirodzenych ¢isel apod. Programovatel'na kalkulacka nam nielen poméze s mechanicky sa opaku-
jacimi vypoctami, ale samotna tvorba programov napomaha k rozvoju tych schopnosti a navykov,
ktoré sarozvijgu vyucovanim matematiky.

Toto je len niekol'ko struénych a nelplnych ndmetov, ako vyuZzit' grafickl kalkulacku v stredo-
Skolskgl matematike. Verim, Ze tato nova pomocka uz zanedlho zaujme svoje miesto v laviciach
Ziakov ana katedrach ucitel'ov tak, ako je to vo vyspelych krajinadch uz samozrgmost'ou. A mate-
maticka ucitel'ska verginost” by sa mala zamysl'at’ nielen nad tym ako zmenit ich vplyvom metodi-
ku, formu ale g samotny obsah vyuc¢ovania matematiky. Je nad ¢im zacat’ premysl'at’!
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SKOLENIA UCITELOV , | NFOVRMACNE A KOMUNIKACNE
TECHNOLOGIE VO VYUCOVANiI MATEMATIKY*
NA MCMB

Lilla Korenova, Metodické centrum mesta Bratislavy, Exnérova ul., Bratislava

Na existenciu novych informacnych a komunikacnych technoldgii aich metodické vyuzivanie vo
vyucovani matematiky treba ucitel'ov cielavedome pripravovat’. Metodické centrum mesta Bra-
tisavy uz druhy rok s Uspechom vzdeldva ucitel'ov v tejto oblasti. Cielom priebezného vzdelavania
(45h) a Speciaizacného inovatného Studia (200h) ,, Informacné a komunikacné technolégie vo vy-
ucovani matematiky“ je oboznamit' ucitelov strednych azédkladnych 3kdél snovymi metodami
aprostriedkami zefektiviiovania vyuc¢ovania matematiky atym a zvySovania U¢innosti pedagogic-
kého procesu. Absolventi by mali byt schopnejsi samostatne aefektivne vyuZivat' Internet pri
ziskavani aktualnych pedagogickych a matematickych materidlov ako g dostupného didaktického
amatematického softvéru, vyuzivat' Internet vo vyucovani matematiky vo vSetkych fazach vyuco-
vacieho procesu / pri motivacii, pri opakovani, pri osvojovani nového uciva, pri upeviiovani a prehl-
bovani, pri preverovani g hodnoteni Ziakov, pri ich domécej priprave/, vhodne a efektivne vyuzivat
vo vyucovani matematiky didakticky softvér (Cabri geometria, Microsoft Excel, Derive, Mathema-
tica, programy na kreslenie grafov funkcii ainé), vhodne vyuZivat' programovatel'né grafické kalku-
lacky na hodinach matematiky. Naucia sa prezentovat” svoje skusenosti s vyuzivanim IKT vo vy-
ucovani na Internete “(tvorit’ vlastné pedagogické, matematické www stranky, matemati cké testy).

Obsah &udia priebezného vzdel avania /45h/:

* Poucenie 0 pouzivani Internetu pri ziskavani informacii

= Matematické aplety ako nova forma prezentécie poznatkov

» Cabri geometria- didaktickeé vyuZitie

* Programy nakreslenie grafov funkcii

=  Dal&i pedagogicky softvér

» Pouzivanie programu EXCEL vo vyu¢ovani matematiky

» Didakticke vyuzitie grafickych kalkulaciek

= Tvorbavlastng webstranky /zaklady/ - forma prezentécie ucitel'a
K tomuto vzdelavaniu vzniklo g multimedidine CD autoriek Lilla Korenova, Dana Hrdinova ako
Sudijny materid "IKT vo vyu¢ovani matematiky" vydané Nadaciou OSF a Neinvestiénym ucitel’-
skym fondom pri MCMB.

Ciele a obsah studia Specializachého inovacného Stadia IKT vo vyuc¢ovani M /200h/:

Stadium sa uskutoéni v rozsahu 200 hodin v priebehu dvoch 3kolskych rokov formou viacdiiovych
sustredeni. Na vzdelavacom procese Ucastnikov Skolenia sa budu podielat’ prednéSatelia a lektori
z vysokych 8kdl, pedagogickych Ustavov, lektori projektu Infovek ametodici MCMB. Realizécia
bude prebiehat’ formou prednasok, cviceni, vycvikov a seminarov.

1.blok: Internet ajeho didaktické vyuZzitie:

Internet ako zdroj pedagogickych materialov (prednaska + cvicenie)

Internet ako zdroj matematickych materiaov (prednaska + cvicenie)

Internet ako zdroj matematického didaktického softvéru (prednaska + cvicenie)

Matematické www stranky aich didaktické vyuzitie /Aplety, on-line matematicke hry, testy
apod./ (predndska + cvicenie)

Internet ajeho vyuzitie pri rozvoji kreativity Ziakov /Ziacke projekty vo vyucovani
matematiky/ (prednéSka + cvicenie)

Email , matematické a pedagogickée diskusné skupiny ako prostriedok vymeny informacii pre
ucitelov (cvicenie)
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2.blok: Matematicky didakticky softvér ajeho vyuZitie:

Program Cabri geometria ajej metodické vyuZzitie (prednéSka + cvicenie)

Program Microsoft Excel ajeho vyuZzitie na hodinach matematiky (prednaska + cvicenie)

Programy na kreslenie grafov funkcii (prednaska + cvicenie)

Programovatel'né grafické kalkulacky aich vyuzitie na hodinach matematiky (prednéska +
cvicenie)

Program Derive ajeho didaktické vyuZitie (prednaska + cvicenie)

Program Mathematica a jeho vyuZitie (prednaska + cvicenie)

DalSi matematicky didakticky softvér (prednaska + cvicenie)

Tvorba didaktickych matematickych testov pomocou vhodného softvéru na PC (prednaska +
cvicenie)

Tvorba vlastng) matematickej www stranky (prednaska + cvicenie)

MCMB, Exnérova¢. 20, P.O.BOX 41, 820 12 Bratislava 212
www.mcmb.sk

www.gymn-sturovo.sk/~lilla/

e-mail: lillakorenova@nextra.sk
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BUDOVANI KONECNE ARITMETICKE STRUKTURY!?

Jana Kratochvilova, Pedagogicka fakulta, Karlova Univerzita, Praha

ABSTRAKT

Nas vyzkum je zaméien na hledani jeva, jeZ jsou piitomny v procesu vytvareni struktury, predevsim
téch, které charakterizuji tento proces. K tomuto U¢elu byla pouZzita struktura, ktera vyZaduje mini-
malni matematické znalosti, ale nabizi razné, nékdy i piekvapujici strukturani situace. Jedna se
o mnoZinu vdech tridd (ab,c) € N® (0 ¢ N), a < b, ¢ = atb slevym zobrazenim Lt: (a,b,c) —
(a,c,a+c) a pravym zobrazenim Rt: (a,b,c) — (b,c,b+c). Triady jsou novym , prostiedim” pro zaky
atato skute¢nost délé strukturu vhodnym néstrojem pro zkoumani prvnich etap strukturaéniho pro-
cesu. Autorem néstroje je M. Hejny, ktery byl inspirovan ucebnici Repas — Cernek — Pytlova —
Vojtela (1997, s. 4).

1. UVOD

Strukturdni mysleni se neodehrava na hladiné objevovani vztahu v existujici struktuie, ale na hladi-
né postupného vytvéaieni nové struktury prostiednictvim reSeni série piiméiené narocnych dloh.
V prabéhu experimenta zameienych natuto problematiku jsem si vytvarela vlastni predstavu proce-
su strukturace a struktury. ReSi-li zak poprvé tlohu jistého typu (3+?=5), pouZiva metodu pokus-
omyl. Re3i-li podobné dalsi Glohy (5+?=6, ...), jeho préce se urychluje, nabyvéa vhled do situace
a zkuSenosti. Po jisté dobeé objevi, Ze hledané ¢islo |ze ziskat tieba metodou dopocitavani nebo do-
konce metodou odgiténi. Toto poznani meéni pavodni strategii pokus-omyl na primou strategii vy-
po¢tu. Vytvoieni tohoto poznani je zakladni kamen tvorby struktury (v tomto pripadé aritmetické).
V dal§im procesu pomoci jinych sérii Uloh objevuje Zak dalSi souvidlosti, jiZz ne toliko mezi objekty,
ale i mezi vytvoienymi poznatky. Soubor jednotlivych poznatkt se tak stava provéazangjsi, konzis-
tentnéjSi atento proces chapu jako strukturaci ajeho vysledek jako strukturu.

NejbohatSi matematicka struktura, kterou zna absolvent zékladni 3koly, je struktura celych, resp. ra-
ciondnich c¢isel. Budovani této struktury probihd spontanné a dlouhodobg, takze je velice tézke
zkoumat tento proces experimentdné. OvSem nasi snahou je ngjit oblast matematiky, kde by experi-
mentani studium strukturace bylo uskutecnitelné. Jako priklad Ize uveést strukturaci rovinnych izo-
metrii (tvorbu grupy izometrii). Ale ndrocnost této oblasti, zefména klicovy pojem - sklédani
zobrazeni - nedovoluje pouzit tento nastroj na zaky ve véku nizSim nez patnact let.

Jednim z feSeni tohoto problému je strukturatriad. Je to vyzkumny nastroj, kterym |ze zkoumat bu-
dovani matematické struktury Zékem jiz ve véku 10-11 let. DuleZita vlastnost struktury spociva
v jgi novosti, &k pracuje s novym matematickym objektem (triddou) a dvéma zobrazenimi. Z&k pii
budovani struktury nemiZe pouzivat Zadna strukturdni pravidla, ktera zna z aritmetiky.

2.NASTROJ VYZKUMU

Experimenty byly uskutegnény stiiceti Zaky ve Velké Briténii a osmnécti Zaky v Ceské republice,
vzdy ve skupinkéch po tiech v tichém prostredi kabinetu. Kazdy experiment ve Velkeé Britanii trval
as tii hodiny. V Ceské republice probihal ve trech setkanich, které trvaly asi hodinu, stydennimi
piestavkami.

Struktura byla zadana 10-11tiletym Z&kam ve tiech etapéch. Prvni etapa se tykala porozuméni nové-
mu objektu — triadé. Druha se tykala porozumeni zobrazeni Lt a Rt a tieti se uz tykala , pohybu* ve
struktuie s grafickou pomoci — papir s o¢isovanymi fadkami 1-10 (viz obr. 1, 2). Scénar experi-

! Clanek je podpoien grantem GACR &. 406/01/P090
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mentu obsahoval t¥inact prototypa Uloh, ale z ¢asovych diavodi pouze Sest z nich bylo pouZito
v experimentech se Zaky. V budoucim vyzkumu budou pouZzity vSechny prototypy.

Prvni etapa experimentu se Zaky byla zaméiena na pojem triady. Po kratkém vysvétleni, co je tria-
da, byly 7&kam zadany nasleduijici dlohy?:

U1. Vytvoite tridy s gisdl: 3, 7, 4.

U2. Vyberteftti ¢islaz ¢isel 2, 3, 4, 5, abyste vytvorili triadu.

U33. Vybertety trojice, které jsou triddami: (1,5,6); (10,10,20); (3,2,1); (6,4,10); (7,5,17); (0,0,2).
U4. Dopliite chybgjici ¢isla do trojic tak, abyste vytvorili triady: (7,9,); (,9,10); (14,78,);
(7,,12)*% (75, ,74)".

US. Které z nésledujicich ¢tyi ¢isel je nutné Skrtnout, abyste vytvorili triadu: (5,6,9,11)?

U6. Dopliite chybgjici ¢isla (_,_,8), abyste vytvorili triadu. Najdéte viechny moznosti.

U7. Stginé pro (_,6, ).

U8. Stejiné pro (3,_,_).

U9. Najdate triady se vemi &) sudymi, b) lichymi &igly.

U10. Najdéte triddu s prvnimi dvéma cisly délitelnymi 7 atietim ¢islem nedélitelnym 7.

Druha etapa experimentu byla zamérena na zobrazeni Lt a Rt. Jazyk pouzivany v té&to etapé byl
pozmenen. Pojmy , levé zobrazeni* a , pravé zobrazeni* byly nahrazeny pojmy , prvni triada (dané
triddy)” a ,druhd triada (dané triddy)”, pricemz slova v zévorkéch byla ¢asto vynechévéana.
Zobrazeni bylo zakam vysvétleno procedurou o péti krocich:

Konstrukce prvni® triady z dané® triady:
- Vezmi prvni ¢islo dané triady.
- Toto ¢islo umisti jako prvni ¢islo prvni triady.
- Vezmi tieti ¢islo dané triady.
- Toto ¢islo umisti jako druhé ¢islo prvni triady.
- Treti ¢ido prvni triady dostanes sectenim prvnich dvou ¢isel.

Konstrukce druhé triddy z dané triddy |ze analogicky popsat procedurou o péti krocich. V zépisu
byla pouzivana Sipka, napt. (1,3,4)—(1,4,5) pro prvni triadu; (1,3,4)—(3,4,7) pro druhou triadu.

Na proces vzniku struktury se miZzeme divat pies APOS teorii — akce-proces-objekt-schéma
(Czarnocha, B., Dubinsky, E., Prabhu, V., Vidakovic, D., 1999). V tomto pripadé provedenim akci
(tj. konstrukce prvni a druhé triddy z dané triady a konstrukce prvni a druhé triaddy z prvni , nove"
triddy atd.) vznika schémajako ¢ast struktury.

Po zavedeni konstrukci byly Zaktim zadany nésledujici ulohy:

U11. Uréete prvni adruhou triddu z triady (1,5,6).

U12. Dopliite chybgjici ¢isla tak, abyste vytvorili triddu a zni prvni nebo druhou triadu.
1_)—-@1_); 6)—-(10); (15— (15_)

U13. (,_,)—(,_ ) Vyberte Zest z nésledujicich osmi ¢isel: 2, 3, 5, 6, 8, 16, 18, 20 (mohou byt
pouzity dvakrat) a umistéte je do zadaného predpisu.

2V pilotnich experimentech byla Z&kim vysvétlena zobrazeni hned po té, co byl zaveden pojem triady, coz
se ukazal o jako nevhodné. Proto byla pripravena tato série tloh.

% Tuens oznacené tlohy byly pouZity v experimentech.

* Posledni dvé neexistujici , triddy* slouzi k testovani, zda zék opravdu rozumi pojmu triada.

® Pouzivani adjektiv , prvni“ (,druh&") a, dand" se zda byt nepiehledné, ale pro zaky bylo zcelajasné.
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Tieti etapa byla zamgtena na pohyb ve strukture. Zakiam byly zadany dlohy, k jejichZ te3eni dostali
papir s o¢islovanymi radky 1-10.

U14. Najdéte dal§i triddy na 3., 4. a 5. fadku.

U15. Urcete ngimendi triddu na 10. fadku. Nejmensi® triada je definovéna jako tridda s ngjmensim
souctem.

U16. Urcete ngjvets triddu na 10. fadku. Nejvetsi® tridda je definovéana jako tridda s nejvetsim
souctem.

PrestoZe prvni dvé etapy se vice podobaly bézné praci ve tiidé nez experimentu vyzkumnika, tak
¢asto poskytly velmi cenné informace o zakovskych chybach. Ve tieti etape Zéci jiz potiebovali
strategie, které nebyly soucasti piedchazejici préace, ato se projevilo ve velkém poctu rozmanitych
zé&kovskych teZeni. Ulohy a jejich feSeni ve tieti etapé byly inspirovany nekterymi z vyzkumnych
metod popsanych v (Hejny, 2001). Napi. metoda ,, Pouziti nestandardniho zapisu“ byla pritomna pfi
ieSeni dlohy U14 jako potieba zestrugnit zapis. Zéci byli také pozédani o inverzni konstrukce (tj. o
hledani triddy, z niz |ze vytvorit triadu zadanou Zzékam) ve smyslu metody ,Vyvozeni jedné
mySlenky z jiné".

3. EXPERIMENTY
V ¢lanku jsou uvedeny dva z deseti analyzovanych experimentu. V pripadoveé studii , Rebeka' je
evidovan zajimavy pokus o uchopeni a popsani rozsahlé struktury pomoci ,,ekonomického" zapisu.
V piipadové studii , Simon* se vyskytuji dvajevy, které se nachézeji i v jinych studiich:

1. Struktura pomohlachlapci ngjit a opravit chybu.

2. Neopravnény prenos vzoru z jedné situace na zdanlivé podobnou.
Z metodol ogického hlediska analyza prvni ¢asti Simonova feSeni byla provedena metodou zvanou
Atomarni analyza (Hejny, 1992; Stehlikova, 1995), ktera byla rozpracovana v bratislavském a praz-
ském seminéti.

Pripadova studie — Rebeka (10 let)

Po prvni etapé dostala Rebeka Ulohy U3 a U4. Nadla vZechny triddy na 1., 2., 3. a 4. fadku bez
problémut (viz obr. 1). Potom zapsala téchto osm dvojic na 5. fadku: (10,17), (22,23), (25,32),
(27,33), (26,37), (38,41), (29,40), (39,45). Nasledn¢ byla jgi préace pieruSena experimentatorovou
otazkou:

Exp. 44: Tvoris noveé triady?

Rebeka 19: Ano.

Exp. 45: Kolik ¢isel méSv tridde?

Rebeka 20: (Pauza 2 sekundy.) Ma pouze dv¢ ¢ida. , Triada“ (10,17) neni opravdova triada.

Analyza
Dva’ zajimavé jevy Rebecina 7eSeni souvisi s jeji grafickou organizaci triéd:
1. Triady na 1., 2. a 3. /adku jsou umistény na leve strané (vizobr. 1).

Tento nesoulad Rebecina umisténi triady na 1. 7adku s moznosti vyuzit misto a umistit triadu ve
stredu adku nezpriisobil Rebece Zadny problém.

®V budoucich experimentech tato véta bude vynechéna se zamérem sledovat, jak pojmy nejmensi/nejvétsi
tridda budou pouzivany Z&aky.
" Od tohoto mista poginaje text v kurzivé znamena analyzu.
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2. Velky pocet triad na 5. Fadku donutil Rebeku vymyslet jgjich ekonomi¢téjsi zapis.

Neni obtizné porozumét Rebecing mydence ,, nového* zapisu. Dvojice tridd (prvni a druhd triada)
byla zapsana jako dvojice cisel, napr. ztriady (1,8,9) jsou tvorreny triady (1,9,10) a (8,9,17) a ty
jsou reprezentovany dvojici (10,17). Podobné triady (7,15,22) a (8,15,23) jsou reprezentovany dvo-
jici (22,23). Z hustoty triad na 4. /adku Rebeka vidéla, Ze situace bude graficky velmi kompli-
kovana. Pokusila se 7esit problém dvema zpusoby:

1. Rozhodla se psat mala cisla.

2. Zavedla Viastni zkraceny zapis kddovanim dvojice triad do usporradané dvojice cisdl.

Obe¢ myslenky - mala ¢isla a usporradané dvojice - jsou pouzivany systematicky: velikost vSech ¢i-
sel na radku je stgina, vSech osm reprezentanti je uréeno bezchybné. Vtento moment Rebeka
neshledala, Ze tento zpusob zapisu triad je nevhodny. Ale experimentator ocekaval, Ze konfliktni
situace nastane pri 7eSeni dalSich tloh (U15 a U16). UZti zkréceného zapisu zpisobilo okamizité
komunikacni nedorozumeni experimentatorovi, které mohlo byt odstranéno uzitim zavorek jiného
typu pro dvojice nez pro triady.

Poté byla Rebece zadéana tloha U15. Ukézala nejmensi triady na 1., 2., 3. a 4. fadku bez probléma,
az se zastavilanab. fadku. Trvalo ji dvé minuty, nez objevila zpasob, jak pokra¢ovat v posloupnosti
nejmensSich tridd. RozloZila dvojice na prislusné triddy, které témto dvojicim odpovidaly. Poté Re-
beka urc¢ila nggmensi triddu na 5. fadku a pokracovala na 6. fadku uzitim sveho zapisu, napsala
(11,19). Tentokrét si okamzit¢ uveédomila, Ze jeji kddovani tridd ji nepomohlo v pokracovani po-
sloupnosti nejmengich triad. Skrtla dvojici a zapsala triadu (1,10,11). Jedte jednou na 7. fadku pou-
Zila svij zapis (zapsaa ¢ido 12), ktery ani nedokonéila a Skrtla. Potom jiZz automaticky dokoncila
posloupnost nggmensich triad (1,11,12); (1,12,13); (1,13,14); (1,14,15).

Analyza

Zda se, Ze s Rebeka neuvéedomovala, Ze jeji mySenka kddovani triad je slaba a nemiize byt pouzita
kvyreSeni Uloh Ul14 a U15. Avdak veédéla, co déla, a uvedomila si, Ze jeji kodovani je prilis
, Zhudtené* pro 7eSeni Glohy U13, a vrétila se k pivodnimu zapisu triad. Rebecin objev zapisu byl
velmi cenny pro jeji vnit/ni hodnoceni, coz je vidét ztoho, Ze zapis byl odmitnut a potom se jesté
dvakrat objevil.

Rebecin proces 7eSeni ukazuje jgi intelektualni kulturu a autonomii, jgji schopnost vytvéret a testo-
vat hypotézy.
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P¥ipadové studie — Simon (10 let)

V prvni etape byla komunikace se Simonem stejna jako s ostatnimi z&ky. Déle jeho préce pii feSeni
Ulohy U13 byla samostatna (viz obr. 2).

Analyza

Analyza prvni ¢asti Smonova 7eeni Gloh U1l a Ul4 je zamérena na poradi, v kterém kladl
jednotlivé symboly na papir. Jedna se o ¢tyri typy symboli, jeZ jsou ocislovany (viz obr. 2): 1. triady
nebo jejich casti (0, 3, 4, 9, 10, 11, 15, 19a, 19b, 19¢, 19f); 2. carky (1, 2, 5, 6, 7, 8, 12, 16, 18); 3.
preskrtnuti ((13), (14), (17), (196)); 4. prepisovani (19d).

Posloupnost symbolz na obr. 2 ukazuje, Ze se Smon drZel nasledujici procedury: jakmile dokon¢il
psani triad na prislusnou 7adku, vyznacil dvé ¢arky pro nasledovniky. Smon eviduje, Ze struktura
bifurkuje. Jedna se o strukturacné-tvorny prvek.

Smon zapsal posloupnost ngmensich triad aZ po 10. Radku. Redl Glohu U15 bez jakychkoliv
problém:, pouze prrepisovani na 9. 7adku bylo zapricineno nedostatkem energie na koncentraci. |
po doreSeni této Ulohy bylo u Smona pritomno pravidio: prvni ¢islo je jedna, treti ¢islo se rovna
drunému plus jedna, druhd i treti c¢isda se postupné zvétduji o jednicku. Kdyz Smon hiedal
posloupnost nejveétSich triad (Uloha U16), we zminéné pravidlo hralo klicovou roli a zapricinilo
konceptualni neporozumeni této druhé posloupnosti. V tomto procesu dochazi k prenosu ,, levé’
struktury na ,, pravou* strukturu, coz nevyhovuje pravidlzzm tvorby pravych nasledniki.

llustrace ukazuje, Ze silné strukturalni my3leni miZe Zakovi pomoci (coz se stalo, kdyz Smon objevil
chybnou triddu 11 a nahradil ji triadou 15), ale také muze byt zavadéjici, coz je mozné vidét na
prrikladu pravé posloupnosti. V kontextu vyuc¢ovaciho, ne viak vyzkumného procesu je mozné rici, Zze
bychom mohli Smona upozornit, Ze jiz triada (11,28,39) je chybné tvorena. Pak bychom
pravdépodobné tento kognitivni konflikt nechali pisobit. Smon by nael chybu a jgi pricinu, a poté
by triadu opravil. Ve vyzkumu byl tento proces pouze otevien.
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4. ZAVER

MnoZzina triad vybavena levym a pravym zobrazenim slouzi jako dobry nastroj pro vyzkum diag-
nostikovani zakovské schopnosti budovat strukturu a patii do vzdélavaci oblasti rekreacni
matematiky. Struktura tridd jako vyzkumny néstroj nam umoZziuje zkoumat cely proces vzniku
aritmetické struktury, protoze jgi graficky model eviduje mnoho mySenkovych strukturac¢nich
procest Zaki. Vyzkum ilustroval nasledujici ¢tyii skute¢nosti:

1. Tvorba globani struktury nutné piedpoklada piredchazejici vhled do lokalni struktury (obsahujici
dva az pét prvkia — triad propojenych zobrazenimi).

2. Schopnost vytvoreni konceptu struktury triad je ryze individuéni.

Z&ci, ktefi jsou na stejné drovni v porozuméni struktuie piirozenych ¢&isel, ziskévaji vhled do
struktury triad v rizné miie.

3. Porozumeéni strukture nezavisi na tom, zda strom reprezentujici strukturu je orientovan nahoru
nebo dolu (viz obr. 1, obr. 2).
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4. Pri eSeni uloh byly evidovany ¢tyii typy Zékovskych neporozumeni:

A. Zapis triad maze byt redukovan, napi. triady kddované jako diady nebo monédy.

B. Triady na vySSi f&dce neZ prvni mohou byt zapsany automaticky bez piemy3eni o zobrazeni.

C. Generovany vzor z ,levé" vétve miZe byt pouZzit na, pravou” vétev.

D. Cislo urgujici fadku miize byt pouZito jako operétor pro vygenerovani piislusné triddy na iédce
(napt. tridda na 10. fadce byla vytvorena zdvojnasobenim ¢isel v triadé na 5. radce).

Krétk& doba strdvend v prvnich dvou etapach zamétujicich se na pojem triddy a levého a pravého
zobrazeni byla chybou vyzkumu. Budouci experimenty poskytnou mnohem vice ¢asu na obé tyto
etapy, které budou zahrnuty do vyzkumu.
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KDO JE TO DEBRUJAR?

Libor Lepik, Gymnazium a SOS, T¥ida T. G. Masaryka, Frydek-M istek

Asociace malych debrujara Ceské republiky vznikla na zékladé zkuSenosti z Kanady a pres Francii
se dostala aZ k nam, kde puasobi od 22.9.1992. UzZ jste se s "debrujary" mozna setkali v televizi, ¢a
sopisech ¢&i jinde. (DEBRUJAR = ¢len Asociace malych debrujari, slovo je francouzského pavodu,
vzniklo ze slov DEBROUILLARD - §kovny, obratny a SE DEBROUILLER - objevovat, pomoci si
v téZkostech, umét si poradit.) Nebo jste jesté o malych debrujérech nesly3eli? Nevadi. Hned vam je
piedstavime.

Jsou to chlapci adéveatave veéku do 15 let ajejich starsi kamaradi, sourozenci, rodice, ucitelé, kteri
maji zgem o veédu, techniku, ktefi stale néco vymysleji, objevuji a experimentuji. Tyto déti (Zaci
profesora Scientifixe) ajejich vedouci - animatoii (pomocnici prof. Scientifixe) jsou sdruZeni v aso-
ciaci. Tato asociace je takeé ¢lenem Mezinarodni federace malych debrujara FIPD, jgjimz sidlem je
Quebec v Kanade.

FILOZOFIE MALYCH DEBRUJARU

Koncepce "malych debrujari” je zabavnym zptisobem (pro mladé, alei starsi) odmystifikovat védu.
Profesor Scientifix vyzyva mladé, aby se spojili se svétem veédy. Pokusy jsou velmi jednoduché
arozmanité. Zajimaji mladé a upeviuji jejich smysl pro spolupréci, pro zodpovédnost akritiku, roz-
vijgi jgich intelektudni schopnosti.

Cinnost malych debrujart je zvl&st vhodna pro déti ve véku 7-15 let. Je to vhodné prileZitost, aby
experimentovaly samy, aby objevovaly odpovédi na otazky, které se jim denn¢ kladou v riznych Zi-
votnich situacich. Aktivity jsou jednim z moznych zpasobu, jak odhalit to, co se zda byt nepochopi-
telné a tgjemné. Sila koncepce malych debrujért je v tom, Ze dovoluje odhalovat rizné aspekty ve-
deckého svéta, pricemz klade duraz i na nové poznatky a zgimy mladych. V celku je koncepce ak-
tivnim procesem uceni se s vyuzitim k rozvoji smyslu pro zodpovédnost, rozvoji experimenténich
aintelektudnich schopnosti, pii¢emz respektuje zgmy déti.

Zde je pét hlavnich principu filozofie, které rozviji profesor Scientifix. Cinnost a pokusy, kterych
by se m¢ly zG¢astnovat déti, musi:

dovolovat samostatny rozvoj ditéte

davat ditéti zabavné ¢innosti, které stimuluji a probouzeji jeho zgjem o védu

vyuZivat otevienost ditéte k védeckym jevim, se kterymi se setkava v kazdodennim Zivoté
rozvijet zvidavost a smys pro zodpovédnost ditéte

byt ndvazna na Uroven rodinnou, Skolskou a socialni

agrwdpE

TRIDY MALYCH DEBRUJARU

Studium véd je samozigimé zarazeno do Skolského programu - osnov v zakladnich Skolach. Nékteri
ucitelé a ucitelky dokonce vyhledavaji moznost, aby tuto aktivitu malych debrujard mohli vyuzivat
v rdmci vyucovani. Tuto ¢innost roz&ifuji o dalSi pokusy déti, které jiz n¢jaké pokusy dovedou pri-
pravit a vysvétlit, vyuzivaji své pomocniky pii demonstraci jednotlivych pokusi. Ucitelé na Skole
maji moznost vytvorit si z déti, které maji o tuto ¢innost zgem klub (krouzek) malych debrujari
piimo na Skole. Tato ¢innost se osvédéuje na venkovskych skolach, kde je ucitel fyziky nebo che-
mie pro tuto préci navic zapdeny akde déti nemaji tolik moznosti k vyuZzivani volného ¢asu.
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K ovaéova pri Zvolené 30.6.-7.7.2001

Pracovni dilny (dopoledne a odpoledne pro déti):

1) pistaka

2) horkovzdusny balon

3) bubliny

4) kouzelny pavoucek

5) raketa (ocet a soda bikarbona)
6) hlavolamy

7) test zru¢nosti

8) optické klamy

Hotici svicka

Potreby: sklenice, voda, svitka, plastelina, zapalky

Ukol: Do sklenice svodou umisti svi¢ku tak, aby plovala a pritom horela. Jak dlouho bude svicka
horet?

Chyt s tisicikorunu
Nechame bankovku padat mezi prsty druhé osoby. Ta miaZe stiskem prsta chytit bankovku, nesmi
vSak pohnout piredloktim ani ramenem. Doba, kterou potiebuje tisicikoruna k tomu, aby urazila dr&-
hu rovnou délce tisicikoruny, je mensi nez reakéni doba osoby. Bankovku se nepodatilo chytit ani
Majce, ani Stévovi.

Jakd je hmotnost slovenskeé koruny a desetikoruny?
Kolika korunami prevazime desetikorunu?

Kouzelné desky
Po viozZeni bankovky do desek se bankovka stiidavé objevuje pod vodorovnymi pésky, pod kiiz-
kem, pod vodorovnymi pasky, ...

Bubliny

Aby se Vam podarily pekné velké bubliny, musi byt voda, jar (Cistici prostiedek na nédobi) a glyce-
rin smichany ve spravném pomeru.. Pripravte si nddobu o objemu devét objemovych jednotek. Do
této nadoby nalijte Sest objemovych jednotek vody, polovinu objemové jednotky jaru a jeden a pil
objemove jednotky glycerinu. Ve jemné smichejte.

Mrak v |ahvi, stale plna nddoba, moravsko-slezska meditace a pienos vody na dalku, vlajky zemi
svéta, hlavolamy a dalSi pokusy pro pobaveni.

Na zavér véemi Ucastniky podvecera pokusi prochazel elektricky proud.
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ZUZENA ARITMETIKA —MOST MEZI ELEMENTARNI
A ABSTRAKTNI MATEMATIKOU?

Nad’a Stehlikova, Pedagogicka fakulta, Karlova Univerzita, Praha

1. UvOD

Prechod ke strukturdlnimu pohledu v matematice je ve Skole vZdy provéazen obtiZzemi. Studenti
a Zaci musi odhlédnout od sémantického obsahu a naucit se manipulovat s objekty, které jim byly
zavedeny prevazné pomoci definice, aniZ by jejich piedstava byla podepiena modelem. V tomto
piispévku bude predstavena jedna nestandardni aritmeticka struktura, ktera podle mého nazoru ma-
Ze piedstavovat most mezi elementarni a abstraktni matematikou.

Takzvana zUzena aritmetika, jejimzZ autorem je Milan Hejny, je zbavena sémantického obsahu,
takZe student je nucen uvazovat spiSe strukturdln¢ a ve vetsing pripadu se nemaze opfit o svou intui-
tivni zkusenost. Cisla v rdmci z(Zené aritmetiky nemohou byt chapana jako mnohosti, ale jako
objekty, se kterymi se manipuluje podle urcitych pravidel.

2. POPISZUZENE ARITMETIKY
Zaklad zUzené aritmetiky tvori zobrazeni r: N — N, které budeme nazyvat redukce a které maize-

vvvvvv 1]

me zavést napi. témito dvéma zpusoby (prvni zpasob je ,,matemati¢téjsi”, druhy pouzivam pii praci
se studenty):

(1) Redukce r je zobrazeni r: N — N, definované piedpisem r: n — n—99 - [n/100], kde [y] je cela
cast yeR.

(2) Redukci r zavedeme jako instrukci:
(1) kdyz n< 100, pak r(n) = n,
(i) kdyZz n > 100, rozdelime ¢islo na dvé ¢asti, na posledni dvojcisli a ¢islo stojici pied
timto dvojcislim, a obé ¢asti secteme. Cely postup opakujeme tak dlouho, dokud nedosta-
neme ¢islo od 1 do 99. Napiiklad r(7305) = 73 + 05 = 78 nebo r(135728) = r(1357 + 28) =
r(1385) = 13 + 85 = 98, apod.

Oznaéme mnoZinu A; = {1,2,3,...,.99}. Pomoci redukce r zavedeme binarni operace z-s¢itani* @
a z-nasobeni ® v A takto; X, yeA,, x@y=r(X+y)ax®y=r(x-y).

Napiiklad 72 ® 95 = r(167) = 68, 72095 = r(6840) = r(108) = 9.

Poznamka: Strukturu A, = (Az, @, ®) budeme nadéle oznagovat symbolem A,. Cisla z mnoZiny A,
budeme nazyvat z-¢isla.

Z0Zenéa aritmetika predstavuje prostiedi, v némzZ je mozné vytvorit nepieberné mnoZstvi tloh na
razné urovni obtiznosti. Nékteré z nich budou uvedeny v nasledujicim odstavci. Vstup do jejiho
zkoumani tvori aditivni a multiplikativni linearni rovnice.

Prostiedi zUzené aritmetiky bylo pouzito v rdmci vyzkumu procesu strukturace matematickych
poznatka studentem. V prabéhu tii let jsem provedla fadu experimentd se studenty, a to jak studenty
vysoké Skoly (budoucimi uciteli matematiky a elementaristy), tak i se studenty gymnazia a posled-
niho ro¢niku zakladni Skoly. Nekteré vysledky, ke kterym jsem dospéla, byly jiz publikovany (viz
seznam literatury). Zde se soustiedim na aplikaci zaZené aritmetiky tak, jak by ji bylo mozno pouzit
napiiklad v ramci matematického krouzku na stiedni Skole ¢i pro samostatné zkoumani studenty.

! Prispévek byl vytvoien v ramei vyzkumného zaméru Kultivace matematického mysleni a vzdélanosti
v Evropé ¢islo J13/98:114100004.
2 Ptedpona z znadi, Ze se jedna o pojem / operaci v ramci zizené aritmetiky.
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3. NAVRH ULOH MATEMATICKEHO PROJEKTU

Pti pokusu prezentovat Ulohy, které jsem feSila sama nebo se studenty v ramci zkoumani zuzené
aritmetiky, se ukazalo, Ze se nejedna o snadny ukol. Jde vlastné o to predstavit linearnim zptsobem
proces, ktery v Zadnem piipadé linearni neni. Prace v ramci A, sice zac¢ind pro kazdého teSitele
stejné, tedy seznamovanim se s redukci a ¥eSenim linearnich rovnic (viz tadky | az Il v tabulce
dole), ale cely proces se za¢ne velmi rychle vétvit. Zalezi napi. na tom, jak rychle a v jakém poradi
eSitel objevi urcité pojmy. Za klicové mozno povaZzovat pojmy nulového a jednotkového prvku
a opacnd a prevracena cisla (a s tim souvisejici operace od¢itani a déleni, které si musi kazdy feSitel
zavést sam). Dulezité je takeé to, zda reSitel objevi souvislost nekterych témat. Napiiklad klasifikace
linearnich rovnic Gzce souvisi s kritérii délitelnosti. Za nemén¢ duleZité pro raznorodost postupi
jednotlivych reSitelt povazuji fakt, Ze reSitel si muze vytvaret tlohy do velké miry sdm na zaklade
svych zkuSenosti s béZznou aritmetikou. (Za ,,béZnou aritmetiku“ povaZujeme aritmetiku v oboru
celych ¢i realnych ¢isel.)

Na z&klad¢ vlastni zkuSenosti se domnivam, Ze nezbytnym piedpokladem Gspé&Sného pouziti
nasledujiciho materialu ucitelem je to, aby si sam nejdiive objevitelskym zptsobem prostiedi zUze-
né aritmetiky prozkoumal a ptipadné si tlohy dle svého upravil.

Jednotlivé Ulohy budou prezentovany pomoci tabulky a u vétSiny z nich budou uvedeny (bez
dukazu) i nekteré vysledky. Pokud neni fe¢eno jinak, vSechny tlohy se teSi v mnoZing A,. Vysledky
ve tietim sloupci nemusi byt nutné ziskany pomoci uloh v ptislusném fadku, studenti k nim mohou
dospét ve zcela jinem kontextu. Naptiklad jeden ze studentt objevil nulovy prvek ne pti feSeni
linearnich rovnic, ale jiZz pii hledani grafické reprezentace z-cisel. Vysledky jsem zaradila do fadku,
kde k nim maZe teSitel nejpravdépodobngji dojit. Navic obsah pole ,,uloha* odpovida poli ,,nékteré
vysledky* jako celku, ne fadek fadku.

Nekteré ulohy, které jsem z dtvodu nedostatku prostoru zformulovala dspornym matematickym
jazykem, byly studentim piedloZeny v podrobnéjsi podobg.

Téma |Uloha Nékterévysedky
3 1. Najdéte r(100), r(2574), ... - kazdé z-¢islo dostaneme jako redukci
é 2. Najdéte {xe N; r(x) = 6 (resp. 18, 34, nekone¢né mnoha piirozenych cisel
& 99, ..)} - pokud r(x) = a, pak r(x + k- 99) = a,
- 3. Najdete grafickou reprezentaci z-¢isel. ke N3, ac A,
1. Reste rovnice s nezndmou xe A, - nulovy prvek je ¢islo 99, opacny prvek
= X®17=99, Xx®61=4,Xx®6=92, kprvkuacsArjea=99-a
§ 25 ® x=236,99 ® x=13, 66 ® X =66, ... -Vabe A, platiadb=a®b
= 2. Zaved'te z-odgitanf ¢*. - aditivni linearni rovnice typu x® a="b
f; @ 3. Reste rovnici x ® a = b s neznamou maji vzdy prave jedno ieSenix=b® a
£ S|xe A adiskutujte pocet feseni vzhledem
= < 2|k parametriim a, be A,.

¥ Tento vysledek se zda byt trivialni, pokud pouZijeme prvni zpuisob zavedeni redukce. Pokud je vsak
redukce zavedena jako instrukce, je poznani tohoto obecného tvaru klicovym prvkem napt. pro schopnost
dokézat asociativitu z-s¢itani.

* Pro z-odgitani by spravné mél byt pouZit symbol minus v krouzku. Tento symbol vak nepatii do
standardnich symbolii programu Word, proto ho nahrazuji symbolem ¢. Podobné pro z-déleni misto symbolu
lomeno v krouZku pouzivam symbol V.
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Multiplikativni linearni rovnice

1. Redte rovnice s nezndmou xe A,.
2®x=40,2®x=1,2®x=99,
3®x=30,3®x=1,3®x=99,
3®x=4514 ®x=91, 13 ® x =45,
6®x=3,93®x=3,50® x=5,
6®x=453®x® 2 =283,

5@ x®10=5.

2. Redte rovnice s nezndmou xe A,
a®x=1a®x=33,a®x=99,
a®x=c,x0b=c,a®x®b=c,
a® x ¢ b = c. Diskutujte pocet reSeni
vzhledem k parametram a, b, ce A..
3. Zaved'te z-déleni V.

4. Zjistéte, zda je mozno v multiplikativnich
rovnicich typu a ® x = b krétit.

- jednotkovy prvek je 1

- prevracena ¢isla existuji jen k z-¢islam,
ktera nejsou déliteli nuly

- soucet pievracenych cisel ke dvéma
navzajem opacnym ¢islam je 99

- pokud je a v rovnici a ® x = b délitel
nuly, pocet reSeni je 0, nebo 3, nebo 9,
nebo 11; pokud a neni délitel nuly, existuje
vZdy jedno teSeni

- soucin poctu FeSeni rovnice a rozdilu
mezi jejimi koteny je 99

- ¢islo a V b je jednoznac¢né definovano
pouze pro b, ktera nejsou déliteli nuly

- krétit je mozno jen ¢isly, ktera nejsou
deliteli nuly

1. Kterd z-¢isla jsou délitelna ¢islem 2, 3, 5,

- vSechna z-¢isla jsou delitelna z-¢isly,

g 6,7,9,11, 27, 33, 42, 45, 55, 99, ...? ktera nejsou déliteli nuly
@ 2.Necht b=a®d, a, b, de A,. Jak zavisi |- kritéria délitelnosti ¢isly 3, 9 a 11 jsou
@ délitelnost ¢islem b na délitelnosti ¢isly aa | stejné jako v N
8 d? - pokud a neni délitel nuly a d je délitel
.2 nuly, pak je kazdé z-¢islo délitelné ¢islem
A b pravé tehdy, kdyz je délitelné ¢islem d
>. | Zjistéte, zda pro @ and ® plati asociativni, |ano
§ | komutativni a distributivni zakon.
S g
-« . 1. Definujte suda a licha z-&isla. - nelze definovat suda a licha z-¢isla, kazdé
S B | 2. Najdste ngjaka tvrzeni tykajici se sudych |z-¢islo Ize napsat jako 2 ® a
o S 2 | a lichych cisel v A; a dokazte je pro z-Cisla. |- v A, nejsou prvocisla (tedy ¢isla delitelna
§ 5 E 3. Definujte z-prvocisla a rozklad z-¢isel na | pouze ¢islem 1 a sama sebou)
‘f_ <_u‘j g soucin z-prvocisel. - za z-prvocisla bychom mohli povaZzovat
>0 % ~generatory* (viz téma XI)
o Reste kvadraticléé rovnice s neznamou (a) {3,5,14,93}, (b) + (c) {3,27,36,60,69,
o xe Az, symbol X° znamena X ® x.
% (0591 ®x® 15 = 09, Zi}g;édg;;:}} (e) {29,62,95}, () {3,14,36,
= 2 e
k) (b) X2 ©3®x®8L=99, - pocet reSeni kvadratické rovnice muze
= (©) x2® 69 ®x ® 81 =99, byt 0, 2, 3, 4, 6 a zavisi na diskriminantu
_‘g (x®2®x®15=99, T
= & [(e)X®8®x® 16=099,
> X |()3®X°®48®X®27=99

> Studenti maji sami rozhodnout o piednosti operaci. Vichni, s kterymi jsem dosud pracovala, si vybrali
analogicky k béZzné aritmetice prednost ndsobeni a déleni oproti s¢itani a od¢itani.

® Snaha o fe$eni kvadratickych rovnic vede k feseni tématu V111. Neuvadim Zadné obecné vysledky, protoZe
teorie kvadratickych rovnic je prave v centru mé pozornosti.
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1. Najdéte vSechny z-ctverce, tedy vechna |- pro kazdé z-cislo a plati a° = a’aa’=
2 | zcislatypu X, kde x je z¢islo. (10 ® a)’
§ 2;,Nalfre,slete diagram vsech z-¢tverci a - pozoruhodnosti: 452 = 45, 992 = 99,
= piislusnych druhych odmocnin. Najdéte ) 2 )
S | n&jaké zakonitosti v tomto diagramu. 957=9522°=88a887=22
c; 3. Necht je dano &islo ae A, najdite - ¢ast mého diagramu je na obrazku 1
£ | mnozinu viech druhych odmocnin (vysvetleni: 2° = 4, 79° = 4, 20° = 4,97% =
S |S@)={xx=2a% 4 atd.)
E - rovnice x=Vamao, 2, 3, 4, ¢i 6 feeni
=5 - necht’ a neni délitel nuly’, pak
>0 S(a’) = {a°, a%,10 ® a*,10 ® a’}
2 |1 Zjistste, jak vypada posloupnost z-&isel |- Posloupnost z-Cisel n’, ', n? 0’ e
S 2% 21 2% 2% ... Najdste 101. prvek této periodicka
g | posloupnosti. - délka periody mtize byt 1, 2, 3,5, 6, ¢i
‘2 |2 Plati, ze 25V0 ®2%= 2,1? o 10; pokud n nenf délitel nuly, maZe to byt
g i ;f;hﬂg.;’esem?a Z_é'SIta z_av\{zt?h(;a N 12? take perioda delky 15, nebo 30; pokud je n
- 3 J! p‘js oup_nos_z cisel v, rl M| delitel nuly, maze mit prislusna
= n°, ... pro (i) n=1, (ii) n =10, (iii) n=4, . )
S (iv)n=25, (v)n=3. posloupnost také predper_lodu_
=3 - prevracena ¢isla generuji stejnou
. % mnoZinu mocnin, napt. {2¥ ke N} = {50%,
XEg ke N}
1. Pokud secteme (vynasobime) dva délitele | - grupa fadu 10: (G1,®), kde
nuly, dgstaneme zase Qélit?le nuly? G1 = {18% ke N} = {63* ke N} =
?. Kdyz sec¢teme (vynvasoblrvne) dva z- = {72 ke N} = £90% ke N} (jednotkovy
¢tverce, dostaneme vzdy z-¢tverec? | D
3. Najdéte dilezité podmnoziny mnoziny | Pvek 45, vlastni podgrupy fadu 1, 2, 5)
. A,, tedy podmnoziny uzaviené vzhledem |- 9rupa radu 6: (G;,®), kde
2 |kn&jakeé operaci. G, = {11% ke N} = {77% ke N}
S |4 Ktere z nich tvoii grupu? (jednotkovy prvek 55, vlastni podgrupy
£ fadu 1, 2, 3)
<1 - 0zna¢me podmnozinu ¢isel z A, které
)% nejsou déliteli nuly, jako M, pak (M,®) je
= grupa fadu 60 (jednotkovy prvek 1, vlastni
X 0 podgrupy ¥adu 1, 2, 3, 5, 6, 12, 15, 30)
Najdéte nejmensi pocet generatora, kKteré (a) je mozné najit dvojice generatora, napr.
> | Vvygeneruji operaci z-nasobeni (a) z-¢isla, kazdé ¢islo, které neni delitel nuly, lze
£ | ktera nejsou deliteli nuly (b) viechna z napsat jako soucin 10' ® 2¥ kde 1€ {0,1},
g |[Cisla. ke {0,1, ...,29}, (b) jesté neznam odpoveéd
z & na tuto otazku.

"'V¢ta pro délitele nuly je mnohem komplikovangjsi.
8 Zde se dostavame do oblasti grupové algebry. Neni moZné prezentovat viechny poznatky, ke kterym jsem

vy
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4. ZKUSENOSTI SE ZUZENOU ARITMETIKOU

V tomto oddilu v bodech uvedu zkuSenosti, které jsem ziskala prostiednictvim experimenta se
studenty a pomoci introspekce. Sama jsem totiZ objevovala (a nadale objevuji) zdZenou aritmetiku
uvedenym zptisobem. Pro Usporu mista se soustiedim jen na ty poznatky, které povazuji za p¥inosné
pro pouZziti zGzené aritmetiky v praxi se studenty.

e ZUZena aritmetika je zavedena jako analogie ke struktuie celych &isel. ReSitel pii jejim zkoumani
provadi neustalé srovnavani obou struktur na Urovni objektt, operaci, strategii, tloh apod. Téméi ve
vSech pripadech musi zjistit, zda napi. strategie, kterou pro piislusnou Ulohu pouziva v bézné arit-
metice, plati i v A,. Pokud ne, musi ji bud’ pozménit, nebo si vytvofit strategii novou. Ke klasickym
jevam patii snaha feSit napt. rovnici x @ 60 = 4 ptrevedenim cisla 60 na pravou stranu rovnice
s opacnym znaménkem, coz nevede ke spravnému vysledku. Podobné selhava pouziti vzorce pro
feSeni kvadratické rovnice, pokud je koeficient u kvadratického ¢lenu roven déliteli nuly. Tedy
prace v zUzené aritmetice vede zpétné k oZiveni poznatka z bézné aritmetiky, ktere byly jiz zauto-
matizovany nebo byly uchopeny jen formalné.

¢ Nové pojmy jsou definovany tehdy, kdyZ studenti citi potiebu jejich zavedeni (napt. pfi feSeni
aditivnich rovnic potiebuji zavést od¢itdni a k tomu zase potiebuji pojem opac¢ného prvku).
Dlouhodoba prace uvniti jednoho prostiedi vede ke zviditelnéni vzajemnych souvislosti mezi témi-
to pojmy, a to v jiném prosttedi nez v bézné aritmetice.

e Struktura A, neni hotovy produkt (jak je ¢asto matematika studentam piredkladana), ale piedsta-
vuje oteviené prostiedi, které si sami museji prozkoumat. Ucitel dava neustéle najevo, Ze jde
0 néco nového, Ze ani on sam nemuZe rozhodnout o pravdivosti néjaké hypotézy, kterou si student
formuluje. To pusobi kladné na motivaci studentt (srovnej Yusof, Tall, 1999). Navic, prestoze se
v podstaté jedna o kongruenci modulo 99 (coz studentam v Zadném ptipadé pied¢asné neprozrazu-
jeme), neni tato problematika nikde ucelené zpracovana. To nuti teSitele k samostatné praci spise
neZ k vyhledavani v literatuie.

e Studenti maji tendenci pti aplikaci teorie grup spoléhat se na své piedstavy z oblasti ¢isel (viz
také Hazzan, 1999.) Casto si tak vytvoii nespravny univerzalni model napi. neutralniho prvku
vzhledem ke s¢itani jako ¢isla 0 (neutralni prvek je chapan sémanticky jako ,,nic*, spiSe nez struktu-
ralng), ¢i zapornych ¢isel jako inverznich prvka vzhledem ke s¢itani. ZkuSenosti zatim potvrzuji, ze
zUZend aritmetika muZe tyto nespravné spoje narusit.

e Konecné neméne dulezitym dasledkem prace v zuzené aritmetice je fakt, Ze studenti ¢asto pociti
potiebu studovat abstraktni algebraické struktury, které by jim zpé&tné mohly piinést nové poznatky
0 A,.

5. OSOBNi POZNAMKA MiSTO ZAVERU

Jako student, budouci ucitel matematiky, jsem Uspésné prosSla zkouSkami a seznamila se s mnoha
hlubokymi, naro¢nymi matematickymi pojmy. Prace v ramci z(zené aritmetiky byla v8ak moji prv-
obtiZznosti pojma. Zndmé pojmy, napi. neutralni prvek, inverzni prvky, véta o déleni se zbytkem,
usporadani apod. se objevily ve vzajemné souvislosti. Za nejdutlezitjsi vysledek tohoto mého zkou-
mani povaZzuji zmeénu postoje k matematice jako véde i jako Skolnimu piedmétu. Je povinnosti nas
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uciteli dat naSim studentam prileZitost takovym procesem projit a tuto zkuSenost ziskat. Zizena
aritmetika je jednou z moznosti, jak k tomu Ize dospét.
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METODIKA TVORBY ULOH DO PISEMNE MATURITNI
ZKOUSKY Z MATEMATIKY?

Jaroslav Zhouf, Pedagogicka fakulta, Karlova Univerzita, Praha

1. UvVOD

V roce 1974 byly v Ceskoslovensku ziizeny prvni gymnaziélni tiidy se zamétenim na ma-
tematiku a v roce 1978 se v téchto tiidach konaly prvni maturitni zkousky z matematiky.
Podle Vyhlasky Ministerstva Skolstvi a télovychovy o ukon¢ovani studia na stiednich Sko-
lach a ugilistich se vedle Ustni zkousky kona i zkouska pisemna. Pisemna maturitni zkouska
obsahuje Sest uloh.

Zpocéatku pripravovalo pisemné maturitni zkousky ministerstvo. Od roku 1992 pripravu;ji
Skoly s tfidami zameéienymi na vyuku matematiky pisemné maturitni zkousky samy. Na
gymnaziu Zborovska v Praze jsem pripravoval tyto ulohy ja.

Na z&kladé zkuSenosti s predchozimi pisemnymi maturitnimi i jinymi zkouskami jsem si
vytvoril vlastni metodiku tvorby jednotlivych dloh i celé pisemné maturitni zkousky. Tato
metodika je hlavni ndplni tohoto piispévku.

Pii tvorbé uloh do pisemnych maturitnich zkouSek se pohybuji ve ttech hladinach, a sice
jako tvirce, ktery vytvari Ulohu i jeji textaci, jako FeSitel, ktery se snazi vZzit do role riznych
Zzaku av ,jejich duchu* Ulohu vyiesit a jako hodnotitel, ktery hodnoti kvalitu i kvantitu jed-
notlivych dkolt i celé dlohy i jeji zAludnosti pohledem tvirce i pohledem ieSitele.

2. VLIV ATOMARNI ANALYZY

Moje metodika byla a je dana z nejvétsi ¢asti osobnim nadzorem na podobu uloh uréenych
pro jednotlivé typy pouziti, i kdyZz pozdgji byla korigovanajinou metodikou, ne vSak me-
todikou tvorby uloh, nybrZz metodikou analyzy pisemnych feSeni Uloh, ktera je pojmenovana
jako atomarni analyza (Hejny, Michalcova 1999). | kdyZz se jedna o metodiky pouzivané
v odlisnych prosttedich, stejné vSak jako v atomarni analyze pti tvorbé uloh uvazuji, jak asi
budou postupovat Zaci pri feSeni, takze se také jedna o jakousi analyzu moznych zékovskych
reSeni.

Na pocatku svého pedagogického pasobeni jsem vytvérel dlohy, aniz bych se hloubgji za-
mySlel nad tim, jak budou Zaci pii feSeni postupovat. Opravami pisemnych praci jsem
postupné ziskaval zkuSenosti na tomto poli a za¢al podrobnéji analyzovat mozné postupy
Zzakt a prizpasobovat tomu podobu pisemnych praci. Po sezndmeni se s atomarni analyzou
me praveé jeji detailni rozbor jednotlivych krokia zékovskych teSeni vedl k jesté hlubSimu
promysleni kazdého kroku pii tvorbé novych uloh a k opétovnym korekcim mé metodiky.

V obou metodéach je treba domyslet velkou ¢ast Zakovskych Uvah na zakladé naSich zku-
Senosti jednak snaSim vlastnim ieSenim, jednak sopravovanim feSeni zaki v minulosti.
Tedy z velké ¢asti jde o Uvahy o zékovych Uvahéach. Moje metoda ma ale navic tu prednost,
Ze rozbor uloh ptipravovanych do pisemné maturitni zkousky je dolozitelny jednak na papi-
e ajednak je dolozitelny i v mé mysli, nebot’ mohu vyjadiit, co mé skute¢né pri tvorbé dloh
napadal o.

Moje metodika se sklada z nékolika fézi. Nékteré z nich jsem pojmenoval nazvy z ato-
marni analyzy (Stehlikova 2000), pravé diky oné piibuznosti obou metod a také diky ne-
dostatku vlastnich nazva.

* Prispévek byl vytvoren v ramci vyzkumného zaméru Kultivace matematického mysleni a vzdélanosti
v Evrope J13/98:114100004.
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3. KONKRETNI ULOHA

Pro ilustraci mé metodikou tvorby Gloh do pisemnych maturitnich zkou3ek jsem vybral
jednu konkrétni dlohu, kterou feSili studenti gymnazia Zborovska v Praze v roce 1999. Text
alohy zni:

V soustave souradnic Oxy uvazujme oblast omezenou 0sou x a parabolou o rovnici
y = x* + BX.

a) Urcete rovnici kruznice opsané této oblasti.

b) Urcete rovnici kruznice vepsané této oblasti.

Predlohou této maturitni Ulohy byla Uloha uvereinéna v sovétském casopise , Matematika
v Skole* (1983/2, s. 30). Uloha byla soucasti prijimaci zkousky na filosofickou fakultu
Moskevske statni univerzity v roce 1982.

Text pavodni sovétské ulohy:

Ke grafu funkce y = x* + 6x jsou vedeny dvé tecny. Prvni se dotyka grafu funkce v bode
S prvni souradnici Xo = -2, druha v bod¢, v némz ma funkce minimum. Urcete obsah trojuhel-
niku vytvoreného osou y a témito dvéma tecnami.

4. METIDIKA TVORBY ULOH DO PISEMNYCH MATURITNICH ZKOUSEK
Délevefazich A — D vystupuji hlavné v Uloze hodnotitele a feSitele Glohy.

A. Faze pristupu k problému neboli uchopeni problému

Text piedlohy ve mné vyvolal dojem vhodné ulohy do pisemné maturitni zkousky, a to
z nékolika davodu: jde se o standardni Skolni Ulohu bez ,triki“ potiebnych napi. v matema-
tické olympiade, pii feSeni je tieba uplatnit znalosti z vice oblasti matematiky, uloha je pfi-
meiené n&ro¢na, je mozné ocekavat numerickou , eleganci® reSeni.

Pojednavéa-li text dlohy o funkci, o te¢nach ke grafu funkce, o obsahu Utvaru, je jasné, ze
jde o Ulohu z oblasti diferencidlniho, piipadné integraniho poc¢tu. Jedna-li se o kvadratickou
funkci, jejimz grafem je parabola, je dalSi oblasti, do niz Ize Ulohu zaradit, analyticka
geometrie kuzelosec¢ek. Pravé symbioza matematické analyzy a analytické geometrie vytvari
piedpoklad pro propojeni obou oblasti. Na stiedni Skole se toto propojeni v podstaté obchéa-

zi, kazda partie se ¢asto probira samostatné bez ukazani souvislosti.

B. Faze porozumeni Uloze

V textu piedlohy jsou explicite uvedeny matematické pojmy funkce, kvadraticka funkce,
bod dotyku, te¢na ke grafu funkce, extrém funkce, prusecik ptimek, obsah Utvaru. Tyto poj-
my evokovaly v autorovi fadu dalSich pojmi, jako napi. soustava souiadnic, vlastnosti
funkci (defini¢ni obor, obor hodnot, monotonie, konvexnost, konk&vnost, extrémy |okalni
aglobalni, inverzni funkce, ...), zobrazeni (translace, osova soumérnost grafu), derivace
funkce, neurcity a urcity integral, obsah plochy, objem rotacniho télesa, délka ktivky, t&ézis-
té Utvaru, parabola a jeji prvky (vrchol, ohnisko, fidici ptimka), trojuhelnik (téziste, kruzni-
ce trojuhelniku vepsana a opsand), stejnolehlost kruznic, kvadratickd rovnice a nerovnice
atd. Z odlisné partie matematiky by se mohlo jednat o pojmy relace a jgji vlastnosti, ekviva-
lence, skladani zobrazeni.

C. Féaze matematizace, vypoctu a interpretace
Piedved’'me si nyni analyzu piedlozené ulohy. V uvedeném postupu je posloupnost kroki,
tzv. FeSitelsky postup, takovd, jakou provadim s ohledem na mozna uvaZzovani zakt. Ridim
se piitom zkuSenosti sieSitelskymi postupy zaka. Analyza ulohy, ktera je dale uvedena,
probiha hlavné v mé mysli, pisemné jsou provadény pouze slozitéjSi vypocéty. V mysli je téz
ulozeno vizudlni schéma ulohy, proto zpocatku (na rozdil od zakt) neni tieba kreslit graf
funkce.

Oznaéme si danou funkci f: y=x? + 6x.
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krok: Defini¢ni obor funkce je R (v8echnarednacisla).

krok: Je poZadovano napsat rovnice te¢en v ur¢itych bodech dotyku, proto se budou
zjistovat nejprve tyto body. Druh& souradnice yp, = —8 jednoho bodu dotyku se vypocte
dosazenim hodnoty xo = —2 do piedpisu funkce.

krok: Bod dotyku druhé te¢ny grafu funkce je ve vrcholu paraboly. Zde je vice zpiasobi,
jak urcit vrchol paraboly. a) Jednou z moznosti je urcit bod, v némz je prvni derivace
funkce nulova. (Druhou derivaci, ¢i zjistovani monotonie neni treba provadét, nebot’ u
kvadratické funkce je pravé jeden extrém, a to prévé ve vrcholu paraboly.) b) Druhou
moznosti je piimé dosazeni do vzorce pro soutradnice vrcholu paraboly, ktery si zak
vyhleda v tabulkach nebo ve své dlouhodobé paméti. ¢) Treti moznosti je , doplnéni na
Stverec" s konkrétnimi nebo dokonce obecnymi koeficienty. d) Ctvrtd moznost vyuziva
znalosti, Ze vrchol paraboly lezi na ose Usecky, jejiz koncové body tvoii v tomto ptipadé
pruseciky paraboly sosou x. Pruseciky sosou X, a tudiz i soufadnice vrcholu paraboly,
se zde daji vypocitat zpaméti. €) Patou moznosti je podivat se na graf kvadratické funkce
jako na kuzelose¢ku a upravovat jeji rovnici na vrcholovy tvar (opét ,doplnénim na
tverec"), odkud jsou jasné vidét souradnice vrcholu paraboly. f) Sesta moZnost vyuziva
skutecnosti, 7e parabola 'y = x> + 6x a techa y = ¢ maji jediny spolesny bod, tj.
diskriminant ptislusné kvadratické rovnice je nulovy.

krok: Z davodu nazornosti (ne nutnosti) je vzdy vyhodné nacrtnout si obrazek. Grafem
funkce je parabola, jejiz vrchol jiz zname. Pokud nékdo ve tietim kroku zvoli cestu
pomoci vyhledani prusec¢iki sosou X, muze jiz parabolu zakreslit. Ostatni zZaci musi
dany vypocet provést v tomto kroku.

krok: Na parabole vyzna¢ime body dotyku obou te¢en, zakreslime obé te¢ny a vysrafuje-
me Utvar, jehoZz obsah mame zjistit. Vidime, Ze se jedna o pravouhly trojuhelnik (viz
obr.).

-9

krok: Ur¢ime soutradnice vrcholu pravouhlého trojuhelniku, abychom mohli vypocitat je-
ho obsah pomoci délek odvésen.

krok: Pravy uhel trojuhelniku je pii vrcholu, ktery je prasecikem osy y a tecny paraboly
v jejim vrcholu. Tato te¢na je rovnobézna s osou x, a tudiz rovnici te¢ny i souradnice
vrcholu pravého uhlu trojuhelniku |ze jednoduSe urcit.

krok: Zbylé dva vrcholy trojuhelniku leZi na druhé te¢né paraboly, proto uré¢ime jeji rov-
nici. a) Lze ji psat ve smérnicovém tvaru. Smérnice je rovna derivaci funkce v bodé
dotyku, absolutni ¢len se dopocita dosazenim bodu dotyku do rovnice tecny. b) Druhou
moznosti nalezeni rovnice tecny je pieveést rovnici paraboly jako kuzelosecky do vrcho-
lového tvaru a podle ni napsat rovnici te¢ny ke kuzelosecce.

krok: Prusecik tecny sosou y ma y-ovou souiadnici rovnu absolutnimu ¢lenu smérnico-
veého tvaru rovnice tecny.

10. krok: y-ova souiadnice pruseciku tecen je rovna y-ové souradnici vrcholu paraboly, jeho
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X-0va souiadnice se dopocita z rovnice tecny.

11. krok: Délka vodorovné odvésny pravouhlého trojuhelniku se vypocita jako absolutni
hodnota rozdilu x-ovych soufadnic obou jejich krajnich bodu; délka svislé odvésny se
vypocita jako absolutni hodnota rozdilu y-ovych souiadnic obou jejich krajnich bodi.

12. krok: Obsah pravouhlého trojuhelniku je roven poloving soucinu délek jeho odvésen.

D. Faze sémantické zkousky

Pri provedeni retrospektivy uvedeného rozboru dlohy jsem shledal, Ze cely feSitelsky
postup je pomeérné jednoduchy, je sloZzen ze standardnich kroku ve Skole probiranych, je
piehledny, numericky ,elegantni“, ¢asové neni nijak naro¢ny. Potvrzuje se tedy, Ze Uloha je
vhodnym namétem pro ulohu do pisemné maturitni zkousky.

V nasledujicich fazich E — | vystupuji v Gloze tvirce a hodnotitele Ulohy.

E. Féaze zhodnoceni naplnéni zasad
Maji-li byt naplnény zasady, které jsem si pro tvorbu uloh do pisemnych maturitnich
zkouSek stanovil (Zhouf 2001), je tfeba zejména zvétsit spektrum oblasti, kterych se Gloha
dotyka, rozfazovat eSeni na n¢kolik dil¢ich dkolu, pokud mozno nezéavislych, vlozit novy
pojem, ptipadné zobecnit pojem znamy, vlozit nestandardni eSitelsky prvek, zvysit naroc-
nost (obsahovou i ¢asovou).

F. Féze tvorby dalSich Ukolu a otazek

Text a jednotlivé kroky ieSeni pavodni dlohy ve mné evokovaly fadu dalSich udkoli.
N¢kolik z nich si uved'me:
urc¢it ohnisko atidici ptimku paraboly,
ur¢it obsah Utvaru omezeného obloukem paraboly a osou X,
urc¢it obsah Utvaru omezeného obloukem paraboly, osou y a te¢nou v bodé [-2,-8],
urc¢it obsah trojuhelniku s dvéma vrcholy v prasecicich paraboly s osou x a tietim vrcho-
lem ve vrcholu paraboly,
urcit rovnici kruznice opsané oblasti omezené obloukem paraboly a osou X,
urcit rovnici kruznice vepsané oblasti omezené obloukem paraboly a osou X,
urcit oba stiedy stejnolehlosti kruznic nalezenych v bodech 5 a 6,
ur¢it obsah ¢tyiuhelniku omezeného te¢nami k parabole v prisecicich paraboly s osou x,
te¢nou ve vrcholu paraboly a osou X,
rozhodnout, zda je mozné ¢tyiuhelniku z bodu 8 opsat ¢i vepsat kruznici,
0. urcit objem telesa, které vznikne rotaci plochy omezené obloukem paraboly a osou x
kolem osy X, resp. kolem osy vy,
11. urcit rovnici paraboly, ktera je obrazem dané paraboly v n¢jaké shodnosti,
12. urcit predpis pro slozenou funkci y = f(f(x)).

N pLDNE

B ©

G. Faze vybéru ukolu a otazek
Z této skaly nabidnutych moznosti jsem vytvoril Ulohu, v niz byly polozeny otazky vySe
oznaceneé jako 5, 6, 7. Jedna se o ukoly netradi¢ni, v nichZz se objevuji pojmy Zakaim malo
znameé, nebo dokonce neznamé, a tudiz ani metody ieSeni nejsou ve Skole piiliS probirany.
Pti jejich reSeni je tieba umét modifikovat pojmy ze 3kolské matematiky, konkrétné pojmy
opsana a vepsana kruznice jinému utvaru nez mnohouhel niku.
Pro vybér pouhych tii otdzek zvySe uvedenych hovoiila pfiméfena ¢asova naro¢nost
a délka zapisu eSeni, tak aby se zarucila vyvazenost vSech Sesti Uloh v pisemné zkousce.
H. Faze sestaveni celé pisemné maturitni zkousky
Do zminéné pisemné maturitni zkousky bylo vybrano Sest Uloh tak, aby byly splnény
zasady tvorby jednotlivych dloh i celé zkousky a aby byla zaru¢ena ¢asova piimeéienost i od-
born& obtiznost.
Spektrum matematickych témat, které se ve zkousce vyskytuji, je Siroké; jsou to hlavné
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slovni uloha, mnoZiny, soustavy lineédrnich rovnic, diofantovské rovnice, prabéh a vlastnosti
kvadratické funkce, kvadraticka rovnice, derivace funkce, analytickd geometrie kuzelose-
¢ek, matematickd indukce, Upravy algebraickych vyrazt, posloupnost a j€gji vlastnosti, limita
funkce, funkce odmocnina a jeji prabeh, iracionalni nerovnice, planimetrické Gtvary, shod-
nosti, komplexni ¢isla, stereometrie.

I. Faze externiho hodnoceni a fnalizace
Pred zvetejnénim definitivni podoby celé pisemné maturitni zkousky jsem ji jesté predlo-
Zil kolegyni k posouzeni. Jeji piipominky prispély k Upravé zkousky do té podoby, kterd je
uvedena v nasledujicim odstavci.

5. PISEMNA MATURITNI ZKOUSKA PRO ROK 1999
Uloha 1

V matematické soutéZi byly zadany tfi alohy A, B, C. Mezi U¢astniky bylo 25 Z&ki, z nichz
kazdy vyreSil aspon jednu Ulohu. Ze vSech Ucastniku, ktefi nevyieSili ulohu A, byl pocet
téch, kteti vyreSili tlohu B, dvojndsobkem poctu téch, ktefi vyieSili tlohu C. Pocet Zaku,
kteri vyreSili jen ulohu A, byl o 1 vétsi nez pocet ostatnich zakia, kteri vyireSili Ulohu A. Ze
v8ech Z&ku, ktefi vyreSili jedinou ulohu, pravé polovina nevyieSila ulohu A. Pocet zaku,
kteti vyieSili pravé dveé ulohy, byl ve vSech tirech piipadech stejny. Kolik zaku vyreSilo
v8echny tti dlohy?

Uloha 2

V soustavé souiadnic Oxy uvazujme oblast omezenou osou x a parabolou o rovnici
y = X° + 6X.

a) Urcete rovnici kruznice opsané této oblasti.

b) Urc¢ete rovnici kruznice vepsané této oblasti.

Uloha 3a

Pro kazdé ptirozené ¢islo n je ddna kvadraticka funkce piredpisem
fi(x) = (x - 1)°
fa3) = (x = 1)° + (2x - 1)°

a) Dokazte matematickou indukci, Ze pro kazdé piirozené ¢islo n plati
1°+2°+ ... +n°=in(n+1)(2n + 1).
b) Kazdou funkci f, |ze pievést natvar
fo(X) = anX® + bpX + C. (*)
Urcete koeficienty a,, by, ¢, jako funkce proménné n.
¢) Urcete souiadnice X, Yn vrcholu kazdé paraboly dané predpisem (*) jako funkce promén-
né n.

d) DokaZte, Ze posloupnost (y, ), je rostouc.
e) Vypoctéte limy, .
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Uloha 3b

a) Sestrojte grafy funkci

fiy=+43-x
g y=+Vx+1

v jedné soustavé souradnic a na jejich zéklade sestrojte odhadem graf funkce
h: y = f(x) — g(x).
b) Pomoci diferencialniho poctu vysetiete prabeh funkce y = h(x).
c) ReSte v oboru reanych ¢isel nerovnici
h(x) > 1.

Uloha 4a

Necht ABCD je ¢tverec o stran¢é délky jedna, M je stied strany CD, N je stied strany AD, P

je prusecik usecek BM a CN.

a) Najdete shodné zobrazeni v roving, které zobrazi trojuhelnik MBC na trojuhelnik NCD (ty
jsou shodné).

b) Umistéte ¢tverec ABCD do Gaussovy roviny tak, Zze body A, B, C, D jsou postupné ozna-
¢eny komplexnimi ¢isly a=0,b=1,c=1+i,d=1.
Dokazte, Ze kazdy z téchto ¢ty bodu z se ve shodnosti z bodu a) zobrazi na bod

w=iz+1.
c) Dokazte, Ze | ze ¢tyituhelnikim ABPN a NPMD opsat po fadé kruznicek al.
d) Vypoctéte mocnost bodu C vzhledem ke kruznici k.

Uloha 4b

V pravidelném ¢tyistenu AjA2AsV jsou Ki, Ky, K3 postupné stiedy hran AxAs, AzAi, AiA..
Stredem hrany VA; je vedena rovina rovnobézna se sténou A;A>As, ktera protina primky
VK1, VK, VK3 postupné v bodech Ly, Lo, La.

a) Urcete pomér obsaha trojuhelnika LiLoLs a AlA2As.

b) Nakreslete téleso (komoly antijehlan) Ai1AAsL;LoLs.

c) Urcete pomér objema komolého antijehlanu AjA2AzL1LoL 3 a étyistenu AjAXA3V.
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CCHI-KUNG OSEM KUSOV BROKATU

Zuzana Berova

Cchi-kung je vychodné cvicenie, ktoré podra Citanov nechali bohovia 'ud’om ako dar umoziujdci
dosiahnutie a udrZanie zdravia, dlhovekosti, telesngj a duSevnej rovnovéahy.

Existuje vel'a foriem cchi-kungu. My sme si ukézali jeden z dynamickych cchi-kungov, ktory ma
nazov Osem kusov brokatu.

Cvicenie pozostava z rozeviéky, ktorg ciel'om je ponat’ahovanie vsetkych diach asvalov, rozhyba-
nie celého tela a samotného cchi-kungu, ktorého ciel'om je dosiahnutie optimalneho pradenia nasej
vnatornej energie.

Pri rozcvicke postupujeme v poradi: hlava— krk — ramena — ruky — trup — kolena — nohy — ¢lenky.
Osem kusov brokétu sa cvi¢i v poradi: naberanie vody — luk — roztl&anie rukami — had — posilnenie
obliciek — psik — odtl&tanie rukou — vytriasanie negativneho.
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