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Mili ¢tenari, vSichni, kteri se zajimate o vyucovani matematice,

skutecnost, ze se stale schazime na konferenci Dva dny s didaktikou matema-
tiky a ze nachazime stale nova a nova témata, kterd nas uchvacuji, pali, zajimaji
a nékdy i dési, jen dokazuje, ze didaktika matematiky je dynamicky obor, respektive
ze praci ucitele matematiky ¢i badatele v didaktice matematiky mtizeme povazo-
vat za svym zpusobem dobrodruznou. Vydejme se tedy na exkurzi do ,krajiny
didaktiky matematiky“ popsané v tomto sborniku.

Nékteré nasledujici texty se nas snazi poucit, jiné nadm nabizeji oporu pro pripravu
hodin, plani ¢i pro vlastni reflexi, dalsi ndm pomahaji analyzovat a interpretovat
nam vice ¢i méné znamé situace. Kazdy text plni kromé role po/naucéné i roli
svym zpusobem inspirativni, zalezi na thlu pohledu c¢tenare. Miize se tedy stat, ze
se na tentyz clanek podivate podruhé a mize nas oslovit novym zptisobem tfeba
i do té miry, Ze se k ndm na nasledujicich Dnech s didaktikou matematiky 2015,
2016,. . . vratite a obohatite nové sborniky i o vlastni nahledy.

TéSime se na Vas.

Za programovy a organizacni vybor

Michaela Kaslova






ZVANE PREDNASKY

Reseni a tvoreni tloh (nejen v piipravé uditeli)
ALENA HoSPESOVA, MARIE TIicHA!

Resent slovnich tiloh patri v matematickém vzdéldvdni na zdkladni skole k nejobtiz-
néjsim oblastem uciva. Nékteri autori (i nase vlastni vysledky) ukazuji, Ze uspésné
resent uloh muzZeme podporit tim, Ze Tesitelé ulohy takée tvori. V prispeévku jsou
pripomenuty rizné moznosti tvoreni uloh (k danému vypoctu, se zadanymi udaji
nebo vysledkem, urcené struktury) a jejich ilustrace pomoci uloh vytvorenych stu-
denty ucitelstvi. Z vysledku nasich setrent vyplyvd, Ze tvorent uloh lze vnimat jako
cil vzdelavani, vzdelavact a diagnosticky prostredek a take jako zdroj motivace.

Souvislost FfeSeni a tvoreni uloh

vvvvvv

kém vzdélavani. Napt. (Rendl, Vondrova et al., 2013) oznacuji feseni slovnich tloh
za kritické misto. Divod1 je fada. Jmenujme alespon:

e neni mozné nacvicit se zaky algoritmus, ktery by ,bezpecne® vedl k vyte-
seni tlohy; Teseni uloh spociva v fadé rozhodnuti uzit pri reseni posloupnost
metod, o které se domnivam, Zze povede k nalezeni vysledku (Tich4, 1982),

vvvvvv

Bloomovy taxonomie: hledani faktd — transformace — vypocty — ovéfeni —
transformace (Anderson & Krathwohl, 2001).

Proces tfeseni tuloh byl popsan mnoha autory. V tabulce 1 ukazme alespon dva
z nich (Polya, 1957; Fridman, 1977).

Na cely proces Teseni slovni tlohy se miizeme divat jako na rozhovor resitele
s ulohou (Jak zac¢it? Jak pokracovat z dosazeného stavu?) (Ticha, 1982). Sva roz-
hodnuti fesitel modifikuje na zakladé informaci od tlohy a konfrontace s cilem
(otazkou tilohy). Stiid4 se Feseni tlohy a tvoreni otdzek, resp. tiloh. Reseni tiloh

IKatedra matematiky, Pedagogicka fakulta, Jihoceska univerzita v Ceskych Budéjovicich, hospes@pf.jcu.cz;
Matematicky tstav AV CR, v.v.i, ticha@math.cas.cz



G. Polya L. M. Fridman

— uchopeni ulohy — analyza tlohy

— stanoveni strategie | — hledani planu reseni

— realizace strategie | — uskutec¢néni nalezeného planu

— interpretace feseni | — kontrola a posouzeni celé ¢innosti pti feSeni tlohy

Tab. 1

a tvoreni uloh jsou tak ¢innosti vzajemné propojené. Zavérem rady uskutecnénych
vyzkumt je, zZe Uuspésné teSeni tloh miizeme podporit tim, ze resitele ulohy také
tvori (Ticha & Hospesova, 2010).

Ve skolnim vyucovani casto ucitel zakovi poskytuje podporu pfi feseni tilohy,
napf. tim, ze tlohu preformulovava, tvori jeji jednodussi variantu, formuluje otazky
,vedlejsich“ uloh (Dopocitejte si ... ).

V nasem predchozim vyzkumu jsme realizovaly rfadu studii, kdy zaci a studenti
tvorili ulohy, napft.:

e k danému vypoctu,
e se zadanymi udaji, napf. se zadanym vysledkem (Ticha & Hospesova, 2011),
e urcené struktury apod.

Vétsinou jsme se zameérovaly na tvoreni tiloh v prostredi zlomki. Jednak pova-
casto projevi ne zcela spravné predstavy o nékterych pojmech. Predstavy a zna-
losti jsou ¢asto formalni, to znamend, Ze je studenti (ani ucitelé) nejsou schopni
ani aplikovat (v feSeni matematickych i ,nematematickych® tloh), ani dale rozvi-
jet a prohlubovat (napf. zjednoduSena predstava o aritmetické operaci, forméalni
predstavy o zlomcich) (Hospesova & Ticha, 2009; Ticha & HoSpesové, 2013 a).

Dlouhodobé se zabyvame zatazovanim tvoreni tiloh do pripravy budoucich uci-
teli. Ukazuje se, ze tvotreni tloh neni jen cilem a prostfedkem vzdélavani uciteli. Je
to také prostiedek diagnosticky a zdroj motivace (podrobnéji v (Ticha & HoSpesova,
2010, 2013 a)). Ilustrujme toto tvrzeni na nékolika ukazkach z naseho dosavadniho
vyzkumu.

Tvoreni uloh, které lze vypocitat danym vypoctem

S budoucimi uciteli prvniho stupné zakladniho vzdélavani jsme tvorily tlohy k za-
danému vypoctu. Zadaly jsme jim nasledujici sekvenci tkol:
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e tvoreni uloh, které lze vypocitat vypoctem %L . 2,
e feseni vytvorenych tloh a individuélni reflexe/hodnoceni (oboji tviircem tlohy
i jinymi studenty),

e spolecné reflexe/hodnoceni vytvotrenych tloh.

Na zavér jsme se studentii zeptaly, jak hodnoti zarazeni tvoreni tiloh do pripravy
uciteld.

Ve vytvotrenych tlohach i jejich nasledné reflexi se objevily signaly, ze studenti
maji nékteré nepresné predstavy. Pro ilustraci uvedme tfi tilohy jedné ze studentek:

1. Na stole lezely % kolace. Dusan snédl }l ze % kolace. Kolik kolace zbylo?

2. Na stole lezely %kg mandarinek. Veronika snédla %kg. Kolik mandarinek
zbylo?

3. Sklenice byla ze % plna. Gabriel vypil i. Z kolika byla sklenice plna?

Nedostatky v porozumeéni nasobeni zlomki byly jesté vyraznéjsi v nasledné ref-
lexi, kterou provadéli jini studenti v seminafi. Podrobné jsme o tomto Setfeni in-
formovaly v roce 2009 na konferenci Jak ucit matematice zaky ve véku 11-15 let
(Tichd & Hospesova, 2010). Pfipomenime dvé ,varujici“ hodnoceni vytvorenych
uloh:

Jeden ze studenti napsal k prvni dloze: ,,Jestlize mame % kolace, miizeme
snist i, ale jmenovatel se ndm neshoduje. Kdyby snédl % ze % to ano.
Prakticky by to ud€lat slo, ale matematicky to spravné neni.“ Toto
vyjadfeni student doplnil obrazkem (obr. 1) a tlohou, o které byl ptes-
védcen, Ze je dobfe: ,Dnes mame ve tiidé A i zakt z celkového poctu,
ve tridé B % z celkového poc¢tu. Pokud pocet pritomnych zakt obou trid
vynasobime, jaky vysledek dostaneme?*

Obr. 1
Dalsi student hodnotil 1. llohu nasledovné: ,,David snédl % ze % kolace =
= % : % = % kolace. Uloha je spravné.“ To vypadalo nadéjné. Své feseni

ale doplnil obrazkem 2 a ten odhalil zavazné neporozumeéni.
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Tvoreni iloh dané struktury

Podle Marese (2013) by méla tloha, model problémové situace fixovany v jistém
jazyce, vykazovat urcité charakteristiky: strukturu, zptsob jazykového vyjadreni,
logickou spravnost, stupen urcenosti, miru zobecnéni a tuplnosti. Ten, kdo tvofi
ulohy, by mél tyto charakteristiky mit na mysli. Z toho divodu jsme zacaly zatazo-
vat do pripravy ucitelti tvoreni tiloh dané struktury. Domnivame se, ze tato aktivita
pomize (budoucimu) uéiteli (a) odstranit stereotyp vytvarenych tloh (uvédomi si
stavbu tloh a potfebnou pestrost), (b) ziskat pfi FeSeni Glohy vhled do struktury
a (c) prestat vnimat jen posloupnost vypocti, které vedou k ziskani vysledku.

Pro zviditelnéni struktury tloh jsme pouzily schémata podobna vétvenym fe-
tézctim, které byly pouzivany v ucebnicich Kabinetu pro didaktiku matematiky
MU AV CR (Kittler & Kufina, 1994, napt. tiloha ze str. 71 na obr. 3) zpracovanych
na zakladé dlouhodobého vyzkumu a spoluprace s uciteli experimentalnich skol (Ti-
cha, 2013). Kittler vétvené fetézce charakterizoval jednak jako grafické znézornéni
postupu Teseni, ale také jako model struktury ulohy v jazyku retézci.

4 déti jely na vylet. KaZdé zaplatilo 3 K& za vlak a 2 K& za lod.
K% zaplatily celkem?




Setfeni realizujeme dlouhodobé. Pfi rozborech tloh vytvotenych respondenty se
zamyslime také nad tim, zda a jak tvirci a resitelé tloh uvazuji o struktute slovnich
uloh:

e zda ,vidi“ grafickd schémata jako znazornéni struktury tlohy nebo procesu
jejiho Teseni,

e jaké jsou prekazky pfi tvoreni tloh s danou strukturou,

e jak je mozné rozvijet schopnost védomé a zadmérné pracovat se strukturou.

Naznac¢ime jednu sérii zadanych tkola. (Podrobnéji jsme o zadévanych tkolech
mluvily také na podzim 2013 na konferenci Jak uc¢it matematice zaky ve véku 10-16
let, Tichd & Hospesova, 2013 D).

Ukol 1: Studenti (a také ucitel v praxi) jsme se zeptaly: ,,Co vam pii-
pominé tento obrazek (schéma na obr. 4)7 Pouzili jste néco podobného
ve vyucovani? A k cemu? A jak byste ho nazvali?“ Poté jsme zadaly
tikol: Sestavte tlohu (historku, pfibéh) k tomuto schématu, (vétvenému
fetézci, modelu, reprezentaci . . .)

Obr. 4
Studenti vytvorili naptiklad nasledujici ilohy:

4. Matyas dostava do skoly kapesné od maminky a tatinka. Od ma-
minky vzdy dostane 20 K¢ a od tatinka 30 K¢. Kolik celkem korun
dostal Matyas v jednom tydnu, pokud nebylo zadné volno?

5. Matyas si koupil auticko za 450 K¢. Na auticko si Setfil ze svého ka-
pesného 15 dni. Kolik korun mu musela maminka doplatit, pokud
jeho kapesné je 15 K¢ na den?

6. Veverka za zimu spotiebuje 50 liskovych orechi, mysi staci 35.
Babicka spottfebuje do rohlickti dvakrat tolik, co veverka a mys
dohromady. Kolik oriskt spotiebuje babicka?

13



Posledni tlohu uvadime pro pobaveni, tlohy 4 a 5 ale opét vykazuji nepres-
nosti ve vyjadreni i neschopnost popsat pravdépodobnou situaci, vytvorit ,, péknou”
ulohu.

Nasledoval Ukol 2:

e Vytvofte tlohu k obr. 5.

e Poté jeden ze zadanych idaji nahradte jednoduchou tlohou (napf.
jako na obr. 6), aby vznikla tloha, k jejimuz vyfesSeni staci dva
vykony.

e Najdéte jiné moznosti ,rozsiteni“ obr. 5.

QO

ﬁ} %C: OWe

L)

Obr. 5 Obr. 6

K obr. 5 vytvorili studenti tilohu: Koupim 4 kolace po 7 K¢. Kolik za né
zaplatim? Nasledovala spolecna reflexe vytvorenych tiloh, ve které méli,
napt. posoudit a oduvodnit (Pro¢ ano?, Pro¢ ne?), zda obr. 6 odpovidaji
ulohy, resp. situace:

7. Koupim 1 kola¢ makovy a 3 povidlové. Kazdy kolac¢ stoji 7KEc.
Kolik zaplatim?

8. Koupim 4 kolace po 7Kc¢. Platim dvacetikorunou a dvéma dvou-
korunami.

V dalsi fazi jsme studenty seznamily s pfistupem popsanym v (Nesher, Hersko-
vitz, 1994). Autorky vytvorily tfi mozna usporadani dvou jednoduchych schémat
a ve svém vyzkumu pouzily pro reprezentaci uloh se dvéma operacemi nasledujici
tfi ,diagramy pro schémata“ (diagram for schemas) (obr. 7):

Na zavér byl studenttim zadan Ukol 3: Vytvorit ke kazdému z uvede-
nych tii ,diagramt pro schémata“ slovni tlohu a pozadaly jsme je, aby
napsali, jak hodnoti préci se schématy (jednoduchymi grafickymi zna-
zornénimi).

14



hierarchicky spolecna Cast spolecny celek

P

Obr. 7

Vyse popsany vyzkum je v soucCasnosti na svém pocatku. Zpracovavame data
a ziskavame dalsi.

Co si respondenti mysli o zarfazovani ¢innosti spojenych s tvo-
renim uloh
Na otéazku, zda pro né znamenalo tvoreni tloh prinos, odpovidali studenti vétsSinou

vvvvv

kombinuji, pretvaiim, zkousim, dosazuji. Rikdm si, na co musim dat pozor, s ¢im
mohou mit Zaci potize a podobné, ... pri feseni se nad zadanim jen kratce zamys-
lim a snadnéji mi mohou uniknout obohacujici poznatky.“ Je ovSem otazkou, zda
studenti vyjadrovali opravdu své presvédceni.

Jak vidime prinos zarazovani tvoreni tloh do pripravy udi-
tela?

Prinos tvoreni tloh shrnujeme do nékolika bodi:

e Zmeéna klimatu: tvoreni tiloh motivuje a povzbuzuje studenty, zlepsuje jejich
pristup a presvédceni, sebedtuveéru, ...
e Zména charakteru tloh:
— od jednoduchych, snadno feSitelnych tloh ,ucebnicového® typu, které
byly nezajimavé (kontext i matematika), chybné formulované;

— k dloham, které jsou vyzvou pro zaky, nejsou bézné; maji pestré zadani
(grafy, tabulky, ...); umoznuji rizné metody feSeni, pfistupy; vyzaduji
vysvétleni, dalsi tvahy (oteviené ulohy).

e Hlubsi porozuméni a vhled do obsahu skolni matematiky.

15



Tvoreni tlloh se ndm v soucasnosti jevi jako metoda, ktera respektuje konstruk-
tivistické pristupy a podporuje badatelsky orientované aktivity v ptripravé ucitelt.

Pozn.: Vyzkum byl uskuteénén s ¢asteénou podporou projektu GA CR 14-01417S
Zkvalitnovani znalosti matematického obsahu u budoucich uciteli 1. stupné a RVO
67985840.
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PRACOVNI DILNY

Veria Iudia dékazom?

ANINO BELAN!

Cldnok sa zaoberd vnimanim matematickych dékazov ako kritéria pravdivosti. Res-
pondentom prieskumu sme predloZili desat roznych matematickych dokazov, z kto-
rych niektoré boli spravne a niektore nie. Tieto dokazy samy o sebe predstavuju zau-
Jimavy ndmet na diskusiu so Ziakmi. Nasledne sme na odpovediach, ktoré sme zis-
kali, skimali, ¢i su ludia schopni uwverit spravnemu dokazu a odmietnut nesprdvny,
¢ su v pripade nesprdvneho dokazu schopni sprdvne urcit, kde je v mom chyba
a ktoré typy dokazov robia ludom najvicsie problémy.

V pripade hadok a diskusii v beZznej konverzacii sa Iudia ¢asto dozaduju dokazov.
Je to sposobené tym, ze dokaz ako taky ma uz od antického Grécka ista autoritu.
V pripade demokratického Statneho zriadenia, ktoré sa v antickom Grécku obja-
vuje, bolo totiz nutné svoje nazory obhéajit a metéda dokazovania sa vyvinula ako
dosledok tejto potreby.

Umenie dokazovat sa vyvijalo v dvoch paralelnych liniach. Jednou je logika.
NajvyznamnejSou osobnostou antiky v tejto oblasti bol Aristoteles — spomerime
napriklad jeho spis (Aristoteles, 1961). Druhou vetvou je matematika. Za vSetkych
slavnych matematikov staroveku spomenme Euklida, ktory vo svojich Zakladoch
(Eukleides, 2008) prvykrat pouZil spdsob dokazovania z axiém.

Ziaci sa s logikou a matematickymi dékazmi stretni na matematike v prvych
ro¢nikoch strednych skol a s logikou sa opétovne ale vac¢sinou len okrajovo stretni
v Stvrtom roc¢niku na nauke o spolo¢nosti. V nasom vyskume sme sa rozhodli zis-
tit, aké stopy na ziakoch tieto stretnutia zanechali. Prieskum sme robili formou
dotazniku, v ktorom sme respondentom predviedli 10 dékazov z réznych oblasti
matematiky: 3 z logiky, 3 z aritmetiky, 1 z geometrie, 2 z pravdepodobnosti a Sta-
tistiky a 1 z matematickej analyzy. Respondenti mali uréit, ¢i s dokazy spravne
a v pripade, Ze nie s, popisat, kde je v nich chyba. Museli sa potykat s tymito
dokazmi:

1Skola pre mimoriadne nadané deti a Gymnézium, Teplick4 7, Bratislava, anino@smnd.sk
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Tvrdenie 1: Existuji mimozemstania.

Dokaz: Vsetkych mimozemstanov si rozdelime na dve skupiny — na existujucich mi-
mozemsStanov a na neexistujiucich mimozemstanov. Tymi neexistujicimi sa nebu-
deme zaoberat, lebo s pre nas nezaujimavi. Budeme teda dokazovat, Ze existuju ti
existujici mimozemstania. Ale existujici mimozemstania nemozu neexistovat, pre-
toze by doslo k logickému sporu. Takze existujici mimozemstania existuju a teda
mimozemstania existuji.?

Tvrdenie 2: Ak vieme, ze o Dlhom, Sirokom a Bystrozrakom platia tieto tri vety:
e Ak nie je doma DIhy, tak je doma Siroky.
e Ak je doma Bystrozraky, tak nie je doma Siroky.

e Ak nie je doma Bystrozraky, tak je doma Dlhy.

Tak je zarucené, ze Dlhy bude doma.?

Dokaz: Ak4 by bola situacia, keby Dlhy doma nebol? Podla prvej vety vieme, Ze
tym padom musi byt doma Siroky. KedZze je Sirok§ doma, tak podla druhej vety
vieme, Ze Bystrozraky byt doma nemoze. A kedZe Bystrozraky doma nie je, tak
podla tretej vety je Dlhy doma. Ukéazali sme, ze ak Dlhy nie je doma, tak je Dlhy
doma. Takze Dlhy musi byt doma.

Tvrdenie 3: 1 +3+5+ 7+ ... +97+ 99 = 1000, teda stucet vsetkych neparnych
¢isel od 1 do 99 je tisic.

Dokaz: Pre sucet neparnych ¢isel od 1 do n plati vztah

1+3+5+.. +n= <§+1)-(g+2)

V pripade, ze za n dosadime 99, dostaneme 1+ 3454 ...+99 = 34-35 = 1 000.

Tvrdenie 4: Mame test, ktory vie zistit, ¢i ma niekto AIDS. V pripade, Ze mé
niekto AIDS, test vyjde zaruCene pozitivne. V pripade, Ze niekto AIDS nema4, je
pravdepodobnost 0,04 %, Ze test tiez vyjde pozitivne. Predpokladajme, Ze na Slo-
vensku je 5 miliénov obyvatelov a 50 z nich ma AIDS. Ak sa niekto na Slovensku

podrobi zmienenému testu a ten vyjde pozitivne, tak pravdepodobnost, Ze naoza]
AIDS ma4, je menej ako 3 %.

Dokaz: Kolkym Tudom na Slovensku vyjde test pozitivne? V prvom rade tym pét-
desiatim, ktori ho maja. Zvys$nych obyvatelov je 4999 950 a z nich vyjde pozitivny
test 0,04 %, ¢ize 2 000 ludom. Dokopy teda vysiel test pozitivne 2 050 Tudom, pricom

2Doékaz je parafrdzou na Descartov dokaz BoZej existencie a je prevzaty z (Smullyan, 1986)
3Uloha pochadza z knihy (Sochor, 2011)
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AIDS ma len 50 z nich. Pravdepodobnost, Ze ¢lovek AIDS naozaj mé, je teda
50 : 2050 = 2,44 %.

Tvrdenie 5: Autizmus je spdsobeny zvysenou spotrebou biopotravin.

Dokaz: Korelacia medzi po¢tom Iudi s diagnostikovanym autizmom a predajom
biopotravin je extrémne vysoka (r = 0,997 1) Vid graf na obr. 1.

The real cause of increasing autism prevalence?
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A Autism 5
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Sources: Organic Trade Association, 2011 Organic Industry Survey; U.S. Department of Education, Office of Special
Education Programs, Data Analysis System (DANS), OMB# 1820-0043: "Children with Disabilities Receiving Special
Education Under Part B of the Individuals

with Disabilities Education Act

Obr. 1: Autizmus a biopotraviny.

Tvrdenie 6: Vsetky neparne ¢isla vicsie ako 1 su delitelné presne dvomi inymi
prirodzenymi cislami.

Dokaz: Vyskusajme. Vezmime si ¢islo 3. Ako delitele do ivahy pripadaju cisla 1, 2
alebo 3.

3:1=3
3:2=15
3:3=1

Celé ¢islo sme dostali v prvom a tretom pripade, takze to funguje. Vezmime si
¢islo 5. Ako delitele do tvahy pripadaju cisla 1, 2, 3, 4 alebo 5:
5:1=5

5:2=25
5:3 = 1,666666
5:4=1,25
5:5=1
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Celé ¢islo sme dostali iba v prvom a poslednom pripade, takZe tvrdenie opit
plati. Vyskusajme to eSte aj pre 7. Skiusime vydelit vSetkymi ¢islami od 1 do 7:
7:1=7

7:2=235
7:3=2,333333
7:4=1,75
7:5=14
7:6=1,166666
7:7=1

Opiit sme celé ¢islo dostali iba v dvoch pripadoch. Platnost tvrdenia sme overili
az na troch roznych cislach, takze tvrdenie plati.

Tvrdenie 7: Ked si narysujeme kruZnicu a nejaky jej priemer AB a okrem toho
si na tej kruznici zvolime bod C, pridom ten bod nesmie byt rovnaky ako bod A
ani ako bod B, tak uhol AC'B bude vzdy 90 stupiiov, bez ohladu na to, kde sme si
bod C' zvolili.

Dokaz: Stred kruznice si spojime so vSetkymi tromi bodmi A, B, C'. Dostaneme tak
velky trojuholnik ABC' a dva malé trojuholniky ASC a BSC, z ktorych sa ten
velky sklad4 (vid obr. 2).

Obr. 2: TIlustracia k dokazu ¢. 7.

Obidva malé trojuholniky sii zarucene rovnoramenné, pretoze kazdy z nich ma
ako dve zo svojich stran polomery kruznice. A rovnoramenné trojuholniky maju
uhly pri ramenach rovnaké. Rovnaké uhly vidite vyznacené na obrazku.

Stucet uhlov v trojuholniku je vzdy 180 stupnov. Pozrime sa teda na trojuholnik
ABC. Stcet jeho uhlov st dva jednociarkované uhly a dva dvojciarkované uhly.
Tie musia dat dohromady 180 stuptiov. Takze jeden jednociarkovany uhol a jeden
dvojciarkovany uhol musia davat dohromady 90 stupnov. A jeden jednociarkovany
a jeden dvojciarkovany uhol tvoria dohromady presne uhol AC'B.

Tvrdenie 8: Ak ozna¢ime dlzky odvesien pravouhlého trojuholnika a,b a dizku
jeho prepony c, tak plati a® + b*> = 2.
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Dékaz: Predpokladajme, ze sa vyrazy a® + b? a c?. nerovnaju. Ich rozdiel ozna¢me

d a plati
a4+ =c—d.

Obe strany rovnosti vynasobime vyrazom (a? + b?) — ¢* a dostaneme
(a® +b*)((a® +b?) — *) = (¢ — d)((a* + b*) — ).
Na oboch stranach roznasobime zatvorky:
(a® + %)% — (a® + b)) = (a® + 1) — (¢*)* — d(a® + b*) + dc.
K obom strandm pripocitame vyraz d(a* + b*) a dostaneme
(a* + b*)? — (a* + b*)? + d(a* + b*) = 2(a® + b%) — (H)* + dc.

Vlavo vyjmeme pred zatvorku (a? + b*) a vpravo vyjmeme pred zatvorku c?. Do-

staneme
(a® + %) (a® + b* — 2 +d) = *(a® + b* — & + d).

Obe strany vydelime vyrazom a® + b*> — ¢ + d a dostaneme
a® 4+ b* = .
Tvrdenie teda plati.

Tvrdenie 9: Chlieb s klobésou je lepsi, ako vecna blazenost.

Dékaz: Co je lepsie, ako veéna blazenost? Ni¢. A chlieb s klobésou je lepsi ako ni¢.*

Tvrdenie 10: 0,9999999... = 1 (Po slovensky: ,nula celd devit periodickych —
teda deviatky v desatinnom zapise az do nekoneéna — je iny zapis ¢isla 1¢).
Dékaz: Nekoneény geometricky rad s kvocientom z intervalu (—1, 1) mozeme séitat

podla vztahu
a

(1-4q)
Cislo 0,9999999... znamen4, ze mame zobrat devit desatin, devit stotin, deviit
tisicin atd. Teda

a+a-q+a-@F+a-¢+... =

9 9 9 9 9
0999999 =96 700 T Tooo T 10000 T 100000 T

_ 9,9 19 1 9 1
10 10 10 10 100 10 1000 7

4Uloha opit pochadza z knihy (Smullyan, 1986)
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To je geometrickd postupnost s prvym ¢lenom % a kvocientom 75 a podla uve-

deného vztahu je jej sucet % (1 — %) = % : % = 1 Takze 0,999999... = 1.

Néasho prieskumu sa zucastnilo 354 respondentov. Spravne odpovede, Gspesnost
a percentualne zasttpenie jednotlivych typov odpovedi ndjdete v tabulke 1. Tabulka
je zoradené od dokazov, ktoré odhadlo najviac Iudi spravne po dokazy, ktoré boli
najtvrdsimi orieskami.

V tabulke 1 je mozno najst niekolko zaujimavych pozorovani. V prvom rade sme
boli zvedavi, ako dopadnt tvrdenia 4 a 10, o ktorych vieme, ze st pre ¢loveka, ktory
sa hlbsie nevenuje matematike, prekvapujice. (Napr. tvrdenie ¢. 4 je zndme aj ako
wfalse positive paradox.”) Ukézalo sa, ze pritomnost spravneho matematického do-
kazu nie je tuplne dostato¢na protivaha faktoru, Ze tvrdenia st kontraintuitivne
a priblizne tretina respondentov ich ako pravdivé odmietla uznat.

S =25 |3
o Earey oo e b e o © o b = ca
a2 = 2. 2o o <8 S &

= = =3 -
5. Korelicia Nie | 4.73%)| 221%]| 3.15%| 11,99%| 10.09%| 17.67%| 50,16%| £9.91%
6 Inrmierska mdukcia  |Nie | 5.97%| 2.20%| 3.14%| 3.77%| 8.49%| 031%| 76.10%| 88.68%
7. Téksova veta Ano | 82.08%| 5.66%| 597%| 3.77% 2.52% 87.74%
1. Mimozemst ania Nie | 991%| 5.11% 841%| 9.01%)|36.34%] 31.23%)]| 84,98%
9. Vetna bhzenost Nie | 13.78%| 3.21% 9.62%| 8.65%| 16.67%| 48.08%| 83.01%
3. Sttetradu Nie | 6.67%| 2.86%| 889%%| 9.84%| 6.03%| 0.00%| 65.719%] 81.599%
8. Pytagorova veta Nie | 11,.29%| 7.42%]| 12.58%| 10,65%| 5.48%|11.20%| 4129%| 68.71%
10. 09999 =1 Ano | 5429%| 13.65%| 9.52%| 10.79% 11,75% 67.94%
4. AIDS Ano | 51.10%)| 1536%| 3.45%| 9.72% 20,38% 66.46%
2. Dy a spol Ano | 46.18%| 7.03% 12.54% 34.25% 53.21%

Tab. 1: Vysledky

Isty vplyv je treba pripisat aj vplyvu toho, Ze tvrdenia, o ktorych sa Tudia v skole
ucili ako o pravdivych, st automaticky pokladané za spravne dokazané. Preto sa
pravdepodobne Talesova veta umiestnila najvyssie spomedzi pravdivych tvrdeni
a Pythagorova veta s jej nespravnym dokazom sa zase umiestnila najnizsie medzi
nespravnymi dokazmi.

Velmi nés prekvapilo umiestnenie dokazu o stucte neparnych cisel od 1 do 99.
Pokladali sme ho za tplne zjavni demagdgiu — vztah nefunguje a da sa to lahko
overit pre malé n. Okrem toho 34 - 35 rozhodne nie je 1000. Napriek tomu obsadil
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tento ,,dokaz* Sieste miesto a takmer 20% respondentov neprislo na to, ze ide
o podvod.

Za Uplne najvécsie prekvapenie povazujeme to, ako dopadli logické tlohy. Jed-
nak sme vobec necakali, ze dokaz sporom z tlohy ¢. 2 bude za pravdivy povazovat
len nieco vyse polovice respondentov. Okrem toho nas prekvapilo, ze dékaz s mi-
mozemsStanmi sice pokladalo za nespravny priblizne 85 % respondentov, ale iba asi
31 % respondentov bolo schopnych spravne zddvodnit, kde je v dokaze chyba. To
je uplne najmensie percento spomedzi vSetkych nespravnych dokazov.

Na druhti stranu vzbudzuje mierny optimizmus, ze kazdy dokaz spravne odhadla
viac ako polovica respondentov, ktori sa mu venovali. Niektoré komentare nas po-
tesili a prijemne prekvapili. Napriklad komentar k Talesovej vete: ,Krasny dtikaz,
nikdy mé nenapadlo nad Thaletovou kruznici takto uvazovat.” Takéto komentare
su presne dovodom, preco matematiku ucime.

Komentare k jednotlivym dokazom, ktoré sme pocas vyskumu nazbierali, tvoria
pomerne rozsiahly a pestry materidl a pravdepodobne sa k ich rozboru vratime
v niektorom dalSom ¢lanku. Takyto rozbor, ktory by obsahoval analyzu beZnych
chyb, by mohol byt uZitoény pre pedagdgov, ktori dant oblast vyucuju.

Komentare k jednotlivym dokazom a ,spravne rieSenia“ testu najdete na linke:
https://docs.google.com/document /d /14L2Quf ZEhHWADYgJ6vInn19aQCIo0Z11
pOHAW4kdkJ8
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Hry vo vyucovani matematiky

MARIA BENIACIKOVA, ALZBETA BRISOVA, MIRIAM DUBOVSKA,
DANIELA GUFFOVA, MICHAELA CHVOJKOVA, ELENA MURINOVA!

Existuje mnoZstvo hier, ktoré su vyuzitelné vo vyucovani matematiky. Je dostup-
nych niekolko publikdcii, venovanijch roznym typom matematickiych hier s kockams,
kartamsi, papierom a ceruzkou. My sa venujeme vyuzitiu modernych spolocenskych
stolovych hier. Mnohé z nich priamo nabddaju k vyuZitiu v hodindach matematiky.
Pri ingch staci kreativna dprava pravidiel, dalSie sliZia ako insSpirdcia na tvorbu
podobnej hry s matematickym obsahom. Niekolko ndpadov uvddzame.

Najprv ponikame hry, ktore sme na zdklade zndmych spolocenskiych hier upravili
tak, aby boli vyuZitelné vo vyucovani matematiky.

Matematické kvarteto

Klasicka detska hra Kvarteto pozostava z 32 kariet, je urcena pre 3—6 hracov. Vo ver-
zii, ktort sme vytvorili pre Studentov strednych skol, st karty rozdelené do 6smich
skupin tak, aby kazdua Stvoricu (kvarteto) spajala jednotnd téma. Na kazdej karte
st znazornené aj ostatné karty z kvarteta. Za kazdé ziskané kvarteto ma hrac 1 bod.

Hru je mozné modifikovat pre Studentov vSetkych stuptiov kol (v zévislosti
od zvolenych tém). Dalsou moznostou je pontiknut vyrobu tejto hry samotnym
studentom. Hra sliizi na precvicovanie matematickych pojmov a vlastnosti mate-
matickych objektov, rozvoj kratkodobej paméti, pozornosti, strategického myslenia.

Pohmomicke funkcie Pohmomicke funkcie Pohmomicks funkcie Pohmomicks funkcie
dntica y = x° iubackay = x° y=r y=r
I|I i |' ad | I Ly II ]

+4
| b e
\ T rE
¥ odw o = i T
e e e W AL B sty 5o a
L
o

= | L

Obr. 1: Priklad jedného kvarteta z nasej ipravy hry.

!Katedra matematiky, Fakulta prirodnych vied, Univerzita Mateja Bela v Banskej Bystrici,
maria.beniacikova@umb.sk, alzbeta.brisova@umb.sk, miriam.dubovska@umb.sk, daniela.guffova@umb.sk,
michaela.chvojkova@umb.sk, elena.murinova@umb.sk
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Matematické ¢lovece, nehnevaj sa!

Pravidla st podobné ako pri klasickej hre Clovece, nehnevaj sa!, hadze sa kockou,
kolko bodov hra¢ hodi, o tolko policok sa posunie. Hré sa na upravenom hracom
plane. Ked hra¢ zastane na vyfarbenom policku, musi vyriesit zadant tlohu. Ulohu
riesi hrac, ktory stoji na policku, ostatni nemozu pomahat. Pri rieSeni moéze poziadat
o pomoc ucitela, ale za kazdi pomoc sa musi posunut o 2 policka spit. Ak tlohu
nevyriesi, ziska jeho pocet bodov na posunutie stper po pravej strane. Ak tlohu
vyriesi spravne, moze hadzat este raz. Vyhrava ten hrac, ktory sa ako prvy dostane
do domceka, pripadne ten hrac, ktory prejde najvicsiu vzdialenost od Startu. Ak sa
hrac¢ dostane na policko, ktoré je uz obsadené inym hracom, dostanii tito dvaja hraci
rozstrelovi otazku. Kto spravne odpovie ako prvy, zostava na policku. Druhy hrac
sa vracia na Start. Ak hrac¢ vyrusuje, alebo nerespektuje pokyny, dostane trestné
body — musi sa posuniat o 5 poli¢ok spit (urcuje ucitel).

Cielovou skupinou st Studenti strednej skoly. Po prisposobeni otézok je mozné
hru hrat so Ziakmi prvého i druhého stupria zakladnych skél. Pomocou hry je mozné
precvicovat prave preberané ucivo a rozvijat logické myslenie.

Na hracej ploche mozu byt rozlozené priklady typu:

e Vyries rovnicu (x — 6)* + (z — 8)2 = 0.

e N4jdi stradnice vrcholu grafu funkcie f :y = —22> +22 — 24.
e Vyrie$ nerovnicu 22 — 2 —2 > 0.

e Nacrtni graf funkcie f:y = —22° + 2z + 4.

e Dievca hnalo husi na pasu. Jedna hus sla pred dvomi, jedna medzi dvomi
a jedna za dvomi. Kolko husi dievéa hnalo? Jedna tehla vazi 1 kg a pol tehly.
Kolko véazia dve tehly?

e Otec mal tri dcéry, kazda z nich mala jedného brata. Kolko deti mal otec?

e Ktoré ¢islo je o tri vicsie, ked ho obratime hore nohami?

Rozstrelové otazky: Co musime vlozit medzi ¢islice 5 a 9, aby sme dostali &islo

.....

vaji¢ok mozes vlozif do prazdneho kosika? Co vazi viac: kilo Zeleza, alebo kilo peria?
K vyrobe hry prispeli studentky Jana Kollarova a Katarina Kriskova.

Nasobkové ¢lovecde

Cielom hry je precvicit nasobky ¢isel, zvolent tému a dostat sa presne na policko
,CIEL*. V nultom kole kazdy z hracov raz hodi kockou, komu padne najvicsie
¢islo, zacdina. Na zacdiatku hry hra¢ nemusi ¢akat, kjm mu padne ¢islo 6, posunie
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sa o tolko polic¢ok, kolko bodov mu padlo na kocke. Ak hodi ¢islo 6, posunie sa
o 6 policok, nehadze este raz ako pri klasickom Clovece.

Na kazdom policku hracieho planu je napisané ¢islo, niektoré policka st vy-
farbené zelenou farbou — ide o ,,prémiové* policka. Ak sa hra¢ dostane na policko
s nasobkom ¢isla 7, hadZe eSte raz a posunie sa spit o tolko poli¢ok, kolko mu padlo
na kocke. Ak hrac skoci na policko s nasobkom ¢isla 8, stoji jedno kolo. Ak sa hrac
dostane na policko s nasobkom disla 9, hadze este raz a posunie sa dopredu o to-
Iko poli¢ok, kolko bodov mu padlo na kocke. Ak hra¢ prejde na prémiové policko,
zoberie si karticku s tlohou. Pokial tlohu vyriesi spravne, posunie sa o dve policka
dopredu. Ak nie, ostava stat na mieste. Ak sa hra¢ dostane na policko delitelné
stcasne dvoma delitelmi (spomedzi ¢isel 7, 8, 9), riadi sa pokynmi pre vicsieho de-
litela. Hraci sa navzajom nevyhadzujd, len si vymenia pozicie. (Napriklad ak hrac¢
1 stoji na policku 29 a hrac¢ 2 na policku 27, pricom hrac¢ 2 hodi dvojku, hraci sa
vymenia — hra¢ 1 pojde na policko 27 a hra¢ 2 na policko 29.)

Hru je mozné vyuzit na prvom, druhom stupni zédkladnych §kol, ako aj na stred-
nej Skole. Prémiové tlohy je mozné menit a prisposobit tej oblasti matematiky,
ktort chceme so Ziakmi precvicit.

Matematické pexeso

Pri hrani tejto hry si deti zopakuju nasobilku, trénuje sa ich strategické myslenie,
pozornost, pamét.

Na stole st karticky s ¢islami 1-9 a hraci plan s tridsiatimi polickami (tabulka
6x5), pricom kazdé policko obsahuje jeden zo stc¢inov lubovolnych dvoch ¢isel od 1
po 9. Cielom hry je ako prvy mat v riadku, stipci alebo na diagonéle 4 svoje znacky.
Hru hraju dvaja hraci, ktori si urcia poradie. Karticky s ¢islami si1 otocené tak, aby
hraci tieto ¢isla nevideli. Prvy hrac otoc¢i dve karticky, vynasobi ¢isla, oznaci stcin
svojou znackou (krizik /krizok) na hracom pléne a obrati karticky spét. Pokracuje
druhy hrac¢ a dalej sa striedaja. (Ak uz je niektoré policko obsadené, nemdze byt
znova oznacené).

Hru mozeme vyuzit na prvom aj druhom stupni zékladnej Skoly. MéZeme me-
nit pocet karti¢iek pexesa, pripadne poc¢tovi operaciu, a tak vytvorit hru vhodni
na precvicenie prave preberaného uciva.

Matematické dobble

Dobble je hra obsahujica 55 réznych kariet, na kazdej karte je umiestnenych 8 ob-
razkov (symbolov). Kazdé dve karty maju spoloény prave jeden symbol. Je vela
sposobov ako hrat hru s tymito kartami. Vzdy vsak ide o to, ¢o najrychlejSie najst
na dvoch kartach ich spolo¢ny symbol.
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My sme sa hrou Dobble inspirovali a vytvorili sme sadu 13 kariet, na kazdej su
4 vyjadrenia dlzky, resp. objemu. Na rozdiel od klasickej hry, nehladaji sa na kar-
tach rovnaké symboly, ale rozne vyjadrenia tej istej dlzky, resp. objemu. Napriklad
na jednej karte je napisané 1 m, 1001, 50 cm, 5 km, na druhej karte je 5dm, 100 mm,
500m, 100cl. Ich spolo¢nym prvkom je 50cm = 5dm.

Cielovou skupinou tejto konkrétnej ipravy su Ziaci druhého stupmia zakladnych
skol. Na spestrenie hodin matematiky je mozné vytvorit si vlastné hracie karty
na principe hry Dobble. Ako symboly mdZeme pouzit matematické pojmy alebo
geometrické objekty, ktoré chceme precvidit.

V Tabulke 1 uvddzame vychodisko na zostavenie vlastnej sady kariet. S1, S2.. .,
S13 reprezentuju rézne symboly, K1, K2..., K13 zastupuju karty, + znamena, Ze

prislusny symbol sa na danej karte nachadza. Napriklad na karte K7 st znazornené
symboly S2, S7, S10, S13.

S1|S2|S3|S4|S5|S6|S7|S8|S9|S10|S11|S12 | S13
+ |+ |+

K1
K2
K3
K4
K5 + + + +
K6 + - + +
K7 + + - +
K8 + + - +
K9 + + + |+
K10 + + | + +
K11 + | + - +
K12 + + + +
K13 + + + +

+ |+ |+ |+

Tab. 1: Zostavenie vlastnej sady kariet
(podl’a http://en.wikipedia.org/wiki/Projective_plane).

Hra Dobble mé matematické pozadie. Hladanie ¢o najvicsieho systému kariet s n
symbolmi na jednej karte, s ¢o najmensim poc¢tom roznych symbolov tak, aby kazdé
dve karty mali spolo¢ny prave jeden symbol je problém analogicky s konstrukciou
konec¢nej projektivnej roviny radu n — 1. Maximalny pocet réznych kariet je potom
n? +n 4+ 1, miniméalny pocet roznych symbolov v hre je tiez n? +n + 1.
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Hra Dobble zodpoveda konecnej projektivnej rovine radu 7 (kedZe na jedne;
karte je 8 symbolov). Teda minimalny pocet roznych pouzitych symbolov je 57
a v hre moze byt maximéalne 57 kariet.

So Ziakmi mozeme rieSit rdozne tlohy stivisiace s hrou Dobble. Napriklad: Najdite,
ktoré dve karty by sa dali do sady doplnit. Ak4 je minimalna sada kariet, z ktorych
mozem zrekonstruovat ostatné?

Chyt ma!

PodTla spolocenskej hry Duch sme vytvorili hru Chyt ma! (uréent pre Ziakov pr-
vého, druhého stupna zékladnych §kol) na trénovanie postrehu, logického myslenia
a opakovanie pomenovani geometrickych ttvarov.

Hra obsahuje 5 drevenych kvadrov so znazornenymi geometrickymi utvarmi,
120 hracich kariet (na kazdej karte st znazornené 2 geometrické ttvary réznych
farieb). Ak sa na otocenej karte nachddza niektory z utvarov v sprévnej farbe,
cielom je chytit kvader s tymto Utvarom. Ak na otocCenej karte nie je ani jeden
z Utvarov v spravnej farbe, cielom je chytit ten kvader s utvarom, ktory na karte
nie je zastipeny ani farbou, ani tvarom.

Objekty v hre Chyt ma! mozno prisposobit aktudlne preberanej téme, mozeme
napriklad vytvorit farebné telesa a na karty farebne uviest vzorce na vypocet ich
objemu, alebo nac¢rtnit grafy funkcii a na kartdch uviest ich predpis, vlastnosti,
alebo napisat farebne rimske ¢islice a na kartach uviest arabské (alebo naopak).

Nasledujice hry moZno pouZit v hodindch matematiky aj bez tpravy, ich pra-
vidla mozno ndjst na internetovych strankach. Pri niektoriych poskytujeme ndpady
na pripadni modifikdciu.

Mathable Quattro

Moderna spolocenska hra urcena pre 2—4 hracov. Prikladanim vhodnych karticiek
k uz vylozenym si deti 1. stupiia ZS precvicia séitanie, od¢itanie, nasobenie a delenie
¢isel do 100 a strategické myslenie. Na opakovanie je hra vhodna aj pre 2. stupen
ZS.

Po tprave modZzeme tento herny princip vyuzit pre vSetky stupne $kol, po do-
plneni vhodnych d¢isel je takto mozné precvicovat umocnovanie, odmocriovanie;
po uplnej vymene ciselnych karticiek za obrazky alebo symboly zopakujeme na-
priklad mnozinové operacie, ¢i goniometrické funkcie.
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Zeus na uteku (Zeus on the loose)

Hra urcené pre 2-5 hracov, pre 1.-2. stupen zékladnych §kol, ale mdézu ju hrat aj
viaceri hraci rézneho veku. Pévodné pravidla umoznia precvi¢ovanie s¢itania do 100,
od¢itania, zaokruhlovania, ndsobkov desiatich, postrehu, strategického myslenia,
pozornosti.

Po tprave pravidiel mozeme precvicovat vSetky nasobky, pripadne postupnosti,

.....

6 bere!

Pri tejto hre si dvaja az desiati ziaci 1. a 2. stupiia ZS precvicia usporiadanie ¢&isel
do 104, ich porovnavanie, od¢itanie, strategické myslenie.

SushiZock im Gockelwok

Téato hra modze posluzit ako prvé stretnutie so zapornymi ¢islami pre deti 1.-2.
stupiia ZS, aj na precvicovanie s¢itania a odéitania prirodzenych &isel, zApornych
¢isel, rozvoj odhadu pravdepodobnosti a kratkodobej pamaéti.

Swish

Hra je urcené pre ziakov prvého, druhého stupna zakladnych skoél, studentov stred-
nych 8kol. So studentmi druhého a tretieho stupria méZzeme rozoberat matematické
pozadie hry Swish — aké zhodné zobrazenia vyuzivame, ked hladame ,,swish“? Ktoré
karty st osovo stimerné? St niektoré stredovo simerné? St niektoré dvojice kariet
stredovo stimerné? Takto je moZné precvicit postreh, priestorovi predstavivost,
zhodné zobrazenia.

Continuo

Ziaci prvého a druhého stupiia zakladnych 8kol, a studenti strednyrch 8kol si pri tejto
hre precvi¢uju s¢itanie, nasobky 3, delitelnost, strategické myslenie, logické mysle-
nie. Snazia sa ziskat ¢o najviac bodov vytvaranim ¢o najdlhsich refazcov.

Grabolo

So ziakmi prvého stupna zakladnych $kol pri hrani tejto hry precvicime farby, ¢isla
od 1 do 6, postreh, pamét. So ziakmi druhého stupna mézeme v ramci kombinato-
riky diskutovat o pocte kariet v pripade, Ze hrdme hru Grabolo s dvoma kockami
(1 ¢iselnd, 1 farebnd), pripadne s tromi kockami (2 ¢iselné, 1 farebnd).
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censkych hrdach, napriklad: Scopa, Quwirz, 20 Express, Superfarmdr, Rummikub,
Heckmeck.
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Jak si zavazat boty, rozstrihat ctverec
ANEB zase ta Pythagorova véta

ALICE BiLA, VERONIKA HAVELKOVA!

Zpusobu, jak zavadet a procvicovat Pythagorovu vétu, je celd rada. V odborné litera-
ture a ucebnicich najdeme jisté celé desitky zpisobu. Cilem dilny bylo predstavit tri
ze zpusobu, jak se tomuto tématu vénovat. Vsechny tyto zpisoby se nesou v duchu
konstruktivistického zpiusobu vyucovdni a je v nich kladen diraz predevsim na sa-
motnou aktivitu Zdka. Pruni z nich ,,Jak objevit Pythagorovu vétu® se vénuje tomu,
jak Zaci mohou postupné objevit Pythagorovu vétu, druhy ,Jak rozstrihat ctverec®
ukazuje, jak si mohou Zaci tuto vétu ,dokdzat®, a treti ,Jak si zavazat boty“ ddvd
namét k tomu, jak je mozné tuto latku postupné procvicovat a ukdzat v jiné souvis-
losti.

Pro tvorbu pracovnich listd byl pouzit program GeoGebra (www.geogebra.org),
ktery rovnéz slouzi i jako pomocnik pfi feSeni tlloh a generovani iloh novych.

IKatedra matematiky a didaktiky matematiky, Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze,
alicebila@seznam.cz, veronika.havelkova@pedf.cuni.cz
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Jak objevit Pythagorovu vétu

Prvni aktivita ma za tkol zaky postupné navést na vlastni objeveni Pythagorovy
véty. K tomuto tcelu slouzi dva pracovni listy?, které obsahuji posloupnost gra-
dovanych tloh, které zaci fesi prostirednictvim c¢tvereckovaného papiru. V prvnim
pracovnim listu (obr. 1) maji zaci za kol dokreslovat ¢tverce nad prepony (zde
je vyhodou, nikoliv vSak nutnosti, pokud zaci maji jiz predchozi zkuSenost s praci
na ¢tvereckovaném papiru). Zaroveii zaznamenévaji do tabulek hodnoty pro a, b, ¢
a dopocitavaji hodnotu c. Trojuhelniky jsou voleny tak, aby hodnoty zaky navedly

na vztah mezi ¢, a a b.
¢ |t | a | B
A
B
C
D v I _,..-"""-‘ _:..____,..--"'
Al = B c D
E
1
F 30 1
£
¢c |2 | a| b
s 7
H _...--'"""'_.. /f
E G H
I 30| 4

Obr. 1: Pracovni list ¢. 1

V momenté, kdy zaci spolecné s ucitelem pfijdou na vztah Pythagorovy véty
pro predloZené konkrétni piiklady, pfichézi na fadu druhy pracovni list (obr. 2).
Pii praci s nim zaci zjistuji na konkrétnich piikladech, zda nalezeny vztah plati
u vsech typi trojuhelniki ¢ jen u trojihelniku pravouhlého. Zaci opét dokresluji
¢tverce, dosazuji hodnoty a prepocitavaji prostiednictvim jiz objeveného vztahu.

2Tyto pracovni listy vznikly jako sou¢dst béhem predmétu Didaktika matematiky I na PedF UK (autory listii
jsou V. Havelkova, V. Svobodova, K. Zavtel). Vyuka s pomoci téchto listéi probihala pak na FZS T4borskd b&hem
dvou vyucovacich hodin pod dohledem garantky predmétu N. Vondrové.
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Obr. 2: Pracovni list ¢. 2

Jak rozstrihat ¢tverec

Druha aktivita ma za kol dokéazat pravdivost objevené Pythagorovy véty. Tato
aktivita neni sice tradi¢nim matematickym dtkazem, ale vzhledem k znalostem
a moznostem zakl tohoto véku ma tato aktivita k dikazu asi nejblize. Inspiraci
k této aktivité jsme ziskaly v knize Dité, skola a matematika (Hejny & Kufina,
2001).

Ukolem 7akt zde je narysovat na list A4 libovolny pravothly trojuhelnik se
¢tverci nad jeho kazdou stranou. Nasledné vést priisecikem thlopricek u vétsiho
¢tverce nad odvésnou trojuhelniku rovnobézku s preponou trojihelniku a na ni
vést timto prisecikem jesté kolmici. Podle vzniklych tsecek maji pak zaci za tikol
¢tverec rozstiithat a spolec¢né s mensim c¢tvercem nad odvésnou trojuhelniku tyto
kusy naskladat do ¢tverce nad preponou.

Tato aktivita zabere pomérné mnoho casu, protoze doba, kterou zaci potiebuji
k vyrysovani objektli, neni kratka. Pokud chceme aktivitu zkratit, mizeme zakim
pripravit pracovni listy, na kterych jiz budou trojuhelniky se c¢tverci pripraveny;
zaci tak jiz budou pouze stiihat a skladat. Prijdeme tak vSak o ten moment, kdy si
zaci sami vyzkousi, ze véta plati skutecné pro kazdy trojuhelnik, ktery zvoli, a ne
jen pro ten trojuhelnik, ktery jim nabidl ucitel. V obou pripadech je také mozné si
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pomoci jiz hotovym appletem (obr. 3, dostupny a volné stazitelny z profilu Veroniky
Havelkové na GeoGebraTube), na kterém lze pomoci manipulace s body ukézat
obecnou platnost.

Obr. 3: Pythagorova véta v programu GeoGebra

Jak si zavazat boty
Vstup do problému?

Tteti zptisob prace s Pythagorovou vétou ukazuje, jak je mozné tuto latku aplikovat
v netradi¢nim prostiredi. Zvolenym zptisobem pro procvicovani je reseni problémové
situace. Soucasti prace s problémovou situaci je presnéjsi formulace problému, jehoz
jadrem je hledani takového vzoru vazani na boté, aby tkanicka byla co nejkratsi.
Byly ukazany a hledany vzory snérovani, délky vzorid byly porovnavany v zavislosti
na parametrech; nekteré hrozny problémii jsou naznaceny v obrazku 4, ktery je
vybérem z pracovniho listu.

Vztahy pro délku tkanicek vyjadrené pomoci parametrii:
e americky: g+ 2(n — 1)y/d2 + g2
e cvropsky: (n —1)g 4+ 2/ d® + ¢> + (n — 2)\/4d27—|-g2
e obchodni: (n —1)y/d? + g2+ (n — 1)g + /(n — 1)2d? + ¢?
e kanadsky: 2(n —1)d+ (n—1)g = (n —1)(2d + g)

3Vychézime pfitom z kapitoly Aritmetika a tkanicky do bot z knihy Iana Stewarta Jak rozkrdjet dort (Stewart,
2009).
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TKANIEKOVY PROBLEM

* \lyjddFete délku tkanié ek nejdFive obecné pro n,g,d. Spoéitejte délku
tkanié ek pro americky, obchodni a evropsky vzor, je-li n=8,d=1,g=2.

obchodni

R S
\/

vzddlenost d

n... poéet pdri direk

evropsky americky

=Naé rinéte viastni vzory dnérovdni, md-li bota 8 pdrd direk.

*Taky vzor pfi jmeme, joky odmitneme?

*Najdéte alespofi jeden typ 3nérovdni, ktery je osové soumérny (pro n=8).

*Spocitejte délku tkaniZek na svych vzorech aporovnejte s délkou vzoru
americkéha (pron=8, d=1, g=2). VyjddFete téz pomoci parametri nd,g.

*Hledejte vzor nérovini, ktery md co nejkratii tkaniéku (pro n=8,d=1,g=2).
Md Va3 vzor kratai thanié ku neZ na americky vzor? NeZ obchodni?

*Zndzornéte americky, evropsky a obchodni vzor do sité (viz pfiloha).

*Pomaci sité (a soumérnosti) ukazte, Ze americky vzor je krataf neZ evropsky
pra libovolné moiné d,g. Ddle ukaite, Ze evropsky vzor je kratdf nez obchodni
(viz pFiloha).

= iy jddrete délku tkaniéek kanadskych vzord pomaci parametri. Zjistéte, zda
existuje n Takové, Ze kanadsky vzor je kraf3i neZ americky. Poditejte sd=1,
g=2.|

kanadsky a) kanadsky b)

Obr. 4: Nékteré vybrané problémy z pracovniho listu

Neékolik zajimavych specialnich pripadu

e Pron=8,9g=2,d=1:
americky vzor — 33,3;
evropsky vzor — 35.4;
obchodni vzor — 36,9;
kanadsky vzor — 28.

e Pron=18,g=2,d=1:
americky vzor — 78;
kanadsky vzor — 68.

e Pro ¢ + d? = 25:

g = 3,d = 4: kanadsky je pro libovolné vhodné n kratsi nez americky;
g =4,d = 3,n = 4: kanadsky je stejné dlouhy jako americky;
g=4,d = 3,n > 4: kanadsky je delsi nez americky.

Porovnani délky tkani¢ek pomoci prace se siti

. 'V / i / V / . V / 'V'Z v/ i /. . /
Pro libovolné mozné d, g a vhodné n je evropsky vzor kratsi nez obchodni; americk
je kratsi nez evropsky. Pékna demonstrace tohoto tvrzeni je demonstrace na siti.



Vzor je do sité zanesen takto: 1. fada puntiktl na siti predstavuje nejdrive levou
rfadu ocek na boté, 2. fada puntikd predstavuje pravou radu ocek na boté, 3. fada
puntiki predstavuje opét levou rfadu ocek atd., délka tkanicky na vzoru je tak
stejnd a situace se zprehledni. Na obr. 5 je porovnani amerického a evropského
vzoru pro n = 8, ma vSak obecnou platnost. Na obr. 6 je porovnani evropského
a obchodniho vzoru po vypusténi spole¢nych tsek.
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Obr. 5: Americky vzor — nepferusované, evropsky vzor prerusované

podle Stewart (2009).

"0 00 0 0 O

O O

Obr. 6: Evropsky vzor souvislou ¢arou tlusté, obchodni prerusovanou tlusté,
po vyuziti osovych soumérnosti nékteré tseky tence podle Stewart (2009).
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Pomoc prostrednictvim programu GeoGebra

Umozni hledat zajimavé hodnoty parametri a jiné zavislosti mezi délkou vzor.
Mize pomoci uciteli i ke kontrole vysledkti, maji-li zZaci pocitat metodou tuzka
a papir. Priklad vyuziti na obr. 7.

27 Boty.ggb SR X

Soubor Upravy Zobrazit MNastaveni Nastroje Okno Napovéda

%/ | » Nékresna 2
Délka thanifek

g3

MObchodni

X Americhy

Potet parl ok
12 2 4 5 6 7 8 © W 11 12 13 14 15 18 17 18

Obr. 7

Dalsi rozvijeni ulohy

Prace s parametry, porovnavani vlastnich vzort, prace s rtiznym softwarem (Excel,
GeoGebra), tivaha o rizném poctu tkanicek a dalsi.

Zavér

Uvedené tii aktivity meély za kol ¢tenéari poskytnout naméty na moznosti zava-
déni a procvicovani Pythagorovy véty a dokézat netrivialni tvrzeni demonstraci
na siti pomoci jednoduchého geometrického triku. Prvni dvé aktivity byly tispésné

vyzkouseny u zakl osmého roc¢niku, tieti aktivita na vyzkousSeni teprve ¢eka. Dou-
fame tedy, ze vas aktivity natolik zaujaly, ze vyzkousite alespon jednu z nich.
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Chyby, prekazky a vyuka matematiky
JARMILA NOVOTNA!

Prispévek wvychdzejici ze stejnoymennée dilny na konferenci je vénovan nezdaru,
chybée a prekazkam ve vyucovdani matematice. Seznamuje se zdakladnimi pohledy
na tyto poymy duleZitymi jak pro skolu, tak i v bézZneém Zivote. Kromé charakteris-
tik a klasifikace jednotlivich pojmi je velkd pozornost vénovdna take prdci ucitele
s chybou a prekazkou a mozZnostem jejich odstranovani. Prispévek predstavuje cast
rozsahlejsi prace publikované v rdmct projektu OPPA: Podpora vzdélavani studenti
strednich skol v prirodovédnych predmétech a matematice (Novotnd, 2014 ).

S nezdary a chybami se kazdy c¢lovek setkava nejen ve skole, ale i v bézném zivoté.
Jinde nez ve Skole je chyba vétsinou povazovana za prirozenou soucast procesu
uceni. Ve skole je vSak ¢asto na chybu nahlizeno jako na néco negativniho, na néco,
¢emu je treba se vyhnout.

Tento text predstavuje pohled na nezdar a chybu tak, jak je zpracovana v Teorii
didaktickych situaci v matematice (TDSM) (Brousseau, 1997, 2012); neomezuje se
vSak jen na tuto perspektivu, ale doplnuje ji i jinymi pohledy na problematiku chyb
ve vyucovani.

V TDSM jsou v souvislosti s problematikou chyb rozliSovany tri rtizné pojmy:
nezdar, chyba a prekazka. V textu uvedeme zakladni charakteristiky téchto pojmi.
Budeme je ilustrovat na nekolika konkrétnich prikladech z prostiedi vyucovani ma-
tematice.?

IKatedra matematiky a didaktiky matematiky, Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze,
jarmila.novotna@pedf.cuni.cz
2Radu ptikladii ilustrujicich pojmy a myslenky, se kterymi v piispévku pracujeme, lze najit v (Novotna, 2014).
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Nezdar a chyba

V TDSM jsou tyto dva pojmy velice peclivé odliSovany. Nezdar je ukazatelem toho,
ze vysledek, ktery byl ocekavan, pozadovan, nebyl dosazen. Odhaleni toho, ze do-
slo k nezdaru, je prvnim krokem k napravé. Je tifeba hledat, co je jeho pri¢inou,
kde doslo k chybé. Chybou tedy neni, napt. spatny vysledek, k chybé doslo nekde
v procesu TeSeni, kdy se Tesitel odklonil od spravného postupu. Odstranéni nezdaru
tedy vyzaduje najit, kde doslo k chybé a jak chybu opravit.

Pokud ma zak byt schopen vysvétlit sviij nezdar, musi zjistit sviij nezdar u vy-
sledku, nalézt misto, kde doslo k volbé, ktera k nezdaru vedla (k chybé), nalézt
souvislost s chybnou volbou a upravit ji tak, aby nové feseni uz neskoncilo nezda-
rem.

Typy chyb

Chyby mohou byt jednorazové nebo se mohou opakovat, ¢asto v odpovédich na urcité
otazky. Jednorazové chyby nejsou zavazné a neni tieba se jim néjak mimoradné
vénovat. Opakujicim se chybam je treba vénovat zvySenou pozornost. Mame zde
na mysli chyby, se kterymi se kazdy ucitel setkava, a to nejen opakované u jednoho
zéka, ale stejné chyby se opakuji u mnoha zaka. U takovych chyb je tieba hledat
jejich pric¢inu; odstranéni pric¢iny soucasné vede i k odstranéni chyby.

Piiklad: Velice ¢asto zaci pouzivaji, napt. zapisy jako (a+b)? = a®+b?, ptipadné
V@2 +2)=a+b0-a=a;va2=a;(0,3)2=0,9;1,1 < 1,09.

Chyba nemusi byt jen diisledkem neznalosti nebo ndhody. Mtize byt disledkem
néjaké predchozi znalosti, kterou zak ziskal v jinych podminkach a ktera v novych
podminkach uz je nespravna nebo nevhodnéa. Chyba je v takovém pripadé projevem
prekazky pri ziskavani znalosti.

Priklad: S takovymi situacemi se ucitelé matematiky na vsSech stupnich skol
setkavaji pomérné casto: napt. pri prechodu od usporadani prirozenych c¢isel podle

velikosti k usporadani zlomki zaci zapisi % < }L a odlivodnuji to tim, ze 3 < 4.

Piekazky

V tomto pripadé mame na mysli situace, kdy zak pouzije znalost, ktera je pravdiva
za ne€jakych konkrétnich podminek, je za téchto podminek spravna, v prostiedi, kde
uz spravna neni. Tedy ptivodné spravna znalost vyvolala pii nevhodném pouziti
chybu a nasledny nezdar zaka prti feSeni ulohy, stala se tedy v novém prostiedi
prekéazkou.

Chyby, které jsou projevem prekazky, jsou obvykle stalé, opakuji se. Muze je
opakovat jedinec sam nebo je opakuje mnoho jedinct (tj. ,,déti obvykle délaji tuto
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chybu®), pripadné se opakuji v historii daného pojmu ¢ pojeti. (Brousseau, 1997;
Kratka, 2009) Je to zpisobeno tim, ze prekazkou je znalost, pro kterou existuje ob-
last, v niz je tato znalost uzite¢na, pravdiva, lze ji ispésné pouzit; existuje vsak také
oblast, v niz je tato znalost chybna a vyvolava chybné odpovédi. Kdyz se jedinec
dostane do obdobné situace, znalost-prekazka se opét projevi stejnym zplisobem.

Mezi prekazkou a obtizi je zasadni rozdil: Obtiz neni zpiisobena jinou znalosti,
ale ,neznalosti“, pripadné chybéjici dovednosti. Pokud se jedinci podari obtiz pre-
konat, jiz se neopakuje. Ptekazka vsak je vysledek pritomnosti néjaké znalosti, ¢asto
spravné v jedné oblasti, kterd se v jinych podminkach stava nespravnou. Jestlize
ten, kdo chce tuto znalost pouzit, nezkontroluje, zda je jesté v oblasti platnosti
nebo uz mimo ni, projevi se to vyskytem chyby. Diky tomu, Ze je v nékteré oblasti
prekazka platna, je obtizné ji odstranit. I potom, kdy byla vysvétlena a odstranéna
chyba, kterou prekazka zpiisobila, miize se znovu necekané objevit, napr. v tloze,
kterd je trochu obtiznéjsi, nebo pfi zmensené pozornosti. (Brousseau, 1997, 2003;
Brousseau & Antibi, 2002).

Prekazky v didaktickém systému mohou mit riizné pric¢iny. Ve shodé s TDSM
rozliSime prekazky ontogenetického, didaktického a epistemologického piivodu.

Prekéazky ontogenetického piivodu jsou prekazky, jejichz pri¢inou jsou omezeni
(mezi jinymi neurofyziologickd) jedince v daném okamziku jeho vyvoje: Jedinec roz-
viji znalosti s ohledem k svym prostredktim a cilim odpovidajicim veku. Na odstra-
néni téchto prekazek nemaé ucitel vliv, je tfeba pockat, az zak dospéje do potiebného
vyvojového stupné.

Prekazky didaktického ptivodu jsou prekazky, které se vztahuji k vyucovani a za-
visi na vybéru ucebniho stylu, vyukovych strategii, fazeni uc¢iva apod. Vhodnym
nastrojem k jejich omezeni je dikladna analyza a priori (Brousseau, 1997; Novéa-
kovéa, 2013), kterou ucitel provede.

Zastavime se u prekazek epistemologickych. Myslenka epistemologickych preka-
zek pochézi od francouzského filozofa G. Bachelarda (1938), ktery povazuje pre-
kazku za znalost vytvorenou jinou cestou a pro jiny ucel, prizptisobenou jinym
podminkam, nez je ten, pfi némz se prekazka projevuje. Proto jsou epistemologické
prekazky zdrojem opakujicich se chyb, které nejsou nahodné a kterych se jedinec
dopousti pfi feSeni odpovidajicich problému.

Epistemologické prekazky se vztahuji k procesu nabyvani znalosti. Nemtzeme
(a ani nesmime) se jich v procesu vyucovani vyvarovat, protoze jsou zasadni pro
cilovou znalost. Mizeme je najit v historii samotnych pojmt. Epistemologicka pre-
kézka souvisi pouze se znalosti jako takovou (Radford, Boero & Vasco, 2000).

Priklady epistemologickych prekazek uz se v ¢lanku vyskytly (viz napt. priklad
s porovnavanim zlomku ilustrujici typy chyb).
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Prace ucitele s chybou

vvvvvv

Analyza chyby je jednou z nejdiilezitéjsich fazi procesu uceni. Kromé toho, ze ob-
jeveni chyby, jeji interpretace a korekce je dtlezité pro zaka, je i vyznamnym diag-
nostickym nastrojem ucitele. Neni to pouze informace o chybném vykonu, ale také
ukazatel zptsobu zakova mysleni a kvality jeho predstav.

Chyba vsak nemusi byt jen vysledkem nespravnych postupt nebo predstav zaki.
Chyba muZe byt tmyslné ucitelem vyvolana. V (Heemsoth & Heinze, 2013) jsou
odliSovany dva typy vyukového prostiedi vyuzivajiciho praci s chybou:

Prosttedi, oznacované jako error management training, je charakterizovano tim,
ze zaci pracuji s ulohami, které presahuji jejich dosavadni znalosti; je tedy velmi
co mohou Zaci se svymi dosavadnimi znalostmi zvladnout. Zéci jsou zde aktivné
vedeni k tomu, aby prijimali chyby jako pozitivni a pfirozenou soucast vzdélava-
ciho procesu. V literatuie (napf. Keith & Frese, 2005) je dokumentovano, ze Zaci
ziskavaji vice v pripadé, kdy jsou jim kromé ptikladi s chybami predkladany také
priklady spravnych fesSeni.

V prostiedi oznacovaném jako guided error training, jsou zaktim vybrané chyby
primo predkladany; ucitel schvalné udéela chybu, ale tak, aby nebylo na prvni pohled
vidét, kde chyba je, zfejmé je pouze to, ze doslo k nezdaru; zaci pak pri hledani
chyby aktivuji fadu znalosti, které uz maji, pripadné tyto znalosti kombinuji.

Zavérecna poznamka

Piiklady prace v takovych prostiedich je moZno najit napf. v (Novotna, 2014).

V (Lorenzet, Salas & Tannenbaum, 2005) je dolozeno, ze zaci, ktefi se ucili
v prostiedi, v némz nejsou chyby vyuzivany (error-free training), dosahuji horsich
vysledki v porozumeéni latce a maji nizsi sebediivéru nez ti, kteri jsou vedeni k uceni
se z chyb (vlastnich i cizich). O dtvodech, pro¢ uceni se z chyb podporuje rozvoj
znalosti a dovednosti zakd, panuje v literatufe shoda (Joung, Hesketh & Neal,
2006): Chyby dodavaji zakim odvahu, aby testovali své vlastni kognitivni modely.
Pritom je nejen upravuji a rozvijeji, ale také odhaluji to, co je v nich nespravné. To
vede zaky k hlubsimu porozumeéni latce a néasledné k tomu, Ze jsou nejen schopni
vyhnout se chybnym postuptim a fakttim, ale i napf. pouziti neefektivnich strategii.
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Vyuziti analogii ve vyuce matematiky
EvA PATAKOVA!

Slovnik cizich slov (Petrackova, Kraus et al., 1998, obé citace jsou ze str. 49) uvadi
nékolik vyznamu slova analogie. Jako zakladni vymezeni predklada: , Existujici
nebo zjisténd shodnost nékterych vlastnosti mezi netotoznymi predméty (objekty),
jevy apod., obdoba“. Pro ucely tohoto ¢lanku je zajimavé i vymezeni z hlediska
logiky, kde analogii je ,obdoba objektti na zakladé spoleénych charakteristik®.
J. Kopka (Kopka, 2007: str. 35) definuje analogii v matematice takto: , Analo-
gie je urcity druh podobnosti. Napft. analogické objekty se shoduji jeden s druhym
v urcitych relacich definovanych na jejich c¢astech..

Pro tucely naseho ¢lanku zavedeme v souladu s vymezenim J. Kopky pojem
yanalogicka prostfedi v matematice. Budeme jim minit dvojice tematickych celki,
ve kteréch plati ,,obdobné“ vztahy — shoduji se v urcitych relacich definovanych
na jejich ¢astech. (Napf. planimetrie — stereometrie; desitkova soustava — ¢iselné
soustavy s jinym zakladem;. . .)

Podivejme se nyni na ptiklady vyuziti analogii ve vyuce:

e Analogie jako strategie FeSeni ulohy: Existuje nékolik metod FeSeni tiloh
na hledani analogii zalozenych nebo s nimi alespoii souvisejicich. Regeni tloh
metodou analogii znamena, Ze si TeSitel sam hleda analogické tulohy, které
vyresit umi (nebo jsou mu zadany osobou, kterd mu s feSenim poméha —
tfeba ucitelem). Pak se snaZi pfenést postupy, kterymi analogickou tlohu
resil, do Teseni tlohy ptvodni.

IKatedra matematiky a didaktiky matematiky, Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze,
eva.patakova@email.cz
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e Hledani analogii jako ukol pro Zaky: Hledat analogie mohou také Zaci
sami. Pomoci hledani analogii a pozménovani dané situace (napi. metodou
,Co kdyz ne?“ autori Browna a Walterové (1990)) mohou prozkoumévat
sami néjaké matematické prostfedi. Ukol mize byt zadan jako kratka prace
v hodiné nebo komplexni prozkoumani situace, napr. v ramci seminarni
prace.

e Analogie jako pomiicka pri vykladu: Pri vykladu vyuzivime analogie
tak, ze zaktm pfipodobnime novou latku k nécemu, co jiz znaji (at jiz z hodin
matematiky, z jinych vyucovacich pfedméti, z bézného zivota,. .. ). Na obr. 1
je znazornéno vyuziti analogie ,realna cisla s racionalni a iracionalni slozkou
— komplexni ¢isla s readlnou a imaginarni slozkou*.

Q+if = 4+4i+7 = 4+4i-1 = 3+4i

2++3f =4+43+ (V3] =4+ 4343= 74443
Obr. 1: Vyuziti analogie pti vykladu.

e Tvorba analogickych tiloh?: Analogickou tlohu mtizeme z jiz existujici
ulohy ziskat tak, ze pojmy v ni obsazené nahradime odpovidajicimi pojmy
z analogického prostiedi. Nasledujici ukazka je zaloZena na analogii ,plani-
metrie — stereometrie®.

Ptvodni Gloha: Dokazte, ze obdélnik ABC'D je thloptickou B D rozdélen
na dva shodné rovinné utvary.

Analogicka uloha: Dokazte, ze kvadr ABCDEFGH je rovinou BDF
rozdélen na dva shodné prostorové utvary.

Situace znazornuje obr. 2. Vsimnéte si, ze v feSeni tlloh se objevuji stejné
prvky — zde situace vypada tak, Ze feSeni ptivodni (rovinné) situace musime
vyuzit k Feseni analogické (prostorové) tlohy.

2C4st o tvorbé analogickych tloh je zpracovana podle Patakova (2013).
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Obr. 2: llustrace k tloze

Vytvorime-li ilohu vyse popsanym zptisobem, mohou nastat tfi situace:

1. Analogicka tloha je fesitelna stejnym zptisobem, jakym byla fesitelna tiloha
puvodni, pouze s prihlédnutim ke specifikiim analogického prostiedi; vysle-
dek tlohy je stejny.

Uloha: Jakou hodnotu musime pfidat ke kazdému z ¢isel napsanjch v na-
sledujicim ptikladu, aby vypocet byl spravny??

13+12+10=39

Analogicka tuloha: Jakou hodnotu musime pridat ke kazdému z ¢isel v je-
denactkové soustavé napsanych v nasledujicim prikladu, aby vypocet byl
spravny?

(13)11 + (12)11 + (10)11 = (39)11

V obou piipadech je feSenim hodnota 2 (popf. (2);1). Mimochodem, vy-
vstavaji hezké otazky pro nadané zaky: Plati to tak u prikladi stejného typu
vzdy? Nebo je to pouze diky vhodné volbé cisel a ¢iselné soustavy? Za jakych
podminek bude tloha vychézet stejné?

2. Uloha je fesitelna podobnym, analogickym zptisobem; vysledek vychézi jinak.

Uloha: Jakou ¢asti obsahu ¢tverce ABCD je obsah mensiho z ttvart,
na které rozdéli ¢tverec ABCD pifimka PQ? Bod P lezi ve tietiné usecky
AB blize bodu A a bod @) lezi ve tietiné tisecky AD blize bodu A.

3Upraveno podle L. Hozova: MO, 62. ro¢., Z5 — I — 2.
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Analogicka tloha: Jakou c¢asti objemu krychle ABCDEFGH je objem
mens$iho z atvard, na které rozdéli krychli ABCDEFGH rovina PQR? Bod
P lezi ve tietiné tsecky AB blize bodu A, bod () ve tfetiné tsecky AD blize
bodu A a bod R ve tfetiné tsecky AE blize bodu A.

™ Y / O / 4 4 1 v v / . / 4 1
Resenim piivodni tlohy je 13, FeSenim analogické ulohy 5.

3. Uloha v analogickém prostfedi ztraci smysl.
Uloha: Najdéte v N viechny délitele ¢isla 75.
Analogicka tloha: Najdéte v Q vSechny délitele cisla 75.

Takova situace nas vsak miize inspirovat ke tvorbé jiné tilohy, ktera resitelna
je. Napt: ,,Najdéte v Q vSechny délitele ¢isla 75 takové, aby vysledkem déleni
bylo prirozené cislo.

Zaveérem lze shrnout, ze vyuziti analogii ve vyuce matematiky je uzitecna tech-
nika, kterou mtiize ucitel ve své praci vyuzit riznymi zpisoby. Prislusné analogie
muze hledat jak ucitel sdm, tak jeho zaci. Analogie miizou uciteli zjednodusit praci —
napt. pri vykladu novych témat nebo pii tvoreni tloh.
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Tabulka 100 — gradované ulohy

JANA SLEZAKOVA!

V didaktice matematiky je Casto zvazovano, jak zapojit vice zakt do feSeni tloh,
nebot prave fesitelskym procesem se uci. Je napiiklad diskutovano, ze matematika
musi bavit, tedy hledaji se takova témata, ktera jsou pritazliva pro zaky. Dalsi mo-
znosti je nabidka gradovanych tloh, nebot je zaddouci, aby tlohy Fesili Zaci na vSech
urovnich matematického mysleni. Jedna se o to, aby zak mél moznost si vybrat
priméfrené naroc¢nou ulohu, tedy takovou, ktera je pro néj vyzvou. Je-li zadana pii-
li§ jednoducha tuloha, tak se zak jejim reSenim neobohati, je-li prili§ narocna, tak
ji pravdépodobné zak odmitne, nebo se o jeji feSeni pokusi, ale netispésné a pristé
takovy pokus vzda predem. Takové tlohy zakovi nepfinesou radost z intelektualni
¢innosti. Pozadavek, aby zak tesil tlohy pfiméfené naroc¢né (jak v bézné vyuce, tak
i pfi testech) a aby byly pro néj pfitazlivé, se domnivam, neni jednoduché splnit.
K promysleni této myslenky poslouzila pro inspiraci Tabulka 100 jako téma vy-
ucovaci hodiny pro zéky 6. ro¢niku (Hejny et al., 2014: s. 27). Ulohy nabidnuté
v materidlu graduji. Cilem pracovni dilny bylo hledat parametry obtiznosti tiloh
a diskutovat tvorbu testl s gradovanymi tlohami.

Tabulka 100

V materidlu je téma uvedeno nésledujicim

textem: Po tabulce T-100 chodime vpravo [ 1] z2[ 3] a[ s[ 6] 7| 8] 9] 10
(=), vlevo (), nahoru (1) a dolta ({). Cesta [11]|12|13[14]15|16|17 18|19 20
52—53143133 ma zacdtek v Cisle 52 a konec | 21[22]|23|24]25/26)|27/28)25) 30
v &isle 33. Jeji strucny zdpis je 52—71133 a jeji |21 [32]33]34]35]36)37]38)39) 40
soutet je S(52 1) = 52453 43 +33 — 181, || 2% @& [ss] a7 e @] 50
Navic je formulovana domluva, ze z tabulky o TaTaTaTea e e 50
nelze vyjit ven. Cestu 19— — nelze provést 7172173727576 77178 [ 73 | =0
a soucet S(19——) tak nema smysl. 81|82|83]|8a|85|a6|87|8s|89] 90
91 (92|93 |9a|95|96] 97| 98]59] 100

Ucastnikim dilny byly zadany a nasledné Tabulka T-100
s nimi diskutovany tulohy:

1. Gloha: Najdéte S(z —) pro z rovno a) 21; b) 32; c¢) 43; d) 54; e) 65; f) 76.

Reseni: a) S(21 —) = 43; b) S(32 =) = 65; ¢) S(43 —) = 87; d) S(54 —) = 109;
d) S(65 —) = 131; ) S(76 —) = 153.

!Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze, jana.slezakova@pedf.cuni.cz
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1. tlohou si uéitel zjistuje, zda z4k rozumi symbolu S(x —). Zak rozumi celé tiloze,
jestlize vi, Ze podle uvedeného cisla najde druhé cislo a secte je. Navic vSechna
zadani a) — f) v nasem pfipadé maji feseni. Naroc¢néjsi tlohou by bylo: Nadéjte
S(z —) pro x rovno 70. Takové S(z —) neexistuje, protoze z tabulky nelze vyjit,
viz domluva. Jesté narocnéjsi tlohou by bylo: Najdéte takové x, pro které S(z —)
neexistuje. Resenim této tilohy jsou vsechna ¢isla pravého sloupce tabulky.

2. tloha: Najdéte ¢islo y, pro které a) S(y J) =12;b) S(y <) =99; ¢) S(y T) = 100.
Reseni: a) y = 1; b) y = 50; ¢) y = 55.

2. tlohu zék tesi strategii pokus-omyl. V zadani a) zak hleda cestu s malym souc-
tem (12), tedy hled4d malé cisla tabulky, zjisti, Ze se nachazeji v levé horni ¢asti
tabulky. V zadani b) zédk opét hleda cestu, ale uz vi, Ze se nejedna o cestu s malym
souctem jako v predchozim piipadé, zjistuje, Ze se nejednd ani o cestu s velkym
souctem. Z hlediska strategie se jedna o orientovany pokus-omyl. V zadani c) jiz zak
objevuje vztah (pfipadné vice vztaht), naptiklad Ze kdyz vezmeme jakékoliv S(y 1),
tak se jedna o ¢islo sudé. V tomto pripadé je to soucet 100, jednéa se o ¢islo délitelné
10. Kdyz secteme dvé cisla, ktera maji na misté jednotek 5, tak dostaneme cislo
délitelné 10. Zak vyuziva orientovanou strategii pokus-omyl s postupnymi objevy
vztahi.

3. tloha: Najdéte S(z —) — z pro z rovné: a) 6; b) 17; ¢) 28; d) 39; e) 40.
Reseni: z 4+ 1 pro vSechna ¢isla tabulky T-100 kromé ¢isel pravého sloupce, tedy
e) pro z = 40 uloha nemé FeSeni.

3. tilohou ucitel zjistuje, zda zak rozumi zadani S(z —) — z. Zak pravdépodobné
udéla prvni dvé dlohy a uz méa feSeni. V piipadé e) tloha nemé feSeni, proto je
vhodna pro spole¢nou praci ve tridé.

4. Gloha: Najdéte n tak, aby ¢islo S(n —) — S(n 1) bylo co nejvétsi.

Reseni: Vzdy 11. Nem4 FeSeni pro vSechna ¢isla pravého sloupce a prvniho fadku.
4. lohou ucitel zjistuje, zda 7ak rozumi zaddni S(n —) — S(n 1). Zak hled4 fesent
v mnoziné ¢isel a prechazi od aritmetiky k algebre.

5. tloha: Najdéte n tak, aby ¢islo S(n |) — S(n —) bylo co nejmensi.
Reseni: Vzdy 9. Nem4 feSeni pro viechna ¢isla pravého sloupce a posledniho fadku.

5. tloha je moznosti pro zaky, kteri ve 4. lloze neobjevili feseni, ale rozuméli spo-
luzdktim, aby v této tloze objev ucinili.

6. uloha: Najdéte soucty vsech cest délky 2 zacinajicich v ¢isle 23. Poznamka:
Byla udélana domluva, ze pocet Sipek v cesté nazyvame délka cesty. Cesta nesmi
obsahovat nékteré cislo opakované.

Reseni: Soucty cest jsou: 39 = S(23 11), 48, 50, 57, 61, 66, 72, 77, 81, 88, 90, 101.
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Struktura ve vysledcich 6. tlohy je netrivialni. Dalsi vyzvou pro zaky mtze byt,
aby nasli, jak to funguje pro stejné cesty, ale zac¢inajici v ¢isle 44. Regeni s &islem
23 usporadame (viz uvedené feseni). Najdeme s Cislem 44 cestu s nejmensim souc-
tem (102). Kazdé dalsi feSeni vznikne pri¢tenim stejného rozdilu jako je rozdil
102 — 39.

Ucastnici dilny byly vyzvany vytvofit gradovany test ze t¥i tlloh na téma tabulky
T—100 po probrani vyse uvedenych tloh. V zavéru dilny byl vytvoren test:

Uloha A (podobné jako v 1. tiloze): Najdéte S(x |) pro = rovné: a) 5; b) 23; c) 64.
Uloha B (podobné jako ve 3. tloze): Najdéte S(z |) — z pro z rovné: a) 7; b) 36;
c) 79.

Uloha C (podobné jako v 5. tiloze): Najdéte n tak, aby ¢islo S(n |) — S(n <) bylo

co nejvetsi.

Literatura

[1] HEJNY, M., et al. (2014) Matematika. DilAr1 pro 2. stuperi ZS. Vyukové
materialy urcené pro pilotaz. Vydano pro vnitini potfebu H-mat, o. p. s.

Aditivni mnohouhelniky

ANNA SUKNIAK!

V roce 2012 byl tym M. Hejného pozadan o vytvoreni sbirek tiloh pro 6.-9. ro¢nik.
Dostala jsem moznost podilet se na tvorbé jedné kapitoly vénované novému pro-
stfedi, které bylo nazvano Aditivni mnohouhelniky a Mnohostény. Toto prostiedi
jsem rozpracovala ve své diplomové praci (Sukniak, 2013). Jedné se o didaktické
matematické prostredi, ve kterém lze snadno aplikovat vyuku orientovanou na bu-
dovéani schémat (VOBS), viz (Hejny, 2007), (Jirotkova, 2007), (Slezakova, 2007).
Zde didaktika matematiky Cerpa z poznatkt psychologie. Pojem schéma se v psy-
chologii prvné objevuje v roce 1932 u Barletta a to v souvislosti s paméti (Atkinson,
2003: s. 298-299). V kognitivni psychologii jej rozpracoval Gerrig, ve formé pouzi-
telné i pro didaktiku matematiky (1991: s. 244-245):

!Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze, anna.sukniak@gmail.com
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Teoretici vytvorili termin schéma, aby poukézali na pamétovou struk-
turu, ktera obsahuje shluky informaci dutlezitych k porozuméni. . . Za-
kladni myslenkou teorie schémat je, ze v paméti nemame prosté jen
izolovana fakta. Informace jsou shromazdény do smysluplnych funk-
¢nich jednotek.?

Ideu didaktického matematického prostfedi (substantial learning environment)
do literatury zavedl E. Wittmann (2001). Rozumi tim soubor vzijemné prové-
zanych pojmi, vztahtl, procesii a situaci, propojenych na Zivotni a matematické
zkusenosti zakl, umoznujici tvorit tlohy, pomoci nichz se zaci dopracuji k hlubo-
kym myslenkdm matematiky. Ideu hluboké matematické myslenky, kterad souvisi
s mirou porozuméni matematickym objekttim, podrobné rozpracoval Z. Semadeni
(2002). Ne kazdé prostiedi, které rozviji matematické mysleni, nutné vede k hlubo-
kym matematickym myslenkdm. Napiiklad Sachy nebo Sudoku urcité cviéi mysl,
ale k hlubokym matematickym myslenkdm mohou vést pouze ty, kteri se témto
prostiedim vénuji profesionalné. K Wittmanovym pozadavkiim — propojeni na zku-
Senosti zaka a moznosti vést k objeviim — pridal Hejny jesté dalsi dva pozadavky
— dlouhodobost (naptiklad v prostfedi pavucin lze tvorit tlohy pro zaka 2. roéniku
i pro maturanta) a nastavitelnost obtiznosti. M. Hejny popsal i proces tvorby tloh
pozadované naroc¢nosti v daném prostiedi. Proces je tvoren posloupnosti ¢tyt kroki:

1. Je zvolena jista vychozi situace, ve které neni zadné neznamé dcislo.
2. Kdyz néktera ze znamych c¢isel utajime, vznikne tloha tato ¢isla najit.

3. Rozbor vychozi situace z hlediska moznosti utajeni jistych skupin ¢isel. Cilem
rozboru je uplny prehled tloh, které lze z vychozi situace vytvorit.

4. Vytvoreni gradované série uloh, které nabizi rozbor z bodu 3.

Zavedeni prostredi

Aditivni mnohothelnik je z matematického hlediska ciselné ohodnoceny graf, kde
kazdy vrchol je ohodnocen jednim c¢islem, kazda hrana je ohodnocena jednim ¢is-
lem a cely graf je ohodnocen jednim cislem, které nazyvame cislem centralnim.
V aditivnim mnohothelniku plati dvé zakladni vazby: 1. ¢islo hrany je soucet ¢isel
v koncovych vrcholech hrany; 2. centralni ¢islo je soucet vSech ¢isel ve vrcholech.

Na obrazku 1 vidime vyplnény aditivni ¢tyfuhelnik (bod 1. — vychozi situace).
Kdyz v ném zaslepime 5 ¢isel (bod 2. — tloha) a nechame pouze 4 ¢isla (viz obr. 2),
vznikne tloha.

2 Theorists have coined the term schemes to refer to the memory structure that incorporate clusters of information
relevant to comprehension... a A primary insight to scheme theories is that we do not simply have isolated facts
in memory. Information is gathered together in meaningful functional units.“
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Vytvorenou tulohu lehce vyfesime. Abychom si snadnéji porozuméli, uvadim
oznaceni jednotlivych prvki aditivniho ¢tyithelniku (viz obr. 3).3 Pomoci obrazku 3
muzeme tlohu danou obrazkem 2 popsat souborem ¢tyf moznosti: A = 3, C' = 5,
b=9,5 =12 ...Cislo B dostaneme jako b — C, tedy 9 — 5, tedy B = 4. Podobné
zjistime, ze D = S— A—B—(C =12—3—4—5 = 0. Ostatni cisla lehce dopoc¢itame
(viz zékladni vazby).

Aditivni ¢tyftahelnik z obrazku 3 vede k otazce: Kolik nejméné z danych de-
vitt ¢isel musime zndt, aby byla uloha jednoznacné resitelnd? Takovéto otazky jsem
predkladala i osmi i¢astniktim dilny. Nejdrive jsme se bavili o aditivnich trojuhelni-
cich, pak ¢tyithelnicich atd. Ucastnici méli moznost fesit riizné tlohy, tim nabyvat
zkusenosti a postupné odhalovat dalsi vztahy. Kdyz jsme u aditivniho trojuhel-
niku zjistili, Zze potfebujeme znat alespon tii ¢isla, mnozi uz tusili, ze u aditivniho
¢tyruhelniku to budou asi cisla ¢tyri. Pokusy tcastniki najit tii cisla, ktera by
jednoznac¢né popsala vSechna ¢isla aditivniho ¢tyrtahelniku, byly netspésné. Tato
zkusenost vedla k presvédceni, ze k urceni vSech ¢isel ¢tyituhelniku je potieba znat
alespon ¢tyri jeho c¢isla. To bylo diivodem, pro¢ jsme tyto tlohy zacali nazyvat
4dimenznimi. Presny dikaz zminéného tvrzeni vyzaduje probrat vSechny ptipady
trojic, a to by resitele po nékolika pripadech prestalo bavit, protoze na 4dimenznost
tohoto prostoru nahlizeli jako na samoziejmost. Nejsnazsim pfipadem c¢tverice Cisel,
které daji jednoznac¢né feseni, je kdyz se tato cisla nachazi ve vrcholech. Ptame se:
Kterd dalsi ctverice cisel da jednoznacné reseni?

Diky predchozimu feSeni nékolika tloh, které slouzily ze-
jména k nalezeni dimenze aditivniho ¢tyrthelniku, a které si
ucastnici tvorili sami metodou pokus-omyl, bylo uz jasné, ze se 3 9
nejedna o jakakoliv ¢tyri cisla. Pro ilustraci zde uvadim tlohu
na obrazku 4. I u této ulohy jsou znama pravée 4 cisla tak, jak
tomu bylo i u ulohy na obrazku 2. Obr. 4

3Znaéeni odpovida konvencim geometrie s tim, Ze se zde objevuje i centralni ¢islo, které zna¢ime S. Pismeno S
je odvozeno od slova stredové, protoze zaktm centralni ¢islo prezentujeme jako ¢islo stredové. Tyto rozdily mezi
matematickym a didaktickym popisem, které se mohou jevit matouci ¢i zbytecné, vznikly pouze z nedostatku pismen
v abecedé. V didaktické ¢asti totiz pismenem C, kterym bychom jinak oznacili ¢islo centralni, oznacujeme jeden
z vrcholi. V matematické Casti zase pismenem S, kterym bychom mohli oznaéit ¢islo stfedové, oznacujeme jedno
ze zavedenych zobrazeni. (bliZe viz Sukniak, 2013)
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Nicméné, tato uloha ma vice Teseni, tj. schazejici cisla lze doplnit rdznymi
zpusoby.

Pric¢ina tohoto jevu spociva v tom, ze tTi z danych ¢isel jsou zavisla. Konkrétné se
jedna o ¢isla 3, 12 a 9. Z téchto tii ¢isel tedy mtzeme kterékoliv vymazat a na zadani
se tim v podstaté nic nezmeéni.

V duchu vyucovani orientovaného na budovani schémat, nabizi prostiedi aditiv-
nich mnohothelnik@ nazornou a zajimavymi tlohami obdafenou oblast, vhodnou
pro zaklady schématu Linearniho prostoru. Jev zavislosti respektive nezavislosti
¢isel, se kterym jsme se na obrazku 4 setkali, poukazuje na vztah tohoto prostredi
k linedrnim prostorim. Tato skutecnost dava prostredi aditivnich mnohotihelnik
orientaci k hlubokym matematickym myslenkdm. Domnivam se, Ze kdyz se student
potka s pojmem lineadrniho prostoru v této sémanticky lépe uchopitelné vazbé, bude
snadnéji pronikat do teorie linedrnich prostori. Dodavam, Ze pro ucastniky dilny,
mezi nimiz byli i matematicky erudovani lidé, byl poukaz na vazbu mezi linearnimi
prostory a aditivnimi mnohotihelniky prekvapenim. To je prikladem toho, jak jsou
v naSich myslich drzeny nékteré matematické fakty izolované, a nikoliv ve formeé
schémat.

Pocet vrcholt mnohotuhelniku urcéuje dimenzi linearniho prostoru, ktery je s mno-
hothelnikem provazan. Soubor ¢isel ve vrcholech interpretujeme i jako bazi linear-
niho prostoru. Vsechna ostatni ¢isla jsou z ¢isel vrcholti jednoznac¢né zjistitelna.
Kdyz se vratime k otazce tvorby tloh v tomto prostiredi, vznika kol najit vsechny
baze k danému mnohotihelniku, a ke kazdé bazi popsat algoritmus, jak doplnit
vSechna schézejici ¢isla. Zakéim samozfejmé toto zadani formulujeme pro né v pfi-
jatelném jazyce. Resenim tiloh ziskavaji zkusenosti se zavislosti a nezévislosti prvkd,
hledaji baze. Objevi-li naptiklad, ze néjaky mnohothelnik ma n-prvkovou bazi, pak
kazda jeho dalsi baze ma pravé n prvki. Zjisti, ze skupinu zavislych prvki nikdy
nelze doplnit na bazi. K témto zjisténim/objeviim dojde po nalezeni nékolika bézi.
Fakt, ze pocet prvkl baze je neménny, miize byt pouhou hypotézou podlozenou
sérii izolovanych modeld. Poté je namisté otazka tykajici se diitkazu této hypotézy.
Zaktm ji lze formulovat jako prosbu o vysvétleni jejich predpokladu. Pravé diky
vytvorenym izolovanym modeltim se zaci miizou vratit do situaci, kde nasli ¢i nena-
sli bazi a pouzit je jako dikaz své hypotézy. Sofistikovanéjsim vysvétlenim by bylo
nahlizet na aditivni mnohotihelnik, jako na soubor n vrcholovych ¢isel, pomoci kte-
rych dopocitame dalsi ¢isla. Pokud tedy chceme dopocitat vSechna ¢isla, musime
jich znat alespon n, respektive prave n nezavislych.

V aditivnim n-thelniku je 2n + 1 ¢isel. Kazda n-tice z téchto ¢isel, ktera umozni
jednoznacné doplnéni cisel dalsich, se nazyva bazi daného n-tthelniku. Vznikaji zde
dvé tridy n-thelniku v zavislosti na tom, zda je ¢islo n sudé nebo liché. Kdyz je n
¢islo liché, tak n-tice ¢isel stran tvori bazi. Kdyz je n ¢islo sudé, tak n-tice ¢isel stran
je zavisla. Ocislujeme-li strany tak, jak za sebou obihaji kolem mnohothelniku,
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pak se soucet ¢isel lichych stran rovna souctu ¢isel sudych stran (tento soucet je
stfedovym ¢islem). Tato vazba tika, Ze soubor stran v pfislusném linedrnim prostoru
tvori nadrovinu. Baze takového mnohotuhelniku nemtize tedy obsahovat vsechna
stranova ¢isla, ale jedno z nich musi byt nahrazeno vrcholem.

Ulohy z prostiedi aditivnich mnohothelnik@i maji silny didakticky potencidl.
Rozhodujici pro aplikaci daného didaktického prostredi je tvorba vhodnjch tloh,
pripadné tlohovych kaskad.

Na obecné drovni umoznuji vést zaky k odhalovani novych pojmi, k analjze
geometricko-aritmetickych struktur, k rozvoji argumentace i k presnému vyjadro-
vani. Na konkrétni irovni tlohy umoznuji rozvoj tematickych celkti jako délitelnost,
soustavy rovnic, parametrické rovnice, vyrokova logika, rozsitovani ¢iselnych obort
a kombinatorika. Lze v ném vytvorit i ulohy tykajici se napriklad procent, posloup-
nosti a fad apod. Navic prostfedi rozviji jazyk algebry a umoznuje propedeutiku
linearni algebry tim, zZe dava resiteli zkusenosti s pojmy zavislost, nezavislost a baze.
O didaktické t¢innosti tohoto prostiedi svédci i skutecnost, ze i Gi¢astnici dilny do-
bre ovladajici linearni algebru, méli radost z odhalovani jednotlivych vazeb linearni
zavislosti.

Prosttredi aditivnich mnohothelnik 1ze rozsitit na prostiedi aditivnich mnoho-
sténti. Jestlize u aditivnich mnohothelnikt mame 3 druhy cisel, pak u mnohostént
k nim pribudou c¢isla sténova a situace se znacné zkomplikuje. Pribudou otazky
o prechodu mezi bazemi, které lze popsat maticemi. Tim se celé prostredi stane

vevs
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Matematické rarity a jejich role ve vyuce
na 2. stupni ZS a na SS

LUKAS VizEK, PETR REHAK!

Obsahem tohoto prispévku je ukdzka nékterych ,kurioznich® matematickych uloh
z oblasti logiky, geometrie, aritmetiky nebo topologie a predstaveni primych zkuse-
nosti se zarazenim prezentovanych prikladi do vyuky na 2. stupni zdkladni skoly
a na stredni skole. Zdaveérem je diskutovana uzitecnost matematickych rarit jako na-
stroje pro inspiraci, motivaci a rozvoje mysleni Zaki a studenti.

Priispévek byl inspirovan knihou Kabinet matematickych kuriozit profesora Stewarta
(Stewart, 2013) britského matematika, popularizatora této védy, profesora Wa-
wrické univerzity Iana Stewarta.? V jejim tivodu nastinil autor pojem matematicka
kuriozita, resp. rarita takto:

Kdyz mi bylo ¢trnact let, zacal jsem si vést jeden zvlastni sesit. Byl
to matematicky denik ... zapisoval jsem si do néj cokoliv zajimavého
o matematice, na co jsem narazil a co se ve Skole neucilo ... Sesit se
casem rozrostl na Sestisesit, ktery stale vlastnim a ktery se posléze
rozpadl na prvocinitele rozsypané po Suplatech. Je to rozmanita smés
tchvatnych matematickych her, hddanek, pfibéhi a kuriozit. (Stewart,
2013: str. 11)

! Matematicko-fyzikalni fakulta, Univerzita Karlova v Praze; Piirodovédecké fakulta, Univerzita Hradec Kralové,
vizek@karlin.mff.cuni.cz; Zékladni Skola a matefska skola Jana Pavla II., Hradec Kralové, petr.rehak@czshk.cz

2 Vedle jmenovaného titulu byly do &estiny pielozeny jesté jeho knihy Hraje Biih kostky?, Jak rozkrdjet dort, Odsud
az do nekonecna a Truhlice matematickych pokladi profesora Stewarta.
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K pracovni dilné letosni konference ,,2 dny* jsme vybrali nékolik tiloh zminéného
typu, predvedli jejich feSeni (resp. nechali je icastniky dilny vytesit) a prezentovali
zkusenosti s nimi na 2. stupni zakladni skoly a na stfedni skole. Pti vybéru pfi-
kladt jsme dbali na jejich priméfenou ¢asovou narocnost a vzadjemnou rozmanitost.
Priznejme, Ze volba tuloh byla subjektivné ovlivnéna a vychazela z naseho ,sbéru”
v pribéhu casu podobné jako u profesora Stewarta.

Nejprve predvedeme jednotlivé tlohy. Jejich feseni a dopliujici informace (ze-
jména o puvodu tloh) uvedeme v poznamkach pod ¢arou.

Logické ulohy

Poctivci a padousi®

Na ostrové ziji obyvatelé, které lze presné rozdélit na dva kmeny. Jeden tvofi po-
ctivcei, jiz mluvi jenom pravdu, a druhy padousi, co vzdy lzou.

a) Vypravite se na ostrov a zeptate se néjakého obyvatele, ke kterému kmeni patii.
Jak vam odpovi?4

b) Rozhodnete se, Ze si obyvatele z pfedchozi otazky najmete za svého privodce,
a vypravite se s nim na cestu po ostrové. Cestou potkate dalsiho clovéka. Vyslete
svého spolecnika, aby se jej zeptal, ke kterému kmeni patii. Ucini tak a sdéli
vam, ze domorodec tvrdil, ze mluvi vzdy pravdu. Byl vas priivodce poctivec
nebo 1har?°

c) Na druhé strané ostrova objevite park, kde spolu klédbosi tfi zahradnici. Zeptate
se prvniho: , Jste padouch nebo poctivec?“ Odpovi vam, ale tak nezretelné, ze
mu nerozumite. Zeptate se tedy druhého: ,,Co tfikal?“ Sdéli vam: ,Pravil, ze je
padouch.“ V tom okamziku se ozve posledni: ,Nevérte mu, 1ze!* Ke kterému
kmeni patii kazdy ze zahradnik?%

d) Z ostrova se uz chystate odcestovat. Na letisti vas vSak jesté zastavi tfi ufecnéni
domorodci: Bohumil, Kazimir a Cyprian. Bohumil hned Zaluje, Zze Kazimir je
padouch. Na to se vnucuje Kazimir: ,,Bohumil a Cyprian nepatii ke stejnému

3 Mame zkuSenost, Ze tlohy o poctivcich a padousich jsou vesmés zndmé nap¥ic¢ obci uéitelit matematiky. O jejich
puvodu v8ak neméme informace.

4 Poctivec vam potvrdi, Ze je poctivec. Padouch vSak o sobé neiekne, ze 1ze, nebof nemluvi pravdu. Mohl by, napt.
prohlasit: ,Nepatiim k zaddnému kmeni.“ Takové tvrzeni by odpovidalo jeho povaze, bofilo by vSak urcitou eleganci
celého problému. Doporuc¢ujeme jej (a jemu podobnd prohlaseni) neuvazovat. Tedy jednoduse, kazdy obyvatel ostrova
o sobé tika, Ze je poctivec.

5 Domorodec jisté prohlasil: ,Mluvim pravdu.“ N&§ privodce tuto skute¢nost potvrdil, musi byt tedy poctivec.

60 prvnim zahradnikovi nelze rozhodnout, druhy je padouch a tieti poctivec. Prvni na poloZenou otézku musi
odpovédét, ze je pravdomluvny. Druhy jeho prohlaSeni neguje, tedy lze, coz schvaluje tfeti, tudiz poctivy obyvatel
ostrova.
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kmeni,“ k ¢emuz Cyprian dodéa: ,Bohumil je poctivec.“ Nechtéji vas pustit,
dokud nerozsoudite, ke kterému kmeni kazdy patii. ..

Vik, koza a zeli®

Sedlak chtél zajet na trh a s sebou vzit vlka, kozu a zeli. Ptijel k fece, pTes niz se bylo
mozné pieplavit jen na malé lodce. Spolu s nim se do lodky vesla jen jedna z véci,
jez vezl. Ze zrejmych divodl nebylo mozné, aby na kterémkoliv bfehu zanechal
bez dozoru vlka s kozou nebo kozu se zelim (vlk nastésti zeli nezere). Jak se ma
sedldk dostat pres feku s celym svym nékladem?’

Manzelska neduvéral?

Tii zarlivi muzi se svymi manzelkami potiebuji prekonat feku a najdou lod bez pre-
voznika. Uveze vSak jen dvé osoby. Existuje moznost, jak se vSichni dostanou na dru-
hou stranu, aby zadna Zena nebyla nikdy ponechana ve spole¢nosti jiného muze
bez dozoru svého manzela? Veslovat mohou muzi i zeny. Zarlivost muzti je velika,
nemohou nechat bez dozoru své Zeny ve spolecnosti jiného muze ani tehdy, je-li
zéroven pritomna jeho manzelka.!!

7 Bohumil a Cyprian jsou poctivci a Kazimir je padouch. Pokud Bohumil tvrdi, Ze Kazimir lZe, musi bjt poctivec
a Kazimir skuteéné padouch nebo pfesné naopak. Kazdy patfi k rtiznému kmeni. Z (posledni) vypovédi Cypridna
analogicky plyne, Ze on a Bohumil patii ke stejnému kmeni. To je vSak v rozporu s Kazimirovym prohlasenim. On
proto musi lhat a Bohumil s Cypridanem mluvit pravdu.

8 Uloha byla pravdépodobné sestavena anglickym filozofem, opatem a rddcem Karla Velikého (742-814) Alcuinem
z Northumbrie (835-804). Vice viz (Macéak, 2001: str. 11.)

9 Nejprve sedlak preveze kozu a piepluje zpét. Nasledné pojede s vlkem (nebo zelim) a pii navratu odveze kozu.
Na tfeti cesté naloZi zeli (nebo vlka) a nakonec se oto¢i pro kozu.

10 Uloha byla ptevzata z (Stewart, 2013: str. 94-95).

11 Reseni nazna¢ime pomoci tabulky, v niz A, B, C piedstavuje muzZe a a, b, ¢ jejich manzelky.

poradi ‘ start ‘ cesta ‘ cil
AaBbCec

1. BbCec Aa —

2. BbCec «— A a

3. ABC bc —

4. ABC —a be

5. Aa BC — | be

6. Aa +— Bb | Cc

7. ab AB — | Cc

8. ab +—c ABC

9. ac — ABC

10. +~ B AaCc

11. Bb— | AaCc

AaBbCc
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Geometrické tlohy!?
Sfinga

Sfingou budeme v této tloze rozumét rovinny geometricky utvar slozeny ze Sesti
rovnostrannych trojihelnikd (viz obr. 1). Ukol zni takto: Slozte ze &tyi téchto sfing
jednu dvojnasobné zvétsenou. Jednotlivé dily lze posunovat, otacet i zrcadlové pre-
vracet.

A L]
A 5

Obr. 1: Sfinga a Recky kiiz.

Recky kiiz

Reckym kifZem budeme v této tloze rozumét rovinny geometricky utvar sloZeny
z péti shodnych ¢tverct (viz obr. 1). Ukol zni takto: ,Rozstiihejte” Fecky kiiz
na ¢tyii stejné ¢asti, jez by bylo mozné slozit do &tverce.!

Aritmetické ulohy
Magicka hvézda'*

Vepiste do poli¢ek hvézdy (viz obr. 2) ¢isla od 1 do 17 tak, aby v kazdém ze ¢tyt
vyznacenych smérti davaly jednotlivé pétice soucet 45.

o B

oo

O-011-0-0

pupnput

O O O
Obr. 2: Magicka hvézda.

12 P{vod tloh o sfinze a feckém kifZi nezndme. Uvadi je (Stewart, 2013: str. 46 a 80-81), lze je také jednoduse
dohledat v riznych internetovych zdrojich.
13 Poznamka k feSeni kiiZe: naznadené rozstiihnuti ,vychazi“ z polovin p¥islusnych stran ttvaru.

14 Uloha byla ptevzata ze staré uéebnice (Hot¢icka, Nespor, 1905: str. 10).
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Slepené zlomky'?
Prostudujte nasledujici feseni soucinu zlomkii:
18 18 2-9 2
45 45 5.9 5
1.8

Vysledek je evidentné spravné, ; - ¢ = % , ale prvni krok je poné€kud ,podivny*

Naleznéte dalsi priklady soucinu dvou zlomkt, jejichz citatele i jmenovatele tvofi
y 3

jednociferné (nenulové) piirozend Cisla, a jez lze spravné vypocitat tak, Ze zlomky

pouze ,slepime“.t0

Topologicka tloha

My¢ka, lednice a vaii¢!”

Propojte mycku, lednici a vafi¢ s pfislusnymi zdsuvkami (viz obr. 3.) tak, aby se
jednotlivé kabely nekiizily.'8

MYCKA

ZASUVKA] ‘LEDNICE‘ | VARIC ‘ [ZASUVKA
VARIC LEDNICE
—1
ZASUVKA
MYCKA

Obr. 3: Mycka, lednice a varic.

15 Ulohu uvadi (Stewart, 2013 str. 190).

_ 10a+c
16 Obecné Fesime rovnici = -
v b 'd 10b+d’
od 1 do 9 véetné. Existuje 81 jednoduchych feseni pro pfipady, kde a = b a ¢ = d. Netrivialnich fesenich je

7: (a,b,e,d) = (1,2,5,4),(1,4,8,5),(1,6,4,3),(1,6,6,4),(1,9,9,5),(2,6,6,5) a (4,9,9,8), resp. 14, pokud uvazime
pfrevracené hodnoty (b,a,d,c).

17 S touto tlohou, resp. jejimi variantami danymi réiznymi pfedméty k zapojovani se podle nasi zkusenosti setkalo
mnoho uciteli matematiky. Pivod pfikladu vSak nezname.

, resp. ac(10b + d) = bd(10a + ¢), kde a,b,c a d jsou pfirozend éisla

18 Reseni (spolu s tlohou magicka hvézda):

1 S X1 R )
E\ ‘ . ; ILEDNICE]
SO EE SN
Jognpay ,
W @ 9 W

ZASUVKA
LEDNICE
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Fyzikalni lloha na zaveér
Bazén v Praze 4 — Podoli?

Plujete na kanoi v plaveckém bazénu v Praze — Podoli (po zaviraci dobé). S sebou
vezete balvan, Spalek a barel s vodou. Zvedne se, zlistane stejnad nebo se zvysi

hladina vody v bazénu, pokud do ni z lodi hodite balvan, Spalek nebo vylejete
barel??0

Reflexe

K predstaveni zkusenosti s uvedenymi netradi¢nimi tilohami nyni znovu projdeme
tyto priklady a u kazdého uvedeme nékolik postieht.

Domnivame se, ze tilohy z ostrova poctivci a padouchii tematicky nejvice souvi-
seji s vyrokovou logikou. Proto byly Casto fazeny pii vyuce tohoto celku (zpravidla
v prvaim ro¢niku SS),?! slouZily zejména k motivaci v tivodu. Jejich feseni vychazi
ze dvou prostych podminek: poctivei mluvi pravdu, padousi 1zou. V dobrém slova
smyslu feceno, k rozlusténi hadanky je tfeba jen ,cisté uvazovat®. Ohlasy studentii
byly zpravidla velmi pozitivni. Na tlohy ptredstavené vyse je navic mozné navazat
slozitéjsimi situacemi z ostrova,?? k jejichz feSeni lze efektivné vyuzit prepis do vy-
rokové logiky, upotiebit logické spojky, slozené vyroky a jejich negace. Dojde tim
k propojeni ,standardniho uciva“ a kuriéznich problémi ostrova, ¢imz je mozno
prispét k zlepseni znalosti a dovednosti studentt v této latce.

VIk, koza a zeli je svym zpusobem legendéarni tloha. Je obsaZena v fadé (ne-
jen) populariza¢nich knih o matematice. Do hodin matematiky byla fazena volné,
nezavisle na probiraném ucivu, slouzila jako rozcvicka, zptisob odreagovani nebo
smysluplného zaplnéni zbyvajiciho ¢asu. Vyhoda tlohy spociva v jeji ¢asové nena-
rocnosti a primérené obtiznosti i pro zaky zakladni skoly. Ke spravnému vysledku
dosla vétsina, mnozi si vSimli i dvou feSeni. Manzelska nedtivéra je podobné zadani,

avSak zabere vice ¢asu a je naro¢ngjsi.?

19 Ulohu vymyslel nezavisle na literatue L. Vizek se svym bratrem MgA. Adamem Vizkem pted nékolika lety.
Césti vefejnosti bude vsak tiloha znama4, shodou okolnosti byl v principu podobny problém uvefejnén dne 20. biezna
2014 pod nazvem Zdhada vysypané lodi na serveru Alik (viz http://alik.idnes.cz/zabavna-fyzika-archimeduv-zakon-
daa-/alik-alikoviny.asp?c=A140214_114336_alik-alikoviny_jit [cit. 2014-03-20]).

20 Hodjite-li z lodi do vody balvan, hladina bazénu klesne. Pokud vrhnete $palek nebo vylejete barel, hladina ztistane
stejna. Jak to jen ucinit, aby voda v bazénu stoupla?

21V letech 2010 az 2013 piisobil L. Vizek na Gymnaziu Novy Bydzov

22 Naptiklad tlohami typu Dwva obyvatelé ostrova, Eva a Adam podali tyto vypovédi. Eva: ,Jestli neni Adam
poctivec, pak jsem poctivec ja.“ Adam: ,,Padouch je FEva, nebo je na ostrové zlato.“ Rozhodnéte o Adamovi, Evé
a zlatu na ostrove.

23 Obé ulohy byvaji v anglicting oznac¢ovany jako river crossing puzzle, dalsim zndmym piikladem je problém
pfechodu mostu v noci se svici. Reseni rozebira, napt. ¢lanek Rote G., Crossing the bridge at night, dostupny on-line
na http://page.mi.fu-berlin.de/rote/Papers/pdf/Crossing+the+bridge+at+night.pdf [cit. 2014-03-21].
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Sfinga a fecky kiiz maji vizualni povahu. Jejich vyznam spatifujeme v mozném
zvyseni zajmu zakl a studentti o geometrii. Sfinga je pomérné jednoduchou hadan-
kou, tsp&snych Fesitelfi byva mnoho. Recky kiiz dovedla rozstiihat na stejné ¢asti
rovnez vétsina, ovsem, aby z nich bylo mozné slozit ¢tverec, bylo jiz problematické.
Ke spravnému pristupu lze vhodné nasmérovat, aniz bychom vysledek prozradili.
Miuzeme zdtraznit, ze vzhledem ke stredové soumeérnosti ktize podle jeho stiedu,
musi stfihy prochazet timto bodem. V podstaté rez vedeme osovym kiizem, jenz je
tfeba jen vhodneé natocit. K problému je mozné pristoupit i algebraicky. Na zakladé
plosného obsahu feckého ktize vypocitame velikost strany ,,budouciho® ¢tverce, coz
nas navede na spravné natoceni strih.

Dvojice aritmetickych tloh magicka hvézda a slepené zlomky predstavuji opét
nejprve leh¢i a nasledné obtizn€jsi ulohu. Vyse ukazané reseni hvézdy samoziejmeé
neni jediné mozné. Poradi umisténi c¢isel je vSak svym zplisobem elegantni a vy-
stihuje motiva¢ni lohu cviceni. Zlomky jsou omnoho niro¢néjsi. Casto se zakiim
podaii nalézt trividlni feSeni nebo prevracené zlomky k ukazkovému piikladu. Ob-
jevit netrivialni varianty je obtizné, miize byt otazkou domaci prace. Nejvetsi prinos
problému spatiujeme v jistém zaujetim zlomky, latky, v niz nebyvaji nékteri zaky
prilis bezchybni.

Ptedposledni topologicka tilloha byla vzdy velmi tspésna a rychla. Rozlustila ji
vétsina Tesitel. Lze ji zadat pro osvézeni hodin nebo k odreagovani takika pri jaké-
koliv probirané latce. Jeji povaha je opét vizualni, mtizeme ji zaradit jako motivacni
ulohu, pokud bychom radi studentiim pftiblizili svét topologie nebo teorie grafii.

Zavérecna uloha s bazénem byla zadavana pro pobaveni zejména ostatnim kole-
glim vyucujicim. Pfedstavuje jednoduché cvi¢eni na Archimédiv zakon, k nasemu
prekvapeni nebyla Gspésnost fesiteli nikterak vysoka. Dalsi zkusenosti s prikladem
jiz. ponechame na Ctenéri.

Zaveér

Tento prispévek budiz vniman jako urcita sonda do Zivota nestandardnich matema-
tickych tloh, k jejichz objevovani, feseni a uzivani v ucitelské praxi jsme chtéli inspi-
rovat. Nase zkusSenosti se zafazenim téchto tiloh v hodinach matematiky byly vesmés
velmi dobré. Docilili jsme nimi zvyseni pozornosti, uvolnéni atmosféry i zlepseni kli-
matu ve tfidach. Zavérem vyzdvihnéme jesté jeden poznatek. V feSeni problémi
byli mnohdy rychlejsi zaci, resp. studenti, jenz jsou prospéchové spise primeérni,
ba i podprimeérni. Radost téchto resiteli ze spravnych vysledki je pro nas velice
cenna. Mame nadé€ji, ze nejen jim mohou matematické rarity otevirat dvere k dal-
simu objevovani, tvoreni a uceni se v matematice.
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JEDNANI V SEKCICH

Tvorba video-databazy pomocou pera SmartPen

KATARINA FURCONOVA, VERONIKA HUBENAKOVA!

Chyba je pri ucend prirodzenym javom. Dobry ucitel matematiky sa na 1w nepozerd
ako na prekazku poznania, ale ako na bohaty zdroj informadcii o Ziakovi, o urovni
jeho myslenia. Chyby moZe vo svoj prospech vyuZit aj Ziak sam, ucit sa na chybdch
vlastnijch ¢ cudzich, a tak ich ziZitkovat na rozvoj svojich schopnosti. V prispevku
predstavime Ziacke riesenie slovnej ulohy spracované formou videa, ktoré je krok
po kroku doplnené otdazkami na diskusiu medzi Ziakmi a ucitelom.

Slovné tlohy z matematiky a ziacka chyba

RieSenie slovnych tloh je neustalym problémom matematického vzdelavania. Vy-
chidza z intuicie, skiisenosti a znalosti rieSitela a z jeho schopnosti pamitat si,
kombinovat, uvazovat. Ako tvrdi Kufina (2011) ,netspech ziaka pri rieSeni tlohy
nemusi byt spdsobeny neznalostou logiky napr. metédami dokazovania, ale nizkou
uroviiou predstavivosti, neschopnostou vidiet suvislosti a nahliadnut na situaciu
z nového pohladu.“ V pociatkoch ucenia by mal ucitel chapat chybu ako zékonity
jav, ktory je potrebné vyuzit v prospech ziaka v dalSich etapach ucenia. Piaget
preukazal, Ze ak sa dieta dopusti chyby, nie je to obvykle sposobené jeho neschop-
nostou, dieta jednoducho reaguje na zaklade svojej dosiahnutej irovne myslenia.
,ato troven je mozné zvysit, ak poskytneme detom prislusni znalostni zakladiu
a ak venujeme pozornost procesom, ktorych prostrednictvom mozu tato zékladniu
vhodne strukturovat a vyuzivat.“ (Fontana, 2010)

Z tychto dévodov povazujeme za dolezité, aby sa budici ucitelia matematiky na-
ud¢ili vyuzit ziacke chyby v prospech rozvoja ziackej schopnosti riesit matematické
tlohy. Inymi slovami, rozvinat svoje diagnostické kompetencie (zakladné zlozky
profesijnych kompetencii pedagéga), ktoré Bajtos (2007) definuje ako schopnost
,Vycitit a poznat, ako ziak mysli, citi a sprava sa, aké to mé priciny, kde mé prob-
lémy, ako mu je mozné pomdct, Cize tieto kompetencie umoznuju individualizovat

I'PF UPJS, Ustav matematickjch vied v Kogiciach, katarina.furconova@gmail.com,
veronika.hubenakova@student.upjs.sk
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posobenie ucitela smerom k ziakom.* Stcastou diagnostickych a intervenénych kom-
petencii je hodnotenie ziakov, ktoré je kluc¢ovym faktorom efektivnosti vyuc¢bového
procesu. Na matematike sa casto zuzuje len na klasifikaciu pisomnych prac ziakov.
To poukazuje na nedostatky v priprave buducich ucitelov matematiky v oblasti
formativneho hodnotenia.

Hladanie a analyza chyb, ktoré sa vyskytuju pri rieSeni Gloh, mézu samotnym
ziakom pomoct rozvijat ich kompetencie na trovni reflexie. Kompetencie na tejto
urovni mozno opisat charakteristikami ako st napriklad rozvinuté uvazovanie, argu-
mentacia, abstrakcia, zovseobecnenie a modelovanie pouzité v novych, neznamych
kontextoch (zadaniach slovnych tloh), origindlny matematicky pristup, spojenie
viacerych zloZitejSich metéd, ziskavanie vhladu do problémov.

Preco SmartPen

Sposobov, ako analyzovat chybu v rieSeni, resp. rieSenie ako také, je viacero. Pri di-
daktickych experimentoch maja Ziaci najcastejSie rieSit jednu alebo viacero ma-
tematickych tloh pouzitim iba pera a papiera. Vyhodou je prirodzenost rieSenia,
pretoze ziaci su zvyknuti na taky spOsob riesenia tloh. AvSak na druhej strane
tieto vedecké texty su casto zaznamom vysledku myslenia, nie zaznamom procesu
myslenia ziakov, ako ukazuje DeBock (1998) alebo Uesaka (2007). Coraz rozsire-
nejsia metdda ziskavania vedeckych vysledkov Eye tracking (Duchowski, 2007) je
technologicky presna, zaznamenava proces, no myslime si, Ze na experimenty so
ziakmi je nevhodna. Ide o fixovanie hlavy, kalibraciu o¢i a to spdsobuje nepohodu
pri rieseni aj jednoduchych matematickych tloh. Inou technologickou pomdckou
pre zachytenie riesenia ziaka je graficky tablet. Jeho nevyhodou je vsak to, ze ziak
piSe na dotykovil plochu a pritom musi pozerat na monitor pocitaca, aby videl,
¢o skuto¢ne napisal. Tento faktor opit negativne ovplyviiuje ststredenost Ziaka
na samotné riesenie zadanej tlohy.

SmartPen je na pohlad obyc¢ajné pero, no v jeho vnitri sa skryva maly pocitac,
ktory audiovizudlne nahrava pisany text v redlnom case (viac o tejto technoldgii
na www.smartpen.sk). Pomocou SmartPen dokéZeme zabezpecit prirodzenost rie-
Senia, zaznamenanie detailov procesu — ako sa riesenie vyvijalo, napady, pokusy,
a taktiez umoznuje vhodné video spracovanie, ktoré bude vyuzitelné vo forme da-
tabazy pre budicich ucitelov na seminaroch a cviceniach, ale aj na vyucovacich
hodinach na zakladnych a strednych skolach. Pomocou interaktivneho videa spra-
covaného pomocou SmartPen chceme prispiet k aktivizacii vSetkych ziakov v danej
triede, k rozvoju schopnosti logickej argumentécie, kritického myslenia a zabranit
zlyhavaniu ziakov v réznych fazach riesenia slovnej tlohy.
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Ukazka riesenia slovnej ulohy a metodické komentare

V tejto casti uvadzame metodicky popis prace s videom, ktoré obsahuje rieSenie
Anity, ziacky 5. ro¢nika ZS. Anita v tom riesi slovna tlohu o Pinocchiovi: Ked
Pinocchio zaklame, nos sa mu predlZi o 6 cm. Ked povie pravdu, nos sa mu o 2cm
skrati. Ked sa rano zobudil, jeho nos meral 9 cm. Pri ranajkdch povedal tri neprav-
divé vety a dve pravdivé vety. Kolko meral Pinocchiov nos po ranagkdch?

Ucitel pri praci s videom ho po kazdej ocislovanej instrukcii/otazke pozastavi
a podla potreby opéit spusti:

1. Vyries slovni tdlohu do svojho zosita. — ucitel podla vlastného uvazenia po-
skytne ziakom ¢as na samostatné vyriesenie zadanej slovnej tllohy. Aby ziakov
video pri rieseni nerusilo, ucitel ho pozastavi pocas 6 sekundového ¢ierneho
pozadia.

2. Riesme slovni ulohu spolu s Anitou. — po tejto instrukcii nasleduje samotny
zédznam Anitinho rieSenia. Pozn. autora: Po precitani ulohy sa Anita vyjad-
rila, Ze tomu vObec nerozumie. Bolo by zaujimavé zistit, do akej miery mé
takéto vyjadrenie Ziaka hned po prvom precitani tlohy vplyv na celkov
uspesnost rieSenia.

3. Co podla teba teraz Anita robila? — ucitel o¢akava od ziakov odpoved, Ze
Anita ¢itala zadanie, snazila sa spravne porozumiet textu. Ak to neurobia
ziaci sami, ucitel im pripomenie, Ze na prva fazu riesenia slovnych tloh (po-
riadne si precitat zadanie) nesmi zabudat.

4. Sleduj Anitine riesenie slovnej ulohy a porovnaj ho so svojim riesenim zo zo-
sita. — kazdy ziak si priebezne porovnava vlastné riesenie s rieSenim Anity,
robi si do vlastného riesenia poznamky.

5. Preco asi Anita napisala ¢islo 92 — ucitel kladie otdzku smerom k Ziakom,
sam na nu neodpoveda, ¢aka, kym sa ziaci v nazoroch zjednotia a pripadne
s nimi potom prediskutuje spravnost ich zaverov.

6. Urobila Anita spravne vijpocty? Co nimi vyjadrila? — rieSenie Anity pokracuje
vypocftami 6 - 3 = 18;9 + 18 = 27. Opiit postupujeme ako v bode 5.

7. Co si myslis, ako bude teraz Anita pokracovat v rieseni wulohy? — po tejto
otazke ocakavame rozdelenie Ziakov na skupiny (postupuji vo vlastnom rie-
seni rovnako ako Anita, nepostupuju rovnako, ich riesenie sa iba ¢iastoc¢ne
podoba Anitinmu, atd.). Ak mé ucitel priestor a ¢as, mozu vzniknit tieto
skupiny aj fyzicky, ¢im vyucovacia hodina ziska na dynamike. U¢itel ocakava,
ze Ziaci, ktori st v roznych skupinach, buda odpovedat rozne podla ich vlast-
ného zapisu v zoSite a podla presvedcenia, Ze prave ich rieSenie je to spravne.
Zaujimavé su najmé nazory, ktoré hovoria, aki matematickt operaciu Anita
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pouzije. St povolené do istej miery aj rozhovory medzi Ziakmi, ucitel sa vSak
neprikloni ani k jednej z moznosti, hoci je spravna. Ak niektory zo ziakov
zmeni v procese riesenia tlohy nazor na svoje vlastné riesenie, prejde do inej
skupiny.

8. Je Anitina odpoved sprdvna? — nasleduje diskusia o tom, ¢i Anita odpovedala
spravne alebo nie, resp. ¢o mohla urobit inak. Vitané st ndzory vsetkych
ziakov, aby ucitel ziskal prehlad, kto ako o tlohe premysla. AZ v tejto chvili
mé byt ziakom jasné, Ze Anitine rieSenie je spravne a ukéze sa, ktorej skupine
ziakov sa mé ucitel eSte venovat a ktortt moze za spravne rieSenie pochvalit.

9. Ako by wyzeralo riesenie tejto ulohy pomocou obrazka? — Pre tych ziakov,
ktorym tloha robila problémy, je vhodné jej zadanie a rieSenie nazorne vi-
zualizovat a tym pomoct k zlepSeniu porozumenia tlohy. Na zaver sa eSte
vo videu objavi zadanie slovnej tlohy, takze ucitel mdze eSte raz zhrniat, na ¢o
si maju ziaci davat pozor.

Pre buducich uditelov pozorovanie rieSeni jednotlivych Ziakov znamend najméi
odhalovanie, v ktorej etape rieSenia slovnej tlohy nastava u ziaka problém a odpo-
vedanie na otazky typu: Porozumela Anita zadaniu slovnej ulohy? Zostavila sprdvne
matematicky model? Vyriesila sprdvne matematicky model? Interpretovala sprdvne
rieSenie matematického modelu? Je to dobry spdsob, ako Studentom priniest infor-
méaciu o etapach riesenia slovnej tlohy, neostavame vsak len pri strohych odpove-
diach. Chceme vediet, ktora cast videoukazky, ktora veta/zapis ich o tom presved¢il.

Zaujima nas dalej reakcia budiiceho ucitela na Ziacke rieSenie a formulacia po-
mocnych a diagnostickych tloh: Co poviete Anite bezprostredne po rieseni tejto
tlohy? Za ¢o ju pochvdlite? Na c¢o ju je potrebné upozornit? Ako to vietko poviete?
V tejto Casti je dolezity nacvik spravneho formulovania spétnej vizby pre ziaka.
Preto by Studenti mali formulovat svoje odpovede tak, ako by ich skutocne pove-
dali ziacke Anite. Je rozdiel povedat: ,,Ja by som to vypocital tak, Ze...“ a skutoc¢ne
vyrieSit nejaku tlohu. Len vtedy totiZ zistime, kde robime chyby a na ¢om potrebu-
jeme popracovat. Studenti sa tu ucia jednak tym, ze sami formuluju vety adresované
Ziakom a jednak tym, Ze sa navzdjom poc¢uvaju a hladaju sposob, ako vypovede
ostatnych kolegov zlepsit.

Ulohy na formulovanie ot4zok/instrukcii, ktoré pomozu Ziakovi nijst a poucit
sa z vlastnych chyb vyzaduji od Studentov matematické porozumenie tlohe, aj
porozumenie chybe Ziaka. Ucitel matematiky by mal byt schopny namodelovat
situdciu tak, aby sa v nej ukézala chyba, ktort ziak urobil a zaroven pripravit
podobnu situaciu, na ktorej sa ukéze, ¢i doslo k naprave v mysleni ziaka. Okrem
schopnosti formativne hodnotit tak rozvijame aj schopnost tvorit tilohy.

Pozndamka: V pripade zaujmu o video s riesenim slovnej ulohy o Pinocchiovi, kon-
taktujte nds na email: katarina.furconova@qgmail.com.
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Vyuzitie GeoGebry pri rieseni linearnych
optimalizaénych uloh

STEFAN GUBO!

Optimalizacné ulohy su také vgpoctové ulohy, ktorych cielom je najdenie optimdl-
neho riesenia na mnozine pristupnych rieseni. V pripade linedrnych optimalizac-
nych uloh ucelova funkcia je linedrna a vsetky ohranicujuce podmienky sa daju
vyjadrit linedrnymi rovnicami alebo nerovnicami. V prispevku uvddzame grafické
riesenie takychto uloh pomocou dynamického geometrickeho softveru GeoGebra.

!Ekonomické fakulta, Univerzita J. Selyeho v Komérne, guboi@ujs.sk
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Linearna optimalizacna Gloha a jej grafické riesenie

Definicia (Berezny & Kravecovd, 2012): Linedrna optimaliza¢na tloha je optima-
lizacna tloha s n premennymi a m ohranic¢ujicimi podmienkami, ktorti vseobecne
mozno zapisat matematickym modelom v tvare:

f(z) =cx; +cxe+ ... 4+ ¢z, —> opt (max, min) (1.1)
ai1xr1 + aprs + ... ... + a1, >=< b
a91T1 + A2 + ... ... + a9, T, >=< by (12)
A1 1 + Qoo + ... ... + ATy >=< by,
kde b;, ¢; a a;; st redlne konstanty a z; (1 = 1,2,...,m;j =1,2,...,n) st nezname

realne ¢isla. Rovnica (1.1) vyjadruje ucelovia funkciu a ststava nerovnic prip. rovnic
(1.2) popisuje ohrani¢ujice podmienky linedrnej optimaliza¢nej tlohy.

Ulohy linedrnej optimalizacie moZzeme rozdelif do niekolko skupin, napr. virobna
uloha, dopravna tloha, zmieSavacia tloha, rezny plan, priradovacia tloha atd., pozri
(Kolman & Beck, 1995). V dalSej casti prispevku uvedieme riesenie nasledovne;
vyrobnej ulohy:

Firma vyraba dva druhy produktov X a Y. Oba druhy sa vyrdbaju zo surovin
A, B, C a D. Na vyrobenie jednotkoveho mnozstva produktu X firma spotrebuje
2 jednotky zo suroviny A, 2 jednotky zo suroviny B a 4 jednotky zo suroviny C.
Na vyrobenie jednotkového mnoZstva produktu Y firma spotrebuje 4 jednotky zo su-
roviny A, 1 jednotku zo suroviny B a 4 jednotky zo suroviny D.

Zisk z predaja jednotkového mmnozZstva produktu X je 4 EUR a produktu Y
6 EUR.

Na sklade je k dispozicit 16 jednotiek zo suroviny A, 10 jednotiek zo suroviny B,
16 jednotiek zo suroviny C a 12 jednotiek zo suroviny D.

Otéazka: Aké mnozstvd jednotlivych produktov md firma vyrobit zo surovin, aby
dosiahla marimdlny zisk?

Vsetky potrebné tdaje si zapiseme do tabulky (tabulka 1).

Na vyrobu z kusov produktu X a y kusov produktu Y firma spotrebuje 2x+4y
jednotiek zo suroviny A. AvSak k dispozicii ma len 16 jednotiek. Matematickou
symbolikou toto obmedzenie vyjadrime ako nerovnost 2x + 4y < 16. Podobne
pre surovinu B plati nerovnost 2z + y < 10 , pre surovinu C nerovnost 4z < 16
a pre surovinu D plati nerovnost 4y < 12.
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produkty kapacita

X ¥
A 2 4 16
. B 2 1 10
R C 4 0 16
D 0 4 12

zisk 4 EUR 6 EUR
mnoZstvo Xx ¥

Tab. 1: Pociato¢né udaje vyrobnej tlohy

Je zrejmé, Ze firma nemoze vyrobit zaporny pocet kusov akéhokolvek produktu
a preto k podmienkam pridame aj podmienky nezapornosti: x > 0 a y > 0.

Ak firma vyrobi z kusov produktu X a y kusov produktu Y, zisk z predaja
oboch produktov vypocitame podla vztahu f (z,y) = 4z + 6y . Nasou tlohou je
maximalizovat tito tcelova funkciu.

Matematicky model linedrnej optimalizac¢nej tlohy teda mozeme zapisat v tvare:

f(z,y) = 4z 4+ 6y — max

za podmienok: 2¢ +4y < 16
20 +y < 10

4 < 16

4y < 12

x>0, y>0.

Riesenim tejto stustavy nerovnic je kazda usporiadanad dvojica kladnych celych
¢isel, po dosadeni ktorych za z a y dostaneme z kazdej nerovnice stustavy prav-
divy vyrok. Vsetky rieSenia tejto sustavy tvoria mnoZinu pripustnych rieSeni
optimalizac¢nej tlohy. Nasim cielom je nédjst také pripustné rieSenie, pre ktoré mé
ucelova funkcia maximalnu hodnotu.

Grafickd metéda znazornuje riesenia jednotlivych nerovnic stustavy v kartezian-
skej suradnicovej sustave. Z podmienok nezapornosti vyplyva, ze vSetky riesenie
budt v prvom kvadrante, v prieniku Styroch polrovin. Obrazom mnoziny pripust-
nych rieseni je mnohouholnik najtmavsej farby, ktorého strany lezia na hrani¢nych
priamkach prislusnych polrovin (obr. 1).

V tomto mnohouholniku budeme hladat optimélne celoc¢iselné riesenie. Trivil-
nym pripustnym riesenim je dvojica x = 0,y = 0, ktora vyjadruje, ze firma nebude
vyrabat produkty, ale to jej neprinesie Ziadny zisk. Do stradnicovej ststavy zakres-
lime priamku tcelovej funkcie pre Iubovolne zvolenti hodnotu parametra ¢, a bu-
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Obr. 1: Obraz mnoziny pripustnych rieseni vyrobnej tilohy

deme hladat taky bod mnohouholnika, cez ktory prechadza ,najvyssie“ umiestnené
rovnobezka. Vyuzijeme dynamiku softvérového rieSenia a pouzijeme nastroj posuv-
nik softvéru GeoGebra. Lahko zistime, Ze bod [4,2] je obrazom optimélneho riesenia
tejto vyrobnej tlohy (obr. 2). Firma by teda mala vyrobif 4 kusy z produktu X
a 2 kusy z produktu Y.

Vsimnime si, Ze bod [4,2] lezi na prieniku troch hraniénjch priamok polrovin.
V kontexte vyrobnej tlohy to znamena, ze zasoby surovin A, B a C sa pouziju
bezo zvysku.

Obr. 2: Obraz optimalneho riesenia vyrobnej tlohy

69



Zaver

Na zaklade uvedenych mozeme volne Siritelny dynamicky geometricky softvér Geo-
Gebra povazovat za vhodny néstroj pre grafické riesenie linearnych optimaliza¢nych
uloh s dvomi premennymi bez pouzivania poznatkov z vyssej matematiky:.
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Formulator Tarsia — jednoduchy program
pro tvorbu matematickych skladacek

VERONIKA HAVELKOVA!

Prispévek se zabyva programem Formulator Tarsia, ktery umoznuje tvorbu domin,
triomin a gingych her vhodnych k oZiveni procvicovaného uciva nejen v matematice.

Program Formulator Tarsia neni v Ceské republice piili§ znamy a to i pies to, Ze se
miize stat velmi Sikovnym pomocnikem ucitele pti pripraveé didaktickych materiali,
ktery je navic zdarma a podporuje matematicky text. Jako nevyhoda se muze pro
nékoho jevit to, Ze program nabizi prostiedi v angli¢tiné a nikoliv v ¢estiné. Vzhle-
dem k jednoduchému rozhrani programu to vSak nemusi byt prekazkou ani pro ty,
kteri anglictinu neovladaji. Cilem tohoto pfispévku je ¢tenafe seznamit s moznos-
tmi tohoto programu a navodem na jeho pouziti tak, aby byl ¢tenar schopen si
nasledné materialy v programu sam vytvaret.

Stazeni, instalace a prvni spusténi

Program si lze zdarma stahnout na:
http://www.mmlsoft.com /index.php /products/tarsia

IKatedra matematiky a didaktiky matematiky, Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze,
veronika.havelkova@pedf.cuni.cz
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Poté program klasickym zptisobem nainstalujeme. Sympatické je, ze autofi pro-
gramu nevyzaduji zadnou registraci apod. Pfi spusténi programu program nabizi
Tip of day (typ dne), ktery neni nijak dilezity. Pokud nechceme, aby se nam pfisté
zobrazoval, stac¢i odskrtnout policko Show Tips on StartUp a okno zaviit tlacitkem
Close. Nasledné se zobrazi nové okno, které umoznuje vybér z raznych typu sklada-
¢ek. Pod nazvem Standard Jigsaw a Extended Jigsaw se nachéazeji zdanlivé totozné
skladacky. Jediny rozdil mezi nimi je vSak ten, ze u Fxtended Jigsaw mame moznost
zadavat i okraje skladacek a tim zakim sklddani trochu zkomplikovat. Pro tcely
lepsiho popisu nyni zvolime Ezxtended Triangular Jigsaw (princip je vSak v zakladu
stejny u vSech) a klikneme na OK.

Prace v programu

Po zvoleni typu skladacky se jiz zobrazi zakladni rozhrani programu (obr. 1). V dol-
nim panelu se nachazi moznosti zobrazeni, mezi kterymi je mozno prepinat. Polozka
Input umoznuje zadavat jednotlivé dvojice. V pripadé, ze zvolime variantu Fxten-
ded, ndm program umoznuje zadavat i jednotlivé kraje skladacky. Mezi dvojicemi
miizeme piepinat pomoci pravého panelu, kde tlacitka 1 az 18 symbolizuji jednot-
livé dvojice a d1 az d12 symbolizuji kraj skladacky. Poslednim polickem Back Side
of the Card mizeme nastavit zadni popisek skladacky. V polozce Table si mtzeme
zobrazit jiz hotové dvojice, coz je vhodné zejména pro zpétnou kontrolu. Polozka
Output slouzi k tisku skladacky. V jejim pravém rohu mtzeme ménit velikosti vy-
sledné skladacky. Polozka Solution umoziiuje vytisknout feseni skladacky (obr. 2)
a polozka Back Side mtze zobrazit a vytisknout zadni stranu skladacky. Pokud
chceme skladacku vytisknout, musime mit vzdy zvolen ten pohled, ktery chceme
vytisknout. Samotny tisk pak provedeme prostiednictvim ikony tiskarny v hornim
panelu programu. Na stejném misté mizeme soubor ulozit prostfednictvim ikony
diskety.

Nejvice zajimavou, z hlediska tvorby skladacky, je polozka Input, kterou jednot-
livé dvojice zadavame. Text zadame postupné vzdy do sedivého obdélnicku. Velkou
vyhodou tohoto programu je, Ze ndm umozni vkladat nejen bézny text, ale i ob-
razky a matematicky text. Obrazky je mozno vkladat pomoci ikony obrazku, ktera
se nachazi v hornim panelu pod polozkou Standard. Pokud chceme vlozit mate-
maticky text, vyuzijeme polozek Presentation a Content. V téchto polozkach se
nachéazeji rizné matematické symboly, které mizeme rozkliknout a vybrat si ten
znak ¢i rovnici, kterou potifebujeme. Jednotlivé vzorce je mozno do sebe vnotrovat,
podobné jako je tomu u editoru rovnic programu Microsoft Word.
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Obr. 1: Zakladni prostiedi programu

Obr. 2: Vytisknuté feseni z verze Solution
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Pokud se nam pismo na vysledné skladacce zda prilis malé, miizeme velikost
pisma zménit prostiednictvim ikony lupy se ¢tvereckovym pozadim (ve vSech ok-
nech kromé Input). Pokud jsme vSak do skladacky vnofili obrazky, je velmi prav-
dépodobné, ze tyto obrazky budou pii zvétseni pisma presahovat okraje.

Pokud bychom se rozhodli zpétné zménit tvar skladacky, mizeme tak ucinit
prostiednictvim horni nabidky programt polozkou File — Properties — Change do-
cument type, kde si mizeme zvolit jiny tvar skladacky. Program nas vzdy varuje,
ze pri zméné skladacky s vétsim poctem dilkd na skladacku s mensim poctem dilki
muzeme prijit o jiz vytvorené dvojice.

Typy na pouziti v praxi

P1i vytvareni skladacky je vzdy vhodné predem promyslet, kolik ¢asu chceme skla-
dani s zaky vénovat. Pokud chceme zaradit skladani jako kratkou aktivitu, meli
bychom se vyvarovat skladackdm s mnoha dily. Naopak pokud program chceme
pouzit na téma vyrazi ¢i rovnic, je vhodné se vyvarovat pouziti rliznych pismen
jako neznamych, protoze samo pismeno muze napomoci feseni.

V mé osobni praxi jsem pied tiskem verze Output upiednostnovala verzi Solu-
tion, ktera umoznovala tisknout mensi dilky, jez mi pro zaky druhého stupné prisly
jako dostacujici (tato varianta ma vsak tu nevyhodu, Ze neumoziuje vytisknout
polozku Back Side). RovnéZ se mi osvédéilo, kdyz jsem zéktm vytiskla i prazdnou
verzi Solution, na které si pak dilky skladali.

Radu jiz hotovych skladacek naleznete na:
http://www.mrbartonmaths.com /jigsaw.htm

Zaveér

Prestoze neni program Formulator Tarsia prilis znamy, jeho moznosti uplatnéni
jsou velmi siroké. Lze ho vyuzit ve vyuce na prvnim stupni, druhém stupni i na stied-
nich skolach. Program je rovnéz velmi dobie mozné vyuzit nejen ve vyuce matema-
tiky, ale také v celé radé dalsich predmeéti. . .
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Moznosti GeoGebry pri medzipredmetovych
vztahoch matematiky a fyziky

LADISLAV JARUSKA!

Clanok sa zaoberd s moznostami dynamického programu GeoGebra vo vyucovans.
Program je vyuZivany nielen v matematike, ale aj pri riesend fyzikdlnych iloh. Cld-
nok obsahuje niekolko jednoduchiych prikladov ma modelovanie fyzikdlnych javov
a tym na podporovanie medzipredmetovych vztahov matematiky a fyziky.

V stcasnosti moderné technoldgie st integrované vo vicsine oblasti vyucovania.
IKT pontkaji nové moznosti pedagégom aj Studentom na zvysSovanie efektivity
vychovnovzdelavacieho procesu. Jednou takou moznostou aplikovania modernych
technologii do vyucovania je pouzivanie dynamického programu GeoGebra. Geo-
Gebra je volne Siritelny matematicky softvér, ktory bol vytvoreny hlavne na pod-
poru vyucovania matematiky. Spaja v sebe geometriu, algebru a matematicku ana-
Iyzu a mézeme vyuzivat v edukacnom procese od zékladnych $kél az po univerzity.

Moznosti aplikovania GeoGebry

V pedagogickej praxi sa casto stretavame s pripadmi, ktoré nepatria len do tema-
tickych celkov matematiky, ale zaoberaju sa s fyzikadlnymi javmi. RieSenie takych
tloh a problémov potvrdzuje Studentom vyuzitelnost a aplikovatelnost matematic-
kych poznatkov v praxi. Naopak, na hodinach fyziky, pri rieseni tlloh a problémov
sa ziaci presvedcia a potrebe matematického aparatu. Prezentovanie javov prirody
a rieSenie praktickych iloh podporuje posilnenie medzipredmetovych vztahov ma-
tematiky a fyziky.

Na podporu a rozvijanie medzipredmetovych vztahov ndm moze pomoct Geo-
Gebra, ako pomoc pri predstavovani si zmyslu uc¢iva aj problému s jeho aplikaciou
a praktickym vyuzitim v beznom zivote. Pocas riesenia tloh s fyzikalnou tematikou
dobré grafické znazornenie ulah¢i Ziakom cestu k pochopeniu a rozsireniu si mate-
matickej predstavivosti. Problém pri rieSeni horeuvedenych tloh moéze znamenat, Ze
k rieseniu potrebujeme poznatky z fyziky. Tieto tllohy pochadzaju z réznych oblasti
fyziky a vyjadruji vzajomné posobenie medzi matematikou, fyzikou a realitou.

Hlavnymi cielmi praktickych tloh su:

— rozvijanie logického, algoritmického a kritického myslenia ziakov,

LUniverzita J. Selyeho v Koméarne, jaruskal@selyeuni.sk
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— schopnost ¢itat s porozumenim suvislé texty obsahujtce ¢isla, zavislosti a vztahy
a nesuvislé texty obsahujice tabulky, grafy a diagramy,

— pouzivanie réznych sposobov reprezenticie matematického obsahu (text, ta-
bulky, grafy, diagramy),

— naudit ziaka matematicky vyjadrit problémy pozorované alebo zdmerne de-
monstrované v redlnych situdciach,(symboliky a znazornovania),

— motivovat ziaka k ovladnutiu matematického aparatu tym, Ze sa preukdze
jeho potrebnost a ucelnost v praxi,

— ukézat aplikovatelnost preberaného matematického uciva,

— naudit ziaka vyhladavat a zistovat potrebné tidaje pre rieSenie daného prob-
lému,

— naudit ziaka vyhladavat a sledovat jednoduché funkéné vztahy a kvantita-
tivne savislosti vo svojom okoli.

GeoGebra nam pontika moznost grafického rieSenia niektorych tloh, alebo gra-
fickym znazornenim priebehu javov, zavislosti veli¢in podporuje predstavenie si
konkrétnych situacii a problémov. Najjednoduchsie st napr. tlohy tykajice sa po-
hybov (priamociary rovnomerny pohyb — grafické rieSenie sustavy dvoch linearnych
rovnic s dvoma nezndmymi, alebo rovhomerny zrychleny pohyb, volny pad — kvad-
ratickd rovnica, funkcia).

GeoGebra pri rieseni tloh s fyzikalnou tematikou podporuje pochopenie niekto-
rych fyzikalnych javov pomocou virtualnych experimentov (volny pad, vodorovny
a Sikmy vrh, pohyby, kyvadlo,...). Umoznuje Tahsie osvojenie si fyzikalnych zéko-
nov (zdkon zachovania energie, premena energie, Ohmov zdkon. Podporuje lepsie
predstavenie si stvislosti medzi fyzikalnymi veli¢cinami a pozorovanie a pochopenie
zévislosti niektorych fyzikalnych veli¢in od ¢asu (rychlost). Z hladiska medzipred-
metovych vztahov umoziuje pouzivanie funkcii a rovnic. Podporuje osvojovanie si
pojmov z roznych oblastiach fyziky, ako napr. pohyby, energia, trenie, kmity, viny,
optika, elektrina, teplo. GeoGebra sa moze pouzit pre objavné vyucovanie, lebo
podporuje experimenty a matematické objavy. lepsie pochopenie tloh s fyzikalnou
tematikou.

Priklad 1

Z mesta naraz odstartovali dve auté. Jedno auto vykonava rovnomerny priamociary
pohyb, pohybuje sa stalou rychlostou 25m/s. Druhé auto vykondva rovnomerne
zrychleny priamociary pohyb, pociatoénou rychlostou 0m/s a zrychlenim 1m/s?.
Kedy a v akej vzdialenosti od miesta Startu sa stretnti?
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GeoGebra nam pontka grafické rieSenie tilohy, kde zobrazime grafy (s, t) linear-
nych funkcii (obr. 1).
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Obr. 1: Grafické riesenie 1. prikladu

v1 = 25m/s — rychlost rovnomerného priamociareho pohybu

s1 = vy - t — drdha rovnomerného priamociareho pohybu

So =yt + %a - t? — draha rovnomerne zrychleného priamociareho pohybu
vo = 0m/s — pociatoénd rychlost — vy -t =0

Pri grafickom rieseni rovnomerny priamociary pohyb opiSeme pomocou linearne;j
rovnice, ktort chapeme a znazornime ako linedrnu funkciu. Rovnomerne zrychleny
pohyb opiseme pomocou kvadratickej rovnice, ktora chapeme ako kvadratickt
funkciu.

Priesecnik grafov je vlastne rieSenim tlohy, kde prva stradnica znamena cas,
a druhd stradnica drahu, t.j. A = (50, 1250).

Pocas rieSenia pouzitim posuvnikov médme moznost zmenit hodnoty v zadani,
ktoré su rychlost nakladného auta, osobného auta a oneskorenie osobného auta.

Dalsia moznost spojenia matematickych poznatkov a fyzikalnych javov je zob-
razenie a popis pohybu matematického kyvadla.
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Priklad 2

Zobrazenie pohybu matematického kyvadla

Na hodindch matematiky sa ziaci stretavaju s trigonometrickymi funkciami.
Zobrazenim pohybu matematického kyvadla ukézeme Ziakom moznost vyuzitia ma-
tematickych poznatkov v dalSej oblasti fyziky.

Matematické kyvadlo je vlastne hmotny bod zaveseny na vlakne stélej dlzky
— [ zanedbatelne malej hmotnosti — m. (napr. ocelovd gulocka zavesend na tenkom
nepruznom vlékne).

Pohyb zaveseného telesa na vlakne znazornime v stradnicovej stustave, kde mé-
Zeme pozorovat vychylenie v zavislosti ¢asu, a dlzky vldkna. (obr. 2)

Doba kmitu matematického kyvadla je priamo timerna druhej odmocnine dlzky
kyvadla a nepriamo timerna druhej odmocnine tiazového zrychlenia.

2 1
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Okamzita vychylka matematického kyvadla
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Casovy priebeh

Obr. 2: Zobrazenie pohybu kyvadla
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Doba kmitu je ¢as, za ktory kyvadlo prejde napr. z jednej krajnej polohy do dru-
hej a spit. Doba kyvu je polovica doby kmitu.

GeoGebra nam poskytuje pomoc aj pri popise a zobrazeni pohybu kyvadla.
Pomocou posuvnikov méme moznost zmenit parametre kyvadla.

Nasledujicom priklade je znazornenéd dalSia oblast matematiky — parabola.
Moznost aplikovania matematickych poznatkov Ziakom ukiZeme pomocou Sikmého
vrhu.

Priklad 3
Sikmy vrh z nenulovej vysky h

Je zndme, Ze ak hodime kamene rovnakou zaciato¢nou rychlostou, ale pod rov-
nakym elevacnym uhlom, tak najdalej dohodime kamenom, ktory sme odhodili
pod elevacnym uhlom « = 45°. Samozrejme v tomto pripade kamen v istom pri-
blizeni povazujeme za hmotny bod, ktory sa pohybuje sa priblizne po parabolicke;j
drahe (povazujeme ho za dostatocne maly a tak neuvazujeme jeho rotéaciu okolo osi
prechédzajicej jeho taziskom). Vo vakuu v zemskom tiazovom poli by sa pohyboval
po skutocnej parabole. (obr. 3)

Dalej gravita¢né pole povazujeme za homogénne.

X

Obr. 3: Rozlozenie vektora zaciatocnej rychlosti vy vrhnutého hmotného bodu

Vztahy pre vrh dostaneme z vyslednych vztahov Specidlnou volbou smeru za-
¢iatocnej rychlosti a vysky nad rovinou, v ktorej sa vrh zacina.
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Vo vodorovnom smere v rovine zvolime sturadnicu z a jednotkovy vektor ¢z,
vo zvislom smere zvolime suradnicu y a jednotkovy vektor j. Pohybu castice (ka-
metia) vo vodorovnom smere nebrani odpor prostredia, ani ina sila, preto si zacho-
vava prislusnu zlozku rychlosti vy = vy, ktorou bola hodena. Pohyb v smere osi z je
teda pohybom s nemeniacou sa rychlostou — pohyb rovnomerny. Vo zvislom smere
podlieha castica tiazovému zrychleniu, takze v smere osi y ide o pohyb s konsStant-
nym zrychlenim, ¢ize o pohyb rovnomerne zrychleny. Pohyb po parabolickej dréahe
v tomto pripade opiseme pomocou dvoch priamociarych pohybov.

Vektor zaciatoc¢nej rychlosti vy vrhnutého hmotného bodu si rozlozime na dva
navzajom kolmé vektory vy a vy, ktoré st rovnobezné s osami kartezianskeho sys-
tému, do ktorého cely vrh zakreslime. Pre velkosti tychto vektorov moZzeme napisat:

Vx = U COS (

vy = vpsina — gt
Pre stradnice Tubovolného bodu, ktory lezi na trajektorii vrhu plati:
T = Vgt cos «

1
y=h-+vtsina — Eth

Cas dopadu:

_ vypsina + Vvgsin® a4 2gh
g

tq

Dlzka vrhu — vzdialenost dopadu:

vosin a + /v3 sin® a + 2gh
9

d = vy cos «

Maximalna vyska vrhu:

V2 sin® o

29

Tym sme ziskali zavislost obi dvoch suradnic z a y od ¢asu. Na vizualizaciu
pohybu hmotného bodu potrebujeme v GeoGebre spojit horeuvedené dve rovnice.
(obr. 4)

Pri znazorneni pohybu bodu GeoGebra ndm pontka moznost zmenit parametre,
ktoré ovplyviiuju pohyb bodu A. Posuvnikom sme priradili nasledovné veli¢iny:
zacCiatond vyska bodu A, eleva¢ny uhol «, zaciato¢na rychlost vy.

Tento priklad je narocnejsi, lebo k vizualizacii potrebujeme spojit do jednej
rovnice dve meniace sa veli¢iny, t.j. siradnice z a .

h = h +
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t=0 h=15 a=54° v,=12.8
104 @ & @ —

Obr. 4: Model Sikmého vrhu z nenulovej vysky h

Zaver

Pouzitim vizualizacie a modelovania pocas vyucovania podporujeme motivaciu
a predstavivost ziakov a zvySujeme efektivitu vyucovacich metéd. Vytvaranie virtu-
alnych dynamickych modelov pomocou GeoGebry prinasa nové moznosti aj v obja-
vovani matematickych stvislosti. Vhodna vizualizacia podpori porozumenie stivis-
losti, poméaha pri vySetreni vlastnosti pojmov aj vztahov medzi veli¢inami. V ¢lanku
sme chceli poukizat na moznosti vizualizacie matematickych poznatkov vo vyuco-
vani fyziky a tym na dolezitost medzipredmetovych vztahov. Vytvorené applety
mozu prispiet k lepsiemu pochopeniu vSeobecnych vztahov a poméhat aj v rieSeni
uloh.
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OTEVRENA HODINA

KLUB PRATEL MATEMATIKY — DETI Z RUZNYCH TRID
prvniho stupné ZS Vojtésska, Praha 1

Tvorba problémi jako motivacni faktor i jako

nastroj intelektového rozvoje ditéte

MICHAELA KASLOVA!

V praktické ukazce se ¢leny Klubu ptratel matematiky (KPM), ktery existuje jiz
25. rokem, jsme méli moznost sledovat, co nadprimérné zaky 1. stupné ZS strhne
a jak na to reaguji, kam az miizeme v narocich na né zajit.

Zakladem aktivizace nadprimérného zaka je predevsim preneseni zodpovédnosti
na ného samotného. Jsou zde tfi tskali:

1)

Radost z novosti, avSak u vétSiny z nich je jen, pokud citi smysluplnost.
Touto smysluplnosti chapeme nejen pouhou aplikaci do praxe, ale i odborné
zdivodnéni, které leckdy uditel neni schopen pohotové dodat (naptiklad:
je to cviceni, kdy musi spolupracovat obé mozkové hemisféry; uvidime, jak
pracuje tvoje dynamicka predstavivost v makroprostoru; probirame minulost,
abychom pochopili, o co jsme nebo nejsme dal nez pred x lety;. . . ).

Potéseni z poznavani funguje u vsech, ale u nadpolovi¢ni vétsiny je soucasné
zapojeni podminéno tim, zda citi nadéji na ispéch. Jejich dosavadni tFidni
zkusenost a vyspéla autoevaluace, casto podporena skolni zkusSenosti, ze se
technologie driluje, ze feSeni trva dlouho, nez se k nécemu dospéje, nebo zvyk
vSe relativné snadné ve tfidé resSit naraz, prevazné vhledem, vedou k tomu,
ze rychle vyhodnoti miru namahy. Pak hraje roli nikoli primarni motivace
— radost ze samotného Teseni a vyfeseni, ale prebira hlavni roli kontextova
motivace — o ¢em to je, jaky je namét, zda jsou k tomu zajimavé pomicky
¢i oblibené nastroje véetné PC nebo interaktivni tabule.

Neoblibené jsou tulohy, kde se musi hodné psat, nebo je nutné zapama-
tovat si vice fakt jednotlivé, piipadné ve struktufe. K tomu je zak veden
vlastni vytvorenou tradici (od materské skoly udivuje okoli Fesenim zpaméti,
rovnéz od materské skoly v diisledku toho je u né€ho nizsi grafomotoricka zku-
senost, nyni si je védom tohoto handicapu a obtize s psanim ¢i jeho Gpravou
jsou demotivujicim faktorem casto i tehdy, bylo-li by to pro ného funkéni).

IKatedra matematiky a didaktiky matematiky, Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze,
michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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Pojeti klubu (KPM) a moZnosti aplikace do vyuky

Zminéni zaci se uci od 3. ro¢niku intenzivné cizi jazyk, v matematice pracuji nebo
pracovali podle uc¢ebnic M. Hejného, avsak ani tyto materialy neobsahuji dostatek
primérené naroc¢nych tloh respektujicich specifika skupiny vysoce nadprimérnych.
V letosnim roce ma KPM 20 ¢lenii.

Filosofie KPM je od pocatku (1990/91) zaloZena na dobrovolnosti a na kultivo-
vanosti mysleni a jeho projevii, obsahové se zamérujeme na objevovani matematiky
v Sirokém kontextu (prostor je svét, vesmir, ¢as od velkého t¥esku po dnesek), me-
todou objevovani (od ndhody k systému) dospivame k zobectiovani a k porovnavani
dil¢ich vysledki z rtiznych oblasti si ukazujeme cestu k abstrakci, k propojenosti
okruhi, zjistujeme, jakymi riznymi zptusoby komunikovat jednu a tutéz myslenku
(rizné komunikacni kédy) a tim objevujeme pojitka mezi aritmetikou, prvni algeb-
rou a geometrii. Zaméstnani nadprimérného ditéte ma byt nejen tvorivé, ale i ,,déle
trvajici“ (nez tkoly pro primérné zéky) a mélo by smérovat k obecnéjsim rovinam
nebo k prechodu z jedné Grovné obecnosti do druhé. K tomu slouzi i ukazky aktivit
s uvedenim naslednych moznosti.

Ukazkova hodina a zasazeni aktivit do didaktickych retézcu

Aktivity v hodiné byly do jisté miry prifezem posledniho obdobi. Slo o aktivity
z n€kolika didaktickych Tetézci v rizné fazi rozvinuti. Jde o praci s vékové i intelek-
tové heterogennim kolektivem nadprimérnych zakt, v ramci tématu je zamérena
na diferencovany pristup.

Ukazka 1:

Hry s fotografiemi (viz Workshop SEMT 11) — promitani fotografii zndmych i no-
vych prostiedi. Zaci maji uvést souvislosti zobrazeného s matematikou. Nejde jen
o objeveni souvislosti, ale ukazuje se rozdil mezi svétem reality a svétem
abstrakce (Marko: ,To byla koule, kdyby nebyla kamenna.“). Tim, ze se Zaci
tentokrat nemohou obrazovky dotknout, jsou nuceni zpres-
nit vyjadrovani. Ukazuje se funk¢nost zvladnuti mate-
matické terminologie — pfesnost a rychlost v komunikaci pri-
nasi radost (ukézka: Ctizddostivy Dan: ,,/To je...no to, to. No,
jak se tomu 1ika?*“ Ostatni mu v dobré snaze napovidaji, coz se
mu nelibi a zvysuje usili). Hra na Co by kdyby sméfuje k pod-
pore pojmotvorného procesu a ukazuje nezavislost nejen
pojmi nejen na materialu, velikosti, barvé, umisténi, ale i vzda-
lenosti, natoceni; zabyvame se nedokonalosti modelt ve svété
reality poukazovanim na to, co jim je spolecné a ¢im se real-
né objekty lisi. Matematika je zde jako nastroj popisu reality
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s presahem do dalsich obort (uréeni rondokubismu, (ne)soumérnosti fasad v souvis-
losti s tim umisténi vchodu a zafazeni do ¢asového obdobi vzniku). Ukazka funguje
jako pripravny stimulator tvorby, ve které mohou uzit analogie.

Navaznost na hru v pristich hodinach: Na tuto ukazku navaze dalsi projekt,
kdy zaci sami pfinesou své fotografie, které budou zadavat jako hadanky ostatnim.

Ukazka 2:

Krajeni prostoru (Hra autorska, autor M. KASLOVA viz napt. Seminafe na UK
PEDF 1995-2014; seminaife Erasmus pro ucitele a studenty z Univerzit Parma,
Bordeaux; konference CIEAEM 2013, text pro NIDV Stimulace logického mysleni
v matefské a zakladni Skole a dalsi publikace). Jeden zdk jde za dvefe, ostatni
se domluvi na jednom objektu, na ktery se béhem hry nedivaji, ale pouze sleduji
hadace. Otazka hadace je ,formulovana“ gesticky: pohybem z upazeni do vzpazeni
a zpét (Je dany objekt prostoru pfede mnou?), nebo z upazeni do predpazeni a zpét
(Je objekt pod touto trovni?); rozhodujici roli hraje natoceni dlani — jsou otoc¢eny
vhledem k té ¢asti prostoru, na kterou se ptame. Pozorovatelé jen kyvaji ANO/NE
podle toho, zda jimi zvoleny objekt (minimalné velikosti aktovky) je ve vymezené
¢asti prostoru. Hra sleduje ¢tyti cile:

1) Rozviji prostorovou orientaci véetné dynamické prostorové paméti
— zde je nutné v kazdém kroku hry rozkrojit dany prostor na dva, které se
od sebe lisi prijatelnosti — je tam hledany prostor ANO/NE.

2) Tato hra je zakim zndma, je velmi oblibend, to prodluzuje dobu hrani a tim
v kratkém obdobi zvySuje pestrost hracské zkusenosti. Jeji pritbéh od po-
c¢atku po dnesek prosel velmi rychle od ndhodného ,hadani“ po uziti sys-
tematické a ekonomické strategie. I v ukézce se projevil vliv emoci
na schopnost zapamatovat si, na co se jiz zak ptal. Odkryly se strategie,
jak pamét podpofrit.

3) ANO/NE hraji roli vyhodnoceni pravdivosti vyroku: Je pravda, ze hle-
dany objekt je v ¢asti prostoru, na ktery se ptdm? Hra tizce souvisi s logikou.

4) Soucasné pii hie dochazi k transformaci komunikac¢niho kédu od gest
ke sloviim a zpét. Tato transformace déla zacatecniklim potize, které se
i u nadpriumérnych mohou projevit rizné — Septaji si; zhorsi se pamét pro jiz
vyznacené; v tichosti si neuvédomuji tak rychle, ze pokud predmeét neni
v prostoru pred nimi, ze musi byt v opacné Casti a na tu se ptaji zbyte-
¢né zvl1ast.

Navaznost v jedné hodiné na opakovani hry béhem Sesti dnua: Hra
po svém opakovani (6 dni vZdy v tydennim odstupu) pred 3 mésici doséhla jiz uziti
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rozvinutych strategii. Tato faze umoznila zaktm zadat tvotivy tkol: Jak na jeden
a odpovédi podléhaly vseobecné diskusi. Marko: ,,Je jedno, kde to (hledany objekt)
bude?“ Dan: , To muze byt jak uprostied, tak v rohu?“ Vojta: ,,To by byly rtzné
strategie.“ Simon: ,Ale to jde! Prosté bez ohledu na to.“ Michal: ,To si neumim
predstavit.© Terezka: , Tak to udélej, jak myslis. Ja taky, pak se podivame.“ Aneta:
»,Ja vim. Nemusi to byt zrovna ptilka tridy, ale ptlka zbytku. Kdyz nevime, ¢eho
ptlka, tak jako ptlka t¥idy.“ Simon: , Tak jsem to myslel.“ Artur: ,J4 nevim.“ Ma-
lik: ,, Tomu nerozumim.“ Terezka: ,,Délej to jako ja ...!“ Ucitelka: ,,Kazdy to udéla
podle svého a pak to porovname. Dilezité bude, jestli to zakreslené budete umét
precist.“ Po dokonceni prace se ,obrazky“ rozlozily a hodnotilo se, zda vSechny
zaznamenaly tutéz strategii, pokud ano, tak ktery zadznam je nejsrozumitelnéjsi.

Zaznamy odpovidaly optimalni strategii; bylo mozné je rozdélit do dvou skupin
podle miry obecnosti: a) dité si zvolilo a vyznacilo polohu objektu, je zazname-
nana optimalni strategie; zde jde o konkrétni situaci, kterou lze obménit; b) objekt
nebyl vyznacen, pak déleni na dvé poloviny nebylo na konkrétni dvé poloviny, ale
na dveé ¢asti toho prostoru, ktery po predchozim dotazu a hodnoceni dotazu prichéazi
v tvahu. Pro kontrast uvddim i zdznam mimo Klub (obr. 1).

Ukazka 3:

Ulohy typu Zebra (tentokrat na 3 trojice/¢tvefice). Tyto tilohy Zaci fesili poprvé
na posledni schiizce. Nyni dostali novou a obtizn€jsi ilohu k feSeni pomoci troju-
helnikové metody, kdy se seznamili, jak vyslovené informace graficky zaznamenat
do ,trojuhelniku“. Novy tkol: Prec¢ist zaznamenané informace. K feseni pak zaci
pouzili usuzovani, avsak v priibéhu reseni zjistili, Ze jim k jednoznac¢nému resSeni
néjaké informace chybi. Po jejich doplnéni zaci feseni dokoncili. Na ukazce se ne-
dokazali dost koncentrovat, proto jsme se k praci vratili bez hostii.

Navaznost v této hodiné: vytvor tlohu typu Zebra (tfi trojice). Zde Zaci
vyzadovali kontext, ukazalo se, Ze je tvorba takového typu tlohy sama o sobé mo-
tivujici, avSak vyhledavat kontext je pro tyto zaky ,zbyteéné* zatézujici (na rozdil
od bézné t¥idy) i tim, Ze jsou si védomi kulisovosti kontextu a nepieberného mnoz-
stvi volby kontextu. Tim se vyrazné lisi od ostatnich zaki, pro néz je radosti volit
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si kontexty, ale obtizi je sestaveni tilohy. Na Zebry jsme se zamérili az po 14 dnech,
predpokladala jsem, Ze vymizi pocit relativniho netispéchu pti ukézce a ze na situace
budou nahlizet nové.

Ukazka 4:

Hra SHIKAKU je zaloZena na orientaci v roviné — ve ¢tvercové siti. Cilem hry je
rozdélit dany obdélnik /¢tverec na mensi, nepfekryvajici se pole, ke kterym zname
plochy, ale nikoli jejich tvar. V nékterych jejich ¢tvercich sité jsou zapsana cisla,
ktera udavaji, jak velké pole méme ohranicit, a nasim tkolem je najit hranice
zvazovanim moznosti a usuzovanim. Spravné zadani ma mit jen jedno feSeni.

Ukéazka navazovala na dvé dvacetiminutové aktivity v pfredchozich setkanich,
kde si zaci vyzkouseli jak feSeni, tak hodnoceni zadédni — mé/nemé jediné feSeni.
Pokud nebylo jediné mozné, hledali jsme dodatkové pravidlo tak, aby feseni bylo
jediné (napfiklad je-li vice moznosti, musime zvolit ¢tyfthelnik). V zavéru zkouseli
sami takové zadani vytvorit.

Pracovali jsme s poli: 6x6, 5x7, 9x7.

Navaznost v dalSich trfech hodinach: hra
MINY ve ¢tvercové siti (rozpracoval student Vaclav
Chalupa) nikoli na pocitaci, ale na pracovnich listech.
Prvni dvé tlohy se Tesily také na tabuli — kazdy na-
vrzeny krok musel byt doprovazen argumentaci, aby
fesitel ostatnim dokazoval, zZe jde o jistotu. Napriklad:
a) ,...tady musi byt mina, protoze...“, b) ,...tady
mina byt nemuze, protoze...“. Pokud nastal pripad
b), zakim bylo sdéleno ¢islo, které je na tomto misteé.
Cislo ve étverci udava, kolik min se v okoli ¢tverce
nachézi, coz predstavuje u vnitiniho ¢tverce 8 moznosti, u krajového 5 moznosti
a u rohového 3 moznosti. Pokud pole predstavovalo nejistotu, nékteri jako Marko
vykrikovali i miru rizika: ,,...Jje to jedna ku jedné; ...to je tak tretinova Sance, ze
tam nic nebude; to je nebezpecény — nevidim to ani na padesat procent.

V této hodiné navrhl zak Ondra Pecka feSit miny v trojuhelnikové siti.
MEél si to pripravit na dalsi hodinu, ale protoze chybél, zkouseli jsme spolecné, jaka
pravidla by v takovém pripadé ,trojuhelnikové® miny musely mit. Navrhli jsme
pro pfipad a) 3 moznosti, ptipad b) 12 moZnosti.

Varianta a) zaktm pripadala moc jednoduché a také problematické na jednoznac-
nost obsazenosti poli, tak jsme Tesili jednu tlohu v trojihelnikové siti ve varianté
b) viz obrazky. Pro nékteré byl problém v orientaci, pro zavislost poli na poctu
sousedil: vnitini pole ma 12 sousedii, krajové pole 7 sousedti a rohové 3 sousedy,
respektive obtiz byla v soustredéni a plosné paméti, ktera pole jiz byla vyhodnocena
a ktera ne.
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Navrhla jsem miny v Sestitthelnikové siti, ale v porovnani s trojihelnikovou
siti se zaktim zdal navrh prilis jednoduchy (6 sousedt). Proto jsem jim takovou
situaci predlozila k feseni az nasledujici hodinu. Tam jim najednou vadily i situace
nejednoznacné, o kterych diive radi diskutovali; tato sit pro miny nebyla pfijata,
ale vyzkouseli jsme ji. Domnivam se, ze Slo jiz o nasyceni kontextem.

Shrnuti

Samotné izolované ulohy zaky sice zaujmou, ale efekt mtize prinést pouze gradované
zietézeni takovych tloh (v tom smyslu, jak to propagoval Koman na prednéaskach
UK PedF). Na druhou stranu je nutné podotknout, Ze nadprimérné zaky prilis
nezaujme ,problémovy fetézec*, u kterého se pracuje se stejnym kontextem. Cesta
do hloubky u nich vede casto pres obmény a vlastni tvorbu nebo takové zmeény,
ze nasledné situace alespon na pocatku povazuji za zcela nové, odlisSné a odkryti
podobnosti je pro né novou odmeénou, jako tomu bylo naptiklad mezi Shikaku a Mi-
nami. Z uvedenych divodi je zaznam ,,ukézkovych aktivit“ zarazen do retézce tak,
aby bylo vidét, nejen na co zaci navazovali, ale i co dale nasleduje. Naslednost
zde neni hypoteticki. Casovy odstup ¢lanku od ukazky umoziiuje popsat, jak zaci
reagovali v nasledujicich hodinach.
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Aplika¢né tlohy zo stochastiky pre 8.roénik ZS

7ZUZANA KELLNEROVA, JAROSLAVA BRINCKOVA!

PouzZitie medzipredmetovych aplikacnych uloh vo vyucovani je pre Ziakov motiva-
crou pre ziskavanie matematickiych poznatkov a tieZ upevnovanie poznatkov z ingych
vyucovacich predmetov. Trojdimenziondlny model kocky, ktory spaja obsah vyucova-
nia matematiky, matematickeé kompetencie a urovne ndrocnosti slizi ako pomocka
pri vytvdrani a analyze uloh. V prispevku uvddzame pohlad a poZiadavky ucitelov
matematiky k tvorbe aplikacnych uloh a tieZ ukazky uloh s vyuzZitim medzipredme-
tovych vztahov.

Pocet pravdepodobnosti je prezentovany v matematickej literatture ako hotova de-
duktivna teoria, ktora ma svoje pevné miesto v matematike ako vede. V oblasti
vyucovania matematiky pouzivame pojem stochastika ako spojenie elementov po-
¢tu pravdepodobnosti a matematickej statistiky, ktory zahtna tiez kombinatorické
elementy a elementy popisnej Statistiky. (Plocki, 1997) Vo vyucovani stochastiky
ide o osvojovanie si stochastickych pojmov a vztahov medzi nimi, ¢o sluzi ziakom
na ich aplikaciu v praktickych tlohach a situaciach.

Predmet matematika je podla Stitneho vzdelavacieho programu zamerany na
rozvoj matematickej kompetencie. Medzinarodna stidia PISA definuje 8 matema-
tickych kompetencii, pricom kazdu charakterizuje na troch trovniach narocnosti
osvojenia si uciva, a to uroven reprodukcie, prepojenia a uroven reflexie.

Matematické kompetencie, obsah predmetu matematika a jednotlivé trovne
osvojenia si uciva ziakom tvoria tri dimenzie vyucovania matematiky, na ktoré je
potrebné brat ohlad pri priprave tloh, samotného vyucovacieho procesu ako aj po-
Cas jeho realizcie a hodnotenia. Na zobrazenie tejto skutocnosti ndm moze sliazit
nasledujici model kocky (obr. 1).

Na modeli mozeme vidiet jednotlivé prieniky danych troch dimenzii, pricom
kazdej zo 120 oblasti priradime konkrétny obsah, matematickii kompetenciu ako
aj urover, na ktorej si ziak dané ucivo ma osvojit. Uvedomenie si tychto kategdrii
je tiez vybornou pomdckou pri tvorbe tloh, ako aj ich triedeni ¢i pouziti pri kon-
krétnej casti vyucovacej hodiny v zavislosti na jej cieli. Takato kategorizacia tloh
v matematike ulahc¢uje ich efektivne vyuzitie vo vyucovani matematiky.

Zékladom vzdelavania je podla Statneho vzdelavacieho programu interdiscipli-
narny pristup pri osvojovani znalosti a sposobilosti ziakova rozvoj ich analytickych
a kritickych schopnosti. Medzipredmetové vztahy st podmienené existenciou jed-
notlivych vyucovacich predmetov v skolskom systéme a odrazaju objektivne exis-
tujice medzivedné vztahy.

'UMB Banska Bystrica, zuzanakellnerova@gmail.com, jbrinckova@gmail.com
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Obr. 1

Vhodnym prostriedkom na zvySovanie Grovne pravdepodobnostného myslenia
u ziakov a zaradenie medzipredmetovych vztahov do vyucovania matematiky s
aplika¢né ulohy. Aplikacné tloha je definovana ako akt alebo situacia hladania
pravdy, informacie, poznatku o niecom, vyzaduje od ziakov skiimanie faktov alebo
principov, vyskum a badanie. Aplika¢né tlohy vedu ziakov k aktivnemu uceniu
a zapamitaniu si u¢iva. Ziaci pri ich rieSeni maji zodpovednost za svoje vlastné
ucenie, a tiez spajaju osvojené vedomosti a zru¢nosti s readlnym svetom. (Brinckova,
2010)

Aplika¢né tlohy sme vytvarali na zadklade poziadaviek ucitelov matematiky,
ktoré vyplynuli z vysledkov dotaznikového prieskumu na zakladnjch skolach. On-
line prieskumu sa ztcastnilo 52 ucitelov matematiky na ZS.

V prvej otazke sme zistovali, ¢i uCitelia povazuja siucasné ucebnice matematiky
za dostatoné pre vyucovanie pravdepodobnosti a Statistiky. VicSina uditelov, az
88 % opytanych uc¢ebnice za dostatoéné nepovazuje (vid graf 1).
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Ano 6 12%
Nie 46 88 %

Graf 1

V druhej otazke sa ucitelia vyjadrovali k tomu, ¢i maja k dispozicii dosta-
tok tuloh, ktoré vyuzivaju medzipredmetové vztahy. Podobne ako v prvej otézke,
aj v tomto pripade vii¢Sina ucitelov (85 %) nemé dostatocné mnozstvo takychto
materidlov (vid graf 2).

Ano 8 15%
Nie 44 B85 9%

Graf 2

Tretou otazkou sme zistovali poziadavky ucitelov na typy tloh, ktoré by v zbierke
uloh zo stochastiky privitali. Ucitelia mali v tejto otdzke moZnost oznacit viac odpo-
vedi st¢asne. Najviac z respondentov oznacilo moznost aplikacné tlohy (vid graf 3).

Standardné uéebné dlohy Standardné uéebné dlohy 22  42%

Problémové Glohy problémaové Glohy 21 52%
. L, projektové dlohy 31 60%
Projektové lohy aplikacné tlohy a9 79%
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Ukazky aplika¢nych uloh na vypocet pravdepodobnosti:

1. okruh: Rozdelte dané udalosti na isté, pravdepodobné a nemozné:

A S e

‘ ruského panovnika.

Napoleon Bonaparte porazil v ,Bitke troch cisarov
Knieza Metternich sa zucastnil bitky pri Slavkove.

Panovnici Ruska a Anglicka sa stretli 9. juna 1915.
V bitke pri Solferine bolo prvykrat pocas boja pouzité motorové lietadlo.

Otto von Bismarck bol nepriatelom Habsburskej monarchie.

2. okruh: Mame pred sebou vsSetky mineraly, ktoré sa nachadzaji na stupnici
tvrdosti. Z kazdého typu mame prave jeden kus:

1.

AKk4 je pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrany mineral bude tvrdsi ako dia-
mant?

2. Aké je pravdepodobnost, Ze mineral bude tvrdsi ako apatit?

3. S akou pravdepodobnostou vyberiem mineral tvrdsi ako kremen?

4. AkK& je pravdepodobnost, Ze ndhodne vybraty mineral bude tvrdsi ako topéas

alebo miaksi ako fluorit?

V tabulke ¢. 1 je uvedena analyza tloh na zadklade ich zaradenia a narocnosti:

Cislo Zaradenie Zaradenie ulohy Uroven
okruhu | Glohy

1 Matematika — | Vymedzenie problémov a ich riesenie | Uroven
Dejepis Argumentacia reprodukcie

2 Matematika — | Rozmyslanie a usudzovanie Urovei
Biologia Modelovanie prepojenia

Pouzitie symbolického, formélneho

a technického vyjadrovania a operacii

Tab. 1

Vybrané tlohy sme pouzili pocas vyucovania matematiky v dvoch paralelnych
triedach 8.roc¢nika zakladnej skoly v Banskej Bystrici, kde Ziaci individualne alebo
v skupinkéch riesili vybrané tlohy a nasledne sme spolu diskutovali o ich rieSeni.

Pri rieseni prvého okruhu tloh sledovali Ziaci jednotlivé zadania cez DATA-
-projektor, pricom kazdy z nich mal k dispozicii tri karticky s napismi ,ista uda-
lost“, ,moZné udalost“ a ,nemoznéa udalost“. Ku kazdej udalosti mal zodvihnit
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jednu karti¢ku podla toho, ¢o si mysli, teda o akt udalost ide. Ziaci 8. A triedy
mali najvacsi problém s urcenim udalosti 1 a 5 a vécsSina ziakov 8. B triedy urcila
nespravne udalosti v Castiach 3) a 4). Dévodom pre scasti odlisné vedomosti z danej
dejepisnej témy v tychto triedach moze byt skutoc¢nost, Ze maja roznych udcitelov
dejepisu. Celkovo vSak mozeme povedat, Ze vicsiu Gast udalosti Ziaci uréili spravne.

Pri rieseni druhej tlohy pracovali ziaci v skupinach, pricom mali k dispozicii
ucebnicu bioldgie, kde nasli aj stupnicu tvrdosti mineralov. Po rieseni v skupinach
sme so ziakmi diskutovali o spravnych rieseniach. V otazkach 1-3 mala viac ako
polovica ziakov spravne riesenie. Problém vsak bol s riesenim stvrtej tlohy, ktoru
spravne vyriesilo iba 25 % ziakov.

Na konci vyucovacej hodiny nasledoval rozhovor so Zziakmi, v ktorom sme zisto-
vali, ¢i si1 zvolené tlohy pre nich zaujimavé a motivacné. Vacsina ziakov uviedla, ze
s podobnymi tllohami z pravdepodobnosti sa eSte nestretli, povazovali ich za zauji-
mavé a tiez ocenili, Ze sa pocas riesenia takychto tloh dozvedeli nieco nové aj z ostat-
nych vyucovacich predmetov.

Literatura

[1] BRINCKOVA, J. (2010). Vyucovanie matematiky z pohladu siucasnej skolskej
reformy (Tvorivd praca ucitela matematiky). Vyd. 1. Banskd Bystrica: Uni-
verzita Mateja Bela, 200 s. ISBN 978-80-8083-936-9.

2] PLOCKI, A. (2004). Pravdepodobnost okolo nds. Ruzomberok: PFKU.
ISBN 80-89039-51-0. Dostupné z http://www.ineko.sk /ostatne/matematicka-
gramotnost

Vyuzitie e-testov pri rozvijani schopnosti odhadu
v Skolskej matematike

LiLLA KORENOVA!

Aktivity v skolskej matematike, ktoré vedi k odhadom st velmi doleZitou siucastou
matematického vzdeldvania. Jednou z uloh skolskej matematiky je prepojenie medzi
skolskou matematikou a redlnym svetom, matematizaciou redlnych situdcii a vytva-
ranim matematickych modelov. V redlnom Zivote casto mepotrebujeme presny vypo-
cet, stact nam odhad. Prepojenie redalneho sveta so skolskou matematikou je jeden

'FMFI Univerzita Komenského v Bratislave, korenova@fmph.uniba.sk
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z dovodov zaradenia aktivit na odhad do vyucovania matematiky. Digitalne prostre-
die, hlavne moznosti e-testov mozu vyraznou mierou pomoct pri rozvijani kompe-
tencie odhadu u Ziakov. V prispevku poukdZeme na mozZnosti rozvijania schopnosti
odhadu pomocou digitalnych technologii.

V Statnom vzdeldvacom programe pre vzdeldvaciu oblast Matematika a praca s in-
forméciami (ISCED2 a ISCED3) sa nachadza zmienka o odhade na mnohych mies-
tach. Vo vzdelavacom standarde daného dokumentu sa uvadza, ze ziaci by mali
vediet odhadnit vzdialenost (na metre), povrch a objem telies, odhadnut velkost
uhla, znazornit ¢ast celku na zdklade odhadu (aj v kruhovom diagrame), odhadnit
vysledok poctovych operacii, odhadnut rieSenia na zaklade grafického znazornenia
(tabulky, diagramy).

,Kritickym myslenim, konstruktivistickym pristupom a zaroven ziskanymi ski-
senosfami si m4 ziak postupne budovat odhad danej matematickej situacie.“ (Zil-
kovéa, 2009)

Prieskumom sme zistili, Ze ucitelia maji na dosiahnutie tychto cielov méalo mate-
ridlov, uloh a aktivit a ¢asto pre nedostatok ¢asu zaraduju tlohy na odhad v mensej
miere do vyucovania. V stcasnosti ziaci ziju v digitalnom svete a digitalne tech-
nolégie sa aj v skolach vyuzivaju stéle castejsie. Preto mézu byt e-testy zamerané
na rozvoj kompetencie odhadovat efektivnym néstrojom.

V SirSom ponimani je e-test elektronicky interaktivny material, zalozeny na
systéme otdzok a hladani odpovedi vytvoreny nielen na meranie vedomosti, ale
aj na dosahovanie vyucovacich cielov (teda moze sluzit ako nastroj pre inovativne
vyucovacie metddy). E-testy sa daju vyuzit nielen v ucebniach vybavenych pocita-
¢mi alebo notebookmi, ale do popredia sa dostava aj ich vyuzitie pomocou tabletov.
Jeden z najznamejsich softvérov pre tvorbu e-testov, ktoré si uc¢itelom volne do-
stupné je HotPotatoes.

Typy uloh na odhad

Ulohy v ramci vyucovania matematiky zamerané na rozvoj ziackej kompetencie
odhadovat méZeme triedit podla niekolkych hladisk.

Z hladiska tcelu mézeme delit tlohy na ziskanie urcitej skiisenosti (odhad miery,
poctu) a na tlohy, pri ktorych ziak logickym myslenim dospeje k spravnemu odhadu.

Ulohy na odhad podla Samkovej mozeme delif na:

— odhady kvantitativne (numerosity estimates), ktoré este delime na
1-dimenzionalne (odhad poc¢tu koralkov na $nire)
2-dimenzionalne (odhad poc¢tu Iudi na ndmesti, poctu aut na parkovisku)
3-dimenzionalni (odhad poc¢tu bonbdénov v pohari, poctu tehal na palete)
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— vypoctové odhady (computational estimates)

— odhady miery (measurement estimates), ktoré este delime na
1-dimenzionélne (odhad dlzky, vzdialenosti, vysky, obvodu, ¢asu)
2-dimenzionélne (odhad obsahu, povrchu, velkosti uhla)
3-dimenzionéalne (odhad objemu, hmotnosti) (Samkova, 2013)

Z hladiska zaclenenia tloh do tematickych okruhov rozlisujeme tGlohy na odhad
v nasledovnych okruhoch:

— (lisla, premennd a poctové vykony s ¢islami.
— Vztahy, funkcie, tabulky, diagramy.
— Geometria a meranie.

— Kombinatorika, pravdepodobnost, Statistika.

V nasledujtcej ¢asti uvadzame niekolko ukazok e-testov:

e Vizualny odhad:
Ziaci maju za tlohu odhadntt v urditom ¢ase pocet objektov.

Estimation Games

Find the answer fast ... you also get points for being close!
Try every game, and don't worry if you make mistakes, you will get better with practice
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MathsisFun.com v0.94

View Larger

Obr. 1 (http://www.mathsisfun.com/numbers/estimation-game.php)
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e Odhad miery:
Ziaci maji za tlohu odhadntt relativnu dizku tsecky a uhol v stuptioch.

Estimation Games

Find the answer fast ... you also get points for being close!
Try every game, and don't warry if you make mistakes, you will get better with practice

> 5

MathslsFun.com v0.94

Obr. 2 (http://www.mathsisfun.com/numbers/estimation-game.php)

A lost alien has been spotted at 149°.

Oh no! That alien was not r
Alien Angle: 149° Your Angle: 125°

Aliens Found: 0/1 Precision: 24°

Set the an_g_le

Obr. 3 (http://www.mathplayground.com /alienangles.html)
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Zaver

Nastupom vypoctovej techniky sa coraz menej kladie déraz na rychle a presné
mechanické vypocty, dolezité je, aby ziaci pochopili kazdy krok vypoctu, krok algo-
ritmu rieSenia. Preto sa dostévaju do popredia tlohy, kde Ziaci st niiteni premyslat
a pocitat v hlave, odhadovat. Ulohy na rozvoj kompetencie odhadu st preto délezi-
tou sucastou skolskej matematiky. Na rozvoj tejto schopnosti st vhodné aj e-testy.
Ziaci mozu riesit ulohy individualne, kazdy svojim tempom a maji okamzitd spatnt
vizbu. Je vhodné, ak pri tlohach, kde Ziaci si mozu vytvorit uréita stratégiu od-
hadu, dostali spatni véizbu vo forme navodu na vhodnu stratégiu. Takéto e-testy sa
nachadzaji na internete viac¢sinou v anglickom jazyku. Vhodnym softvérom na vy-
tvorenie takychto e-testov je softvér HotPotatoes.

Prispevok wvznikol vdaka podpore projektu KEGA 094UK-4/2018 E-matik+, Kon-
tinudlne vzdeldvanie ucitelov matematiky.
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Proces reseni slovnich uloh zZaky prvniho stupné
MICHAELA KRALOVA!

Prispévek se zabyvad teoretickymi vychodisky procesu reseni slovnich uloh Zaky prv-
ntho stupné. Jsou zde popsany pristupy vybranych autori ve snaze vystihnout jejich
zasadni myslenky a poukazat na stycné plochy.

Slovni dlohy jsou obecné vnimany uciteli i zaky jako obtizna partie skolské matema-
tiky. Jejich TeSeni mtze byt do zna¢né miry nezavislé na znalostech a dovednostech
ziskanych ve vyucovani. V RVP pro ZV je pfimo zakotvena dtlezitost slovnich tloh
a feseni nestandardnich problémi, kdy je nutné uplatnit logické mysleni. Zaci se uci
resit problémové situace a tlohy z bézného zivota, pochopit a analyzovat problém,
utfidit tdaje a podminky, provadét situacni nacrty, fesit optimalizacni tlohy. Re-
seni logickych tloh, jejichz obtiznost je zavisla na mife rozumové vyspélosti zak,
posiluje védomi zéka ve vlastni schopnosti logického uvazovani.

Pro porozuméni matematickému problému (slovni tloze) a jeho feseni
je zapotiebi matematického uvazovani, coz je jedna ze slozek matema-
tickych schopnosti, které vytvari specifickou slozku inteligence. Ma-
tematické uvazovani mtzeme tedy chapat jako jisty zptisob mysleni,
ktery se projevuje porozuménim podstaté tlohy a jejim vyresenim
(Geary, 1996).

Reseni slovnich tiloh znamen4 aplikaci matematickych znalosti a po-
tvrzeni tirovneé jejich zobecnéni. Zpusob, jakym zak tlohu tesi, signali-
zuje uroven jeho matematického uvazovani. Schopnost pochopit pod-
statu slovni tlohy znamena jistou nezavislost na ciselném zapisu pri-
kladu, tedy na jednoznac¢né formulaci toho, co ma byt feseno. Jedna se
o urc¢itou generalizaci. Dosazeni této iirovné lze chapat jako jednu z fazi
vyvoje matematickych dovednosti a uvazovani (Vagnerova, 2001).

Jednim z dulezZitych cilti vyu¢ovani matematiky je podle F. Kufiny (1989) naucit
zaky matematiku aplikovat, coz je ve skolské matematice naplnovano pravé resenim
tloh. Na trovni ZS jsou dillezité slovni tlohy, v nichZ je obvykle popsana néjaka
realnéd situace a ukolem Tesitele je urc¢it odpovédi na polozené otazky. Je velmi
¢innostni, ikonické (obrazek, schéma) a symbolické (rovnice apod.). Cinnostnim
modelem mohou byt, napt. kaminky, pocitadlo. Na prvnim stupni jsou tyto mo-
dely nezastupitelné, jelikoz umoznuji aritmetické operace ¢innostmi a tim pomahaji

17S a MS Praha Vinof, KMDM PedF UK, michala.kralova@post.cz
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zaktim hloubéji si osvojit, napr. vlastnosti pocetnich tikont. Ikonicky model pred-
stavuje prepis textu tlohy s minimalnim pouzitim slov a s ndzornym vyjadrenim
vztahi, o néz v realné situaci jde. Symbolicky model je popis urcité realné situace
v jednoduchém konvencénim jazyce, pomoci symbolt. Dilezité je, aby model vyja-
difoval pro zaka presvédciveé redlnou situaci, aby v ném vidél prehlednéjsi informaci
o tloze nez v ptvodnim slovnim vyjadieni. Pokud Zaci fesi tilohu pfimo (na zékladé
uvahy, vhledem), nenutime je modely vytvaret.

Georg Polya (1971), ze kterého vychazi fada autord, tvrdil, ze feseni problému
(aloh) je praktickd dovednost a jakoukoli praktickou dovednost lze ziskat imitaci
a nacvikem. Resitel tedy miize svou dovednost fesit problém rozvijet jednak pozo-
rovanim jinych tesitelil a spolupraci s nimi, jednak opakovanim a procvicovanim.
Proto je pro zaky velmi dtlezita vzajemna prezentace feSeni a spolecna diskuse.

Pro tspésné feseni slovni tlohy je podle M. Hejného a N. Vondrové (1999) za-
sadni jeji uchopeni. Autori rozliSuji ¢tyri etapy procesu uchopovani slovni tlohy.
Resitel si nejprve vytvoii predstavu, ¢eho se tloha tyka, a vzpomind, zda uz po-
dobnou tulohu fesil. Poté eviduje vztahy mezi objekty tlohy a zapiSe, oznaci nebo
nakresli, co je ddno a co ma zjistit (napf. pomoci Sipek). Nakonec si feSitel vytvori
predstavu o tloze jako celku a na zakladé toho vyvodi strategii, jak bude tlohu
resSit. VSechny vysSe zminéné etapy se prolinaji, resitel se k jednotlivym fazim vraci.
Pokud zak tloze neporozumi, dochazi k rezignaci, podvadéni, ndhodné kalkulaci
nebo ndhradnimu uchopovani. Mnoho zaki se snazi ulohy tesit na zakladé signal-
niho slova ze zadani, na zakladé vzpominky — tzv. proteticky uchopovaci proces.
Zak zvoli strategii feSeni na zakladé protetického poukazu, tedy informace (signalu),
kterd mu asociuje kalkulativni proces, jakym ma danou tlohu fesit (Hejny, 1999).
Signaly pouzivame bézné v nasem kazdodennim zivoté, urychluji komunikaci mezi
lidmi. Mohou byt ovSem také nositeli nedorozuméni a omyld a v matematice vést
ke zvoleni Spatné TesSitelské strategie. Na zakladé tohoto je velmi zadouci a vhodné
predkladat zakim tlohy s tzv. antisignalem, tedy signalem, kde danému slovu ne-
odpovida jeho bézna operace, ale pravé operace opacna (Hejny & Kufina, 2001).

Etapu uchopovani zminuje jako jednu z fazi fesitelského procesu také J. No-
votné (2000). Tato etapa zahrnuje uchopovani vsech objektt, vztaht, identifikaci
téch, které se tykaji fesené situace, eliminaci téch, které jsou ,navic“, a ziskani
celkového vhledu do struktury problému. Nésledujici etapa transformace zajistuje
prenos odhalenych vztahti do jazyka matematiky a vyreseni odpovidajiciho mate-
matického problému. Posledni etapa znamena navrat. Takto popsany reSitelsky pro-
ces se v praxi nemusi ¢asto objevovat, miizeme v ném pozorovat odchylky, resitel se
miize k jednotlivym etapam vracet ¢i pripadné néjakou vynechat. Vhledem rozumi
ucelené pochopeni vztahti mezi prvky vystupujicimi v zadani slovni alohy a uvédo-
méni si souvislosti. Prvotni odraz zadani slovni tlohy v hlavé feSitele bez ohledu
na jeho zverejnéni chape jako reprezentaci. Mohou nastat situace, kdy si TeSitel
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nevystaci s reprezentaci vytvorenou pouze v hlave, projevi se potieba ji sdélit. To
muiize mit pri¢inu ve slozitosti struktury resené tulohy, kdy reSitel zatim neziskal
dostatecny vhled. Pri prevadéni slovné zadaného problému do vhodného systému
znaku (referen¢niho jazyka) dochéazi ke kédovani, které feSiteli pfinese tspornéjsi
zaznam dat, podminek a feSeného problému. Zaznam lze pojmenovat jako legendu
(zépis slovni tlohy). Resitel ma k dispozici rfizné referencni jazyky, tim padem
pro jednu ulohu vznikaji rizné legendy (strucéné zapisy, obrazky, diagramy apod.).
74k, ktery ma obtize p¥i ¢teni s porozuménim, se ziskanim vhledu do struktury
vztahi v zadani nebo mu chybi dostate¢né matematické zazemi pro vyreseni prob-
lému, mize Glohu Tesit strategii pokus-omyl. Pfi tomto zplisobu feSeni mohou nastat
tyto pripady: A) Resitel prohlasi za vysledek své feseni z prvniho pokusu, neprovede
kontrolu, zda toto jeho feseni vyhovuje podminkam zadani, nehleda dalsi mozna
feSeni. B) Regitel kontroluje sviij vysledek, zda vyhovuje podminkdm zadani. Re-
seni oznaci za spravné. Nasleduji dvé mozné cesty — resitel dale nehled4 jind mozna
reSeni, nebo se snazi nalézt jesté dalsi feseni. Tato dalsi feseni mize opétovné hle-
dat cestou pokus-omyl, ovsem vétsSinou ma jiz do ulohy vhled a nepracuje déle
nahodné. C) Resitel pfi kontrole spravnosti svého vysledku zjistuje, ze tento vy-
sledek nevyhovuje. Mtze opét postupovat dvéma zplisoby — ukoncit feSeni nebo
hledani dalsiho feSeni a to bud opét pokusem-omylem, nebo zvolit jinou strategii
pri hledani feSeni na zakladeé predchozi zkuSenosti.

Resenim slovnich tiloh se dlouhodobé zabyva také M. Ticha (1998). Na zakladé
svého vyzkumu potvrzuje skutecnost, Ze vizualni reprezentace (obrazkova, ikonicka)
miize zaktim pomahat pti uchopovani slovnich tloh, ale zaroven poukazuje na skute-
¢nost, ze nemusi byt vhodné pro vSechny zaky. Nekteri zaci pouzivaji obrazky jako
ilustraci svého feseni — ilohu nejprve vytesi (napf. tsudkem) a poté, ve snaze toto
reSeni potvrdit, jej doplni ilustraci. Ovsem nakresleni obrazku jesté neznamena, ze
zak loze a jejim podminkach porozumeél a uchopil tilohu takovym zptisobem, ktery
ho dovede ke spravnému reseni. U velkého mnozstvi zakii se objevuje metoda feseni
experimentalni cestou (pokus-omyl). Jsou i takovi zaci, ktefi se nesnazi ilohu ucho-
pit, ale za kazdou cenu ,néco vypocitat® a svou energii vénuji provadéni vypoctu.
Vyzkum potvrdil skutecnost, zZe ¢im starsi zak je, tim vice preferuje symbolicky za-
pis proti vizualnim reprezentacim, feSenim experimentalnim apod. Pritom znakovy
systém do jisté miry brzdi zakovu tvorivost a schopnost vytvaret modely. Starsi zaci
nejsou uspésnéjsi pri feseni slovnich tloh, jsou pouze zbéhlejsi v pocetni technice.
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Vyuka elementarni matematiky pro posluchace

s rozdilnymi vstupnimi znalostmi na oboru
Arts management na VSE

ONDREJ MACHEK, HANA SCHOLLEOVA!

Obor Arts management vyucovany na Vysoké Skole ekonomické v Praze ma za cil
profesni pfipravu odbornikt se zaméfenim na management kulturnich organizaci.
Typickym absolventem zminéného oboru neni ekonomicky analytik, ale naptiklad
filmovy producent, feditel divadla nebo kastelan hradu. Vétsina studentt daného
oboru nemé k matematice kladny vztah, pricemz mezi studenty se nutné najdou
extrémy, napr. absolvent konzervatore bez vyuky stredoskolské matematiky nebo
Zerstvy maturant z matematiky na gymnaziu. Na VSE standardné probihaji pfi-
jimaci zkousky z matematiky, avSak v pripadé oboru Arts management prijimaci

!Fakulta podnikohospodéiska, Vysoka skola ekonomicka v Praze, ondrej.machek@vse.cz, hana.scholleova@vse.cz
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zkouska obsahuje pouze nékolik logickych tloh. Studenti vSak matematiku potte-
buji v oborové povinnych predmeétech, zejména v ekonomii, tcetnictvi, financich
nebo v zakladech statistiky. Z téchto divodi byl akreditovan predmeét pokryva-
jici nutné minimum matematiky vhodné pro navazujici predméty, ktery se nazyva
Kvantitativni nastroje pro Arts management.

Obsah vyuky a hodnoceni studentt

Struktura student a jejich znalosti byla predem neznama. Pomoci interaktivni
tvodni hry na tvorbu a FeSeni piikladu (Venniv diagram a FeSeni soustavy rovnic)
jsme zjistili, Ze p¥iblizné 30 % posluchac¢t maturovalo z matematiky a cca 80 % jich
mélo na stfedni skole matematiku. To vSak znamend, Ze priblizné 20 % studenti
absolvovalo stredni umélecké skoly. Vychozi znalosti studentii tak byly pomérné
heterogenni. Vyuku déle komplikoval fakt, Ze se jednalo o hromadnou prednasku
pro vice nez 50 osob a dotace byla pouze 90 minut tydné. Obsah vyuky bylo proto
nutné adaptovat pribézné s ohledem na znalosti studentt a jejich schopnost pra-
covat s nabytymi informacemi. Postupné doslo k zarazeni nasledujicich témat:

e Binarni operace, asociativita, komutativita, distributivita.

e Poméry, procenta, prevody jednotek.

e Vyuziti pfimé a neptfimé tmeérnosti v ekonomickych tlohach.

e Rovnice a nerovnice a jejich soustavy.

e Vlastnosti funkci, transformace grafu funkce.

e Posloupnosti a fady, nekone¢na geometricka rada.

e Financ¢ni matematika.

e Zaklady optimalizace a feseni zakladnich tloh linearniho programovani.
e Limity a derivace funkci, vySetfovani pritbéhu funkce.

7 dtivodu rozdilnych znalosti a malého ¢asového prostoru byl pri vyuce kladen
diraz na pribéznou praci v podobé ¢tyr online domacich tkolid a ¢tyt pribéznych
testll. Doméci tikoly byly ndhodné generovany z databaze, do které jsme v pritbéhu
pripravy vyuky pridali vice nez 200 prikladt. Dochazka byla nepovinna, pricemz
absentujici studenti méli moznost sledovat postup vyuky a vyuzivat pribézné pfi-
pravované ,pracovni listy“ s priklady na procviceni. Studenti také mohli pti testech
pouzivat ruc¢né psané ,tahaky“ ve formatu Ab. Naproti tomu testy nebyly jedno-
duché a byly zaméfené na schopnost vyuziti logickych postupti a metod v praxi.

V pribéhu semestru bylo mozné ziskat 50 % bodu, zavéreény test pak tvoril zby-
vajicich 50 %. K Gspésnému absolvovani bylo nutno ziskat minimalné 60 % bodt.
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Vysledky

Priprava vyuky a prace se studenty v natolik heterogenni a rozsahlé skupiné stu-
dentti se ukazala jako velmi naro¢na. Presto naprosta vétsina studentti prospéla. Ko-
necné vysledky jsou uvedeny na obrazku 1. Klasifikace byla nasledujici: 0-59 bodi
nedostatecné (znamka 4), 60-74 bodt dobfe (znadmka 3), 75-89 bodu velmi dobte
(znamka 2), 90-100 vyborné (znamka 1). Fakt, Ze znamek ,vyborné“ bylo velmi
malo, je zfejmé zpusoben urditou fragmentaci bodovéni za prubéznou praci, nebot
ztratit deset bodl ve ¢tyrech domacich tkolech a ¢tyrech pribéznych testech je
pomérné snadné. Obr. 1 také znézornuje rozdéleni cetnosti dosazenych bodt.
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Obr. 1: Konec¢né znamky studenti a rozdéleni ¢etnosti dosazenych bodt do skupin

Nejvétsi zpétnou vazbu poskytovala anonymni evaluace pfedmétu studenty (pted-
métova anketa). Evaluace ukézala, Ze navzdory tomu, Ze matematika byla u cilové
skupiny studentid pomérné neoblibené, nebyl pfedmét vniman negativné a studenti
si odnesli nové poznatky. Pouze 17 % studentt oznacilo obsah predmétu jako ne-
zajimavy a 19 % studenti uvedlo, Ze se v kurzu mnoho nenaudili. 60 % studenti
hodnotilo obtiZznost kurzu jako pfiméfenou a 89 % studentii uvedlo, Ze jsou s kva-
litou kurzu spokojeni.

Studenti dale ocenili skutecnost, ze méli moznost ziskat v semestru body za pri-
béZznou praci a pouzivat pri kontrolnich testech vzorce. Aktivni studenti také oce-
nili format cviceni/prednaska s moznosti pti vykladu procvicovat probiranou latku.
Kladné byla také hodnocena moznost zopakovat si ,praktickou matematiku® na-
misto vyssi matematiky, kterou néktefi studenti nepovazuji za vyuzitelnou. Nékte-
rym studentlim se naproti tomu nelibila vyssi naroc¢nost testi, rychlé tempo a Siroky
zabér predmétu a nebodovana dochazka.
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Celkovy dojem pedagogu

Mezi nejvétsi problémy patftila bezesporu nevyrovnanost studenti ve smyslu vstup-
nich znalosti matematiky. Vyuka dale ukazala, Ze nelze spoléhat ani na zakladni
znalosti (napf. vyjadfeni nezndmé v rovnici, nemoznost déleni nulou, pofadi ope-
raci), a to ani u gymnazist. Zustava tedy otazkou, jakym zptisobem je mozné
v oblasti zakladni a stredoskolské vyuky matematiky zlepsit tyto zakladni znalosti,
které studenti potfebuji i v bézném zivoté. Dalsim poznatkem je zjiSténi, ze stu-
denti se Casto snazili vyhnout se grafickym fesenim tloh a namisto toho se snazili
problém fesit numericky, coz v fadé pripadt vedlo k netspésnému feseni prikladu.
Studenti méli také problém spojit vice znamych nastroji v jednom ptikladu a ma-
tematizovat slovné zadanou tlohu. Prekvapivym pozitivnim zjisténim je ale fakt,
ze nové probirana témata (linedrni programovani, pokrocila finanéni matematika)
nakonec vykazovala slusnou taspésnost.

Zaveér

Pro praci s pocetnou skupinou studentii s rozdilnymi vstupnimi znalostmi by jisté
bylo vhodné studenty oddélit podle vstupni trovné, coz vsak v tomto pripadé
bohuzel nebylo z organizac¢nich diivodd mozné. Pti vyuce byl bran velky ohled
na studenty bez absolutoria stifedoskolské matematiky, kterych vsak byla mensina.
Doporucovali bychom proto v podobnych situacich zvysit diiraz na samostudium
a naslednou kontrolu zakladnich témat, coz vsak vytvari pozadavek na studijni
materialy, napt. ve formé skript. Bylo by také vhodné vice se vénovat pokrocilym
tématiim a neztracet prilis mnoho casu na zakladech, coz snizi rychlost u probirani
pokrocilejsich témat, na kterou si nékteri studenti stézovali. Dale je mozné konsta-
tovat, Ze studenti preferuji zabavné tlohy s pfibéhem a také jim vyhovuje pristup
wkucharky* (naucit se aplikovat postup na konkrétni tilohu). P¥i tom je vSak nutné
zachovat samostatné mysleni a zdlraznit navaznost na praktické aplikace. Zajima-
vou otazkou také zlstava, ¢im je zptlisobeno, ze nékteri absolventi stfednich skol
maji potize s porozuménim a aplikaci grafického znazornéni matematickych tloh
(vnimani oznaceni os, identifikace zavisle a nezévisle proménné), kdyz se denné
v médiich s nejriznéjsSimi typy graft vSichni setkavame.

Literatura

[1] COAD, M., et al. (2011). Mathematics for the International Student. Mathe-
matical Studies. Auckland: Haese & Harris Publications.
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Vyuka matematiky metodou CLIL — jak sladit
jazykové a matematické cile vyuky

HANA MORAOVA!

PredloZeny prispévek popisuje a analyzuje vyukovou jednotku Prvocisla, kterd byla
vedena v anglickém jazyce v 6. tride zdakladni skoly s rozsirenou vyukou jazyki.
Zdci, kteri se vijuky tcastnili, jsou na jazykové tdrovni A1/A2. Autorka ukazuje, Ze
vybrand matematickd témata jsou vhodnd pro vyuku v anglickém jazyce 1 u Zaka,
jegichz jazykove kompetence nejsou jesté na vysoké urovni.

CLIL

Schopnost pouzivat cizi jazyk znamend mnohem vice nez znét jeho slovni zasobu
a mluvnici a mluvit v dokonale utvofenych vétach. Vyuka jazykd je obklopena
myty, mnoho z nich zkresluje predstavy o tom, co nejvice pomaha pro dosazeni
uspéchu. Stale existuji ucitelé, kteri jsou presvédceni, ze jazyk je tfeba pouzivat
co nejpresnéji, predchazet chybam a s produktivnimi ¢innostmi vyckavat, az bude
u zakl zak na dostatecné vysoké trovni. Tim ale popiraji zédkladni principy osvo-
jovani si jazyka. Stejné tak jako malé dité miize mit rozvinutou schopnost dorozu-
mét se pomoci pouhych nékolika slov, miize kazdy zak pouzit s velkym tuspéchem
rizné jazyky, i kdyz je jeho gramatika nedokonald, znalost slovni zasoby omezena
a vyslovnost nepfesna. (Marsh & Langé, 2000) Pokud se rozhodneme, Ze chceme
dat zaktm vice prostoru pro prirozené osvojovani si ciziho jazyka, vyuka metodou
CLIL je jednim z vhodnych prostfedki. Vyuka metodou CLIL (obsahové a jazy-
kové integrované vyucovani) umoznuje, aby se jazyk stal prostfedkem, nikoli cilem
komunikacni situace. Jak upozornuji Novotna a Hofmannova (2000), obsah a jazyk
jsou rozvijeny ve vzajemném vztahu a vyuka je zalozena na dvou zakladnich cilech
— obsahovém a jazykovém.

CLIL prispiva k dobrému pocitu, protoze umoznuje zazit ispéch, i kdyz tieba jen
skromny. Otevira cestu k dalsimu zdokonalovani. Tajemstvi je ukryto v tom, Ze se
zurocuji pozitivni postoje mladych lidi k cizim jazykim a motivace vede k dosazeni
co nejlepsich vysledka jak v jazyce, tak v odborném predmétu. (Marsh & Langé,
2000) Zkusenosti ukazuji, ze vyuka touto metodou mize byt motivujici pro zéaky,
kteri nemaji prilis kladny vztah k cizimu jazyku, ale maji pozitivni vztah k pred-
métu vyucovaném v tomto jazyce, coz v dlisledku miize vylepsit vztah zakt k cizimu
jazyku. Diky metodé CLIL mohou pfi komunikaci v cizim jazyce prozivat uspéch
a mohou predc¢it spoluzaky, ktefi jsou obvykle v hodinach ciziho jazyka lepsi.

'Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze, moraova@seznam.cz
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Vyuka metodou CLIL v poslednich letech vzbuzuje velky zajem. V soucasné
dobé roste pocet zakladnich skol, které vyuku metodou CLIL zavadéji na 2. a nékdy
i na 1. stupni. Zatimco pro vyuku nékterych predmétt v cizim jazyce je podle vy-
nosu ¢. 9/2013 MSMT (MSMT, 2013) tieba povoleni MSMT a vyuku je tfeba
zajistit ucitelem, jehoz tiroven v cizim jazyce je na trovni C1 podle Spolecného ev-
ropského referen¢niho ramce pro jazyky, pro vyuku metodou CLIL staci jeji uvedeni
ve Skolnim vzdélédvacim programu. Pfitom metoda CLIL stanovuje, Ze pii vyuce
musi byt cizi jazyk pouzit alesponn v 30 % vyucovaciho ¢asu, zatimco v prvnim
pripadé je tfeba, aby byla veskera vyuka vedena v cizim jazyce.

Postupné rozsitovani pouzivani metody CLIL s sebou nese nékteré otazky. Jaci
ucitelé mohou metodou CLIL ucit, které predméty jsou pro vyuku metodou CLIL
nejvyhodnéjsi? Na 1. stupni se zda byt nejvhodnéjsi metodu CLIL vyuzivat v pred-
métech jako vytvarna vychova nebo Svét prace, na 2. stupni se jako velmi vhodny
predmét jevi matematika, nebot jde o pfedmét velmi ndzorny. Pii vhodné volbé
témat a obsahil si zaci vystaci s pomérné zakladni slovni zasobou a znalosti pri-
tomného Casu a rozkazovaciho zpisobu. Pokud v déjepisu ¢i vychové k obcanstvi
zjednodusime jazyk, bude to ¢asto znamenat vyrazné omezeni odborného obsahu.
V matematice lze ale vyuzivat velmi jednoduché jazykové struktury a vyrazy, které
jsou Zaci schopni zvladnout jiz na trovni A1/A2.

Planovani a prubéh vyuky

Nasledujici text popisuje dvé vyucovaci hodiny matematiky, vedené metodou CLIL.
Obsah, ktery byl pro tuto vyuku zvolen, byla prvocisla, jazykové cile byly sta-
noveny jako procviceni rozkazovaciho zptisobu a rozsiteni slovni zasoby v oblasti
¢isel a jejich vlastnosti. Zaci se dosud ve vyuce matematiky s definici pojmu prvo-
¢islo nesetkali, Slo o novou latku. Pti planovani vyucovacich hodin autorka dbala
na peclivou analyzu jazyka, ktery bude v kazdé ¢asti hodiny potieba. Ve tridé bylo
pritomno 22 zakd. Autorka je na zacatku hodiny upozornila, Ze je v jejich zajmu
minimalizovat komunikaci v ¢eském jazyce.

Na tvod zaci dostali za kol pracovat ve dvojicich se ¢tvereckovanym papirem
a rozdeélit tfi zadana cisla do vSech moznych ¢tvercti a obdélnikt. Jedno z trojice
zadanych cisel bylo vzdy prvocislo, zaci méli objevit, ze jedno ze zadanych cisel 1ze
zakreslit pouze jako obdélnik ,¢islo krat jedna®, zatimco ostatni dvé umoznuji vice
moznosti zakresleni. Jazyk potiebny pro tuto tlohu byl identifikovan jako divide,
square, oblong. Autorka na tabuli ukézala ilustrativni priklad, aby vSichni zaci
védeéli jak postupovat. Ukazala, ze ¢islo 12 Ize rozdélit jako 1x12, 2x6, 3x4, 4x3, 6x2
a 12x1. Poté zaci zah4jili samostatnou praci ve dvojicich. Autorka praci ve dvojicich
peclivé monitorovala, vysvétlovala nejasnosti a opravovala chybné postupy (v jedné
dvojici napiiklad rozdélil 7 na 3,5x2). Po ukonceni této aktivity autorka vybrala
nékolik zakit, aby ostatnim ukazali své vysledky. Poté presla k definici prvocisla.
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Nova slovni zasoba byla prime number, factor, composite number. Ukéazalo se, ze
zaci nemaji jasno v rozdilu mezi lichymi ¢isly a prvocisly, proto autorka na tabuli
pripsala slova odd a even. K prime numbers vypsala ta cisla, kterd zaci objevili
v ramci aktivity, k odd licha ¢isla do 10 a k even suda cisla do 10.

V nasledujici aktivité kazdy zak dostal tabulku s ¢isly od 1 do 100 a kol Find
all prime numbers. Nasledovaly jasné a jednoduché instrukce a postup podle Era-
tosthénova sita. Jazyk potfebny pro tuto aktivitu byl Prepare red, blue, yellow
and green pencils. Ignore number 1, cross it out. Is number two a prime number?
Take a red pencil. Put number 2 in a box. Colour every second number red. Au-
torka na tabuli ukazala, co znamena dat ¢islo do ramecku a co znamena policko
vybarvit. Nazornost je pii vyuce metodou CLIL velmi dulezité, nebot poméhé ja-
zykové slabsim zakim. Prace zakt byla soustavné monitorovana a pripadné omyly
individualné vysvétlovany. Pak nasledovalo stejné zadani pro cislo 3, 5 a 7 a ostat-
nimi barvami. Spravnost feSeni zaci spolec¢né ovérili pomoci interaktivniho cviceni
na http://www.softschools.com /math /prime numbers/prime numbers_up_to_100.

V druhé vyucovaci hodiné zaci pracovali s Prime number maze. Celou fadu riiz-
nych bludist 1ze vygenerovat na http://www.worksheetworks.com /math /numbers/
prime-number-maze.html. Zadani je, napt. Help the frog get to the pond by follo-
wing the path of prime numbers. Jediné problematické spojeni miize byt following
the path. Pokud zaci méli se zadanim problémy, byly feSeny individualné ukazanim
prvnich nékolika ¢isel na cesté. U této aktivity se ukazalo, zZe néktefi zaci jesté dobte
nerozlisuji rozdil mezi prvocislem a lichym c¢islem. Situaci autorka resila individual-
né. Pokud byli zaci pfi reSeni této tlohy vyrazné rychlejsi nez ostatni spoluzaci,
dostali kol navic: tabulku ¢isel od 1 od 100, s niz ve dvojici hrali hru Prime Num-
ber Hunt. Zadéani bylo opét jazykové nenarocné. Play a game. If you cross a prime
number, you get three point, if you put a circle to a composite number, you get
one point. The winner is the person who gets more points. Zadani bylo na interak-
tivni tabuli, a pokud bylo tifeba, autorka ho jednotlivym parim znovu vysvétlovala.
V ramci hry pripomnéli, ktera ¢isla od 1 do 100 jsou prvocisla. K ruce méli své Era-
tosthénovo sito. Efektivnéjsi by aktivita byla, kdyby dvojice pracovaly na pocitaci.
Pak by pracovali bez Eratosthénova sita a byla by vyssi pravdépodobnost, ze udélaji
chybu. Vitéz by pak nebyl ten, kdo zacinal, ale ten, kdo nechyboval.

Ve chvili, kdy vsichni zaci skoncili praci na bludisti, byla hra Prime Number Hunt
ukoncena a zaktim byla pfedlozena nova aktivita. Twin primes are prime numbers
whose difference is two. How many twin primes are there between 1 and 507 V tuto
chvili bylo treba zakim vysvétlit, co znamena termin difference. K tomu autorka
vyuzila tabuli a nékolik priklad s od¢itanim. S pomoci Eratosthénova sita pak zaci
vypsali vSechny vhodné dvojice. Opét bylo nékolik zaku, kteri vypisovali vSechna
licha cisla, jejichz rozdil je 2. Byli to hlavné suverénni Zaci, jejichz angli¢tina je
na vysoké urovni a ktefi nevénovali zadani tlohy dostate¢nou pozornost.
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Poslednim cvi¢enim bylo vyhleddni vSech emirpt od 1 do 100. Zakéim autorka
vysvétlila, ze emirp is prime spelled backwards, ukazala na tabuli pfimo na pisme-
nech EMIRP a uvedla jeden piiklad — 13 a 31. Zaci pak ve svych sitech hledali
vSechny emirpy mezi 1 a 100. Tim byla hodina ukoncena.

Komentare a zavéry

Provedeny vyukovy experiment ukézal, zZe vyuku metodou CLIL v matematice Ize
pouzit jiz se zaky 6. tiid, prestoze jejich znalost anglického jazyka je jesté na tirovni
elementary (A1/A2). Ukazalo se také, Ze hodina vedend v anglickém jazyce je velmi
motivujici pro zaky, ktefi v hodinach anglického jazyka nevynikaji, ale ktefi jsou
nadprimeérni v matematice. Pfes pocatecni nedivéru a nejistotu se prave tito zaci
rychle do jednotlivych aktivit zacali zapojovat a to se znacnym entusiasmem. Na-
opak excelentni angli¢tinafi (napf. chlapec z bilingvni rodiny, ktery neni zvykly
v hodinéch anglického jazyka davat pozor, protoze latku bezpecné zvlada) zazivali
situaci, kdy jim jejich nadprimérné znalosti anglického jazyka nestacily k tomu, aby
jednotliva cviceni Tesili uspésné. Diky pracovnimu charakteru obou hodin se darilo
zaky udrzet pozorné a participujici. Vzhledem k nazornosti jednotlivych aktivit byli
zaci schopni pochopit zadani v anglickém jazyce, nebo jim autorka umeéla se zada-
nim pomoci. Lze tedy Tici, Zze neni tfeba se vyuky matematiky vedené metodou
CLIL obéavat. Neklade nesplnitelné naroky ani na zaky, ani na samotné vyucu-
jici. Pokud Pateman a Lim (2013) varuji, ze matematiku nelze ucit bez rozvinuté
schopnosti formulovat v cizim jazyce, tento experiment ukazuje, Ze i nové pojmy
lze efektivné vysvétlit pii pouze zakladnich znalostech ciziho jazyka.
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Linearni rovnice (Analyza uéebnic ZS)!

ANEZKA NOVAKOVA?Z

Cil a otazky

Cilem je pfedstavit zajimavé a prekvapivé informace analyzy tématu linearni rov-
nice v ucebnicich pro ZS, které vyplynulo z vyzkumu provedeného v diplomové
praci v rdmci projektu GACR P407/11/1740.

Zakladnimi otazkami, které budou probirany, jsou:

e Jaka je forma, srozumitelnost a slozitost tématu rovnic v ucebnicich?

e Jaké kategorie jsou pii analjze ucebnic dilezité a jaké jsou zajimavé?

Forma, srozumitelnost a slozitost

Forma predavani tématu v ucebnicich je, da se fici, pfimérend véku zakt. Co tim
myslim? Definice, véty a diikazy jsou zakim podavany formou jednoduchych vét
k pochopeni (obr. 1). Otazkou je, zda takova forma se déa jesté nazyvat definici.
V podstaté vsechny ucebnice potiebné pojmy vysvétluji dostateéné srozumitelné
a pri podrobném a peclivém studiu se zda, Ze téma rovnic by nemeélo byt tak
obtizné. Formu, srozumitelnost a slozitost nelze hodnotit oddélené. Prolinaji se
i do analyzovanych kategorii. Diky tomu na tato kritéria jesté narazime.

Kategorie analyzy
Motivace

V ucebnicich je mozné vysledovat snahu o vyuziti, resp. pouziti zakovych dosa-
vadnich znalosti a dovednosti. Cim a jak je zak v ucebnici motivovan? Nagla jsem
nékolik zplisobll motivace, napf. motivace v tvodu tématu, kdy autor zaky vy-
bizi ,zkuste vytesit tlohu vlastnim zptisobem,“ ,odhalte kouzlo“ apod. Motivac¢ni
tlohy byvaji nej¢astéji prezentovany formou obrazku (bez/s komentaiem), problé-
mové ulohy na hledani neznamého c¢isla, zajimavé tivodni ulohy, prekvapivé tlohy
v priitbéhu kapitoly, problémové tlohy, tilohy s kouzlem, ilohy s mezipredmétovymi
vazbami a rtzné diskuze nejen nad pojmy.

I Ptispévek z konference Dva dny s didaktikou matematiky 15. 2. 2013.
2Katedra matematiky a didaktiky matematiky, Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze,
anezka.novakova@seznam.cz
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Obr. 1: Definice obrazkem se snadnou formulaci (Coufalova et al., 2007)

Prostredi s modely

Pro systematizaci prostiedi a modelt jsem pouzila terminologii Hejného.
V ucebnicich pro druhy stupen jsem nalezla tlohy v nasledujicim zastoupeni
prostredi:

e Sémanticka aritmeticka prostiedi

— Rovnoramenné vahy
— Autobus
— Ulohy na vék

e Strukturalni aritmeticka prostiedi
— ,Myslim si ¢islo“ (loha s kouzlem)
— Magické ctverce
— Souctové pyramidy a trojuhelniky
— Diagramy

— Tabulky
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e Geometricka prostiedi

— Neznamé rozmeéry pravouhelnikt

Nejcastéjsim a efektivné vyuzitelnym sémantickym prostiedim jsou rovnora-
menné vahy, které mohou byt pouzity nejen jako papirovy model, ale i jako realny
model. Efektivnost vidim v priblizeni manipulativniho procesu s ¢isly a nezndmymi
z rovnice na realnych predmétech, kdy neznama predstavuje konkrétni predméty
a ¢isla, napf. konkrétni hmotnost nebo pocet (obr. 2). Zak ma moZnost experi-
mentem odhalit zakonitosti, které funguji na vahéach i v rovnicich, a tak ve vy-
uce odpada moznost mechanického nauceni se jistjch pravidel. Ulohy na vék jsou
obecné v ucebnicich povazovany za obtizné. Objevuji se velmi zfidka a vétSinou
jen v zavérecné opakovaci c¢asti celku linearnich rovnic. Obtiznost ziejmé spociva
v nesnadnosti matematizace realné situace.

v 5 10 B 5 10
22 181 -i‘?( g

- . ﬁ o 9 Ih s

Obr. 2: Model rovnoramenné vahy (Binterova et al., 2009)

Ptredpokladala jsem, Ze se v ucebnicich budou ve vétsi mite vyskytovat tlohy
na strukturalni aritmeticka prostiedi, protoze zde jde predevsim o abstrakci pojmu
¢islo a zpravidla chybi kontext realného pribéhu, ale v ucebnicich tomu je presné
naopak, tj. objevuji se v malé mife. Svétlou vyjimkou jsou tlohy na ,Myslim si
Cislo“ (resp. uloha s kouzlem), které se vyskytly ve dvou radéch ucebnic. Velkou
vyhodou pfi FeSeni tohoto typu tloh s zéky je, Ze matematika (resp. rovnice) pfi fe-
Seni ulohy ustupuje do pozadi a zak fesi hadanku nebo prichazi na kouzlo, ¢asto
s velkym zaujetim a nasazenim. Kazdé z péti uvedenych strukturalnich prostiedi
jsem nalezla sice v rdznych ucebnicich, az na jednu jiz zminénou vyjimku pouze
v jedné varianté ke kazdému modelu. Ziejmeé i v praxi je ¢etnost pouzivani tako-
vychto tloh velmi nizka, coz je vzhledem k jednoduché variabilité zadani tloh velmi
prekvapivé.

Tteti a zaroven v ucebnicich nejméné zastoupené prostiedi je geometrické pros-
tfedi. Je zastoupeno pouze jednim typem tulohy hledajici nezndmé rozmeéry pra-
vouhelniki (obr. 3). Vyhodou téchto tloh je propojeni geometrickych koncepti se
svétem C¢isel (aritmetiky). Tento typ tloh téz neni tézky na pfipravu a myslim si,
7e zaktm velmi dobife poslouzi. Ulohy Fesi se zaujetim a pFedhanéji se, kdo vymysli
lepsi, rychlejsi nebo snazsi zptisob feseni.
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Obr. 3: Neznamé rozméry pravouhelnikt (Binterova et al., 2009)

Metody Feseni rovnic?

Pted podrobnéjsim predstavenim jednotlivych metod feSeni rovnic je tieba uvést tri
ramcové kroky vysledované ve vSech ucebnicich pro téma linearni rovnice. Na prv-
nim misté jsou pripominky tprav algebraickych vyrazi a pojem proménné. Druhym
krokem je pripomenuti a vysvétleni pojmi a tkonti spojenych s rovnosti a rovnici
(rovnost, rovnice, neznamé — proménné, feseni: proces a kotfen). Posledni, tfeti krok
predstavuje feSeni rovnic s pozdéjsim vysvétlenim ekvivalentnich tprav s riznymi
zpusoby provedeni, resp. metod TeSeni.

Metoda Pokus-omyl

7, didaktického hlediska se jedna o velmi dilezitou metodu. ,,Metoda spociva
ve zkouSeni predpokladanych Teseni. Do zadani feSitel postupné dosazuje cisla
a overuje, zda ziska rovnost, nebo ne. Pokud resitel postupuje podle systematického
klice, vyvozuje ze ziskanych vysledki jisté vztahy, které mu pomahaji pti pochopeni
a budovani pro ného novych metod Feseni.“ (Novakova, 2012: s. 40)

V literatufe je znam jeden piistup, metoda prepdzka (Pirie & Lyndon, 1997), vy-
chazejici z metody pokus-omyl. Do ¢tvereckli oznacujicich neznamou zaci pokusem
omylem doplnuji ¢isla tak, aby rovnici vyresili. Neustalym dopliiovanim takovych
rovnic béhem tydne najdou zakladni moznosti vypoctu s rovnicemi a do 14 dni pry
fesi rovnice typu ax + b = cx + d.

Napiiklad v uéebnici MUAV (Koman et al., 2002) autofi pro zadky pfipravili
mnoho ne zcela béznych slovnich tloh a navic zaky nabadaji, aby tulohy fesili s po-
moci ruznych metod (pf. pokusem, tabulkou, tsudkem).

Tabulkova metoda

Podstatou této metody je vymysleni systematického pravidla pro systematizaci
vysledkil sesbiranych pfi feSeni tilohy s pomoci metody pokus-omyl. Vhodné pou-
7iti tabulkové metody vede k usnadnéni vypoctu Feseni. Zak své vipoéty systema-
tizuje do prehledné formy/tabulky a z vymyslenych vysledkt systematicky oddéli

3Razeni jednotlivych metod je pouzito v souladu s (Hejny, 1989), s vyjimkou ndzvu étvrté metody.
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nespravna, resp. spravna reseni. Je zjevné, Ze se jedna o kvalitativné vyssi formu
metody feSeni rovnic, nez byla metoda pokus-omyl.

Doplfite tabulku, podle T T '
které mizZete z obsahu S (em?) 5| 10| 15| 20| 25 | 30 |
rovnostranného trojuhelniku

uréovat délku jeho stran. & (omj _ s |

Obr. 4: Tabulkova metoda (Koman et al., 2002)

Metoda vahy

Jednd se o zamérnou manipulaci, kterd vyuzivd model rovnoramennych vah
a rovnovahu jednotlivych stran rovnosti. Zak si pifi spravné manipulaci sim uvédomi
jisté vztahy, které je schopen vyjadrit a dale pouzivat i bez opakovaného pouziti
modelu (viz obr. 5).

Tato metoda klade na zaka vétsi logické naroky, ale rozhodné se neda Tici, ze
by se jednalo o abstraktni mysleni. Tato metoda je pouzita ve vsech analyzovanych
ucebnicich.

Pepovy . vihy ™ naposledy
Redime rovnici 3 + 2z = Sx s nezndmou x. Pozorné nés sleduj a komentuj postup

feseni.
@ | @
/
Y+ x=5x Y+ u-2x= Sx—-Ax
3= 3x

D ]

3:3= 1x:3 = |

= X

Obr. 5: Metoda rovnoramenné vahy (Odvarko & Kadlecek, 1999)
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Metoda Meénicé

Tuto metodu pouziva 5 z 9 studovanych ucebnic. Metoda Méni¢ je nazvana
podle schematického znézornéni z u¢ebnice (Odvarko & Kadlecek, 1999, obr. 6).

I —1

S,

Obr. 6: Metoda meni¢ (Odvarko & Kadlecek, 1999)

Podle mého néazoru stoji tato metoda Teseni linearnich rovnic na vrcholu vsech
uvedenych metod a li$i se mirou abstraktniho mysleni/poznani konkrétniho zéka.
Souhlasim s tvrzenim Hejného (1989), ktery fiké, Ze pouzivani této metody muiize
byt zneuzito k ¢isté instruktivnimu feseni rovnic. Pokud zak pfi vyuce rovnic nepou-
zije nékterou z predchozich metod, tak tu je redlné a vazné nebezpeci, ze zplsoby
reSeni rovnic budou pro zaka jen dalSimi pouckami a pri jejich pouzivani nebude
schopen Tici, pro¢ provadi uvedené kroky. Tato hypotéza se pii nasledném expe-
rimentu potvrdila. Jsem pfesvédcena o tom, ze zak je schopen do této faze abs-
traktniho mysleni dospét diky vhodné kombinaci predchozich metod a neustalému
reSeni mnozstvi tloh na linearni rovnice.

Chyby a prace s chybou

Ocekavala jsem, ze chyba a prace s chybou je v ucebnicich zastoupena ve vysoké
mife, ale opak je pravdou. Ulohy na chyby a praci s chybou jsem nalezla jen ve dvou
ucebnicich (Koman et al., 2002; Odvarko & Kadlecek, 1999). Zak je v uvedenych
ucebnicich sméfovan k tomu, aby nasel a opravil chyby, vysvétlil v diskuzi proc
a jak chyba mohla vzniknout.
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V takto pripravenych tlohach vidim velmi pozitivni pfinos, protoze zak je ve-
den k tomu, aby sam néco rozhodl. Ve skole zaci ¢ekaji, ze ucitel rozhodne, jestli
vypocitany vysledek je spravné, ale uz nejsou schopni rozhodnout, nebo jen v malé
mife, zda vysledek, ke kterému dospéli, ma nebo nema smysl.

Pti diskuzi k prispévku byla oteviena otazka, pro¢ neni pro autory lehké zaradit
do ucebnice tulohy na praci s chybou. Argumentem byla nemoZnost odhadnout
schopnosti zaki ve t¥idé. Ucastnici se shodli, ze velmi zaleZi na préaci ucitele, ktery
své zaky zna a tlohy na praci s chybou by mél do vyuky zaradit sdm podle svého
uvazeni v zavislosti na schopnosti svych zaki.

Zavér
Tento piispévek piedstavil zajimavé zavéry analyzy deviti fad ucebnic ZS na téma
linedrni rovnice. Analyza byla provedena v ramci diplomové prace. Prispévek se
vénoval kromé obecnéjsich kritérii i dilezitym kategoriim, které byly pri analyze
ucebnic sledovany. Byly predstaveny kategorie motivace, prostfedi s modely, me-
tody Teseni rovnic a chyby a prace s chybou.

Podrobnéjsi informace a dalsi zavéry, predevsim analyzu rozhovora s uciteli
o jejich osobnich praktikach ve vijuce linearnich rovnic, zajemci naleznou ve zminéné
diplomové praci.

Clanek byl podpofen projektem SVV 267-402 Kvalita ve vzdélavani a ve vychoveé.
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¢lanku.

113



Vyuziti aplikacnich Gloh pri zavadéni soustav
linearnich rovnic

ToMAS NovoTNy!

Cldnek je prispévkem k problematice vhodného vyuzivdini mezipredmétovych vztahi
ve Skolni vyuce. Je zaméren na to, jakym zpusobem je mozné pri zavdadéni soustav
linearnich rovnic v matematice vyuzit znalosti Zaku z jingych predmeétiu. Vychdzi z vy-
zkumu, ktery realizuji v diplomové praci (Novotny, 2014), kde jsem zjistoval, do jaké
miry jsou Zact schopni pouzivat matematické poznatky v jinych predmétech a na-
opak pouZivat znalosti z jinych predmétu pri reseni matematickych uloh. Z tloh,
ktere vyuzivaji matematickych poznatki v jinych predmeétech, jsem vybral takove,
jejichz reseni Zakim déld nejmensi problémy, a vytvoril ndvrh jejich pouZiti pri za-
vdadeni soustav linedrnich rovnic. Cilem mého dalsitho viyzkumu je zjistit, zda Zaci
timto zpusobem lépe pochopi metody rTesent soustav linedrnich rovnic vyucovanych
na Skoldch a zda j1m tento pristup poskytne mdstroj pro propojeni souvislosti ma-
tematiky s jinymi obory. Cldnek je rozdélen na tyto dsti: Zavedeni soustav, Sub-
stitucni metoda, Komparacni metoda, Scitaci metoda, Soustavy vice rovnic o vice
promennych.

Zavedeni soustav

Slovni ulohy o rozdéleni celku na nestejné ¢asti mohou slouzit jako prostiedek
pro zavedeni soustav linearnich rovnic, nebot Zaci jsou schopni nékteré typy tloh
resit tvahou s pouzitim jednoduchych rovnic. Jako ukazku jsem vybral tlohu, ktera
je zamérena na aplikace Kirchhoffovych zakont do dopravy.

V oblasti jsou vybudovdany tri para-
lelni silnice, mezi nimiZ jsou dvée spojo- E F

- . v . v . —>
vact cesty. Pro zjednoduseni uvaZujeme,
Ze pouze prostredni silnici lze prijet a od-
jet z celé soustavy a vSechny ulice jsou

. . , v — — —>

pouze jednosmerne. Vime, Ze do soustavy
na kriZovatku A prijede 120 aut za ho- A B
dinu. Usekem A-B projede dvakrdt vice .

aut nezli useky A-E-F-B o A-C-D-B.
Usekem A-E-F-B projede za hodinu tre- C D

tina aut, kterd za hodinu projede usekem

A-C-D-B. Kolik aut za hodinu projede jednotlivymi useky? (Novotny, 2012)

IKatedra matematiky a didaktiky matematiky, Pedagogicka fakulta, Univerzita Karlova v Praze,
zdurbanane@email.cz
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Tato aplikace je sice v praxi pouzivana, avSak resené situace byvaji mnohem

vvvvvv

aby si dokézali predstavit, jakym zptisobem je mozné pouzit Kirchhoffovy zakony
v dopravé. Uvahou lze tuto tlohu Fesit takto: 120 aut se ndm rozdéli na 3 stejné
skupiny, z nich 2 pojedou tsekem A-B. Zbytek aut se rozdéli na 4 skupiny, z nich
3 pojedou usekem A-C-D-B (viz tab. 1).

/:3 /:4
A-B
A-B

80 aut

A-E-F-B | 10 aut
A-E-F-B | A-C-D-B
a A-C-D-B | A-C-D-B | 30 aut
A-C-D-B

120 aut

Tab. 1

Nyni tuto llohu budeme fesit za pomoci soustav linearnich rovnic. Oznacme z, v,
resp. z pocet aut, ktera projedou usekem A-B, A-E-F-B, resp. A-C-D-B. Soustava,
kterou vytvorime na zakladé podminek uvedenych v zadani, bude tedy vypadat
takto:

T4+y+z = 120, (1)
2(+2) = =z, (2)
%z = y. (3)

Pti resSeni této soustavy lze ukazat analogii s feSenim tvahou. Jedna se sice o jiny
zapis, avSak kroky v obou postupech jsou na sebe vzajemné prevoditelné. Tim je
mozné zaktim ukazat, Ze se jedna pouze o matematicky zapis skutecnosti, kterou
jiz Tesit umi.

Substituéni metoda

Se substitu¢ni metodou se zaci setkavaji ve fyzice témér od zacatku jeji vyuky. Jedna
se o jakékoli dosazeni jednoho vzorce do vzorce druhého, kdyz nezname hodnotu
nékteré veliciny, ktera se ve vzorci vyskytuje.

Jakd gravitacni sila ptusobi na jeden litr rtuti, kdyZ vime, Ze hustota rtuti je
18579kg/m? a gravitacni zrychlent je 10m/s*?
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Velikost gravitacni sily vypocitame dle vzorce F' = m - g, kde m je hmotnost
télesa a ¢ je gravitacni zrychleni. Zatim nezname hmotnost. Ta se vypocita po-
moci vzorce m = V - p, kde V je objem télesa a p je jeho hustota. Nyni jestée
potfebujeme vyjadrit objem, ktery je v litrech, v metrech krychlovych, abychom
pocitali se stejnymi jednotkami, ¢im# dostaneme objem rtuti 0,001 m®. Mame tedy
dva vzorce: F' = m - g, m = V - p. Dosazenim hodnot jednotlivych veli¢in ze za-
dani, dostaneme nasledujici soustavu dvou rovnic o dvou neznamych, kde v druhé
mame piimo vyjadfenou nezndmou m, tudiz ji dosadime do rovnice prvni a tu na-
sledné vytesime. Pri vypoctu nebudeme pro zjednoduseni zapisu uvadét jednotky.
Abychom tak mohli ucinit, je zapotiebi zkontrolovat, zda mame vSechny veli¢iny
vyjadiené pomoci zakladnich jednotek soustavy SI, ¢ehoz jsme docilili vyjadienim
objemu rtuti v metrech krychlovych.

F = m-10 (1)

m = 0,001 13579 (2)
!

F = 0,001-13579-10 (1)

F = 135,79

Odpovéd tedy je: Na jeden litr rtuti pisobi gravitacni sila 135,79 N.

Komparac¢ni metoda

Komparac¢ni metoda se pouziva, napr. ve fyzice. Jedno z nazornych pouziti je u déji,
kde se zachovava jista vlastnost. Takovéto pouziti je, napt. u zadkonu o zachovani
mechanické energie.

Zde se béhem déje premeénuje energie potencialni na kinetickou a naopak, pri-
¢emz jejich soucet ztistava konstantni.

Kamen o hmotnosti 2kg padd volnym pddem z veZe o vysce 80m. Jakou md
kinetickou energii pri dopadu? (Bednatik, 2009: str. 113)

Potencialni energie je rovna souc¢inu hmotnosti, gravitacniho zrychleni a vysky.
Kineticka energie je rovna poloviné souc¢inu hmotnosti a druhé mocniny rychlosti.
Kinetickou energii nyni nemtzeme vypocitat. Vime vSak, ze pfi dopadu je poten-
cialni energie nulova a na zacatku déje je nulova energie kineticka. Oznacme si tedy
Ey, kinetickou energii na zacatku déje, E, potencialni energii na zac¢atku déje a E,
mechanickou energii na zacatku déje. Analogicky oznacime Fyq, Epq, g jako energii
kinetickou, potencialni a mechanickou pii dopadu.

E, = EpZ + Ey, (1)
Eq Epq + Exq (2)
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Jelikoz vime, zZe mechanické energie se béhem déje neméni, mtizeme za F, a Eqy
dosadit E. Nasledné pouzitim komparac¢ni metody slouc¢ime obé rovnice do jedné
a dostaneme jednu rovnici s jednou neznamou, kterou vyresime:

E = E,,+ By, (1)
E = Epd -+ Ekd , (2)
i
Ey, + B, = FEy+ E, (1)

m-g-h = Ekd-

Dosazenim hodnot ze zadani dostaneme vysledek. Odpovéd zni: Kdmen md
pri dopadu kinetickou energit 1600 J.

Komparac¢ni metoda se vyskytuje také pri pouziti kalorimetrické rovnice. Ta iké,
ze pri predavani tepla () mezi dvéma latkami nedochézi ke ztratam, tudiz teplo pfi-
jaté jednou latkou se musi rovnat teplu predanému latkou druhou.

Zavazi o hmotnostt 500g z nezndmého prvku o teploté t, = 100°C vhodime
do 2kg vody o teplotet, = 20°C. Teplota vody a zdvazi se ustdlila nat = 24°C. Urci
meérnou tepelnou kapacitu nezndmeéeho prvku, kdyz vis, Ze mérnd tepelna kapacita
vody je rovna 4 180 J/(kg-K). (ucebnice.krynicky.cz, 2010)

Teplo vypocitame jako souc¢in hmotnosti, mérné tepelné kapacity a zmeény tep-
loty. Oznacime veli¢iny popisujici stav vody dolnim indexem v a veli¢iny popisujici
stav neznamého prvku dolnim indexem p.

QV = mV'CV'(t_tV) (1)
Qp = mp-cp- (tp — 1) (2)

Na zékladé platnosti kalorimetrické rovnice vime, ze tepla @)y a @), se rovnaj,
proto je miizeme oznacit obé pismenem (). Pfevedeme hmotnost neznamého prvku
na kilogramy, nasledné pouzijeme komparacni metody, a dostaneme rovnici s jednou
neznamou veli¢inou, do které dosadime a dopocitame ji.

Q = my-cy-(t—ty) (1)
Q = my - (tp—1) (2)
i
My - ey (t—ty) = mp-c-(tp — 1) (1)

Dosazenim hodnot ze zadani dostaneme vysledek. Odpovéd zni: Mérnd tepelnd
kapacita nezndmého proku je 880.J/(kg-K).
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Scéitaci metoda

Postup, ktery se pouziva pri sc¢itaci metodé, se pouziva v chemii pfi vycislovani
chemickych rovnic se zménou oxidac¢niho ¢isla, také zvanych oxidacné redukénich
rovnic nebo zkracené RedOx rovnic. Nasledujici priklad ilustruje, jak se tato metoda
pouziva.

Dopocitejte stechiometrickée koeficienty u nasledujici chemické rovnice.
Cu"O™" + N"MH — Cu” + Ny + H; O

VypiSeme z rovnice prvky, které méni své oxidacni ¢islo, a pocet elektront, které
se pri reakci preskupuji.

N _3e7 — N (1)
Cu'4+2¢ — Cu° (2)

Jelikoz elektrony béhem reakce nevznikaji ani nezanikaji, musi se pocet ode-
branych elektront rovnat poctu elektrontt pfedanych. Obé rovnice tedy vynéso-
bime tak, aby pocet predavanych elektronti v kazdé rovnici byl stejny. V chemii
se prevazné pouziva takzvané krizové pravidlo, za pomoci kterého danou rovnici
vynasobime poc¢tem elektrond v rovnici druhé. Tim vSak nemusime dostat feSeni
s nejmensimi koeficienty. Musime tedy na konci provést jesté kontrolu, zda neexis-
tuje reseni mensi. Pti pouziti metody nasobeni rovnic tak, aby vysledny pocet pre-
davanych elektronti se rovnal nejmensimu spole¢nému nasobku pocti predavanych
elektront v obou ptuvodnich rovnicich, toto riziko odpada.

N _3e" — NO /-2 (1)
Cull +2e~ — Cu’ /-3 (2)
INTT_ e — 2NO (1)
3Cu' +6e- — 3CW (2)

Nyni dosadime vypocitané koeficienty do ptvodni rovnice a dopocitame chy-
béjici koeficienty.

3Cu"O™ " +2N"H; — 3Cu’ + Nj +3H, 07"
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Soustavy n rovnic o m proménnych, kde n > 2 a m > 2

Podivame se opét do chemie, tentokrat na vycislovani rovnic beze zmény oxidacniho
¢isla. V chemii se tyto rovnice vycisluji prevazné pomoci jistého algoritmického
odhadu, ktery je naznacen v nasledujici tiloze. Zaci jsou timto algoritmem schopni
chemické rovnice Fesit, i kdyZ se jesté se soustavami rovnic nesetkali. Zaci je vsak
mohou TeSit i pomoci soustav linearnich rovnic. Pro ilustraci nasleduje jednoduchy
priklad.

Dopocitejte stechiometrickée koeficienty u ndsledujici chemicke rovnice.
Al+ 0Oy — AlO3

Algoritmické feseni: Kyslik je nalevo dvakrat a napravo trikrat. Musime doci-
lit toho, aby jich na kazdé strané bylo stejn€, tudiz vezmeme 3 molekuly kysliku
a 2 molekuly oxidu hlinitého, aby bylo na kazdé strané 6 atomi kysliku.

Al + 302 — 2A1203

Nyni jesté zbyva dopocitat koeficienty u hliniku. Ten je na pravé strané c¢tyrikrat
a na levé jednou. Staci tedy koeficient u hliniku na levé strané ctyrikrat zvétsit
a dostaneme vyslednou rovnici.

4A1+30y — 2AL,0;5

Soustavou rovnic: Vychazime opét z toho, ze pocet atomt kazdého prvku na levé
strané musi byt roven poc¢tu atomi daného prvku na strané pravé. Jednotlivé ko-
eficienty oznacime a, b, c € N.

CLAl-l-bOQ — CA1203
a = 2c (1)
2b = 3¢ (2)

3

Z druhé rovnice vidime, ze b = 3c, ale ma pritom pattit do mnoziny priroze-

nych c¢isel. Proto volime nejmensi ¢ = 2, pro které je podminka ¢ € N splnéna,
a dostavame zbylé koeficienty b = 3 a a = 4.
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Uchopeni matematickych vyukovych prostredi
détmi predskolniho véku (5-7 let)

JANA SLEZAKOVA, EVA SUBRTOVA!

Inspirovaly jsme se didaktickymi prostvedimi z ucebnic matematiky pro 1. st. ZS
(Hejny et al., 2007-2011) a zvolily nékterd z nich pro vytvoreni experimentdlnich
uloh. Tyto ulohy byly zadavany ve skupiné cca 15 déti v jedné praiské materské
skole. Clilem bylo v pruni radé vytvorit ulohy primérené schopnostem predskoldaki
a potom sledovat, jak predskoldci budou takove ulohy resit, a zda takové ulohy mohou
byt nastrojem pedagogické diagnostiky.

Pro sviij hrovy potencial byla zvolena prostiedi Krokovani, Autobus a Zviratka dédy
Lesoné. V prubéhu péti mésicu skolniho roku 2012/13 probéhla série experimenti
v poctu 4x Krokovani, 6x Autobus a 3x Zviratka dédy Lesoné. Poté jesté pro-
béhly dva experimenty pedagogické diagnostiky podle metodiky Edyty Gruszczyk-
-Kolczynské pro porovnani zjisténych vysledki. Jednotlivé experimenty byly plano-
vany pribézné, v navaznosti na predchozi pozorovani a zjisténi. Déti se experimentii
ucastnily spontanné, podle svého aktualniho zajmu; podrobné zpracovano v praci
(Subrtové, 2014).

IPedagogické fakulta, Univerzita Karlova v Praze, e-mail: jana.slezakova@pedf.cuni.cz;
Krestanské zakladni skola a materskd skola Elijas, Praha 4, eva.subrtova@gmail.com
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Experimenty v didaktickém prostredi Krokovani

Byly navrzeny ulohy ovérujici schopnost ditéte synchronizovat vnimany rytmus
s pohybem, tlohy prevadéjici ¢islo z jednoho modelu do jiného (pocet ok na kostce
vyjaddieno Cislem a nésledné poctem kroku realizovanych na krokovacim pésu),
tlohy na s¢itani (jeden figurant krokuje na dva povely a druhy figurant ma oba
povely vyjadiit jednim) a tlohy s odhadem vyvoje (dva figuranti krokuji podle
hodt kostkou a snazi se odhadnut, jestli je mozné, napt. dosdhnout cile diive nez
soupef apod.).

Nejzajimavéjsi se ukazaly tlohy na synchron vnimaného rytmu a vykonaného
pohybu. Zdanlivé snadna tloha, kdy na pisen ,,Méla babka ¢tyri jabka“ maji déti
tleskat do rytmu a vybrani figuranti rytmus pisné vyjadiuji krokovanim na pasu,
ze jde vlastné o Ctyfi slozky, které chceme synchronizovat: zpév pisné (akusticka
slozka), tleskdni do rytmu (kinesteticko-akustickd slozka), slySeni vytleskdvaného
rytmu (akustickd slozka) a pohyb pfi krokovani (kinestetickd slozka). Vzdy jde
o synchron dvojice téchto jevi (zpév a tleskani, poslech a krokovani). Analyzou
videozdznami jsme zjistily, ze déti se roztiidily do péti skupin podle schopnosti
synchronizovat tyto jevy:

e Déti v 1. skupiné dokazi synchronizovat jak slySeny rytmus s pohybem, tak
doprovodit svij zpév rytmickym tleskanim.

e Déti ve 2. skupiné vnimaji slyseny rytmus, synchronizuji zpév a tleskani, ale
nedokazi synchronizovat akustické slozky s pohybem pti krokovani.

e Déti ve 3. skupiné jsou ruseny zpévem a soustiedi se na tlesknuti — signal
k vykonani kroku, krok tedy prichézi s malym zpozdénim.

e Déti ve 4. skupiné vnimaji rytmus pisné a dokazi jej vyjadrit pohybem téla
(tan¢i na krokovacim péasu), ale vytleskdvani do rytmu samy nezvladaji.

e Déti z 5. skupiny nesynchronizuji zadnou dvojici uvedenych slozek.

Experimenty v didaktickém prostiedi Autobus

Byly zadavany tlohy se ¢tyfmi, pozdéji tfemi zastavkami, kdy do autobusu cestujici
nastupuji a také z néj vystupuji. Manipulovalo se piitom s plastovymi lahvickami
(cestujici) a pomalovanou krabici s otvorem nahote (autobus). Déti mély urcit, ko-
lik cestujicich vystoupi na konec¢né zastavce, ale byly jim také kladeny kontrolni
zjiistovaci otazky v pribéhu samotné jizdy. Ulohy zadané v tomto prostiedi se uké-
zaly jako vyrazné diagnostické. Velmi rychle rozttridily déti na ty, pro které byl
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experiment hrou a chtély manipulovat s autobusem i cestujicimi a na ty, pro néz
byl experiment tlohou. Tyto déti daleko vice zajimala role pozorovatele, ktery sle-
duje celou jizdu a pokousi se dospét ke spravnému vysledku. Objevily se rtizné
strategie vedouci k feseni tllohy: pocitani zpaméti, odhadovani, evidence poctu ces-
tujicich na prstech, polohlasné opakovani sledovaného poctu, pokus zapamatovat
si cely Tetézec a pak jej zrekonstruovat, a dokonce i pisemny zapis, ktery vznikl
zcela spontanné. Poté, co se takovy zapis objevil poprvé, pridavaly se k tomuto
postupu dalsi déti a vznikly rtzné typy zapist, z nichz nékteré dospély do zcela
funkéni podoby. Uvadime zde na ukazku nekteré typové odlisné zapisy. Obrazky
1-5 predstavuji ukazky zapisii nefunkénich, ze zapisi 6-10 byly déti schopny vycist
spravny vysledek:

Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

Obr. 4 Obr. 5
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Experimenty v didaktickém prostredi Zviratka dédy Lesoné

V navrzenych tlohach byly déti oznaceny jmenovkou — ikonkou jednoho ze tii zvi-
fatek (mys, kocka, husa) a mély se seskupovat na dvou koncich pretahovaciho lana
tak, aby jejich sily byly vyrovnané, odhadovat, které druzstvo bude silnéjsi a navrh-
nout, jakym zptsobem sily vyrovnat. Odhadovani se s vétsim ¢i mensim tispéchem
darilo, déti vsak prilis lakala skutecna pretahovand s pomérovanim fyzickych sil
a bylo takika nemozné primét je, aby pfijaly roli zvifete (napf. nejslabsi mysi).
Zfejmé jsme zde narazily na vyvojové hranice jejich mysleni, nebot pro tyto tlohy
je potfeba urcitého stupné abstrakce.

Vysledky

Na zaveér celé série byly uskuteénény dva diagnostické experimenty, z nichz jeden
mél odhalit, v jaké vyvojové fazi mysleni se dité aktualné nachézi a druhy, zda
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je dité vybaveno mimoradnym ,matematickym“ nadanim. Po srovnani vysledkt
vSech experimentti a dlouhodobého pozorovani u vybranych t¥i déti se ukéazalo, ze
se tyto vysledky shoduji.

7 experimentt v prostiedi Krokovani bylo zfejmé, Ze synchron akustickych a po-
hybovych jevil je do zna¢né miry véci nacviku, nebot déti se v kazdém dalsim
experimentu v tomto synchronu zlepsovaly. Navrzené tlohy obohacuji predstavy
o Cisle v rtiznych reprezentacich a umoznuji elementarni zkusenosti s aditivni tria-
dou. Experimenty v prostiedi Autobus poukézaly na mentalni zralost déti, ukazaly
se v tomto smyslu jako vyrazné diagnostické, kdy déti vyvojové mladsi chapou za-
dani jako hru, zatimco déti vyvojové starsi jako tilohu. Tyto tlohy trénuji nejen
kratkodobou pamét, ale posiluji predstavu o ¢isle jako operatoru zmény. Z obou
prostiedi se podarilo vytézit metodicka doporuceni pro jejich pouziti ve skupiné
predskolnich déti. Ukazalo se také, ze spontanni pristup déti k iloham prinasi dlou-
hodobé mnohem lepsi vysledky, nez kdyby déti byly k aktivité nuceny.

Zavér

V dalsim vyzkumu chceme rozvijet skalu tiloh pro déti predskolniho véku ve zmi-
nénych i dalsich vybranych didaktickych prostiedich. Domnivame se, ze takové
ulohy vhodné vyuzivaji prirozenou periodu prudkého kognitivniho rozvoje smérem
k operac¢nimu mysleni, ke kterému dochéazi v obdobi kolem nastupu skolni dochéazky,
a podporuji vznik zadoucich myslenkovych struktur.
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Kombinované studium matematiky 1
— sonda do nazoru studentt

DANA SMETANOVA, JANA VYSOKA!

Prispévek popisuje viysledky viyzkumu, ve kterém byly pomoci dotazniku zjistovdny
hodnotici ndzory studenti na vyuku predmeétu Matematika I v kombinované formé
studia na Vysoké skole technické a ekonomické v Ceskych Budéjovicich. Prizkum
byl zameéren zejména na zjistént téchto fakti: které z probiranych témat bylo pro stu-
denty snadné nebo naopak obtizné, jakd je jejich pripravenost ze SS pro pochopent
probirané latky, zpusob prezentace uciva, jejich ndzor na hodnotict system zkousky.

V zimnim semestru akademického roku doslo v hodnoceni pfedmétu Matematika I
k nékolika zdsadnim zménam. Specialné u studentt® kombinované formy bylo nové
zavedeno elektronické testovani pro ziskdni prémiovych bodu ke zkousce (pfipodi-
tavaji se k bodim ziskanym ze zkouskového testu). Studenti denni formy studia
ziskavaji tyto body jinym zptisobem a to z aktivit na seminéfi.

Pro studenty vsSech forem studia byla zavedena nova hodnotici skala hodno-
ceni zkousky. Na zkouSce je mozné ziskat maximalni pocet bodt 100, z toho az
30 bodlt mohou studenti ziskat jako prémiové body za aktivitu v pribéhu semes-
tru (pfi kombinované formé studia z elektronického testovani). Zkouskovy test je
hodnocen maximalné 70 body. K tuspésnému zvladnuti zkousky je potieba ziskat
nejméne 70 bodi z celkového poc¢tu 100 bodii.

Z divodt téchto zmén méa pro nas velky vyznam zpétna vazba a to predevsim ja-
kym zptisobem vnimaji studenti zmény a zda lze néco udélat nejen pro optimalizaci
systému hodnoceni, ale i pro zefektivnéni vyuky.

Cil vyzkumu

Cilem vyzkumu bylo zjistit ndzory studenttt kombinované formy studia na vyuku
predmétu Matematika I. Zajimali jsme se zejména o tato fakta: které z probiranych
témat bylo pro studenty snadné nebo naopak obtizné, jaka je jejich pripravenost
ze SS pro pochopeni probirané latky, zpiisob prezentace uciva, jejich nazor na hod-
notici systém zkousky.

Popis vyzkumného vzorku a vyzkumné metody

Jako zkoumany vzorek byli ndhodné vybrani studenti ze t¥i skupin kombinova-
ného studia Matematiky I. Kazdou skupinu uci jiny pedagog. Jedna se o studenty

Vysoks gkola technicka a ekonomicka v Ceskych Budéjovicich, smetanova@mail.vstecb.cz, vysoka@mail.vstech.cz
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ruznych obori (Ekonomika podniku, Konstrukce staveb, Stavebni management,
Technologie dopravy a piepravy, Strojirenstvi). Anketniho prizkumu se ztcastnilo
celkem 92 respondentti, z toho 50 muzu a 42 zZen. Nazory muzi a zen nevykazovaly
zadné zasadni odchylky, proto je nevyhodnocujeme zvlast. Tato skupina zahrnovala
zhruba polovinu ,,aktivnich“ studenti kombinované formy predmétu Matematika I.
Aktivnimi studenty zde minime takové studenty, kteri absolvovali zkousku nebo se
ve zkouskovém obdobi prihlasili ke zkusebnimu terminu. Vsichni respondenti se
zucastnili alespon jednoho zkusebniho terminu. Anketni priizkum probéhl v roz-
mezi 18. 1. — 1. 2. 2014. Pro zajisténi vypovidajici hodnoty byl vyzkum provadén
anonymné. Na zakladé studia odborné literatury (Gavora, 2010; Chraska, 2007; Ma-
nak & Svec, 2004) byl zvolen jako vyzkumna metoda anonymni dotaznik vlastni
konstrukce s deviti otazkami. Prvnich sedm bylo urceno ke zjisténi potrebnych dat
o nazorech studentt na jednotlivé problémy. Osma otazka se vztahovala na to, zda
dotaznik vypisuje muz nebo zZena. Posledni devata polozka byla urcena pro pfi-
padné komentare ¢i poznamky studentti. Kompletni znéni dotazniku je k dispozici
u autorek ¢lanku. Odpovédi student jsou vyhodnoceny v nasledujicim odstavci.

Nazory studentu

Postupné uvedeme v grafech jednotlivé souhrnné odpovédi studenttt na polozky
dotazniki. U otazek 1 a 2 meéli studenti v dotaznicich zakrouzkovat 0-2 odpo-
védi, u otdzek 3-8 jednu odpovéd a devatou otdzku vypliiovali pouze v piipadé, Ze
nam chtéli sdélit i néco dalsiho. Ne vsichni studenti dodrzeli pozadovany pocet za-
krouzkovanych odpovédi, vyjimecné neékteti z nich pro jistotu zakrouzkovali i vice
odpovédi nebo neodpovédéli vitbec. Otazku ¢islo 9 vyplnila pouze mala skupina
respondentt. Prvni dvé otézky byly zaméfené na probirané témata, zjistovali jsme,
ktera z nich se zdaji studenttim snadna nebo naopak obtizna (viz grafy na obrazcich
1 a?2).

Zcela jednoznacné bylo vyhodnoceno jako snadné téma matice, vektory a deter-
minanty (68 osob). Na druhém misté se jako snadné objevily soustavy linedrnich
rovnic (24 osob) a prekvapivé na tfetim misté derivace funkce (21 osob). Napiiklad
integraci hodnotili jako snadné téma pouze 3 osoby.

Nejvice osob (50) hodnotilo jako obtizné téma integraci, néasledovaly derivace
funkce (34 osob), limita funkce (29 osob) a pribéh funkce (26 osob).

Specifikum kombinované formy studia spociva v tom, ze studenti jsou lidé
7 praxe, vétsinou nepokracuji ve studiu pfimo po ukonceni SS. Protoze po ukonéeni
skoly nepouzivaji aktivné matematické dovednosti, pak je pro né znacné kompliko-
vané navazat na znalosti ze stfedni Skoly. Bohuzel se také casto stava, ze i ziskané
stredoskolské zaklady jsou na Spatné trovni, ktera mtize byt zptisobena nekvalitni
vyukou na SS. Z celkového mnozstvi si 54 studenttl muselo stfedoskolskou latku
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Obr. 1: Které z probiranych témat bylo pro vas snadné?
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Obr. 2: Které z probiranych témat pro vas bylo obtizné?

znova zopakovat a 28 dokonce priznalo, Ze se jim stfedoskolskou latku nepodarilo
viitbec doucit.

Srovnatelné mnozstvi student by na hodinach uptfednostnilo vyklad jako kom-
binaci teorie a poc¢itani piikladd (50) a pouze pocitani piikladi (46). Ctyfem oso-
bam je to jedno a jedinému c¢lovéku by vyhovovala pouze teorie.

Otazka ¢. 5 byla zarazena hlavné z toho dtvodu, Ze bylo poprvé pouzito elektro-
nické testovani pro zisk prémiovych bodl pripocitavanych k vysledku zavérecného
(zkouskového) testu.

Jak lze z dotazniku vycist, elektronické testovani nevyslo jako jednoznac¢ny vi-
téz. Témér rovnocenné upfednostiiuji tyto t¥i varianty: doméci ukoly (30 osob),
elektronické testovani (29 osob), kombinaci riznych aktivit (23 osob). Zbyvajicich
10 osob by uprednostnilo pisemny test.
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Obr. 3: Byly vase znalosti ze stiedni Skoly pro pochopeni latky dostacujici?
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Obr. 4: Pirednaska mi vyhovuje v podobé ...
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Obr. 5: Mél/a bych zéjem o ziskdni prémiovych boda za aktivitu pfipoc¢tenych
k vysledku zavérecmého testu.
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Obr. 6: Jste spokojen/a se soucasnym systémem bodového hodnoceni zkousky?

Mirné prevazuje spokojenost se systémem hodnoceni (52 osob) nad nespokoje-
nosti (36 osob). Pfestoze mirné prevazuje spokojenost s hodnoticim systémem zkou-
sky, z odpovédi na otazku ¢. 7 plyne, ze 48 studentu (52 %) jej povazuje za prisny,
za standardni jej povazuje 26 studentt (28 %). Dva lidé jej hodnoti jako mirny
a zbyvajici to nedokazou posoudit.
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Standardni Mirny Prisny Memohu posoudit

Obr. 7: Podle vaseho nazoru je hodnotici systém zkousky ...

Zavér

Obtiznost probirané latky: Podle nasSich zkusenosti z vyuky a z pisemnych praci
studenti nejlépe zvlddaji témata linearni algebry (matice, vektory, determinanty,
soustavy linearnich rovnic). Nejhtute dopadaji témata z matematické analyzy (in-
tegrace, limita funkce, prubéh funkce, derivace funkce). Studenti volili obtiznost

probirané latky témér podle naseho predpokladu. Presto se vyskytla jedna prekva-
piva vyjimka — 26 % studentti zaradilo derivace mezi snadné témata.
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Znalosti ze stredni skoly: Zmalosti z matematiky ze stfedni skoly jsou nevyho-
vujici, studenti se museli latku doucit a nékterym se to viibec nezdafilo. Mtzeme
se pouze dohadovat, zda toto bylo zplisobeno spise tim, Ze byla nevhodna vyuka
matematiky jiz na SS nebo tim, Ze se jedna o studenty kombinované formy, ktet
cast latky v pribéhu let zapomnéli.

Hodnoceni vyuky a systéemu zkousky: Jako dvé rovnocenné varianty byly vy-
hodnoceny vyuka jako kombinace teorie a vypoctenych prikladt a pouze pocitani
prikladti. Orientace studentti na pocitani ptikladi je zfejmé zplisobena tim, Ze
zkouskovy test je zaméfeny pouze na vypocet prikladi. OvSem je potfeba vysvét-
lit alespon ¢astecné i teorii, abychom zjistili jakym vhodnym zptisobem fesit dany
priklad. Z odpovédi na otazky 5, 6 a 7 se d& usoudit, ze studenti jsou s hodnocenim
zkousky spokojeni pouze ¢asteéné (vyhovujici bodovy systém versus piisna zkou-
ska). Zkouska mé specifické hodnoceni, k tispésnému absolvovani je potieba ziskat
70 bodi ze 100, z toho pripada u kombinované formy 30 bodi z elektronického tes-
tovani a 70 bodi z pisemného testu. Tedy i v pripadé, zZe student ziskd maximalni
pocet prémiovych bodi 30, musi napsat test na uspésnost 57 % (odpovida to zhruba
tfem spravné vypoctenym piikladim z péti). V piipadé, ze ma 0 prémiovych bodd,
musi napsat test bezchybné.

Pripominky studentd: Studenti komentovali i nékteré predchozi otédzky (napf.
o studiu SS, které probéhlo pred vice nez 30 lety). V bodé 8 méli moznost cokoliv,
co chtéji dodat, rozvést, komentovat, glosovat. Pripominky studentti lze rozdélit
do néekolika ¢asti: pripominky, na které lze reagovat napravou — vice vypoctenych
ptiklad ve studijnich oporach, ukazovat teorii na ptikladech (toto vétsina pedagogi
déld), vétsi diraz na pocitani. Pak jsou tu pripominky, které nejsme schopni o-
vlivnit naptiklad vétsi pocet hodin, v malo hodinach se probira mnoho latky, prisné
hodnoceni zkousky (hodnoceni zkousky na VSTE stanovuje pedagogické oddélent,
ne jednotlivi vyucujici).

Literatura
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Tabulkovy kalkuldtor vo vyudéovani algebry na ZS
NOEMI SZEKELYOVA!

Po skolskej reforme v roku 2008/2009 sa na Slovensku stéle viac zdéraznuje po-
stavenie digitalnych technoldgii vo vyucovani. Snahou je pripravit Ziakov na to,
aby boli schopni Gspes$ne sa vyrovnat s narokmi, ktoré na nich kladie informa-
ticka spolocnost 21. storocia a aby vedeli maximalne vyuzivat prilezitosti, ktoré im
tato spolocnost pontka. Tabulkovy kalkulator MS Excel patri k najrozsirenejSim
standardnym aplika¢nym programom, a aj preto ma svoje miesto uz vo vyucovani
matematiky na zakladnej skole.

Tabulkovy kalkulator

Tabulkové kalkulatory (tabulkové procesory, spreadsheet) vo vSeobecnosti sluzia
na spracvanie vi¢sieho mnozstva udajov, ktoré st usporiadané do riadkov a stip-
cov (do tabulky), pri¢om s tymito idajmi vieme vykonavat rozne vypocty, analy-
zovat ich, spracovavat, triedit podla roznych kritérii, pripadne graficky znazormno-
vat. Tiez umoznuju importovat tdaje z databazovych siborov, prepojenia s inymi
aplikdciami a pod. Poskytuje tak mnoho prilezitosti, ako nasu pracu zjednodusit
a urychlit. Jeho zédkladné moznosti vyuzitia vo vyucovani matematiky su:

— riesSenie vypoctovych uloh,
— graficka interpretacia dajov,

— matematické modelovanie.

Algebra na zakladnej skole

Vzdelavaci obsah predmetu matematika je podla ISCED 2 na slovenskych zaklad-
nych skolach rozdeleny do piatich tematickych okruhov. Algebra sa tyka predovset-
kym prvych dvoch tematickych okruhov, a to: Cisla, premenna a poctové vykony
s ¢islami a Vztahy, funkcie, tabulky, diagramy. Suc¢astou toho prvého je dlhodobé
propedeutika premennej, rovnic a nerovnic. A v tom druhom ziaci objavuju kvan-
titativne a priestorové vztahy, zozndmia sa s pojmom premennej veliiny a jej pr-
votnou reprezentaciou vo forme, tabuliek, grafov a diagramov. Sktimanie tychto
suvislosti smeruje k zavedeniu pojmu funkcie.

V suvislosti s vyuzivanim digitalnych technolégii vo vyucovani algebry sa ho-
vori predovsetkym o programoch pocitacovej algebry. V poslednej dobe sa vsak

1Ustav matematickych vied, PF UPJS v Kogiciach, noemi.szekelyova@student.upjs.sk
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aktualnou stava aj problematika tvorby interaktivnych pracovnych zositov v ramci
rieSenia matematickych tloh s redlnym kontextom. Nagou snahou bolo vytvorit ta-
kyto zosSit pre ziakov nizsich roc¢nikov zakladnej skoly, ktory bol v stlade s hore
uvedenymi poziadavkami na dani oblast Skolskej matematiky. Testovania PISA
poukazuju, Ze velké nedostatky maji nasi ziaci v oblasti analyzy tdajov a inter-
pretacie vztahov medzi nimi. Aj z tohto dévodu sme venovali zvySeni pozornost
vyuzivaniu réznych spdsobov reprezentacie matematického obsahu. Okrem toho
sme pre tvorbu stimulujiceho vzdelavacieho prostredia vyuzili moznost implemen-
tovat kontrolu a spitna viizbu s pouzitim logickej funkcie IF, ¢ aktivnych tlacidiel
a tiez materidl (obrazky), ktory slizi na uputanie pozornosti ziakov.

Ulohy o sporeni v prostredi MS Excel

Ulohy sme riesili so Ziakmi siedmeho roénika, ktori sa este neudili o vjrazoch s pre-
mennymi, ani o rovniciach a ktori pracovali v Exceli prvykrat. Ziaci na dvoch
vyucovacich hodinach riesili llohy o nizsie uvedenom sporeni Styroch kamaratov.
V prvych tlohach sme sa zamerali na to, aby ziaci pochopili jednotlivé modely, kto-
rymi sa sporenia vyjadrené. Ich odpovede boli automaticky vyhodnocované. Pritom
sme ich postupne oboznamili s niektorymi funkciami programu MS Excel — tvorba
tabulky, vyplnenie vybranej oblasti fahanim pomocou tchytu, vloZenie grafu a nie-
ktoré moznosti forméatovania. Potom rie§ili tlohy, kde mali urcit nasporeni sumu
v konkrétnom tyzdni. Pri nich si mohli vybrat, ¢i ich budu riesit na papieri, alebo
v excelovskom zoSite, kde im boli zadané. Niekolko Ziakov, ktori rychlo pocho-
pili Dasinu reprezentaciu planu, stale pracovali na papieri s vyuzitim kalkulacky.
Ostatni si vytvarali tabulky a nasporeni sumu hladali s vyuZitim tchytu, pricom
si do buniek zapisali nasporent sumu v niekolkych tyzdnoch, a potom automaticky
vyplnili dalsie bunky. Potom riegili nasledujticu tlohu.

Kamardti Adam, Bedta, Cyril a Ddsa sa zaciatkom roka 2013 rozhodli cely rok
sporit. Deti svoj pldn sporenia vyjadrili takto:

Adam: ,V tabulke 1 je vyjadrené, kolko eur som mal nasporeniych na konci kaz-
dého z prvych Siestich tyZdriov sporenia. Tabulka pokracuje dalej rovnakym sposo-
bom.*

Tyzden 0 1 2 3 4 5 6
Nasporend suma | 11 €| 13 €| 15€|17€|19€| 21 €| 23 €

Tab. 1

Bedta: ,Ja som si na zaciatku roka odloZila 22 € a potom som si kaZdy tyZden
odlozila dalsich 1,5 eur (1 euro a 50 centov).*
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Cyril: ,Moje sporenie je vyjadrené nasledujicim grafom, kde som vyznacil, kolko
penazi som mal nasporenych na konci kazdého z prvych 13 tyZdnov sporenia. Graf
pokracugje dalej rovnakym sposobom. “

20 + nasporena
suma

naspo rend suma

01234567 8 91011121314
tyzden

Graf 1

Dasa: ,,Moje sporenie mozno vyjadrit vztahom 2 + 3t, kde t je pismenko, ktoré
oznacuje pocet tyzZdnov sporenia.”

Uloha: Ktord dvojica deti Adam a Ddsa alebo Bedta a Cyril skor nasporila
spolocne sumu 100 eur?

Moznost vyuzit funkcie programu MS pri rieSeni tloh pontikla niektorym zia-
kom nov stratégiu rieSenia problému. Pri rieSeni tilohy postupom bez pocitacového
modelovania sa ziaci nezaobidu bez zruc¢nosti v tvorbe a rieSeni rovnic, ¢oho zatial
neboli schopni. Navyse tato rovnica nemala v prirodzenych cislach riesenie. Takto
by tlohu mohli riesit az v 8. alebo 9. roéniku. Ziaci, ktori situdciu modelovali pomo-
cou tabulky, nemali s touto tlohou problém. Ziaci, ktori zo zaciatku s konceptual-
nym modelom — algebricko-numerickou reprezentaciou vsak boli najprv netspesni.
Po zmene stratégie a praci s tabulkou potom objavili vztah pre spolo¢né sporenie
dvoch deti a tym aj algoritmus sc¢itavania linedrnych algebrickych vyrazov. V nasle-
dujicej tabulke 2 a obrazku 1 st ukdzky z pracovného listu ziaka, ktory postupoval
opisanym sposobom, pri¢om v tabulke je skrytych niekolko stlpcov.
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Pocet tyzdnov 0 1 2 3 15 16 17 18
A+D 13 € 18€ |23 € 28 € 88 € |93 € 98 € | 103 €
C+B 57 €590 €| 62€|64,50€|9450€ | 97€ 99,50 €|102 €
Tab. 2: Numerické riesenie pomocou tabulky
- F | =1345%74
Z AA AB AC AD AE AF AG AH Al Al AK
A+D C+B 120€
t 13+5% 57+2 5%
0 13 57 100€
1 18] 595 gu®y '
2 23 62 80€ L.
m
3 28 64.5 gut o!
4 33 67 soe gD - o aiD
5 38 69,5 o .
6 43 72 a0e 2 e
7 48 745 o
8 53 77 20€ %
9 58 79.5 T
10 63 82 DE T . : .
i1 63| 845 0 5 10 15 20
12 73 87
13 IEE
14 83 92
15 8| 945
16 93 97
17 98] 995
18 103 102
19 108] 1045
Obr. 1: Algebrické riesenie pomocou tabulky
Zaver

V prostredi tabulkového kalkuldtora ma4 rieSenie tloh dynamicky charakter. Ziaci
mohli paralelne pracovat s viacerymi reprezenticiami a v zavislosti od toho riesit
jednu tlohu aj viacerymi sposobmi. RieSenie tiloh v tomto prostredi hodnotime po-
zitivne aj na zaklade spitnej viizby od Ziakov, ktorym sa pacilo ako Tahko (a rychlo)
vedeli s pomocou MS Excelu riesit aj tlohy, ktoré sa im na prvé precitanie zdali
byt tazsie. Konstrukcia zahrnutych poznatkov matematiky z algoritmického po-
hladu rozvija nielen algoritmické myslenie ziakov, ale aj zrucnosti modelovania
linedrnych javov.

Podakovanie
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Koncepce kombinatoriky s dirazem
na problem-solving

PAVEL Sarom!

Prispévek se zabyva koncepci kombinatoriky pro stredni Skoly, jejiz snahou je vy-
hnout se formdlnim pristupum k tesent uloh. Inspirovali jsme se koncepci ucebnic
Hejného z 1. stupné ZS. Navrhli jsme ctyri prostieds, v rdmci nichZ chceme kom-
binatoriku budovat. Jde o tato prostredi: Dopravni linky, Turnaje, Preklady, Hry.
Soucdsti prispevku jsou ukdazky uloh z jednotlivych prostreds.

Kombinatorika je v nékolika ohledech odlisna od ostatnich témat, kterym se stiredo-
skolskd matematika vénuje. Oproti ostatnim tematickym celkim je méné zavisla
na predchozich matematickych zkusenostech a znalostech. Zaroven se v ni snadno
najde mnoho myslenek, které vyzaduji dikladné rozmysleni. Shledali jsme proto
kombinatoriku jako idealni tematicky celek pro rozvinuti nasi koncepce zamérené
na problem-solving.

!Katedra didaktiky matematiky, Matematicko-fyzikalni fakulta, Univerzita Karlova v Praze,
pavel.salom@mff.cuni.cz
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Vychodiskem koncepce se staly konstruktivistické principy. Inspirovali jsme se
pracemi a ucebnicemi Hejného a jeho kolektivu. Podobné jako on vérime, ze sku-
tecné matematické poznani je nepienosné. Setrvani ucitele v roli nositele moudra
vnimame jako jednu z pficin neuspésnych pokusii o predani matematického po-
znani. Dale se domnivame, zZe pii tradi¢nim zptisobu vyucovani dochazi pomérné
casto k formalnimu poznani. Za formalni poznani povazujeme v podstaté jakékoliv
poznani, se kterym nejsou spjaty odpovédi na otazky proc¢, nebo takové poznani,
které zpisobuje potize pti aplikaci na jiné nez standardni problémy.

Zminéné formalni poznani se nebudeme snazit vymezit presnéji, ale ilustrujeme
jej na dvou piikladech. Castym projevem je znalost vzorce bez hlubgiho porozuméni.

Tim mutze byt napriklad:
ny n!
k) Kl(n—k)

Pokud se znalosti takového vzorce neni spjato porozumeéni, jak tento vzorec
vznikl, povazujeme ji za formalni.

Jinym piikladem formalni znalosti mtze byt velmi bézné tvrzeni: Pro prirozena
¢isla a, b plati a - b = b - a. Domluvme se nejdfive, ze zapisem a - b myslime soucet
b+ b+ ...+ b, v némz je presné a scitanci. Jde tedy o to nalézt dvod, proc
b+b+...+b=a+a+ ...+ a (nalevé strané je a s¢itancli, na pravé strané
je b s¢itanci). Muze byt prekvapivé, Ze mnoho lidi neni schopno na tuto otézku
odpovédét. Spravna odpoveéd se vétSinou opira o pocitani dvéma zptsoby. Naptiklad
lze dvéma zplisoby spocitat pocet ¢tverecki cokolady — jednou po radcich a jednou
po sloupcich.

Z vyse zminénych divodl jsme se rozhodli vybrat si kombinatoriku a rozpra-
covat koncepci zaméfenou na problem-solving. Podobné jako profesor Hejny jsme
navrhli ¢tyri didakticka prostiedi, ktera postupné predstavime.

Turnaje

Prvnim prostfedim jsou Turnaje. Toto prostiedi ma silny edukativni charakter. Jsou
v ném budovany pojmy jako variace, permutace a kombinace. Ulohy navrhujeme
tak, aby zaci mohli velkou ¢ast kombinatoriky objevit sami. Napriklad nasledujici
uloha je jednou z prvnich tloh, ve kterych se pocitaji usporadané dvojice, tedy
variace.

Uloha Turnaje se t¢astni Brazilie, Cesko, Cina, Némecko a Svédsko,
hraje se systémem kazdy s kazdym. Na zavér prvni dva tymy sehraji
finalovy zapas.

Kolik je moznych findlovych dvojic (vitéz, porazeny finalista), ve kte-
rych je
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a) vitézem Cesko?

b

)

) vitézem Némecko?

¢) vitézem libovolny tym a porazenym finalistou libovolny jiny tym?
)

d) Cina poraZenym finalistou?

Nasi snahou je tlohy formulovat tak, aby jejich feseni mohlo byt pro zaky vy-
zvou. Chceme, aby nebyl pfedem urcen prostiedek, kterym se mé tloha fesit. Zaci
tedy nevi, zda se maji pouzit variace nebo kombinace podle toho, v jaké kapitole
je uloha zarazena. Prikladem takové ilohy je nasledujici:

Uloha Na obrazku je rozehrany pavouk tenisového turnaje.

P Novak Djokovic
W Flonan Mayer

B3 Roger Federer
mm Mikhail Youzhny
== David Ferrer

EE= Andy Murray

B B Jo-Wilfried Tsonga

W Philipp Kohlschreiber

Kolik riznych dvojic mohlo hrat ve finale?

Prostiedi Turnaji navic nabizi moznost vénovat se orientovanym graftim, pri-
padné castecné usporadanym mnozinam.

Dopravni linky

Druhym prostiedim jsou Dopravni linky, které bezprosttedné tito¢i na nejzaklad-
néjsi principy kombinatoriky, za které povazujeme pravidlo soucinu a souctu. Na-
sledujici uloha je toho ilustraci:

Uloha
a) V obou planech urcete pocet riznych cest ze zdpadniho mésta

do vychodniho.

b) Zruste v pravém planu jednu linku tak, aby pocty cest ze zapadu
na vychod byly stejné.

c) Pridejte do levého planu jednu linku tak, aby pocty cest ze zapadu
na vychod byly stejné. Kolika zpiisoby to lze udélat?
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Kromé nejzakladnéjsich principti je prostfedi vhodné naptiklad k predstaveni
Pascalova trojihelniku a objeveni vztahti mezi kombina¢nimi c¢isly.

Uloha

a) Pro kazdé mésto urcete, kolika zptusoby se do néj lze dopravit
ze severniho mésta.

b) Zformulujte domnénku o tom, jaké ¢isla vychazeji pro jizni mésto,
a pokuste se ji dolozit obecnym argumentem.

@ &

Co se tyc¢e piipadnych rozsifeni, prostiedi Dopravnich linek pfirozené vyustuje
do teorie grafi. Je mozné v ném prezentovat poutava témata jako naptiklad slavny
problém ¢tyt barev.

Preklady

Prostfedim, které mozna nejvice vybocuje z tradi¢niho pristupu ke kombinatorice,
jsou Preklady. Na rozdil od vSech ostatnich iloh, v Prekladech nejde o to dobrat se
konkrétniho vysledku, tj. napiiklad spocitat pocet zptisobt, kterym lze néco udélat.
V ramci kazdé ulohy je zadano nékolik poduloh a cilem je Fict, které z nich vedou
ke stejnému vysledku. Cilem tedy je dil¢i tlohu prelozit do jiného jazyka. Schopnost
prekladat tlohy povazujeme za naprosto klicovou, a proto jsme toto prostredi vy-
mysleli. Pochopitelné nemtizeme zabranit tomu, aby zaci dil¢i alohy spocetli a tak
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dosli ke spravnému zaveru, ale je to pouze jedna z moznych fesitelskych strategii
(a mnohdy ta méné vhodna).

Uloha

a) Urcete pocet riznych cest ze zapadniho mésta do vychodniho.

b) Na zékladni Skole je v rdmci 1. stupné pét ro¢niki. V kazdém
z nich jsou ¢tyfi tiidy oznaceny pismeny A, B, C, D. Kolik t¥id je
na 1. stupni?

c) Na vecirku se seslo 5 lidi. Kazdy z nich si celkem ¢tytikrat s nékym
pritukl. Kolik tuknuti probéhlo?

d) Kolika zpisoby lze ze 4 dév¢at a 5 chlapct vybrat tane¢ni par?

e) Ve skupiné florbalového turnaje se potkalo 5 tymu. Kazdy sehral
s kazdym jedno utkani. Kolik zapast se celkové hralo?

Preklady se tedy soustfeduji na bijekce, pomoci kterych ukaZeme napiiklad
kombinatoricky diikaz binomické véty nebo dalsi propojeni na matematicky jazyk.

veNv /s

vztahu:

1 1
12+22+32+...+n?:2(TL;r )+<n;r >

Hry

Poslednim prostiedim jsou Hry. Jejich icel je predevsim motivacni. Vyhodu Her vi-
dime v tom, Ze zaci je nepovazuji za soucast klasické matematiky a jsou tak schopni
premyslet, aniz by byli zatizeni formalnimi znalostmi. Na zavér si predstavme néko-
lik her, které je mozno v hodinach pouzit.

Uloha Hraje se na planu uvedeném na obrazku. Hraci st¥idavé vy-
barvuji po jednom policku. V prvnim tahu se vybarvi jedno z nejvice
vneéjsich policek. V kazdém dalsim tahu se musi vybarvit policko, které
sousedi s posledné vybarvenym a neni dale od stredu. Kazdé policko
lze vybarvit pouze jednou. Kdo nemiize tdhnout, prohral.
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Uloha Na stole je hromadka deseti sirek. Hra¢, ktery je na fadé,
musi odebrat jednu nebo dvé sirky. Kdo nemtize tdhnout (na stole uz
neni zadna sirka), prohral.

Uloha V pravém hornim rohu Sachovnice 8 x 8 stoji véz, ktera se v
kazdém tahu mize pohybovat jen dolii nebo doleva (o libovolny pocet
poli). Hra¢, ktery nemtze tdhnout, prohrél.

Podékovani

Vyzkum byl podpofen Grantovou agenturou Univerzity Karlovy v Praze (projekt
¢. 1250213).
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K jednomu zpusobu reseni slovnich tloh
o spolec¢né praci

FRANTISEK Simal

Slovni tlohy je mozné fesit mnoha zptsoby. Nejcastéji jsou k feseni pouzivany
rovnice nebo jejich soustavy. Casto je také pouzivan aritmeticky postup, ktery se
podoba predchozimu postupu pomoci rovnic. Zajimavym zptisobem feSeni slovnich
uloh je usudek. Jen vyjimecné se pfi feSeni slovnich tloh objevuje grafické feseni.
Vsechny uvedené postupy jsou v rtizném mnozstvi pouzivany zaky a studenty nasich
gkol (Sima, 2013: s. 173). Chtél bych pfipomenout postup, ktery byl pouzivan jiz
ve starovékych kulturach v Ciné a v Egypté, postup, ktery jak se zd4 jiz z nasich
ucebnic vymizel. Jedna se o obecné teseni, které vyusti v obecny vztah neboli
vzorec. Ukazme si uziti téchto vztahti pii feseni slovnich tloh o spolecné praci.
Odvozeni vztahti pro nedostatek mista neuvedu. Lze je nalézt ve (Sima, 2013).

Ulohy o spole¢né praci jsou takové, ve kterych se fesi, za jakou dobu provede
uréity kol nebo jeho ¢ast néktery ze subjektt & subjekty viechny. Ulohy ¢lenime
v prvni fadé podle toho, kolik subjektii se zapoji do spole¢né prace. Subjekty mohou
pracovat po celou dobu prace nebo jen béhem urcité ¢asti. Je také mozné, ze néktery
ze subjektii se spolecné préaci brani (pracuje proti). Mize se také stat, Ze dochézi
ke specifickému druhu spole¢né prace. Vzhledem k uvedené charakteristice jsou
ulohy rozclenény do sedmi skupin.

Nejdrive budu jednotlivé skupiny charakterizovat. Potom vyberu nejcastéji uva-
déné priklady, uvedu jejich modelova feseni a z nich plynouci vztahy, které budou
vzorci pro feSeni dané tlohy.

Skupina 1: Plna prace dvou subjektu

Jednd se o slovni ulohy o spolecné praci dvou subjekti, které pracuji po celou dobu
spolecné prace. Hledame dobu spolecné prace nebo dobu, po kterou pracugi jednotlivé
subjekty.

Priklad 1.1:

Prvni pracovnik by sdm vykonal urcitou praci za 3 dny, druhy sam za 6 dni. Za jak
dlouho by uvedenou praci vykonali oba spolec¢né?

WSTE v Ceskych Budéjovicich, simafr2@seznam.cz
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Reseni:
Je-li: a...doba prace, za kterou udéla celou praci prvni pracovnik,
b...doba prace, za kterou udéla celou praci druhy pracovnik,

s...doba prace, za kterou udélaji celou praci oba pracovnici,

potom dostavame modelovy vztah
as +bs = ab, (1)

ze kterého odvodime vztah pro s (eventuélné pro a, b):

ab

bs as

ab 3-6
S = =
a+b 346

Oba délnici by vykonali uvedenou praci spolec¢né za 2 dny.

Priklad 1.2:

Prvni zavod splni dodavku o 7 dni diive nez druhy. P1i spole¢né praci by oba zavody
splnily dodavku za 12 dni. Za jakou dobu by splnil dodavku kazdy zavod sam?

Reseni:

Je-li: a...doba prace, za kterou udéla celou praci prvni zavod,
b...doba prace, za kterou udéla celou praci druhy zavod,
r...doba prace, o kterou splni dodavku diive prvni zavod,

s...doba prace, za kterou udélaji celou praci oba zavody,

potom dostavame modelovy vztah
a® +ar = 2as +rs, (2)

ze kterého odvodime vztah pro a:

25 — 1+ /12 + 452

2

12 =
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V nasem pripadé konkrétné plati: r =7,s = 12:

a1 =

2 2 2

2 —r+Vi2 487 212 T+ 14122 17:&25_{@1

Prvni zavod splni dodavku sam za 21 dni, druhy sam za 28 dni.

Skupina 2: Neuplna prace dvou subjekti

a9 =

21

Jedna se o slovni ulohy o spolecné praci dvou subjektu, kdy alespon jeden ze subjekti
nepracuje po celou dobu spolecné prace. Hledame dobu spolecné prace nebo dobu,
po kterou pracuji jednotlive subjekty. MizZeme téz hledat dobu, za kterou by spolecnou
praci dokoncil jeden ze subjektd.

Priklad 2.1:

Prvni délnik by sam vykonal urcitou praci za 32 dni, druhy délnik by tutéz praci
vykonal sam za 24 dni. Nejprve pracuje prvni délnik sam 4 dny. Aby dokoncil praci
diive, je mu na pomoc pridan druhy délnik. Spole¢né pracuji 4 dny, potom prvni
délnik onemocni. Za kolik dni dokonci praci druhy délnik?

Reseni:
Je-li: a...

b..

..doba prace, po kterou pracuji oba délnici spolecné,

RS TS

doba prace, za kterou udéla celou praci prvni dé€lnik,

.doba prace, za kterou udéla celou praci druhy délnik,

..doba prace, po kterou pracuje prvni délnik sam,
..doba prace, po kterou pracuje druhy délnik sam,

.. celkova doba prace,

potom dostavame modelovy vztah

as +bs =ab—bp —aq,

ze kterého odvodime vztah pro ¢ (eventudlné pro ostatni):

b -
g=b_s_ 2 pts)
a
s:“b_bp_“q,...,t:ab+ap+bq . (3b)...
a+b a+b
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V nasem pripadé konkrétné plati: a = 32,6 = 24,p =4,s = 4, potom

b-(p+s) :24_4_24-(4+4)
a 32

=1

W

q=b—15— [dni].

Druhy délnik ukon¢i praci za 14 dni.

Priklad 2.2:

Na montazi pracuji dvé skupiny délniki. Obé skupiny pracovaly spole¢né 6 dni.
Kdyby prvni skupina po Sesti dnech odesla, dokoncila by druha skupina praci za dal-
si 3 dny. Kdyby druha skupina po Sesti dnech odesla, dokoncila by prvni skupina
praci za dalsi 2 dny. Urcete, za jakou dobu by provedla montaz kazda skupina
délnika zvIast?

Resend:

Je-li: a...doba prace, za kterou udéla celou praci prvni skupina délniki,
b...doba prace, za kterou udéla celou praci druha skupina délniki,
s...doba prace, po kterou pracuji obé skupiny délnikti spolec¢né,
p...doba prace, za kterou by zbytek prace dokoncila prvni skupina délniki,
q ...doba prace, za kterou by zbytek prace dokoncila druha skupina délnikii,

potom dostavame modelovy vztah

(a+0b)-s+bp=ab,
(a+b)-s+aq=ab, (4)

ze kterého odvodime vztah pro a, b:

a:pq—|—p3+qs’b:pq+ps+qs. (4a,b)
q p

V nasem pripadé konkrétné plati: s = 6,p = 2,q = 3, potom

pg+ps+qs 2-3+2-6+3-6
q 3

1

DO

dni]

b_pq+ps+qs_2-3+2-6+3-6

D 2
Prvni skupina by sama provedla montaz za 12 dni, druha sama za 18 dni.

1

(09)

[dni].
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Skupina 3: Plna prace tri subjekti

Jednd se o slovni ulohy o spolecné praci tri subjektu, ktere pracuji po celou dobu
spolecné prace. Hleddme dobu spolecné prace nebo dobu, po kterou pracuji jednotlive
subjekty.

Priklad 3.1:

Prvni délnik by sam vykonal urcitou praci za 4 hodiny, druhy sdm za 6 hodin, tieti
sam za 12 hodin. Za jak dlouho by uvedenou praci vykonali vSichni t¥i spole¢né?

Reseni:

Je-li: a...doba prace, za kterou udéla celou praci prvni délnik,
b...doba prace, za kterou udéla celou praci druhy délnik,
c...doba prace, za kterou udéla celou praci treti délnik,
s...doba prace, za kterou udélaji celou praci vsichni tii délnici,

potom dostavame modelovy vztah
abs + acs + bcs = abce (5)

ze kterého odvodime vztah pro s (eventudlné pro a, b, ¢):

abc
S_ab+ac+bc’ (52)

bc — bs — cs’ ac — as — cs ab — as — bs

b b
(a cs e acs e abs ) . (5b-d)

V nasem pripadé konkrétné plati: a = 4,0 = 6,c = 12, potom

abc 4-6-12
S: g
ab+ac+bc 4-64+4-124+6-12

= 2 [hodiny].

Vsichni tti by spole¢né vykonali praci za 2 hodiny.

Priklad 3.2:

TTi délnici maji vykonat urcitou praci. Pracuje-li A s B, vykonaji praci za 24 dni,
B s C za 30 dni, C s A za 40 dni. Kolik ¢asu potifebuje kazdy sam k vykonani
prace a za jak dlouho by ji vykonali vSichni tfi spolecné?

145



Reseni:

Je-li: a...doba prace, za kterou udéla celou praci délnik A,
b...doba prace, za kterou udéla celou praci délnik B,
c...doba prace, za kterou udéla celou praci délnik C,
u...doba prace, za kterou udélaji celou praci délnici A, B,
v...doba prace, za kterou udélaji celou praci délnici A, C,
w . ..doba prace, za kterou udélaji celou praci délnici B, C,
s...doba prace, za kterou udélaji celou praci vsichni ti délnici,

potom dostavame modelovy vztah

1 1 1 1 1 1 2
-+ —=2-=+7+=) =2, (6)
v w a b ¢ s

ze kterého odvodime vztahy pro s, a,b,c:

2uvw 2uvw
S = , 4 = ) (6a’7 b)
uv + vw + vw uw + vw — uv
2uvw 2uvw
uv + vw — uw uv + uw — vw

V nasem pripadé konkrétné plati: u = 24, v = 40, w = 30, potom

2uvw 2-24-40- 30 ,
s = = = 20 [dni],
wv +uw +vw 24-40+24-30+40 - 30
2uvw 2-24-40- 30
p— p— :60 d/
T wwtow—uv  24-30+40-30 — 24 - 40 [dn,
2 2-24-40- 30
b= kb — 40 [dni],
uUv + vw — uw 24 -40+40-30—24- 30
2 2.24 .40 -
c= ke 0. 30 = 120 [dni].

wo + uw —vw 24 -40 + 24 - 30 — 40 - 30

Délnik A by sam vykonal praci za 60 dni, délnik B sdm za 40 dni, délnik C' sam
za 120 dni, vSichni tfi by praci vykonali spolec¢né za 20 dni.
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Priklad 3.3:

Néadrzku lze naplnit tfemi kohoutky. Druhym kohoutkem by se naplnila za dobu
o polovici delsi nez prvnim, tretim za dobu o ¢tyri pétiny delsi nez prvnim. Vsemi
soucasné se nadrzka naplni za 9 hodin. Za jakou dobu by se nadrzka naplnila
kazdym kohoutkem zv1ast?

Reseni:

Je-li: a =x...doba, za kterou se naplni nadrzka prvnim kohoutkem,
b= kx...doba, za kterou se naplni nadrzka druhym kohoutkem,
c =rx...doba, za kterou se naplni nadrzka tretim kohoutkem,

s...doba, za kterou se naplni nadrzka vSemi tfemi kohoutky soucasné,

potom dostavame modelovy vztah

_kr+k‘—|—r

7
v kr > (7)
ze kterého postupné vyjadrime a, b, c:
kr+k+r kr +k+r kr+k+r
¢$=— 85, b=——-5,c=—-F——"5. (7Ta—c)
kr r k

V nasem pripadé konkrétné plati: s =9,k = 1,5,r = 1,8, potom

k k 1,51 1 1
g rrEtr 51,8415+ ’8-9:20[h0din],
kr 1.5-1,8
kr +k 1,5-184+15+1,8
p LN ET 20 8T IO F S g 30 [hodin],
r 1,8
kr + k 1,5-184+15+1,8
C:%.S: ) 7157 —l_ Y -9:36 [hodin].

Samoziejmé, ze b, c mizeme vypocitat pomoci a:
b=20-15=30,c=20-1,8=36.

Nadrzka by se naplnila jen prvnim kohoutkem za 20 hodin, jen druhym za 30 hodin,
jen tretim za 36 hodin.
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Poznamka:

Pokud by doba, po kterou je otevien treti kohoutek, byla urc¢ena pomoci rozdilu
(¢ =z + ), potom bychom z pocitali z kvadratické rovnice a dostavame

2ks + s — kr £ \/(2k3 + 5)% + k22 + 2krs
2k '

T12 =

Pokud by i doba, po kterou je otevien druhy kohoutek, byla uré¢ena pomoci rozdilu
(b =z + k), potom se x pocitd pomoci kubické rovnice.

Skupina 4: Neuplna prace trit subjektu

Jednd se o slovni ulohy o spolecné pract tri subjekti, kdy alespon jeden ze subjekti
nepracuje po celou dobu spolecné prace. Hledame dobu spolecné prdace nebo dobu,
po kterou pracuji jednotlivé subjekty. MuzZeme téz hledat dobu, za kterou by spolecnou
praci dokoncil jeden ze subjekti.

Priklad 4.1:

Délnik A by sam vykonal urcitou praci za 15 hodin, délnik B sam za 20 hodin
a délnik C' sam za 12 hodin. Nejprve pracuji vSichni t¥i spole¢né 4 hodiny, potom
jsou délnici B a C odvolani na jinou praci. Za jak dlouho dokon¢i délnik A zbylou
praci?

Reseni:
Je-li: a...doba, za kterou udéla celou praci sam prvni délnik,

b...doba, za kterou udéla celou praci sém druhy délnik,

c...doba, za kterou udéla celou praci sam treti délnik,

p...doba, kdy ¢ast prace udéla jen prvni délnik,

q...doba, kdy c¢ast prace udéla jen druhy délnik,

r...doba, kdy cast prace udéla jen treti délnik,

u . ..doba, kdy budou spolecné pracovat jen prvni a druhy délnik,
v...doba, kdy budou spole¢né pracovat jen prvni a tieti délnik,

w...doba, kdy budou spole¢né pracovat jen druhy a tieti délnik,
s...doba, kdy pracuji vSichni tii d€lnici soucasné,

t...celkova doba, za kterou je cela prace hotova,
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potom dostavame modelovy vztah
(ab + ac + be)-s+(ac + be)-u+(ab + be)-v+(ab + ac)-w+bep+acqg+abr = abe, (8)
ze kterého mizeme vyjadrit jednotlivé velic¢iny, napft.:

_abc — bep — acq — abr — (ac +be) - u — (ab+be) - v — (ab+ ac) - w

= ; 8
° ab + ac + be - (8a)
d_abc-l—(ab—i—ac)-p—i—(ab—l—bc)~q—|—(ac+bc)-r+abu+acv—|—bcw. (D)

B ab + ac + be ’
p:a—s—u—v—g-(8+r+v+w)—%-(s+q+u+w); atd. (8¢)

c

A) Protoze g =r =u=v =w = 0,a = 15,b = 20,c = 12, s = 4 dostédvame
ze vztahu (8c)

a a 15 15 _
p—a—s—(z+6)-3—15—4—(Eﬁ—%)-él—é[hodmy].

B) Protoze ¢ =7 =u =v =w = 0, dostavame ze vztahu (8a)

. abc — bep
ab+ac+be

Protoze a = 15,0 = 20, ¢ = 12, s = 4 dostavame

15-20-12—-20-12- 45 —
_ 1520 0 P y= o5 — p = 3 |hodiny].
15-20415-12420- 12 9 —

Délnik A dokondi praci za 3 hodiny.

Priklad 4.2:

V tepelné elektrarné je vytvorena urcita zasoba uhli. Bude-li v ¢innosti pouze
1. elektrarensky blok, vystaci zasoba uhli na 10 dni. Bude-li v ¢innosti jen 2. blok,
vystaci zasoba na 16 dni, bude-li v ¢innosti jen 3. blok, vystaci zasoba na 26% dne.
Urcete, na kolik dni vystaci zasoba uhli, budou-li v ¢innosti soucasné vSechny tti
elektrarenské bloky, vime-li, ze 1. blok je v ¢innosti pouze polovinu dne, 2. blok
pouze pétinu dne a 3. blok cely den.
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Reseni:
Vyjdeme ze vztahu (5a):
abc

T abtactbe’
kde a je doba prace jen 1. bloku, b je doba prace jen 2. bloku a ¢ doba prace
jen 3. bloku. Protoze 1. blok nepracuje cely den, ale jen pomérnou ¢ast dne, ozna-
¢ime si tento pomeér j, pomérnou denni ¢ast prace 2. bloku oznacime k£ a pomérnou
¢ast prace 3. bloku oznac¢ime [. Celkovou dobu prace oznac¢ime misto s pismenem ¢
(vSechny tii bloky nebudou pracovat po celou dobu spole¢né) a dostavame mode-
lovou situaci

a b c

i ko1
T b oac b ¢ ¥
ikl k

Upravime-li zlomek, dostavame pro celkovou dobu prace ¢ vztah

abc

t = .
abl + ack + bcy

Jelia=10,b=16,c =265 =% j=3,k=1,l=1, potom

10-16- &
abe 3 — 10 dni.

T abl+ack+bcj  10-16-1+410-20.1416. 0.1~ =

t

Za predpokladaného chodu elektrarenskych bloki vystaci zasoba uhli na 10 dni.

Skupina 5: Prace ¢tyr a vice subjekti

Jednd se o slovni ulohy o spolecné praci ctyr a vice subjekti, které pracuji po celou
dobu spolecné prace nebo mohou pracovat jen cdst doby spolecné prace. Hledame
dobu spolecné€ prace nebo dobu, po kterou pracuji jednotlive subjekty nebo cdst teto
doby.

Vzhledem k tomu, Ze tlohy, které je mozné zaradit do skupiny 5, se vyskytuji velmi
malo, budu se zabyvat pouze pripadem, kdy vSechny ¢tyti subjekty budou pracovat
po celou dobu spolec¢né prace.
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Priklad 5.1:

Do nadrzky pritéka voda ¢tyfmi trubkami. Jen prvni trubkou se nadrzka naplni
za 2 hodiny, jen druhou za 4 hodiny, jen tieti za 6 hodin a jen ¢tvrtou za 8 hodin.
Za jak dlouho se naplni nadrzka, budou-li otevieny vSechny roury soucasné?
{obdobnou tlohu umél fesit jiz fecky méri¢ Heron v II. stol. pf. n. 1.}

Resend:

Je-li: a...doba, za kterou se naplni nadrzka jen prvni rourou,
b...doba, za kterou se naplni nadrzka jen druhou rourou,
c...doba, za kterou se naplni nadrzka jen tieti rourou,
d...doba, za kterou se naplni nadrzka jen ¢tvrtou rourou,

s...doba, za kterou se naplni nadrzka vSemi ¢tyfmi rourami soucasné,

potom dostavame modelovy vztah

11 1 1 1
-t -4+ -4+ === 10
a b ¢ d s’ (10)
ze kterého vyjadiime hledané s:
abcd
— , 10
® = abc + abd + acd + bed (102)
V nasem pripadé konkrétné plati: a = 2,0 =4,c = 6,d = 8, potom
bed 2-4-6-
e 0.8 — 0,96 [hodiny].

T 4bc+abd+acd+bed 24642 4-8+26-8+4-6-8
Nadrzka se naplni vSemi ¢tyrmi pritoky za 0,96 hodiny, tj. za 57 minut 36 sekund.

Skupina 6: Ruzné druhy prace

Jedna se opét o ulohy se zadanim o spolecné praci subjekti. Tentokrat alespon
jeden ze subjekti ,pracuje opacné“, tj. pracuje tak, Ze spolecné prace nepribyvd,
ale ubyva. Hledame dobu spolecné prdace nebo dobu prdce nektereho ze subjektd.
Do této skupiny patri také Newtonova uloha.

Priklad 6.1:

Do vodojemu vedou tii roury A, B, C'. Rourami A, B voda pritéka, rourou C voda
vytéka. Jen rourou A by se vodojem naplnil za 10 hodin, jen rourou B by se naplnil
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za 15 hodin. Bude-li oteviena roura C, vodojem se vyprazdni za 18 hodin. Za kolik
hodin se vodojem naplni, budou-li otevieny vSechny tii roury soucasné?

Reseni:
Je-li: a...doba, za kterou se naplni vodojem jen prvni rourou,
b...doba, za kterou se naplni vodojem jen druhou rourou,
c...doba, za kterou se vyprazdni vodojem treti rourou,
s...doba, za kterou se naplni vodojem, budou-li otevieny vSechny tfi roury

soucasné,
potom dostavame modelovy vztah

1 1 1 1
4+ - — ==

ze kterého vyjadiime hledané s:

abce
— ) 11
> ac + bc — ab (11a)

V nasem pripadé konkrétné plati: a = 10,b = 15, c = 18, potom
abc B 10-15- 18
ac+bc—ab 10-18+15-18 —10- 15

Budou-li otevieny vSechny tii roury soucasné, naplni se vodojem za 9 hodin.

— 9 [hodin].

Poznamka:

Pro vypocet s mizeme pouzit téz vztah (5a), hodnotu ¢ musime dosadit jako
zapornou:

abe 10-15 - (—18) —2700 .
6 — — = =9 [hodin].
abtactbe 10-15+10-(—18) +15-(—18)  —300

Priklad 6.2:

Do vodojemu vedou tii roury A, B, C'. Rourami A, B voda pfitéka, rourou C voda
vytéka. Jsou-li otevieny roury A a B naplni se vodojem za 12 hodin, jsou-li otevieny
roury A a C, naplni se vodojem za 15 hodin. Budou-li otevieny roury B a C|
naplni se vodojem za 20 hodin. Za kolik hodin se vodojem naplni, budou-li otevieny
vSechny tii roury soucasné?
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Reseni:

Je-li: a...doba, za kterou se naplni vodojem jen rourou A4,
b...doba, za kterou se naplni vodojem jen rourou B,
c...doba, za kterou se vyprazdni vodojem rourou C),
u . ..doba, za kterou se naplni vodojem, jsou-li otevieny roury A, B,
v...doba, za kterou se naplni vodojem, jsou-li otevieny roury A, C,
w...doba, za kterou se naplni vodojem, jsou-li otevieny roury B, C,
s...doba, za kterou se naplni vodojem, jsou-li otevieny soucasné vsechny

tf1 roury,

potom dostavame modelové vztahy

1+1_1
a b u
1 1 1 1 1 2
S —=2, 44 === (12)
a ¢ v u v w S
I 1 1
b ¢ w
ze kterého odvodime vztahy pro s, a,b, c:
2 2
. UVW a— UVW | (12a, b)
uv + vw + vw UW + VW — uv
2 2
b= uow , C= uot ) (12c, d)
uv + vw — uw VW — UV — UW

V nasem ptipadé pro (12a) konkrétné u = 12,v = 15, w = 20, potom

2uvw 2-12-15-20
5 —

= = = 10 [hodin)].
uv + uw + vw 12-15+12-20+ 15-20

Budou-li otevieny vsechny tii roury soucasné, naplni se vodojem za 10 hodin.

Pfiklad 6.3: Newtonova uloha

Tii kravy spasou za 4 dny trdvu na louce majici 150m?, a to nejen travu, které
tam jiz je, ale i tu, ktera za tyto 4 dny nové vyrostla; podobné spase 5 krav za 6 dni
300 m? louky. Za kolik dni spase 7 krav travu na stejné louce vyméry 500 m?>?
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Reseni:
Vyjdeme ze vztahu:

mi-(L+t-y)  me-(1+tg-y)

Py, = P , kde (13)
m;, my je spasana plocha v jednotlivych pripadech,
t;,tr  je doba spasani v jednotlivych pripadech,
xi,Tr  je pocet krav v jednotlivych pripadech,
Y je mnozstvi travy, kterd naroste za jednotku casu na jednotce plochy.

Z obecného vzorce (13) nejdiive vytvorime vzorec:

my (14t -y)  mp(14+t2-y)

t1 -1 lo - T

9

do kterého dosadime m; = 150, my = 300,t; = 4,19 = 6,21 = 3, x9 = 5 a dostavame

150 - (1+4 (1 1
(1+4y) = 300 - (1 +6y) ,odkud y = -
4.3 6-5 4

Znovu pouzijeme obecny vzorec (13) a vytvofime vzorec:

m3(1—|—t3y) m2(1+t2y)

tg'l'3 tQ'IL'Q

do kterého dosadime mo = 300, m3 = 500,19 = 6,29 = 5,23 =7,y = i a dostavame

200 (1e-g) 300 (1469 hs— 10 (dud
ts -7 6-5 ’ =

Tieti louku o plose 500 m? spase 7 krav za 10 dni.

Skupina 7: Specifické druhy prace

Jednd se opét o ulohy se zaddnim o spolecné prdaci subjektu. V ulohdch se mo-
hou vyskytovat vétsi skupiny subjektu. Vétsinou se jednd o specifické druhy prdce,
ktere nelze zaradit do predchozich skupin. Nejcastéji hledame pocet subjekti, ktere
musime pridat, ¢i ubrat a viiv této upravy na celkovou dobu spolecné prdce.
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Priklad 7.1:

Necht 21 robott udéla predepsanou praci za 37 hodin. Za 15 hodin v8ak bylo pfidano
nékolik dalsich roboti, takze prace byla udélana o 8 hodin diive. Kolik robott bylo
pridano?

Resent:

Je-li: a...pocet roboti na pocatku prace,
r...pocet roboti, které jsou v pribehu prace pridany,
t...celkova doba, za kterou je celd prace hotova,
to...doba prace pivodniho poctu roboti,

t1...doba, o kterou se zkrati celkova prace pridanim r robot,

potom dostavame modelovy vztah
a-t=(a+r)-(t—to—1t1)+a-ty, (15)
ze kterého vyjadiime hledanou veli¢inu 7:

t
p=—1 (15a)
t—ty— 1

V nasem pripadé konkrétné a = 21,¢ = 37ty = 15,¢; = 8, potom

aty 218
_ _ 2 frobot
T Tt =t 37—15-8 = 12 [robotd].

Bylo pridano 12 robotii.

Priklad 7.2:

Podnikatel je vazan smlouvou dokoncit praci do 60 dnii; vypocita si, ze k tomu
potiebuje 48 délnikii. Po 32 pracovnich dnech vypukne stavka, jez trva 20 dni. Kolik
délnikt pribral podnikatel po stavce, jestlize praci dokoncil do smluvené lhiity?

Resent:
Pouzijeme opét vzorec (15a), kde a = 48,t = 60, ty = 32,t; = 20. Potom

t 48 - 20
—— 120 [délnikd].
t—to—tl 60 32—20 -

Aby podnikatel dokoncil praci ve stanovené 1htté, musi pribrat 120 délnikd.
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Zaveér

Postup Feseni slovnich tloh pomoci odvozenych vztaht (tj. vzorci) je jeden z moz-
nych postup, které je mozné aplikovat na zakladnich ¢i strednich skolach. Je mozné
se na tento postup divat jako na zakladni ¢i jako dopliujici pri feseni slovnich dloh
o spolecné praci. Muze také slouzit vyucujicim k tvorbé dalsich variant téchto tloh.
Resime-li slovni tlohy vice zptisoby, mtize dalsi zptisob slouzit jako zkouska.
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[2] KRAEMER, E., HRADECKY, F. & JOZIFEK, V. (1956). Sbirka vesenyjch
slovnich dloh z matematiky (6. az 8. postupovy rocnik). Vyd. 1. Praha: SPN.

[3] SIMA, F. (2013). Matematizace redinyjch situaci a slovni tlohy. Disertac¢ni
prace. UP Olomouc.

Sebehodnoceni zakd (nejen) v hodinach
matematiky

VLADIMIR SKUTA!

Prispévek je vénovan prakticke aplikaci sebehodnoceni Zaku ve vyucovacich hodi-
ndch matematiky i jinych predméti na druhém stupni zakladni skoly. Autor prezen-
tuje systémouvy ndstroj, ktery byl vytvoren a ndsledné se osvédcil na Zakladni skole
J. Matiegky v Meélniku. Zde jej uz patym rokem vyuzivd nejen autor, ale i vétsina vy-
ucujicich teoretickych predmétu druhého stupné a nékteri vyucujict vyssich rocniku
proniho stupnée.

Proc¢ sebehodnoceni zaku? (legislativa)

e Skolsky zékon §30:
... Skoln7 rad obsahuge také pravidla pro hodnocent vysledki vzdélavant Zaki. . .

1Z4kladni $kola Jindficha Matiegky Mélnik, p. o., skuta@zsjm-me.cz
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e Vyhlagka o ZS §14:
... pravidla pro hodnoceni Zdaku jsou soucasti skolntho radu a obsahuji zej-
meéena: ...zasady a zpusob hodnoceni a sebehodnoceni vysledki vzdélavani
Zaki. . .

e RVP ZS, klicové kompetence, kompetence k uceni:
... kriticky zhodnoti vysledky svého uceni. ..

e RVP ZS: pozadavek na sebehodnoceni se objevuje jako cil i v nékterych kon-
krétnich vzdéldvacich oblastech (napr. Clovék a spoleénost)

Proc¢ sebehodnoceni zaku? (zkvalitnovani vyuky)

e Poskytuje zpétnou vazbu zakovi i rodi¢iim, ¢imz posiluje formativnost sys-
tému hodnoceni ve skole (vede zaka k zlepsovani)

Posiluje zajem zaka o vyuku

Rozviji sebetctu zaka

Posiluje zdravy partnersky vztah mezi zakem a ucitelem

Vede ke sjednoceni optiky hodnoceni ucitelem, zakem, rodi¢i (pfedchéazime
prekvapeni zakt a rodici)

Cil vycviku zaku v sebehodnoceni

Naucit zaky samostatné vyhodnocovat svou praci a vyvozovat ze zpétného pohledu
zavéry pro budoucnost (Kostalova, 2008).

Jak délat sebehodnoceni?

e Jednorazové pri vyuce, na konci hodiny, kdyz zbude cas. ..

e Systémové (mé to néjaka pravidla)
Pravidla systémového sebehodnoceni zakii:
> pravidelnost
> zak si pfedem nastavi sam ,Jlatku® (planuje svij vykon)
> vychazi se z kritérii (viz SR)
> pozitivni motivace k predmétu
>

je to subsystém systému hodnoceni
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Jak to délame u nas

Sebehodnoceni a hodnoceni zaka v matematice w
Jméno: Siméa Fllillova
Motto: ""Stile vice ovldidim matematiku, proto ji mam rid."

2012/2013 Sim¢a planuje Simca sama sebe hodnoti Pan ucitel hodnoti Siméu
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2. pololeti
Aktivita: A=velmi aktivni Chovédni:  ++ = chovani vzorné, neporuduje Skolnf Fad
B=aktivni + = chovini solidni, jen vyjime&né se dostane na hranu poruseni Skolniho fadu
C=méné aktivni - = nékdy porusi 3kolni fad méné zavazné
D=neaktivni = poruuje $kolni fad ¢asto nebo zdvazné

Obr. 1

Zasady vyuzivani ,jnaseho* systému
e Vyhodnocujeme pravidelné 1x za mésic (na konci ¢i zac¢atkem nového mésice),
vyjimecné lze dva mésice spojit
e V predmétech s nizsi hodinovou dotaci Ize vyplnovat ¢tvrtletné
e Kazdy zak vyplnuje dva shodné archy:
— jeden nalepeny na zadnich deskach sesitu

— druhy mé uditel u sebe (poskytne zakovi, kdyz svij ztrati)
Proc?

v/ 73k musi mit stéle list u sebe (p¥i vyuce je obas vybizim, aby se podi-
vali na svij plan, info pro rodice)

Vv J&, ucitel, musim mit moznost kdykoli zékovi poskytnou jeho zaznamy
a hlavné do nich kdykoli nahlizet a pfemyslet o zacich
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Sebehodnoceni a hodnoceni Z4ka v matematice

Jméno: Pepa H.aty

X

Motto: "Stile vice ovlidim matematiku, proto ji mam rad."

20122013 Pepa plinuje i Pepa sam sebe hodnc?li Pan uéitel hodnoti Pef)u /0 7
£ £ 8 £ £ 3 2 £ £ &
2z > o 4 3
IX. B § £ K] £ E- 2 2 Z 2 is rodith
N o 3} g o o g = o podpis roditli
5 : 2 - .
i Lo | C £ & T ¢ | & |&+
] D £ -1 - 2 n ]
Fijen (4 # ( i ¢ (- + C — /) zf—r-
- 4 ) - e a 4 »
listopad } 4 H £ ) (/ i )* :% 1
2
rosinec j 2
2 17 + 7 K ~C 7 0°
leden - y 7 A=5| & +~ 7 | F-Cl + 7 0%
) ' /7,
. 7l =22 i, 7 -
Ginor =7 é + °f { -5/ K + 744 0 1<
7 7 r + 7~ d 7
biezen L C 53 { ) L= c i
¢
duben
) ? 2 T
kvéten & il \j _y 1
Cerven
1. pololeti
2. pololeti
Aktivita: A=velmi aktivni Chovéni;  ++ = chovéni vzorné, neporusuje $kolni Fad
B=aktivni += chovéni solidni, jen vyjimetné se dostane na hranu poruseni $kolniho Fadu
C=mén& aktivni - = n&kdy porusi $kolni fdd méné zavazné
D=neaktivni —— = poruduje Skolni ¥4d &asto nebo zdvaZné

Sebehodnoceni a hodnoceni Zaka v matematice

Jméno: Kristyna S HEkova

Obr. 2

8y

Motto: "Stile vice ovladam matematiku, proto ji mam rad."

Kristyna planuje Kristyna sama sebe hodnoti | Pan ucitel hodnoti Kns?z’nu
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Obr. 3
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Sebehodnoceni a hodnoceni Zika v matematice w

Jméno: Bohu$ Smm
Motto: "Stale vice ovladam matematiku, proto ji mam rid."
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Obr. 4
Sebehodnoceni a hodnoceni Zika v matematice
Jméno: Veréa KEEEovs w

Motto: "Stile vice ovlidam matematiku, proto ji mam rad."
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Obr. 5
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Zavér
Vhodnym systémem sebehodnoceni zaky uc¢ime, ze neni treba skryvat, co jim neslo.
Stejné tak je vsak u¢me, ocenit a posilovat na vlastni praci vse, co za to stoji!

Literatura

[1] KOSTALOVA, H., MIKOVA S. & STANG J. (2008). Skolni hodnoceni Zdkii
a studenti: se zamérenim na slovni hodnoceni. Vyd. 1. Praha: Portal, 151 s.
ISBN 978-807-3673-147.

[2] www.zsjm-me.cz

Studentské reflexe vyuky elementarni
matematiky metodou budovani schémat

RENATA ZEMANOVA!

Prezentujeme analyzu studentskiych reflexi prubézné profesni praxe v matematice
1. st. ZS vyucované metodou budovdni schémat. Reflexe vyhodnocujeme v parame-
trech: klima hodiny, komunikace v hodine, architektura hodiny a dulezité epizody.
Porovndvame praxi ndslechovou, kdy studenti sledovali zkuseného ucitele, a vystupo-
vou, kdy studenti sledovali své spoluzaky. Odpovédi studenti zaznamendvdme kva-
litativne 1 kvantitativne.

Formulace problému

Od roku 2012 se rozviji spoluprace Katedry matematiky s didaktikou Pedagogické
fakulty Ostravské univerzity s Katedrou matematiky a didaktiky matematiky Pe-
dagogické fakulty Univerzity Karlovy. V roce 2012/13 jsme pfipravili vyznamné
obsahové zmény piedmétt didaktiky matematiky oboru Uéitelstvi pro 1. st. ZS,
ktera tak namisto dosavadniho tradi¢niho vyucovani matematice rozviji konstruk-
tivistickou metodu budovani schémat. K zasadni zméné doslo i v koncepci priibézné
profesni praxe. Studenti tuto praxi nové realizuji vyhradné v hodinach matematiky
vyucovanych vyse uvedenou metodou, tedy podle ucebnic matematiky Hejného.
Detailni analyzu zmén matematickych disciplin v ptfipravé budoucich uciteli — ele-
mentaristti na PAF OU prezentoval R. Krpec (Krpec, 2013).

!Katedra matematiky s didaktikou, Pedagogicka fakulta, Ostravska univerzita, renata.zemanova@osu.cz
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Teoreticka vychodiska

Problematikou reflexi vyukové hodiny se zabyva fada autord. Vychazime z prin-
cipi u¢inného vyucovani v matematice formulovanych Nadou Stehlikovou v publi-
kaci Cesty ke zdokonalovani kultury vyucovani matematice (HoSpesova, Stehlikova
& Ticha, 2007). Ze stejné publikace vyuZivime pojednani o kvalifikované peda-
gogické reflexi autorek Aleny HoSpesové a Marie Tiché, pficemz studenty vedeme
i k reflexi predem zadanych aspektt hodiny.

Zatazeni studentské praxe v oboru Ucditelstvi pro 1. st. ZS
na PdF OU

Studenti oboru U¢itelstvi pro 1. st. ZS absolvuji v pritbéhu studia nékolik profesnich
praxi v matematice 1. st. ZS, a to praxi hospita¢ni (sledovani vyuky, sezndmen
s provozem Skoly, jeji dokumentaci, praci tfidniho ucitele, vychovnou praci skoly
a praci s rodici), praxi pribéznou (sledovani, pfiprava, realizace a reflexe vyuky),
praxi souvislou (komplexni).

Reflexe vyuky matematiky na 1. st. ZS

Zpracovali jsme studentské reflexe pribézné praxe v zimnim semestru akademic-
kého roku 2013 /14, tedy z obdobi zafi — prosinec 2013. Néaslechy absolvovali studenti
3. ro¢niku u Pavliny Placzkové na ZS Kontesinec v Ceském T&Sing (2. ro¢nik ZS),
vistupy absolvovali studenti 4. roéniku u Zemanové a Krpce na ZS Mati¢ni v Os-
travé (3. ro¢nik ZS). Néslechové praxe se zii¢astnilo celkem 35 studentti, vystupové
praxe celkem 22 studenti.

Studenti byli predem vyzvani, aby sledovali a vyjadrili se i témto aspektiim:
1) klima hodiny, 2) komunikace v hodiné, 3) architektura hodiny a 4) dilezité
epizody. Studenti psali text volné, tedy neméli predepsanou strukturu jevi, které
aspektu nalezi.

V tabulkach 1-8 u kazdého studenty pojmenovaného jevu uvadime cetnost od-
povéedi.
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KLIMA — 7§ Konteéinec

KLIMA — Z§ Matiéni

Sledovany jev Pocet Sledovany jev Pocet

Vzijemnd pomoc 27 Pritelské klima (pfejicnost, 17
Aktivita 26 kamaradskost, podpora)

Nepiitomnost frustrace nebo nudy 18 Altivita 15
Dobre vztahv mezi ziky 17 Vzijemnd pomoc 11
Radost 10 Vzijemna spoluprace 7
Klidné klima v hodiné i o pfestavce 7 Radost a nad$eni zdki 6
Seberealizace zaku 6 Soutézivost 5
Zapojovani do éinnosti v prabéhu . Klidné klima wve tfidé 4
celé hodiny - Neaktivnijedinci (nuda) 3
NezaZivini pocitu neuspéchu 5 Nepfitomnost nudy nebo 3
Sehranv kolektiv 4 frustrace

Neaktivnijedinci 3 Nezazivini pocitu netspéchu 3

Tab. 1:
Sledované jevy ttidniho klimatu

Tab. 2:

Sledované jevy tridniho klimatu

KOMUNIKACE — Z5 Konteéinec

KOMUNIKACE — ZS Matiéni

Sledovany jev Pocet Sledovany jev Pocet
Mod uéitel — zak 23 Mod uéitel — zak 21
Mod uéitel — tfida 21 Mod uéitel — tfida 11
Mod zak — zak 18 Mod zak — zik 9
Mod skupina ziki — skupina zaki 15 Mod zak —uéitel 7
Podnétné otazky 15 Nepresné zadani ikolu od uéitele 5
Vzdjemnd pomoc pii opravé chvb 10 Moéd skupina zilkn — skupina ziki 4
Mod zdk — ucitel 9 Mod uéitel —uditel 4
Vvuztibarevnvch karticek 5 Podnétné otizky 3
Obhajoba vlastnich feSeni 4 Dostatek prostoru pro dotazy -
Mod zdk — tfida 3 zakn B
Prace s hlasem 2 Mod zik — tfida 2
Zibavné otazkv (humor) 1 Prace s hlasem — srozumitelné a -
Vyuzivani nonverbalni komunikace 1 hlasité vvjadfovani vvuéujiciho -
Tab. 3: Tab. 4:

Sledované jevy komunikace

Sledované jevy komunikace
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ARCHITEKTURA — ZS Kontesinec

ARCHITEKTURA — ZS Matiéni

Sledovany jev

Pocet

Dobra pfipravenost uéitele

14

Plvnulost hodiny bez naruseni
scendfe

Zaujetiviech zakn

Potfeba pokracovani i o pfestavce

Naruseni scénare zaky

[SEI e ]

Nedostatek iikold pro
rvchlejiiSikovnéjii ziky

Lh

Nedostatek pohvbove aktivity

Dostatek zajimavwch aktivit

Sledovany jev Poéet
Dobra pfipravenost uﬁithle 22
Zaujetiviech zaku 20
Spad hodiny — stfidani cinnosti 16
Naruseni scéndfe zaky 14
Potieba pokracovini i o pfestivce 10
Mozinost vvbéru pro zaky 9
Prizpisobivost uéitele 6
Dostatek pohvbove aktivity 6
Soustfedénost zaka 3
FozlozZeni ¢asu 4
Spole¢né zhodnoceni hodiny 4

Spad hodiny — stfidani ¢innosti

Tab. 5:
Sledované jevy architektury hodiny

Prizpisobivost uditele

=t | b | e | LA

DULEZITE EPIZODY — ZS Kontesinec

Tab. 6:

Sledované jevy architektury hodiny

DULEZITE EPIZODY — ZS Matiéni

Nepochopeni zadani zakem
(nepfesné zadani ze stranv uéitele)

9

Price s chvbou 22
Pomoc spoluzikovi 13
Spoluprice na feseni ulohy 9
Zapadlenost pro matematiku a vvsokeé 6

sebevédomi zakn

Vzajemna pomoc s fefenim

=]

Vvuziti barevnvch karticek — Zik,
ktervuloze rozumi, zvedne zelenou, 6
nerozumi cervenou, dotaz oranzovou

Nadseni ziki nad novym pomanim
{.aha efekt™)

=)

Zapojeni zaka s dvskalkulii

il

Lt

Kontrola visledki pomoci
krokowvani

LA

Uwolnéné klima tfidy, viditelna
radost

Priace s chvbou, nepochopeni ulohy

Pomocuéitele zakowvi

Svobodnd volba feseni prikladi

Nepochopeni zakova postupu
ucitelem

e | e

Zapalenost pro matematiku a vvsoke
sebevédomi Zdki

e | wa | de

]

Pijjeti pojmu navrzeneho zakem

Vyuziti velkych ndzomvch pomicek
pii fefeni prikladu

]

Uéitelkv si malo vimmaly, Ze se
hlasi™

)

Pomocuéitele zakowi

.....hol¢icka se silnvm ADHD
poprve vvtesila priklad pfi poéitani
trojithelniki s barevnymi poli,
dostala jedniclku.”

]

Dobra spoluprace uéitelek s zaky

Problémové ulohy

Ewchlé pochopeni nového uéiva

[RSr QN e -

Tab. 7:

Sledované diilezité epizody

Tab. &:

Sledované dulezité epizody
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Jednota ¢eskych matematiki a fyziku

Ucitel

matematiky

Rotnik 12 g
Cislo 1 (49) Rijen 2003

Casopis Ucitel matematiky, vydavany Jednotou ceskijch matematiki a fyziki, vkro-
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pisu jsou dostupné na wwww.suma.jcmf.cz/ucitel.

Administrace ¢asopisu:
Miluse Hruba
Gymnazium, A. K. Vitaka 452, 569 43 Jevicko
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