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M. Špinková: Pravděpodobnost a zdravotnı́ testy . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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Váženı́ a milı́ čtenáři,
dostává se vám do rukou sbornı́k přı́spěvků z dvanáctého ročnı́ku konference Dva

dny s didaktikou matematiky, která se již k našı́ nesmı́rné radosti zabydlela v diářı́ch
mnoha učitelů. Konferenci pořádá katedra matematiky a didaktiky matematiky Univerzity
Karlovy v Praze, Pedagogické fakulty, ve spolupráci se Společnostı́ učitelů matematiky
JČMF pro učitele matematiky všech typů škol z celé České republiky, mnoho zahraničnı́ch
hostů ze Slovenska a často i několik hostů z Německa, Polska či Anglie. Těšı́ nás, že je
mnoho učitelů, kteřı́ se na konferenci každoročně vracı́, a že každým rokem přibývajı́
novı́. Program konference je zvolen tak, aby se každý účastnı́k mohl aktivně zapojit
a našel si něco, co ho obohatı́ a co může ve své vlastnı́ praxi využı́t.

Chtěli bychom vám všem, kteřı́ přispı́váte na konferenci dı́lnami, referáty v sekcı́ch,
otevřenými hodinami, postery a cennými diskusemi ve všech aktivitách, poděkovat za
skvělou atmosféru konference, která nám pokaždé dodá energii a chut’ do dalšı́ práce.
Věřı́me, že i účastnı́ci konference si odnášejı́ dobrý pocit smysluplnosti svého úsilı́
v hodinách matematiky.

Společnost učitelů matematiky (SUMA), která hájı́ profesnı́ zájmy učitelů matema-
tiky, nabı́zı́ učitelům prostor k předávánı́ zkušenostı́ i k diskusı́m o problémech, které nás
zajı́majı́, na portálu SUMA (www.suma.jcmf.cz). Ten byl uveden do provozu s podporou
Evropského sociálnı́ho fondu. Věřı́me, že právě účastnı́ci konference Dva dny s didakti-
kou matematiky budou portál aktivně využı́vat a sdı́let tak s ostatnı́mi kolegy své cenné
zkušenosti i názory.

Všem účastnı́kům třináctého ročnı́ku konference přejeme, aby jim tento sbornı́k
připomněl přı́jemnou pracovnı́ atmosféru a aby v něm i po roce našli dalšı́ podněty pro
svou práci. Ostatnı́m čtenářům přejeme, aby je náš sbornı́k potěšil a aby je motivoval
aktivně se účastnit dalšı́ch ročnı́ků konference Dva dny s didaktikou matematiky.

Na setkánı́ na třináctém ročnı́ku konference Dva dny s didaktikou matematiky v únoru
2009 se těšı́

Nad’a Stehlı́ková

předsedkyně programového výboru konference
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Zvané přednášky

ZAMYŠLENÍ NAD NĚKTERÝMI
MOŽNOSTMI V HODNOCENÍ VÝSLEDKŮ

VZDĚLÁVÁNÍ NA ZŠ A SŠ ANEB
TESTOVÁNÍ BY NEMĚLO BÝT PŘEKÁŽKOU

REFORMNÍM ZMĚNÁM SMĚŘUJÍCÍM
K NÁPRAVĚ SYSTÉMU VZDĚLÁVÁNÍ

EVA ŘÍDKÁ, EVA LESÁKOVÁ1

VÝCHODISKO

V procesu liberalizace našeho školstvı́ docházı́ k řadě změn. Mnohé z nich jsou vy-
volány a umožněny tlakem měnı́cı́ se společnosti. Zásahy přicházejı́ prakticky odevšad.
Ke změnám se vyslovujı́ žáci a rodiče, politici, reklamnı́ agenti z komerčnı́ch sfér, média
i někteřı́ odbornı́ci. Učitelé plnı́ převážně rutinnı́ pedagogické povinnosti. Mimo jiné se
školy potýkajı́ předevšı́m s vlastnı́m provozem, s plněnı́m administrativnı́ch opatřenı́ od
nekonečně tvořivé skupiny úřednı́ků, s konkurenčnı́mi tlaky, s důsledky systémových
i nesystémových změn, s kázeňskými problémy žáků a zpravidla na poslednı́m mı́stě
zbývá i prostor pro řešenı́ pedagogických záměrů a tvořivou práci. Situaci komplikujı́
i neodborné zásahy některých politiků do systému školstvı́ za podpory některých senza-
cechtivých médiı́. Téměř neexistuje spolupráce mezi navazujı́cı́mi stupni škol, která by
mohla ledacos korigovat. Některé „kosmetické“ změny v našem školstvı́ vyvolané tı́mto
společenským tlakem majı́ nečekaně vážné důsledky v přı́stupu našı́ mladé generace ke
vzdělánı́. Co je správné a co ne?

ÚVOD

CERMAT je organizace, kterou MŠMT zřı́dilo za účelem realizace společné části ma-
turitnı́ zkoušky (dále MZ) na všech typech střednı́ch škol ukončených maturitnı́ zkouškou.
V současné době se připravuje postupné spuštěnı́ „ostré“ maturity ve dvou fázı́ch. V roce
2010 a 2011 by měla společná část MZ obsahovat dvě zkoušky – Český jazyk a literaturu

1CERMAT; lesakova@cermat.cz, ridka@cermat.cz
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a volitelně Matematiku nebo jeden z pěti Cizı́ch jazyků. Všechny povinné zkoušky se
budou nabı́zet ve dvou úrovnı́ch obtı́žnosti – v základnı́ úrovni a ve vyššı́ úrovni.

Od roku 2012 bude maturita rozšı́řena o dalšı́ zkoušku. Studenti budou skládat ve
společné části zkoušku z Českého jazyka a literatury, zkoušku z Cizı́ho jazyka a jednu
volitelnou zkoušku. V nabı́dce volitelných zkoušek zůstává Matematika a přibude Ob-
čanský a společenskovědnı́ základ a Informatika. V každé zkoušce si studenti budou
vybı́rat jednu ze dvou úrovnı́ obtı́žnosti.

V průběhu dlouhodobé přı́pravy společné části maturitnı́ zkoušky proběhlo nejrozsáh-
lejšı́ pilotážnı́ šetřenı́ na našich školách. CERMAT pro potřeby objektivnı́ho posuzovánı́
zı́skal velmi cenné informace o stavu gramotnosti našich studentů. Současně se obje-
vila potřeba zmapovat situaci a reflektovat změny i na nižšı́ch stupnı́ch škol. Již pátým
rokem probı́há testovánı́ v rámci programu Hodnocenı́ výsledků vzdělávánı́ žáků 9. třı́d
a odpovı́dajı́cı́ch ročnı́ků vı́celetých gymnáziı́. V letošnı́m roce se zhruba u 68 000 mi-
mopražských žáků posuzovaly dovednosti v Českém jazyce, v Matematice a Obecné
dovednosti.

V předchozı́ch dvou letech úspěšně proběhlo i ověřovánı́ výsledků vzdělávánı́ v 5. třı́-
dách základnı́ch škol. Za podpory ESF připravuje CERMAT rovněž Evaluačnı́ testy pro
mimopražské základnı́ a střednı́ školy. Prostřednictvı́m všech zmı́něných činnostı́ zı́skal
CERMAT kromě potřebných dat i cenné zkušenosti v oblasti testovánı́. V přı́spěvku se
zamyslı́me nad obecnými otázkami testovánı́. Osvětlı́me pohled na konstrukci testu a z nı́
vyplývajı́cı́ výpovědnı́ hodnotu testu. Stručně pohovořı́me též o objektivitě a srovnatel-
nosti testů a o možné neodborné interpretaci výsledků testu. Uvedeme ukázky z plošného
testovánı́ žáků 5. a 9. třı́d v projektu Kvalita I. Stručně se zamyslı́me i nad možnostmi
vhodného využı́vánı́ testů pro různé účely (evaluace jednotlivce a skupiny, soutěže,
přijı́macı́ řı́zenı́ apod.). Závěrem položı́me několik otázek v souvislosti s využitı́m a vý-
znamem testovánı́ v podmı́nkách našeho školstvı́.

TESTY

V laické, ale i odborné pedagogické veřejnosti je ještě dnes zažitá představa, že test je
pouze taková forma zkoušenı́ či ověřovánı́ znalostı́, v nı́ž adept ke každému úkolu vybı́rá
správné řešenı́ z nabı́dky několika alternativ (A, B, C, zpravidla ještě D a přı́padně i E).
Nezasvěcený účastnı́k se obvykle přiklánı́ k názoru, že 50 % správně zodpovězených
otázek zvládne průměrný adept a hranice úspěšnosti odpovı́dá asi 25 %. Obvykle se však
neptá, co vlastně test měřı́, je-li objektivnı́, je-li možné výsledky porovnat s výsledky
v jiném testu apod. Nutnou podmı́nkou k zodpovězenı́ těchto otázek je znalost konstrukce
testu, tedy obsah i formáty použitých úloh.

KLASIFIKACE TYPŮ ÚLOH

Z hlediska hodnocenı́ testových úloh se použı́vá základnı́ dělenı́ na úlohy otevřené
a uzavřené. V úzce otevřených úlohách se hodnotı́ jen odpověd’(slovnı́ vyjádřenı́, upra-
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vený vzorec, čı́selný výsledek, bod grafu, úsečka apod.). V široce otevřených úlohách se
hodnotı́ i postup. Uved’me pouze tři nejčastěji užı́vané typy uzavřených úloh.

Nejužı́vanějšı́m typem uzavřené úlohy je úloha s výběrem odpovědi, tzv. multiple
choice, kde se vybı́rá jediná správná odpověd’ z nabı́dky několika (čtyř, pěti apod.)
odpovědı́. Výběr správné odpovědi se hodnotı́ plným počtem bodů.

Přı́klad: Ivan měl včera narozeniny. Zı́tra je čtvrtek. Ve který den měl Ivan naroze-
niny?

(A) neděle (B) pondělı́ (C) úterý (D) jiné řešenı́
Dalšı́m typem uzavřené úlohy je úloha přiřazovacı́. K několika úlohám se přiřazujı́

správné odpovědi ze společné nabı́dky (počet nabı́dek zpravidla převyšuje počet úloh).
Plným počtem bodů se hodnotı́ jen správné vyřešenı́ všech částı́ úlohy. Je možné přidělit
dı́lčı́ body i za částečně správné řešenı́.

Přı́klad: V následujı́cı́ch posloupnostech je an+1 = an+3 pro všechna přirozená čı́sla
n. Ke každé takové posloupnosti dodefinované jednı́m jejı́m členem (v A–C) přiřad’te
prvnı́ člen posloupnosti (vybı́rejte z 1–5).

(A) a100 = 299 (1) a1 = 1
(B) a50 = 152 (2) a1 = 2
(C) a99 = 295 (3) a1 = 3

(4) a1 = 4
(5) jiná možnost

Ve svazku dichotomických úloh se zpravidla hodnotı́ pravdivost (ANO) či neprav-
divost (NE) několika výroků. Opět se plným počtem bodů hodnotı́ jen správné vyřešenı́
všech částı́ úlohy.

Přı́klad: O každém tvrzenı́ (1) až (4) rozhodněte, je-li pravdivé (ANO), nebo neprav-
divé (NE). Součin dvou přirozených čı́sel je 18.

(1) Jejich součet je čı́slo sudé. (ANO-NE)
(2) Jejich součet může být prvočı́slem. (ANO-NE)
(3) Jejich součet je většı́ než 8. (ANO-NE)
(4) Jejich rozdı́l může být nula. (ANO-NE)

SPOLEHLIVOST TESTU

Problém nastává při posuzovánı́ obtı́žnosti a spolehlivosti testu. Změna typu úlohy
může oba tyto parametry významně ovlivnit. V testech CERMATu bylo opakovaně ově-
řeno, že korelace RIR (korelace úlohy se zbytkem testu) je významně nižšı́ u uzavřených
úloh oproti úlohám otevřeným. Mezi korelacemi dvojic uzavřených úloh různých typů
bývá pak výrazně nejnižšı́, jde-li o dvojici uzavřených úloh typu multiple-choice. Nabı́zı́
se tedy tvrzenı́, že uzavřené úlohy jsou mj. méně spolehlivé než úlohy otevřené. Situaci
si objasnı́me na následujı́cı́m zjednodušeném přı́kladu.

Představme si test s 16 úlohami typu multiple choice. V každé úloze se nabı́zejı́ čtyři
odpovědi, právě jedna je správná. Dále předpokládejme čtyři ideálnı́ skupiny řešitelů:
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každý člen ve skupině A umı́ správně vyřešit 75 % úloh, zbytek hádá, ve skupině B 50 %,
ve skupině C 25 % a ve skupině D si s žádnou úlohou nikdo neporadı́.

Jakou úspěšnost v jednotlivých skupinách naměřı́me? V prvnı́ skupině A má každý
řešitel možnost hádat ze čtyř úloh. Pravděpodobnost uhodnutı́ správné odpovědi je jedna
čtvrtina, při dostatečně velikém počtu řešitelů tedy v průměru uhodnou jednu úlohu navı́c.
Ve druhé skupině B se hádá z dvojnásobného počtu úloh, v průměru se tedy uhádnou
dvě, ve skupině C tři a ve skupině D čtyři.

V nejlepšı́ skupině tedy naměřı́me hodnotu úspěšnosti 81,25 % mı́sto 75 %, v nejslabšı́
skupině 25 % mı́sto 0 %. Z ukázky je patrné, že navýšenı́ úspěšnosti klesá s růstem úrovně
skupiny, a to lineárně od hodnoty pravděpodobnosti uhodnutı́ správné odpovědi (o 25 %)
až k 0 %, pokud by existovala skupina, která vyřešı́ všechny úlohy testu bezchybně.

Ve skutečnosti předvedené homogennı́ skupiny samozřejmě neexistujı́. Co můžeme
očekávat u skupiny, v nı́ž jsou jedinci různé úrovně? Předpokládejme opět ve zjedno-
dušeném přı́padě např. skupinu s průměrnou úspěšnostı́ 50 %, v nı́ž jsou mj. zastoupeni
jedinci úrovně A a C.

Jakou úspěšnost naměřı́me? Pokud by skutečná úspěšnost byla 50 %, lze předpokládat,
že dı́ky druhé polovině úloh, kterou řešitelé neumı́ vyřešit a výsledky mohou pouze
odhadovat či náhodně vybı́rat, by byla naměřená úspěšnost navýšena až o 12,5 %.
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Změna úspěšnosti nenı́ závislá na rozloženı́ úspěšnosti ve skupině, závisı́ jen na
průměrné hodnotě úspěšnosti.

SROVNATELNOST PRŮMĚRNÝCH VÝSLEDKŮ V TESTECH

Jak je možné snı́žit nechtěný přı́růstek úspěšnosti testu způsobený hádánı́m? Problém
se zpravidla řešı́ třemi možnými způsoby. Náhodný úspěch v úloze je možné částečně
snı́žit většı́m počtem nabı́zených odpovědı́, dále je možné upravit bodovánı́ zavedenı́m
trestných bodů za chybnou odpověd’a nakonec je možné změnit typ úlohy. Pokud se
počet odpovědı́ v nabı́dce zvětšı́ ze čtyř (p = 25%) na pět (p = 20%) nebo dokonce na
deset (p = 10%), můžeme očekávat jen drobné zlepšenı́ situace (viz tabulka 1).

Tab. 1: Úspěšnost u naměřená v testu v závislosti na počtu nabı́dek v uzavřených úlohách

p 0 % 5 % 10 % 15 % 20 % 25 % 30 % 35 % 40 % 45 % 50 % u
25 % 21 % 17 % 12 % 6 % 0 % 25 %
30 % 26 % 22 % 18 % 13 % 7 % 0 % 30 %
35 % 32 % 28 % 24 % 19 % 13 % 7 % 0 % 35 %
40 % 37 % 33 % 29 % 25 % 20 % 14 % 8 % 0 % 40 %
45 % 42 % 39 % 35 % 31 % 27 % 21 % 15 % 8 % 0 % 45 %

u−p
1−p 50 % 47 % 44 % 41 % 38 % 33 % 29 % 23 % 17 % 9 % 0 % 50 %

55 % 53 % 50 % 47 % 44 % 40 % 36 % 31 % 25 % 18 % 10 % 55 %
60 % 58 % 56 % 53 % 50 % 47 % 43 % 38 % 33 % 27 % 20 % 60 %
65 % 63 % 61 % 59 % 56 % 53 % 50 % 46 % 42 % 36 % 30 % 65 %
70 % 68 % 67 % 65 % 63 % 60 % 57 % 54 % 50 % 45 % 40 % 70 %
75 % 74 % 72 % 71 % 69 % 67 % 64 % 62 % 58 % 55 % 50 % 75 %
80 % 79 % 78 % 76 % 75 % 73 % 71 % 69 % 67 % 64 % 60 % 80 %
85 % 84 % 83 % 82 % 81 % 80 % 79 % 77 % 75 % 73 % 70 % 85 %

Symbolem p je označena pravděpodobnost uhodnutı́ libovolné úlohy, (p = 1
n , kde n

je počet nabı́zených odpovědı́). Z tabulky je patrné, že např. při naměřenı́ 50% úspěšnosti
v testu ve skutečnosti existuje záruka, že vědomě (s vyloučenı́m náhody) a správně bylo
vyřešeno 33 % úloh, pokud test obsahoval úlohy s nabı́dkou čtyř odpovědı́. S nabı́dkou
pěti odpovědı́ mohla být skutečná úspěšnost pouze 38 %. Pokud byly v nabı́dce jen tři
odpovědi, podle uvedeného vztahu je možné spočı́tat, že skutečná úspěšnost by mohla
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klesnout na 25 %. Naopak obsahoval-li test pouze otevřené úlohy, skutečná úspěšnost by
se s naměřenou hodnotou měla shodovat.

Výsledek v testu je možné ovlivnit nastavenı́m bodovánı́, např. přidělovánı́m zápor-
ných bodů za chybnou odpověd’. Počet kladných bodů ku počtu záporných bodů by měl
odpovı́dat poměru pravděpodobnosti náhodného výběru chybné odpovědi ku pravděpo-
dobnosti náhodného výběru správné odpovědi (obě veličiny jsou v opačném poměru).
Např. u úloh s nabı́dkou pěti odpovědı́ lze přidělit 4 body za správnou a −1 bod za
chybnou odpověd’, nebo 1 bod za správnou a −0,25 bodu za chybnou odpověd’ apod.
Při dodrženı́ této zásady se průměrná úspěšnost v testu nezměnı́ ani náhodným výběrem
odpovědi při neznalosti řešenı́. Třetı́ možnostı́ jak objektivizovat výsledek testu je zařa-
zenı́ svazků dichotomických úloh, přiřazovacı́ úlohy a zejména otevřené úlohy. Nutnou
podmı́nkou je opět vhodné nastavenı́ bodovánı́ (např. plný počet jen za všechny správné
odpovědi ve svazku a přidělenı́ částečného počtu bodů za jedinou chybu), aby se snı́žilo
riziko kladného hodnocenı́ náhodně vybraných odpovědı́.

SROVNATELNOST JEDNOTLIVÝCH VÝSLEDKŮ V TESTU

Většı́m problémem než přı́padné posunutı́ průměrné úspěšnosti v testu je náhodné
rozloženı́ jednotlivých výsledků testu, majı́-li řešitelé možnost správné odpovědi tipovat
či náhodně vybı́rat.

V následujı́cı́m grafu jsou uvedeny výsledky 15letých žáků v soutěži Matematický
klokan. Žáci řešili 24 uzavřených úloh typu multiple choice, správnou odpověd’hledali
v nabı́dce 5 alternativ. Správné odpovědi ve 24 otázkách byly podle obtı́žnosti hodnoceny
3 až 5 body, za každou chybnou odpověd’se odčı́tal 1 bod. Dosaženı́ záporného výsledku
znemožnı́ 24bodová bonifikace.

Obr. 1

V grafu je na vodorovné ose výsledek v soutěži, na svislé ose známka z matematiky
v pololetı́. Včetně počátečnı́ bonifikace (24 bodů) je průměrná úspěšnost v soutěži 47 %,
po odečtenı́ bonifikace je necelých 34 %. Z grafu je možné vyčı́st, že horšı́ známce
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z matematiky odpovı́dá o něco nižšı́ průměrná úspěšnost v soutěžnı́m testu. Korelace
mezi oběma veličinami je relativně nı́zká (0,26). Nelze samozřejmě očekávat, že výsledek
v testu bude odpovı́dat známce z matematiky na vysvědčenı́. Přesto je na mı́stě otázka,
je-li test dostatečně objektivnı́.

Dı́ky nı́zké úspěšnosti v testu je zřejmé, že žáci uměli vyřešit jen část úloh a odpovědi
tak mohly být ve velkém počtu tipovány, některé se štěstı́m, jiné neúspěšně. Body zı́skané
jednotlivými řešiteli jsou při stejném počtu tipovaných výsledků rozděleny s odpovı́dajı́cı́
pravděpodobnostı́ mezi několik položek.

V následujı́cı́ch grafech je možné nahlédnout důsledky tipovánı́ v osmi soutěžnı́ch
úlohách (třetina testu). Pokud řešitelé správně vyřešı́ jen dvě otázky, zı́skajı́ společně
s 8bodovým bonusem celkem 16 bodů (světlý sloupec). V přı́padě, že se pokusı́ dalšı́ úlohy
alespoň vytipovat, s vysokou pravděpodobnostı́ dosáhnou na 10, 15 nebo 20 bodů, se
štěstı́m mohou zı́skat 25 bodů a výjimečně (s velmi nı́zkou pravděpodobnostı́) i 30 bodů.

Obr. 2

Pokud řešitelé správně vyřešı́ 4 otázky, společně s tipovánı́m mohou za 8 úloh mı́sto
24 bodů zı́skat se stejnou pravděpodobnostı́ 20 nebo 25 bodů, menšı́ počet řešitelů může
dosáhnout na 30 a výjimečně až na 35 bodů. Čı́m jsou řešitelé lepšı́, tı́m méně prostoru
majı́ na tipovánı́, což lze vyčı́st z dalšı́ch dvou grafů (obr. 3 a 4).

Tipovánı́m dvou odpovědı́ si většina řešitelů pokazı́ výsledek o dva body, asi polovičnı́
počet řešitelů si o tři body polepšı́, jen výjimečně dosáhne na plný počet bodů (obr. 5).

Nejmenšı́ šance na zlepšenı́ výsledku je při tipovánı́ jediné úlohy. Zajı́mavé je srovnánı́
situace, kdy řešitelé odpověd’u nevyřešených úloh neuvádějı́, se situacı́, kdy naopak tipujı́.
Výsledky v 8 úlohách bez tipovánı́ jsou na obr. 6.
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Obr. 3

Obr. 4

Obr. 5
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Obr. 6

V obou grafech představujı́ čı́sla 0 až 8 počet správně vyřešených úloh bez tipovánı́.
Výsledky v 8 úlohách s tipovánı́m jsou na obr. 7.

Obr. 7

Všimněme si, že ve stejných sloupcı́ch jsou řešitelé, kteřı́ se v počtu samostatně
řešených úloh lišı́. Např. 25 bodů je možné zı́skat za vyřešenı́ 2 až 5 úloh, zbývajı́cı́
řešenı́ byla vytipována. Bez tipovánı́ by tito řešitelé zı́skali od 16 do 28 bodů. Z této
ukázky je jasné, že štěstı́ nebo smůla může hrát v testu s úlohami multiple choice velikou
roli. Čı́m hůře test dopadá, tı́m většı́ roli hraje náhoda. Nelze tvrdit, že stejné výsledky
zı́skávajı́ jen stejně schopnı́ řešitelé a že dobrými výsledky se mohou pochlubit jen dobřı́
řešitelé. Přesto je vidět, že mezi nejlepšı́ řešitele neproniknou podprůměrnı́ jedinci a mezi
slabé jedince se nedostanou výtečnı́ řešitelé.
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JE VHODNÉ POUŽÍVAT PRO HODNOCENÍ TESTY S ÚLOHAMI TYPU MUL-
TIPLE CHOICE?

Nespornou výhodou testu s uzavřenými úlohami je rychlost hodnocenı́ a vyloučenı́
chyb ze strany hodnotitelů. V soutěžı́ch, jejichž cı́lem je odlišit nejlepšı́ řešitele, je takový
test na mı́stě. Nemá však smysl porovnávat mezi sebou soutěžı́cı́ se slabšı́mi výkony.
Rovněž evaluačnı́ testy je možné konstruovat obdobným způsobem, pokud hodnotı́me
skupinu jako celek. Současně je možné vyčlenit nejúspěšnějšı́ řešitele. Pro hodnocenı́
jednotlivců podobné testy nejsou dostatečně objektivnı́. Pokud je např. u přijı́macı́ch
zkoušek stanovena hranice uspěl – neuspěl, v jejı́m okolı́ docházı́ spı́še k náhodnému
uspořádánı́ než k objektivnı́mu rozdělenı́ na úspěšné a neúspěšné. Lepšı́m řešenı́m by bylo
stanovenı́ hraničnı́ho pásu, z něhož by žáci byli vybı́ráni prostřednictvı́m dalšı́ho kritéria
(známka na vysvědčenı́, ústnı́ zkouška apod.) Některé společnosti dávajı́ studentům
možnost testy opakovat. Pokud majı́ řešitelé tři pokusy a hodnotı́ se nejlepšı́ výkon,
řešitelům se vyplácı́ tipovat výsledky úloh, které nezvládajı́.

NEVIDITELNÉ, ALE DŮLEŽITÉ

• U testů nemusı́ hodnota průměrné úspěšnosti vypovı́dat o skutečné úspěšnosti.

Zkreslovánı́ výsledků skupiny je ovlivňováno:

• pravděpodobnostı́ uhodnutı́ správné odpovědi,

• úrovnı́ sledované skupiny,

• nastavenı́m bodovánı́ (zápornými body je možné téměř eliminovat zkreslenı́ průměr-
ného výsledku skupiny).

• Pro měřenı́ úrovně skupiny jako celku je vhodné použı́vat záporných bodů, naopak
zkreslenı́ při porovnávánı́ jednotlivců odstranit nelze.

• Zcela spolehlivý (jak pro skupinu, tak i pro jednotlivce) je test sestavený z otevřených
úloh (nulové náhodné skóre).

• Náhodné skóre je možné ovlivnit výběrem vhodných typů uzavřených úloh.

TESTY CERMATU

V projektu Kvalita I bylo v testech z matematiky použito několika typů úloh. V ote-
vřených úlohách (U1–U9), ve svazcı́ch dichotomických úloh (U10 a U11) i v přiřazovacı́
úloze (U12) bylo možné ohodnotit i částečné řešenı́. V uzavřených úlohách typu multiple
choice (U131, U141 a U151) je hodnocen jen správný výsledek.
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Obr. 8

Nejvyššı́ (tmavě šedé) sloupce uvádějı́ počty žáků v procentech, kteřı́ úlohu řešili
alespoň s částečným úspěchem. Nejnižšı́ sloupce uvádějı́ počty žáků, kteřı́ řešili úlohu
zcela bezchybně. Světlé sloupce uvádějı́ úspěšnost žáků v úloze, resp. obtı́žnost úlohy.
Z grafu je možné vysledovat, že uzavřené úlohy přiřazovacı́ i svazkové byly v průměru
srovnatelně obtı́žné s úlohami typu multiple choice, avšak jemněji rozlišily úroveň ve
znalostech či dovednostech žáků a měly lepšı́ citlivost. Dı́ky nižšı́mu náhodnému skóre
svazky vykazovaly i vyššı́ korelaci ke zbytku testu.

V testech CERMATu se za chybné odpovědi neodečı́tajı́ žádné body. Řešitel má
jistotu, že oceněnı́ za správně vyřešené úlohy bude v plné výši (nebude ošizen), což
je důležité pro stanovenı́ minimálnı́ hranice, tzv. cut off score. I v některých testech
CERMATu převažujı́ uzavřené úlohy typu multiple choice a docházı́ tak k posunutı́
průměrné úspěšnosti až o 15 %. Náhodné rozloženı́ jednotlivců se řı́dı́ stejnými pravidly,
která byla výše popsána u soutěže Matematický klokan. Pokud se tedy porovnávajı́
jednotlivé testy, je třeba se seznámit s bodovánı́m, s náhodným skóre i s typy použı́vaných
úloh.

TESTOVÁNÍ ANO ČI NE?
Na konferenci v Hradci Králové v zářı́ 2007 byly předneseny a diskutovány dvě

výzvy reflektujı́cı́ klesajı́cı́ úroveň vzdělanosti v našem státě. Zaznělo, že matematika
by neměla být jen pro nadané a vyvolené. K poznánı́ matematiky majı́ mı́t přı́ležitost
všichni, kteřı́ k nı́ tı́hnou a budou ji potřebovat.
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Učená společnost (předseda Dr. Jiřı́ Grygar) ústy profesorky H. Illnerové deklarovala
potřebu zkvalitnit výuku matematiky na školách a zvýšit jejı́ prestiž na gymnáziı́ch za-
vedenı́m povinné maturity z matematiky. Stále vı́ce škol rušı́ přijı́macı́ zkoušky a mnohé
školy nepřihlı́žejı́ ani k výsledkům uchazečů dosažených v předchozı́m studiu. Kri-
teriem k postupu na vyššı́ stupeň školy již nenı́ dosažená úroveň znalostı́ a dovednostı́
studenta, ale počet volných mı́st, které je třeba zaplnit, aby si škola zajistila ekonomickou
jistotu.

V mezinárodnı́ch testech jsou naši základoškoláci průměrnı́, ale nikdo se nezabývá
kvalitou našich středoškoláků, nikdo nezkoumá přı́činy neúspěchu velkého počtu po-
sluchačů vysokých škol. Naši žáci ve srovnánı́ s vrstevnı́ky z ostatnı́ch států OECD
nemajı́ rádi matematiku a ve vzdělánı́ jsou mnohem vı́ce závislı́ na sociálnı́m zázemı́
v rodině.

Proč škola nedostatečně motivuje studenty? Má špatné učitele nebo se jen nacházı́
v horšı́ch podmı́nkách než školy v úspěšnějšı́ch státech? Existujı́ objektivnı́ studie, které
by objasnily skutečné přı́činy?

Tvořı́ se nové studijnı́ programy, aniž by byla zmapována a objektivně posouzena
kvalita našich školáků. Před plošným zaváděnı́m nových programů nebyla zveřejněna
žádná studie pilotnı́ch škol, která by garantovala účinnost nových metod. Současně se
zahajuje reforma střednı́ch škol. Nikdo netušı́, jaké budou výstupy ze základnı́ch škol,
ale již se tvořı́ programy, které předjı́majı́ splněnı́ vstupnı́ kvality uchazečů o studium
na střednı́ škole.

Je patrná snaha odpovědných institucı́ zvýšit počet maturantů a vysokoškoláků.
Maturitnı́ vysvědčenı́ a vysokoškolský diplom majı́ zajistit vyššı́ konkurenceschopnost
našı́ mladé generace. Jak odpovědné instituce současně zajistı́, aby zı́skánı́ kýžených
dokladů bylo podloženo skutečnou kvalitou?

V poslednı́ch letech odbornı́ci diskutujı́ o tom, zda plošné testovánı́ v pátých a de-
vátých třı́dách nenı́ mj. v rozporu s reformnı́mi snahami ve školstvı́. Nechtějı́ omezovat
tvořivost učitelů zjišt’ovánı́m výsledků ve vzdělávánı́ testovánı́m základnı́ho učiva stano-
veného osnovami a následně RVP. Nechtějı́, aby se žáci učili na testy. Bojı́ se vytvářenı́
a možného zneužitı́ žebřı́čků škol. Stát má v úmyslu garantovat teprve výstup absol-
ventů střednı́ch škol po 13 letech studia. Nebude již pozdě?

Největšı́ dı́l zodpovědnosti za vzdělávánı́ nesou na svých bedrech učitelé. Zejména
na základnı́ch školách musı́ překonávat řadu problémů. Např. výuku matematiky za-
těžuje nesourodá skladba žáků od talentovaných přes průměrné až po dyslektiky. Ani
modernı́ metody výuky nedokážı́ vyvážit např. handicap způsobený snižovánı́m počtu
hodin matematiky. Na většině škol byly zrušeny půlené hodiny. Učitelé podléhajı́ nejrůz-
nějšı́m tlakům společnosti počı́naje rodiči. Snižuje se zájem o studium na pedagogických
fakultách a učitelské sbory na základnı́ch školách začı́najı́ prokvétat důchodci a neaprobo-
vanými učiteli. To vše se odrazı́ ve výsledcı́ch žáků. Samotné testy problémy neodstranı́,
ale pomohou je rychleji odhalit.
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VÝVOJ ZAZNAMENANÝ V TESTECH

Již pátým rokem provádı́ CERMAT testovánı́ v rámci programu Hodnocenı́ výsledků
vzdělávánı́ žáků 9. třı́d a odpovı́dajı́cı́ch ročnı́ků vı́celetých gymnáziı́. V některých od-
borných kruzı́ch se uvádı́, že testovánı́ může být škodlivé, nebot’ žáci se budou učit na
testy, což zabránı́ kýžené tvořivé atmosféře a svobodnému rozhodovánı́ při vyučovánı́.
V testech CERMATu se kontroluje mı́ra zvládnutı́ základnı́ho učiva, které by se mělo
vyučovat na všech školách. Závěrečné testy nediktujı́ ani metody práce, ani časový sled
probı́rané látky. Pouze rozpoznávajı́, bylo-li učivo vůbec probı́ráno a s jakou účinnostı́ se
uplatnily zvolené metody ve výuce. Vývoj v předchozı́ch čtyřech letech spı́še naznačuje,
že závěrečné testy by mohly učitelům pomoci motivovat žáky v úsilı́ osvojit si ve škole
potřebné vědomosti.

Základnı́m předpokladem pro úspěšné zvládnutı́ testu by mělo být pochopenı́ a osvo-
jenı́ učiva probı́raného ve škole. Určitě nenı́ vhodným prostředkem bezhlavé nacvičovánı́
typových úloh z předchozı́ch let či testů z internetu, jak dokládá ukázka žákovských
řešenı́ z letošnı́ho testovánı́.
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Dalšı́ řešenı́ dokládá, že žák nemá tušenı́, že čı́sla na čı́selné ose jsou uspořádána.

Následujı́cı́ řešenı́ ukazuje, že ačkoliv žák při matematice nepronikl do tajů čı́selné
osy, určitě se před testovánı́m seznámil s čı́selnými řadami, které bývajı́ použı́vány
v logických testech.
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GEOMETRIE JE NA ZÁKLADNÍ ŠKOLE POPELKOU

Následujı́cı́ geometrická úloha z testovánı́ v r. 2007 dokládá, že mnozı́ žáci nezvládajı́
základnı́ geometrické učivo. Úloha měla nejvyššı́ hodnotu korelace s výsledkem v testu.

Úloha 2. Vypočtěte úhly α, β, γ.

Úspěšnost v % ZŠ Vı́celetá gymnázia
48,4 65

0 23
Počet správných 1 29

odpovědı́ v % 2 28
3 20 49

Vı́ce než polovina žáků neumı́ dopočı́tat velikost úhlu v trojúhelnı́ku. Naopak 20 %
dětı́, které si poradı́ se všemi úlohami, se při výuce musı́ podřı́dit tempu slabých spolužáků.
Na vı́celetých gymnáziı́ch patřı́ ke schopným řešitelům (75% úspěšnost v testu) méně
než polovina třı́dy.

POROVNÁNÍ ÚSPĚŠNOSTI PATNÁCTILETÝCH ŽÁKŮ PODLE TYPU ŠKOLY,
KTEROU NAVŠTĚVUJÍ

Z následujı́cı́ho grafu je patrné, že většina žáků vı́celetých gymnáziı́ by patřila k lepšı́
polovině třı́dy ZŠ. Naopak třetina až polovina základoškoláků by pravděpodobně zvládla
výuku matematiky na vı́celetých gymnáziı́ch. Vesměs však majı́ veliký handicap v tom,
že výuku matematiky ve třı́dách ZŠ brzdı́ druhá část velmi slabých studentů.
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ÚSPĚŠNOST ŽÁKŮ V TESTU PODLE TYPU ŠKOLY, NA NIŽ SE HLÁSÍ
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Žáci, kteřı́ se hlásı́ na gymnázia, majı́ v testech téměř srovnatelné výsledky se studenty
vı́celetých gymnáziı́. Je třeba dodat, že se jedná o základnı́ učivo. Na gymnáziu tyto žáky
čeká většı́ krajı́c než kolegy z 8letých gymnáziı́, jejichž dosavadnı́ výuka byla určitě
efektivnějšı́. Ostatnı́ středoškoláci si odnášejı́ ze ZŠ velmi chatrné znalosti v matematice.

VYBRÁNO Z VÝSLEDKŮ – SEBEHODNOCENÍ ŽÁKŮ

Testovánı́ CERMATu přinášı́ ještě řadu dalšı́ch zajı́mavých informacı́. V následu-
jı́cı́m grafu jsou vidět rozdı́ly v sebehodnocenı́ žáků na ZŠ a ve vı́celetém gymnáziu
v matematice a v českém jazyce. Překvapivé je zejména výraznějšı́ podceňovánı́ žáků
v matematice ve vı́celetých gymnáziı́ch.

ZÁVĚR

V poslednı́ch pěti letech provedl CERMAT rozsáhlá a významná zjištěnı́ ve vý-
sledcı́ch vzdělávánı́ na českých základnı́ch a střednı́ch školách a zı́skal řadu zkušenostı́
v oblasti testovánı́. MŠMT stojı́ před zkouškou, zda dokáže nabı́zených informacı́ využı́t
ku prospěchu našı́ vzdělávacı́ soustavy.
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DOSTAL ŽÁK SPRÁVNOU ZNÁMKU? ANEB
POJEDNÁNÍ O PRŮMĚRECH

JAROSLAV ZHOUF1

Abstrakt: Článek se zabývá několika typy průměrů počı́taných ze zadaných hodnot.
Každý průměr je dokumentován nějakou školskou úlohou, aby byla zdůvodněna využi-
telnost této teorie ve škole. Důraz je přitom kladen na úlohy ze základnı́ školy, jsou však
ukázány i úlohy ze střednı́ školy a z matematické olympiády. Na závěr článku se objevuje
úvaha, zda výpočet průměrné známky pomocı́ aritmetického průměru je ten nejspráv-
nějšı́ postup. Závěrečné zamyšlenı́ má pomoci učitelům při rozhodovánı́, jakou metodu
celkového hodnocenı́ žáka majı́ použı́t.

ÚVOD

Tento článek se zabývá řešenı́m situacı́, kde se užı́vá aritmetický průměr, geometrický
průměr, harmonický průměr, kvadratický průměr atd., a to z pohledu matematického,
hlavně však z pohledu didaktického.

Článek vznikl jako reakce na mou dlouholetou zkušenost s počı́tánı́m průměrných
hodnot z několika zadaných hodnot lidmi, kteřı́ už jsou mimo školu, ale i žáky ve škole,
a dokonce i učiteli, kteřı́ by měli tuto problematiku žáky učit. Mám v paměti přı́pad, kdy
kolegyně matematičky byly svým kolegou elektrikářem požádány, aby žákům vysvětlily
pojem „harmonický průměr“, aby mohl být použit v uvedeném oboru. Kolega neuspěl,
a tak jsem si řekl, že se trochu vı́ce budu zajı́mat, jak je to v mém okolı́ se znalostı́ počı́tánı́
průměrných hodnot. Zjišt’oval jsem tuto znalost i mezi našimi studenty na katedře a jen
málokdo věděl, na co se ptám.

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Ptám se žáků a studentů: „Počı́tali jste někdy ve škole nebo v životě aritmetický
průměr několika hodnot?“ Odpověd’znı́ „ano“. Tak se dále ptám: „A počı́tali jste někdy
geometrický či harmonický či kvadratický průměr několika hodnot?“ To už téměř nikdo
nevı́. Ptám se i kolegů: „Řešı́te ve škole úlohy na využitı́ aritmetického či geometrického či
harmonického či kvadratického průměru?“ Odpověd’na aritmetický průměr je pozitivnı́,
ale na ostatnı́ průměry bývá téměř vždy negativnı́. A jak je to ve skutečnosti, počı́tajı́
nebo nepočı́tajı́ takové úlohy? Na to existuje krátká odpověd’. „Ano.“ Mám zkušenost,
že žáci při přijı́macı́ch zkouškách na střednı́ školu (a to dokonce do třı́d se zaměřenı́m
na matematiku) počı́tajı́ průměrnou rychlost auta, které jede z mı́sta A do mı́sta B stálou
rychlostı́ 80 km/h a zpět z mı́sta B do mı́sta A stálou rychlostı́ 120 km/h, za oba úseky
dohromady jako (80+120)/2 km/h = 100 km/h. Nebo když počı́tajı́ délku hrany průměrné
krychlové krabice, která má stejný objem jako soubor krychlových krabic s hranami délek
10 cm, 20 cm, 60 cm, 60 cm, 70 cm, 80 cm, jako (10+20+60+60+70+80)/6 cm = 50 cm.
A stejně tak se chovajı́ i mnozı́ dospělı́, učitele nevyjı́maje. A tady právě vidı́m dluh nás
učitelů vůči mladým lidem.

Ve škole existuje řada úloh, kde počı́táme nějaký průměr ze zadaných hodnot, např.
„Vypočtěte průměrnou hodnotu z čı́sel 80 a 120.“ a mı́nı́me tı́m aritmetický průměr těchto
dvou hodnot. Ve většině přı́padů ale neznı́ úkol „Vypočtěte průměrnou hodnotu...“, nýbrž
opisuje se to jinými slovy, např. „Jaká je délka hrany krabice, která má stejný objem
jako šest krabic se zadanými délkami hran?“ Ono to je správně v učebnicı́ch napsáno, ale
tı́m, jak se nemluvı́ o průměrné hodnotě, tak v okamžiku, kdy se zeptáme na průměrnou
hodnotu (viz např. úloha výše na výpočet průměrné rychlosti), použije se jen jediný vzorec
na výpočet aritmetického průměru. Kdybychom ale použı́vali častěji otázku „Vypočtěte
průměrnou hodnotu...“, tak by se žáci vı́ce zamysleli, jaký vzorec to majı́ vlastně použı́t.
A tı́m by se předešlo mnoha chybným výpočtům.

Možná to je nadbytečná informace znát všechny možné termı́ny, nenı́ však nadby-
tečné umět správně počı́tat průměrné hodnoty z několika zadaných hodnot. Dále se tedy
zaměřı́m na různé způsoby počı́tánı́ průměrných hodnot. Na přı́kladech ukážu, že při
různém počı́tánı́ průměrných hodnot vycházejı́ různé výsledky. Tady předesı́lám a dále
ukážu, že ale nenı́ jedno, jaký způsob výpočtu průměrné hodnoty použiji, že je vše dáno
logikou věci a přı́rodnı́mi zákonitostmi.

Vše budu směrovat k základnı́ škole, ale ukážu i přı́klady ze střednı́ školy a i přı́klady
obtı́žnějšı́, jako jsou např. úlohy z matematické olympiády.

ÚLOHY NA ÚROVNI ZÁKLADNÍ ŠKOLY NA VÝPOČET PRŮMĚRNÝCH HOD-
NOT

Nejprve uved’me úlohy, se kterými se setkáváme na základnı́ škole.

Úloha 1: Vypočtěte průměrnou známku, jestliže žák dostal postupně známky 2, 2, 2, 2,
3, 3, 3, 4, 5, které majı́ stejnou váhu.
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Řešenı́: Průměrná známka je

p =
2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 + 4 + 5

9
= 3.

Úloha 2: Vypočtěte průměrnou rychlost p automobilu na celé své dráze, jestliže prvnı́
hodinu jel rychlostı́ a = 80 km/h a druhou hodinu jel rychlostı́ b = 120 km/h.

Řešenı́: Průměrná rychlost se počı́tá jako podı́l celkově ujeté dráhy a celé doby jı́zdy.
V našem přı́padě to je

p =
a+ b

2
=

80 + 120
2

km/h = 100 km/h.

Počı́tali jsme podle vzorce

A(a, b) = p =
a+ b

2
,

čemuž se řı́ká aritmetický průměr čı́sel a, b. Označili jsme ho A(a, b).

Úloha 3: Určete průměrnou rychlost automobilu, který jede z mı́sta A do mı́sta B stálou
rychlostı́ a = 80 km/h a zpět z mı́sta B do mı́sta A stálou rychlostı́ b = 120 km/h.

Řešenı́: Je-li s vzdálenost mezi mı́sty A, B, dále t doba jı́zdy z A do B a u doba jı́zdy z B
do A, je průměrná rychlost rovna

p =
2s
t+ u

=
2s

s
a + s

b

=
2

1
a + 1

b

=
2

1
80 + 1

120

km/h = 96km/h.

Vidı́me, že tato hodnota je menšı́ než v předchozı́m přı́padě. Počı́tali jsme podle vzorce

H(a, b) = p =
2

1
a + 1

b

=
2ab
a+ b

,

čemuž se řı́ká harmonický průměr čı́sel a, b. Označili jsme ho H(a, b).

Úloha 4: Tři Popelky přebı́rajı́ hromadu hrachu. Prvnı́ Popelka by ho přebrala za
a = 2 hodiny, druhá za b = 3 hodiny a třetı́ za c = 6 hodin. Za jak dlouho by pře-
brala hromadu „průměrná Popelka“?

Řešenı́: Prvnı́ Popelka přebere za jednu hodinu 1
2 hromady hrachu, druhá 13 hromady

a třetı́ 16 hromady. Celkem tedy za jednu hodinu přeberou všechny tři 12 + 1
3 + 1

6 hromady.
Jelikož Popelky jsou tři, budou přebı́rat tři hromady a bude jim to trvat průměrnou dobu

p =
3

1
2 + 1

3 + 1
6

hodiny = 3 hodiny.
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Opět je to harmonický průměr, tentokrát ze třı́ čı́sel:

H(a, b, c) = p =
3

1
a + 1

b + 1
c

=
3abc

ab+ ac+ bc

Úloha 5: Obdélnı́k má rozměry a = 2 cm, b = 8 cm. Jaké rozměry má čtverec stejného
obsahu jako obdélnı́k, tj. jak se musı́ „zprůměrovat“ hodnoty a, b?
Řešenı́: Je-li p strana čtverce, platı́

p2 = ab,

p =
√
ab =

√
2 · 8 cm = 4 cm.

Je to méně, než kdybychom spočı́tali aritmetický průměr čı́sel a, b. Počı́tali jsme podle
vzorce

G(a, b) = p =
√
ab,

čemuž se řı́ká geometrický průměr čı́sel a, b. Označili jsme ho G(a, b).

Úloha 6: Kvádr má rozměry a, b, c. Jaké rozměry má krychle stejného objemu jako
kvádr, tj. jak se musı́ „zprůměrovat“ hodnoty a, b, c?
Řešenı́: Hrana hledané krychle je

G(a, b, c) = p = 3
√
abc,

což je geometrický průměr čı́sel a, b, c.

Úloha 7: V poslednı́ch třech letech byla úrodnost osiva, tj. čı́slo udávajı́cı́, kolikrát vı́ce
se sklidilo, než zaselo, rovna 25, 30, 36. Jaká byla průměrná úrodnost v těchto třech
letech?
Řešenı́: V prvnı́m roce se z jednoho metrického centu zı́skalo 25 metrických centů, z nich
se pak zı́skalo 25 ·30 metrických centů a z nich se nakonec zı́skalo 25 ·30 ·36 metrických
centů. Při počı́tánı́ průměrné úrodnosti p se prvnı́m rokem zı́skalo z jednoho metrického
centu p metrických centů, z nich pak p2 metrických centů a z nich p3 metrických centů.
Porovnánı́m obou hodnot dostaneme průměrnou hodnotu

p = 3
√

25 · 30 · 36 = 30,

a nikoli (25 + 30 + 36)/3 = 30, 333. . .

Úloha 8: Určete délku p strany dvou průměrných čtverců, které zaberou stejnou plochu
jako čtverce o délkách stran a = 10 cm a b = 70 cm. (V úloze s reálným podtextem
můžeme mluvit např. o čtvercových polı́ch.)
Řešenı́: Má platit

2p2 = a2 + b2,



28 J. Zhouf: Dostal žák správnou známku? aneb Pojednánı́ o průměrech

p =

√
a2 + b2

2
=

√
102 + 702

2
= 50 (cm).

Tato hodnota je většı́ než aritmetický průměr ze zadaných hodnot. Počı́tali jsme podle
vzorce

Q(a, b) = p =

√
a2 + b2

2
,

což je kvadratický průměr čı́sel a, b. Označili jsme ho Q(a, b).

Úloha 9: Určete délku p hrany šesti průměrných krychlı́, které zaberou stejný objem jako
krychle o délkách hran a = 10 cm, b = 20 cm, c = 60 cm, d = 60 cm, e = 70 cm
a f = 80 cm. (V úloze s reálným podtextem můžeme mluvit např. o krychlových
nádobách nebo kopánı́ jam, kde každý den vykopeme jednu jámu a ptáme se na průměrnou
jámu.)
Řešenı́: Má platit

6p3 = a3 + b3 + c3 + d3 + e3 + f 3,

p =
3

√
a3 + b3 + c3 + d3 + e3 + f 3

6
=

√
103 + 203 + 603 + 603 + 703 + 803

6
= 60 (cm).

Tato hodnota je většı́ než aritmetický průměr ze zadaných hodnot. Počı́tali jsme podle
vzorce

C(a, b, c, d, e, f) = p =
3

√
a3 + b3 + c3 + d3 + e3 + f 3

6
což je kubický průměr čı́sel a, b, c, d, e, f. Označili jsme ho C(a, b, c, d, e, f).

ÚLOHY NA ROZHRANÍ ZÁKLADNÍ A STŘEDNÍ ŠKOLY NA VÝPOČET PRŮ-
MĚRNÝCH HODNOT

Následujı́cı́ úlohy sice obsahem patřı́ na střednı́ školu, svojı́ obtı́žnostı́ by ale mohly
být probı́rány i na škole základnı́.

Úloha 10: Pomocı́ pravı́tka a kružı́tka sestrojte úsečku délky p =
√

6.
Řešenı́: Můžeme psát

√
6 =
√

2 · 3 =
√

1 · 6 =
√

4 · 1, 5 = . . . ,

což znamená, že čı́slo
√

6 je geometrickým průměrem čı́sel 2 a 3, nebo 1 a 6, nebo 4 a 1,5
atd. Na sestrojenı́ této úsečky pomocı́ dvou zadaných úseček nám může posloužit např.
Euklidova věta o výšce. Jejı́ odvozenı́ je jednoduché i pro žáky základnı́ školy. Na obr. 1 je
pravoúhlý trojúhelnı́k ABC svojı́ výškou CP rozdělen na dva podobné trojúhelnı́ky ACP
a CBP, pro něž platı́ p

a = b
p , neboli p =

√
ab. Sestojı́me tedy úsečku délky a + b a nad

nı́ jako nad průměrem Thaletovu kružnici. V bodě P vztyčená kolmice protne kružnici
v bodě C, čı́mž zı́skáme úsečku délky p. Na obr. 1 je a = 1, 5 cm, b = 4 cm.
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Obr. 1

Úloha 11: Vážı́me maso na nerovnoramenných vahách. Nejprve ho položı́me na levou
misku vah a vyvážı́me závažı́m o hmotnosti a = 2, 25 kg. Pak ho položı́me na pravou
misku vah a vyvážı́me závažı́m o hmotnosti b = 1, 44 kg. Kolik vážı́ maso skutečně, tj.
jaká je průměrná hmotnost masa vypočtená z navážených hmotnostı́?
Řešenı́: K řešenı́ využijeme rovnováhy na dvojzvratné páce. Má-li levé rameno vah
délku u a pravé rameno délku v (obr. 2) a skutečná (průměrná) hmotnost masa je p kg,
můžeme psát:

pu = 2, 25v

pv = 1, 44u

Vynásobenı́m obou rovnic a následnou úpravou dostaneme

p2uv = 2, 25 · 1, 44uv,

p =
√

2, 25 · 1, 44 kg = 1, 5 · 1, 2 kg = 1, 8 kg.

Skutečná hmotnost masa je 1, 8 kg. Počı́táme-li to pomocı́ aritmetického průměru, tak si
myslı́me, že jsme koupili 1, 845 kg masa, což je pouhý psychologický moment.

Obr. 2

ÚLOHY NA ÚROVNI STŘEDNÍ ŠKOLY NA VÝPOČET PRŮMĚRNÝCH HODNOT

Přidejme ještě aspoň jednu úlohu z oblasti, která se v každém přı́padě probı́rá až na
střednı́ škole.
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Úloha 12: Odvod’te vzorec pro střednı́ kvadratickou rychlost molekul plynu.
Řešenı́: Označme n počet molekul plynu v uvažovaném souboru, m hmotnost jedné
molekuly plynu, v1, v2, . . . ,vn skutečné rychlosti jednotlivých molekul, v průměrnou
rychlost všech těchto molekul. Pro skutečné a průměrnou kinetickou energii molekul
souboru platı́

n · 1
2
mv2 =

1
2
mv21 +

1
2
mv22 + · · ·+ 1

2
mv2n,

v =

√
v21 + v22 + · · ·+ v2n

n
,

což je kvadratický průměr rychlostı́ jednotlivých molekul.

PŘEHLED JEDNOTLIVÝCH PRŮMĚRŮ

V předchozı́ch kapitolách jsme se seznámili s několika způsoby, jak se vypočı́tává
průměrná hodnota z několika zadaných hodnot. Proved’me rekapitulaci těchto poznatků
a přidejme ještě dalšı́ informace na toto téma. Průměry uvedené výše byly počı́tány
většinou jen ze dvou nebo třı́ hodnot, nynı́ tyto vzorce zobecnı́me na libovolný počet
hodnot. Počet hodnot označme n a jednotlivé kladné hodnoty označme a1, a2, . . . , an.

Zatı́m jsme se seznámili s těmito průměry:

Aritmetický průměr A(a1, a2, . . . , an) =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
Harmonický průměr H(a1, a2, . . . , an) =

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

Geometrický průměr G(a1, a2, . . . , an) = n
√
a1a2 . . . an

Kvadratický průměr Q(a1, a2, . . . , an) =

√
a21 + a22 + · · ·+ a2n

n

Kubický průměr C(a1, a2, . . . , an) =
3

√
a31 + a32 + · · ·+ a3n

n

Kromě těchto průměrů existuje nekonečně mnoho dalšı́ch. Jen pro zajı́mavost uved’me
ještě dalšı́ přı́klady průměrů, které však nemajı́ ve školské matematice uplatněnı́ (kromě
úloh matematické olympiády); poslednı́ dva platı́ jen pro dvě hodnoty:

Harmonicko-kvadratický průměr HQ(a1, a2, . . . , an) =

√
n

1
a21

+ 1
a22

+ · · ·+ 1
a2n

Kontraharmonický průměr KH(a, b) =
a2 + b2

a+ b

Logaritmický průměr L(a, b) =
b− a

ln b− ln a
, a 6= b
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Prvnı́ch šest uvedených průměrných hodnot se dá napsat jednou společnou formulı́:

ak =
k

√
ak1 + ak2 + · · ·+ akn

n

Pro k = −2 jde o harmonicko-kvadratický průměr, pro k = −1 jde o harmonický průměr,
pro k → 0 jde o geometrický průměr, pro k = 1 jde o aritmetický průměr, pro k = 2 jde
o kvadratický průměr a pro k = 3 jde o kubický průměr.

V přı́padě vážených průměrů má formule tvar

ak =
k

√
m1ak1 +m2ak2 + · · ·+mnakn

n
,

kde m1 je četnost výskytu hodnoty a1, m2 je četnost výskytu hodnoty a2 atd.

VZTAHY MEZI PRŮMĚRY

Mezi uvedenými, ale i mezi těmi ostatnı́mi, průměry platı́ celá řada vztahů. Nejčastějšı́
z nich jsou nerovnosti mezi nimi. A z nich je asi nejznámějšı́ tzv. AG-nerovnost, která má
pro libovolné kladné hodnoty a, b tvar (jak jsme viděli na výše na konkrétnı́m přı́padě)

G(a, b) ≤ A(a, b),

√
ab ≤ a+ b

2
a pro n hodnot má tvar

G(a1, a2, . . . , an) ≤ A(a1, a2, . . . , an),

n
√
a1a2 . . . an ≤

a1 + a2 + . . . an
n

.

Rovnost v těchto nerovnostech platı́, právě když se všechny průměrované hodnoty rov-
najı́. Důkaz pro dvě hodnoty vypadá např. takto (použı́váme ekvivalentnı́ úpravy):

√
ab ≤ a+ b

2

ab ≤
(
a+ b

2

)2
4ab ≤ a2 + 2ab+ b2

0 ≤ (a− b)2

Pro n hodnot se dá využı́t matematické indukce.



32 J. Zhouf: Dostal žák správnou známku? aneb Pojednánı́ o průměrech

Analogicky by se dokazovaly dalšı́ nerovnosti, takže bychom pro dvě kladné hodnoty
a, b dostali:
Min (a, b) ≤ HQ (a, b) ≤ H (a, b) ≤ G (a, b) ≤ A (a, b) ≤ Q (a, b) ≤ C (a, b) ≤
≤ KH (a, b) ≤Max (a, b)

Min (a, b) ≤
√
2a2b2
a2+b2 ≤

√
ab ≤ a+b

2 ≤
√

a2+b2
2 ≤ 3

√
a3+b3
2 ≤ a2+b2

a+b ≤Max (a, b)

Navı́c pro logaritmický průměr platı́

G (a, b) ≤ L (a, b) ≤ A (a, b) ,

√
ab ≤ b− a

ln b− ln a
≤ a+ b

2
.

Podle výše uvedeného označenı́ můžeme psát nerovnosti

· · · ≤ a−2 ≤ a−1 ≤ a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ . . .

Také platı́ několik zajı́mavých rovnostı́:

√
ab =

√
2ab
a+ b

· a+ b

2

(geometrický průměr dvou čı́sel je roven geometrickému průměru jejich harmonického
a aritmetického průměru) √

a2 + b2

2
=

√
a2 + b2

a+ b
· a+ b

2

(kvadratický průměr dvou čı́sel je roven geometrickému průměru jejich kontraharmonic-
kého a aritmetického průměru)

a+ b

2
=

1
2

(
2ab
a+ b

+
a2 + b2

a+ b

)
(aritmetický průměr dvou čı́sel je roven aritmetickému průměru jejich harmonického
a kontraharmonického průměru)

a+ b

2
=

√√√√√1
2

(√ab)2 +

(√
a2 + b2

2

)2
(aritmetický průměr dvou čı́sel je roven kvadratickému průměru jejich geometrického
a kvadratického průměru)
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Důkazy těchto nerovnostı́ se dajı́ také provést graficky „beze slov“ (obr. 3, obr. 4
a obr. 5).

Obr. 3 Obr. 4

Obr. 5

Těchto nerovnostı́ se dá využı́t při důkazech některých tvrzenı́, které spı́še spadajı́ do
matematické olympiády.
Úloha 13: Dokažte, že pro kladná čı́sla a, b, c platı́

(a+ b+ c)
(
a2 + b2 + c2

)
≥ 9abc.
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Řešenı́: Dokazovanou nerovnost zı́skáme, pokud vynásobı́me nerovnosti:

a+ b+ c

3
≤ 3
√
abc

a2 + b2 + c2

3
≤ 3
√
a2b2c2

Úloha 14: Ze všech pravoúhelnı́ků o daném obvodu o najděte ten, který má největšı́
možný obsah.
Řešenı́: Označme a, b délky stran hledaného pravoúhelnı́ku a S jeho obsah. Platı́

√
S =
√
ab ≥ a+ b

2
=
o

4
= konstanta.

Obsah S bude největšı́, právě když bude a = b, tj. když to bude čtverec.

Úloha 15: Navrhněte rozměry krabice ve tvaru kvádru, aby měla předepsaný objem V
a aby se spotřebovalo co nejméně materiálu, jestliže neuvažujeme žádný materiál na
překrývánı́ kvůli přelepovánı́.
Řešenı́: Označme a, b, c délky hran hledaného kvádru, V jeho objem a P jeho povrch.
Platı́

P

6
=
ab+ bc+ ca

3
≤ 3
√
ab · bc · ca =

3
√
a2b2c2 =

3
√
V 2 = konstanta.

Povrch P bude nejmenšı́, právě když bude ab = bc = ca, tj. právě když bude a = b = c,
tj. když to bude krychle.

V matematické olympiádě pro rok 2008/2009 bude úloha, v nı́ž jsou opět nerovnosti
mezi průměry. Prostřednı́ průměr ale nemá název. Úlohu zde řešit nebudeme, protože
bude předmětem soutěže v přı́štı́m školnı́m roce.

Úloha 16: Dokažte, že pro libovolná kladná čı́sla a, b platı́ nerovnosti

a+ b

2
≥

2
(
a2 + ab+ b2

)
3 (a+ b)

≥
√
a2 + b2

2

a že rovnost nastane, právě když a = b.

MEDIÁN A MODUS

Ještě bychom neměli zapomenout na dvě průměrné hodnoty, medián a modus. Nejprve
n uvažovaných hodnot srovnáme podle velikosti a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an.

Medián ã těchto hodnot je čı́slo s indexem n+1
2 pro n liché a aritmetický průměr čı́sel

s indexy n
2 a n

2 + 1 pro n sudé.
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Modus â těchto hodnot je čı́slo, které se mezi uvažovanými hodnotami vyskytuje
nejčastěji.

JAK VYPOČÍTAT PRŮMĚRNOU ZNÁMKU Z PŘEDMĚTU

Ted’se dostáváme ke klı́čové otázce celého článku, a sice jak bychom měli správně
vypočı́tat výslednou známku z předmětu z několika daných známek. Viděli jsme, že
máme nepřeberné množstvı́ možnostı́, jak to udělat. A který průměr si tedy máme zvolit?

Zkusme nejprve spočı́tat průměrnou známku ze dvou známek pomocı́ různých prů-
měrů. Řekněme, že žák dostal dvě známky, a sice 1 a 5. V tom přı́padě jsou hodnoty
průměrů:

HQ (1; 5) =

√
2 · 12 · 52
12 + 52

.
= 1,387

H (1; 5) =
2 · 1 · 5
1 + 5

.
= 1,667

G (1; 5) =
√

1 · 5 .
= 2,236

A (1; 5) =
1 + 5

2
= 3

2
(
12 + 1 · 5 + 52

)
3 (1 + 5)

.
= 3,444

Q (1; 5) =

√
12 + 52

2
.
= 3,306

C (1; 5) =
3

√
13 + 53

2
.
= 3,979

KH (1; 5) =
12 + 52

1 + 5
.
= 4,333

7

√
17 + 57

2
.
= 4,527

Vypočtené hodnoty potvrzujı́ výše uvedené nerovnosti. Důležité je uvědomit si, že
průměrná hodnota musı́ ležet mezi čı́sly 1 a 5, nemusı́ však být uprostřed. Hlavně však
je vidět, že by žák mohl dostat jakoukoli známku od 1 do 5. Tady nás určitě napadne
otázka, jaký výpočet bychom měli použı́vat, která z vypočtených hodnot představuje tu
správnou známku.

Dvě zcela odlišné známky je krajnı́ přı́pad, který asi nenastane, vypočtěme tedy
ještě ve dvou reálnějšı́ch přı́padech několik průměrů známek. Mějme přitom na paměti,
že známky majı́ stejnou váhu. Pokud by tomu tak nebylo, počı́tali bychom přı́slušnou
známku vı́cekrát. Vždy si přitom uvědomme, že každý vypočtený průměr musı́ ležet mezi
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nejmenšı́ a největšı́ zı́skanou známkou. Nejprve výpočet proved’me pro skupinu známek
1, 1, 1, 1, 1, 1, 5, 5, 5, 5. Zde jsou některé průměry rovny:

A (1; 1; 1; 1; 1; 1; 5; 5; 5; 5) = 2,6

G (1; 1; 1; 1; 1; 1; 5; 5; 5; 5) = 1,904

H (1; 1; 1; 1; 1; 1; 5; 5; 5; 5) = 1,471

Q (1; 1; 1; 1; 1; 1; 5; 5; 5; 5) = 3,256

Q (1; 1; 1; 1; 1; 5; 5; 5; 5; 5) = 3,606 (pozor, mı́sto 1 je 5)

ã (1; 1; 1; 1; 1; 1; 5; 5; 5; 5) = 1

â (1; 1; 1; 1; 1; 1; 5; 5; 5; 5) = 1

A totéž proved’me pro skupinu známek 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5, 5. Pak jsou tyto průměry
rovny:

A (2; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 5; 5) = 3

G (2; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 5; 5)
.
= 2,806

H (2; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 5; 5)
.
= 2,647

Q (2; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 5; 5)
.
= 3,180

ã (2; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 5; 5) = 3

â (2; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 5; 5) = 2

Při většı́m počtu známek a jejich rovnoměrnějšı́m rozdělenı́ už rozdı́ly nejsou tak
veliké, takže je téměř jedno, podle jakého průměru známku počı́táme. Když bychom se
ale rozhodli pro medián nebo modus, mohli bychom se dopustit asi největšı́ odchylky.

I přes tento vı́ceméně pozitivnı́ závěr z výpočtů různých průměrů se přiznám, že vůbec
nevı́m, proč se nejčastěji počı́tá známka jako aritmetický průměr obdržených známek.
Klidně si dovedu představit, že si známku znázornı́m v zápisnı́ku jako čtvereček o straně
délky, která je rovna obdržené známce. Na závěr si pak udělám čtverec, který má obsah
stejný jako součet obsahů všech dı́lčı́ch čtverečků, čı́mž vlastně použiji kvadratický
průměr. Též si umı́m představit, že známka bude představovat počet hodin, za které žák
stihne udělat celkovou práci. Pak je to převedeno na úlohu o Popelkách a k výpočtu
průměrné známky se použije harmonický průměr.

Takže znovu opakuji, že nevı́m, proč se použı́vá aritmetický průměr k výpočtu prů-
měrné známky. Jediný důvod dle mého je snad jeho jednoduchý výpočet. A možná i jeho
tradičnı́ použı́vánı́ (a to je opět asi kvůli jeho jednoduchosti).
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VÝZNAM ČLÁNKU NEBOLI ZÁVĚR

Dám-li otázku, k čemu je tento článek dobrý, tak si umı́m představit, co mi někdo
odpovı́. Já si však myslı́m, že článek měl upozornit na to, že bychom měli ve škole
použı́vat termı́ny „geometrický průměr“, „harmonický průměr“ atd. a ne jen „průměr“,
aby, když majı́ žáci průměrnou hodnotu vypočı́tat, použili ten správný vzorec a nenasadili
na výpočet jen aritmetický průměr.

Článek má tedy sloužit k zamyšlenı́, že nenı́ nic absolutnı́, tak jak nám to bylo někdy
řečeno, ale máme se snažit uvažovat nad alternativnı́mi metodami uvažovánı́. Co se týče
konkrétně známkovánı́, je vidět, že např. k aritmetickému průměru bychom měli přidat
ještě komplexnı́ pohled na žáka, tj. ohodnotit i odpozorované dalšı́ schopnosti a možná
i morálnı́ vlastnosti.
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Jednánı́ v sekcı́ch
CESTY KE ZLEPŠENÍ ŠKOLNÍ PRAXE

JANA CACHOVÁ1

Mnoho začı́najı́cı́ch učitelů po nástupu do praxe pocit’uje rozpor mezi tı́m, co se učili
na vysoké škole, a tı́m, co po nich realita školnı́ praxe požaduje. V tomto článku chci
přiblı́žit své zkušenosti s výukou semináře didaktiky matematiky pro studenty učitelstvı́
pro primárnı́ vzdělávánı́ na našı́ fakultě. Z vlastnı́ zkušenosti mohu potvrdit, že i studenti
učitelstvı́ po nástupu na průběžnou pedagogickou praxi přistupujı́ daleko vı́ce kritičtěji
než před praxı́ k náplni seminářů. Někteřı́ studenti po prvnı́ch zkušenostech z praxe pro-
jevujı́ svou nespokojenost – podle jejich názoru je didaktika matematiky málo připravuje
pro školnı́ práci.

Studentům jsem nechala prostor, aby vyslovili své návrhy, co by se mělo zlepšit:

• Vı́ce zařazovat různé didaktické hry;

• ukazovat, jak naučit novou látku, jak dětem srozumitelně látku vysvětlit, jak je něco
naučit (např. jak naučit žáky zlomky; pı́semné dělenı́ – jak to dětem přiblı́žit, jak je to
naučit, jak je motivovat, jak je učit algoritmus. . . );

• sdělovat si zážitky z praxe; rozebı́rat praxe.

Podle Hejného a Stehlı́kové (1999) je možné v didaktice matematiky rozlišit dva
hlavnı́ proudy, sice obsahově orientovanou didaktiku (zabývajı́cı́ se např. otázkami jak
seznámit žáky se zlomky, zápornými čı́sly, absolutnı́ hodnotou, otočenı́m?) a procesně
orientovanou didaktiku (klade si např. otázky jak rozvı́jet matematickou kulturu žáka,
proč někteřı́ žáci nejsou schopni porozumět principu sčı́tánı́ zlomků?). Je vidět, že náměty
studentů jsou spı́še orientované na obsahovou didaktiku, přesto požadavek podrobného
rozboru praxe je možné zařadit do kategorie procesně orientované didaktiky matematiky.

Srovnejme dva názory na otázku, co začı́najı́cı́ učitel předevšı́m potřebuje:

• Názor studentky 4. ročnı́ku na konci pedagogické praxe: Opakovánı́ a procvičovánı́
nenı́ problém, jak ale docı́lit toho, aby žáci novému učivu porozuměli? Jak zajistit, aby
si děti vytvořily správné představy?

• Názor začı́najı́cı́ učitelky (po roce praxe ve škole): Jak dětem dobře vyložit novou látku?
Jak ji vysvětlit, aby všichni pochopili? Jak dovést žáky ke skutečnému porozuměnı́?
1Katedra matematiky PdF UHK; jana.cachova@uhk.cz
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Je vidět, že otázky správného porozuměnı́, pochopenı́, vytvářenı́ správných představ
patřı́ k těm složitým a je zapotřebı́ na ně studenty připravovat. Přesně podle čı́nského
přı́slovı́: Daruješ-li člověku rybu, nakrmı́š ho na den, naučı́š-li ho lovit, dáš mu potravu
na celý život. . . , je sice možné na seminářı́ch dávat studentům ukázky toho, co se dá
dělat a jak, ale nenı́ možné projı́t veškerá témata a studenti se musı́ naučit si sami hledat
dalšı́ cesty. Za nutné považuji ukazovat různé formy a metody práce ve vyučovánı́ na
konkrétnı́m učivu, ne bez matematického obsahu (didaktiku matematiky nelze zúžit na
pedagogicko-didaktické principy, oproštěné od matematiky).

Podle Hejného a Michalcové (2001): . . . objem didaktických poznatků, které poslu-
chač s nepatrnými pedagogickými zkušenostmi může přijmout, je malý. . . . . . Didaktika
matematiky však může naučit budoucı́ho učitele metody zı́skávánı́ didaktických znalostı́
a zkušenostı́. Měla by ho důkladně připravit v oblasti metadidaktického poznánı́. . . (tj.)
jak může učitel využı́vat svou každodennı́ zkušenost k zı́skávánı́ didaktického poznánı́,
a v důsledku toho postupně zlepšovat svou vlastnı́ práci. Měla by tedy v budoucı́m učiteli
pěstovat chut’experimentovat, evidovat vlastnı́ pedagogické zkušenosti a zkoumat je.

Za jednu z možnostı́, jak zlepšit vztah mezi semináři z didaktiky matematiky a školnı́
praxı́, považuji vést studenty k reflexi školnı́ práce, k situačnı́mu výzkumu. Podle Slavı́ka
(2004): Reflexi spojenou s interpretacı́ učebnı́ch situacı́ můžeme pokládat za nejlepšı́
způsob, jak rozvı́jet profesnı́ myšlenı́ učitelů a jak ukazovat funkčnost didaktické teorie
pro praxi. . .

Reflexemi ve vyučovánı́ matematice se zabývajı́ např. Tichá, Hošpesová (2008)
a Stehlı́ková (2007), akčnı́m výzkumem ve škole Nezvalová (2003). V rámci semi-
nářů z didaktiky matematiky a jejich lepšı́m propojenı́m s praxı́ jsme se studenty začali
zabývat sledovánı́m školnı́ch situacı́. Studenti na začátku semestru dostali úkol – sledovat
zajı́mavé situace v hodinách matematiky na praxi. Situace se mohou vázat k činnostem
učitele, k žákovi, ke skupinkám žáků či celé třı́dě, k učivu, netradičnı́m postupům, ře-
šenı́m úloh, k chybám. . . cokoli, co je na praxi zaujme a o čem je možné na semináři
diskutovat (co v sobě skrývá nějaký problém, který je možné různě řešit). Studenti pak
situaci přednesou na semináři – bud’ nechajı́ otevřený konec, neukážı́, jak situace dále
probı́hala, popř. svůj zásah do situace nebo vyústěnı́ situace odhalı́. Pokud je odkryt ob-
tı́žnějšı́ problém k zamyšlenı́, dostávajı́ studenti cca 3 minuty na samostatné promyšlenı́
– hledánı́ vhodných cest, jak se zachovat, jak postupovat. Poté diskutujı́ nad svými ná-
vrhy bud’ve skupinkách, nebo všichni společně. Studenti většinou nalézali vı́ce variant,
jak v dané situaci postupovat, měli o diskuzi zájem, diskutovaná problematika se jich
skutečně dotýkala, často si uvědomovali, že majı́ podobné zkušenosti. Cı́lem této aktivity
– zvyšovat citlivost vůči jevům, kterým by měl učitel věnovat pozornost.

PŘÍNOS PRO STUDENTY

Zprvu se studenti zaměřovali jen na některé situace, nynı́ je jevů, kterým přikládajı́
význam, daleko vı́ce (učı́ se je vyhledávat, všı́mat si jich, reagovat na ně). Ačkoli by
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si sami podobné situace nevšimli nebo se s nı́ nesetkali, na semináři se dostává do
jejich zorného pole. Na konci semestru byli studenti schopni na situace vhodně reagovat,
zamýšlet se nad problémy.

Dobrý učitel musı́ umět najı́t rovnováhu mezi respektovánı́m cı́lů školy, potřeb dı́těte
a specifikou vyučovaného předmětu (didaktikou matematiky). Učitel se může dále učit
tı́m, že citlivě reaguje na situace, které přinášı́ školnı́ praxe, a zpětně se nad nimi zamýšlı́.

Domnı́vám se, že takto mohou postupovat i učitelé na školách. Samostatně se zamýš-
let nad situacemi z vlastnı́ výuky. Z nich vybı́rat takové, které stojı́ za diskuzi. V malých
skupinách (ve dvojici, popř. trojici) s kolegy – učiteli pak o vybraných situacı́ch disku-
tovat. Důležité je ovšem najı́t na škole partnery pro takovou diskuzi. Pokud se podařı́
efektivnı́ diskuze na škole vést, určitě přispějı́ ke zlepšenı́ samotné výuky.
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ZPŮSOBY ŘEŠENÍ VYBRANÝCH ÚLOH
BARBORA DIVIŠOVÁ1

ÚVOD

Jako učitele matematiky a milovnı́ka geometrie mne velice mrzı́, když se každodenně
setkávám s nechutı́ studentů při hodinách geometrie a s nevolı́ řešit geometrické problémy.

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; divisova.barbora@post.cz
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Mnohokrát jsem se se studenty bavila na téma geometrie i dělala nejrůznějšı́ dotaznı́ky,
abych zjistila, proč je nechut’ke geometrickým otázkám tak veliká. Studenti pod geometriı́
často chápou pouze dovednosti spojené s přesným rýsovánı́m a nudné zapisovánı́ postupů
konstrukce. Přitom tato část matematiky zahrnuje mnohem vı́ce zajı́mavých problémů.
Právě úlohy, se kterými vás v tomto článku seznámı́m, rozvı́jı́ i dalšı́ geometrické úvahy
a dovednosti. Nejen že se dı́ky nim dá odhalit povaha a způsob myšlenı́ studentů, ale také
jejich pomocı́ mohou studenti najı́t cestu ke geometrii a prohloubit zájem o ni.

ÚLOHA PLOTY ZAHRAD

S touto úlohou jsem se setkala na jednom z doktorandských seminářů, kde nám byla
prezentována na videozáznamu hodina z japonské základnı́ školy.

ZADÁNÍ ÚLOHY

Na obrázku 1 vidı́te dva oplocené pozemky. Přestavte plot, který tyto dva pozemky
odděluje tak, aby byl rovný (úsečka) a přitom se nezměnily velikosti ploch zahrad.

Obr. 1: Původnı́ zadánı́ úlohy

SPRÁVNÉ ŘEŠENÍ ÚLOHY

Úlohu je možné řešit algebraicky. V tom přı́padě by bylo ale nutné pracovat s ob-
rázkem jako s plánem v daném měřı́tku, změřit jednotlivé strany zahrady a teprve pak
s těmito daty pracovat. Takové řešenı́ ale nenı́ přı́liš přesné a už vůbec ne obecné. Proto
za správný a nejpřesnějšı́ způsob považuji řešenı́ geometrické. To je navı́c velice jed-
noduché a vycházı́ ze znalosti vzorce o obsahu trojúhelnı́ku, ze vztahu mezi obsahem,
délkou strany a přı́slušné výšky (S = a·va

2 , kde a je základna a va je výška na danou zá-
kladnu), se kterým se studenti setkávajı́ již od sedmé třı́dy základnı́ školy. Úloha je však
problémová, nebot’ani jeden ze dvou uvedených parametrů nenı́ vyznačen ani zdůrazněn
v obrázku nebo zadánı́ úlohy. Dokonce ze zadánı́ úlohy nenı́ jasné, že řešenı́ povede přes
trojúhelnı́k.

Řešit úlohu je nejvhodnějšı́ tak, jak naznačuji na obrázku , ve kterém jsem vyznačila
body A, B, C. Body A a B vedeme přı́mku a s nı́ rovnoběžnou přı́mku p procházejı́cı́
bodem C. Nynı́ již trojúhelnı́k ∆ABC nelze přehlédnout. Vzdálenost rovnoběžek AB
a p nám také určuje výšku vc v trojúhelnı́ku ∆ABC. Je tedy zřejmé, že při libovolném
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posouvánı́ bodu C po přı́mce p bude obsah trojúhelnı́ku ∆ABC zachován. Stačı́ tedy
bod C posunout až na okraj zahrady do bodu C ′ nebo C ′′, jak je vidět na obrázku 2.

Obr. 2: Správné řešenı́ úlohy

Na japonské škole předcházela této úloze jiná úloha, kde si vzorec pro výpočet obsahu
trojúhelnı́ku (S = a·va

2 ) žáci odvodili a naučili se s nı́m pracovat.

ÚLOHA CESTIČKA

Zadánı́ této úlohy jsem našla v textech prof. Kuřiny vytvořených pro účely kurzu
ESF. Úloha mne zaujala a tak jsem se rozhodla ji zařadit do výuky v hodinách mate-
matiky v 6. ročnı́ku základnı́ školy a v 5. ročnı́ku osmiletého gymnázia. Nebudu zde
ale uvádět možná řešenı́. Ta byla popsána v textu. Chtěla bych se předevšı́m zaměřit na
jeden konkrétnı́ způsob, pomocı́ kterého úlohu vyřešili moji dva žáci a který v textech
nenalezneme.

ZNĚNÍ ÚLOHY

Na obrázku 3 jsou nakresleny dvě cesty přes obdélnı́kovou louku. Která zaujı́má většı́
plochu?

Obr. 3: Zadánı́ úlohy

Na takové řešenı́ přišli pouze dva žáci. Oba žáci si rozdělili obrázek na 25 shodných
obdélnı́ků, tak jak naznačuje obrázek 4. Jeden žák použil barev, tak jak tomu je na obrázku
zde. Druhý žák namı́sto stejných barev označil polı́čka stejnými čı́sly.
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Obr. 4: Řešenı́ úlohy

Oba žáci měli stejné argumenty. Tvrdili, že shodně obarvená či očı́slovaná polı́čka
majı́ i stejný obsah. Proto je možné přidat k cestě obarvené (očı́slované) polı́čko, které
ležı́ mimo cestu. Potom zjistı́me, že polı́čka v jednom řádku obrázku můžeme poskládat
tak, aby bylo vidět, že dohromady tvořı́ jeden obdélnı́ček. Šikmá cesta sejně jako kolmá
cesta zabı́rá jeden obdélnı́ček na každém řádku. Majı́ tedy stejný obsah.

O JEDNÉ KOMPLEXNÍ APLIKAČNÍ ÚLOZE
NA ROZVOJ FUNKČNÍHO MYŠLENÍ ŽÁKŮ

A STUDENTŮ

PETR EISENMANN1

Následujı́cı́ slovnı́ úloha je vhodná pro motivaci, ilustraci či procvičenı́ základnı́ch
pojmů tématu Funkce ve výuce matematiky na základnı́ a střednı́ škole. Přednostı́ úlohy
je fakt, že akcentuje ve výuce jistě rozumný požadavek na budovánı́ poznatků žáků
a studentů pomocı́ jejich zkušenostı́.

Úloha: Interpretujte závislost popsanou grafem funkce na obrázku 1. Popište děj, který
graf vystihuje.
Odpověd’: Graf funkce na obrázku 1 vyjadřuje závislost rychlosti přı́toku vody v(t) do
vany na čase t. V čase t = 0 byla vana prázdná. Čas je uveden v minutách, rychlost
přı́toku v litrech za minutu.

1PřF UJEP Ústı́ nad Labem; eisennmannp@sci.ujep.cz
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Obr. 1: Rychlost přı́toku vody

Úkoly a otázky:

1. Popište vlastnı́mi slovy děj, který tento graf zachycuje.

2. Kolik litrů vody bylo ve vaně maximálně? V jakém čase to bylo?

3. Kolik litrů bylo ve vaně v 35. minutě?

4. Kdy byla vana prázdná?

5. Nakreslete graf funkce V (t) vyjadřujı́cı́ závislost množstvı́ vody ve vaně na čase t.

6. Sestavte předpis funkce vyjadřujı́cı́ závislost množstvı́ vody na čase

(a) od okamžiku napouštěnı́ vany do 10. minuty

(b) od 10. do 15. minuty

(c) od 15. do 25. minuty

(d) od 25. minuty do vyprázdněnı́

7. Popište co nejstručněji souvislost mezi funkcemi V (t) a v(t).

8. Popisuje graf na obr. 1 reálnou situaci věrně, a nebo je zjednodušenı́m? Pokud ano,
v čem?
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Řešenı́:

1. Jde o koupánı́ ve vaně. Někdo si začal napouštět vanu (přı́tok činil 6 litrů za minutu). Po
10 minutách zjistil, že je vody málo a kohoutkem přı́tok zvětšil (na 8 litrů za minutu).
Po pěti minutách kohoutek zavřel, 10 minut se koupal a poté vytáhl špunt.

2. Ve vaně bylo maximálně 100 litrů vody. Bylo to mezi 15. a 25. minutou.

3. 60 litrů.

4. V 50. minutě.

5. Viz obrázek 2.

Obr. 2: Množstvı́ vody ve vaně

6. (a) V (t) = 6t

(b) V (t) = 8t− 20

(c) V (t) = 100

(d) V (t) = −4t+ 200

7. Funkce v(t) je derivacı́ funkce V (t).
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8. Zjednodušenı́ jsou minimálně dvě:

(a) manipulace s kohoutkem neumožňuje ve skutečnosti skokové změny rychlosti
přı́toku vody tak, jak to prezentuje graf na obr. 2. Vzhledem k celkovému času
napouštěnı́ je to však nepřesnost zanedbatelná;

(b) vypouštěnı́ vody neprobı́há ve skutečnosti lineárně, závisı́ také na aktuálnı́m
množstvı́ vody ve vaně.

CHÁPÁNÍ CELKU U MODELU ZLOMKU 34
ŽÁKY 3. ROČNÍKU ZŠ

DANA FIALOVÁ1

Vzorová úloha (vz.ú.): Michal, Iva, Luděk a David jedou na chatu vlakem. Cesta
vlakem trvá tři hodiny. Majı́ však jen jedno volné mı́sto k sezenı́. Jak dlouho každý z nich
bude ve vlaku sedět, aby to bylo spravedlivé?

Tři různá řešenı́ odpovı́dajı́ třem různým způsobům chápánı́ celku v tématu zlomek
(Fialová, 2001). Řešenı́ 1 je nejběžnějšı́ a odpovı́dá nejčastějšı́ představě (vnı́mánı́)
zlomku, tedy zlomku jako části z jednoho celku. Kerslake (1986) ve své práci o dětských
strategiı́ch a chybách poukazuje na chybějı́cı́ představu zlomku ve smyslu řešenı́ 2 a 3
vz.ú. Avšak u žáků se objevuje i vnı́mánı́ zlomku ve smyslu řešenı́ 2 a 3 vz.ú. (Neumann,
1997).

V didaktikách matematiky (Hejný, 1990, Hruša, Vyšı́n, 1964, Divı́šek, 1989, Padberg,
1989) a Koullenově učebnici matematiky (1992) jsem se setkala s rozlišovánı́m dvou
představ zlomku, přičemž představa ve smyslu řešenı́ 2 a 3 vz.ú. je slučována. U žáků

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; anadf@centrum.cz
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se ale setkáváme s rozlišovánı́m představy zlomku ve smyslu řešenı́ 2 a 3 vz.ú. Lamon
(2001) ve výsledcı́ch výzkumu zaměřeném na různé reprezentace zlomku u žáků třetı́ho
ročnı́ku uvádı́, že „racionálnı́ čı́slo 3

4 popisuje tyto situace: 1 (kus 34), 3 (kus 14) a 1
4

z trojbalenı́“. To odpovı́dá řešenı́ 1, 2, 3 vz.ú. Domnı́vám se, že tyto tři rozdı́lné představy
(vnı́mánı́) zlomku vycházejı́ (a souvisı́) z rozdı́lného chápánı́ celku v tématu zlomek.

V letech 2001 a 2005 jsem provedla soubor šetřenı́ „Chápánı́ celku u modelu zlomku 34
žáky 3. ročnı́ku ZŠ“. Šetřenı́ se zúčastnilo šest žáků 3. ročnı́ku ZŠ (8–10 let). Jednı́m z cı́lů
šetřenı́ bylo zjistit, jak žáci vnı́majı́ celek u modelu konkrétnı́ho zlomku před seznámenı́m
se s tématem zlomek ve škole. Každému žákovi jsem předložila tři obrázky – modely
zlomku 34 (obrázky z řešenı́ 1, 2, 3 vz.ú.), nad kterými jsme vedli rozhovor. K rozhovoru
jsem měla připravené tyto otázky: Co je na obrázcı́ch? Jaký je mezi obrázky rozdı́l?
Vymysli ke každému obrázku přı́běh nebo přı́klad. Rozhovory byly zaznamenávány
videokamerou (kromě prvnı́ho rozhovoru z roku 2001, který byl průběžně zapisován)
a dále zpracovávány a vyhodnocovány. Výsledky šetřenı́ jsou shrnuty v tabulce 1.

Vnı́mánı́ C Popis C Vnı́mánı́ části Popis části Realita
Model [A] [B] [C] [A] [B] [C]
Ondřej 1C 3C trojC kruh 3

4 po 14
1
2 ,
1
4 ,C třičtvrtě,

čtvrt, půl
koláče

Petra ? kolečko,
křı́žek

ne půlka křı́žku ne

Libor 1C 3
4=C, K=C, 3C všechno 3

4
3
4 po 14

3
4 ,
1
2 a 14 třičtvrtě,

tři čtvrtky,
půlka,
čtvrtka

jı́dlo, pe-
nı́ze

Jakub 1C 3C ? ne 3O po 1O 1
2 půlka Ne

Karel 1C ? 3
4

1
4 , asi 34 asi 34 tři čtvrtiny,

čtvrt
ne

Filip 1C 3C trojC celek, tři
celky

3
4

3
4 po 14

3
4 ,
1
2 a 14 třičtvrtě,

čtvrt, tři
čtvrtiny,
čtvrtina, půl

nesledo-
váno

Tab. 1: Představy o celku a části
C – celek, O – objekt, K – kruh, ? – nenı́ z výpovědı́ jasné

Výsledky šetřenı́ ukázaly, že zkoumanı́ žáci 3. ročnı́ku ZŠ vnı́mali prvnı́ model (obr.
v řeš. 1 vz.ú.) vesměs jako jeden celek a většina žáků vnı́mala vybarvené plochy modelu
jako tři čtvrtiny. Druhý model (obr. v řeš. 2 vz.ú.) vnı́mali žáci vesměs jako tři celky
a většina žáků vnı́mala čtvrtinu, vyskytovalo se vnı́mánı́ třı́ čtvrtin po jedné čtvrtině. Dva
žáci (Libor a Filip) chápali třetı́ model (obr. v řeš. 3 vz.ú.) jako celek složený ze třı́ celků
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(trojcelek). A tito dva žáci (a zřejmě i Karel) vnı́mali různé interpretace třı́ čtvrtin na
jednotlivých modelech. Objevilo se vnı́mánı́ třetı́ho modelu jako třı́ celků a vybarvených
částı́ tohoto modelu jako poloviny, čtvrtiny a „ničeho“ či celku. V některých přı́padech
nebylo z výpovědı́ jasné, jak je model chápán. Libor vnı́mal jako celek jednak kruh
a jednak tři čtvrtiny. Vyskytlo se chápánı́ čtvrtin jako objektů, což může znamenat vnı́mánı́
celku jako množiny. Všichni vnı́mali i pojmenovávali polovinu. Pojmenovánı́ částı́ (např.
čtvrt, půlka), které žáci většinou použı́vali, může souviset se spravedlivým rozdělovánı́m
nebo s určovánı́m času.

Výsledky šetřenı́ poukázaly na to, že zkoumanı́ žáci vnı́majı́ zlomky, resp. celek různě
a jsou schopni akceptovat představu zlomek i jinak (korespondenčně s řeš. 2 a 3 vz.ú.)
než tradičnı́ cestou (odpovı́dajı́cı́ řeš.1 vz.ú.).

U jednoho z respondentů (Filipa) šetřenı́ proběhlo ve dvou časových etapách (2. a 6. roč-
nı́k ZŠ). Prvnı́ etapa proběhla před tı́m, než se žák seznámil se zlomky ve školnı́m
vyučovánı́, druhá etapa byla uskutečněna po probránı́ tématu zlomky (včetně operacı́
se zlomky) ve vyučovánı́. Výsledky těchto šetřenı́ ukázaly, že před seznámenı́m se se
zlomky ve vyučovánı́ přijı́mal Filip tři různé interpretace zlomku, resp. vnı́mal tři různé
způsoby chápánı́ celku u zlomku (ve smyslu obr. řešenı́ 1, 2, 3 vz.ú.) a že vlivem vyu-
čovánı́ tématu zlomek svoje představy omezil na jediný způsob chápánı́ celku u zlomku
(ve smyslu obr. v řeš. 1 vz.ú.), možná i na jedinou interpretaci zlomku.
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SPN.
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IKONICKÝ JAZYK A PROPEDEUTIKA
ROVNIC U ŽÁKŮ 1. ROČNÍKU ZŠ

MICHAELA FRANKOVÁ1

ÚVOD

Ve své diplomové práci, kterou jsem psala na katedře matematiky a didaktiky ma-
tematiky Pedagogické fakulty UK pod vedenı́m panı́ PhDr. Jany Slezákové PhD., jsem
se věnovala netradičnı́mu matematicko-didaktickému prostředı́. Toto netradičnı́ séman-
tické prostředı́ „Dědy Lesoně“ bylo rozpracováno autory nových učebnic matematiky
pro 1. ročnı́k ZŠ nakladatelstvı́ Fraus (Hejný, Jirotková, Slezáková).

Netradičnı́mu matematickému prostředı́ „Dědy Lesoně“ se věnovala v roce 2005 také
panı́ učitelka Klára Nejedlá [1], která vystoupila na konferenci Dva dny s didaktikou mate-
matiky v roce 2006 se svými zkušenostmi při zaváděnı́ tohoto prostředı́ u dětı́ v 1. ročnı́ku
ZŠ. Můj způsob zavedenı́ a sledovánı́ dětı́ v rámci diplomové práce byl však odlišný.
Za cı́l jsem si kladla ověřit, do jaké mı́ry je toto téma použitelné u dětı́ předškolnı́ho
a mladšı́ho školnı́ho věku – a sice u žáků 1. ročnı́ku ZŠ. Obsahem mé diplomové práce
bylo zkoumánı́ schopnosti krátkodobé paměti, práce s ikonami a uchopenı́ jednoduchých
rovnicových vztahů.

Zde stručně popı́ši netradičnı́ matematické prostředı́. Dále uvedu své zı́skané zkuše-
nosti při zaváděnı́ tohoto prostředı́ dětem a podrobněji popı́ši jeden jev.

MATEMATICKÉ PROSTŘEDÍ „DĚDA LESOŇ“
Prostředı́ dědy Lesoně je prezentováno jeho zvı́řaty. Těmito zvı́řaty jsou: myš, kočka,

husa a pes. Mezi zvı́řaty je definován vztah (M = myš, K = kočka, H = husa, P = pes):
MM = K, MK = H, MH = P.

1ZŠ Klı́ček, o.p.s., Donovalská 44, Praha 4; frankova.m@gmail.com
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Vztah mezi zvı́řaty je modelován motivačně: Děda Lesoň pořádá pro svá zvı́řata
závody. Jendou z mnoha disciplı́n je také disciplı́na přetahovaná. Děda Lesoň si zde
klade otázku, jaké družstvo zvı́řat zvı́tězı́, bojujı́-li proti sobě např.: M x K – vyhraje
kočka, M x H – vyhraje husa, MM x K – je stav nerozhodný, MM x H – vyhraje husa,
MMM x K – vyhrajı́ myši, MMM x H – zápas je nerozhodný.

Toto prostředı́ lze dále rozvı́jet. Otázku vı́těze můžeme nahradit otázkou „Jaké zvı́ře
musı́ přiběhnout do jakého družstva, aby byl zápas nerozhodný?“. Např. bojujı́-li proti
sobě: H x P – huse přiběhne na pomoc 1 myš, HM x K2M – zápas je nerozhodný, žádné
zvı́ře nepřiběhne, KM x P – kočce a myši přiběhne jedna myš na pomoc.

VLASTNÍ POSTUP PŘI ZAVÁDĚNÍ NETRADIČNÍHO MATEMATICKO- DIDAK-
TICKÉHO PROSTŘEDÍ

Prvnı́m krokem při zaváděnı́ prostředı́ „Dědy Le-
soně“ bylo představenı́ zvı́řátek s krátkým motivačnı́m
komentářem. Dále následovalo již zadánı́ 1. úlohy, kdy
bylo mým cı́lem zkoumánı́ krátkodobé paměti žáků. Zvı́-
řata přicházela v určitém pořadı́ na hřiště. Úlohou žáků
bylo si pořadı́ přı́chodu zvı́řat nejdřı́ve zapamatovat a ná-
sledně jej rekonstruovat. Počet zvı́řat na hřiště byl k tomu
přizpůsoben – nepřesahoval 6 zvı́řat.

Druhým krokem byl záznam přı́chodu zvı́řat. K to-
muto kroku byli žáci vyzváni bez jakéhokoliv dalšı́ho
upřesněnı́. Způsob záznamu přı́chodu zvı́řat si žáci volili
zcela samostatně.

Pro záznam pořadı́ přı́chodu zvı́řat využili žáci ve
svých strategiı́ch předevšı́m kresby zvı́řat, pı́smena, čı́s-
lice a zápis pomocı́ jednoduché čárky (obr. 1–3). Pro
žáky nebylo těžké vymyslet způsob záznamu, následně
však pro ně bylo obtı́žné porozumět svému zápisu a určit
správné pořadı́ přı́chodu zvı́řat.

Třetı́m krokem, ke kterému jsem při zavedenı́ sémantického prostředı́ „Dědy Lesoně“
přistoupila, bylo zavedenı́ vztahů mezi zvı́řaty, čili představenı́ jednoduchých „rovnico-
vých“ vztahů mezi nimi. Jak jsem již v úvodu zmı́nila, k představenı́ těchto vztahů jsem
využila hry přetahovaná. Žáci měli určit vı́těze daného zápasu.
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Obr. 2 Obr. 3

Na tomto mı́stě bych ráda zmı́nila zajı́mavou strategii určovánı́ vı́těze, kterou před-
vedla žákyně 1. ročnı́ku ZŠ. Byla zadána úloha, kdy proti sobě soupeřı́ MM x KK. Žákyně
určı́ chybně výsledek zápasu jako nerozhodný. Své rozhodnutı́ argumentuje. Z jejı́ for-
mulace se pravděpodobně vynořuje následujı́cı́ myšlenka, kterou cituji: „každá kočka
je na půl“ – vyjadřuje, že jedna půlka kočky je jedna myš. Ve vyjádřenı́ „když jsou
dohromady dvě, . . . “ – vyjadřuje, že aby se mohla bavit o jedné kočce, tak potřebuje dvě
půlky. Spojenı́m poslednı́ části myšlenky žákyně „dohromady myš“ – vyplyne, že „každá
kočka je . . . na půl . . . dá . . . dohromady myš“. Žákyně 1. ročnı́ku ZŠ tak na této úloze
prezentuje přı́klad krácenı́, který také sama navrhuje. Vidı́ a argumentuje, že 12 kočky je
1 myš. Má představu poloviny, je tedy schopna ve své mysli krátit.

ZÁVĚR

Dı́ky zkušenostem zı́skaných z provedených experimentů mohu řı́ci, že toto netradičnı́
prostředı́ je pro žáky z hlediska budovánı́ předalgebraického myšlenı́ velmi vhodné
a motivujı́cı́. Na základě závěrů mých a kolegyně Nejedlé lze konstatovat, že toto prostředı́
umožňuje prohlubovánı́ konceptuálnı́ch přestav o čı́sle. Mnohem rychleji se tak však děje
až ve 2. ročnı́ku ZŠ. U dětı́ ve věku 5 až 7 let je energie vydávána vı́ce na ikonický záznam.
U žáků 1. ročnı́ku se objevuje nı́zká mı́ra abstrakce a uplatňuje se ikonický jazyk. Vztah
jedna kočka jsou dvě myši u nich nebyl ještě plně přijat. Z daných závěrů vyplývá, že žáci
2. ročnı́ku ZŠ přijmou dané prostředı́ snadněji. Proto si dovoluji souhlasit s kolektivem
autorů, jež toto prostředı́ zavedl až do učebnic 2. ročnı́ku ZŠ.
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GEOMETRIA A VÝTVARNÁ TVORIVOSŤ
DETÍ1

LUCIA ILUCOVÁ2

Často v škole učı́me deti aj to, čo už dávno vedia, hoci len na intuitı́vnej úrovni. Pritom
mnohé poznatky a schopnosti by sme mohli budovat’ na základe žiackych skúsenostı́,
a ešte k tomu rozvı́jat’ich tvorivost’. A práve v geometrii, s ktorou sme všetci v kontakte
od narodenia, som sa s týmto javom stretla naprı́klad v súvislosti s geometrickými
zobrazeniami.

V rámci dvoch hodı́n matematiky v prime osemročného gymnázia som žiakom pred-
viedla dva rôzne postupy pre tvorbu útvarov – ciel – vytvárajúcich escherovské teselácie3

(obr. 1; [2]).

Obr. 1: Predvedené postupy pre tvorbu ciel a prı́slušné escherovské teselácie: a) využitie
posunutia, b) využitie otočenia. (Podstatou je deformácia strany pôvodného teselujúceho
útvaru – napr. štvorca alebo pravidelného šest’uholnı́ka – a jej následné posunutie o dĺžku
strany alebo vzdialenost’protil’ahlých strán, resp. otočenie o 90◦ alebo 120◦ okolo vrchola
pôvodného útvaru. Dôležité je, že „to, čo z pôvodného útvaru uberieme, to k nemu musı́me
pridat’“.)

Ich úlohou bolo na hodine nakreslit’obrázky (teselácie), v ktorých sa budú pravidelne
opakovat’rovnaké útvary vytvorené na základe predvedených postupov; obrázky kreslili
na pripravené štvorcové a šest’uholnı́kové siete. Na cely pritom mohli nakreslit’ nejaký

1Práca bola podporená projektom AVOZ 10190503.
2Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta, MÚ AV ČR Praha; ilucova@gmail.com
3Rovinnou teseláciou rozumieme pokrytie roviny útvarmi bez medzier a prekrytı́. Escherovské teselácie sú zložené z ciel,

ktoré vznikli na základe deformáciı́ strán iných teselujúcich útvarov a ich následnom posunutı́ alebo otočenı́. Vzniknuté útvary
môžu byt’mnohouholnı́kové (obr. 1a), alebo niektoré z ich strán (alebo všetky) môžu byt’zaoblené (obr. 1b). (Viac informáciı́
o teseláciách je možné nájst’napr. v [1].)
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ornament, aby výsledné cely niečo pripomı́nali (napr. zvieratká alebo strašidlá). Napriek
tomu, že sa tieto deti ešte nevenovali téme týkajúcej sa zobrazenı́, pri vysvetl’ovanı́
som použila pojmy ako „posuniem o...“, „otočı́m okolo...“ a žiaci nemali problém ani
s pochopenı́m postupov, ani s použitı́m zobrazenı́. Niektoré z odovzdaných detských prác
sı́ce neboli teseláciami alebo vytvorené cely nebolo možné opakovat’ tak, aby vytvorili
teseláciu, ale väčšina obrázkov teseláciami boli a mnohé z nich sa dokonca vyznačovali
zložitými deformáciami strán. Uvádzam niektoré z nich – obr. 2–4. (Viac inšpirácie
a postupov pre tvorbu escherovských teseláciı́ je možné nájst’napr. v [3].)

Obr. 2: Anička (11 rokov): Cely escherovských teseláciı́ skonštruované na základe posu-
nutia a prı́slušné teselácie (dievčatko použilo pri každej konštrukcii dve, resp. tri, rôzne
deformácie strany a ich následné posunutia).

Obr. 3: Lucka (11 rokov): Cely escherovských teseláciı́ skonštruované na základe otáčania
a prı́slušné teselácie (bola použitá dvakrát, resp. trikrát, rovnaká deformácia strany;
rovnaký výsledok by sme mohli dostat’pri použitı́ posunutia; pozoruhodná je uhlopriečna
farebná symetria).
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Obr. 4: a) Andrea (11 rokov): Cely skonštruované na základe dvakrát použitého otáčania
jednej deformácie o 90◦, b) Barča (11 rokov): cely skonštruované na základe trikrát
použitého otáčania jednej deformácie o 120◦.

Uvedené postupy je možné použit’ i pri riešenı́ d’alšı́ch problémoch – naprı́klad pri
hl’adanı́ mnohouholnı́kových útvarov vytvárajúcich teseláciu (resp. siet’) rôznych od štvo-
ruholnı́kov, ako samostatne použila študentka strednej školy (obr. 5).

Obr. 5: Johana (18 rokov): Mnohouholnı́ky ako teselujúce útvary vytvorené pomocou
postupov pre tvorbu escherovských teseláciı́ (študentka kreslila na štvorcovej sieti, ako
základný útvar použila obdĺžnik, resp. štvorec).

Deti sa stretávajú v školskej geometrii najmä s pravidelnými útvarmi, napriek tomu,
že tie sa vyskytujú v bežnom živote výnimočne. Ale ukázali, že sú citlivé i na ovel’a
zložitejšie útvary a bolo by vhodné im poskytnút’ viac priestoru na skúmanie práve
takýchto útvarov.
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TVORBA DIFÚZNYCH ÚLOH ŽIAKMI NA
ZÁKLADNEJ ŠKOLE

IVANA KOVÁROVÁ1

V bežnom živote sa každý z nás stretáva s nejasnými situáciami (významovo ne-
presné, neurčité, nezrozumitel’né), ktoré je nutné zvládnut’. Nastáva teda otázka ako
pracovat’s nejasne zadanými problémami a ako nájst’vhodnú hranicu medzi nejasnost’ou
a presnost’ou. Využitel’ným nástrojom pre učitel’ov matematiky vo vyučovanı́ pri nácviku
presnosti vyjadrovania môže byt’ naprı́klad i riešenie difúznych úloh (difúzna úloha je
matematická úloha formulovaná slovne, ktorej zadanie je interpretovatel’né rôznymi spô-
sobmi). Táto problematika je z rôznych hl’adı́sk spracovaná i v d’alšı́ch prácach, čitatel’
má možnost’hlbšie preniknút’do tejto problematiky naprı́klad v článku [1]. Predmetom
tohto prı́spevku je naša skúsenost’s vytváranı́m difúznych úloh žiakmi.

Začiatkom roka 2007 realizovali J. Mihalčová a J. Sekerák [2] prieskum súvisiaci so
schopnost’ou prvákov štvorročného gymnázia (15–ročnı́ žiaci) interpretovat’zadaný mate-
matický model. Na základe analýzy žiackych riešenı́ (formuláciı́) bola autormi stanovená
hypotéza: Interpretácia matematického modelu žiakmi je jedným z možných spôsobov
vytvárania difúznych úloh. V experimente, ktorého popis a závery sú súčast’ou tohto
prı́spevku, sme sa okrem iného pokúsili overit’túto hypotézu.

Experiment sa uskutočnil v tercii (29 žiakov) osemročného gymnázia so zameranı́m
na matematiku (12–13 ročnı́ žiaci). V prı́pravnej hodine sme žiakom predložili dva rie-
šené matematické modely, ku ktorým mali naformulovat’zadania. Žiakov sme rozdelili
do štvorı́c na základe ich úspešnosti v prı́pravnej hodine. Následne sme žiakom predlo-
žili zadania dvoch prı́kladov na samostatné riešenie, po dve zadania z každého prı́kladu
do každej štvorice. Po vyriešenı́ žiaci s rovnakým zadanı́m (v rámci štvorı́c) vytvorili
dvojice. Dvojica, ktorá riešila zadanie A si vymenila svoje riešenia s dvojicou, ktorá
riešila zadanie B a následne mali vo dvojiciach naformulovat’ zadanie k predloženým
dvom riešeniam. Žiaci boli vopred upozornenı́, že zápis a odpoved’ nemajú pı́sat’, na-
vzdory tomu vel’ká čast’riešenı́ bola nevhodná (obšı́rny slovný zápis a odpoved’). Z toho
dôvodu niekol’ko formulovaných zadanı́ bolo vylúčených z analýzy. Ako ukážku riešenı́
a následnej formulácie uvádzame nasledovné:

Pôvodné zadanie znelo:
Ferkov otec oplotil obdĺžnikovú záhradu s rozmermi 20 m a 60 m. Zuzkin otec má

obdĺžnikovú záhradu s rovnakým obsahom a s jedným rozmerom 40 m, kúpil preto také
isté množstvo materiálu na plot, ako Ferkov otec. Kol’ko % materiálu mu zvýši?

Jedno z dvoch riešenı́ (druhé riešenie bolo vel’mi podobné):

1Ústav matematických vied, Prı́rodovedecká fakulta Univerzity Pavla Jozefa Šafárika v Košiciach; ivana.kovarova@upjs.sk
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Zadanie naformulované žiakmi:
Aký je rozdiel v % obvodov dvoch obdĺžnikov ak majú rovnaký obsah, pričom jeden

obdĺžnik má rozmery 20 m a 60 m a u druhého máme udanú iba stranu dlhú 40 m?
Z uvedenej formulácie nie je zrejmé, ktorý obdĺžnik predstavuje 100 %, teda od

ktorého máme vypočı́tat’rozdiel. Ak by bol obdĺžnik s dĺžkami 20 m a 60 m považovaný
za základ (tak ako to je i v pôvodnej úlohe), druhý obdĺžnik by mal o 12,5 % menšı́ obvod.
V opačnom prı́pade by bol prvý obdĺžnik o 14,3 % väčšı́ ako druhý. Žiaci teda uviedli
nejasné zadanie a preto úlohu nimi naformulovanú považujeme za difúznu. Prı́klady
naformulovaných zadanı́ podobné uvedenej formulácii nám potvrdili skúmanú hypotézu.
Môžeme teda povedat’, že pri formulácii zadania žiakmi môže dôjst’ k naformulovaniu
difúznej úlohy.

Podobné nejasné úlohy sa však (omylom) nachádzajú i v niektorých učebniciach,
niekedy nedopatrenı́m i v rôznych matematických sút’ažiach. Preto si myslı́me, že by im
mal učitel’matematiky venovat’patričnú pozornost’, prinajmenšom by mal žiakov na ne
upozornit’. Je možné žiakov naučit’ pracovat’ s nejasne zadanými úlohami a to tak, že
ich naučı́me pozriet’sa na úlohu s odstupom. Vtedy riešitel’ úlohu vyrieši v každej (nı́m
objavenej) obhájitel’nej interpretácii.
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VYUŽITIE DIFÚZNYCH ÚLOH
NA ZÁKLADNEJ ŠKOLE

IVANA KOVÁROVÁ1

Škola, najmä vo vyučovanı́ matematiky, sa snažı́ žiakov naučit’ presnosti a to nie
len vo vyjadrovanı́. Difúzne úlohy, ako jeden typ neštandardných úloh, je možné využit’
pri nácviku presnosti vyjadrovania (difúzna úloha je matematická úloha formulovaná
slovne, ktorej zadanie je interpretovatel’né rôznymi spôsobmi). Sú vhodné tiež pri ukázanı́
potreby presnej formulácie.

V predošlom prı́spevku s názvom Tvorba difúznych úloh žiakmi na Základnej škole
sme opı́sali experiment, v ktorom sme overili jeden z možných spôsobov vytvárania
difúznych úloh. Súčast’ou tohto experimentu bolo i vyskúšanie navrhnutej vyučovacej
hodiny, ktorá by využı́vala difúzne úlohy. Predmetom tohto prı́spevku je návrh vyučovacej
hodiny doplnený o naše skúsenosti.

Pôvodná myšlienka je použit’autentické difúzne úlohy, teda také, ktoré by vytvorili
sami žiaci. Z tohto dôvodu sme navrhovanú vyučovaciu hodinu rozdelili do troch častı́
(možno vhodnejšie by bolo, ak by to boli časti troch vyučovacı́ch hodı́n nie v rámci
jedného dňa).

SAMOSTATNÉ RIEŠENIE ŽIAKMI

V prvej časti je potrebné vytvorit’úlohy, pomocou ktorých žiakom predvedieme nut-
nost’ presnosti vyjadrovania. Poslúži nám na to l’ubovol’ná slovná úloha, ktorú dáme
žiakom samostatne vyriešit’. Je potrebné žiakov upozornit’, aby nepı́sali slovný zápis
ani odpoved’, pretože by tým výrazne ul’ahčili následnú formuláciu. Ked’že však žiakom
neustále vštepujeme nutnost’ týchto zápisov ako neoddelitel’nú súčast’ riešenia (riešenie
vo všeobecnosti obsahuje zápis, rozbor, postup riešenia, slovnú odpoved’) je zrejmé, že
niekol’ko riešenı́ ich obsahovat’bude napriek upozorneniu. Učitel’by mal takéto riešenia
neskôr vylúčit’a z ostatných zvolit’jedno (možno niekol’ko riešenı́), ktoré uzná za vhodné
na predloženie k následnej formulácii. V uskutočnenom experimente sme použili žiacke
riešenia bez triedenia, čo v konečnom dôsledku nebolo vel’mi prospešné. Niekol’ko vý-
sledných formuláciı́ sme museli z analýz vylúčit’, pretože riešenia boli vel’mi obšı́rne
a slovne komentované.

SAMOSTATNÁ INTERPRETÁCIA MATEMATICKÉHO MODELU ŽIAKMI (FOR-
MULÁCIA ZADANIA)

Zvolené riešenia učitel’ predložı́ žiakom druhej triedy (je vhodné zapojit’ do tvorby
difúznych úloh dve triedy, pretože pre žiaka, ktorý formuluje zadanie by pôvodná úloha

1Ústav matematických vied, Prı́rodovedecká fakulta Univerzity Pavla Jozefa Šafárika v Košiciach; ivana.kovarova@upjs.sk
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mala byt’ neznáma). Je možné použit’ riešenia úloh, ktoré riešili žiaci v minulosti (je
pravdepodobné, že ich bude nutné dodatočne upravit’).

Žiaci by mali samostatne interpretovat’predložený matematický model, teda mali by
naformulovat’zadanie k danému riešeniu. Ked’že žiaci nemajú vel’ké skúsenosti s tvorbou
úloh, ich formulácie sú častokrát nepresné (ako sme predviedli v predošlom prı́spevku).
Úlohou učitel’a po hodine je vytriedit’ zı́skané zadania podl’a nepresnosti alebo chýb,
ktorých sa žiaci dopustili. Z každého typu by bolo vhodné (v závislosti od času, ktorý na
to učitel’ plánuje venovat’na d’alšej hodine) vybrat’po jednom zadanı́. V uskutočnenom
experimente sme pri formulovanı́ zadania vytvorili dvojice, čo neprinieslo predstavovaný
efekt. Odporúčame preto aby žiaci formulovali individuálne.

DISKUSIA

Záverečná, no najdôležitejšia, je čast’, v ktorej učitel’ spolu so žiakmi prediskutuje
naformulované zadania. Predložı́ im jednotlivé zadania k riešeniu, tieto s nimi predisku-
tuje a nechá žiakov aby sami zistili kde sú nejasné, slabé alebo chybné miesta v zadaniach.
Ak bude diskusia cielene vedená, v jej závere by si žiaci mohli uvedomit’potrebu presnej
formulácie v zadaniach a následne z toho vyplývajúcu potrebu presného vyjadrovania
vo všeobecnosti.

Nejasne formulované zadanie úlohy je možné chápat’ako zlú (chybnú alebo nežiad-
úcu) formuláciu, no pri jej vhodnom použitı́ je to účinný prostriedok využitel’ný na ho-
dinách matematiky. Ďalšia ukážka podobného použitia difúznej úlohy je rozpracovaná
v práci [1].

LITERATURA
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DRAMATIZACE VE VÝUCE MATEMATIKY

MAGDALENA KRÁTKÁ1

ÚVOD

Metodu dramatizace chápu jako jednu z podob tzv. aktivizujı́cı́ výuky (Vašutová,
1999). Má sama o sobě silný motivačnı́ potenciál. Bereme za samozřejmé, že ji lze

1PřF UJEP v Ústı́ nad Labem; kratka@sci.ujep.cz
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užı́t jako oživenı́ a zpestřenı́ některých hodin. Má ale i dalšı́ funkce. Můžeme ji užı́t
k opakovánı́ látky nebo k rozvı́jenı́ různých kompetencı́ vymezených v RVP.

I časová náročnost může být velmi různá – od krátkých „cvičenı́ “ až po dlouhodobé
projekty. V rámci kurzu Didaktika matematiky jsem zařadila dramatizaci právě jako
prostřednı́ka pro tématický celek projektové vyučovánı́. Studenti tak v rámci zpracovánı́
dlouhodobého projektu jako dı́lo vytvářı́ činohernı́ ztvárněnı́ nějakého matematického
tématu (od nastudovánı́ přı́slušného tématu, přes tvorbu scénáře až po samotné předsta-
venı́).

FORMA AKTIVITY

Jistě nás napadne nejtradičnějšı́ způsob dramatizace, totiž činohra. Své mı́sto zde
ale majı́ i dalšı́ formy. Vedle činohře podobnému loutkovému divadlu apod. můžeme
žáky/studenty vyzvat k přı́pravě pantomimického zpracovánı́. Jindy naopak využijeme
„jen“ psaného přı́běhu nebo básně. Záležı́ jednak na záměru učitele, dále na vnějšı́ch
podmı́nkách a samozřejmě na tvůrčı́ch preferencı́ch potenciálnı́ch autorů.

Vždy si ale uvědomme, že připravovaná forma je jen výsledek celé náročné situace.
Pokud při dramatizaci pracujeme skupinově (což je obvyklé), na jejı́ realizaci se budou
podı́let jednotlivý aktéři v různých rolı́ch. Jak bylo řečeno, je mnohdy třeba nejprve
nastudovat, nebo si alespoň promyslet zpracovávanou tématiku. Dále připravit scénář,
kulisy, kostýmy apod. Teprve po závěrečném nazkoušenı́ je možné dı́lko předvést.

CO LZE V MATEMATICE ZDRAMATIZOVAT?
Při volbě tématiky – hlavnı́ myšlenky realizované dramatizace máme překvapivě

širokou škálu možnostı́. Ty, které napadli nás při práci na zmiňovaném projektu v rámci
kurzu Didaktika matematiky, nabı́zı́m stručným výčtem (ilustrace následujı́ v dalšı́m
paragrafu). Je zřejmé, že v jednom dı́le se můžeme setkat s vı́ce fenomény současně.

– historická událost
– postavy matematiky
– matematický pojem
– matematické tvrzenı́
– matematická myšlenka
– matematický problém
– matematická teorie, koncepce

UKÁZKY Z ČINOHER

Jak bylo řečeno výše, v rámci kurzu Didaktika matematiky zpracovávajı́ studenti
učitelstvı́ dlouhodobý projekt zaměřený na dramatizaci ve výuce. Z jejich výtvorů jsem
vybrala dvě ukázky, které mohou dobře ilustrovat, co vše lze do takové činohry z mate-
matiky zahrnout a jakých možnostı́ můžeme při dramatizaci využı́t.
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PRVOČÍSELNÁ DVOJČATA

V rámci hry se objasňuje pojem prvočı́selného dvojčete. Je zde zachycen problém
o počtu prvočı́selných dvojčat. V obecnějšı́ rovině je naznačen význam hypotézy, věty
a jejı́ho důkazu.

Ve čtyřčleném týmu se všichni podı́leli na vzniku scénáře. Tři se pak zhostili i rolı́,
čtvrtý student představoval vypravěče:
Vypravěč: Ihned poté, co se prvočı́selná dvojčata převlékla za sudá čı́sla, nebylo po nich
ani vidu ani slechu. Ale jako Věta hledala dvojčata, dvojčata hledala větu. Bylo tedy
nejvýše jasné, že poslednı́ střet se blı́žı́.
Věta: Musı́m uznat, že dvojčata nejsou rozhodně hloupá, prošla jsem už mnoho zobrazenı́,
ale nikde jsem je nenašla (unavená grimasa). Na chvı́li si odpočinu a načerpám nové sı́ly
(sedneš si třeba na židle). (O chvilinku později se v přestrojenı́ dostavı́ na scénu d vojčata,
budou se snažit vypadat mile a přátelsky, ovšem nosy nahoru si nechte.)
361 700 055x239020 − 1: Zdravı́me tě chrabrá věto, už nějakou dobu po tobě pátráme.
Věta: (okamžitě zbystřı́š a stoupneš) Kdo jste a co chcete? Nejste vy náhodou ta zlá
prvočı́selná dvojčata? (podezřı́vavý pohled)
361 700 055x239020 + 1: Ale kdež, co tě bere slovutná (je cı́tit náznak odporu) věto. My
jsme jejich sousedky, já jsem 361 700 055x239020 + 2 a tohle je 361 700 055x239020 − 2

...
Věta: Kudy tedy za nimi? Dvojčata ukážou Větě směr a držı́ se potom za nı́. Nakonec na
nı́ hodı́ deku a začnou ji tlouct, podařı́ se jim ukořistit důkaz. Věta musı́ vypadat jako
zpráskaný pes. Ukáže se divákům, už bude mı́t cedulku hypotéza...
Dvojčata jednohlasně: Bývala jsi slavnou větu, ted’jsi pouhou hypotézou. (Věta to psy-
chicky nevydržı́ a s brekem uteče ze scény.)

NEWTON A LEIBNIZ

Ve hře se jednak setkáváme s reálnými osobnostmi matematiky. Je zde zpracována
jedna historická událost, nebot’se řešı́, kdo formuloval diferenciálnı́ počet? Divák se setká
s pojmem derivace, směrnice tečny apod. Autoři se snažili zachytit vývoj matematických
myšlenek a toho, že teorie „nepadajı́ z nebe“, ale při jejich vytvářenı́ se některé cesty
zavrhujı́ a v jiných se pokračuje.

Ve skupině pracovalo pět studentů, všichni se podı́leli na scénáři a všichni pak ve hře
účinkovali.
LEIBNIZ: No, naopak můžete si vybrat, do koho se vtělı́te. Derivace jsou přece f1uxe, ty
blázne stará!
NEWTON: Co tu zase chceš, ty plagiátore jeden!
LEIBNIZ: Copak sis na to dal nějaký copyright!
NEWTON: Vy jste se snad všichni úplně zbláznili!
LEIBNIZ: Co my, snad ty!
SÁRA: Nooo, úča nám řı́kal, že jste byl duševně chorý.
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NEWTON: (obřı́ zlost) Bože. (Uklidnı́ se.) Pojd’, děvče (ukáže na Báru), ukáži ti, na co
jsem přišel. (Přesune se s Bárou k tabuli a Bára začne zapisovat, co Newton řı́ká.) Fluenty
si označı́me v , x, y, z, jsou to rychlosti, s nimiž se každá f1uenta pohybem zvětšuje, to je
právě ta naše f1uxe! Rozumı́š? (Bára nesouhlasně zavrtı́ hlavou.)

ZÁVĚR

I když se dramatizace může na prvnı́ pohled zdát jako samoúčelná metoda zpestřenı́
výuky, při jejı́m vhodném zařazenı́ plnı́ řadů výukových funkcı́. Žáci si při hranı́ musı́
uvědomit různá fakta a spojitosti dané problematiky. Při přı́pravě představenı́ po žácı́ch
vyžadujeme soustavnou a samostatnou práci. Žáci tak přebı́rajı́ zodpovědnost za svou
práci. Je zřejmé, že docházı́ k rozvoji verbálnı́ i neverbálnı́ komunikace, ale i dalšı́ch
kompetencı́ vymezených v RVP.

Tato metoda může učiteli poskytovat i velmi účinnou zpětnou vazbu. Mnohdy se totiž
při takovýchto aktivitách teprve ukazuje, čemu žáci neporozuměli nebo kde si vytvořili
chybné představy. Proto by vždy měla následovat diskuse, o čem představenı́ bylo, co
nebylo podáno dobře apod.
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O VZŤAHU MEDZI SYMBOLICKÝM
A GEOMETRICKÝM MYSLENÍM

LADISLAV KVASZ1

Učivo školskej matematiky možno rozdelit’na dve skupiny predmetov, ktoré (aspoň
tak sa zdá) rozvı́jajú rôzne schopnosti a kompetencie žiakov. Prvú, zahŕňajúcu počı́tanie,
algebru a slovné úlohy, charakterizuje použı́vanie čı́selných znakov a algebraických
symbolov. Jej ciel’om je naučit’žiakov zvládat’situácie, v ktorých vystupujú kvantitatı́vne
vzt’ahy. Druhá skupina, zahŕňajúca geometriu, a to ako syntetickú tak aj analytickú,
má za ciel’ rozvı́jat’predstavivost’ a naučit’ žiakov zvládat’ situácie, v ktorých vystupujú
priestorové vzt’ahy, rôzne relácie usporiadania a vzájomnej polohy objektov. Učitel’ je
pomerne často konfrontovaný so skutočnost’ou, že niektorı́ žiaci dosahujú dobré výsledky
v jednej z týchto skupı́n, kým druhá im nevyhovuje a sú v nej neistý. Preto sa zdá,

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; ladislav.kvasz@pedf.cuni.cz
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že oddel’ovanie týchto skupı́n predmetov ako v osnovách (t.j. časovo) tak aj v učive
(obsahovo) je prirodzené a plne oprávnené.

A. Ked’ sa na túto otázku pozrieme z historického hl’adiska, odhalı́me pozoruhodné
striedanie týchto oblastı́ matematiky. Matematika začı́na v 3. tisı́cročı́ pnl. v starovekých
civilizáciách Egypta, Mezopotámie, Čı́ny a Indie, pričom v podobe výlučne aritmetickej.
Celá matematika je redukovaná na návody ako počı́tat’určité veličiny (pozri Vymazalová
2006).

B. V 5. storočı́ pnl. dochádza v matematike k zásadnej zmene, súvisiacej s objavom
dôkazu. Táto zmena sa udiala v antickom Grécku a mala za následok úplné opustenie
aritmetického charakteru matematiky, aký táto mala v starovekom Egypte a Mezopotá-
mii. Gréci matematiku vybudovali na geometrických základoch, pričom v tomto dospeli
tak d’aleko, že praktické počı́tanie, ktoré tvorilo náplň matematiky predošlých dva a pól
tisı́cročı́, označili za logistiké techné (umenie počı́tat’), a z matematiky vylúčili (pozri
Vopěnka 2000). Gréci pestovali aj teóriu čı́sel či riešenie „kvadratických rovnı́c“ v geo-
metrickom pojatı́. Riešit’„rovnicu“ tak znamenalo skonštruovat’úsečku, ktorá vyhovuje
podmienkam úlohy (Kolman 1968, s. 115).

C. Po obdobı́ trinástich storočı́ sa okolo roku 800 nl. v islamskom svete rodı́ algebra.
Takto vzniká nový druh symbolickej manipulácie, v ktorej namiesto čı́sel počı́tame s pı́s-
menami. Algebra znamenala pokrok v porovnanı́ s antickou matematikou predovšetkým
v tom, že umožnila prelomit’medze, ktorými trojrozmerný priestor zväzoval geometriu
a tým aj celú na geometrii založenú matematiku. Pre Grékov bol súčin dvoch úsečiek
plocha, súčin troch bol objem, a d’alej sa nedalo pokračovat’, lebo to nepripúšt’a priestor.
V algebre je symbolika nezávislá na priestore a tak tvorba vyššı́ch mocnı́n nepredstavuje
problém (pozri Kvasz 2007).

D. Po uplynutı́ asi ôsmych storočı́ sa okolo roku 1637 rodı́ analytická geometria.
Descartes a Fermat vytvárajú nový spôsob tvorby geometrických útvarov vd’aka tomu, že
zmenili interpretáciu súčinu dvoch úsečiek (pozri Fiala 2005). Podl’a Descarta je súčinom
úsečiek x a y opät’ úsečka, a jej dĺžka je xy. Možno tak povedat’, že Descartes vytvoril
prvé komutatı́vne teleso, teda súbor veličı́n uzavretý na sčı́tanie, odčı́tanie, násobenie
a delenie.

Vidı́me, že v dejinách sa zaujı́mavým spôsobom strieda symbolický a geometrický
spôsob reprezentácie matematického poznania. Toto striedanie pokračuje aj vo vyššej
matematike. Po analytickej geometrii sa rodı́ nový symbolický jazyk diferenciálneho
a integrálneho počtu. Potom sa rodı́ nový geometrický jazyk fraktálnej geometrie aby na
ňu opät’nadviazal nový symbolický jazyk predikátového počtu. Tento vývin je opı́saný
v (Kvasz 2000 a 2008).

Z hl’adiska didaktiky matematiky je zásadná otázka, prečo sa s takou pravidelnost’ou
strieda geometrické a symbolické myslenie v dejinách matematiky. Zdá sa, že nejde
o dva nezávislé spôsoby myslenia, ale akoby jeden podmieňoval rozvoj druhého. Aby
sme pochopili ako, zameriame sa na obdobie prechodu, na obdobie, kedy sa matematika
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„prelad’uje“ z obdobia nadvlády jedného na obdobie nadvlády druhého. Tieto prechodové
obdobia sú pozoruhodné tým, že v nich existujú radikálne zmeny pohl’adu na objekty
matematiky.

1. Pytagorejská vizualizácia počtu prostrednı́ctvom figurálnych čı́sel. Počas celého
obdobia starovekého Egypta či Mezopotámie bolo čı́slo niečo s čı́m sa počı́talo, bolo
predmetom čisto symbolických operáciı́. Pytagorejci začali čı́sla ukladat’ do rôznych
geometrických útvarov, čo umožnilo prvýkrát dokázat’všeobecné tvrdenia (pozri Hejný
1986, s. 33). Teda niečo, čo bolo pôvodne chápané čisto symbolicky, sa stáva predmetom
geometrického názoru.

2. Symbolizácia premennej. Predchodcom premennej bola úsečka neurčitej dĺžky,
čo bol vynález geometrov, pomocou ktorého dokazovali všeobecné tvrdenia. Ked’v geo-
metrickej konštrukcii narysujem úsečku a, ale neudám čo je jednotka dĺžky, môže úsečka
reprezentovat’l’ubovol’nú dĺžku. Sı́ce na obrázku mám e konkrétnu úsečku, ale dodatočnou
vol’bou jednotky táto môže reprezentovat’l’ubovol’nú úsečku. Ked’algebraici zaviedli na
označenie neznámej pı́smená, preniesli túto pôvodne geometrickú fintu do symbolickej
oblasti. Pı́smeno, rovnako ako úsečka neurčitej dĺžky, reprezentujú l’ubovol’nú veličinu.

3. Karteziánska vizualizácia polynómov. Polynóm bol pôvodne čosi výlučne sym-
bolické, bol to objekt s ktorým sa počı́talo. Descartes vytvoril súradnú sústavu a polynó-
mom priradil tvar. Niečo čo bolo pôvodne chápané čisto symbolicky, sa stáva predmetom
geometrického názoru.

Pojem neznámej nie je čisto algebraický pojem ale je to len symbolické vyjadrenie
myšlienky úsečky neurčitej dĺžky, ktorá sa zrodila v geometrii. Podobne pojem krivky
nie je čisto geometrický pojem. Je to geometrické vyjadrenie hlbokej idey polynómu,
ktorá sa zakladá na zrovnoprávnenı́ rôznych mocnı́n neznámej, a ako taká je to vý-
sostne symbolická idea. Preto symbolické a geometrické myslenie sú zásadne prepojené
a je možné že žiaci ktorı́ nedokážu zvládnut’ niektorý z týchto spôsobov myslenia, sú
blokovanı́ tým, že nie dostatočne dozrela predošlá fáza a tak prı́slušná vizualizácia či
symbolizácia nemôže nastat’. A ak je to pravda, tak algebru treba začat’ učit’ v geome-
trii, teda myšlienku všeobecnosti (či neznámej) treba vytvorit’ v jej primárnej podobe,
ktorou je úsečka neurčitej dĺžky. A analytickú geometriu treba začat’učit’v algebre, teda
myšlienku formy (či krivky) treba vytvorit’v algebre.

Prı́spevok je súčast’grantu VEGA 1/3621/06 Historické a filozofické aspekty exaktných
disciplı́n.
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[4] Kvasz, L. (2000): Changes of Language in the Development of Mathematics. Phi-
losophia mathematica, Vol. 8, s. 47–83.

[5] Kvasz, L. (2007): Vznik algebraickej symboliky. In Stehlı́ková, N. a Jirotková D.
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DIFERENCIÁLNA ROVNICA AKO
MATEMATICKÝ MODEL POVRCHU

ANNA MACUROVÁ1

Abstrakt. Prı́spevok obsahuje zostavenie diferenciálnej rovnice, ktorá vyjadruje mo-
del nerovnosti obrobeného povrchu kovov sústruženı́m.

V texte budeme použı́vat’ premenné podl’a terminológie teórie obrábania povrchov
sústruženı́m [4]. Aplikácia diferenciálneho počtu v tejto oblasti je pre študentov ná-
ročnejšia, ak sa použı́vajú premenné podl’a noriem platných v oblasti teórie obrobeného
povrchu. PremennáRz označuje nerovnost’obrobeného povrchu kovov sústruženı́m. Ne-
rovnost’obrobeného povrchu sa volá tiež v teórii obrábania drsnost’obrobeného povrchu.
Závisı́ od posuvu nástroja f a od polomeru zaoblenia hrotu nástroja rε, t. j.Rz = Rz (f),
rε budeme považovat’za parameter.

DIFERENCIÁLNA ROVNICA

Pre drsnost’obrobeného povrchu Rz sa použı́va vzt’ah

Rz = rε −
√
r2ε −

f 2

4
, (1)

kde rε je polomer zakrivenia hrotu a f je posuv [1], [7], [8]. Nech rε je parameter, t.j.
Rz = Rz (f), drsnost’ obrobeného povrchu Rz je funkciou posuvu f . Z rovnice (1)
vyplýva

Rz − rε =

√
r2ε −

f 2

4
1Fakulta výrobných technológiı́ Technickej univerzity v Košiciach so sı́dlom v Prešove; anna.macurova@tuke.sk
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a po úprave dostaneme

Rz2 − 2Rzrε + r2ε = r2ε −
f 2

4
.

Nasledujúcu úpravami zı́skanú rovnicu považujeme za implicitné vyjadrenie funkcie
Rz

Rz2 − 2Rzrε +
f 2

4
= 0. (2)

Diferenciálnu rovnicu, ktorá bude obsahovat’ neznámu funkciu Rz zı́skame z rov-
nice (2), t.j. z rovnice F (f Rz rε) = 0 (v (2) sme označili pravú stranu F (f Rz rε)).
Derivovanı́m pravej strany (2) podl’a premennej f , t.j. z rovnice dF

df = 0 vyjadrı́me rε.
Rovnica

dF

df
= 0

znamená
2RzRz′ − 2Rz′rε +

f

2
= 0,

kde Rz′ je prvá derivácia funkcie podl’a f . Z toho vyplýva, že polomer zaoblenia hrotu,
resp parameter rε je vyjadrený vzt’ahom

rε = Rz +
f

4Rz′
, (3)

pričom Rz′ 6= 0. Po dosadenı́ (3) do vzt’ahu (1) máme

Rz = Rz +
f

4Rz′
−

√(
Rz +

f

4Rz′

)2
− f 2

4
.

Je zrejmé, že z poslednej rovnosti vyplýva nasledujúca rovnica

0 =
f

4Rz′
−

√(
Rz +

f

4Rz′

)2
− f 2

4
,

a po umocnenı́ a úpravách zı́skame

2fRz + 4Rz2Rz′ − f 2Rz′ = 0, (4)

ktorú je možné vyjadrit’aj jednoduchšie
Rz′

(
4Rz2Rz′

)
− f 2Rz′ = 0. (4a)

Riešenı́m diferenciálnej rovnice (4) kde Rz je drsnost’ obrobeného povrchu, f je
posuv, zı́skame vzt’ah preRz, pričomRz ako neznáma funkcia v diferenciálnej rovnici (4)
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je funkciou posuvu f a Rz′ = dRz
df . Za predpokladu, že f 6= 0 je rovnica (4) delená

výrazom f 2, pričom vznikne

2
Rz

f
+ 4Rz′

Rz2

f 2
−Rz = 0,

t.j. homogénna diferenciálna rovnica prvého rádu. Pomocou substitúcie

Rz = uf

Rz′ = u′f + u (5)

u′ =
du

df

je riešená diferenciálna rovnica

u′
4u2 − 1
4u3 + u

= −1
f
,

ktorá je vzhl’adom na (5) v tvare

4u2 − 1
4u3 + u

= −df
f
.

Integrovanı́m vznikne∫
4u2

4u3 + u
du−

∫
1

4u3 + u
du = −

∫
1
f
df.

Po určenı́ jednotlivých integrálov je funkcia u implicitne vyjadrená nasledujúcou
rovnicou

ln

∣∣∣∣4u2 + 1
u

∣∣∣∣ = − ln |f |+ ln |c| , (6)

kde c je reálna konštanta.
Na základe vlastnostı́ logaritmov je možné vyjadrit’zo (6) rovnost’

4u2 + 1
u

=
c

f
, (7)

kde u, c nadobúdajú kladné hodnoty.
Úpravou rovnice (7) vznikne

4u2 − c

f
u+ 1 = 0
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a jej riešenia sú

u1,2 =

c
f ±

√
c2

f2 − 16

8
alebo v tvare

Rz

f
=

c

8f
±

√
c2

f 264
− 1

4
. (8)

Po d’alšı́ch úpravách, pričom pre c
8 = rε, je Rz = rε −

√
r2ε −

f2

4 .

ZÁVER

Matematickým modelom povrchu je rovnica (4a) v tvare

Rz′
(
4Rz2 − f 2

)
− 2fRz = 0.

Vzt’ah (8) je riešenie rovnice (4a) a vyjadruje závislost’drsnosti obrobeného povrchu na
posuve, kde rε je polomer zaoblenia hrotu nástroja a v tomto prı́pade je parameter.
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ROZVÍJANIE INTUITÍVNEHO MYSLENIA
ŽIAKOV V PRAVDEPODOBNOSTI

JANA MIHALČOVÁ1

Výsledky testovania PISA [2] nás upriamili na potrebu rozvı́jat’u žiakov stochastické
myslenie viac ako v minulosti. V správe sa uvádza, že naši žiaci majú najväčšie problémy
práve v tejto oblasti. V prı́spevku analyzujeme vyučovaciu hodinu realizovanú v tercii
osemročného gymnázia (12–13 ročnı́ žiaci) v triede so zameranı́m na matematiku ešte
pred preberanı́m tematického celku pravdepodobnost’.

V súčasnosti existujú dva prı́stupy k preberaniu pravdepodobnosti na školách.

• klasický prı́stup – využı́va klasickú definı́ciu pravdepodobnosti.

• štatistický prı́stup – použı́va sa pri pokusoch, ktorých výsledky nie sú rovnako prav-
depodobné, alebo sa nechceme spoliehat’na predpoklad rovnakej pravdepodobnosti.

V našich podmienkach prevláda skôr prvý prı́stup. Analyzovaná vyučovacia hodina
je vedená v duchu druhého prı́stupu.

V stochastike (kombinatorika, pravdepodobnost’, štatistika) sú známe rôzne paradoxy,
pri riešenı́ ktorých nás silne klame intuı́cia. Úlohy tohto typu sú pre žiakov silne motivuj-
úce. Zvolená úloha nesúvisı́ priamo s paradoxmi, lež s mylnými predstavami. Aby si žiak
opravil mylnú predstavu, je vhodné urobit’odhad a potom ho porovnat’s aktuálnymi vý-
sledkami (ktoré vyplývajú z pokusov). Tak ako je uvedené v štandardoch NCTM [2] žiaci
najprv riešia úlohy, v ktorých experiment predchádza aritmetické riešenie, spracovávajú
údaje a diskutujú o tom, či sú výsledky experimentu v súlade s ich predpoved’ami.

1Ústav matematických vied, Prı́rodovedecká fakulta Univerzity Pavla Jozefa Šafárika v Košiciach; jana.mihalcova@upjs.sk
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V korešpondenčnom seminári Sezam [1] sa objavila úloha, ktorá sa nám zdala vhod-
nou na prvé stretnutie žiakov s pravdepodobnost’ou:

Alicina hracia kocka mala šest’stien, na ktorých boli čı́sla od jedna do šest’. Alica
si zobrala pero a papier a začala hádzat’. Ak šestka padla na prvýkrát, napı́sala si na
papier čı́slo 1. Potom hádzala a počı́tala znova od jedna. Ak šestka padla na druhýkrát,
napı́sala si na papier čı́slo 2 a znovu pokus zopakovala. . . . Ak šestka padla na 99-ty
krát, napı́sala si na papier čı́slo 99 a počı́tala odznova. . . . Takto hádzala niekol’ko hodı́n
a ked’že hádzanie kockou je úplne náhodné a Alica nijako nepodvádzala, na papieri sa
jej nazhromaždili rôzne čı́sla. Alica sa poriadne pozrela na papier a od prekvapenia
zhı́kla. Sherlock, driemkajúci v hojdacom kresle, sa rozospato spýtal, čo sa deje. Nato
mu Alica položila zaujı́mavú otázku: „Čo si myslı́š, padá šestka častejšie na piatykrát
alebo na druhýkrát? Alebo inak, ktoré čı́slo mala Alica častejšie napı́sané na papieri,
pät’ku alebo dvojku? Prečo to tak je?“ (Na túto úlohu nás upozornila prispievatel’ka úloh
do korešpondenčného seminára RNDr. Katarı́na Bachratá, PhD.)

Priebeh žiackych riešenı́ sme zaznamenávali na audiovideo záznam a následne vy-
hodnocovali. Často žiaci po prvom prečı́tanı́ úlohu mylne pochopili takto: Na 99 pokus
padne častejšie 2 alebo 5? Následne sme so žiakmi vo dvojiciach ešte raz podrobne
prečı́tali úlohu, aby sme sa uistili, že každý dobre rozumie zadaniu.

Na vyučovacej hodine žiaci pracovali vo dvojici. K dispozı́ciı́ mali tradičné hracie
kocky. Pred samotným vlastným experimentom si sformulovali hypotézy. Väčšina žiakov
sa zhodla na tom, že 6-ka padne častejšie na piatykrát ako na druhý. Ako jeden z argu-
mentov podporujúci túto ich hypotézu bola ich osobná skúsenost’ s rôznymi stolovými
hrami, v ktorých šestka „nie a nie padnút’“ (ako napr. hra „Človeče nehnevaj sa“).

Neskôr žiaci realizovali vlastné experimenty s hracı́mi kockami. Ich počiatočné nadše-
nie z hádzania sa zmenilo na sklamanie z množstva pokusov, ktoré v niektorých skupinách
boli v rozpore s hypotézou.

Ked’že sme so žiakmi ešte doposial’ nepreberali analýzu dát (u nás sa častejšie po-
užı́va slovné spojenie popisná štatistika) aj zápisy výsledkov žiackych experimentov
boli spočiatku vel’mi chaotické a medzi jednotlivými skupinami rôzne a neprehl’adné pre
všetkých čitatel’ov okrem autorov záznamu.

Hádzanie kockou nepresvedčilo všetkých žiakov o správnosti jednej z odpovedı́.
Často argumentovali, že každý hod je založený len na náhode a nijak sa to nedá vypočı́tat’.
Pri vel’kom množstve pokusov (99 a viac) žiaci pripustili, že ich hypotéza nebola pravdivá
a snažili sa svojim matematickým aparátom dokázat’správnost’inej hypotézy: Šestka padá
častejšie na druhýkrát ako na piatykrát.

Ako ukážku uvádzame riešenie všestranne nadaného žiaka (obr. 1). Zároveň pri-
púšt’ame, že v „bežnej triede“ by na objavenie tohto riešenia nestačila len jedna vyučo-
vacia hodina.

Touto úlohou sme chceli, aby žiaci zažili proces tvorenia hypotézy, aby vyčı́tali istú
zákonitost’z dát, aby na intuitı́vnej úrovni pochopili, že aj náhoda sa pri vel’kom množstve
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pokusov správa podl’a istých zákonitostı́, a že na vyslovenie hypotézy často nestačı́ len
náš vnútorný pocit a na jej potvrdenie (dôkaz) málo pokusov.

Obr. 1
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KOLESO ŠŤASTIA

JANA MIHALČOVÁ1

Svet okolo nás je popisovaný vel’kým množstvom údajov. Nie je l’ahké sa orientovat’
v tomto mori dát. Možno aj preto sa vel’mi moderným slovom stalo práve slovo štatistika.
Často je chápaná ako nutné zlo a v časovo tematických plánoch škôl ju nachádzame na
konci, v obdobı́ tesne pred prázdninami.

V testoch PISA sa práve oblasti náhodnost’venovala väčšia pozornost’[2]. O význame
tejto oblasti matematiky nemožno pochybovat’. Ciel’om tohto prı́spevku je poukázat’na
zaujı́mavé úlohy a prı́stupy k vyučovaniu štatistiky v pol’ských učebniciach. Tieto úlohy

1Ústav matematických vied, Prı́rodovedecká fakulta Univerzity Pavla Jozefa Šafárika v Košiciach; jana.mihalcova@upjs.sk
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môžu slúžit’ako zdroj inšpirácie pre našich učitel’ov, ktorý sa s týmto celkom neraz pasujú
a podobným učebniciam nemajú prı́stup.

V pol’skej učebnici pre 6. ročnı́k (szkoły podstawowej) [1] využı́vajú v tomto celku
známu hru koleso št’astia a navrhli nasledovné postupy, akými by sa žiaci mohli dostat’
k potrebným údajom:

• Pozerat’sút’až na televı́znych obrazovkách a počı́tat’kol’ko samohlások a spoluhlások
sa vyskytuje v nimi volených slovách,

• Vybrat’ si úryvok z nejakých populárnych novı́n a spočı́tat’ počet samohlások a spo-
luhlások, ktoré sa tam vyskytujú

• Na každé slovo abecedy zobrat’ niekol’ko slov, ktoré sa začı́najú týmto pı́smenom
a spočı́tat’v nich samohlásky a spoluhlásky.

• Vybrat’niekol’ko slov zo slovnı́ka a následne spočı́tat’v nich samohlásky a spoluhlásky.

Žiaci robia štatistický zber údajov na textoch. Počı́tajú výskyt jednotlivých samohlá-
sok a spoluhlások v pol’skom texte, v rôznych titulkoch. Po zozbieranı́ údajov výskyty
pı́smen zaznamenávajú do tabuliek.

Vyskúšali sme túto hru na jednej vyučovacej hodine v tercii (12-13 ročnı́ žiaci)
osemročného gymnázia (v triede so zameranı́ na matematiku) s upravenými pravidlami:

• Poznáme počet pı́smen hádaného slovného spojenia.

• Na kartičkách sú napı́sané rôzne hodnoty (od 100 do 1000). Jeden žiak (dopredu
vybratý z triedy) vytiahne náhodne kartičku s čı́slom.

• Skupina zı́ska vylosovanú hodnotu za správne uhádne pı́smeno zo slovného spojenia
alebo stratı́ vylosovanú hodnotu, ak pı́smeno neuhádne.

• Skupina háda pı́smená do vtedy, kým sa nepomýli (maximálne 5 pı́smen, pričom
každého hodnota sa t’ahá zvlášt’).

• Uhádnutı́m celého slova sa skupine pridelı́ počet bodov: počet doposial’neuhádnutých
pı́smen krát vylosovaná hodnota.

• Vyhráva tá skupina, ktorá ma najviac bodov.

Žiaci pracovali v štvorčlenných skupinách a ked’že chceli vyhrat’, tak prvotné ne-
premyslené typy vystriedali slovné úvahy a taktizovanie. Vádzame niekol’ko ukážok
slovných spojenı́, ktoré mali žiaci k dispozı́ciı́:

• Biela stužka v tvojich vlasoch (názov úryvku z literatúry)
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• Komu sa nelenı́, tomu sa zelenı́ (slovenské prı́slovie)

Po uhádnutı́ niekol’kých slovných spojenı́ nasledovala diskusia, v ktorej sme sa ži-
akov pýtali, ako si vyberali pı́smena, aby zı́skali čo najviac bodov. Ako prvé pı́smeno
uvádzali pı́smeno A z toho dôvodu, že v slovenských textoch má práve toto pı́smeno naj-
bohatšı́ výskyt. A iné pı́smena si volili podl’a oblastı́, z ktorej bolo slovné spojenie (napr.
v hádankách sa často vyskytuje pı́smeno Č, v prı́sloviach dost’ často K,. . . .) Očakávali
sme, že žiaci pocı́tia potrebu spravit’ si vlastný zber údajov a zistit’ frekvenciu výskytu
jednotlivých pı́smen v slovenských textoch. To sa nám však nepodarilo. Žiaci využı́vali
predovšetkým svoje doterajšie skúsenosti a intuı́ciu pri vol’be jednotlivých pı́smen.
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VÝVOJ STAVBY ZE STAVEBNICE KAPLA
U TŘÍLETÝCH DĚTÍ

VĚRA RICHTEROVÁ1

Stavebnice a hra s nı́ má mnoho významů a zaujı́má jednu z klı́čových rolı́ v rozvoji
dětských schopnostı́.

Úroveň stavby o mnohém vypovı́dá (viz vývojová psycholo-
gie). Stimuluje rozvoj senzomotorické orientace, hmatové, zrakové
i polohové paměti, myšlenı́ v souvislosti s konstrukcı́ (předvı́dánı́,
porovnávánı́, korekce, plánovánı́ a podobně) a dalšı́ duševnı́ funkce.
Je náročnějšı́ na organizaci hry i na technickou představivost. Hra
se stavebnicı́ rozvı́jı́ u dı́těte nejen jemnou motoriku, pohybovou
zručnost, ale i poznávacı́ procesy. U dı́těte v předškolnı́m věku tedy
jsou již podmı́nky pro zařazenı́ stavebnice Kapla. Je otázka, jak se
dı́tě vyrovnává s takovým novým materiálem. Pro hledánı́ odpovědi bylo zorganizováno
dlouhodobé nezúčastněné sledovánı́ jednotlivců při hře se stavebnicı́ v mateřské škole
(24 týdnů). Cı́lem bylo sledovat, jestli jsou fáze vývoje stavby ze stavebnice Kapla shodné
s vývojovými fázemi ze stavebnice Tofa. Z výzkumu, které byly prováděny se stavebnicı́

1ZŠ a MŠ Jesenice
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typu Tofa, vyplývá, že vývoj stavby u těchto dětı́ je odlišný v závislosti na charakteru
stavebnı́ch kamenů.

U každé stavby je možné sledovat proces a výstup. Nešlo o pouhé sledovánı́ kon-
strukce po stránce technické. Evidovány byly i poznatky z proceduálnı́ části, protože
čas, uchopovánı́, korekce stavby, samotný zájem o práci mohou výstupnou úroveň dětı́
ovlivnit. Napřı́klad korekce – dı́tě opravuje, přendává kámen z ruky do ruky, z mı́sta
na mı́sto a podobně, to vše může vypovı́dat o (ne)dokonalé představě o materiálu, co si
s nı́m může dovolit, o kompozici jednotlivých kamenů. Dı́tě má nějakou představu, nebo
ji zı́skává během stavby.

Princip Kaply je jednoduchý – jedná se o krabici plnou kamenů
– dřevěné dı́ly jsou vyrobeny z měkkého dřeva a majı́ jednotné
rozměry 120 × 24 × 8 mm. Stavěnı́ spočı́vá v prostém pokládánı́
kostek na sebe nebo vedle sebe. Stavba tedy držı́ pouze vlastnı́
vahou. Kameny nemajı́ žádné zářezy, které by umožňovaly zvýšit
trvalost stavby či jinak ovlivnit stabilitu.

Fáze hry se stavebnicı́ Kapla (které tedy můžeme vysledovat
u třı́letých dětı́) se nelišı́ od hry s Tofou v nulté fázi (Kaslová, Reitspiseová). V dalšı́ch
fázı́ch se objevuje ohrádka někdy v kombinaci s dominantou, nástup mezery je výrazně
ranějšı́ než u Tofy podobně jako šikmost polohy kamenů. Oproti Tofě se celkem brzy se
objevujı́ rovnovážné prvky, algoritmus stavby směrem vzhůru. Typická je zde symetrie
staveb s využitı́m mezer (podobně jako u Tofy). Stavěnı́ dı́lů na výšku se objevuje u dětı́
s dobře rozvinutou motorikou, nebo u dětı́, které nemajı́ problémy s korekcemi stavby.
Pro jiné děti může být stavba do výšky pro náročnost na stabilitu a přesnost demotivujı́cı́.
Výrazně rychleji se objevujı́ u Kaply složitějšı́ stavby, které nahrazujı́ obrázky, což se
u Tofy nevyskytuje. To je pravděpodobně dáno charakterem kamenů.

U Kaply tedy můžeme sledovat většı́ skoky ve vývoji, než u Tofy, kde je vývoj
plynulejšı́. Typickou polohou dı́lku je na plocho nebo na podélnou hranu. Oproti Tofě se
u dětı́ vyskytuje častěji návrat k předchozı́mu typu a jeho následné obohacenı́.

Jaká je role stavebnice v přı́pravě dı́těte na školu? Analyzujeme-
li schopnosti dı́těte nutné pro nástup školnı́ matematiky (např.
B. Novák UP Olomouc), je patrné, že se při této hře rozvı́jı́ pro-
storová představivost, schopnost představy tvořit i modifikovat,
představy porovnávat s realitou (vjemem), uvědomovat si mož-
nosti poloh kamenů, zpracovávat prostorové vztahy a to i v rovině
jazykové, vnı́mat a využı́vat souměrnost, při práci s předlohou užı́t

transformaci prostor – rovina, dále i zmenšovánı́ nebo zvětšovánı́ vnı́maného do rozměrů
odpovı́dajı́cı́ch předloze či samotným kamenům stavebnice, rozvı́jı́ se vnı́mánı́ celku
a jeho částı́, tedy zvládánı́ procesů jako je kompozice, dekompozice, korekce a podobně.
Tyto zkušenosti dı́těte se uplatnı́ jak ve školské geometrii, tak i při modelovánı́ situacı́
spjatých s řešenı́m slovnı́ch úloh. Pokud má dı́tě v konstrukcı́ch se stavebnicemi obtı́že,
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je zde i předpoklad pro to, že některé z výše popsaných schopnostı́ nemusejı́ být na oče-
kávané úrovni na počátku školnı́ docházky a lze to považovat za signál upozorňujı́cı́ na
určité deficity. Zmapovánı́ vývoje stavby u stavebnice Kapla tedy může sloužit učitelům
orientačně jako jedna z forem diagnostikovánı́ úrovně dětských schopnostı́. Zařazenı́ hry
s Kaplou na počátku školnı́ docházky představuje nenásilný přechod z mateřské školy
na prvnı́ stupeň a umožňuje dı́tě zkoumat, aniž by si to uvědomovalo. Zařazenı́ Kaply je
možné i mezi aktivity stimulované v rámci zápisu dı́těte do školy. Hra s Kaplou může
plnit i nástroj adaptace na nové prostředı́, vytvářet prostředı́ pro kooperaci dětı́ a stimulaci
slovnı́ komunikace týkajı́cı́ se prostorových vztahů, tvarů a poloh objektů.

NEDOROZUMĚNÍ UČITEL – ŽÁK VE
VYUČOVÁNÍ MATEMATICE1

JANA SLEZÁKOVÁ, EWA SWOBODA2

ÚVOD

Nenı́ nic zvláštnı́ho, že se stávajı́ v běžných rozhovorech nedorozuměnı́, nenı́ tomu
jinak ani ve škole. V podnětném vyučovánı́ chceme, aby žáci rozmlouvali, a to jednak
mezi sebou, tedy žák-žák, ale také žák-učitel, třı́da-učitel. V takových situacı́ch, když
dojde k nedorozuměnı́, by bylo dobré, abychom my – učitelé uměli co nejlépe reagovat.
Tedy abychom reagovali tak, že podpořı́me diskusi, konkrétněji např. argumentaci žáků,
nebo tak, že dáme žákovi možnost, aby si našel chybu a opravil ji, nebo aby promýšlel
hlouběji jistou myšlenku.

Domnı́váme se, že tato činnost učitele vede nejen ke zlepšenı́ klimatu ve třı́dě, ale
navı́c se ještě v takových situacı́ch učitel může hodně naučit o tom, jak žák myslı́, tedy jak
žák rozumı́ pojmům, vztahům apod. Tato učitelova činnost vede k hlubšı́mu porozuměnı́
žákovi v matematice.

Výše uvedený fakt nás vedl k tomu, že jsme začaly evidovat nedorozuměnı́ v našı́
experimentálnı́ činnosti a ty pak analyzovat, vedlo to k rozpracovánı́ nástroje, který nám
pomáhal porozumět podstatě vzniku nedorozuměnı́. Později se vynořily čtyři katego-
rie nedorozuměnı́, které se vyskytly v našich experimentech (Slezáková-Kratochvı́lová,
Swoboda, 2006).

V současnosti sbı́ráme a následně analyzujeme běžné třı́dnı́ situace ve vyučovánı́
matematice zaznamenané studenty – budoucı́mi učiteli. Tedy nejsou to vymyšlené situace,

1Článek byl vypracován s podporou grantu VZ MSM 002 162 0862.
2Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; jana.slezakova@pedf.cuni.cz; Řešovská univerzita (Polsko), eswo-

boda@univ.rzeszow.pl
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ani situace vybrané z experimentů výzkumnı́ků. Jedná se o situace, ve kterých evidujeme
nedorozuměnı́. Pro ilustraci jsou zde vybrány dvě, které se staly v polských školách.

SITUACE 1
Poznámka: Nı́že uvedené protokoly situacı́ jsou uvedeny v originálnı́ podobě, tedy

v jazyce polském a jejich překlady do českého jazyka jsou psány kurzı́vou. Vysvětlivky:
U. označuje výstup učitelky, Ž. označuje výstup žáka/žákyně.

Vyučovacı́ hodina matematiky ve třı́dě nižšı́ho gymnázia, téma: zvětšovánı́ úsečky
N.01: Proszù zwiùkszyû długosû danego odcinka półtora raza.
U.01: Prosı́m, zvětšete délku úsečky jeden a půlkrát.
U.01: Uczennica na tablicy przedłužyła odcinek AB poza jego koniec B, odłožyła

go od tego koca raz, a potem jeszcze pół raza, otrzymujšc punkt C. (obr. 1)
Ž.01: Žákyně na tabuli prodloužila úsečku AB za jeho koncovým bodem B, přenesla

tuto úsečku ještě jednou, a potom ještě jejı́ polovinu, tak dostala bod C. (obr. 1)
N.02: (zdziwienie w głosie) Co ty zrobiłas?
Ž.02: (podiv v hlasu) Cos to udělala?

Obr. 1

Komentář: Učitelka si poměrně rychle uvědomila, že dı́vka udělala něco neočekáva-
ného. Je zřejmé, že došlo k nedorozuměnı́. Odkud se vzalo? Učitelka viděla, že dı́včino
řešenı́ nenı́ správné. Dı́vka slovo „Zvětšete“ interpretovala jako „zvětšete o“. Když se
poprvé setkala se slovem „zvětšit“, bylo to v aditivnı́ch operacı́ch, kde se zvětšuje počet
prvků, často spojených se signálnı́m slovem „přidat“, „doplň“, někdy i „zvětšit o“. Co
asi bylo ve vědomı́ žákyně, když uslyšela učitelčinu reakci? Myslela si, že úlohu vyřešila
správně, ale otázka učitelky jı́ naznačila, že něco nenı́ v pořádku. Dı́vka nerozuměla
reakci učitelky. Když by se toto později opakovalo, tak to pravděpodobně zablokuje
jakoukoliv iniciativu žákyně – dı́vka rezignuje na dalšı́ činnost. Výsledkem by bylo, že
žákyně pouze čeká na instrukce učitelky. Nepřemýšlı́ nad problémem, ale přemýšlı́, jak
by to chtěla učitelka. Stává se neautonomnı́. Co by měl v takové situaci učitel dělat?
Měl by přijmout řešenı́, a to tı́m způsobem, že se dı́vky zeptá, jak úlohu řešila. Dále
by se měl zeptat třı́dy, co si o tom myslı́. Měl by rozpoutat diskusi o řešenı́ na tabuli.
Velmi pravděpodobné je, že část třı́dy bude uvažovat stejně jako dı́vka a část stejně jako
učitel. Vznikne hádka, kde děti budou dávat různé argumenty pro obhajobu svého názoru.
Učitel se nakonec zeptá třı́dy, jak jsem se měl zeptat, abych dostal jednu, nebo druhou
odpověd’. Proč by měl být tento přı́stup lepšı́, než tomu je v ukázce? V tomto přı́stupu
je lepšı́ klima, podporuje žáka, či celou třı́du argumentovat, formuje přesné vyjadřovánı́,
podporuje žákovu zodpovědnost za porozuměnı́ situaci, zvyšuje motivaci k porozuměnı́.
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SITUACE 2
Vyučovacı́ hodina matematiky ve třı́dě 4. ročnı́ku ZŠ, téma: pojmy „ar“ a „hek-

tar“
V tematickém celku o obsahu rovinného obrazce se mimo jiné objevily nové pojmy

„ar“ a „hektar“. Učitelka řekla žákům, že ar je obsah čtverce o straně 10 metrů (taková
definice se též vyskytuje v učebnicı́ch). Děti vypočı́taly, že to je 100 metrů čtverečnı́ch.
Následovala úloha, která spočı́vala ve výpočtu obsahu obdélnı́ku o stranách 20 metrů
a 5 metrů.

N.01: Ile wam wyszło?
U.01: Kolik vám vyšlo?
U.01: 100 m2.
Ž.01: 100 m2.
N.02: Widzicie ten prostokšt ma powierzchniù 1 ara.
U.01: Vidı́te, že takový obdélnı́k má obsah 1 ar.
U.02: Jak to? Przeciež to nie jest kwadrat. . .
Ž.02: Jak to? Přeci to nenı́ čtverec. . .
Komentář: Je zřejmé, že definice vnesla žákům zmatek. Učitel by si měl uvědomit, že

žáci nemajı́ dostatečně vybudovanou představu aru. Ve vědomı́ žáků je dı́ky definici ar
spojen pouze s pojmem čtverec. Co mohl učitel udělat? Např. zadat úlohu: Alice a Jarka
majı́ zahrádky. Alice má čtvercovou zahrádku o straně 10 metrů, Jarka má obdélnı́kovou
zahrádku o stranách 5 a 20 metrů. Obě pěstujı́ na těchto zahrádkách jahody. Která z nich
má vı́ce mı́sta na vysázenı́ jahod?

ZÁVĚR

Uvedené a dalšı́ zı́skané situace často pocházejı́ z tradičnı́ch vyučovacı́ch hodin
matematiky. Je v nich vidět, že učitel nevyužı́vá vzniklé nedorozuměnı́ mezi nı́m a žákem
jakožto výzvu k zahájenı́ diskuse o problému, ze které by se mohl vı́ce dozvědět o myšlenı́
žáka.
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EXPERIMENTOVÁNÍ V HODINÁCH
MATEMATIKY

ZDENĚK ŠÍMA1

„Cı́lem vzdělánı́ nenı́ osvojit si nejisté pravdy, ale osvojit si procesy, kterými je možné
pravdy hledat a ověřovat.“

Učitel musı́ proto dodržovat jisté zásady:

• nebude žákům předkládat hotová vysvětlenı́, ale bude připravovat přı́ležitosti k jejich
objevovánı́;

• bude žákům zadávat takové úkoly, v nichž se může uplatnit rozmanitost řešenı́, a tı́m
umožnit skutečné porozuměnı́;

• bude využı́vat skupinové diskuse, aby se žáci naučili přijı́mat i nezvyklá řešenı́ a pře-
mýšleli o nich;

• musı́ ve třı́dě vybudovat bezpečné prostředı́, kde se cenı́ názory každého jedince;

• bude hledat silné stránky žáka tak, aby si žák sám uvědomil, v čem spočı́vá jeho cena;

• bude využı́vat třı́fázového modelu procesu učenı́ (evokace, uvědoměnı́ si významu
informacı́, reflexe);

• musı́ vyvolat a udržet vnitřnı́ motivaci žáků k učenı́;

• využı́vá při vyučovánı́ různé formy párových a skupinových aktivit;

• dává žákům dostatek přı́ležitostı́ k sebereflexi;

• musı́ učit žáky stanovit si cı́l učenı́, hledat efektivnı́ cestu, která povede k cı́li, musı́
umět vyhodnotit, jak je jeho učenı́ úspěšné a umět nalézt v učenı́ uspokojenı́;

• musı́ ovládat metody aktivnı́ho učenı́ a způsoby rozvı́jenı́ kritického myšlenı́;

• musı́ se snažit o individuálnı́ přı́stup ke každému žákovi s respektem k jeho potřebám
a možnostem;

• musı́ zadávat alternativnı́ domácı́ úkoly;

1Gymnázium a SOŠ Aš; zdenek.sima@gymsos.com
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• dávat prostor individuálnı́ práci (využı́vá fáze Já), práci ve dvojici (fáze Ty) a společné
prezentaci poznatků (fáze My);

• spolupracovat aktivně s rodiči žáků;

• využı́vat při práci brainstorming;

• zadávat promyšlené skupinové práce formou projektů.

Jaký úkol zadávat? Ten, který:

- má vı́ce než jednu odpověd’, nebo vı́ce než jedno řešenı́

- je zajı́mavý pro žáky

- přispı́vá žákům k obohacenı́ dle jejich schopnostı́

- je smyslově komplexnı́

- je pro žáky výzvou

EXPERIMENT S VĚKOVĚ RŮZNORODOU SKUPINOU DĚTÍ

Cı́lem je, aby žáci něco vy-

Obr. 1: Vánoce a matematika. Ukázka.

mysleli, připravili a uskutečnili
formou projektu. Využı́vám sku-
tečnosti, že jsou žáci schopni
pracovat metodou trojkroku. Nej-
prve pracuje každý žák samo-
statně a zaměřı́ se na problema-
tiku tak, jak se ve skupině žáci
domluvı́.

Základnı́m rysem matema-
ticky gramotného jedince je kom-
petence rozeznat v úloze pro-
blém a slovně ho formulovat,
sestavit matematický model si-
tuace a použı́t ho při řešenı́. Jedná
se o přenesenı́ řešenı́ matematického problému do reálné situace.

Z kvantitativnı́ analýzy výsledků vyplývá, že jen část respondentů dokáže správně
interpretovat zadaný matematický model. To potvrzuje názor, že se žáci snažı́ často
řešit problémy bez tvořivého přı́stupu. Zlepšenı́ vidı́m v tom, že se skutečně žáci naučı́
pracovat tak, aby si rozdělili úkoly podle svých schopnostı́ a dokázali využı́vat při práci
různé strategie.
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PRAVDĚPODOBNOST A ZDRAVOTNÍ TESTY
MILENA ŠPINKOVÁ1

Vztah společnosti k pravděpodobnosti a statistice je u nás spı́še negativnı́. Uči-
telé, údajně z nedostatku času, tuto látku vynechávajı́. Vždyt’„se jedná jenom o kostky
a mince“. Je to však omyl, jedná se o naše životy, a v tomto přı́spěvku na tuto skutečnost
upozornı́m několika přı́klady.

HIV TESTY

Přı́běh Susan [1]. Při běžné lékařské návštěvě byla 26-tiletá svobodná matka Susan
testována na HIV. Susan užı́vala drogy, ale ne nitrožilně a nepovažovala se za rizikovou
osobu z hlediska viru. Test se však vrátil s pozitivnı́m nálezem. Zpráva o Susanině
diagnóze se rozšı́řila a nakonec ztratila práci. Za několik měsı́ců znovu podstoupila HIV
test. Test se vrátil negativnı́! Původnı́ vzorek Susaniny krve byl znovu testován a také
byl negativnı́. Při prvnı́m testu byl výsledek Susanina testu totiž zaměněn s výsledkem
jiného pacienta, který byl HIV pozitivnı́! Omyl nejenže přinesl Susan zoufalstvı́, ale také
falešnou naději jinému pacientovi.

Přı́běh Davida [1]. David se dal anonymně testovat na HIV. Za dva týdny mu přišel
pozitivnı́ výsledek. Byl zničený. Jeho ošetřujı́cı́ lékař mu doporučil odjet do Kalifornie,
kde je nejlepšı́ péče o pacienty s HIV. Nový lékař trval na dalšı́m testu. Představte si
Davidův šok, když nový výsledek byl negativnı́! Lékař ho testoval znovu a výsledek byl
opět negativnı́.

Okolo 0,01 procenta lidı́ bez známého riskantnı́ho chovánı́ je nakaženo virem HIV.
Když takový člověk má virus, je 99,9 procentnı́ pravděpodobnost, že výsledek testu bude
pozitivnı́. Když člověk nenı́ nakažen, je 99,99 procentnı́ pravděpodobnost, že výsledek
testu bude negativnı́. Když Vám vyjde pozitivnı́ test na HIV, jaká je šance, že virus
nemáte? Uvažujme napřı́klad 10 000 lidı́, kteřı́ nepatřı́ do riskantnı́ skupiny. Jeden je
nakažen a bude mı́t nejspı́še pozitivnı́ test. Z ostatnı́ch 9 999 lidı́ bude mı́t dalšı́ jeden
také pozitivnı́ test. Předpokládáme tedy, že dva lidé budou mı́t pozitivnı́ test. Kolik lidı́
je skutečně nakaženo?

1Matematický ústav AV ČR, Praha; milena.sp@centrum.cz
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MAMOGRAF [1]
Pravděpodobnost, že žena ve věku 40 let onemocnı́ rakovinou prsu, je přibližně 1 %.

V přı́padě, že má rakovinu, je pravděpodobnost pozitivnı́ho testu na mamogramu 90 %.
V přı́padě, že nemá rakovinu, je pravděpodobnost negativnı́ho testu 91 %. Jaká je prav-
děpodobnost, že žena s pozitivnı́m testem má opravdu rakovinu? Uvažujme 100 žen.
Jedna má rakovinu a bude mı́t pravděpodobně pozitivnı́ test. Z ostatnı́ch 99, které nemajı́
rakovinu, 9 bude mı́t také pozitivnı́ test. Tedy celkem 10 žen bude mı́t pozitivnı́ test.
Kolik z těchto žen, které majı́ pozitivnı́ test má skutečně rakovinu? Pouze 1 z 10.

TESTY DNA [1]
Představte si, že jste obviněni z vraždy a postaveni před soud. Proti Vám je pouze

jeden důkaz, ale potenciálně usvědčujı́cı́: Vaše DNA se shoduje se vzorkem, který byl
nalezen na oběti. (Připomeňme, že se neporovnává celá DNA, ale pouze jejı́ vybrané
části). Co z této shody vyplývá? Přivolaný expert tvrdı́: „Pravděpodobnost, že by se tato
shoda vyskytla náhodou je 1:100 000.“ Už se vidı́te za mřı́žemi. Nicméně představte si,
že by specialista řekl stejnou informaci jinak: „Z každých 100 000 lidı́ se ukáže 1 shoda.“
Pokud žijete ve městě s 1 milionem dospělých obyvatel, najdete zde 10 lidı́, jejichž DNA
se bude shodovat se vzorkem DNA oběti. Zdá se velice nepravděpodobné, že by Vás
tento fakt dostal za mřı́že.

Vioxx–LÉK NA TIŠENÍ BOLESTI [2, 4]
Pomohl miliónům a vydělal miliardy. Pak začal zabı́jet. Jaká je historie léku proti

bolesti „nové generace“? Vioxx byl velmi populárnı́, společnosti Merck jen na něm
vydělala 2,5 miliardy dolarů. Lék vyhnala v roce 2004 z trhu studie společnosti White-
house Station, která prokázala vyššı́ riziko srdečnı́ zástavy a infarktu po dlouhodobém
použı́vánı́. Studie publikovaná v časopise The Lancet odhadovala, že Vioxx byl nej-
spı́še přı́činou 88 000 až 140 000 přı́padů srdečnı́ch chorob. Wall Street Journal uvedl, že
Merck toto riziko tušil již dřı́ve. Vnitřnı́ podnikové e-maily v roce 1997 zaznamenaly, že
„možnost zvýšeného počtu kardiovaskulárnı́ch chorob je velmi znepokojivá“. O kolika
lécı́ch pravdu ještě neznáme!!!

JOHANNES VON KRIES (1853-1928) [3]
Již v 19. stoletı́ upozorňoval na obtı́žnou aplikovatelnost běžné statistiky v lékařstvı́.

Pacienti, kteřı́ onemocněli nějakou chorobou, nejsou nestranným výběrem – vybrala je
choroba, a navı́c jejich onemocněnı́ nemajı́ stejný stupeň, a ten ani nedovedeme spolehlivě
určit. Také schopnost pacientů uzdravit se i bez léku je různá. Zdravı́ dobrovolnı́ci sice
mohou být vybráni nestranně, ale jejich reakce na lék může být zásadně odlišná od
reakce nemocných. Dokonce podávaný lék může být pro zdravé jedince nebezpečný.
Kromě toho se také nedávno bezpečně prokázalo, že farmaceutické firmy majı́ tendenci
statistické výsledky falšovat.
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JAKÉ MÁME POŘADÍ?
Jistá očkovacı́ látka vyvolává u 1 z 1000 dětı́ bolestivou reakci. Při očkovánı́ se jedno

děvčátko zeptalo lékaře: „A kolikátá v pořadı́ jsem já?“

ZÁVĚR

Kolik lidı́ ročně umı́rá v důsledku nesprávné medikace? Kolik nevinných je neprávem
odsouzeno? Kolika nehodám by se dalo předejı́t úvahami o spolehlivosti a pravděpodobné
době života strojnı́ch a stavebnı́ch komponent? Jaké jsou znalosti z pravděpodobnosti
a statistiky lidı́, kteřı́ rozhodujı́ o našich životech (lékaři, soudci, technici, . . . )? Přı́klady
musejı́ být z reálného života, musejı́ se studentů přı́mo dotýkat, aby je zaujaly.

Učit pravděpodobnost a statistiku ve škole nenı́ otázka osnov, ale našı́ osobnı́ zodpo-
vědnosti.

Poděkovánı́: Práce byla vypracována v rámci výzkumného záměru AVOZ 10190503.
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ÚROVEŇ ZRAKOVÉ PAMĚTI U DĚTÍ TĚSNĚ
PŘED VSTUPEM DO ZÁKLADNÍ ŠKOLY

JARMILA TOMANOVÁ1

V tomto přı́spěvku bych vás chtěla seznámit s částı́ své diplomové práce, ve které
jsem se zabývala zrakovou pamětı́ u dětı́ těsně před vstupem do 1. třı́dy. Experimentálnı́
část se skládala ze dvou částı́: Zraková pamět’ u dětı́ před vstupem do základnı́ školy
a druhá část pak zraková pamět’u týchž dětı́ po uplynutı́ 6 měsı́ců, tedy až po nástupu do
1. třı́dy.

1studentka PedF UK, Praha; jarkat2@seznam.cz
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Experimentálnı́ část byla rozdělena na tři série aktivit. Jedna z nich zahrnovala repro-
dukci, druhá kompletaci a třetı́ komparaci celku na základě zrakového vnı́mánı́.

Dı́tě před vstupem do školy nevnı́má stejným způsobem jako dospělý už jenom proto,
že přecházı́ z fáze celostnı́ho vnı́mánı́ na vnı́mánı́ analyticko-syntetické a má jiný typ
zkušenostı́ než dospělý.

Proč jsem se právě tı́mto tématem zabývala?
Kladla jsem si otázky, do jaké mı́ry zraková pa-
mět’ovlivňuje úspěšnost dı́těte v matematice, a také
zda MŠ dostatečně připravuje dı́tě na vstup do ZŠ
z hlediska zrakového vnı́mánı́ a zrakové paměti.
Zraková pamět’se podı́lı́ na obyčejných aktivitách
v matematice, a to předevšı́m tam, kde to dı́tě potře-
buje. Např. když se podı́vá na tabuli a následně má
cokoli zapsat do sešitu, v rámci krátkodobé nebo
operačnı́ paměti musı́ uplatnit jak kompletaci, tak
komparaci i reprodukci. Pro všechny procedury,
které v matematice probı́hajı́, se krátkodobá nebo
operačnı́ pamět’ musı́ podı́let. Dı́tě nemůže disku-
tovat o něčem, co si v paměti nedovede alespoň na
chvı́li uchovat.

Série aktivit spočı́vajı́cı́ v komparaci celku na
základě zrakového vnı́mánı́ zahrnovala zkoumánı́
zrakové paměti na různých obrázcı́ch stejného cha-

rakteru. Lze je charakterizovat jako kompozici z plošných geometrických tvarů. Obrázky
byly stejně velké a byly vždy černobı́lé. Lišily se pouze v počtu jednotlivých částı́ a dále
pak v poměru částı́ bı́lých/černých. Pro ilustraci jsem vybrala čtyři ze šesti předkládaných
obrázků.

Jednotlivé obrázky jsem dětem předkládala postupně. Dı́tě se na obrázek podı́valo,
mělo si ho zapamatovat a následně pak vybrat z předložené nabı́dky. Těchto aktivit
bylo celkem šest. Lišily se podmı́nkami k zapamatovánı́ a časovou prodlevou, která se
pohybovala v rozmezı́ od několika vteřin po 15 vteřin. Čas k prohlı́ženı́ obrázků jsem
nelimitovala.

Podmı́nky k zapamatovánı́ byly tyto: Dı́tě sedı́ v lavici. . .

1. vidı́ obrázek, otočı́ ho, vybı́rá z možnostı́

2. vidı́ obrázek, dá ho jinam (do lavice), vybı́rá z možnostı́

3. vidı́ obrázek, zakryje ho, vybı́rá z možnostı́

4. vidı́ obrázek, zanese ho na koberec, vrátı́ se do lavice, vybı́rá
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5. obrázek je umı́stěn na tabuli, dı́tě se na něj podı́vá, jde do lavice, vybı́rá

6. vidı́ obrázek, otočı́ ho, následuje mluvené slovo (řı́kanka), vybı́rá

Následovalo vyhodnocenı́ těchto aktivit, kdy mě zajı́malo, zda dı́tě předložený ob-
rázek na základě zapamatovánı́ vybralo správně, a pokud ne, s jakým typem obrázku
z předložených možnostı́ ho zaměňovaly. Dále mě zajı́malo, zda úspěšnost dětı́ ovlivnı́
výše zmı́něné rozdı́lné podmı́nky k zapamatovánı́, a to jak u dětı́ předškolnı́ch, tak týchž
dětı́ školnı́ho věku s odstupem času cca 6 měsı́ců.

Došla jsem k závěru, že děti předškolnı́ho věku v těchto aktivitách chybovaly celkem
20krát. Jejich chybovost spočı́vala převážně v záměně umı́stěnı́ jednotlivých detailů
(14 ch z 20 ch). Po nástupu do ZŠ se chybovost u dětı́ výrazně nesnı́žila, ale zato
se značně změnil jejı́ charakter. Ten spočı́val v záměně černých a bı́lých částı́ (12 ch
z 16 ch).

Sledovala jsem také úspěšnost zapamatovaných obrázků vzhledem k jejich typu.
Očekávala jsem, že hůř zapamatovatelné obrázky budou ty, kde je vyššı́ celkový počet
jednotlivých částı́. To se nepotvrdilo u dětı́ předškolnı́ch, jejichž úspěšnost spočı́vala v po-
měru černých a bı́lých částı́. Obrázky, které měly vyššı́ počet detailů zároveň obsahovaly
i většı́ počet černých částı́, čı́mž se pro děti předškolnı́ho věku staly snáz zapamatovatelné
bez ohledu na to, že počet částı́ byl vyššı́. Naopak děti školnı́ho věku, které se zaměřovaly
spı́š na detaily, v zapamatovánı́ takovýchto obrázků chybovaly. Z toho lze usuzovat, že
dı́tě předškolnı́ho věku si snadněji zapamatuje obrázky plošné, dı́tě školnı́ho věku naopak
obrázky dané čarou. Dále jsem zjistila, že rozdı́lné podmı́nky k zapamatovánı́ úspěšnost
dětı́ nijak zvlášt’neovlivnily. Pouze u aktivity č. 5 se chybovost u dětı́ předškolnı́ho věku
vyskytla ve většı́ mı́ře. To však nemuselo být způsobeno typem této aktivity, ale také
tı́m, že obrázek byl v tomto přı́padě, jako jediný ze všech aktivit, dı́těti předložen v jiné
poloze, na což dı́tě předškolnı́ho věku nenı́ zvyklé. V této souvislosti je nutno řı́ct, že
právě v této aktivitě, došlo k největšı́mu posunu úspěšnosti ve srovnánı́ dětı́ předškolnı́ch
a školnı́ch.

ZÁVĚR

My předpokládáme, že při vstupu do školy je zraková pamět’do jisté mı́ry rozvinutá,
a také na nı́ často stavı́me. V přı́padě, že zraková pamět’nefunguje, nebylo cı́lem mojı́
diplomové práce zjistit, že tomu tak je, ale jakých typů chyb se děti dopouštějı́, aby
v tomto smyslu byl učitel ZŠ na vstup dı́těte do školy připraven. Aby věděl, co lze od
dětı́ očekávat a co ne, aby v tomto ohledu na ně nekladl nepřiměřeně vysoké nároky.
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PROBLÉMY S VYUŽÍVÁNÍM
TZV. REKREAČNÍ MATEMATIKY

MARTA VOLFOVÁ1

Učitel má často vytvářet vlastnı́ nové úlohy bud’proto, že v užı́vané učebnici žádná
dalšı́ vhodná úloha už nenı́, nebo že chce vytvořit obzvlášt’přitažlivou, zábavnou – nebo
zapeklitou, problémovou pro nadanějšı́ žáky, které již obvyklé školnı́ úlohy mohou začı́t
nudit. A tak, i když je v dnešnı́ch učebnicı́ch mnoho skutečně pěkných úloh, přesto učitel
rád sáhne po pomocnı́kovi, po nějaké z publikacı́ rekreačnı́ matematiky (dále RM).

Nadanı́ žáci mohou část takové vhodné publikace sami prostudovat nebo sami zkusit
řešit některé úlohy. (Jako přı́klad lze uvést Matematické pohádky L. Hozové, kdy se
děti hned po prvnı́m kontaktu s knihou s nadšenı́m pustily do čtenı́ a řešenı́ úloh.)
Kořeny rekreačnı́ matematiky sahajı́ až do Starého Egypta. Často citovaný Rhindův
(nebo Ahnesův) papyrus ze 17. stoletı́ př. n. l. obsahuje 84 úloh s řešenı́mi. Zřejmě již
tehdy chápali, jak důležitou roli v učenı́ hraje prvek poutavosti, zajı́mavosti – a tak mezi
úlohami najdeme i takové, které pak byly po staletı́ přepisovány do dalšı́ch a dalšı́ch
sbı́rek zábavné matematiky – např.

„V každém ze 7 domů žije 7 koček; každá kočka chytla 7 myšı́, každá myš by sežrala
po 7 klasech, z každého klasu se mohlo urodit 7 měřic chleba.“ Kolik chleba tedy kočky
zachránily?

K RM patřı́ částı́ i babylónské klı́nové tabulky, které obsahujı́ i zábavné úlohy a hla-
volamy, matematické přı́ručky ze Staré Indie a Čı́ny i části většiny matematických děl
středověké arabské kultury, „Liber abaci“ Leonarda Pisánského (s jeho úlohou o králı́-
cı́ch) z r. 1228, sbı́rka „Přı́jemných a zajı́mavých úloh, řešených pomocı́ čı́sel“ od C. G.
Bacheta z r. 1612 aj. a aj.

Zásadnı́ a originálnı́ přı́stup k RM prokázal téměř před 100 lety (v r. 1912) na
5. mezinárodnı́m matematickém kongresu v Cambridge řecký matematik N. Hatzidakis,
kdy vystoupil s pozoruhodnou přednáškou „Systematický kurz zábavné matematiky
v SŠ“. Je asi škoda, že nikdo tuto myšlenku nezkusil realizovat a vyhodnotit výsledky.
Myšlenka uplatněnı́ RM tedy rozhodně nová nenı́.

U nás na Univerzitě v Hradci Králové se pro využı́vánı́ RM snažı́me budoucı́ učitele
připravit. Předevšı́m musı́ o literatuře z RM vědět. Dostávajı́ seznam (zatı́m 85) vhodných
titulů MR, na výběrovém semináři (v 5. ročnı́ku) se s některými publikacemi blı́že
seznámı́, řešı́ i řadu zajı́mavých úloh a hlavolamů z nich.

Nabı́dka titulů RM stále roste, je dnes mnohem většı́ než před několika lety, a to hlavně
dı́ky překladům. Objevujı́ se nové zajı́mavé úlohy a hlavolamy (také ovšem mnohé staré
až prastaré, jen poněkud přeformulované).

1Katedra matematiky, PedF UHK; marta.volfova@uhk.cz
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Má to však i problematickou stránku. Protože nakladatelé mohou celkem dle své vůle
vydávat publikace, objevujı́ se mezi tituly RM nezřı́dka i knı́žky se špatným překladem, se
značnými nedostatky v užı́vánı́ matematických termı́nů, s nejasně až zmateně zadanými
úlohami, s úlohami, kde uváděný výsledek neodpovı́dá textu zadánı́ aj.

Jako přı́klad uvádı́m publikaci P. Cartera a K. Russela „IQ testy – matematické kvı́zy
a hádanky“, Computer Press, Brno 2004), kde se všechny výše popsané neduhy vyskytujı́.
(Bohužel však je – mezi jinými – doporučována učitelům matematiky v „Knı́žce pro
učitele ke ŠVP na 2. stupni ZŠ“.)

Nelze spoléhat na reklamu na obálce knihy – zde např. na zadnı́ straně čteme: „Ne-
bavı́ vás. . . nudné abstraktnı́ vzorce a přı́klady, cı́tı́te k nim nechut’? Potom je (tato)
přı́ručka. . . určena přesně pro vás. . . Přı́klady jsou připraveny formou vtipných kvizů,
hádanek, veselých cvičenı́ až po náročnějšı́ úlohy a matematické kuriozity. . . “; ale
doporučı́me-li ji žákovi, brzy zjistı́, že některou úlohu nechápe (ale ona je kvůli špatnému
překladu opravdu nejasná, např. str. 8, 19, 64), že kniha uvádı́ jiný výsledek než vyšel
jemu (ale žák může mı́t pravdu, někde je uveden výsledek jen jeden, i když jsou řešenı́
dvě, např. str. 21), že termı́ny a definice (např. str. 7, 63, 115–119) jsou podivné a matoucı́
apod.

Chci proto učitelskou matematickou obec upozornit na nutnost dobře prozkoumat
(zejména přeložené) publikace dřı́ve, než je doporučı́me dětem – mohly by se setkat
s výše popsanými nedostatky a přı́padně zanevřı́t na celou matematiku a tak bychom
třeba přišli o budoucı́ho Cauchyho či Eulera.

Kromě prohřešků proti matematice sklouzávajı́ některé publikace RM (snad ve snaze
přiblı́žit se dnešnı́mu světu s jeho častým násilı́m a agresivitou) k úlohám, které citlivěj-
šı́ho člověka oprávněně odpuzujı́ (např. „Oprsklá matematika“).

Nevı́m, jak zabránit tomu, aby se takové publikace nedostávaly do rukou žáků. Snad
by mohla být v nějakém didaktickém časopisu založena pravidelná rubrika o vydaných
publikacı́ch RM s doporučenı́mi nebo i varovánı́m.

Některé knihy jsou samozřejmě výborné – např. od T. Stickelse „Hlavolamy“, přitaž-
livé je od J. Balla „Mysli si čı́slo“, ze staršı́ch L. P. Močalov: „Hlavolamy“ a již klasický
B. A. Korděmskij „Matematické prostocviky“. Z českých již uvedené Matematické po-
hádky L. Hozové, od J. Pěnčı́ka - J. Pěnčı́kové „Lámejte si hlavu“ a ze staršı́ch vynikajı́cı́
„Matematika kolem nás“ od Z. Opavy.

Na Slovensku vyšel překlad „federálnı́ch“ úloh MO kategorie Z pod názvem „Úlohy
MO ZŠ“ (Bratislava, IUVENTA, 2003). Podobný soubor úloh MO, rozdělený podle
tématických zaměřenı́ a s náznaky řešenı́, jsme připravovali – (část ÚK MO) – i v Čechách
– pro nedostatek zájmu o vydánı́ (snad i peněz) se to bohužel nerealizovalo, i když by šlo
o jistě lehce a dobře využitelnou zásobu zajı́mavých úloh.

Přeji všem učitelům št’astnou ruku při výběru dobrých publikacı́ RM, (at’ je stále
z čeho vybı́rat) a úspěšné výsledky při jejich použı́vánı́ – v podobě lepšı́ho vztahu dětı́
k matematice a dobrého klima na ZŠ.



Pracovnı́ dı́lny

ŽÁKOVSKÁ TVORBA SLOVNÍCH ÚLOH
JIŘÍ BUREŠ, HANA HRABÁKOVÁ1

ÚVOD

Žákovská tvorba úloh patřı́ mezi aktivity, kterými lze významně obohatit hodiny
matematiky ve škole. V rámci výuky majı́ žáci možnost tvořit vlastnı́ úlohy, což je součástı́
reálné podstaty matematiky jako vědnı́ disciplı́ny (Kopka, 1996). Podle Silvera (1997)
je školská matematika často velmi málo spojována s tvořivostı́, ale matematika jako
vědecká disciplı́na je na tvořivosti založena. Matematici si většinou úlohy tvořı́ sami,
popř. navzájem (na rozdı́l od žáků v rámci obvyklého průběhu vyučovánı́).

Existuje mnoho různých způsobů, jak je možné zadat žákům, aby sami vytvářeli úlohy.
Žáci mohou např. tvořit úlohy, v jejichž zadánı́ se vyskytujı́ předem daná čı́sla nebo úlohy
s daným matematickým modelem. Dále mohou tvořit úlohy souvisejı́cı́ s daným tématem,
úlohy ke konkrétnı́mu přı́běhu nebo reálné situaci (např. v rámci projektu nebo přı́pravy
školnı́ch akcı́). V tomto článku se budeme zabývat žákovskou tvorbou originálnı́ch úloh.

TVORBA ÚLOH JAKO SOUČÁST RÁMCOVÉHO VZDĚLÁVACÍHO PROGRAMU
PRO ZÁKLADNÍ VZDĚLÁVÁNÍ

Žákovská tvorba úloh se objevuje také mezi očekávanými výstupy RVP pro základnı́
vzdělávánı́ v rámci vzdělávacı́ oblasti Matematika a jejı́ aplikace.

Mezi očekávanými výstupy tematického celku Čı́slo a početnı́ operace lze najı́t
následujı́cı́ dovednosti: Žák řešı́ a tvořı́ úlohy, ve kterých aplikuje a modeluje osvojené
početnı́ operace (1. obdobı́), nebo Žák řešı́ a tvořı́ úlohy, ve kterých aplikuje osvojené
početnı́ operace v celém oboru přirozených čı́sel (2. obdobı́).

V rámci tematického celku Čı́slo a proměnná jsou napřı́klad tyto očekávané vý-
stupy: Žák modeluje a řešı́ situace s využitı́m dělitelnosti v oboru přirozených čı́sel; Žák
formuluje a řešı́ reálnou situaci pomocı́ rovnic a jejich soustav;
Žák analyzuje a řešı́ jednoduché problémy, modeluje konkrétnı́ situace, v nichž využı́vá
matematický aparát v oboru celých a racionálnı́ch čı́sel.

K úspěšnému naplněnı́ jednoho z očekávaných výstupů tematického celku Závislosti,
vztahy a práce s daty: Žák vyhledává, vyhodnocuje a zpracovává data lze také přispět
pomocı́ žákovské tvorby úloh.

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; buresjirik@seznam.cz, hanka.hrabakova@centrum.cz
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TVORBA SLOVNÍCH ÚLOH

Tvorba slovnı́ch úloh je jednou z částı́ problematiky, která je v zahraničnı́ literatuře
označována jako problem posing. V českém jazyce neexistuje jednoznačný překlad tohoto
termı́nu. Silver (1994) popisuje problem posing jako skupinu třı́ různých matematických
aktivit:

1. Presolution posing – tvorba zcela nových úloh na základě zadané situace

2. Within-solution posing – přetvářenı́ zadánı́ úlohy v průběhu jejı́ho řešenı́ (interpretace
zadánı́)

3. Postsolution-posing – obměňovánı́ výchozı́ch podmı́nek nebo cı́lů úlohy již vyřešené

(Co když. . . ? Co když ne?)

Problem posing je většinou vnı́máno jako dobrá a efektivnı́ metoda práce v rámci
vyučovánı́ matematiky. Silver (1993) nabı́zı́ několik různých pohledů na problem posing
jako:

• nejvýznamnějšı́ součást matematické činnosti

• znak tvořivé činnosti nebo výjimečných matematických schopnostı́

• okno do žákovského chápánı́ matematiky a matematických pojmů

• nástroj ke zlepšenı́ schopnosti řešit úlohy

• prostředek ke zlepšenı́ žákovských postojů k matematice

• jeden z atributů problémového vyučovánı́

Problem posing podle něj naznačuje, jaký obsah a charakter má školnı́ zkušenost žáků
s matematikou.

Bonotto (2006) poukazuje na skutečnost, že při aktivitách spojených s problem posing
žáci interpretujı́ a kriticky analyzujı́ skutečnost tı́m, že oddělujı́ důležitá data od nepod-
statných, odhalujı́ vztahy mezi nimi a rozhodujı́, jsou-li informace, které majı́ k dispozici,
dostatečné k řešenı́ daného problému. Tento proces je identický s procesem, který probı́há
mimo školu, při řešenı́ reálných životnı́ch problémů.

TVORBA ORIGINÁLNÍCH SLOVNÍCH ÚLOH

Tvorba originálnı́ch slovnı́ch úloh je součástı́ Presolution posing (viz výše). Před
zavedenı́m pojmu originálnı́ slovnı́ úloha se nejprve podı́váme na následujı́cı́ skupinu
slovnı́ch úloh a zkusı́me se zamyslet nad tı́m, co majı́ jednotlivé úlohy společného a co
majı́ rozdı́lného:
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Úloha 1. V nejmenovaném stánku s rychlým občerstvenı́m proběhl malý dopolednı́
průzkum prodeje hamburgerů, twistrů a sendvičů. Dohromady jich prodali 288. Bylo
zjištěno, že hamburgerů se prodalo sedmkrát vı́c než twistrů a sendvičů o osm vı́c než
twistrů. Kolik prodali hamburgerů, kolik twistrů a kolik sendvičů?

Úloha 2. Rákosnı́ček, Křemı́lek a Vochomůrka pracovali o vı́kendu pro strýčka Skrblı́ka.
Skrblı́kovi se ale zdálo, že všichni nepracovali stejně, takže jim odměnu 1320 Euro roz-
dělil takto: Rákosnı́ček dostal čtyřikrát vı́c než Vochomůrka, Křemı́lek dostal šestkrát
vı́c než Vochomůrka. Kolik peněz dostal každý z nich?

Úloha 3. Firma měla původně na splněnı́ zakázky 15 dnı́. Pokud by pracovala na dvě
směny, dokončila by zakázku za 15 dnı́. Zákaznı́k si přeje, aby firma splnila zakázku
dřı́ve. Za jak dlouho ji splnı́, bude-li pracovat na tři směny?

Jednotlivé úlohy je možné porovnat podle různých kritériı́, pro nás je vzhledem
k zaměřenı́ dı́lny nejdůležitějšı́ hledisko matematického modelu, který lze využı́t při
řešenı́ daných úloh. Prvnı́ a druhou úlohu lze řešit pomocı́ stejného matematického
modelu (přı́má úměrnost, vztah části a celku), kdežto na vyřešenı́ třetı́ úlohy tento model
použı́t nelze a musı́me použı́t jiný (nepřı́má úměrnost). Pro popsánı́ těchto společných
a rozdı́lných vlastnostı́ slovnı́ch úloh zavedeme nynı́ následujı́cı́ pojmy:

Originálnı́ úlohou v rámci konkrétnı́ skupiny úloh rozumı́me takovou úlohu, k jejı́muž
vyřešenı́ je potřeba použı́t jiný matematický model, než u ostatnı́ch úloh ze skupiny
(viz Úloha 3).

Úlohy z jedné rodiny v rámci konkrétnı́ skupiny úloh jsou takové úlohy, v jejichž řešenı́
se objevuje zcela nebo částečně stejný matematický model (viz Úloha 1 a 2).

Konkrétnı́ skupinu úloh můžeme tedy rozdělit na úlohy originálnı́ a úlohy z jedné
rodiny. Rozdělenı́ se vždy vztahuje k dané skupině úloh. Při posuzovánı́ stejné úlohy
v rámci jiné skupiny se tak může z originálnı́ úlohy stát úloha patřı́cı́ do jedné rodiny
a naopak. Vzhledem k tomu, že se některé úlohy dajı́ řešit vı́ce způsoby, mohou se
objevovat různé varianty rozdělenı́ úloh v rámci dané skupiny.

V průběhu dı́lny učitelé převzali roli žáků. Jejich úkolem bylo nejprve vytvořit ve
čtveřicı́ch dvě originálnı́ úlohy spadajı́cı́ do tematického celku Racionálnı́ čı́sla a pro-
centa, čı́mž vzniklo celkem osm úloh. Poté byli učitelé rozděleni do dvou skupin a jejich
úkolem bylo vytvořené úlohy analyzovat a rozdělit podle přı́buznosti, tj. na originálnı́
úlohy a úlohy z jedné rodiny. Učitelé ve skupinách došli k různým rozdělenı́m úloh s tı́m,
že většinou ale nedodrželi předem stanovené kritérium rozdělenı́ podle matematického
modelu a zabývali se převážně tematickou přı́buznostı́ jednotlivých úloh. Z časových
důvodů nedošlo během dı́lny na detailnı́ rozbor úloh. Následujı́cı́ dvě úlohy vybı́ráme
jako ukázku z vytvořených úloh:
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Školnı́ sportoviště lze pořı́dit za 15 000 000 Kč. Kolik sportovišt’by bylo možno vybudo-
vat za částku, která by se ušetřila, kdyby byl prezident ČR v roce 2008 zvolen v 1. kole
1. volby?

Soukromý zemědělec chce koupit traktor v Rakousku, protože je tam o 1/8 levnějšı́ než
u nás. Kolik % ušetřı́?

Pro srovnánı́ uvedeme ukázky úloh vytvořených v rámci aktivity „Vytvořte originálnı́
úlohu“žáky tercie pražského osmiletého gymnázia. Jedná se o prvnı́ vytvořenou variantu,
úlohy jsou přepsány přesně tak, jak je děti odevzdaly. Na úlohách je patrná přı́tomnost
formulačnı́ch nepřesnostı́, nejednoznačnosti i gramatických chyb. Při následném řešenı́
úloh docházelo často k diskuzı́m autorů úloh se spolužáky, během kterých byli autoři
často nuceni upravit úlohu tak, aby byla pro všechny srozumitelná a řešitelná. Z celkového
množstvı́ 23 vytvořených úloh vybı́ráme na ukázku následujı́cı́ úlohy, na kterých jsou
dobře patrné různé druhy nedostatků a nepřesnostı́:

V divokém hejnu hus je 78 kusů ptáků. V hejnu je 2/6 houserů a zbytek hus. Polovička
hus je dvouletých a polovička hus jednoletých. Všichni houseři jsou dvouletı́. Husy
dokážı́ létat po jednom roce a po 2. roce můžou mı́t housátka. Každá dvou a vı́celetá
husa má 6 housátek. Husy se poklidně rozmnožovali dva roky. Po druhém roce je
napadli vlci, kteřı́ sežrali 148 dvou a vı́celetých hus/houserů. Hejno muselo odletět,
neodletěli jen ti, kterým byl jeden rok. Když husy přelétali nad polem, tak 3/22 hus
sestřelili pytláci. A 3/11 zbylých hus ustřelili nožičku. 16 hus umřelo cestou, z toho 9
mělo ustřelenou nožičku. Husy zahnı́zdili na ostrůvku uprostřed jezera. Kolik bylo na
ostrůvku nohou, když tam byla ještě bobřı́ rodina o sedmi členech?

V obchodě se prodávaly zvýhodněné džusy. 1. den se prodalo 9/18, 2. den 40 džusů
a večer při kontrole zjistili, že 3/36 byly zapadnuty za regálem. Kolik džusů bylo
celkem?

Při srovnánı́ úloh vytvořených učiteli během dı́lny a žáky v rámci aktivity „Vytvořte
originálnı́ úlohu“ je patrné, že tvůrci z obou skupin reagovali na zadánı́ úkolu podobným
způsobem – hledali originalitu zejména v obsahu zadánı́ a nezaměřili se tolik na hledánı́
originálnı́ch úloh z hlediska matematického modelu. Obě skupiny se také dopustily
nepřesnostı́ způsobujı́cı́ch neřešitelnost vytvořené úlohy, u žákovských úloh se navı́c
často vyskytovaly pravopisné chyby.

ZÁVĚREČNÉ POZNÁMKY: PŘÍNOS PRO ŽÁKY A UČITELE

Tvorba originálnı́ch úloh má řadu konkrétnı́ch pozitivnı́ch dopadů na žáky, jejich
přı́stup k matematice a jejich budoucı́ činnost v matematice. Při samostatné tvorbě úloh
se žáci dostávajı́ do nové role v rámci vyučovacı́ho procesu, kdy se z pasivnı́ho přı́-
jemce úloh zadaných učitelem nebo učebnicı́ stávajı́ samostatnými tvůrci úloh a blı́žı́ se
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tak samotné podstatě matematické aktivity. Při tvorbě úloh musı́ žák překonávat kon-
krétnı́ překážky, jako např. formulačnı́ nepřesnosti, srozumitelnost zadánı́ pro ostatnı́,
smysluplnost a reálnost zadánı́ a výsledků.

Během řešenı́ a třı́děnı́ úloh majı́ žáci možnost rozvı́jet schopnost řešit nestandardně
zadané úlohy, odhalovat matematický model úloh, hledat společné a rozdı́lné znaky úloh
a třı́dit úlohy podle konkrétnı́ho kritéria. Při řešenı́ úloh je často potřeba opravit a upřesnit
některá zadánı́, což napomáhá ke zlepšenı́ schopnosti přesně formulovat matematickou
úlohu.

Při práci ve skupinách je rozvı́jena schopnost komunikace a spolupráce ve skupinách
a žáci jsou nuceni formulovat a prezentovat vlastnı́ názor.

Zařazenı́ tvorby originálnı́ch úloh do výuky představuje vhodný motivačnı́, pracovnı́
a diagnostický nástroj pro zkvalitněnı́ práce žáků i učitele v hodinách matematiky. Nej-
náročnějšı́ etapou pro učitele může být přimět žáky, aby vůbec vytvořili nějaké úlohy.
Motivujı́cı́ může být např. práce na společné sbı́rce úloh pro mladšı́ spolužáky, tema-
tické projekty, soutěž o nejlepšı́ úlohu atd. Způsob zadánı́ záležı́ vždy na konkrétnı́ch
podmı́nkách a situaci.

Při práci s vytvořenými úlohami se učitel musı́ někdy vypořádat s nesrozumitelnostı́,
nejednoznačnostı́, nesmyslnostı́ zadánı́ a výsledků nebo neřešitelnostı́ úloh. Nabı́zı́ se
však možnost přenést zodpovědnost na žáky tı́m, že při řešenı́ slovnı́ch úloh si žáci
nejasnosti opravı́ navzájem a učitel působı́ pouze jako organizátor a moderátor diskuze.

Tvorba originálnı́ch úloh je jednou z možnostı́, jak vnést netradičnı́ prvek do výuky
s tı́m, že oproti jiným alternativnı́m metodám práce nenı́ pro učitele tak náročná na
přı́pravu jako např. interdisciplinárnı́ projekty, protože tvořivá činnost je v rámci této
aktivity vyhrazena žákům.
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VYUŽITIE DOMINA PRI ZÍSKAVANÍ
POČTOVÝCH ZRUČNOSTÍ

MATÚŠ HARMINC1

Táto pracovná dielňa bola určená hlavne vyučujúcim na prvom stupni základnej školy.
Mala im ukázat’použitie súpravy hracı́ch kameňov spoločenskej hry známej pod menom
Domino na hodinách matematiky za účelom zı́skavania a rozvoja počtových zručnostı́
a zároveň priblı́žit’tvorbu takýchto aktivı́t s pokusom o vytvorenie d’alšı́ch.

Predviedli sme štyri párové aktivity. Prvé dve z nich sú zamerané na precvičenie
a upevnenie sčı́tania a odčı́tania v prvom, resp. v druhom ročnı́ku základnej školy. Tretia
a štvrtá sú zamerané na sčı́tanie dvojciferných čı́sel, rozvoj kombinačných zručnostı́
a propedeutiku absolútnej hodnoty. O všetkých štyroch sme už pı́sali pred časom v [1].
Posledná čast’ dielne mala byt’ venovaná spoločnému rozboru d’alšı́ch možnostı́ využi-
tia domina vzhl’adom k potrebám výučby matematiky a návrhom na variácie pravidiel
a hodnotenia uvedených štyroch herných aktivı́t.

PRVÁ AKTIVITA: O SÚČTE A JEHO ROZKLADE

Táto aktivita je určená žiakom v prvom, prı́padne v druhom ročnı́ku základnej školy.
Je zameraná na sčı́tanie čı́sel v obore od 0 do 12 a na ich rozklad na dva sčı́tance. Hodı́ sa
na precvičovanie a upevňovanie sčı́tania a odčı́tanie a systemizáciu niektorých vlastnostı́
týchto operáciı́ (napr. komutatı́vny zákon pre sčı́tanie). Uskutočňuje sa formou hry vo

1ÚMV PF UPJŠ, Jesenná 5, Košice; matus.harminc@upjs.sk
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dvojiciach, v ktorej proti sebe hrajú jednotlivci. Žrebom alebo dohodou sa určı́, ktoré
diet’a hru začne, pri d’alšej hre začne druhé z dvojice.

Súprava domina je rozložená na lavici chrbtom nahor, takže nie je vidiet’, kde je kol’ko
bodiek. Najprv prvé diet’a náhodne vyberie jeden hracı́ kameň domina a pozrie si ho tak,
aby druhé diet’a nevidelo, čo na ňom je. Sčı́ta počty z oboch štvorcových polı́ vybratého
kameňa a oznámi druhému diet’at’u tento súčet. Druhé diet’a si toto čı́slo vypočuje, na
základe predošlého vývoja (ak už tomu nejaký predchádzal) oznámi svoj tip na počty
v jednotlivých poliach a zapı́še si tento tip. Ak bol jeho tip správny, zı́skava bod (alebo
ten kameň), ktorý si zaznačı́. Ak nie, zapı́še aj správnu možnost’a bod (kameň) zı́skava
súper. Uvedieme ukážku. Prvé diet’a oznamuje: „Osem.“ Druhé zapisuje: 8 = 6 + 2, ale
ked’že to bol kameň obsahujúci 5 a 3, doplnı́ svoj zápis takto: 8 = 6 + 2 = 5 + 3.

Po tomto procese si deti vymenia roly: druhé vyberá kameň, oznamuje súčet a prvé
tipuje, aké sčı́tance tento súčet vytvárajú na vybratom kameni. Pokračujeme v ukážke:
Druhé diet’a pokračuje výberom kameňa a oznamom: „Osem.“ Prvé tipuje a zapisuje:
8 = 4 + 4. A ked’že (dajme tomu) to je pravda, doplnı́ svoj zápis nejakou značkou (akou
chce, napr.: $) na znamenie, že tu zı́skalo bod (dostane tento kameň). Nasleduje zápis,
ktorý zachytáva možný priebeh prvých šiestich t’ahov so ziskom štyroch bodov (a dvoma
neúspešnými tipmi):

1. diet’a 2. diet’a
8 = 6 + 2 = 5 + 3 8 = 4 + 4 $
2 = 1 + 1 $ 3 = 2 + 1 $
4 = 3 + 1 = 2 + 2 11 = 5 + 6 $

V tejto chvı́li je vyhráva druhé diet’a, má viac značiek úspešnosti (zı́skaných kame-
ňov). Hrajú dovtedy, kým sa neminú všetky kamene. Porovnajú si počty úspešných tipov
(kameňov). Potom všetky hracie kamene opätovne rozložia chrbtami nahor a hrajú túto
hru s vymeneným poradı́m. Ak niektoré diet’a vyhrá obe hry, je vı́t’azom, inak je remı́za.

Podl’a situácie a pokročilosti môžeme vynechat’ zapisovanie priebehu. Rovnako sa
môžeme dohodnút’(ale nie hned’v prvých hrách), že odohrané kamene sa už neprezerajú,
čı́m podporı́me činnost’krátkodobej pamäte. Táto hra so sebou prirodzeným spôsobom
prináša okrem predstáv malých mohutnostı́ aj propedeutiku pojmov častý a zriedkavý.

DRUHÁ AKTIVITA: O SÚČTE A RIZIKU

Aj táto aktivita je zameraná na sčı́tanie čı́sel, ale už v obore do 100 (fakticky stačı́
do 50). Rovnako ako pri prvej aktivite hrajú vo dvojiciach proti sebe jednotlivci, žrebom
alebo dohodou sa určuje začı́najúce diet’a (pri druhej hre sa zmenı́ začı́najúci), súprava
domina je rozložená chrbtom nahor.

V každom kole zbiera diet’a body tak, že si vyberie jeden kameň a ukáže jeho bodové
hodnoty. Ak jedno pole vybraného kameňa znázorňuje nulu, alebo ak dokonca obe polia
sú prázdne, v tomto kole nezı́skava žiadny bod. Toto pravidlo sa uplatňuje v ktoromkol’vek
okamihu hry. Ak však obe polia sú nenulové, pripočı́ta si ich hodnoty k bodom zı́skaným
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v tomto kole. Potom sa rozhodne, či ukončı́ toto svoje kolo dobrovol’ne, pripočı́ta si
súčet z tohto kola k zisku z predošlých kôl a nechá t’ahat’ druhé diet’a. Ak nie, ak sa
teda rozhodne v tomto kole ešte pokračovat’t’ahom d’alšieho kameňa, riskuje, že vytiahne
kameň s nulou a nezı́ska v tomto kole nič.

Na ukážku si predstavme, že diet’a vytiahlo kameň 7 = 2 + 5. Rozhodne sa t’ahat’
d’alej, lebo 7 bodov sa mu máli. Potiahne d’alšı́ kameň 6 = 6 + 0. Nezı́skava teda v tomto
kole vôbec žiadny bod. Nasleduje druhé diet’a, vyberie si kameň 4 = 1 + 3 a oznámi,
že mu to stačı́, zı́skalo 4 body a opät’ ide prvé. Má smolu, potiahne 0 = 0 + 0 a zase
nezı́skava nič. Druhé nasledovne t’ahá kameň 5 = 3+2, pokračuje d’alej a t’ahá 3 = 0+3.
Za toto kolo teda ani jedno diet’a nezı́skalo nič, celkový stav je 0 ku 4, zatial’vedie druhé
diet’a.

Ťahané kamene sa do hry nevracajú, tie, za ktoré sa započı́tavajú body, si necháva
prı́slušné diet’a, ostatné sa kladú nabok. Podobne ako pri prvej aktivite je v prvých hrách
rozumné povolit’nazerat’do odohraných kameňov, neskoršie túto informáciu nechat’na
pamät’hrajúcich detı́. Vyhráva diet’a, ktoré prvé dosiahne alebo prekročı́ hranicu 50 bodov.
Ak sa tak nestane ani po vyčerpanı́ kameňov, vı́t’azı́ to diet’a, ktoré nahralo viac bodov.

Je možné hodnotit’aj presnejšie určovanı́m rozdielu medzi nazbieranými bodmi oboch
detı́. Vo výsledku sa takto odzrkadlı́ vzájomný vzt’ah úspešnosti detı́. Je možné vyhodnotit’
rekord zı́skaných bodov za celú triedu alebo zostavit’rebrı́ček, prı́padne najvyššı́ bodový
zisk diet’at’a v jednom kole. Je možné pozmenit’aj pravidlo o počte detı́ pri jednej súprave
domina na tri (štyri je už vel’a) dokola sa striedajúce deti.

Táto hra upozorňuje na výnimočnost’nuly (neutralita vzhl’adom k sčı́taniu a agresivita
vzhl’adom k násobeniu). Vedl’ajšı́m efektom môže byt’rozvoj zodpovednosti za vedomé
riziko (t’ahám d’alej), propedeutika pravdepodobnosti (akú mám šancu, že nepotiahnem
kameň s nulou) a skúsenost’so strategickým rozhodovanı́m a jeho vhodnej zmeny (zmenit’
stratégiu podl’a vývoja hry, podl’a stavu zı́skaných bodov či podl’a počtu odohratých
kameňov s prázdnym pol’om).

TRETIA AKTIVITA: O SÚČTE A KOMBINÁCIÁCH

Táto aktivita je tiež párová a je určená žiakom na precvičenie a upevnenie sčı́tania
dvojciferných čı́sel a prechodu cez 100, tiež systemizuje desiatkovú sústavu a komuta-
tı́vnost’sčı́tania. Žrebom alebo dohodou sa určı́ začı́najúce, druhú hru sa poradie vymenı́.
Súprava domina je rozložená na lavici chrbtom nahor.

Deti si striedavo berú zo spoločnej kopy po jednom kameni. Ak jedno pole kameňa
znázorňuje nulu (napr. 0 a 5), môže tento kameň použit’ako taký násobok desiatky, aký
počet znázorňuje druhé z polı́ tohto kameňa (t.j. ako čı́slo 50). Ak ani jedno z polı́ nezná-
zorňuje nulu (napr. 2 a 5), môže kameň použit’otočený tak, ako sa mu to hodı́ (bud’ako
25, alebo ako 52). Ak obe polia tohto kameňa znázorňujú nulu, diet’a si zoberie namiesto
neho náhradný kameň. Deti berú striedavo po jednom kameni dovtedy, kým sa niekto-
rému z nich nepodarı́ pomocou sčı́tania z dvojciferných čı́sel znázornených niektorými
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svojimi kameňmi utvorit’ čı́slo 100, alebo kým sa kamene nevyčerpajú. Nemusı́ na to
použit’všetky svoje kamene. Ťahané kamene sa do hry nevracajú.

Na ukážku: prvé diet’a má už vybraté štyri kamene (0 a 2), (0 a 6), (5 a 1), (2 a 2). Ako
piaty vyberie (4 a 3), pomocou ktorého zostavı́ čı́slo 100 = 20 + 15 + 22 + 43. Druhé
diet’a má vybraté kamene (1 a 0), (1 a 1), (1 a 3), (0 a 3), ako piaty (2 a 1). Z nich nevie
utvorit’čı́slo 100, najbližšie k nemu utvorı́ 103 = 10 + 11 + 31 + 30 + 21.

Vyhráva to diet’a, ktoré ako prvé zložı́ 100 zo svojich kameňov. Zı́skava tol’ko bodov,
aký je rozdiel medzi čı́slom 100 a čı́slom najbližšı́m ku 100, ktoré vie utvorit’ v tom
okamihu druhé diet’a z dvojice. V našej ukážke to boli teda iba tri body. Možným
výsledkom je aj remı́za, ked’deti oznámia zostavenie súčtu 100 v rovnakom kole (alebo
ked’ ani po vyčerpanı́ všetkých kameňov sa čı́slo 100 nedarı́ zostavit’ a obe sa rovnako
priblı́žia k čı́slu 100 a jedno z ktorej strany). Aj pri tejto činnosti je možné vyhodnotit’
rekord zı́skaných bodov za celú triedu alebo rekord za najmenšı́ počet kôl, či použitých
kameňov, prı́padne zostavit’ rebrı́ček. Ak chceme klást’ o trochu väčšie nároky na čas
sústredenia a trpezlivost’detı́, môžeme zvýšit’dosahované čı́slo zo 100 na 120. Túto hru
je možné hrat’ aj v trojiciach, štvorice už neodporúčame kvôli počtu hracı́ch kameňov.
Okrem tréningu kombinačnej zručnosti sa ňou systemizuje pozičná sústava (prechod cez
desiatku).

ŠTVRTÁ AKTIVITA: O SÚČTE, DVOJNÁSOBKU A ODPOČÍTAVANÍ

Uvedieme najprv verziu tejto hry s pôvodným bodovým hodnotenı́m výkonov. Ako
vyššie, aj teraz hrajú dve deti. Poradie možno určit’žrebom, v druhej hre bude vymenené.
Prvé diet’a oznámi svoju veštbu čı́sla (deti samé prı́du na to, že v rozmedzı́ od 1 do 23),
potom si vyberie dva hracie kamene domina zo súpravy rozloženej na lavici chrbtom
nahor. Môže nastat’jedna z troch nasledujúcich situáciı́:

(1) ak veštené čı́slo je presne súčtom všetkých štyroch čı́sel znázornených vybratými
kameňmi, diet’a si pripočı́ta v tomto kole bodový zisk rovný dvojnásobku vešteného
čı́sla;

(2) ak veštené čı́slo je menšie ako tento súčet, ale diet’a ho vie pomocou čı́sel znázornených
vybratými kameňmi zı́skat’ako súčet troch alebo dvoch čı́sel, alebo je dokonca jedným
z týchto čı́sel, pripočı́ta si v tomto kole bodový zisk rovný nı́m veštenému čı́slu;

(3) ak z akéhokol’vek dôvodu nevie utvorit’veštené čı́slo (hoci aj preto, lebo bolo väčšie než
súčet všetkých štyroch čı́sel znázornených na poliach vybraných kameňov), odpočı́ta
si od celkového bodového zisku rozdiel medzi vešteným čı́slom a súčtom všetkých
štyroch znázornených čı́sel.

Ukážky: keby diet’a veštilo čı́slo 10 a následne vytiahlo kamene (5 a 1) a (0 a 4),
zı́skalo by 20 bodov, lebo 20 = 5 + 2 + 0 + 3; keby veštené čı́slo bolo 9, zı́ska 9 bodov,
lebo vie utvorit’9 = 5 + 4; napokon keby veštené čı́slo bolo 8 a diet’a utvorı́ 6 = 5 + 1
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(v prı́pade, že ho nenapadne utvorit’ 9 = 5 + 4), odpočı́tavajú sa mu dva body, lebo
8− 6 = 2 (keby utvorilo čı́slo 9, odpočı́tal by sa mu iba jeden bod).

Ťahané kamene sa do hry nevracajú. Deti striedavo veštia a berú po dva kamene
dovtedy, kým niektoré z nich dosiahne alebo prekročı́ hranicu 60 bodov. Celkový zisk
bodov diet’at’a je rovný rozdielu medzi jeho počtom bodov a počtom bodov jeho partnera
v tomto okamihu. Vyhodnocovat’môžeme aj rekord za celú triedu, aj rebrı́ček najúspeš-
nejšı́ch.

Vzhl’adom k tomu, že záporné čı́sla a počı́tanie s nimi sa dostali do vyššı́ch ročnı́kov,
navrhujeme nezačı́nat’od nuly, ale od kreditu 40 bodov a ciel’ postavit’100 bodov. Kto
však svojou hrou zı́de pod nulu, prehráva a zisk vyhrávajúceho je rovný počtu jeho bodov
v tomto momente. Okrem precvičenia sčı́tania a odčı́tania čı́sel a ich porovnávanie sa
touto hrou systemizuje zdvojnásobovanie, rozvı́ja kombinačná zručnost’ a pripravuje
pravdepodobnost’a absolútna hodnota.

Všetky vyššie uvedené aktivity zamestnávajú čiastočne aj ruky a mimovol’ne nútia
deti rozvı́jat’skúsenost’s počı́tanı́m bez pı́sania na papier. V prı́pade potreby im to však
v žiadnom prı́pade nezakážme. Je vhodné vyrobit’si sady domina na iných vyučovacı́ch
hodinách naprı́klad z tvrdého papiera. Už pri výrobe si deti mimovol’ne všı́majú rôzne
matematické skutočnosti (počet potrebných kartičiek-kameňov, dvojice čı́sel na nich,
prázdne pole symbolizujúce nulu, vzorky symbolizujúce iné čı́sla). Nezaškodı́, ak si
v druhej fáze vyrobia aj svoje originálne dominové súpravy, lı́šiace sa od štandardných
naprı́klad vzorkami čı́sel.

LITERATURA
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ALGEBRAICKÉ VÝRAZY NA ZÁKLADNÍ
ŠKOLE

MIROSLAV HRICZ1

Probı́hajı́cı́ reforma ve školstvı́ předpokládá, že každý učitel bude disponovat různými
metodami, prostředky a formami práce, kterými podpořı́ rozvoj kompetencı́ a kapacit
svých žáků. Bude na něm, které z nich zvolı́, pro jakou vzdělávacı́ strategii se rozhodne.

1FZŠ Táborská 45/421, Praha 4, www.zstaborska.cz; miroslav.hricz@centrum.cz
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Volbu mu usnadňuje školnı́ vzdělávacı́ program, celkové nasměrovánı́ školy, na které
působı́.

Jsem hluboce přesvědčen, že výše uvedené je možné naplňovat ve všech oblastech
matematického vzdělávánı́. Úpravy algebraických výrazů často činı́ žákům obtı́že. Právě
proto je nutné propedeutice, upevňovánı́ a prohlubovánı́ tohoto učiva věnovat dostatečné
množstvı́ času. Tı́mto tématem jsem se zabýval již v minulých letech. Tento přı́spěvek
bude navazovat na [1].

Připravil jsem dalšı́ čtyři pyramidy na procvičovánı́ sčı́tánı́ algebraických výrazů.
V prvnı́ je snadné dopočı́tat výraz na vrcholu pyramidy. Řešenı́ pyramidy 2 nenı́ jedno-
značné. Je nutné zvolit v jednom polı́čku výraz, aby bylo možné určit výraz na vrcholu
pyramidy. Úkolem pyramidy 3 nenı́ určit výraz na vrcholu pyramidy, ale doplnit zbývajı́cı́
polı́čka. Nejčastějšı́ chybou je chybějı́cı́ kontrola, zda součet v předposlednı́ch řádcı́ch
Pyramida 4 je pro žáky komplikovaná, na několika mı́stech musı́ odhalit chybu. Vý-
sledkem je pak částečně doplněná pyramida. Mnozı́ žáci určı́, že pyramidu nelze doplnit
(úloha nemá řešenı́).

Symbolika matematického myšlenı́ prošla dlouhou a náročnou cestou vývoje, jak
ukazuje historie matematiky. Současná symbolika algebry vznikla na konci 16. stoletı́.
Jejı́m objevitelem byl francouzský matematik Francois Viéte (1540–1603). Nahrazovánı́
čı́sel pı́smeny znamenalo velký pokrok. Jeho jazyk mimo jiné přispěl k rozvoji infi-
nitezimálnı́ho počtu a analytické geometrie. Je proto velmi důležité, aby upevňovánı́
a prohlubovánı́ učiva byl věnován dostatečný čas.
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[3] Novotná, J. a kol. (1998): Matematika s Betkou 3, učebnice matematiky pro 8. ročnı́k.
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NENÍ JENOM SUDOKU ANEB VYUŽITÍ
JAPONSKÝCH RÉBUSŮ VE VÝUCE

MATEMATIKY
RUDOLF CHLOUPEK1

ÚVOD

Z velkého množstvı́ „japonských“ rébusů je zřejmě nejrozšı́řenějšı́ Sudoku, které
zaplavilo i české časopisy a stalo se značně oblı́benou zábavou dětı́ i dospělých. V ma-
tematice ZŠ má ale omezené použitı́, i když jı́m rozvı́jı́me logické myšlenı́ a kombinačnı́
schopnosti. Tento druh hádanek lze využı́t spı́š pro volnějšı́ hodiny jako relaxaci, úkoly
navı́c apod.

Z nabı́dky úloh byly pro dı́lnu vybrány rébusy s geometrickým základem. Tyto úlohy
patřı́ k netradičnı́m úlohám vhodným k využitı́ na druhém stupni základnı́ školy (viz RVP
ZV).

Pomocı́ těchto úloh se rozvı́jejı́ geometrické představy žáků, napřı́klad pojmy obsah a
obvod mnohoúhelnı́ku. Výsledků lze však využı́t i v mnoha jiných souvislostech s učivem
matematiky. Úlohy motivujı́ a aktivizujı́ žáky a vedou je k systematické práci podle
daných pravidel a rozvı́jejı́ tak řadu klı́čových kompetencı́ žáků. Jejich využitı́ ve školské
matematice může být překvapivě efektivnı́.

1Základnı́ škola Jihlava, Kollárova 30; rchloupek@zskol.ji.cz
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Účastnı́ci dı́lny se seznámili s hrami Sikaku, Fillomino, Nurikabe, Slitherlink a Masyu,
jejich možným použitı́m ve výuce, diskutovali o možnostech využitı́ ve výuce a zkusili
si některé úlohy vyřešit.

SHIKAKU

Hra pracuje s obsahy pravoúhlých rovnoběžnı́ků různých tvarů a má poměrně jedno-
duchá pravidla:

Rozděl čtvercovou sı́t’úplně na nepřekrývajı́cı́ se obdélnı́ky a čtverce tak, aby v každém
útvaru bylo obsaženo právě jedno polı́čko s čı́slem. Toto čı́slo určuje obsah pravoúhelnı́ku.

Zájem o Shikaku (někdy Sikaku, Divide by Box) podnı́til i rozhovor s kolegy o proble-
matice mechanického použı́vánı́ vzorců, špatném rozlišovánı́ obvodu, obsahu a objemu
žáky.

Obr. 1: Shikaku

Mı́sto dlouhého povı́dánı́ si všechno vysvětlı́me na přı́kladu: Vlevo na obr. 1 vidı́te
zadánı́ úkolu, vpravo je úkol vyřešen (úloha je vytvořena pomocı́ tabulky ve Wordu).
Zvolı́me-li většı́ hracı́ pole (nemusı́ být nutně čtvercové), můžeme použı́t i obrazce
s většı́m obsahem. Na hru pak může navázat diskuse o možných rozměrech pravoúhelnı́ků
s daným obsahem, hledánı́ mnohoúhelnı́ku s nejmenšı́m a největšı́m obvodem při daném
ob-sahu apod.

Možná obměna je v tom, že si žáci vyrobı́ přı́slušné tvary pravoúhelnı́ků z tvrdšı́ho
papı́ru a obarvı́ je. Při hře samotné je umı́st’ujı́ na hracı́ plochu. Odpadá tak gumovánı́
a lépe se cvičı́ prostorová představivost. Manipulacı́ s tvary se s nimi a jejich vlastnostmi
žáci blı́že seznamujı́.

Zajı́mavé je také využitı́ připravených tvarů pro posouzenı́ dělitelnosti čı́sel. Jaký tvar
má pravoúhelnı́k, jehož obsah reprezentuje prvočı́slo?
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Dalšı́ využitı́ připravených pravoúhelnı́ků a samotné hry už ponechám fantazii čte-
náře. K řešenı́ Shikaku se dá velmi dobře využı́t i MS Excel. Stačı́ mı́t zadánı́ ve formě
tabulky. Pak už jenom zapneme nástroj ohraničenı́, zvolı́me silnějšı́ čáru a barvu ohrani-
čenı́ a můžeme začı́t. Chybné tahy se dajı́ zrušit tı́mtéž nástrojem pomocı́ gumy.

Obr. 2: Shikaku

Pro žáky je však v určité fázi mnohem zábavnějšı́, jestliže úlohy připravujı́ sami.
I v tom jim může počı́tač pomoci.

FILLOMINO

Tato hra je podobná předchozı́, mı́sto obdélnı́ků však použı́vá tzv. polymina, tj.
mnohoúhelnı́ky, které jsou sestaveny z navzájem se nepřekrývajı́cı́ch čtverců dotýkajı́cı́ch
se stranami.

Obr. 3: Polymina

Úkolem hráče je zcela vyplnit hracı́ mřı́žku těmito útvary, přičemž do prázdných
polı́ček vepisuje čı́sla podle daného obsahu. Názornějšı́ je, pokud řešitel polı́čka přı́slušná
k téže části vybarvuje. Dvě stejně velká polymina se nesmı́ dotýkat stranou.
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Obr. 4: Fillomino 1, fillomino 2

NURIKABE

Dalšı́ hra může navazovat na předchozı́. Opět se týká se mnohoúhelnı́ků složených
ze čtverců, které se navzájem nepřekrývajı́ (polymina).

Princip hranı́ je následujı́cı́ – v hracı́m plánu rozděleném na čtverečky se nacházı́
několik čtverečků, na kterých jsou čı́sla označujı́cı́, z kolika čtverečků se daný ostrov
skládá. To znamená, že má-li čı́slo jedna, nenı́ potřeba přidávat čtverečky, kdežto když
má čı́slo čtyři, je třeba na ostrůvek připojit dalšı́ tři čtverečky (Na ostrůvku smı́ být jen
jedno čı́slo a neexistujı́ ostrůvky bez čı́sla). Znı́ to sice složitě, ale jakmile objevı́te jak na
to, hra vás uchvátı́.

Ano, ještě je třeba zbylé čtverce obarvit na modro (nebo jinak), aby vznikl jakýsi
dojem, že se jedná o modrou lagunu se spoustou atolů. Kromě dělánı́ ostrůvků se musı́te
řı́dit dalšı́mi, neméně významnými, pravidly. Zaprvé, je třeba, aby všechny ostrovy byly
propojeny vodou a nevznikaly mezi nimi rybnı́čky bez přı́stupu do moře. Dále se dva
různé ostrovy spolu nemohou dotýkat jinak, než rohy a poslednı́m pravidlem je, že na
mapě nesmı́ vzniknout modré útvary většı́ než 2 x 2 čtverečky.

Hra podporuje prostorovou představivost a logické myšlenı́. Ukazuje, že stejný obsah
mohou mı́t velice různé rovinné útvary a sloužı́ k výpočtům složených útvarů. Didakticky
se dá opět využı́t nejen hra, ale i připravené hracı́ objekty. Pokud si žáci připravı́ různá
polymina, dajı́ se velmi dobře použı́t i k demonstraci shodnostı́ a shodných zobrazenı́,
skládánı́ různých tvarů apod. (ale to už trochu zasahuje i do královstvı́ Blokusu).

Přı́klad hry (obr. 5): I když se zdá, že pravidla hry jsou poměrně složitá, a také nalézt
řešenı́ zabere nějakou dobu, žáky hra zaujala, stejně jako vytvářenı́ dalšı́ch úloh pro
spolužáky. Při této činnosti se dá použı́t bud’ vyrobených polymin nebo kostek ze hry
Blokus (s omezenı́m velikosti ostrovů)

U složitějšı́ch zadánı́ je kontrola složitějšı́ (je lépe mı́t řešenı́ připraveno dopředu).
Dalšı́ dvě hry, Slitherlink a Masyu se lišı́ od předchozı́ch zejména tı́m, že cı́lem

nenı́ vyplněnı́ plochy, ale vytvořenı́ uzavřené souvislé lomené čáry, která ohraničuje
mnohoúhelnı́k.
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Obr. 5: Hurikabe 1, nurikabe 2

SLITHERLINK

Pravidla hry Slitherlink (klouzavé spojenı́):

1. Spojte sousedı́cı́ body vodorovnou nebo svislou čarou

2. Spojenı́ vytvořı́ souvislou čáru bez křı́ženı́ a větvenı́

3. Čı́sla naznačujı́, kolik čárek je obklopuje

4. Je-li buňka prázdná, může být rámována li-bovolným počtem čárek

Přı́klad hry je na obr. 6.

Obr. 6: Slitherlink 1, slitherlink 2

Tuto hru zařazuji jako protiklad ke hrám s rovinnými útvary, protože zde se jedná
o čáru, tedy obvod obrazce. V myšlenı́ žáků tak docházı́ k diferenciaci pojmů obvod
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a obsah. Je vhodné také úlohy na zjištěnı́ obvodu obrazce zařadit. Následně může být
vypočı́tán i obsah. Žáci tak pochopı́ obsah pojmu nezávisle na výpočtu podle vzorce
a naopak docházejı́ k různým postupům při výpočtech.

Pro vytvořenı́ hernı́ho plánu se dá výhodně využı́t programu Cabri geometrie (vytisk-
neme část tzv. mřı́žových bodů, dá se ale hrát i v klasické čtvercové sı́ti.

MASYU

Pravidla
Masyu je zajı́mavá, ale dost obtı́žná hra. Hráč má za úkol navléci černé a bı́lé perly

na provázek, který tvořı́ uzavřenou smyčku. Provázek ale může být umı́stěn pouze vo-
dorovně nebo svisle. Z polı́ček, která perlu neobsahujı́, může čára znázorňujı́cı́ provázek
vycházet z libovolných dvou stran. Pro polı́čka s perlami platı́ následujı́cı́ pravidla:

černé perly: Čára procházejı́cı́ černou perlou se v nı́ lomı́ do pravého úhlu. Soused-
nı́mi polı́čky musı́ ale procházet přı́mo.

bı́lé perly: Čára musı́ procházet bı́lou perlou přı́mo (nelomı́ se v nı́). Naopak alespoň
v jednom bezprostředně sousednı́m plolı́čku se lomı́ do pravého úhlu (může tedy i v obou).

Mı́sto složitého vysvětlovánı́ je lépe si prohlédnout ukázku (obr. 7).

Obr. 7: Masyu 1, masyu2

Pro žáky je někdy obtı́žné kreslenı́ čáry, protože nemajı́ v přı́padě zlomu oporu
v hernı́m plánu. Je proto lepšı́, je-li plán připraven na jemnějšı́ čtvercové sı́ti, kde jednu
buňku tvořı́ čtyři čtverečky.

Ukázka vytvořenı́ Masyu v Excelu (včetně demonstrace pravidel) je na obr. 8.
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Obr. 8: Masyu 3

I zde je možné na hru navázat matematickými úlohami. Úkol je pro žáky obtı́žnějšı́,
pokud určı́me rozměr malého čtverečku.
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INTERNETOVÉ ODKAZY (KE DNI 19. 3. 2008)

MASYU

http://www.sudoku.org.uk/
http://2n1.org/applets/pearls/
http://www.answers.com/topic/masyu?cat=technology
http://specgram.com/CLII.1/12.jones.masyu.html lingvistické
www.proofbypicture.com/weblogs/puzzles/2007/02/hexagonal-masyu-3.html
6úhelnı́kové
http://www.tellmehowto.net/howto/play masyu 4538

SIKAKU

http://sikaku.sk/
http://www.sikaku.co.uk/
http://www.janko.at/Raetsel/Sikaku/index.htm

NURIKABE

http://www.logicgamesonline.com/nurikabe
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http://www.puzzle-nurikabe.com/
http://profuvsvet.ic.cz/view.php?nazevclanku=nurikabe
-aneb-quotcerna-a-bilaquot&cisloclanku=2007050013

http://www.dailysudoku.com/nurikabe/index.shtml
http://www.logicgamesonline.com/nurikabe/tutorial.html
http://www.saidwhat.co.uk/puzzleclub/nurikabe/

SLITHERLINK

http://www.saidwhat.co.uk/puzzleclub/slitherlink/
http://www.puzzle-loop.com/
http://en.wikipedia.org/wiki/Slitherlink
http://www.nikoli.co.jp/en/puzzles/slitherlink/

ŠIFROVÁNÍ A MATEMATIKA

ANTONÍN JANČAŘÍK1

Utajovánı́ informacı́ je skoro stejně star, jako lidská civilizace. Jakmile informace
začaly nabývat na ceně, začali je lidé tajit. Doklady o šifrovánı́ nalézáme u starých Egyp-
t’anů, Indů, Čı́ňanů i Řı́manů. Použitı́ šifer lze dokonce vysledovat i ve Starém zákoně.
Nenı́ divu, že na vývoji nebo odhalovánı́ šifer se často podı́leli nejlepšı́ myslitelé své
doby. Modernı́ kryptologie, která vznikla s nástupem počı́tačů, je již výhradně doménou
matematiků. Přesto, že počı́tače jsou schopné většinu historických šifer dešifrovat ve
velice krátkém čase, jsou tyto stále oblı́bené jako součást šifrovacı́ch soutěžı́ a her. Cı́lem
tohoto článku je ukázat základnı́ metody – substituci a transpozici, které se při šifrovánı́
použı́vajı́, a metody, které lze na jejich rozluštěnı́, i bez pomoci počı́tačů, použı́t.

SUBSTITUCE

Substitucı́ nazýváme šifrovacı́ metodu, při nı́ž je jeden nebo vı́ce znaků nahrazeno
jednı́m nebo vı́ce jinými znaky. Nejjednoduššı́ substitučnı́ šifrou je šifra monoalfabetická,
v nı́ž je jeden znak vždy nahrazován znakem jiným. Klı́čem pro šifrovánı́ i dešifrovánı́
je převodnı́ tabulka (nebo pravidlo), která udává, který znak má být kterým znakem
nahrazen. Mezi nejstaršı́ monoalfabetické šifry patřı́ hebrejské šifry (např. šifra Atbaš,
ve které je každé pı́smeno nahrazeno pı́smenem z opačného konce abecedy (takto je
napřı́klad v knize Jeremijáš několikrát mı́sto slova Babel použito slovo Šéšak) a Césarova
šifra, v nı́ž je každé pı́smeno nahrazeno pı́smenem stojı́cı́m o tři pozice v abecedě dál.
V šifrovacı́ch hrách se s monoalfabetickou substitučnı́ šifrou setkáváme např. pod názvem

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; antonin.jancarik@pedf.cuni.cz



106 A. Jančařı́k: Šifrovánı́ a matematika

šifra kapitána Kida. Ve hrách také často mı́sto pı́smen použı́váme jiné znaky. Nejznámějšı́
šifrou tohoto typu je Morseovka. V počı́tači takovou šifru vyrobı́me snadno tı́m, že mı́sto
normálnı́ho fontu použijeme některé z obrázkových pı́sem, např. WingDings.

Velkou oblibu má také šifra známá jako Velký polský křı́ž:

V této šifře mı́sto znaku použı́váme obrázek znázorňujı́cı́ jeho pozici ve křı́ži.

JAK DEŠIFROVAT SUBSTITUČNÍ ŠIFRU

Postup dešifrovánı́ u monoalfabetické substitučnı́ šifry je velice jednoduchý. Při
dešifrovánı́ využı́váme vlastnostı́ jazyka, které jsou vzhledem k substituci invariantnı́.
Jedná se předevšı́m o rozdı́lnou frekvenci výskytu jednotlivých znaků. Čeština nepoužı́vá
všechna pı́smena použı́vána stejně často. Pı́smena jako e, o, a, i či n použı́váme velice
často, naproti tomu q, g či f se v textech takřka nevyskytujı́.

Pro dešifrovánı́ textu zpravidla stačı́ spočı́tat frekvenci výskytu jednotlivých znaků
a doplnit za nejhojnějšı́ znaky odpovı́dajı́ pı́smena. Doplněnı́ pěti až šesti nejčastějšı́ch
pı́smen obvykle postačuje k rozluštěnı́ celého textu, nebot’již snadno odhadnete význam
některých slov a doplnı́te dalšı́ pı́smena.

Např.: X teto Xete Xe poXeXaXo poXXe pet pXXXeX.
Při dešifrovánı́ můžete použı́t následujı́cı́ informace:

Pořadı́ znaků v češtině podle frekvence výskytu:
E,O,A,I,N,S,T,R,V,U,L,Z,D,K,P,M,C,Y,H,J,B,G,F,X,W,Q
Pořadı́ znaků v češtině podle frekvence výskytu na začátku slov:
P,S,V,Z,N,T,O,J,K,D,A,B,M,R,U,C,I,H,E,L,F,G,W,Y,Q,X
Pořadı́ znaků v češtině podle frekvence výskytu na konci slov:
E,I,A,O,U,Y,M,T,H,V,L,K,S,Z,D,N,R,C,J,B,P,G,F,W,X,Q
Nejčastějšı́ dvojice znaků:
ST, PR, SK, CH, DN, TR
Nejčastějšı́ trojice znaků:
PRO, UNI, OST, STA, ANI, OVA, YCH, STI, PRI, PRE, OJE, REN, IST, STR
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TRANSPOZICE

Druhou nejčastěji použı́vanou šifrovacı́ metodou je transpozice. V této šifrovacı́
metodě neměnı́me jednotlivé znaky, nýbrž jejich polohu. Jinými slovy, pı́smenka v textu
prostě přeházı́me. Poměrně časté je napřı́klad psanı́ odzadu, či s přeházenými slabikami
uvnitř slova. Asi nejznámějšı́ transpozičnı́ šifrou je transpozičnı́ mřı́žka.

Transpozičnı́ mřı́žka je tabulka, v nı́ž jsou některá po-
lı́čka vystřižena, a do nich je postupně vpisován otevřený
text. Po zaplněnı́ všech polı́ček je tabulka otočena o 90◦

a postup se opakuje. Tuto šifru použil J. Verne ve svém
románu Hrabě Monte Christo.

Jsou možné vytvořit i jiné tvary šifrovacı́ tabulky než
čtverec, napřı́klad šestiúhelnı́k se šestiúhelnı́kovými polı́čky,
který se 5krát otáčı́ o 60◦. Klı́čem této šifry je rozloženı́
vystřı́haných polı́ček.

JAK DEŠIFROVAT TRANSPOZIČNÍ ŠIFRU

Také transpozičnı́ šifru lze poměrně snadno dešifrovat, pokud máme k dispozici
dostatečně dlouhý text a známe délku použité permutace. Postup dešifrovánı́ je pak
následujı́cı́. Text si zapı́šeme do tabulky s počtem sloupců odpovı́dajı́cı́m délce permutace.
Sloupce tabulky rozstřı́háme a přeskupujeme tak, abychom se snažili zohlednit bigramové
četnosti (např. PR, ST) a samohláskové a souhláskové vazby, a to ve všech řádcı́ch tabulky
najednou. Postupně se tedy pokoušı́me k sobě přikládat vhodné sloupce, až v řádcı́ch
dostaneme celé bloky otevřeného textu. Ačkoli tato metoda vypadá velmi složitě, je
jednoduchá. Během druhé světové války dokázala německá rozvědka tı́mto způsobem
dešifrovat i zprávy českého odboje, které měly několik desı́tek sloupců a pouhé tři řádky.

JAK ODHALIT DÉLKU PERMUTACE

V některých přı́padech ale neznáme délku použité permutace a musı́me ji nejprve
odhalit. Ve většině přı́padů délka permutace dělı́ délku zašifrovaného textu, což nám velice
zjednodušuje celou situace. Pokud máme vybrat z několika potencionálnı́ch kandidátů,
nejprve rozepı́šeme text do přı́slušné tabulky jako v situaci, kdy délku permutace známe.
Následně spočı́táme poměr mezi souhláskami a samohláskami na jednotlivých řádcı́ch.
Tabulka, ve které se tento poměr na největšı́m počtu řádků blı́žı́ poměru 4 : 6 ve prospěch
souhlásek, je s největšı́ pravděpodobnostı́ ta, kterou máme dále dešifrovat.

ZÁVĚR

Šifrovacı́ hry jsou vhodným nástrojem pro seznámenı́ žáků se statistickými meto-
dami, permutacemi, ale i nástrojem pro zı́skánı́ jazykového citu. Ukazujı́ interdiscipli-
nárnı́ vazby mezi matematikou a lingvistikou. Šifrovánı́ nenı́ suchopárnou vědou, ale
dobrodružným přı́během, do kterého se mohou zapojit i naši žáci.
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DIDAKTICKÁ HRA V HODINÁCH
MATEMATIKY

MICHAELA KASLOVÁ1

VYMEZENÍ POJMU A REALITA

Definice zařazená do Pedagogického slovnı́ku: Didaktická hra je analogiı́ spontánnı́
činnosti dětı́, která sleduje didaktické cı́le. Může se odehrávat v učebně, tělocvičně, na
hřišti, v přı́rodě. Má svá pravidla, vyžaduje průběžné řı́zenı́, závěrečné vyhodnocenı́.
Je určena jednotlivcům i skupinám, přičemž role pedagogického vedoucı́ho mı́vá široké
rozpětı́ od hlavnı́ho organizátora až po pozorovatele. Jejı́ přednostı́ je stimulačnı́ náboj,
nebot’probouzı́ zájem, zvyšuje angažovanost žáků na prováděných činnostech, podporuje
jejich tvořivost, spontaneitu, spolupráci i soutěživost, nutı́ je využı́vat různých poznatků
a dovednostı́, zapojovat životnı́ zkušenosti. Některé didaktické hry se blı́žı́ modelovým
situacı́m reálného života. (Průcha s. 48)

Kot’átková (s. 54) uvádı́ didaktickou hru z pohledu praxe v mateřské škole: Didak-
tická hra je charakteristická hlavnı́m podı́lem záměrného pedagogického cı́le. . . . Majı́
za cı́l vytvořenı́ určité dovednosti nebo jejı́ho základu. S podobným záměrem jsou tyto
(didaktické) hry použı́vány v kognitivnı́ oblasti k prohloubenı́ poznánı́ v určitých obsa-
hových tématech, nebo k rozvoji vizuálnı́ nebo audio analýzy s integracı́ nového do již
poznaného.

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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Didaktická hra bývá v odborné literatuře podobně jako v přı́spěvcı́ch učitelů vyme-
zována také jako z vnějšku řı́zená motivovaná činnost, která je využı́vána k naplněnı́
pedagogických záměrů. Didaktická hra je hra, při které děti zı́skávajı́ nebo procvičujı́,
upevňujı́ vědomosti, dovednosti, návyky, rozvı́jejı́ se psychické funkce (vnı́mánı́, pamět’,
představivost, myšlenı́, pozornost, postřeh). Jsou to hry, které tvořı́ přechod mezi hrou
a učenı́m. A jsou i důležitým motivačnı́m prostředkem. Správná didaktická hra je taková,
kdy si dı́tě hraje a nemá pocit, že se něco učı́. Pro děti je velice přitažlivá, poskytuje
změnu, odpočinek, radost a zábavu. [13] Kası́ková (1, s. 207) chápe didaktickou hru
jako seberealizaci žáků, řı́zenou určitými pravidly a sledujı́cı́ výchovně vzdělávacı́ cı́le.

Jak je z výše uvedených pojetı́ didaktické hry patrné, je zde chápána jako relativně
izolovaná aktivita. Tento přı́stup minimálně v hodinách matematiky nelze připustit.
Didaktická hra nabývá na významu a zúročuje se aktivita v rámci jejı́ho průběhu
teprve tehdy, je-li na hru vhodně navázáno. Je-li didaktická hra propojena s látkou, ke
které se váže, zejména slabšı́m žákům usnadnı́ využı́t nových zkušenostı́ z didaktické hry
v matematických aktivitách. Tato návaznost nemusı́ být bezprostřednı́, avšak čı́m je žák
staršı́, tı́m vı́ce potřebuje zvědoměnı́ toho, co se ve hře odehrávalo. U nadprůměrných žáků
dokonce platı́ pravidlo nutnosti (Matějčkovo pojetı́ smysluplnosti) předem zdůvodněnı́
smyslu zařazenı́ hry (Kaslová: jinak aktivita nadprůměrného žáka, nenı́-li soutěživý nebo
výjimečně hravý, opadá, nebot’ zpravidla hru chápe jako činnost pro malé nebo slabé
žáky).

U didaktických her bývajı́ zmiňovány 4 etapy, někdy nazývané strukturou didaktické
hry: 1) Úkol (cı́l); 2) Vlastnı́ hravá činnost; 3) Pravidla; 4) Závěr, vyhodnocenı́ hry. Toto
ovšem platı́ pouze tehdy, je-li hra zařazena do hodiny pouze jednou. Jinou strategiı́,
zejména v matematice, je opakované zařazenı́ hry během delšı́ho obdobı́, někdy jde
o vytvořenı́ rituálu v hodinách matematiky (např. Nechanická: Matematický král). Pak
můžeme mluvit o jiné etapizaci či strukturaci: 1) úvodnı́ aktivity, informace 2) základnı́
orientace ve hře, 3) dı́lčı́ zkušenosti sdělované mezi některými hráči či s učitelem, jde
vı́ce o dojmy, 4) opakované zařazenı́ hry a prohloubený pohled na podstatu hry, hledánı́
strategiı́, zjednodušujı́cı́ch kroků, zobecněnı́ nebo ekonomizace procedur, 5) schopnost
nadhledu nad hru, oproštěnı́ od konkrétnı́ch kroků jedné hry, 6) formulace metazkušenostı́
propojujı́cı́ch svět hry se světem matematiky.

Jsou specifické hry, které při jediném zařazenı́ mohou být těžko klasifikované jako
didaktické. Teprve při opakovánı́ takové hry se ze hry stává didaktická hra předevšı́m
v momentě, kdy se žák vyrovnává s určitými obtı́žemi, které mu bránı́ do hry proniknout
a které nejsou přı́mo spjaty s didaktickým cı́lem. I izolovaně zařazená hra nemusı́ nabýt
charakteru didaktické hry bez následných aktivit řı́zených či iniciovaných učitelem. Ak-
tivity nemusejı́ být předem plánované, mohou vycházet z momentálnı́ situace, z kontextu
at’věcného, či emočně sociálnı́ho.

Jak uvádı́ Kası́ková, je didaktická hra stále hrou. To znamená, že pokud ji dı́tě přijme
jako opravdovou hru, je zde vyššı́ podı́l emocı́ než v běžných úlohách. U některých
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hrových aktivit docházı́ tedy k takovým procesům, které umožnı́ zapomenout na svět
matematiky, tato skutečnost může být také blokem, proč k přenosu nových zkušenostı́
do světa matematiky plně nedocházı́. Emoce navı́c mohou blokovat nástup racionálnı́ch
procedur. Jde-li o takovou hru, je třeba se k nı́ vrátit z jiného pohledu a napojit na
ni nové aktivity na pomezı́ hry a řešenı́ matematických problémů tak, aby oba světy
žák propojil sám či v kooperaci s ostatnı́mi. V některých didaktických hrách docházı́
k vytěženı́ ze hry napřı́klad hledánı́m odpovědi na vhodně položenou otázku (reagovánı́m
na poznámku) navazujı́cı́ na předchozı́ hru. Jindy to může být výzva k tvořivé aktivitě,
k obměně hry dle podmı́nek (zjednodušenı́ nebo ztı́ženı́ obtı́žnosti). Jsou didaktické hry
směřujı́cı́ k prohloubenı́ sebepoznánı́, zde je vhodné, aby na takovou hru navázala beseda
napřı́klad v malých skupinách.

HRA DIGIT
Typickou ukázkou, kterou jsme zvolili, je zařazenı́ hry DIGIT do hodin matematiky.

Hra Digit sehrála několik rolı́, v každém obdobı́ jinou, a to v závislosti na kontextu, do
kterého byla zasazena, a v závislosti na postupném vyspı́vánı́ hráčské zkušenosti.

Se hrou Digit se žáci setkali poprvé v prosinci 2007 v rámci školnı́ho DOPOLEDNE
S HRAMI rozvı́jejı́cı́mi uvažovánı́ a prostorovou představivost. Rozhodně zde žáci ne-
spojovali hry s matematikou. Pro řadu z nich to byla doba, kdy se mı́sto vyučovánı́
hrálo.

Ve druhé etapě byla hra Digit zařazena v průběhu ledna následně třikrát do hodin
matematiky, třı́dy to zpočátku pojı́maly spı́še jako zábavu za odměnu. Při opakovánı́ se
ve třı́ či čtyřčlenných skupinách rodily otázky: a) mı́ra pravděpodobnosti výhry, b) vliv
konfigurace (sestavy) tyčinek na jejı́ nestavitelnost, c) přijatelnost zrcadlenı́, rotace do
řešenı́, d) existence konfiguracı́ blokujı́cı́ch vznik požadovaných konfiguracı́. V této fázi
se třı́da ukázala „zralou“ na přechod od hry k didaktické hře. V tento moment nastává
přı́hodná chvı́le pro to, kdy se na počátku nové hodiny tyto otázky vhodně otevřou a znovu
se nechajı́ žáci hru jednou zahrát. Hra byla tentokrát zařazena do hodiny geometrie, kde
byla žákům připomenuta již dřı́ve probraná látka o shodných zobrazenı́ch, speciálně
o osové souměrnosti. Byli vyzváni k tomu, aby sledovali, zda se ve hře geometrie
objevuje a jak.

Po odehránı́ jedné hry, kterou náhle žáci komentovali zcela jinak (i s použitı́m školské
terminologie), dostaly skupiny pracovnı́ listy dvojı́ho typu: a) skupina se měla rozdělit do
dvojic a každá dvojice měla řešit totéž, v závěru výsledky práce porovnat (viz přı́loha 1),
b) pracovnı́ list měli všichni řešit společně s využitı́m tyčinek ze hry Digit (viz přı́loha 2).
Na to navázal tvořivý úkol: sestavit hru – karty Digitu pro malé děti, kde by na kartách
byly jen konfigurace 4 tyčinek. Hledánı́ všech možných konfiguracı́ vedlo k opakova-
nému probı́ránı́ problému shodnosti konfiguracı́, porovnávánı́ a diskusi. Pokud si žáci
nevěděli rady, mohli opět využı́t manipulace s tyčinkami. Nalezenı́ všech 16 možnostı́
vyústilo ve tvorbu takových hracı́ch karet pro mladšı́ (problém dělaly napřı́klad proporce,
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umı́stěnı́ úseček na čtvercové kartě). Která skupina byla hotova, mohla hledat pořadı́ (4–
5) vybraných nových karet tak, aby každé dvě sousednı́ karty představovaly takové dvě
konfigurace, kde lze z jedné konfigurace k druhé dojı́t přesunem jediné tyčinky.

V březnu v rámci oslav J.A. Komenského měli žáci možnost zı́skávat body za úspěšné
řešenı́ hrových úkolů. Jednı́m z nich bylo nalézt takové pořadı́ všech vyrobených 16 karet
(16 různých konfiguracı́), aby ke každé následujı́cı́ bylo možné přejı́t přesunem jediné ty-
činky. Pro řešenı́ je zde nutné využı́t zpracovánı́ konfiguracı́ v představě s využitı́m rotace
nebo osové souměrnosti. Šlo de facto o řešenı́ serioznı́ho matematického úkolu, který se
ovšem ve spojenı́ s dřı́vějšı́ hernı́ zkušenostı́ jevil jako hra. Vedlejšı́m produktem zařazenı́
hry Digit do vyučovánı́ byla skutečnost, že žáci objevili možnost „vyhrát si s málem“,
citujme: „Vona zábava nemusı́ bejt drahá.“ „Jo a vejde se do kapsy.“ „A můžeme mı́t
i svý pravidla!“

Dalšı́m efektem čistě pedagogickým byla změna postoje k práci ve skupinách, po-
žadovánı́ dalšı́ch her, které „matematice pomůžou“. U žáků šestých ročnı́ků již tedy
nemluvı́me o nenápadnosti didaktické hry a pouhé motivačnı́ roli. Zde došlo k pochopenı́
efektu hry a požadovánı́ podobného typu aktivit s cı́lem zlepšit se.
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[4] Kaslová, M. Komunikace a talent. In Ani jeden matematický talent nazmar. Ed.
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POSTUPY A JEJICH KÓDOVÁNÍ
V HODINÁCH MATEMATIKY

MICHAELA KASLOVÁ1

ÚVOD

Zabýváme-li se kódovánı́m, lze uvažovat, o dvou hladinách kódovánı́: jedna, která
v sobě nese jedinečnou konkrétnı́ informaci, jiná, která má obecnějšı́ charakter. K těm
pařı́ napřı́klad popis konstrukce n-úhelnı́ka pomocı́ geometrické symboliky v přı́padě, že
je dána úloha parametricky. Vı́me, že popis postupu řešenı́ jakékoliv úlohy je úkol pro
žáka ne právě snadný. Jsou však žáci, kteřı́ popis v grafické podobě berou jako hravou
formu kódovánı́ a jsou dı́ky tomu schopni zapomenout na své komunikačnı́ obtı́že. Jinı́
dávajı́ grafické formě komunikace přednost již jen proto, že neradi mluvı́.

MOTTO:
Současné matematické knihy se zdajı́ být symboly přı́mo zahlceny, ale matematický

znak ještě nenı́ sám o sobě matematikou, jako notový part ještě nenı́ hudbou. Hudba
nevzniká okamžikem notového zápisu, ale teprve ve chvı́li, kdy pronikne do našı́ mysli.
To také platı́ pro matematiku. (Devlin, s. 13)

STIMULACE ŽÁKŮ

Žáci různých věkových skupin i různé úrovně byli vyzváni, aby dali pı́semně ná-
vod, jak řešit danou úlohu, daný typ úlohy. Jde svým způsobem o substitučnı́ aktivitu

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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(Marchini, Kaslová, 2003). Pokud je téma geometrické, je žák vázán již zavedenými
znaky a pravidly pro jejich užitı́. Z uvedených důvodů byli žáci vedeni k tvorbě vlastnı́ho
způsobu záznamu. Aby byla úloha pro žáky smysluplná, simulovali jsme situaci, kdy má
žák dát co nejstručnějšı́ návod nemocnému slabšı́mu spolužákovi (e-mailem, esemeskou,
na kousku papı́ru) aniž by za něho úlohu vyřešil.

Napsat stručný návod byl pro některé žáky obrovský problém, avšak požadavek
stručnosti vedl žáky k rozhodovánı́, co je podle nich v postupu nejpodstatnějšı́, jaké
jsou priority kroků, museli také zvážit, kterou terminologii použı́t, respektive jak ji
srozumitelně zakódovat.

ÚLOHY A JEJICH CHARAKTER

Ve všech přı́padech šlo o zadánı́ aritmetických úloh, které (byt’ne vždy standardnı́,
avšak aspoň několikrát ve škole řešené) nepředstavovaly problém u vyzvaných řešitelů.

Zadané úlohy lze rozdělit do třı́ základnı́ch skupin:

a) úlohy se 4 základnı́mi operacemi (pamětné, pı́semné algoritmy, použitı́ závorky)

b) úlohy se zlomky

c) algebrogramy

GRAFICKÉ ZÁZNAMY

Žákovská řešenı́ či přı́stupy odrazily v prvnı́ řadě mı́ru nadhledu nad daným typem
úlohy. Aniž to bylo původně záměrem, ukázalo se, že tato aktivita nese i rysy diagnostické
aktivity a dokáže odrážet i mı́ru pochopenı́ úlohy daného typu. To, co se neprojevilo v ústnı́
komunikaci, to ukázalo řešenı́ s využitı́m grafického kódu.

V mluvnı́m projevu se žáci často uchylovali k obratům, které odposlouchali od učitelů,
šlo tedy o pouhou vı́ce či méně přesnou reprodukci slov, která neodrážela nutně mı́ru
pochopenı́. Dalšı́m jevem, který při užitı́ grafického kódu odpadl, bylo v mluvnı́m projevu
nahrazovánı́ slov gesty, nadměrné použı́vánı́ ukazovacı́ch zájmen s pokyvovánı́m hlavou,
s ukazovánı́m na konkrétnı́ části zápisu zadánı́ při vlastnı́ho řešenı́.

Grafický projev vyblokoval komunikačnı́ nápodobu nebo reprodukci dřı́ve slyšeného,
užitı́ nepřesných mluvnı́ch znaků, na druhé straně nutil žáka do přesnějšı́ho a jednoznač-
nějšı́ho vyjádřenı́. Tam, kde si žák nevěděl rady s volbou grafického kódu, tam byl dřı́ve
či později nucen vytvořit vlastnı́ kód nebo již zavedenému znaku dát novou interpretaci.
Jak jsme předpokládali, objevily se v grafickém kódu dvě úrovně obecnosti:

1. grafický záznam obsahoval konkrétnı́ data ze zadané úlohy;

2. grafický záznam byl použitelný pro řešenı́ jakéhokoli problému daného typu, někteřı́
žáci dokonce pracovali s grafickým záznamem parametrů (v podobě rovinných ge-
ometrických útvarů, několika teček, slovnı́ch zkratek apod.). Pı́smena se objevovala
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převážně u žáků čtvrtých a pátých ročnı́ků. Grafické znaky se od sebe lišily předevšı́m
tı́m, zda žák (ne)použil znaky zavedené ve škole, či zda si vytvořil znaky sám (šipky, vl-
novky, zkratky slov), nebo dokonce kombinoval zavedené znaky s hláskovým pı́smem
(pokynů, přı́kazů odposlouchaných ve škole a zapsaných slovy) jako např. „zapiš“,
„opiš“, „namaluj“, nebot’ je pokládal za důležité (at’ z pohledu matematiky, tak pod
vlivem sociálnı́ho kontextu).

ŽÁKOVSKÁ REFLEXE

Žáci zpočátku nechápali, co se po nich požaduje, přestože projevovali snahu „pomoci
slabšı́mu“, projevovali známky empatie. Zde docházelo k diskusi, zda žákovi pomůže
popis postupu u konkrétnı́ úlohy, nebo zda nedat raději návod, který by platil i pro jiné
úlohy téhož typu. Co považuji za přı́nosné, je rozbor žákovských návrhů a zamyšlenı́
se žáků nad nimi. Najednou se jevila i jejich vlastnı́ symbolika či použitı́ matematické
terminologie jako smysluplné. Pro některé žáky úkol představoval obtı́žné rozhodovánı́
mezi podstatným a méně podstatným, nutil je přemýšlet o povaze úlohy, charakteristice
čı́sel, vlastnostech operacı́ a podobně. Petr M. (7. r.): To mě nenapadlo, to má Vašek
dobrý. No jo, tady se dá využı́t čitatel (chápej slovo čitatel), rozšı́řit i zkrátit. Kačka P.
(7. r.): To bych si takhle mohla dělat značky o tom, co probı́ráme, lı́p by se to učilo. Kája
M. (2. r. člen Klubu přátel matematiky): . . . ted’se mi hoděj desı́tky a jednotky. Nevadı́,
že sem psal d a j malý? Gábi S. (2. r.): Já sem ale nepsala d, ale desı́tky a taky ne =, ale
sečti. Ale to asi nevadı́. Ve škole to tak (+) čteme. Že by to pochopil?! Nora M. (7. r.):
Já to psala asi moc podrobně, jako návod (gestikuluje ¶ k pračce): No ty zkratky s mi
lı́běj, ale bude tomu rozumět. Vlastně jo. Já to taky chápu. Bára K. (6. r.) : Připomı́ná
to geometrii, ale tady sem si musela značky VYMYSLET! No něco taky ne (+, =). To je
dobrý.

ZÁVĚR

Chápejme tento námět předevšı́m jako inspiračnı́ podnět, jako obohacenı́ učitelské
práce, jako motivačnı́ stimul pro návrat k probrané látce a pro diskusi prohlubujı́cı́ pohled
na probranou látku. Za přı́padné připomı́nky a podněty předem děkuji.
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REPREZENTAČNÍ PROSTŘEDÍ PRO
SHODNÁ ZOBRAZENÍ V ROVINĚ

FILIP ROUBÍČEK1

V dı́lně byly prezentovány ukázky reprezentačnı́ch prostředı́ vhodných pro výuku
shodných zobrazenı́ v rovině na druhém stupni základnı́ školy, a to osové a středové sou-
měrnosti, otočenı́ a posunutı́. Pozornost byla věnována vlastnostem jednotlivých zobra-
zenı́, skládánı́ osových souměrnostı́ a předevšı́m různým formám modelovánı́: zrcadlenı́,
vystřihovánı́, obkreslovánı́, otiskovánı́ a vzorovánı́.

ÚVOD

Vyučovánı́ geometrii na základnı́ škole nabı́zı́ řadu přı́ležitostı́ pro zařazenı́ různých
forem modelovánı́. Neobvyklá reprezentačnı́ prostředı́ pomáhajı́ nejen oživit výuku geo-
metrie, ale také motivovat žáky k činnostem, které jsou založeny na geometrických
aplikacı́ch. Reprezentačnı́m prostředı́m rozumı́me komplex vymezený určitým prostřed-
kem reprezentace a činnostmi souvisejı́cı́mi s jeho užitı́m. Nejde tedy jen o popis modelů
shodných zobrazenı́, ale hlavně o práci s těmito modely.

Osová a středová souměrnost je tradičně zařazována do učiva matematiky v 6. a 7. roč-
nı́ku ZŠ. Naopak otočenı́ a posunutı́ bývajı́ v učivu matematiky na ZŠ spı́še výjimečně
(žáci se s nimi podrobněji seznamujı́ většinou až na střednı́ škole). Zařazenı́ otočenı́
a posunutı́ do učiva ZŠ je přı́nosné zejména pro pojmotvorný proces – vytvářenı́ představ
o geometrických útvarech v rovině i prostoru. Napřı́klad na modelech pravidelných mno-
hoúhelnı́ků lze vysvětlit otočenı́ kolem středu o daný úhel a ukázat souvislost otočenı́
o 180◦ se středovou souměrnostı́. Posunutı́ lze využı́t nejen v konstrukcı́ch rovnoběž-
nı́ků, ale také grafů lineárnı́ch funkcı́. Nemůžeme opomenout ani zkušenosti žáků s těmito
zobrazenı́mi, které zı́skali při pozorovánı́ svého okolı́ (napřı́klad architektury).

Modely použı́vané pro výuku osové a středové souměrnosti jsou často vytvářeny
tradičnı́m rýsovánı́m, přı́padně moderněji na počı́tači. Pro vybudovánı́ dobrých představ
o těchto zobrazenı́ch je účelné seznámit žáky s vı́ce způsoby modelovánı́, včetně těch,

1Matematický ústav AV ČR, v.v.i., Praha; roubicek@math.cas.cz
2Článek vznikl za podpory grantu GA ČR č. 406/08/0710 a výzkumného záměru AV0Z10190503.
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které jsou založeny na manipulativnı́ činnosti. Pro modelovánı́ shodných zobrazenı́ mů-
žeme použı́t snadno dostupné pomůcky, jako jsou zrcátko, razı́tko, průsvitka nebo nůžky,
a také techniky, které žáci znajı́ z hodin výtvarné výchovy. Nenı́ třeba se omezovat
na tužku a papı́r, nebo naopak všechny modely tvořit jen prostřednictvı́m počı́tače, ale
můžeme zvolit i jiné, pro žáky jednoduché a zajı́mavé způsoby modelovánı́.

Obr. 1: Určovánı́ shodných zobrazenı́ na dlažbě

ZRCADLENÍ

Zrcátko je vhodnou pomůckou pro objevovánı́ zákonitostı́ osové souměrnosti. Umož-
ňuje žákům proniknout do podstaty tohoto zobrazenı́ a zı́skat představy důležité pro po-
chopenı́ ostatnı́ch shodných zobrazenı́, která vznikajı́ skládánı́m osových souměrnostı́.
Žáci pomocı́ zrcátka také snadno zkontrolujı́, zda sestrojili obraz v osové souměrnosti
správně, nebo zjistı́, zda daný obraz je osově souměrný. Použı́vánı́ zrcátka při řešenı́
geometrických úloh podněcuje žáky k experimentovánı́ a hlubšı́mu poznávánı́ vlastnostı́
osově souměrných útvarů (viz úloha 1). Má však i své nevýhody – v přı́padě, že osa
souměrnosti protı́ná vzor, je v zrcátku zobrazena jen jeho část (obraz je neúplný).

ÚLOHA 1
Nakreslete lomenou čáru tvořenou třemi úsečkami tak, aby ve spojenı́ s jejı́m obrazem

v zrcadle vznikl a) čtverec, b) lichoběžnı́k, c) kosodélnı́k, d) šestiúhelnı́k.

Obr. 2: Zrcadlenı́ Obr. 3: Řešenı́ úlohy 1

Kreslenı́m různých lomených čar před zrcátkem (viz obrázek 2), nebo obráceným po-
stupem – hledánı́m osy souměrnosti nakresleného útvaru pomocı́ zrcátka žáci sami zjistı́,
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že čtverec, lichoběžnı́k i šestiúhelnı́k lze sestrojit (viz obrázek 3), zatı́mco kosodélnı́k
nikoliv.

VYSTŘIHOVÁNÍ

Pro modelovánı́ osově souměrných útvarů s jednou i vı́ce osami souměrnosti je vhodné
použı́t vystřihovánı́ přeloženého listu papı́ru (viz obr. 4). Vytvořit obrazec s jednou,
dvěma, čtyřmi osami souměrnosti nenı́ nijak obtı́žné. V přı́padě vystřihovánı́ obrazců,
které majı́ tři osy souměrnosti, lze použı́t při překládánı́ papı́ru konstrukci rovnostranného
trojúhelnı́ku nebo úhel o velikosti 60◦ zı́skat měřenı́m, přı́p. zkusmo. Pro vytvořenı́
obrazce s pěti osami souměrnosti je třeba přeložit papı́r tak, aby hrany svı́raly úhel
o velikosti 72◦. Toho žáci docı́lı́ nejsnáze měřenı́m pomocı́ úhloměru. Vystřihovánı́m lze
zı́skat také středově souměrné obrazce nebo obrazce vytvořené pomocı́ posunutı́.

Obr. 4: Vystřihovánı́ přeloženého listu papı́ru

ÚLOHA 2
Z přeloženého pruhu papı́ru vystřihněte trojúhelnı́ky tak, aby vznikl a) pravoúhlý

trojúhelnı́k, b) čtverec, c) kosočtverec, d) deltoid. Jaké dalšı́ mnohoúhelnı́ky lze tı́mto
způsobem zı́skat?
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Obr. 5: Řešenı́ úlohy 2

OBKRESLOVÁNÍ A OTISKOVÁNÍ

Pomocı́ zrcadlenı́ nebo vystřihovánı́ vznikajı́ nepřı́mo shodné útvary (vzor a jeho
obraz v osové souměrnosti). Stejně tak tomu je v přı́padě užitı́ průsvitky nebo pauzo-
vacı́ho papı́ru. Průsvitka je vhodná nejen pro ověřovánı́ shodnosti útvarů, ale také pro
zobrazovanı́ složitých obrazců v osové souměrnosti. Žáci obkreslı́ obrazec měkkou tuž-
kou (č. 1) na průsvitku, průsvitku obrátı́ a čáru obtáhnou. Opakovánı́m tohoto postupu
lze zı́skat také přı́mo shodné útvary. Obdobným způsobem můžeme použı́t i různé šab-
lony. Pro zobrazovánı́ ve středové souměrnosti, otočenı́ a posunutı́, kdy vzor i obraz jsou
přı́mo shodné útvary, lze použı́t obkreslovánı́ obrazců pomocı́ šablony nebo otiskovánı́
obrázkového razı́tka do různých rastrů (čtvercové či jiné sı́tě nebo kruhových výsečı́, viz
obrázek 6).

Obr. 6: Obkreslovánı́ a otiskovánı́ do rastru

ÚLOHA 3

Vytvořte otiskovánı́m obrázkového razı́tka středově souměrný kruhový ornament,
který nemá žádnou osu souměrnosti.

VZOROVÁNÍ

Obdobou otiskovánı́ je vzorovánı́, které je založeno na vytvářenı́ různých geometric-
kých vzorů skládánı́m dvou shodných zobrazenı́. Vzorovánı́ provádı́me pomocı́ čtvercové
šablony 7 cm x 7 cm s nesouměrným obrazcem na bı́lé nebo barevné listy papı́ru for-
mátu A3 (6 sloupců a 4 řady). Jednobarevné nebo dvoubarevné vzory tvořı́me vodovými
barvami pomocı́ plochého nebo tupovacı́ho štětce (štětec by měl být téměř suchý, aby
barevnou stopu zanechávaly pouze konečky štětin a barva rychle zasychala).
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Pro vzorovánı́ volı́me dvě zobrazenı́ (bud’ stejná, nebo různá) a v daném směru
(sloupci, řadě) použı́váme vždy jen jedno zobrazenı́.

• Vzor tvořený obrazy v osové souměrnosti O vytvářı́me postupným překlápěnı́m šab-
lony podle strany čtverce. Osová souměrnost je nepřı́mo shodné zobrazenı́, proto obraz
nelze zı́skat posunutı́m nebo otočenı́m šablony (je-li obrazec na šabloně nesouměrný).

• Vzor tvořený obrazy ve středové souměrnosti S vytvářı́me postupným otáčenı́m šab-
lony o 180◦ kolem středu strany čtverce. Středová souměrnost, otočenı́ a posunutı́ jsou
přı́mo shodná zobrazenı́, proto se šablona použı́vá pouze z jedné strany.

• Vzor tvořený obrazy v otočenı́ R vytvářı́me postupným otáčenı́m šablony kolem vr-
cholu čtverce o 90◦ v kladném, nebo záporném smyslu. Otočenı́m v kladném smyslu
se rozumı́ otočenı́ ve směru proti pohybu hodinových ručiček. Zvolený smysl otáčenı́
nelze během vytvářenı́ vzoru (v řadě nebo sloupci) měnit.

• Vzor tvořený obrazy v posunutı́ T vytvářı́me postupným posouvánı́m šablony ve směru
daném sloupcem nebo řadou o délku strany čtverce.

V tabulce (viz obrázek 7) jsou uvedeny kombinace výše uvedených zobrazenı́ a výsledné
vzory.

Obr. 7: Kombinace zobrazenı́ a výsledné vzory
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Hlavnı́ přı́nos užitı́ tohoto reprezentačnı́ho prostředı́ spočı́vá v tom, že vede žáky
přirozenou cestou k

• užitı́ poznatků o shodných zobrazenı́ch v rámci výtvarné činnosti,

• prohloubenı́ jejich představ o shodných zobrazenı́ch prostřednictvı́m manipulativnı́
činnosti,

• objevovánı́ souvislostı́ mezi shodnými zobrazenı́mi na základě jejich skládánı́,

• rozpoznávánı́ jednotlivých shodných zobrazenı́ ve vytvořeném vzoru,

• prováděnı́ vizuálnı́ kontroly pravidelnosti vzoru v průběhu činnosti.

Obr. 8: Ukázky pracı́ žáků 7. ročnı́ku

ZÁVĚR

Popsaná reprezentačnı́ prostředı́ jsou jen stručnou ukázkou toho, jak lze žáky ZŠ
seznámit se shodnými zobrazenı́mi v rovině. Stejně tak uvedené úlohy zdaleka nevyčer-
pávajı́ všechny možnosti, jak v daných prostředı́ch pracovat. Společným znakem těchto
prostředı́ je manipulativnı́ činnost. Skutečnost, že žáci manipulujı́ se zrcátkem, obracejı́
průsvitku, otáčejı́ nebo posouvajı́ šablonu, je pro poznávánı́ shodných zobrazenı́ velmi
důležitá. Zmı́něné pomůcky (zrcátko, průsvitka aj.) navı́c poskytujı́ žákům nástroj pro
samostatné objevovánı́ a snadnou kontrolu konstrukcı́.
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NETRADIČNÍ ÚLOHY JAKO NÁSTROJ
ROZVOJE MATEMATICKÝCH

KOMPETENCÍ
LUCIE RŮŽIČKOVÁ1

Při přı́pravě pracovnı́ dı́lny jsem vycházela z již dřı́ve prezentovaného názoru (např.
Zhouf, Růžičková 2008), že vhodné užitı́ netradičnı́ch matematických úloh v hodinách
matematiky hraje klı́čovou roli v diagnostice i rozvoji tvůrčı́ho matematického potenciálu
žáků. Netradičnı́mi úlohami zde rozumı́m úlohy, při jejichž řešenı́ nestačı́ spolehnout se
na předem daný algoritmický postup. Řešenı́ takových úloh často nevyžaduje žádné
speciálnı́ znalosti, ale spı́š kreativitu a nápad.

V rámci pracovnı́ dı́lny byly možnosti využitı́ netradičnı́ch úloh v rámci podnětné
a rozvı́jejı́cı́ práce s žáky v hodinách matematiky ilustrovány na několika úlohách z ma-
tematické soutěže Turnaj měst určené pro žáky poslednı́ch ročnı́ků ZŠ a pro studenty
SŠ. (Vı́ce o této soutěži např. Růžičková, Zhouf 2008; Švrček, Zhouf 2007). Některá
zajı́mavá žákovská řešenı́ se stala podkladem pro diskuzi o diagnostickém potenciálu
předkládaných úloh, o způsobu hodnocenı́ žákovských přı́stupů k netradičnı́m úlohám
a o rozdı́lu mezi správným a úplným řešenı́m. Dále uvádı́m zadánı́ diskutovaných úloh.

Úloha 1: Na listu papı́ru je napsáno čı́slo 1 a čı́slo x, které nenı́ celé. V každém kroku
dále napı́šeme na tento list bud’ součet, nebo rozdı́l některých dvou čı́sel na papı́r již
dřı́ve napsaných (je povoleno přitom uvažovat totéž čı́slo dvakrát), nebo převrácenou
hodnotu některého z dřı́ve napsaných čı́sel. Rozhodněte, zda tı́mto způsobem je možno
napsat po několika krocı́ch na list papı́ru čı́slo x2.

Úloha 2: Kouzelnı́k, který má zavázané oči, nabı́dne divákovi pět karet, na nichž jsou
napsána přirozená čı́sla od 1 do 5. Divák uschová dvě z těchto pěti karet. Asistent
kouzelnı́ka pak ukáže divákovi dvě ze zbývajı́cı́ch třı́ karet a divák sdělı́ kouzelnı́kovi
čı́sla na obou těchto kartách (v libovolném pořadı́). Poté kouzelnı́k uhádne čı́sla na
obou kartách, které divák uschoval. Jakým způsobem se musı́ dohodnout kouzelnı́k se
svým asistentem, aby kouzelnı́k mohl vždy správně sdělit čı́sla na kartách, které divák
uschoval?

Úloha 3: Určete největšı́ počet černých a bı́lých figurek, které je možno rozestavit na
šachovnici 8 × 8 tak, aby v každém řádku a v každém sloupci bylo právě dvakrát
vı́ce bı́lých figurek než černých. (Každá figurka je umı́stěna na právě jednom poli
šachovnice.)
1GCHD Zborovská, Praha, Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; Lucie Ruzickova@seznam.cz
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Úloha 4: Střed jedné strany a paty výšek ke zbylým dvěma stranám daného trojúhelnı́ku
ABC tvořı́ vrcholy rovnostranného trojúhelnı́ku. Rozhodněte, zda trojúhelnı́k ABC
musı́ být také rovnostranný.

Úloha 5: Mı́ša stojı́ uprostřed kruhového trávnı́ku o poloměru 100 m. Po každé minutě
udělá krok délky 1 m. Před každým krokem sdělı́ Katce, kterým směrem se vydá,
Katka však může zvolený směr změnit ve směr opačný. Rozhodněte, zda se Mı́ša může
vhodným rozhodovánı́m dostat ven z kruhového trávnı́ku, nebo zda ho Katka může
vždy svými pokyny na tomto trávnı́ku udržet.
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MATEMATICKÉ PROJEKTY – DVA
NÁMĚTY1

PETRA ŠVRČKOVÁ2

Tento přı́spěvek se zabývá projekty jako metodou výuky, která může být využita při
výuce matematiky na druhém stupni základnı́ školy. Projektová práce je zde představena
jako jeden z nástrojů realizace školnı́ch vzdělávacı́ch programů.

Prvnı́ část hovořı́ o pojmu projekt, respektive projekt ve výuce matematiky. Zdůraz-
ňuje body, které by při návrhu a realizaci projektu neměly být opomenuty.

Druhá část pak přinášı́ dvě ukázky projektů, které byly realizovány na druhém stupni
základnı́ školy.

1Přı́spěvek vznikl v rámci řešenı́ projektu GAUK č. 102807.
2Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; psvrckova@seznam.cz
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ÚVOD

Mnoho učitelů si uvědomuje skutečnost, že pokud je vyučovánı́, respektive činnosti
ve vyučovánı́ pro žáky zajı́mavé a přitažlivé, pak práce žáky bavı́ a šance, že výuka
bude úspěšná, vzrůstá. Učitelé velmi často volı́ úlohy, které jsou zajı́mavé svou formou –
křı́žovky, rébusy, matematické pohádky apod. Z mého pohledu je však z dlouhodobějšı́ho
hlediska přı́nosnějšı́ volit spı́še zajı́mavé, respektive odlišné metody než formy práce.
Jednou z takových metod, která se nabı́zı́, může být metoda projektová.

Projekt je pojem, který se ve spojenı́ s vyučovánı́m, nejen matematiky, použı́vá stále
častěji. Projekty ve vyučovánı́ matematiky se mohou použı́t ve všech částech učebnı́ho
procesu – od fáze motivačnı́ až po aplikačnı́. Na projekty můžeme nahlı́žet i z jiné roviny
– projekty mohou spojovat několik vyučovacı́ch předmětů (interdisciplinárnı́ projekty)
či mohou být ryze matematické.

Pokud sáhneme po odborné literatuře, zjistı́me, že o projektech mluvı́ různı́ autoři
různě. Poprvé o projektovém vyučovánı́ mluvı́ John Dewey a William Kilpatrick, a to
na počátku 20. stoletı́ v USA. Kilpatrick specifikuje projekt jako každou záměrnou, sys-
tematickou aktivitu, která se odehrává v sociálnı́m prostředı́. Zdůrazňuje slovo záměrná
a řı́ká, že projekt může zahrnovat různé záměrné cı́le, které přinášı́ život. Jako přı́klad
uvádı́ dı́vku, která si šije šaty, třı́du předvádějı́cı́ hru, skupinu chlapců organizujı́cı́ch
basketbalový turnaj apod.

Jinı́ autoři, jako např. Petty (1996, s. 213) rozumı́ projektem úlohy nebo sérii úloh,
které žáci řešı́ samostatně nebo ve skupinách. Důležité je, že žáci se mohou často roz-
hodnout jak, kde, kdy a v jakém pořadı́ budou úlohy řešit.

V Čechách se projektová metoda využı́vala již ve 30. letech 20. stoletı́. Později
pedagogové od této metody upustili a svého „znovuobjevenı́“ se dočkala na konci 90. let.

Z českých autorů, kteřı́ charakterizujı́ termı́ny projekt a projektové vyučovánı́, ko-
responduje můj přı́stup nejvı́ce s M. Kubı́novou (2002, s. 27), která o projektech pı́še
takto:

• Je to část učiva, jejı́ž osvojenı́ směřuje k dosaženı́ určitého cı́le.

• Nenı́ připraven jako fixnı́ program, který je shora daný a neměnný.

• Vzniká a je realizován na základě žákovské odpovědnosti.

• Souvisı́ s mimoškolnı́ skutečnostı́, vycházı́ z prožitků žáků.

• Vede ke konkrétnı́m výsledkům.

Pokud se rozhodneme připravit projekt, měli bychom si promyslet jeho tři hlavnı́ fáze
– přı́pravu, realizaci a evaluaci projektu.

Důležité body můžeme uspořádat do tabulky (volně inspirováno dle Kubı́nové, 2002)
tak, abychom žádný z nich neopomenuli:
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Pro žákovskou práci je velmi důležité zadat přesné instrukce pro práci i kritéria
hodnocenı́. Při realizaci projektu žáci postupně procházı́ již zmı́něnými čtyřmi částmi:

1. Motivace – povzbuzenı́ žáků k práci na daném projektu; učitel může využı́t zajı́mavou
úlohu, otázku nebo problém, který vyvolá diskuzi mezi žáky, situaci z reálného života
apod.

2. Vlastnı́ práce na projektu – žáci pracujı́ samostatně, ve dvojicı́ch nebo skupinách
v závislosti na charakteru projektu. Práce může probı́hat jak ve škole (v hodinách
matematiky i jiných), tak doma. V této části projektu je učitel předevšı́m v roli rádce,
který by měl pomoci, pokud je požádán, ale měl by se vyhnout přı́lišnému usměrňovánı́
práce žáků.

3. Prezentace – umožňuje žákům, aby byli pozitivně ohodnoceni za svou práci nejen
učitelem, ale i spolužáky, rodiči apod. Prezentace může mı́t formu referátu, vystaveného
plakátu, výrobku, krátkého ústnı́ho představenı́ práce nebo kombinace kterýchkoli
zmı́něných variant.

4. Reflexe – může být provedena učitelem samostatně (vyhodnocenı́m předem daných
kritériı́) nebo společně se žáky napřı́klad formou řı́zené diskuse. Zaměřit bychom se
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měli předevšı́m na naplněnı́ zadaných úkolů a cı́lů, atmosféru a pocity žáků při práci
atd.

Projekty nabı́zı́ prostor nejen pro zı́skánı́ vědomostı́, ale také pro rozvoj klı́čových
kompetencı́ definovaných v Rámcovém vzdělávacı́m programu, podporu aktivity žáků
a zpravidla majı́ velkou motivačnı́ sı́lu.

Jako inspiraci pro všechny učitele, které téma projektů zajı́má, uvádı́m dva projekty,
které byly realizovány při vyučovánı́ matematiky na 2. stupni základnı́ školy.

TROJÚHELNÍKY

Tento projekt byl připraven učitelkou a realizován ve dvou hodinách matematiky
v šestém ročnı́ku. Cı́le projektu byly následujı́cı́:

1) Žák si pomocı́ prezentace pojmové mapy uvědomı́ své znalosti o trojúhelnı́cı́ch.
2) Žák si procvičı́ své znalosti o vlastnostech trojúhelnı́ků pomocı́ práce na pojmové

mapě.
3) Žáci rozvı́jı́ spolupráci ve skupině.
4) Žák se naučı́ použı́vat pro své učenı́ novou techniku - pojmovou mapu.

Na začátku aktivity byla stanovena pravidla pro práci:
1) Žáci pracujı́ ve skupině čtyř nebo pěti žáků.
2) Vypracujı́ plakát (pojmová mapa na téma trojúhelnı́ky).
3) Žáci si zvědomujı́ postup tvořenı́ pojmové mapy.
4) Všichni členové skupiny prezentujı́ pojmovou mapu v závěru hodiny – matematické

informace i postup tvořenı́ mapy.

Dále byla stanovena i kritéria hodnocenı́.
1) Matematická správnost.
2) Počet údajů (informacı́) na pojmové mapě.
3) Spolupráce ve skupinách.
4) Počet členů prezentujı́cı́ch plakát.

Tento projekt je podrobně popsán ve sbornı́ku z konference „Jak učit matematice
žáky ve věku 11–15 let“, viz [4].

MALÍ CESTOVATELÉ

Tento projekt byl připraven učitelkou začátkem školnı́ho roku pro žáky 6. ročnı́ku.
Probı́hal v hodinách matematiky a jedné hodině informatiky po dobu jednoho týdne.
Cı́le projektu byly rozděleny na matematické: žáci si zopakujı́ převody jednotek délky,
zaokrouhlovánı́ desetinných čı́sel, výpočet průměrné hodnoty, a rozvoj klı́čových kom-
petencı́: vyhledávánı́ informacı́, rozvoj spolupráce i zodpovědnosti za samostatnou práci.

Žáci mohli pracovat samostatně nebo v maximálně třı́členných skupinách. Jejich
úkolem bylo vypracovat úlohy zadané na pracovnı́m listu, zhotovit plakát a prezentovat
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své výsledky. Kritérii pro jejich hodnocenı́ byli: matematická správnost výpočtů, počet
požadovaných informacı́, prezentace posteru.

V prvnı́ hodině matematiky dostali žáci zadánı́ projektu formou průvodnı́ho dopisu
(přı́loha 1) a rozdělili se do skupin. Poté žáci obdrželi pracovnı́ list a řešili prvnı́ úlohu,
která byla převzata z učebnice Matematika 6 pro ZŠ a VG Aritmetika nakladatelstvı́
Fraus. Zde žáci převáděli jednotky délky, zaokrouhlovali přirozená a desetinná čı́sla,
počı́tali průměrnou rychlost.

Po této hodině následovala hodina informatiky, kde vyhledávali informace k dalšı́m
úlohám z pracovnı́ho listu:

Úloha 2. Zjisti (vyhledej) finančně nejvýhodnějšı́ variantu cesty (dopravnı́ho spojenı́) pro
dvě dospělé osoby (v pátek odpoledne vyrazı́ z Prahy a v neděli se budou vracet zpět).
Úloha 3. Která z variant dopravnı́ho spojenı́ je časově nejkratšı́?
Úloha 4. Kterou variantu dopravnı́ho spojenı́ doporučı́š cestujı́cı́m? Proč?

Žáci zpracovávali v následujı́cı́ hodině matematiky a mimo vyučovánı́. Na konci
týdne proběhla prezentace vzniklých plakátů a reflexe nad pracı́ formou diskuze.

Celkem pracovalo pět skupin, z nich práci dokončili tři. Práce čtvrté a páté skupiny
nebyly dokončeny, protože se členové skupin během týdne nesešli a žádný z členů
skupiny nechtěl dělat práci za ostatnı́. S odstupem času mohu řı́ct, že tento postoj žáků
měl v daný moment velkou hodnotu jak pro žáky, tak pro mě jako učitele. Ujasnila jsem
si, že je důležité zadávat průběžné termı́ny, aby žáci mohli kontrolovat časový rámec
plněnı́ úkolů. Žáci si během dalšı́ch společných pracı́ začali postupně uvědomovat, že
záležı́ na práci jednotlivce pro celou skupinu. Usuzuji tak podle toho, že tyto přı́pady se
objevujı́ méně často.

Plakáty, které byly prezentovány, obsahovaly celkem tři různé varianty dopravnı́ho
spojenı́ (osobnı́ automobil, autobus a vlak), byla vybrána časově nejkratšı́ i nejvýhodnějšı́
spojenı́. Žádná ze skupin ale neuvedla současně všechny možnosti. Vyskytla se pouze
kombinace vlak – auto a autobus – auto. Dvě skupiny pojaly plakát jako leták cestovnı́
kanceláře, která nabı́zı́ různá dopravnı́ spojenı́ na trase Praha – Uherské Hradiště. Poslednı́
skupina, která byla tvořena pouze chlapci, pojala plakát jako nabı́dku půjčovny aut, kde
nabı́zeli hned několik značek vozů s výpočtem jejich spotřeby benzı́nu/nafty a následné
kalkulace ceny.

Ve všech skupinách se shodli, že doporučı́ cestu autem, protože byla časově kratšı́,
podle jejich názoru pohodlnějšı́, cestujı́cı́ nebyli vázáni na jı́zdnı́ řády a cenově přı́liš
nepřevyšovala ostatnı́ možnosti.

VÝLETNÍCI

Na jedné z třı́dnických hodin ve třı́dě 6. ročnı́ku se probı́ralo téma třı́dnı́ho výletu,
který měl být realizován v červnu. Tato diskuse byla prvotnı́m impulsem pro vznik
projektu „Výletnı́ci“, jehož cı́lem bylo sestavenı́ kompletnı́ho plánu výletu, a to zejména:
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• Časový harmonogram

• Možnosti dopravy, ubytovánı́ a stravovánı́

• Náplň výletu (tj. památky, sport . . . )

• Kalkulace ceny

Během těchto činnostı́ žáci měli samostatně vyhledávat a třı́dit informace, provádět
početnı́ operace s celými čı́sly, řešit problémy, rozvı́jet svou schopnost spolupráce ve
skupině, přebı́rat odpovědnost za vypracovánı́ úkolu, učit se dodržovat vymezená pravidla
práce apod.

Projekt byl žáky řešen z velké části mimo vyučovánı́, ve škole mu byly věnovány
tři vyučovacı́ hodiny matematiky a jedna hodina informatiky v průběhu jednoho měsı́ce.
Zahájen byl předánı́m průvodnı́ho dopisu, kde byla shrnuta pravidla pro práci a důležité
body, které nesmı́ opomenout nikdo, kdo připravuje výlet. Žáci vytvořili tři pětičlenné
skupiny dle své volby. Následovala krátká diskuse, během které se mohli žáci zeptat na
cokoli ohledně projektu.

Po dvou týdnech proběhla druhá hodina matematiky věnovaná konzultacı́m. Všechny
skupiny si již vybraly objekt pro školnı́ výlet (vždy alespoň jeden člen ze skupiny zde
trávil prázdniny), proto nebylo potřeba využı́t materiály, které jsem měla připraveny
jako alternativu (katalogy s vhodnými objekty, www odkazy). Objevilo se pouze několik
dotazů jako: Co je to zákaznické jı́zdné? Můžeme vypracovat i přesný program? Je možné
vzı́t si s sebou kola? Kolik učitelů s námi pojede? (Kvůli počtu osob a možnosti nabı́dnout
např. 2 aktivity na stejnou dobu). Navrhla jsem také několik doplňujı́cı́ch otázek pro dalšı́
práci skupin: Existujı́ i jiné druhy jı́zdného? Jaké jsou pokoje? Jak poznám, kde objekt
stojı́ – u lesa, ve městě?

Všechny skupiny zpracovaly vyhledané informace do podoby plakátu. Na každém
plakátu bylo několik fotografiı́ vyhledaného objektu, způsob dopravy, cena za dopravu,
cena za ubytovánı́ a průměrná cena na 1 žáka. Dva z plakátů obsahovaly i tipy na výlety
a časový harmonogram aktivit, které by se mohly uskutečnit.

Z matematického hlediska byl projekt zaměřen na opakovánı́ běžných operacı́ (sčı́tánı́,
odčı́tánı́, násobenı́ a dělenı́) přirozených a desetinných čı́sel a výpočet průměrné ceny.
Jedna skupina se setkala také s procenty (při určitém počtu osob byla nabı́dnuta % sleva).
Protože se s výpočty týkajı́cı́ se procent během vyučovacı́ch hodin žáci doposud nesetkali,
vypomohla jim staršı́ sestra jedné řešitelky.

Jako klı́čovou roli tohoto projektu jsem pocit’ovala v rozvoji sociálnı́ch kompetencı́,
zejména spolupráce a diskuze ve skupině, a komunikativnı́ch kompetencı́ s důrazem
na formulaci a obhájenı́ myšlenek a naslouchánı́ druhým. Vedl mě k tomu stav, kdy
tato konkrétnı́ třı́da vznikla „slepenı́m různých skupinek“, a jako celek tyto kompetence
postrádala.
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Během závěrečné třetı́ hodiny probı́hala prezentace žákovských návrhů a reflexe,
která byla zaměřena na rozhovor s žáky a volbu nejlákavějšı́ nabı́dky, jež byla na konci
školnı́ho roku také realizována. Všechny tři nabı́dky se cenově přı́liš nelišily, proto si
žáci vybrali možnost, která podle jejich vyjádřenı́ byla prezentována nejzajı́mavěji a jako
jediná nabı́dka obsahovala možnost venkovnı́ho koupánı́ a návštěvy zajı́mavé výrobny
vánočnı́ch skleněných ozdob.

Je důležité mı́t na paměti, že realizace projektů je složitá a ovlivňuje ji řada činitelů,
které majı́ dopad jak na průběh samotné práce, tak i na výsledky a úspěšnost projektu.
Podle mého názoru je důležité, aby se práci na projektech postupně učili jak žáci, tak
učitelé.
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servis, 2008, s. 143–150.
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PŘÍLOHA 1 – PRŮVODNÍ DOPIS

MALÍ CESTOVATELÉ
Milé žákyně, milı́ žáci,
v novém školnı́m roce nás čekajı́ i nové projekty. Dnes je tady projekt s čı́slem jedna.

Protože každý z nás čas od času cestuje (a nejen autem), máte přı́ležitost zjistit, kolik nás
cestovánı́ stojı́ a jaké dopravnı́ prostředky můžeme použı́t.

Abychom mohli výsledky Vašı́ práce porovnat s ostatnı́mi, zaměřı́me se na jednu
konkrétnı́ cestu. Přitom je třeba dodržet určitá pravidla:

Můžete pracovat jednotlivě nebo ve skupinách, které nebudou mı́t vı́ce než tři členy.
Pro shromážděnı́ informacı́ potřebných k Vašı́ práci můžete využı́t hodinu informatiky,

osobnı́ návštěvu informačnı́ho centra a podobně.
Vaši práci budete prezentovat formou Posteru, který bude vystaven v našı́ třı́dě.
Hodnocenı́ Vašı́ práce na projektu bude součástı́ hodnocenı́ Vašı́ práce ve vyučovánı́

matematice v prvnı́m pololetı́ školnı́ho roku 2007/2008.
Projekt je třeba vypracovat nejpozději do 7. 11. 2007.
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PŘÍLOHA 2 – POSTER MALÍ CESTOVATELÉ
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CLIL – VÝUKA MATEMATIKY
V ANGLIČTINĚ

LENKA TEJKALOVÁ1

V roce 2003 schválila Evropská unie dokument pod názvem „Podpora jazykového vzdě-
lávánı́ a lingvistické rozmanitosti“ jako součást strategie, jejı́mž cı́lem je dosáhnout
aktivnı́ho osvojenı́ dvou cizı́ch jazyků (kromě mateřštiny), a to pro všechny obyvatele
EU do roku 2010. Součástı́ tohoto dokumentu je myšlenka integrace obsahového a ja-
zykového vzdělávánı́ (CLIL - Content and Language Integrated Learning). Možnosti
integrovat cizı́ jazyk do výuky nabı́zı́ i matematika.

CLIL je termı́n zastřešujı́cı́ situace, kde probı́há výuka odborného předmětu nebo jeho
části v cizı́m jazyce. CLIL klade důraz na rovnováhu mezi odborným obsahem a jazyko-
vou složkou: nejde pouze o výklad tematického celku v cizı́m jazyce, důležitý je rozvoj
znalostı́ v odborném předmětu, ale i v přı́slušném cizı́m jazyce. Do celkové výukové
situace tak vstupujı́ dva jazyky: jazyk mateřský (L1) a jazyk vyučovacı́ (L2). V přı́padě
matematiky můžeme mluvit ještě o třetı́ jazykové rovině, již tvořı́ symbolický jazyk mate-
matiky a jejı́ vizuálnı́ stránka. Tento „třetı́ jazyk“ se dı́ky své mezinárodnı́ srozumitelnosti
stává přirozeným mostem mezi rodným jazykem a jazykem cizı́m, usnadňuje tak komu-
nikaci a poskytuje žákům i učiteli pevný bod, ze kterého mohou vycházet i v přı́padě, že
jejich znalosti L2 nejsou na vysoké úrovni.

Výhody nicméně nepřinášı́ jen matematika jazykové výuce, ale i cizı́ jazyk matema-
tice. Cizı́ jazyk může v matematice napřı́klad pomoci bojovat s formálnı́mi znalostmi.
S cizojazyčnými výrazy pojmů se pochopitelně měnı́ i použı́vané pı́smenné symboly,
odlišný často bývá i ustálený způsob zapisovánı́ vzorců. Je potřeba chápat koncept, který
vzorec symbolicky zapisuje, protože cizı́ jazyk odstraňuje berličku naučené „básničky“:
napřı́klad pro obsah trojúhelnı́ka přestává stačit bezchybně si pamatovat výraz S = a·va

2
– v angličtině se najednou žáci setkajı́ např. se zápisem A = 1

2sh. CLIL tak může být
účinným prostředkem, jak formalismy u žáků vysledovat a odstranit. Ani nedokonalá
znalost přı́slušného cizı́ho jazyka nenı́ překážkou, často je tomu naopak. Obtı́žnost L2
nutı́ žáky i učitele se soustředit na skutečně klı́čové pojmy a myšlenky, přeformulovávat
své výroky tak, aby dokázali sdělit poznatky a myšlenky i při omezené slovnı́ zásobě,
a to může významně přispět k hlubšı́mu pochopenı́ a vhledu do probı́rané látky.

CLIL svou integrujı́cı́ povahou nutı́ učitele měnit standardnı́ metody a postupy, hledat
alternativnı́ řešenı́. V zásadě stavı́ na spojenı́ didaktik cizı́ho jazyka a odborného předmětu.
Úspěšná hodina CLIL vyžaduje aktivnı́ metody, spolupracujı́cı́ prostředı́ ve třı́dě, klade
důraz na komunikaci, vycházı́ z dosavadnı́ch znalostı́ žáků, které rozšiřuje a integruje;

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; lenka.tejkalova@gmail.com
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zároveň nabı́zı́ celou škálu podnětů pro projektové vyučovánı́ a otevı́rá široké možnosti
pro využitı́ vizuálnı́ch prostředků atd.

EXPERIMENT: SHAPES – TVARY

Experimentálnı́ hodina CLIL: Shapes byla realizována na Lauderových školách
v Praze v rámci semináře z matematiky pro 1. – 3. ročnı́k čtyřletého gymnázia. Všichni
žáci byli v angličtině na úrovni mı́rně pokročilı́ nebo vyššı́.

Cı́lem hodiny bylo vybudovat slovnı́ zásobu týkajı́cı́ se jednoduchých planimetric-
kých útvarů a předevšı́m soustředit se na jejich vlastnosti a vzájemné vztahy.

Prezentace nové slovnı́ zásoby bezprostředně vycházı́ z dosavadnı́ch jazykových
znalostı́ žáků (jednoduché výrazy: square – čtverec, circle – kruh apod.) a rozšiřuje je
o odbornějšı́ terminologii. Učitel využı́vá obrazového materiálu, zařazena je práce ve
skupinách nebo dvojicı́ch i skupinová diskuze řı́zená učitelem.

PRŮBĚH HODINY

S pomocı́ obrázků – bez nutnosti překladu – zavádı́ učitel pojmy rovnoběžnı́k, li-
choběžnı́k apod. Novou slovnı́ zásobu systematicky zapisuje na tabuli k obrázkům, tak
aby žáci měli možnost soustředit se na obsah a průběh hodiny a nikoliv na nutnost
okamžitě si zapamatovat seznam nových pojmů, a přitom mohli odbornou terminologii
použı́vat.

Žáci nejdřı́ve pod vedenı́m učitele sestavujı́ popisy/definice jednotlivých geometric-
kých útvarů a snažı́ se popis co nejvı́ce zpřesnit nebo uvést co nejvı́ce detailů (př.: má
4 strany, nemá žádný pravý úhel, dvě strany jsou rovnoběžné, úhlopřı́čky jsou stejně
dlouhé. . . ). Žáci průběžně zjišt’ujı́, že pro přesné pojmenovánı́ některých prvků potřebujı́
dalšı́ slovı́čka – využı́vajı́ bud’ již existujı́cı́ho seznamu na tabuli, nebo se na potřebné
výrazy ptajı́. Učitel dotazované pojmy průběžně doplňuje na tabuli.
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Učitel následně uvede sérii podmı́nek a žáci diskutujı́ o tom, které geometrické
útvary tyto podmı́nky splňujı́ všechny, přı́p. které útvary nesplňujı́ pouze některou z nich
či dokonce ani jednu z nich. Jde de facto o převrácenou prvnı́ aktivitu, jejı́mž cı́lem
je jak upevnit novou slovnı́ zásobu, tak rozvı́jet schopnost žáků vnı́mat geometrický
tvar a jeho vlastnosti jako celek. Role učitele spočı́vá předevšı́m v moderovánı́ diskuze
a podněcovánı́ žáků k samostatným úvahám; učitel také podporuje žáky v názorných
ukázkách jejich hypotéz u tabule atd.

Ve druhé části hodiny dostanou žáci sadu připravených
rovinných útvarů. Jejich úkolem je nejdřı́ve sestavit z nich
obrázek (žáci, se kterými byl experiment prováděn, měli
z předchozı́ hodiny čerstvou zkušenost se skládánı́m tan-
gramu) a následně svůj obrázek v angličtině popsat spolužá-
kovi, který (aniž by viděl vzor) má podle instrukcı́ poskládat

tentýž obrázek. Žáci si následně vyměnı́ role. Variantou pro většı́ skupiny je, že si sku-
pina žáků vybere „tvůrce“, ostatnı́ skládajı́ obraz podle instrukcı́ a na závěr porovnávajı́
rozdı́ly ve svých výsledcı́ch. Učitel v průběhu této části hodiny monitoruje probı́hajı́cı́
konverzace a vede žáky k důslednému použı́vánı́ angličtiny.

Závěrem vyučovacı́ hodiny je učitelem vedená skupinová reflexe na realizovanou
aktivitu, analýza problematických momentů, at’ už jazykových, nebo matematických
(Které slovı́čko pro vás bylo nejsložitějšı́? U kterého útvaru jste narazili na sporné
definice? Kde a proč vznikaly chyby u skládánı́ obrázků?)

SHRNUTÍ

Během této vyučovacı́ hodiny žáci:

• osvojujı́ si názvy základnı́ch planimetrických útvarů a jejich vlastnostı́ v angličtině,

• shrnujı́ vlastnosti jednoduchých útvarů: v diskuzi ověřujı́, které znaky jsou charakte-
ristické pro skupiny útvarů a/nebo pro individuálnı́ útvary, kategorizujı́ útvary podle
sdı́lených charakteristik,

• procvičujı́ anglické předložky a slovesa souvisejı́cı́ s pohybem a pozicı́ v rovině (po-
ložit, otočit, spojit¶), v závěrečné reflexi procvičujı́ minulý čas,

• formulujı́ hypotézy, vyvracejı́ je či potvrzujı́, argumentujı́,

• kriticky hodnotı́ přesnost a intenzitu vlastnı́ činnosti v kontextu práce ve dvojici/skupině.

ZÁVĚR

CLIL pro žáky i učitele představuje výzvu: integruje výuku odborného předmětu
a cizı́ho jazyka a otevı́rá tak široké možnosti interdiciplinárnı́ch vazeb. Matematika
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je pro CLIL výhodná i dı́ky možnosti využitı́ symbolického zápisu a naopak, změna
vyučovacı́ho jazyka může prohloubit a zpevnit poznatky v matematice.

Existujı́ nejrůznějšı́ způsoby začleněnı́ CLIL do výuky. Zřejmá je souvislost s tzv.
bilingvnı́mi školami, kde jsou celé odborné předměty vyučovány v cizı́m jazyce; CLIL lze
realizovat napřı́klad jako volitelný seminář, pravidelně i nárazově v rámci hodiny cizı́ho
jazyka, v rámci odborného předmětu i v rámci volnočasových aktivit žáků, můžeme se
setkat i s variantou, kdy např. jedno pololetı́ je vyučováno v rodném jazyce a druhé
pololetı́ v jazyce cizı́m[1].

Tento článek prezentuje konkrétnı́ aktivitu CLIL začlenitelnou do běžné výuky a v zá-
věru shrnuje přı́mo i nepřı́mo rozvı́jené matematické a jazykové složky. Během realizace
této vyučovacı́ hodiny v semináři byli studenti velmi aktivnı́, spontánně si zjišt’ovali
novou slovnı́ zásobu a debata o vlastnostech jednotlivých tvarů vyústila ve velmi ži-
vou diskusi. Všichni účastnı́ci experimentu tuto zkušenost s CLIL hodnotili jednoznačně
kladně, jako přı́nosnou a motivujı́cı́.
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SELBST ERSTELLTE TANGRAMS FÜR
BILDER – EINE LERNUMGEBUNG ZUR
GEOMETRIE FÜR DIE GRUNDSCHULE

BERND WOLLRING 1

ZU BEGINN

Im Arithmetikunterricht der Grundschule ist man in Europa allgemein auf dem Weg
neben den Fertigkeiten in gleichem Maße Strategien zu betonen. Bei dem für den Mathe-
matikunterricht so wichtigen Üben bildet sich dies ab in die Unterscheidung von automa-
tisierendem Üben und operativen Üben. Das automatisierende Üben, dessen Ziel darin
besteht, Fertigkeiten so zu sichern, dass sie auf Anfrage schnell zu mobilisieren sind,
hat im Mathematikunterricht nach wie vor seine Berechtigung und Bedeutung, es sollte
aber ausbalanciert sein mit operativem Üben, das, wie der Leitsatz oben markiert, den
Strategien und Strukturen gewidmet ist. Diese Unterscheidung erscheint uns nicht nur für
die Arithmetik im Mathematikunterricht der Grundschule bedeutsam, sondern auch für
die Geometrie. Auch dort sind Strategien und Strukturen von besonderer Bedeutung und
der Geometrieunterricht sollte organisatorischen und intellektuellen Raum geben, sie zu
entdecken und zu nutzen (vgl. Bauersfeld 1992).

Dabei zeigt sich eine Besonderheit des Geometrieunterrichts darin, dass er zumeist
auch in den unteren Jahrgangsstufen bereits Gegenstände betrifft, die in der Sache so
komplex sind, dass viele Kinder zwar keine Schwierigkeiten haben, sie handelnd zu
bewältigen, wohl aber Schwierigkeiten, sie in einer geeigneten Sprache mündlich oder
schriftlich darzustellen. Vielmehr entwickelt sich gerade im Geometrieunterricht die
Sprache erst begleitend zu den Handlungen. Das gilt zwar mit Einschränkungen auch im
Arithmetikunterricht, hat aber dort deshalb nicht das gleiche Gewicht, weil im Arithmeti-
kunterricht bereits mit Beginn des ersten Schuljahres eine ganz spezifische Schriftsprache
entwickelt wird, mit der man Rechnungen dokumentiert. Eine derart spezifische funktio-
nale Sprache wird im Geometrieunterricht wenig bis gar nicht entwickelt. Zwar treten hier
und da einige Fachvokabeln auf, aber ein Textvokabular oder gar ein formales Vokabular
oder Darstellungssystem für die Operationen findet sich nicht.

Vielmehr gilt ein anderes Prinzip: “Geometrie ist die Sprache der Formen” notiert von
Baravalle als Widmung für den Geometrieunterricht an Waldorfschulen (von Baravalle
1957). Für den Autor enthält dieser Satz die Essenz, das geometrische Prozesse und
Strukturen gewissermaßen als Zusammenhänge zwischen den Formen und Gestalten
wiederum mit Hilfe geometrischer Mittel dargestellt werden. Einfacher gesagt, die ersten

1Fachbereich Mathematik, Universität Kassel; wollring@mathematik.uni-kassel.de
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Dokumente in der Geometrie der Grundschule entstehen nicht in einer Schriftsprache,
sondern zunächst in einer Bildsprache.

In diesem Sinne ist das Gestalten von Bildern die Ausgangssituation für das Gestal-
ten geometrischer Texte, mit denen die Entdeckungen und Erfindungen, die Kinder zu
geometrischen Formen machen, festgehalten werden. Dazu soll im Folgenden ein kleines
Beispiel vorgestellt werden.

TANGRAMS – GEGEBEN UND GEMACHT

Das chinesische Tangram ist ein Formenset, der eine Quadratzerlegung darstellt. Es
besteht eine lange Tradition, Tangrams in der Grundschule im Geometrieunterricht zu
nutzen. Das geschieht richtigerweise meist spielerisch. Allerdings dominiert ein besti-
mmtes Aufgabenformat, und es besteht eine spezifische mathematische und eine in der
Regel logistische Schwierigkeit beim Arbeiten mit Tangrams.

Das vorherrschende Aufgabenformat besteht darin, dass ebene Figuren durch ihren
Umriss gegeben sind und mit den Tangram-Teilen auszulegen sind. Bei diesem Aufga-
bentyp sind stets alle sieben Teile des Tangrams zu verwenden. Eine spezifische mathe-
matische Schwierigkeit entsteht dabei durch die Figuren, welche die Teile des Tangrams
bilden, die “Tans” des Tangrams. Denn alle fünf Dreiecke und das Quadrat sind achsen-
symmetrisch, aber das Parallelogramm ist nicht achsensymmetrisch. Daher erzeugt es
nach unseren Erfahrungen die meisten Schwierigkeiten. Die Kernfrage beim Lösen der
Auslegeaufgabe mit Tangrams lautet stets: Auf welcher Seite liegt das Parallelogramm?

Es erscheint daher durchaus sinnvoll, auch Tangrams zu verwenden, die kein Paralle-
logramm, oder besser gesagt nur achsensymmetrische Figuren enthalten. Damit entsteht
die Frage, ob man nicht überhaupt bedenken sollte, Tangrams im Unterricht der Grund-
schule nicht nur zu benutzen, sondern auch herzustellen, und zwar so, wie man sie für
die jeweilige Lernumgebung passend benötigt.

Zwei logistische Schwierigkeiten erzeugen die üblichen konfektionierten Tangrams.
Eine besteht darin, dass sich verloren gegangene Teile in der Regel nicht ersetzen lassen
und ein Tangram, dem ein Teil fehlt, meist wertlos ist. Eine weitere Schwierigkeit entsteht,
wenn man – was richtig ist – im Unterricht Spielräume und Dokumente unterscheiden
will (vgl. Wollring 2008).

Charakteristisch für einen Spielraum ist, dass man in dieser Situation die Teile oder
besser gesagt die aus den Teilen erstellten Figuren bequem und schnell variieren kann, um
so umfassende experimentelle Erfahrung zu sammeln und wo es gefordert ist vom nicht
systematischen zum systematischen Probieren zu finden. Nun haben solche Spielräume
aber zumeist den Nachteil, dass die verschiedenen Zustände und Figuren in ihnen zeitlich-
sequenziell erscheinen und man dabei die Übersicht über die Vielfalt der Zwischener-
gebnisse verlieren kann.

Daher macht es Sinn, das Arbeiten in den Spielräumen durch Dokumente oder besser
gesagt durch Dokumentieren zu begleiten. Das heißt, durch ein Festhalten von Ergebnis-
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sen, sodass man sie räumlich-simultan wahrnehmen und aus ihrer Vielfalt gemeinsame
Strukturen oder Zusammenhänge ableiten kann. Diese Balanciertheit zwischen Spielraum
und Dokument ist allgemein ein wesentliches Organisationsproblem des Mathematikun-
terrichtes.

Für unsere Tangrams entsteht das Problem, Figuren möglichst in derselben Geschwin-
digkeit, in der ein Kind im Spielraum sie variiert, durch ein anderes Kind dokumentierend
festzuhalten. In dem schönen Buch “Der Tangram-Zauberer” von Campbell-Ernst und
Ernst (Campbell-Ernst & Ernst 1990) wird dies gelöst, indem strukturierte Bilder aus
Tangram-Teilen, die verschiedene Gestalten darstellen, durch ein beigelegtes Tangram
auszulegen sind. Allerdings entfällt damit das Problem, diese Struktur zu finden, das
ist der Preis dafür, dass die Struktur dokumentiert ist und man “zum Spielen” nur ein
einziges Tangram benötigt, das dem Buch in einer Tüte beigegeben ist. Nun erscheint
als natürliche Methode zum Vervielfältigen von Figuren im Geometrieunterricht das Ze-
ichnen, entweder freihändig oder unterstützt, etwa durch Schablonen. Das ist in diesem
Fall durchaus geeignet, allerdings sind auch die Schablonen passend zu den Tangrams
herzustellen. Wir schlagen einen anderen Weg vor. Wir beschreiben eine Technik, mit
der man auf einfache Art und Weise viele kongruente Tangrams herstellen kann, so
viele, dass man sie zum Dokumentieren verbrauchen kann. Unsere Dokumente sind aus
Tangram-Teilen geklebte Bilder.

TANGRAMS – ZERLEGEN VON QUADRATEN

Wir kennzeichnen Tangrams als spezielle Zerlegungen von Quadraten. Zur Kon-
struktion genügen Quadrate, deren Seiten durch Marken geviertelt sind. Bild 1 zeigt
eine Arbeitsvorlage mit zwei eingezeichneten chinesischen Tangrams (C-Tangrams), bei
denen das Parallelogramm jeweils anders liegt. Man kann ein “linkes C-Tangram” und
ein “rechtes C-Tangram” unterscheiden.

Ein nahe liegendes Dreieck-Tangram (D-Tangram) entsteht, wenn man das Parallelo-
gramm und das Quadrat jeweils diagonal so teilt, dass drei Sorten Dreiecke entstehen: Sie
sind sämtlich gleichschenklig und rechtwinklig, und das jeweils kleinere hat den halben
Flächeninhalt des nächst größeren. Alle Figuren, die sich mit einem C-Tangram legen
lassen, kann man auch mit einem D-Tangram legen. Ein großer Raum zur Differenzierung
entsteht, wenn man das Quadrat auf individuelle Art in gleichschenklig-rechtwinklige
Dreiecke zerlegt, dabei kann man größere oder kleinere Auflösungen wählen.

Eine zweite Option besteht darin, die Quadrate, die man zerlegen will, in verschiede-
nen Größen anzubieten. Bild 2 zeigt eine Vorlage mit drei verschieden großen Quadraten.
Da der Flächeninhalt der Quadrate sich vom kleineren zum jeweils größeren verdoppelt,
vergrößern sich die Seitenlängen mit dem Faktor ?(2). Man stellt dann fest, dass etwa “die
großen Dreiecke des Tangrams in der Mitte genauso groß sind wie die mittleren Dreiecke
des Tangrams oben”, dass sich also teilweise gleich große Dreiecke in den verschiedenen
Tangrams finden.
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Bild 1: C-Tangram im Arbeitsbogen (Links), “rechtes C-Tangram” und “linkes
C-Tangram” (Mitte), C-Tangram und D-Tangram (Rechts)

Bild 2: Arbeitsbogen für D-Tangrams in drei Größen, Vergrößerung der Flächen um
jeweils 2, Vergrößerung der Längen jeweils um

√
2

Mit den so selbst konzipierten Tangrams lassen sich gut kongruente Figuren und
ähnliche Figuren herstellen, – wenn genügend viele davon zur Verfügung stehen (vgl.
Wollring 2001a und 2001b).
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Bild 3: D-Tangrams in Arbeit, Konferenz in Prag

TANGRAMS – VERVIELFÄLTIGT DURCH SCHNEIDEN VON STAPELN

Viele derartige Tangrams lassen sich in der Grundschule wie folgt herstellen: Die
Tangrams werden in Arbeitsbögen gezeichnet, wie sie Bild 1 und Bild 2 zeigen. Die
Bögen ihrerseits werden zu Stapeln aufeinander geheftet und dann mit einer Schere
ausgeschnitten. So entstehen aus den Stapeln viele kongruente Tangrams. Dabei muss
lediglich der obere Bogen eines Stapels das Tangram als Zeichnung tragen, die Tangrams
aus den unteren Bögen entstehen deckungsgleich von selbst.

Bild 4: Kongruente und ähnliche Figuren, komponiert aus D-Tangrams

Diese Herstellungshandlung hat nicht nur einen technischen Aspekt, sie ist auch
mathematisch substanziell: Denn die Kongruenz der Tangrams ist hier nicht eine na-
chträgliche gefundene Eigenschaft, sondern durch das Herstellungsprinzip “aufeinander
legen und schneiden” ein vorab bei der Konstruktion der Figuren genutztes Prinzip.
Ebenso lassen sich ähnliche Tangrams in größerer Anzahl herstellen. Ein Stapel von fünf
aufeinander gehefteten Bögen lässt sich noch bequem mit der Hand zerschneiden. Wählt
man die Farben der einzelnen Bögen in den Stapeln sämtlich unterschiedlich, so entste-



B. Wollring: Selbst erstellte Tangrams für Bilder 139

hen lauter Tangrams mit verschiedenen Farben, die man nach dem Schneiden bequem
auseinander sortieren kann.

Bild 5: Kongruente und ähnliche Figuren, komponiert aus D-Tangrams

TANGRAMS – BAUSTEINE FÜR BILDER UND GESCHICHTEN

Diese Tangrams lassen sich nutzen, um Motive aus kongruenten Bildern und aus
ähnlichen Bildern herzustellen. Die Tangrams bieten einen attraktiven und motivierenden
Spielraum, der ohne Störung sicher funktioniert. Verloren gegangene Teile der Tangrams
lassen sich leicht ersetzen. Da die Tangrams sich leicht in ausreichender Anzahl herstellen
lassen, ist es möglich, viele Ergebnisse der Experimente im Spielraum durch Dokumente
festzuhalten. Dazu werden die Figuren einfach auf Papier oder Kartonbögen festgeklebt.
Dunkle Kartonbögen ergeben attraktive, strahlende Bilder.

Ein besonderer Reiz dieser Lernumgebung besteht darin, dass man die so entste-
henden Bildmotive durch Einfügen kurzer Textzeilen zu Geschichten zusammenfassen
kann. Wählt man ein geeignetes rahmendes Motiv, wie etwa den “Traum des Tangram-
Zauberers”, so lassen sich die einzelnen Szenen von den beteiligten Schülern einer Gruppe
oder einer ganzen Klasse zu einer attraktiven Serienbildgeschichte zusammenfassen.

ZUM SCHLUSS

Der günstige logistische Rahmen dieser Lernumgebung ermöglicht ein echtes Ex-
perimentieren zu Kongruenz und Ähnlichkeit. Die Konstruktionen werden entscheidend
dadurch unterstützt, dass man mit vorbereiteten Elementen arbeitet, die bereits reich an
Strukturen sind. Hier sind es die Dreiecke. In ihren Handlungen erarbeiten die Schüler
an Beispielen zwei bedeutsame allgemeine mathematische Sätze, auch wenn sie diese in
der Grundschule meist so noch nicht formulieren werden:
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Allgemeiner Kongruenzsatz
Figuren, die aus kongruenten Teilen in gleicher Weise konstruiert werden, sind
kongruent.
Allgemeiner Ähnlichkeitssatz
Figuren, die aus ähnlichen Teilen in gleicher Weise konstruiert werden, sind ähnlich.

Hier ist später sprachlich zu präzisieren, was mit “Teilen” und was mit “in gleicher
Weise” genau gemeint ist. Aber eine Grundidee zur Kongruenz und Ähnlichkeit ist
angelegt. Weitere Fragestellungen, etwa Betrachtungen zu Flächenmaßen und Umfängen,
können sich anschließen.
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METODICKÁ PODPORA VÚP ZAMĚŘENÁ
NA MATEMATIKU A TVORBU ŠVP

EVA ZELENDOVÁ, TOMÁŠ PAVLAS1

Činnost Výzkumného ústavu pedagogického v Praze je různorodá. V našem přı́spěvku
se zaměřı́me na aktivity VÚP, které se týkajı́ metodické podpory učitelů matematiky
a podpory všech, kteřı́ tvořili, tvořı́ či budou tvořit školnı́ vzdělávacı́ program (ŠVP).
Podrobněji představı́me některé výstupy dvou projektů, které jsou na VÚP realizovány:
projektu Metodika a projektu Pilot G/GP.

PROJEKT METODIKA

V lednu 2006 vznikl ve VÚP v Praze projekt Metodika. Hlavnı́m cı́lem tohoto projektu
bylo vytvořenı́ systematické podpory pedagogů při realizaci školské reformy a jako hlavnı́
prostředek této podpory vznikl Metodický portál provozovaný na adrese www.rvp.cz.
Pro snadnou orientaci je Metodický portál rozdělen do pěti sekcı́: Předškolnı́ vzdělávánı́,
Základnı́ vzdělávánı́, Gymnaziálnı́ vzdělávánı́, Speciálnı́ vzdělávánı́ a Odborné vzdělá-
vánı́. Z dalšı́ho členěnı́, které je u většiny z uvedených sekcı́ velmi podobné, se nejprve
zastavı́me u nabı́dky Metodická podpora.

METODICKÁ PODPORA VZDĚLÁVACÍHO OBORU MATEMATIKA A JEJÍ
APLIKACE

Praktická tabulka vyhledávánı́ přı́spěvků je novou pomůckou, která návštěvnı́kům
portálu pomůže při vyhledávánı́ jednotlivých článků. Nejprve je třeba zvolit v levé části
tabulky vzdělávacı́ obor či průřezové téma a v hornı́ části si najı́t požadovaný typ textu.
Pak už stačı́ jen kurzorem označit okno, které tvořı́ průsečı́k předchozı́ volby. Objevı́ se
výzva VSTUPTE, stačı́ jedno kliknutı́ a uživatel může vybı́rat ze seznamu všech článků
dané sekce. Vyberme si Matematiku a jejı́ aplikace a Praktické náměty. Na monitoru
počı́tače se objevı́ název a krátká anotace zveřejněných článků.

Po kliknutı́m na název se čtenář může seznámit s obsahem celého článku, článek si
vytisknout a přı́padně si stáhnout či vytisknout přı́lohy. Jako přı́klad si uved’me přı́lohu
článku Symbolický jazyk výrokové logiky, který naleznete na adrese

http://www.rvp.cz/clanek/365/1804.

Pracovnı́ list žáka, který učitel může po vytisknutı́ použı́t bez dalšı́ch úprav přı́mo
v hodině, obsahuje sedm nepřı́liš složitých citátů, které majı́ žáci přepsat pomocı́ lo-
gických spojek. Jejich výsledky můžete porovnat s výsledky 14 dobrovolnı́ků. Různost

1VÚP v Praze, zelendova@vuppraha.cz; Gymnázium Rumburk, ext. spolupracovnı́k VÚP v Praze; pavlas@gymrumburk.cz
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přepisu konkrétnı́ho složitějšı́ho citátu, kterou můžeme využı́t k tomu, abychom žákům
vysvětlili důležitost jednoznačnosti zápisu vět matematických a jednoznačnosti zápisů
jejich důkazů, si ukažme na následujı́cı́m citátu:

Luk se láme, když je napjatý, ale duše ztrácı́ své sı́ly nečinnostı́.

A. . . luk je napjatý A. . . luk je napjatý
B. . . luk se láme B. . . luk se láme
C. . . duše je nečinná C. . . duše ztrácı́ své sı́ly nečinnostı́
D. . . duše ztrácı́ sı́ly (A⇒ B) ∧ C
(A⇒ B) ∧ (C⇒ D) (A⇔ B)⇒ C

(B ∧ C)⇒ A
(A⇔ B) ∧ C

TEMATICKÝ VSTUP NADANÍ ŽÁCI

Sekce Tematické vstupy byla vytvořena z praktického důvodu. Aby veškerá aktuálnı́
témata, která se v průběhu provozu portálu ukázala pro návštěvnı́ky a pro jejich práci
na tvorbě ŠVP jako důležitá, byla soustředěna na jednom mı́stě. V současné době zde
naleznete tyto podsekce: Průřezová témata, Klı́čové kompetence, Autoevaluace školy,
Hodnocenı́ žáků, Speciálnı́ vzdělávánı́, Nadanı́ žáci, Klima školy a Vzdělávánı́ menšin.
Z hlediska metodické podpory výuky matematiky se podrobněji podı́váme na přı́spěvky
v tematickém vstupu Nadanı́ žáci.

Identifikace a diagnostika mimořádně nadaných žáků patřı́ k velkým problémům
v běžném školnı́m životě. Proto pracovnı́ci VÚP připravili projekt Učitel a jeho žák.
Na problematiku nadaných žáků se návštěvnı́k portálu má možnost podı́vat ze dvou
pohledů. Jednak očima pedagogů, kteřı́ se vzdělávánı́m nadaných zabývajı́, jednak očima
žáků, kteřı́ byli svými vyučujı́cı́mi za nadané označeni. Mezi takto označené žáky patřı́
i osobnost známá nejen ve světě matematiky, ale i ve světě uměleckém, kterou je hudebnı́k
Kryštof Eben. Rozhovor s nı́m najdeme na adrese:

http://www.rvp.cz/clanek/462/2188

Velmi zajı́mavá je ta část rozhovoru, ve které Kryštof Eben vzpomı́ná, jak se vlastně
do matematické třı́dy dostal: „Jsem z muzikantské rodiny a dlouhou dobu jsem si mys-
lel, že jediný způsob, jak se můžu uživit, je muzika. Nejdřı́v to vypadalo, že se stanu
klavı́ristou. Táta i strýc byli klavı́risté a skladatelé a já jsem nepočı́tal, že bych se mohl
živit něčı́m jiným. Byl jsem spı́š orientovaný humanitně na jazyky a muziku, k tomu
jsem měl dispozice. Na střednı́ školu jsem nastoupil na klasické gymnázium, kde byla
latina a řečtina. Tam jsem půl roku studoval, s tı́m, že po takových čtyřech měsı́cı́ch
mi vycházela z matematiky trojka a z fyziky čtyřka. V té době jsem si náhodou přečetl
nějaké knihy, vı́ceméně populárnı́, které ale způsobily, že mě matematika natolik zaujala,
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až jsem si řekl, že tohle je možnost zkusit něco, co nikdo z našı́ rodiny profesionálně
nedělal. Táta z matematiky sice maturoval a dědeček byl učitel, ale nikdo to nedělal
profesionálně, široko daleko v celé rodině. Pro mě to bylo takové dobrodružstvı́. V těch
šestnácti letech jsem se tedy rozhodl, že přejdu z akademického gymnázia ve Štěpánské
na Pı́kárnu.“

Metodická podpora vzdělávánı́ v sekci Nadanı́ žáci se opı́rá o praktické a osvědčené
náměty pro práci s nadanými žáky. Co bylo podnětem pro sérii článků Nadanı́ žáci
na gymnáziu se dozvı́me z úvodnı́ho textu (http://www.rvp.cz/clanek/689/1712):
„Někdy je člověk sám překvapen, jaké asociace mu některá slova vyvolajı́. V daném
přı́padě mi slovnı́ spojenı́ uplatněnı́ v mnoha oborech lidské činnosti a funkčnı́ předpis
vyvolala vzpomı́nku na osobnost, se kterou jsem se seznámila před 32 lety na MFF UK.
Pro vás, kteřı́ máte rádi hádanky, ještě malá nápověda. Osobnost, o které hovořı́m, je
muž, autor následujı́cı́ch veršů:

Nezáporná čı́sla majı́ odmocnı́tko ráda:
když se pod něj schovajı́, majı́ krytá záda.
V nečasu a nepohodě sloužı́ jim jak stan.
Záporná však ke své škodě přı́stup majı́ zakázán.

Řada z vás již vı́, že výše uvedenou osobnostı́ a mým velkým pedagogickým vzorem
je doc. RNDr. Emil Calda, Csc. Vzpomı́nka na něj se propojila se vzpomı́nkami na mé
pedagogické začátky v matematických třı́dách – na to, jak jsem každý den dlouho do
noci dělala přı́pravy, na mé nadšenı́, když jsem v Rozhledech matematicko-fyzikálnı́ch
objevila články o panu profesorovi Ypsilonovi, na to, že jsem si řadu z nápadů pana
profesora hned vyzkoušela se svými žáky. A pak jsem si uvědomila, že už je to dost
let, že někteřı́ současnı́ učitelé matematiky snad ještě ani nebyli na světě! Od hypotézy,
že existuje alespoň jeden učitel matematiky, který nezná články pana docenta Caldy
o profesoru Ypsilonovi, byl jen krůček k činu.“

PROJEKT PILOT G/GP
Projekt Pilot G/GP, který podporuje tvorbu a ověřovánı́ školnı́ch vzdělávacı́ch pro-

gramů, zprostředkovává od března 2007 na internetové adrese www.pilotg-gp.cz zku-
šenosti pilotnı́ch škol. Najdete zde výpovědi ředitelů a koordinátorů o tom, jaké změny
jim reforma umožnila na jejich škole, s jakými problémy se při tvorbě svého školnı́ho
vzdělávacı́ho programu potýkali, co mohou nabı́dnout jako inspiraci pro ostatnı́ učitele
– tzv. přı́klady dobré praxe. Na setkánı́ ředitelů a koordinátorů pilotnı́ch škol vznikl
nápad pokusit se maximálně využı́t stávajı́cı́ch stránek projektu a zveřejňovat na nich
konkrétnı́ ukázky ze školnı́ch vzdělávacı́ch programů. Každá vybraná ukázka je doplněna
komentářem, který vyzdvihuje klady a v některých přı́padech poukazuje i na možnosti
vylepšenı́ či alternativnı́ho zpracovánı́ dané části ŠVP. Na stránkách projektu Pilot G/GP
naleznete také přehled publicity projektu (tiskové zprávy, články a ostatnı́ informace),
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přı́mé prokliky na texty Rámcového vzdělávacı́ho programu pro gymnázia a Manuálu
pro tvorbu ŠVP na gymnáziı́ch a odkazy na Metodický portál a Konzultačnı́ centrum.
Zatı́m poslednı́ novinkou je Gympliště.

KOMUNITA GYMPLIŠTĚ

Jedná se o diskusnı́ forum sloužı́cı́ k podpoře koordinátorů a učitelů na gymnáziı́ch.
Jestliže na stránkách www.pilotg-gp.cz zvolı́me záložku Gympliště, dostaneme se na
hlavnı́ stránku komunity. Na nı́ si můžeme vybrat napřı́klad jednu z tematických kluboven,
ve kterých účastnı́ci diskusnı́ho fóra společně hledajı́ odpověd’na témata, která je zajı́majı́.
Cı́lem této vznikajı́cı́ komunity je vzájemná podpora při tvorbě a zaváděnı́ školnı́ho
vzdělávacı́ho programu na gymnáziı́ch. Zkušenostı́ z pilotnı́ch škol je, že v různých
fázı́ch tvorby ŠVP se osvědčila setkánı́, na kterých si koordinátoři mohli vyměnit své
zkušenosti a minimálně si uvědomit, že obtı́že, které zažı́vajı́ na své škole, majı́ obecnějšı́
charakter. Gympliště nabı́zı́ alternativnı́ možnost setkávánı́ na internetu, což má své
výhody a nevýhody. Zapojit se do diskusı́ nenı́ obtı́žné. Pod každým přı́spěvkem je
dána možnost ODPOVĚDĚT a kliknutı́m na nı́ se objevı́ pole, do nějž je možné psát.
Před odeslánı́m je nutno opsat kontrolnı́ kód. Nebo je také možné se zaregistrovat.
Opět se nejedná o přı́liš složitý úkon. V hornı́ části stránky je nutno zvolit Registrovat
se. Na následujı́cı́ stránkách souhlasit s pravidly diskusnı́ho fóra a vyplnit základnı́
údaje o sobě. Poslednı́m krokem registrace je potvrzenı́ registračnı́ho mailu, který přijde
registrovanému na uvedenou mailovou adresu. Výhodou registrace je možnost nezávisle
komunikovat s dalšı́mi registrovanými členy a zı́skávat od moderátorů novinky o děnı́ na
Gymplišti.

Budeme velmi rádi, když stránky projektu Metodika i stránky projektu Pilot G/GP
sami navštı́vı́te. Jsme přesvědčeni, že zde naleznete řadu informacı́ a zajı́mavých námětů.
A máte-li sami nějaký přı́spěvek, který by mohl být zajı́mavý pro ostatnı́, neváhejte a
pošlete nám ho. Všechny potřebné informace o tom, jak publikovat na Metodickém
portálu, naleznete na úvodnı́ stránce www.rvp.cz (hornı́ lišta, záložka Pro autory).
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Dalšı́ přı́spěvky

VÝSKUM FLEXIBILNÉHO MYSLENIA
ŽIAKOV ZŠ A SŠ
ŠTEFAN GUBO, LADISLAV VÉGH1

ÚVOD

Flexibilné (pružné) myslenie je jeden z najdôležitejšı́ch komponentov tvorivosti, ktoré
umožňuje riešitel’ovi skúmat’ daný problém z rôznych aspektov. Faktor flexibility teda
predstavuje schopnost’ vytvárat’ rôznorodé riešenia problému a predpokladá sa v ňom
schopnost’ prekonávat’ myšlienkovú zameranost’ a funkčnú fixáciu. V tomto prı́spevku
chceme zverejnit’výsledky empirického výskumu, ktorého ciel’om bolo nájdenie vzt’ahu
medzi úrovňou flexibilného myslenia žiakov základných a stredných škôl a nasledovnými
faktormi: vek žiakov a polročná známka z matematiky.

MERACÍ PROSTRIEDOK VÝSKUMU

Úroveň flexibilného myslenia žiakov sme chceli merat’pomocou nami zostaveného
neštandardizovaného testu. Problémové situácie, ktoré vyžadujú flexibilné myslenie,
vel’mi dobre reprezentujú (matematické) hlavolamy (Dreyfus a Eisenberg, 1998), ktoré
zvyšujú motiváciu žiakov. Test „Hlavolamy“ obsahoval 11 problémov, ktoré mali cha-
rakter hádaniek a k ich riešeniu nebola potrebná hlbšia matematická vedomost’. S tým
sme chceli vylúčit’, aby matematické neznalosti a nejasné matematické pojmy neboli
prekážkami riešenia.

Test sme prichystali v dvoch verziách (A a B), žiaci, ktorı́ sedeli v jednej lavici,
dostali odlišnú verziu. Problémy verzie B sme konštruovali pomocou preštylizovania
problémov verzie A, pričom sme dávali pozor na to, aby sa zmeny týkali iba povrchových
čŕt problémov. Pri kvantitatı́vnom vyhodnotenı́ riešenı́ sme použı́vali len dve kategórie:
správny (1 bod) alebo nesprávny (0 bodov). Neriešené problémy sme skórovali takisto
0 bodmi. Žiaci teda vedeli zı́skat’maximálne 11 bodov. Na vypracovanie úloh testu mali
žiaci 40 minút.

CHARAKTERISTIKA VÝSKUMNEJ VZORKY

Zber údajov výskumu sme uskutočnili v aprı́li a máji školského roka 2004/2005 na
základných školách (ZŠ), gymnáziách (G) a gymnáziách s osemročným štúdiom (OG)

1Pedagogická fakulta, Univerzita J. Selyeho v Komárne; guboi@selyeuni.sk, vegh@ide.sk
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v Banskobystrickom, Košickom a Nitrianskom kraji. Výskumnú vzorku tvorilo celkovo
745 žiakov: 247 žiakov 5. ročnı́ka ZŠ a Prı́my OG, 280 žiakov 8. ročnı́ka ZŠ a Kvarty
OG a 249 žiakov 2. ročnı́ka gymnáziı́ a Sexty OG. Od žiakov sme očakávali, aby
v stanovenom čase vyriešili čo najväčšı́ počet problémov. Všetky tri ročnı́ky dostali ten
istý test „Hlavolamy“.

HYPOTÉZY VÝSKUMU

Hypotéza H1: Predpokladáme, že medzi všeobecnými matematickými vedomost’ami
žiakov a výkonom preukázaným v teste „Hlavolamy“ je štatisticky významná pozitı́vna
závislost’.

Hypotéza H2: Predpokladáme, že flexibilné myslenie je závislé od veku; t. j. medzi
výkonmi jednotlivých vekových skupı́n preukázanými v teste „Hlavolamy“ sú štatisticky
významné rozdiely v prospech vyššı́ch ročnı́kov.

VÝSLEDKY ŠTATISTICKÉHO VYHODNOTENIA VÝSKUMU

Overenie Hypotézy H1: Na základe polročnej známky z matematiky sme vytvorili
4 skupiny, ktoré sme označili rı́mskymi čı́slami od I. do IV. Do skupiny I. boli zara-
denı́ žiaci s prospechom „výborný“, do skupiny II. žiaci s prospechom „chválitebný“
a do skupiny III. žiaci s prospechom „dobrý“. Žiakov s hodnotenı́m „dostatočný“ a „ne-
dostatočný“ sme sa rozhodli zaradit’ do tej istej skupiny (IV). Na základe výsledkov
Dunnettovho postupu a analýzy rozptylu (ANOVA) môžeme konštatovat’, že v každom
ročnı́ku je štatisticky významná pozitı́vna závislost’medzi výkonom žiakov preukázaným
v teste „Hlavolamy“ a ich polročnou známkou z matematiky. Žiaci s lepšı́m školským
hodnotenı́m z matematiky (prospech „výborný“ a „chválitebný“) boli výrazne úspešnejšı́
v riešenı́ problémov testu než ich z matematiky slabšı́ spolužiaci (prospech „dostatočný“
a „nedostatočný“). Tieto skutočnosti nám dovol’ujú hypotézu H1 považovat’za potvr-
denú.

Štatistické overenie významnosti rozdielov medzi výkonmi žiakov jednotlivých roč-
nı́kov v riešenı́ problémov testu „Hlavolamy“ vo všetkých prı́padoch poukázalo na vy-
sokú závislost’ úspešnosti riešenia úloh od veku žiakov. Medzi výkonmi jednotlivých
vekových skupı́n sú štatisticky vysoko signifikantné rozdiely (p << 0, 001) vždy v pro-
spech staršı́ch žiakov. Na základe uvedených výsledkov hypotézu H2 považujeme za
potvrdenú.

ZÁVER

Ako prvoradý ciel’výskumu sme si vytýčili zistit’, aký je vzt’ah medzi úrovňou flexibil-
ného myslenia žiakov a ich polročnou známkou z matematiky. Pozitı́vna závislost’bola po-
tvrdená výsledkami Dunnettovho postupu a analýzy rozptylu. Uvedenú štatisticky vel’mi
významnú závislost’možno vysvetlit’tým, že rozvinuté matematické vedomosti zvyšujú
pravdepodobnost’ spoznania štruktúry daného problému. Spoznanie štruktúr v procese
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riešenia problémov rozvı́ja flexibilitu a zvyšuje efektivitu v matematike (Dreyfus a Ei-
senberg, 1998). Ak počiatočné zakódovanie problémovej situácie neaktivizuje relevantné
poznatky, tak môže pomáhat’priblı́ženiu problému z iného aspektu. Žiaci s lepšı́m pro-
spechom z matematiky boli úspešnejšı́ v riešenı́ problémov testu „Hlavolamy“, pretože
vedeli vytvorit’o nich širšiu mentálnu reprezentáciu ako z matematiky slabšı́ spolužiaci.

Výsledky štatistického vyhodnotenia výskumu poukázali na vel’ké rozdiely medzi
úrovňou flexibilného myslenia žiakov rôznych vekových skupı́n. Toto všetko opätovne
potvrdzuje domnienku, že flexibilné myslenie sa dá rozvı́jat’ a jeho vývoj významne
ovplyvňujú predmetné znalosti. Vedomosti žiakov sa vekom postupne rozšı́ria a stanú
sa čoraz viac štruktúrovanými. Na jednej strane osvojené poznatky, v ktorých sú dobré
vzájomné vzt’ahy, môžu dávat’ podnet k novým a prekvapujúcim asociáciám, a tým
umožňujú priblı́žit’ problém z iného aspektu. Na druhej strane možno prisúdit’ vyššiu
úspešnost’staršı́ch žiakov aj faktu, že problémy testu „Hlavolamy“ sú náročné a tı́to žiaci
majú skúsenosti s riešeniami širšieho okruhu problémov a úloh.
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MOŽNOSTI VYUŽITIA PROSTREDIA
MATLAB PRI JEDNODUCHÝCH

SIMULÁCIÁCH

STELLA HREHOVÁ1

ÚVOD

Pri riešenı́ matematických úloh je často užitočné, ak sa názorne zobrazujú jednotlivé
kroky, resp. vplyv daných koeficientov na výsledok riešenia. V prı́spevku bude uve-
dený možný postup jednoduchej simulácie, ktorá bude zobrazovat’ vplyv jednotlivých
koeficientov na výsledný tvar polynomickej funkcie využitı́m prostredia Matlab.

1Fakulta výrobných technológiı́ TU v Košiciach so sı́dlom v Prešove, Katedra matematiky, informatiky a kybernetiky,
Bayerova 1, Prešov; stella.hrehova@tuke.sk
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VYTVORENIE SIMULÁCIE

MATLAB je interaktı́vny program, ktorý kombinuje vysoko účinné numerické vý-
počty, grafiku, vizualizáciu a má podporu v silnom programovom jazyku. Obsahuje teda
základné techniky pre efektı́vnu simuláciu a vizualizácia rozličných procesov. Využitı́m
možnosti tvorby užı́vatel’ského prostredia vytvorı́me prostredie pomocou tzv. M-súborov,
kde budeme postupne menit’hodnoty jednotlivých koeficientov polynomickej funkcie po-
mocou vytvorených posuvnı́kov - Slider. Pomocou vlastnosti týchto posuvnı́kov nasta-
vı́me dolnú a hornú hranicu - interval ktorý ohraničuje hodnoty posuvu, a d’alej nastavı́me
krok, o ktorý sa bude čı́selná hodnota menit’.

V prı́spevku bude uvedený prı́klad polynomickej funkcie 3-tieho stupňa, s koeficien-
tami a, b a c v tvare ax3 + bx2 + cx. V prvom kroku vytvorı́me užı́vatel’ské prostredie,
ktoré bude obsahovat’ tri tlačidlá – Slider. Jedná sa o posuvnı́k. Zadávame minimum
a maximum hodnôt, ktoré ma posuvnı́k nadobúdat’ pri zmene polohy jazdca od l’avej
krajnej polohy po pravú krajnú polohu. Dôležité je tiež definovat’krok jazdca pri klikanı́
na tlačidlo, resp. pri klikanı́ dovnútra posuvnı́ka. Návrh takéhoto prostredia môže byt’
nasledovný:

u=uicontrol(’style’,’slider’,’position’,[10 10 60 20]);
i=uicontrol(’style’,’slider’,’position’,[100 10 60 20]);
o=uicontrol(’style’,’slider’,’position’,[190 10 60 20]);
x=(-20:0.1:20);
a=1;b=3;c=4;
y=a*x.^3+b*x.^2+c*x;
set(u,’min’,0,’max’,20,’sliderstep’,[1/20;0.1],’callback’,’koeficient’)
set(i,’min’,0,’max’,20,’sliderstep’,[1/20;0.1],’callback’,’koeficient’)
set(o,’min’,0,’max’,20,’sliderstep’,[1/20;0.1],’callback’,’koeficient’)
p=plot(x,y)}

Aby zobrazená krivka reagovala na zmenu jazdca pri jeho posúvanı́, je potrebné vy-
tvorit’d’alšı́ M-súbor, ktorý bude reagovat’na odozvu a upravı́ zobrazenie danej funkcie.
Jedná sa o prı́kaz Callback. Je to naprogramovanie reakcie tlačidiel na základe užı́va-
tel’ovho zásahu. V tomto prı́pade sa jedná o zmenu tvaru krivky, pri zmene hodnoty
jednotlivých koeficientov. M-súbor, môže vyzerat’nasledovne:

a=get(u,’value’);
b=get(i,’value’);
c=get(o,’value’);
y=a*x.^3+b*x.^2+c*x;
set(p,’xdata’,x,’ydata’,y);

V prı́pade, že v danom M-súbore nedáme potlačit’ výpis, tzn. nedáme dvojbodky
na konci riadku, môžeme sledovat’ ako sa daná krivky menı́ a aj hodnoty jednotlivých
koeficientov. Z didaktického hl’adiska sa jedná o vhodnejšiu formu, pretože študent
názorne vidı́ vplyv zmeny jednotlivých koeficientov v prı́pade rastúcej, alebo klesajúcej
hodnoty.
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ZÁVER

Využitı́m jednoduchých nástrojov systému Matlab je možné názorným spôsobom
nasimulovat’rôzne situácie, ktoré sa vyskytujú v technickej praxi.
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[2] Zaplatı́lek, K., Doňar, B.: Matlab pro začátečnı́ky, BEN – technická literatúra,
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OTEVŘENÁ HODINA: SOUMĚRNOSTI
VYUČUJÍCÍ: JAROSLAVA KLOBOUČKOVÁ1

Mı́sto: ZŠ Generála Janouška, Praha 9
Ročnı́k: 7.A (třı́da s rozšı́řenou výukou jazyků)
Cı́l hodiny: Budovánı́ představy pojmu „středová souměrnost“ ve vědomı́ žáků cestou

od činnosti k pojmu.
Stavba hodiny:
1. Organizačnı́ záležitosti
2. Opakovánı́ celých čı́sel
3. Hra „Vysı́lač – přijı́mač“
4. Objevenı́ pravidel pro středovou souměrnost
5. Nalezenı́ tématu hodiny

1Univerzita Karlova v Praze, Pedagogická fakulta; jaroslava.klobouckova@pedf.cuni.cz
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SCÉNÁŘ HODINY (PŘÍPRAVA) S KOMENTÁŘEM PO USKUTEČNĚNÉ HODINĚ

1. Organizačnı́ záležitosti: Přivı́tám se s žáky, představı́m hosty – učitele, účastnı́ky
semináře s cı́lem otevřı́t přátelskou atmosféru, upozornı́m na nahrávánı́ na diktafon.

Komentář: Přivı́tánı́ i dalšı́ administrativnı́ záležitosti proběhly v úvodu hodiny zcela
bez problémů, očekávala jsem připomı́nky ze strany některých chlapců (jsou zvyklı́
komentovat vždy a vše a vědı́, že s tı́m nemám problém, jejich komentář je velice často
k meritu věci), tentokrát mě však „zklamali“, žádný komentář se dnes nekonal. Doba
trvánı́ 2 minuty.

2. Opakovánı́ celých čı́sel: V předchozı́ch hodinách jsme probrali a procvičili operace
s celými čı́sly, proto připravı́m na úvod aktivitu, která naváže na předchozı́ látku a zároveň
mi umožnı́ rozřadit žáky do pracovnı́ch dvojic. V čepici budu mı́t připraveno 26 lı́stečků
(tab. č. 1) s čı́selnými úkoly z oblasti operacı́ s celými čı́sly. (Dva poslednı́ vložı́m až
tehdy, když žádný z žáků nebude chybět.) Každý žák si vylosuje jeden úkol a bude se
snažit nalézt kamaráda, který má jiný úkol se stejným výsledkem. Pro kontrolu napı́šeme
všechny nalezené dvojice na tabuli. Takto nalezené dvojice se posadı́ do jedné lavice
a budou muset po zbytek hodiny spolupracovat.

Výsledek
−11 + 4 14 : (−2) −7
12− 18 (−2) · (−3) −6
−4− 1 15 : (−3) −5
1− 5 (−40) : 10 −4
−7 + 4 (−27) : 9 −3
−1− 1 36 : (−18) −2
65− 66 5 : (−5) −1
−3 + 2 + 1 6 · (−7) · 3 · 0 0
−4 + 5 (−1) · (−1) 1

7− 1− 4 (−16) : (−8) 2
−11 + 14 (−1) · (−3) 3

18− (−1) + 5 (−2) · (−2) 4
7 + (−14)− (−12) (−25) : (−5) 5

12− 6 (−3) · (−2) 6
Tab. 1: Opakovánı́ celých čı́sel

Komentář: Cı́lem této aktivity bylo jednak samotné opakovánı́ celých čı́sel, jednak
organizace dalšı́ práce. Nejprve jsem s čepicı́ obešla celou třı́du a nabı́dla každému
jeden úkol. Pomocı́ tohoto losovánı́ bylo zajištěno náhodné rozdělenı́ všech žáků do
pracovnı́ch dvojic. Tı́m jsem si zajistila, že se nevyskytla diskuze o tom, kdo s kým
bude a kdo s kým nebude spolupracovat. Žáci si měli nalézt partnera beze slov, což
se ale ukázalo jako nemožné, bylo potřeba, aby si žáci navzájem nejen ukázali svá
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zdánı́, ale museli si také sdělit svůj výsledek. Každá nalezená dvojice si tedy nejprve
navzájem zkontrolovala shodný čı́selný výsledek a teprve poté, kdy si byli oba členové
jisti svým přiřazenı́m, napsali své úlohy na tabuli vedle sebe. Přestože to bylo opakovánı́
probraného a procvičeného učiva, několik žáků potřebovalo moji pomoc. Také z tohoto
důvodu zabrala tato aktivita značnou část hodiny (10 minut).

3. Hra „Vysı́lač – přijı́mač“: Nejprve všem připomenu pohyb na čtverečkovaném
papı́ru, který všichni znajı́, již jsme pomocı́ čtverečkovaného papı́ru pracovali. Poté
vyzvu všechny žáky sedı́cı́ u okna (vysı́lač), aby si znázornili na svůj čtverečkovaný
papı́r libovolný n-úhelnı́k (n = 5 a vı́ce) a pak nadiktovali žákům vedle sebe (přijı́mač),
co vymysleli. Tı́m bude mı́t každý z dvojice shodný vzor. Dále si zvolı́ oba dva bod S tak,
aby byl mimo původnı́ obrázek. Pak vysı́lač bude diktovat cestu od bodu S ke všem
vrcholům původnı́ho obrazce, ale všechny pokyny bude řı́kat přesně obráceně. Přijı́mač
bude zaznamenávat jeho pokyny na svůj čtverečkovaný papı́r. Pokud důsledně dodržı́
postup, vznikne přijı́mači vzor a obraz středově souměrného útvaru.

Komentář: Při pokynu „načrtni si na svůj papı́r libovolný n-úhelnı́k, kde n = 5
nebo vı́ce“ vznikaly na papı́ru ve většině přı́padů právě pětiúhelnı́ky, jen v jedné dvojici
vznikl šestiúhelnı́k. Dalšı́ pokyn byl: „Nadiktuj svému sousedovi co nejjednodušeji, jak
má postupovat, aby zı́skal shodný obrazec na svém čtverečkovaném papı́ru.“ Vysı́lač
svůj konceptuálnı́ vjem převedl do procesuálnı́ho pokynu (jak to má soused namalovat),
kdežto přijı́mač postupoval obráceně – procesuálnı́ pokyny převedl do tzv. „hotového
obrázku“, který neviděl, ale dokázal ho podle pokynů znázornit. Vysı́lač musel provést
ve své mysli mnohem vı́ce mentálnı́ch činnostı́: svůj obrázek viděl jako koncept, přeložil
si jej do procesuálnı́ho vnı́mánı́, musel rozhodnout o způsobu procesnı́ho zpracovánı́,
převést do nabı́dnutého matematického jazyka a vše slovně interpretovat. Výsledkem
bylo znovu konceptuálnı́ uchopenı́ daného útvaru, tentokrát na pracovnı́ ploše přijı́mače.
Tato činnost nebyla žákům cizı́, hry podobného zaměřenı́ s nimi hraji docela často, a proto
se tu nevyskytly žádné problémy ani nejasnosti.

V druhé fázi si měli žáci zvolit bod O tak, aby oba z dvojice měli shodnou polohu
tohoto bodu vzhledem ke svým původnı́m obrázkům. Pak dostal vysı́lač dalšı́ pokyn:
„Nadiktuj svému kamarádovi znovu polohu všech původnı́ch bodů, tentokrát však vzhle-
dem k novému bodu O, ale záměrně při diktovánı́ poplet’ všechny pokyny a řı́kej je
přesně opačně.“ Po prvnı́ch minutách se ozval Kristián, že tomu asi nerozumı́: „Já jsem
myslel, že bude mı́t znovu ty původnı́ body a oni mu tam vznikajı́ úplně nové body.“
K tomu se ozvali i dalšı́, že jim také vznikajı́ nové body. Na to Tereza: „Přece nám
nemůžou vzniknout stejné body, když se jako pleteme, musı́me je mı́t jinde. Já mám ale
jiný problém. Přece nemůžu mı́t v jednom obrázku dva bodyA, dva bodyB a tak.“ Na to
zareagoval Šimon: „No tak tam lupni čárku, to už jsme dělali u osové souměrnosti.“ S tı́m
Tereza souhlasila a i ostatnı́ se ujistili, že skutečně musı́ vznikat jiné body, které bude
dobré označit čárkou v hornı́m indexu. Ted’už probı́hala dalšı́ spolupráce bez problémů,
všechny sporné obrázky byly opraveny bud’za mé pomoci, nebo za pomoci spolužáků.
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Jednalo se pouze o to, že část pokynů popletli, ale část ponechali ve správném zněnı́.
U všech přijı́mačů vznikly dva středově souměrné útvary, přestože tento pojem ještě ne-
zazněl. Pokud byla dvojice hotová, vyzvala jsem, aby si na závěr vyměnili role vysı́lače
a přijı́mače, aby měli oba kompletnı́ obrázek. To už často urychlili tak, že si to vysı́lač
řı́kal sám tak, jak to předtı́m diktoval svému spolužákovi. Doba trvánı́ 24 minut.

4. Objevenı́ pravidel pro středovou souměrnost: Předpokládám, že se všem dvoji-
cı́m podařı́ znázornit vzor a obraz rovinného útvaru ve středové souměrnosti. Poté budu
klást otázky, aby si žáci uvědomili nejprve konceptuálnı́ stránku práce – jaké dva obrázky
jim vznikly, kolik vrcholů má původnı́ obrázek (vzor) a kolik nový obrázek (obraz), jaké
jsou rozměry odpovı́dajı́cı́ch stran atd. a poté procesuálnı́ stránku – jaká je vzájemná
poloha jednotlivých bodů a jak tyto body vznikaly.

Komentář: Hned po mé prvnı́ otázce „Co můžete řı́ct o vašich dvou obrazcı́ch?“ odpo-
věděla Lucka „Jsou osově souměrné“. Madla jı́ odporovala: „A kde máš osu? Jsou stejné,
ale nejsou osově souměrné.“ Lucka se zřejmě nechtěla smı́řit s tı́m, že by měla opustit
svoji původnı́ myšlenku a tak argumentovala: „Tak tu osu musı́me najı́t, to jsme přece
také dělali.“ Vyzvala jsem ji, aby to zkusila, zatı́mco ostatnı́ budou diskutovat o dalšı́ch
vlastnostech svých obrazců. Postupně jsme společně prodiskutovali všechny navrhované
vlastnosti: shodný počet vrcholů, u všech odpovı́dajı́cı́ch si úseček (nejen stran) stejná
délka. Lucka si ověřila, že osu souměrnosti najı́t nemůže a Honza zformuloval myšlenku
středově souměrných útvarů: Oba útvary jsou přı́mo shodné, neboli „kdybychom jeden
vystřihli a otočili na druhý, tak se budou překrývat.“ Pak jsme zformulovali i to, jak
jednotlivé body vznikaly – na opačné straně od bodu O, ale stejně daleko. Doba trvánı́
6 minut.

5. Nalezenı́ tématu hodiny: V poslednı́ části hodiny vyzvu žáky k nalezenı́ dnešnı́ho
tématu našı́ práce. Předpokládám, že slovo souměrnost je napadne, ale na bod O, kolem
kterého se vše odehrálo, je budu muset upozornit. Teprve poté provedeme zápis hodiny
do sešitu s tı́m, že si každý nalepı́ svůj obrázek a pod něj se pokusı́ samostatně zapsat
společně zformulované myšlenky.

Komentář: Slovnı́ spojenı́ „Osová souměrnost“ zaznělo již v průběhu hodiny, takže
jsem měla na co navazovat a velice brzy se objevil i celý správný název: „Středová
souměrnost“. Zbylo tedy dost času na samostatné zpracovánı́ zápisu do sešitu. Někteřı́
žáci si vzali na pomoc učebnici a objevili odbornou terminologii (vzor, obraz, přı́má
shodnost, střed souměrnosti, samodružný bod), jejı́ž užitı́ jim nečinilo žádné problémy.
V závěru hodiny jsem poděkovala všem za vzornou spolupráci a rozloučili jsme se
i s našimi hosty. Doba trvánı́ 3 minuty.

DISKUSE

Po přestávce jsem se s účastnı́ky konference přesunula do zasedacı́ mı́stnosti, kde
jsme diskutovali o průběhu předchozı́ hodiny. Jednotlivé fáze na sebe vhodně navazovaly,
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přestože byly použity úkoly ze dvou různých oblastı́ matematiky – celá čı́sla a středová
souměrnost. Drobná výtka zazněla k obtı́žnosti úvodnı́ch úkolů, účastnı́kům z vı́celetých
gymnáziı́ se zdály být přı́liš jednoduché a přesto s nimi měli mnozı́ žáci problémy.
Postupně jsme probrali všechny části otevřené hodiny, ale v závěru se naše diskuse
stočila na provoznı́ záležitosti školy a třı́dy – co se žáky, kteřı́ jsou nepřı́tomnı́ ve výuce,
zda zadávat domácı́ úkoly, zda trvat na vlastnı́ch pomůckách pro práci atd.

ZÁVĚR

Otevřené hodiny jako způsob předávánı́ vlastnı́ch zkušenostı́ jsou přı́nosem pro
všechny zúčastněné, nejen pro účastnı́ky konference, ale i pro vyučujı́cı́ho v konkrétnı́
hodině, všichni učitelé se vzájemně obohatı́ o svoje zkušenosti. Mohou si ověřit svoje
postupy při výuce ve vlastnı́ třı́dě a obohatit se o návrhy na zajı́mavé činnosti s dětmi
při výuce stejného tématu. V neposlednı́ řadě se zde nabı́zı́ možnost porovnánı́ vlastnı́
metody práce s metodou nabı́dnutou v otevřené hodině.

KOMPETENCIE MATEMATICKÉHO
MODELOVANIA ŽIAKOV STREDNÝCH

ŠKÔL

JOZEF SEKERÁK1

ABSTRACT. Competences of mathematical modeling belong to important competen-
ces in the present. This paper deals with student’s problems with mathematical modeling
as a part of problem solving. Three phases of mathematical modeling are suggested
and some types of models are described in this paper. Presented results are based on a
pedagogical survey which is characterized here too.

KEY WORDS: mathematical modeling, phases of mathematical modeling, types of mo-
dels, competences of mathematical modeling

ÚVOD

Svet sa vd’aka technologickému rozvoju čoraz viac komplikuje. Stojı́me pred novými
a t’ažkými problémami, ktoré je potrebné rýchlejšie riešit’. Sú to problémy, ktorých riešenia
nie sú univerzálne a nedajú sa naučit’. Mnohé riešenia si vyžadujú špecifické informácie,
ktoré v dôsledku informačného rozmachu nie je možné učit’sa naspamät’. Aj tieto dôvody

1Univerzita P. J. Šafárika v Košiciach, Prı́rodovedecká fakulta, Ústav matematických vied, Jesenná 5, Košice; jo-
zef.sekerak@upjs.sk
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poukazujú na to, že je potrebnejšie zamerat’ sa pri riešenı́ problémov na poznávanie
okolnostı́ riešenia a nie na samotné riešenie. Vo vyučovanı́ by sa mal klást’ dôraz na
rozvı́janie kompetenciı́ u žiakov, ktoré môžu byt’v mnohých situáciách kl’účové, a nie len
na obohacovanie ich vedomostnej štruktúry. Tieto skutočnosti sa stávajú samozrejmost’ou
a preto je zaujı́mavé, že sa neodrážajú v kurikulárnych zmenách.

V tomto článku sme sa zamerali na kompetencie matematického modelovania ako na
čast’kompetenciı́ potrebných pri riešenı́ problémov. O týchto kompetenciách bližšie pı́-
šeme ve 2. časti. V 1. časti popisujeme proces matematického modelovania, ktorý delı́me
do troch etáp. V poslednej časti uvádzame prieskum a interpretujeme zı́skané výsledky.

MATEMATICKÉ MODELOVANIA

Matematické modelovanie je poznávacou metódou, pričom pôvodný objekt resp. si-
tuácia je nahradená modelom a jeho skúmanı́m zı́skavame poznatky, ktoré by sme zı́skali
skúmanı́m pôvodného objektu resp. situácie. Modelovanie je neoddelitel’nou súčast’ou
riešenia problémov, ktoré nemusia byt’nevyhnutne čisto matematické. Preto aj kompe-
tencie modelovania zarad’ujeme medzi kl’účové. Podstatou matematického modelovania
je dôkladné zvažovanie všetkých informáciı́ zadaných v úlohe a na ich základe zostave-
nie matematického (abstraktného) modelu formou matematických a logických vzt’ahov
a iných reprezentáciı́, ktoré hodnoverne popisujú zadanú situáciu. Proces modelovania
možno rozčlenit’do troch etáp:

1. identifikácia východı́sk modelovanej situácie,

2. vytvorenie matematického modelu,

3. verifikácia vytvoreného modelu.

Identifikácia východı́sk modelovanej situácie je začiatočnou etapou modelovania,
v ktorej sa naviac charakterizujú väzby medzi východiskami. Najskôr je však nevyhnutné
rozhodnút’, ktoré vstupné informácie sú v modelovanom procese relevantné a je nutné
ich do modelu zahrnút’a naopak, ktoré je možné zanedbat’. V tejto etape hrajú dôležitú
úlohu kompetencie týkajúce sa práce s informáciami.

Nasleduje etapa vytvárania matematického modelu, t. j. prevod zı́skaných informáciı́
z prvej etapy do matematického jazyka – matematizácia. Výsledkom sú rôzne matema-
tické reprezentácie: rôzne typy rovnı́c a nerovnı́c, výrokové funkcie, grafy, geometrické
útvary. Táto etapa v procese modelovania je najpodstatnejšia a zdá sa, zo skúsenosti
z rôznych realizovaných prieskumov v tejto oblasti, že je aj najt’ažšia.

Poslednou etapou je etapa verifikácie vytvoreného modelu, v ktorej sa overuje ade-
kvátnost’modelu, t. j. či odpovedá zadanej situácii. Model musı́ byt’neprotirečivý, musia
v ňom byt’dodržané zákony matematickej logiky a musı́ adekvátne popisovat’východziu
situáciu. V tejto etape, v ktorej sa spätne interpretuje matematický model, je nevyhnutná
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dematematizácia. Tá je dôležitá aj pri interpretáciı́ výsledkov riešenia tohto modelu –
vysvetlenie zı́skaných riešenı́ v jazyku, v ktorom je formulovaná pôvodná úloha. Riešenie
modelu a interpretáciu výsledkov nepovažujeme za súčast’samotného procesu modelo-
vania.

TYPY MATEMATICKÝCH MODELOV

Oddelenı́m procesu riešenia modelu od samotného procesu modelovania nám umož-
ňuje členit’modely podl’a matematického aparátu, ktorým boli vytvorené, a podl’a repre-
zentáciı́, ktoré pri modelovanı́ boli zvolené. Podl’a tohto kritéria zjednodušene hovorı́me
o štyroch typoch modelov:

1. Algebraicko-analytický – model je reprezentovaný nejakým typom rovnice alebo ne-
rovnice, prı́padne sústavou rovnı́c alebo nerovnı́c, ktorých prvkami sú rôzne premenné,
množiny, funkcie, vektory, matice a pod.

2. Grafický – model je reprezentovaný grafom vyjadrujúcim istú funkčnú závislost’.

3. Geometrický – model je reprezentovaný geometrickými útvarmi.

4. Kombinovaný.

Výber typu modelu (typu matematickej reprezentácie) závisı́ od vlastnostı́ modelo-
vanej situácie, od vstupných informáciı́.

KOMPETENCIE MATEMATICKÉHO MODELOVANIA

V tejto časti článku sa chceme venovat’kompetenciám matematického modelovania.
Prvom rade však vysvetlime, čo si predstavujeme pod pojmami kompetencie a kl’účové
kompetencie, a zdôraznime rozdiel medzi nimi.

Pod pojmom kompetencie rozumieme zjednotenie všetkých vedomostı́, zručnostı́,
schopnostı́ a postojov, ktoré jedinec nadobúda počas celého života. Jednotlivé kompe-
tencie umožňujú ich nositel’ovi konat’ adekvátne v konkrétnej situácii, v určitej oblasti
l’udskej činnosti. Kl’účové kompetencie sú však tie kompetencie, ktoré sú využitel’né
v rôznych oblastiach činnosti, predstavujú len čast’nadobudnutých vedomostı́, zručnostı́,
schopnostı́ a postojov. Z toho možno kl’účové kompetencie chápat’ako multifunkčný sú-
bor vedomostı́, zručnostı́, schopnostı́ a postojov; chápat’ako potenciál jedinca preukázat’
vedomosti, zručnosti, schopnosti a postoje v rôznych praktických činnostiach. Ak si má
kompetencia zaslúžit’prı́vlastok „kl’účová“, musı́ byt’nevyhnutná a prospešná.

Na základe štúdiı́ zahraničných aj domácich publikáciı́ a výskumov, ktoré boli reali-
zované v tejto oblasti, a poznania procesu matematického modelovania navrhujeme tieto
kompetencie matematického modelovania:

• zamerat’sa na východiska modelovanej situácie,
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• štrukturalizovat’oblasti alebo situácie, ktoré sa majú modelovat’,

• „matematizácia“ (prevod „reality“ do matematických štruktúr) – odhalit’kvantitatı́vne
alebo priestorové vzt’ahy a zákonitosti reálnych situáciı́,

• vytvárat’matematické modely,

• overovat’model z hl’adiska reálnej situácie,

• uvažovat’, analyzovat’, prezentovat’model (vrátane jeho ohraničenia či obmedzenia),

• „dematematizácia“ (interpretácia matematických modelov v zmysle „reality“),

• sledovat’a kontrolovat’proces modelovania.

PRIESKUM

Z mnohých prieskumov vyplynulo, že neschopnost’ žiakov riešit’problémy je v naj-
väčšej miere spôsobená ich problémami s modelovanı́m. V prieskume, ktorý sa realizoval
v marci 2007 a zapojilo sa doň 398 žiakov 3. a 4. ročnı́ka rôznych stredných škôl, sme
našu pozornost’zamerali na jednotlivé etapy matematického modelovania. Ciel’om bolo
zistit’, v ktorej etape robia žiaci najčastejšie chyby, a tak identifikovat’najproblematickej-
šie kompetencie matematického modelovania. V tomto prieskume sme sa upriamili na
model algebraicko-analytického typu. Na tento účel nám poslúžili nasledujúce úlohy:

Úloha č. 1: Vodná nádrž má dva odtoky, ktorých parametre popisuje nasledujúca tabul’ka.

Odtok č. 1 Odtok č. 2
Priemer odtokovej rúry 6 m 9 m

Výkon turbı́ny 1250 W 1875 W
Absolútny výkon nádrž/45 hod. nádrž/30 hod.

Oboma odtokmi súčasne by sa vyprázdnila za 18 hodı́n. Nastala krı́zová situácia a bolo
nutné vyprázdnit’ nádrž do 24 hodı́n. Teda otvorili oba odtoky súčasne. Nádrž sa však
vyprázdnila až za 22,5 hodı́n. Po analýze sa zistilo, že odtok č. 2 sa počas vyprázdňovania
zablokoval a cez tento odtok neprechádzala žiadna voda. Vypočı́tajte kol’ko hodı́n bol
tento odtok funkčný po otvorenı́? Pı́somne okomentujte svoj postup.

Úloha č. 2: Vodná nádrž má dva odtoky. Prvým by sa vyprázdnila za x hodı́n a druhým
za y hodı́n.

a) Pri vyprázdňovanı́ môžu nastat’ rôzne situácie. Akú situáciu vyjadruje nasledujúca
rovnica: 9 ·

(
1
x + 1

y

)
+ 4,5

y = 1
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b) Vypočı́tajte za kol’ko hodı́n sa vyprázdni nádrž len prvým odtokom a za kol’ko hodı́n
sa vyprázdni len druhým odtokom, ak sa nádrž vyprázdni pri otvorenı́ oboch odtokov
za 12 hodı́n. Pri riešenı́ využite aj informácie z možnosti a). Pı́somne okomentujte svoj
postup.

Úlohou č. 1 sme sledovali ako žiaci dokážu vyextrahovat’podstatné informácie, čo
súvisı́ s ich kompetenciou zamerat’sa na východiská modelovanej situácie. Tá je spolu
s kompetenciou štrukturalizovat’oblasti alebo situácie, ktoré sa majú modelovat’a kom-
petenciami súvisiacimi s prácou s informáciami najdôležitejšia v prvej etape matematic-
kého modelovania. V tejto úlohe sú identifikovatel’né aj iné kompetencie matematického
modelovania.

Úloha č. 2

a) slúžila na diagnostikovanie kompetenciı́ ako sú overovat’model z hl’adiska reálnej situ-
ácie, „dematematizácia“ (interpretácia matematických modelov v zmysle „reality“).
Tieto kompetencie sa v najväčšej miere uplatňujú v poslednej etape matematického
modelovania. Dematematizácia je však dôležitá aj pri interpretácii výsledku, ktorý
dostaneme riešenı́m vytvoreného modelu.

b) slúžila na diagnostikovanie kompetenciı́: „matematizácia“ (prevod „reality“ do ma-
tematických štruktúr) - odhalit’ kvantitatı́vne alebo priestorové vzt’ahy a zákonitosti
reálnych situáciı́, vytvárat’matematické modely. Jedná sa o najpodstatnejšie kompe-
tencie uplatňujúce sa v druhej etape matematického modelovania.

VYHODNOTENIE VÝSLEDKOV PRIESKUMU

Úroveň kompetenciı́ jednotlivých etáp matematického modelovania sme posudzovali
na základe zistenia úspešnosti žiakov (pozri obr. č. 1), pričom na vyhodnotenie sme použili
binárne skórovanie.

Obr. 1



160 J. Sekerák: Kompetencie matematického modelovania žiakov stredných škôl

Napr. kompetencie žiakov využı́vané v prvej etape matematického modelovania sú
priemerné, ak úspešnost’v tejto etape modelovania je vyššia ako 40 %, no nižšia alebo
práve 60 %.

V testovanı́ mali žiaci najväčšie problémy s úlohou č. 1. Len 19, 85 % (79) z cel-
kového počtu žiakov malo správne vytvorený matematický model. Z tejto skupiny až
93, 67 % (74) žiakov vytvorený model aj správne vyriešilo. Ostatný žiaci bud’túto úlohu
vôbec neriešili (63), alebo nesprávne vytvorený matematický model riešit’ nedokázali
(256). Ako sme už spomı́nali, táto úloha súvisela s kompetenciou zamerat’ sa na vý-
chodiská modelovanej situácie a kompetenciami týkajúcimi sa práce s informáciami. Vo
všeobecnosti možno povedat’, že žiaci majú vel’ké problémy s úlohami, ktoré súvisia so
zı́skavanı́m údajov z viacerých zdrojov (tabul’ka, informácie v texte). Nevedia sa na ta-
kéto údaje plne sústredit’, nečı́tajú ich s porozumenı́m. S tým súvisı́ ich neschopnost’takto
zadané informácie správne interpretovat’ a teda nevedia s nimi d’alej pracovat’. Zadané
informácie nevedia zaradit’do súvislosti, problémy im robı́ logický úsudok.

Chyby v modeloch boli spôsobené tým, že žiaci sa snažili využit’všetky informácie
zadané v tabul’ke, alebo tieto informácie bezhlavo kombinovali. Preto žiaci dostávali
viac rovnı́c ako neznámych alebo naopak, ktoré sa sı́ce snažili riešit’, no nikto nedospel
k riešeniu. Z týchto výsledkov vyplýva, že žiaci neanalyzujú situáciu, nepremýšl’ajú
o skrytých vzt’ahoch, ktoré vedú k vytvoreniu matematického modelu. Je zrejme, že žiaci
nepochopili podstatu problému, a to je aj dôvod prečo neboli úspešnı́ vo vyhl’adávanı́
relevantných informáciı́ a teda neboli schopnı́ riešit’tento problém. Kompetencie žiakov
využı́vané v prvej etape matematického modelovania sú výrazne podpriemerné.

Kompetencie využı́vané v druhej etape matematického modelovania sme skúmali
pomocou úlohy č. 1, ale najviac informáciı́ sme zı́skavali z riešenı́ úlohy č. 2 b), pretože
v tejto úlohe boli len potrebné informácie a boli zadané jednoducho. Teda žiaci nemohli
zlyhat’na tom, že sa nedokážu zamerat’na podstatné východiská modelovanej situácie.
Z riešenı́ úlohy č. 1 teda vyplynulo, že ak žiaci pochopia podstatu problému, zamerajú sa
na správne východiská a uvedomia si vzt’ahy medzi nimi, tak vytvorenie matematického
modelu je pomerne úspešné (71, 54 %). Podobne úspešne (74, 37 % − 296) dopadla aj
matematizácia situácie v úlohe č. 2 b). S doriešenı́m úlohy to však nebolo až také
optimistické. Túto úlohu správne vyriešilo len 23, 12 % (92) žiakov z celkového počtu
žiakov. Neúspech spočı́val v tom, že žiaci nevedeli ako majú využit’informácie z možnosti
a) tejto úlohy, pretože zadanej rovnici nerozumeli. To bolo ich najčastejšie pı́somné
zdôvodnenie. 92, 39 % (85) žiakov, ktorı́ doriešili túto úlohu, boli úspešnı́ aj v interpretáciı́
rovnice zadanej v možnosti a) úlohy č. 2. Ostatnı́ úspešnı́ riešitelia využili rovnicu
z možnosti a) bez toho, aby ju vedeli interpretovat’. Z informáciı́ zı́skaných z riešenı́ úlohy
č. 2 b) vyplýva, že žiaci disponujú kompetenciami: „matematizácia“ (prevod „reality“
do matematických štruktúr) - odhalit’kvantitatı́vne alebo priestorové vzt’ahy a zákonitosti
reálnych situáciı́, vytvárat’matematické modely, ktoré sú nadpriemerne rozvinuté.
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Kompetencie overovat’ model z hl’adiska reálnej situácie, „dematematizácia“ (in-
terpretácia matematických modelov v zmysle „reality“) sú prejavom vysokej úrovne
matematického modelovania. Prvá menovaná sa však najčastejšie zanedbáva. Dôkazom
sú riešenia modelov, ktoré nemajú žiaden vzt’ah so zadanou situáciou, dokonca mode-
lov, ktoré sú neriešitel’né. Čo sa týka interpretácie matematických modelov, tak s touto
kompetenciou majú žiaci tiež značné problémy. Len 23, 12 % (92) žiakov zmysluplne
interpretovalo danú rovnicu. Vel’kú výhodu mali žiaci, ktorı́ dokázali vytvorit’matema-
tický model v úlohe č. 1. Medzi kompetenciami interpretácia matematických modelov
a zamerat’sa na podstatné východiská modelovanej situácie sa zistila výrazná závislost’.
Obe kompetencie sú však na nı́zkej úrovni. Kompetencia interpretácia matematických
modelov je podpriemerne rozvinutá. Dôvod môže byt’ aj to, že s takýmito úlohami sa
žiaci bežne na vyučovanı́ matematiky nestretávajú.

Žiaci teda majú najväčšie problémy v prvej etape matematického modelovania. Naj-
problematickejšou kompetenciou je zamerat’ sa na podstatné východiska modelovanej
situácie. V tesnom závese sú kompetencie overovat’model z hl’adiska reálnej situácie,
„dematematizácia“ (interpretácia matematických modelov v zmysle „reality“). To zna-
mená, že žiaci vedia modelovat’situácie, ktoré sú zadané jednoducho (pričom vytvorený
model väčšinou neoverujú) a interpretácia riešenia je jednoduchá. Takéto situácie sú
najčastejšie vymyslené a umelé, čo nie je užitočné pre žiakov. Aby sa vyučovanie mate-
matiky stalo užitočným, a to nie len pre žiaka, je nutné prehodnotit’jeho ciele a metódy.
Podl’a nás by sa vyučovanie matematiky malo zamerat’na to, aby sa žiaci naučili:

• chápat’javy, rozpoznávat’súvislosti,

• modelovat’,

• formulovat’otázky, riešit’problémy,

• formulovat’hypotézy, tvorit’závery,

• argumentovat’, vysvetl’ovat’a dokazovat’,

• počúvat’, diskutovat’a kritický zvažovat’názory,

• organizovat’a plánovat’si prácu,

• vyhl’adávat’informácie a vediet’ich zaznamenávat’, usporiadávat’a spracovávat’,

• prezentovat’a chápat’informácie v tabul’kách a grafoch,

• tı́movo spolupracovat’a prezentovat’výsledky svojej práce.
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ZÁVER

Ako sme uviedli v prvej kapitole, matematické modelovanie je významnou poznáva-
cou metódou. Rozvı́ja schopnost’induktı́vneho a deduktı́vneho myslenia žiakov, kompe-
tencie ako sú riešit’problémy, formulovat’a overovat’hypotézy, odhal’ovat’prı́činné vzt’ahy
a súvislosti medzi javmi. Samozrejme, že vyučovanie matematiky nemá byt’ len o tom,
aby sa žiaci naučili riešit’každodenné problémy, ale má sledovat’aj tzv. afektı́vne ciele,
ktoré sú rovnako dôležité. To však nebolo predmetom medzinárodného testovania ako
sú PISA, TIMSS atd’., v ktorých sme nedopadli dobre. Preto je dôležité zvážit’ zmenu
matematického vzdelávania a prejst’od kvantity ku kvalite. Nie je dnes výhra vediet’vel’a,
ak to nevieme praktický využit’. Rôzne informácie dokážeme vyhl’adat’ za okamih, ale
musı́me vediet’ako s nimi pracovat’d’alej. A práve s tým majú naši žiaci najväčšı́ problém.
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[2] FISCHER, R., MALLE, G.: Človek a matematika. Bratislava: SPN, 1992. 336 s.
ISBN 80-08-01309-5.
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SOFTVÉROVA PODPORA APLIKÁCIÍ
DIFERENCIÁLNYCH ROVNÍC

ALENA VAGASKÁ1

ÚVOD

V snahe dosiahnut’kvalitatı́vny posun v edukácii matematických predmetov na fakul-
tách technických univerzı́t je žiaduce študentov, ako budúcich technikov, naučit’využı́vat’
výhody vhodných programových systémov pri riešenı́ aplikačných úloh, či problémov
z technickej praxe. V článku na konkrétnom prı́klade uvádzam možnosti a zhodnotenie
výhod či nevýhod, ktoré nám v rámci výučby diferenciálnych rovnı́c ponúka Matlab.

1Katedra matematiky, informatiky a kybernetiky, FVT TU v Košiciach so sı́dlom v Prešove, Bayerova 1, Prešov, SR;
alena.vagaska@tuke.sk
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APLIKAČNÁ ÚLOHA

S ciel’om pozdvihnút’ úroveň motivácie a eliminovat’ absenciu aplikačných úloh je
vhodné na cvičeniach z matematickej analýzy, či na tzv. počı́tačových cvičeniach z nu-
merickej matematiky riešit’takúto úlohu (Fulier, 2001):

Vietor pri prechode lesom stráca svoju rýchlost’ vplyvom odporu, ktorý mu kladú
stromy lesa. Experimentálne sa potvrdilo, že strata rýchlosti vetra je priamo úmerná
dĺžke tejto dráhy a vel’kosti rýchlosti vetra. Nájdite rýchlost’vetra smerujúceho dovnútra
lesa vo vzdialenosti 150 m od okraja lesa, ak začiatočná rýchlost’vetra na okraji lesa
bola v0 = 12 ms−1 a vo vzdialenosti 10 m od okraja lesa sa rýchlost’vetra zmenšila na
hodnotu v1 = 9, 85 ms−1.

Pri aplikáciı́ teórie diferenciálnych rovnı́c na vyššie nastolený problém a pri vytváranı́
matematického modelu musı́me vychádzat’ z úvahy, že ide o rovnomerne spomalený
pohyb a podl’a fyzikálnych zákonov platı́ dv = −k · v ds, kde v = v (s) je rýchlost’vetra
vo vzdialenosti s od okraja lesa. Matematickým modelom uvedenej aplikačnej úlohy je
obyčajná diferenciálne rovnica

dv
ds = −k · v (1)

s počiatočnou podmienkou v (0) = 12 a doplňujúcou podmienkou v (1) = 9, 85. Je
zrejmé, že ide o separovatel’nú diferenciálnu rovnicu, odkial’zı́skame všeobecné riešenie
v tvare v = C · e−10k. Využitı́m počiatočnej podmienky určime hodnotu všeobecnej
konštanty C = 12.

Použijúc doplňujúcu podmienku v = C · e−10k určime konštantu k z rovnice 9, 85 =
= 12 · e−10k ⇒ k = 1

10 · ln
12
9,85 . Ak zoberieme do úvahy (1) a konštantu k, tak dostaneme

pre danú situáciu diferenciálnu rovnicu znižovania rýchlosti vetra v tvare
dv
dv = 1

10 ln 9,8512 · v (2)

odkial’separáciou premenných a využitı́m počiatočnej podmienky zı́skame riešenie rov-
nice:

v = 12 ·
(9,85
12

)( s
10) (3)

Je zrejmé, že to isté riešenie možno zı́skat’dosadenı́m konštánt k a C do všeobecného
riešenia. Ked’že nás zaujı́ma rýchlost’vetra vo vzdialenosti 150 m od okraja lesa, stačı́ do
vzt’ahu (3) dosadit’s =150 m a dostávame, že v tejto vzdialenosti má vietor rýchlost’už
len v = 0, 62087763 ms−1.

NUMERICKÉ RIEŠENIA OBYČAJNÝCH DIFERENCIÁLNYCH ROVNÍC PO-
MOCOU MATLABU

Ukážme si, ako môžeme numericky riešit’ diferenciálnu rovnicu (2) pomocou Eu-
lerovej či Heunovej metódy. Ciel’om článku nie je odvádzanie a dokazovanie týchto
metód. Pripomeňme si však, že ak na intervale [A,B] máme nájst’ aproximáciu rieše-
nia diferenciálnej rovnice y′ = f (x, y), y (a) = y0, tak musı́me uvažovat’ siet’ bodov
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(xi) = a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Konkrétnou numerickou metódou nájdeme apro-
ximáciu neznámych hodnôt y (xi), ktoré označı́me yi. Numerické riešenie diferenciálnej
rovnice (2) teda nezı́skame v tvare funkcie y = y (x), zı́skame len jej aproximáciu v tvare
dvojı́c vektorov (xi) , (xi), ktorá sa v Matlabe často prezentuje v stĺpcovej podobe, matici
rozmeru [n, 2]. Pri Eulerovej metóde (kde volı́me konštantný krok siete h = xi+1 − xi
pre všetky i) vychádzame z Taylorovej vety, odkial’ za predpokladu, že krok siete je
dostatočne malý, zı́skavame rekurentný vzt’ah Eulerovej metódy v tvare

yi+1 = yi + h · f(xi, yi), kde f(xi, yi) = y′(xi). (4)
Uvažujme o riešenı́ diferenciálnej rovnice (2) na intervale [0, 150] pomocou M-funkciı́

v Matlabe. Jednoduchou implementáciou Eulerovej metódy, v ktorej vstupným argumen-
tom nie je krok siete h, ale počet n uzlov siete, ked’a = x1, b = xn+1, môžeme vytvorit’
v Matlabe M-funkciu nazvanú naprı́klad „Eulern“, volanı́m ktorej zı́skame riešenie rov-
nice (2):

function mxy=Eulern(mf,a,b,y0,n)
% mf meno(t.j. string) funkcie f=(x,y)
% y0 zac.podm.: y(a)=y0
% n = pocet uzlov siete (bez bodu a)
% mxy matica n x 2 [x(i), aprox. y(x(i))]
h = (b-a)/n; %krok
x = a:h:b; %x(1)= a
y = zeros(1,n+1); %pre-alokovanie
y(1)=y0; %y(a) = y0
for i=1:n

y(i+1) = y(i) + h*feval(mf,x(i),y(i));
end
mxy = [x’,y’];

Ďalšou potrebnou M-funkciou bude funkcia \uv{mfxyv}, ktorá vyjadruje rovnicu
(2) a funkcia \uv{mfxycr}, ktorá vyjadruje presné riešenie diferenciálnej rovnice (2):

function z=mfxyv(x,y)
%dif.rovnica znizovania rychlosti vetra
%v=(-1/10)*ln(12/9,85)*v (y=(1/10)*ln(9,85/12)*y)
z=(y/10)*log(9.85/12);

function z=mfxyvr(x)
% presne riesenie DR zniz.rychlosti vetra
% v=12*(9,85/12)^(s/10)
z=12*(9.85/12).^(x/10);

Volanı́m funkcie \uv{Eulern} zı́skame následovné diskrétne numerické riešenie
rovnice (2), vid’obrázok 1.
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Obr. 1

Z obrázku 1 vidı́me, že v prvom stĺpci sú hodnoty vzdialenosti s, v druhom diskrétne
riešenie rovnice (2) a tretı́ stĺpec predstavuje hodnoty presného riešenia. Je zrejmé, že
globálna chyba je vel’ká (Volauf, 2005). Znı́žit’ ju môžeme zmenšenı́m kroku h, čo je aj
tak pri tejto metóde dost’neefektı́vne. No študentom odporúčam vyskúšat’si to, pomocou
matematického softvéru to nie je časovo náročné. Slabým miestom Eulerovej metódy je,
že prı́rastok riešenia na intervale [xi, xi+1] sa aproximuje prı́rastkom dotyčnice v bode
(xi; yi). To znamená, že smerová funkcia nemôže dobre vystihnút’priebeh derivácie Preto
treba použit’ iné, vhodnejšie metódy. Napr. Heunovu metódu, ktorej rekurentný vzorec
v tvare

y1 = y0 + h
2 (f (x0, y0) + f (x1, y0 + h · f (x0, y0))) (5)

sa zı́skava inou úvahou – integrovanı́m. Implementáciou vzt’ahu (5) vytvorı́me novú M-
funkciu \uv{Heunh}. Pı́smeno h v názve funkcie symbolizuje, že teraz je argumentom
vel’kost’kroku a nie počet uzlov (vid’obr. 2).
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Obr. 2

Volanı́m funkcie preverı́me správnost’ implementácie na riešenı́ nášho problému.
Zı́skavame diskrétne riešenie rovnice:

>> m=Heunh(’mfxyv’,0,150,12,10);x=(0:10:150)’;[m mfxyvr(x)]
ans =

0 12.0000 12.0000
10.0000 9.8647 9.8500
20.0000 8.1093 8.0852

... ... ...
130.0000 0.9395 0.9215
140.0000 0.7723 0.7564
150.0000 0.6349 0.6209

Vidı́me, že teraz je vel’kost’globálnej chyby v bode x = 150 rádovo menšia v porov-
nanı́ s Eulerovou metódou. Ešte presnejšie výsledky možno zı́skat’ pomocou známych
jednokrokových metód, ktoré odvodili na začiatku 20. storočia nemeckı́ matematici
Runge a Kutta. Na nich sú založené aj M-funkcie ode23 a ode45, ktoré sú súčast’ou
Matlabu a sú výsledkom mnohoročného úsilia profesionálov. S presnost’ou numerického
riešenia rovnice (2), ktoré zı́skame volanı́m M-funkcie ode45 sme samozrejme spokojnı́.

>> [x,y]=ode45(’mfxyv’,[0,150],12);[x,y]
ans =
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0 12.0000
2.5445 11.4120
... ...

148.7945 0.6358
150.0000 0.6209

ZÁVĚR

Na cvičeniach z numerickej matematiky sa osvedčilo, aby po klasickom výklade,
vyriešenı́ prı́kladu na danú tému a overenı́, či je pochopený algoritmus, nasledovala etapa
využitia výpočtovej techniky s vhodným matematickým softvérom. Implementácia ICT
do výučby numerickej matematiky nám totiž umožňuje nielen vypočı́tat’ viac prı́kla-
dov, ale aj porovnat’jednotlivé metódy z hl’adiska odhadu chyby, rýchlosti, konvergencie
a vhodnosti danej metódy. Nespornou výhodou je taktiež grafická interpretácia výsledkov
numerického riešenia pomocou matematického softvéru (to už nech je predmetom iného
článku). Ciel’om však ostáva, aby študenti mali numerické metódy pochopené a osvo-
jené do takej miery, aby ich vedeli samostatne naprogramovat’v akomkol’vek vhodnom
prostredı́ matematického softvéru.
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[6] Volauf, P.: Numerické a štatistické výpočty v Matlabe. Bratislava: STU, 2005. ISBN
80-227-2259-6
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Redakce Učitele matematiky
Katedra matematiky PřF MU
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Text sbornı́ku neprošel jazykovou úpravou.
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