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VazZeni a mili ¢tenari,

dostava se vam do rukou sbornik pfispévkl z dvanictého ro¢niku konference Dva
dny s didaktikou matematiky, ktera se jiz k nas$i nesmirné radosti zabydlela v diéafich
mnoha ucitelii. Konferenci porada katedra matematiky a didaktiky matematiky Univerzity
Karlovy v Praze, Pedagogické fakulty, ve spolupraci se Spole¢nosti ucitelti matematiky
JCMF pro uditele matematiky vech typi $kol z celé Ceské republiky, mnoho zahrani¢nich
hostl ze Slovenska a Casto i nékolik hostli z Némecka, Polska ¢i Anglie. TS nés, Ze je
mnoho uciteld, ktefi se na konferenci kaZzdoro¢né€ vraci, a Ze kazdym rokem pfibyvaji
novi. Program konference je zvolen tak, aby se kazdy ucastnik mohl aktivné zapojit
a nasel si néco, co ho obohati a co mlize ve své vlastni praxi vyuZzit.

Chtéli bychom vam vSem, ktefi prispivate na konferenci dilnami, referdty v sekcich,
otevienymi hodinami, postery a cennymi diskusemi ve vSech aktivitach, podékovat za
skvélou atmosféru konference, kterd ndm pokazdé doda energii a chut’ do dalsi préce.
Véifime, Ze 1 ucastnici konference si odnaseji dobry pocit smysluplnosti svého usili
v hodindch matematiky.

Spolecnost uciteli matematiky (SUMA), kterd haji profesni zajmy uciteld matema-
tiky, nabizi ucitelim prostor k predavani zkusenosti i k diskusim o problémech, které nas
zajimaji, na portdlu SUMA (www.suma.jcmf.cz). Ten byl uveden do provozu s podporou
Evropského socidlniho fondu. Véfime, ze prave ucastnici konference Dva dny s didakti-
kou matematiky budou portél aktivné vyuzivat a sdilet tak s ostatnimi kolegy své cenné
zkuSenosti 1 nazory.

Vsem ucastnikiim tfindctého ro¢niku konference piejeme, aby jim tento sbornik
pfipomnél piijemnou pracovni atmosféru a aby v ném 1 po roce nasli dals$i podnéty pro
svou préci. Ostatnim Ctendfim pfejeme, aby je nas sbornik potésil a aby je motivoval
aktivné se ucastnit dalSich ro¢nikd konference Dva dny s didaktikou matematiky.

Na setkani na tfinactém ro¢niku konference Dva dny s didaktikou matematiky v inoru
20009 se tesi

Nada Stehlikova
predsedkyné programového vyboru konference
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Zvané prednasky

Z AMYSLENI NAD NEKTERYMI
MOZNOSTMI V HODNOCENI VYSLEDKU
VZDELAVANI NA ZS A SS ANEB
TESTOVANI BY NEMELO BYT PREKAZKOU
REFORMNIM ZMENAM SMERUJICIM
K NAPRAVE SYSTEMU VZDELAVANI

EvA RIDKA, EVA LESAKOVA!

VYCHODISKO

V procesu liberalizace naseho Skolstvi dochazi k fadé zmén. Mnohé z nich jsou vy-
volany a umoznény tlakem ménici se spoleCnosti. Zasahy prichazeji prakticky odevsSad.
Ke zméndm se vyslovuji Zaci a rodice, politici, reklamni agenti z komercnich sfér, média
1 nékteti odbornici. Uc¢itelé plni pfevazné rutinni pedagogické povinnosti. Mimo jiné se
Skoly potykaji predevsim s vlastnim provozem, s plnénim administrativnich opatfeni od
nekonec¢né tvorivé skupiny ufedniki, s konkuren¢nimi tlaky, s disledky systémovych
i nesystémovych zmén, s kizetiskymi problémy 74kl a zpravidla na poslednim misté
zbyva i prostor pro feSeni pedagogickych zaméra a tvofivou praci. Situaci komplikuji
i neodborné zasahy nékterych politikii do systému skolstvi za podpory nékterych senza-
cechtivych médii. Témér neexistuje spoluprdce mezi navazujicimi stupni Skol, kterd by
mohla ledacos korigovat. Nékteré , kosmetické* zmény v naSem Skolstvi vyvolané timto
spolecenskym tlakem maji neCekané vazné dasledky v pfistupu nasi mladé generace ke
vzdélani. Co je spravné a co ne?

Uvop
CERMAT je organizace, kterou MSMT zfidilo za G¢elem realizace spole¢né &dsti ma-
turitni zkousky (ddle MZ) na vSech typech stiednich Skol ukon¢enych maturitni zkouskou.

V soucasné dobé se pripravuje postupné spusténi ,,ostré* maturity ve dvou fazich. V roce
2010 a 2011 by méla spolecna ¢ast MZ obsahovat dvé zkouSky — Cesky jazyk a literaturu

ICERMAT; lesakova@cermat.cz, ridka@cermat.cz
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a volitelné Matematiku nebo jeden z péti Cizich jazykl. VSechny povinné zkousky se
budou nabizet ve dvou urovnich obtiznosti — v zdkladni trovni a ve vySsi urovni.

Od roku 2012 bude maturita rozsifena o dalsi zkouSku. Studenti budou skladat ve
spole¢né &asti zkousku z Ceského jazyka a literatury, zkousku z Ciziho jazyka a jednu
volitelnou zkousku. V nabidce volitelnych zkousek zistiva Matematika a pfibude Ob-
Cansky a spolecenskovédni zdklad a Informatika. V kazdé zkouSce si studenti budou
vybirat jednu ze dvou urovni obtiZnosti.

V pribéhu dlouhodobé pfipravy spole¢né ¢asti maturitni zkousky probéhlo nejrozsah-
lejsi pilotazni Setfeni na naSich Skolach. CERMAT pro potieby objektivniho posuzovani
ziskal velmi cenné informace o stavu gramotnosti naSich studentli. Soucasné se obje-
vila potfeba zmapovat situaci a reflektovat zmény i na nizSich stupnich Skol. Jiz patym
rokem probihd testovani v rdmci programu Hodnoceni vysledki vzdélavani zaka 9. tiid
a odpovidajicich ro¢nikl viceletych gymnazii. V letosSnim roce se zhruba u 68 000 mi-
mopraZskych Zakd posuzovaly dovednosti v Ceském jazyce, v Matematice a Obecné
dovednosti.

V predchozich dvou letech Gspésné probéhlo i ovérovani vysledkl vzdélavani v 5. tii-
dach zédkladnich Skol. Za podpory ESF piipravuje CERMAT rovnéz Evaluacni testy pro
mimoprazské zdkladni a stfedni Skoly. Prostfednictvim vSech zminénych Cinnosti ziskal
CERMAT kromé pottebnych dat i cenné zkuSenosti v oblasti testovani. V ptispévku se
zamyslime nad obecnymi otdzkami testovani. Osvétlime pohled na konstrukci testu a z ni
vyplyvajici vypovédni hodnotu testu. Struéné pohovoiime té€zZ o objektivité a srovnatel-
nosti testd a 0 mozné neodborné interpretaci vysledku testu. Uvedeme ukazky z plosného
testovani zaki 5. a 9. tfid v projektu Kvalita I. Stru¢né€ se zamyslime i nad moZnostmi
vhodného vyuZivani testi pro rizné tucely (evaluace jednotlivce a skupiny, soutéze,
pfijimaci fizeni apod.). Zavérem poloZime nékolik otdzek v souvislosti s vyuZzitim a vy-
znamem testovani v podminkéch naSeho Skolstvi.

TESTY

V laické, ale i odborné pedagogické verejnosti je jesté dnes zazitd piredstava, Ze test je
pouze takova forma zkousSeni ¢i ovérovani znalosti, v niZ adept ke kazdému tkolu vybira
spravné feSeni z nabidky né€kolika alternativ (A, B, C, zpravidla jeSté D a pfipadné i E).
Nezasvéceny ucastnik se obvykle priklani k ndzoru, Zze 50 % spridvné zodpovézenych
otazek zvladne primérny adept a hranice dspésnosti odpovida asi 25 %. Obvykle se vsak
neptd, co vlastné test méfi, je-li objektivni, je-li mozné vysledky porovnat s vysledky
v jiném testu apod. Nutnou podminkou k zodpovézeni téchto otazek je znalost konstrukce
testu, tedy obsah i formaty pouzitych dloh.

KLASIFIKACE TYPU ULOH

Z hlediska hodnoceni testovych uloh se pouziva zdkladni déleni na ulohy oteviené
a uzaviené. V tzce otevienych tlohdch se hodnoti jen odpovéd’ (slovni vyjadfeni, upra-
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veny vzorec, ¢iselny vysledek, bod grafu, isecka apod.). V Siroce otevienych ulohach se
hodnoti i postup. Uvedme pouze tfi nej¢astéji uzivané typy uzavienych uloh.
NejuZzivan€jsim typem uzaviené ulohy je tiloha s vybérem odpovédi, tzv. multiple
choice, kde se vybird jedind spravna odpovéd z nabidky nékolika (Cty¥, péti apod.)
odpovédi. Vybér spravné odpovédi se hodnoti plnym poctem bodii.
Priklad: Ivan mél vCera narozeniny. Zitra je ¢tvrtek. Ve ktery den mél Ivan naroze-
niny?
(A) nedéle (B) pondéli (C) utery (D) jiné feSeni
Dalsim typem uzaviené ulohy je tloha prirazovaci. K n¢kolika dlohdm se pfifazuji
spravné odpovédi ze spolecné nabidky (pocet nabidek zpravidla prevySuje pocet uloh).
PInym poctem bodi se hodnoti jen spravné vyfeseni vSech Casti ilohy. Je mozZné pridélit
dil¢i body 1 za ¢astecné spravné reseni.
Priklad: V nasledujicich posloupnostech je a,, .1 = a,+3 pro vSechna prirozena ¢isla
n. Ke kazdé takové posloupnosti dodefinované jednim jejim ¢lenem (v A-C) piifadte
prvni ¢len posloupnosti (vybirejte z 1-5).
(A) ajpo = 299 (1) ay = 1
(B) asg) — 152 (2) a; — 2
(C)agg =295 (B)a; =3
4)a; =4
(5) jind moZnost
Ve svazku dichotomickych uloh se zpravidla hodnoti pravdivost (ANO) ¢i neprav-
divost (NE) nékolika vyrokii. Opét se plnym poctem bodl hodnoti jen spravné vyfeseni
vSech ¢asti ulohy.
Priklad: O kazdém tvrzeni (1) az (4) rozhodnéte, je-li pravdivé (ANO), nebo neprav-
divé (NE). Soucin dvou prirozenych cisel je 18.

(1) Jejich soucet je Cislo sudé. (ANO-NE)
(2) Jejich soucet mize byt prvocislem. (ANO-NE)
(3) Jejich soucet je vétsi nez 8. (ANO-NE)
(4) Jejich rozdil miiZe byt nula. (ANO-NE)

SPOLEHLIVOST TESTU

Problém nastava pii posuzovani obtiznosti a spolehlivosti testu. Zména typu tlohy
muze oba tyto parametry vyznamné ovlivnit. V testech CERMATu bylo opakované ové-
feno, Ze korelace RIR (korelace ulohy se zbytkem testu) je vyznamné nizsi u uzavienych
uloh oproti dlohdm otevienym. Mezi korelacemi dvojic uzavienych tdloh rtiznych typt
byva pak vyrazné nejnizsi, jde-li o dvojici uzavienych tloh typu multiple-choice. Nabizi
se tedy tvrzeni, Ze uzaviené ulohy jsou mj. méné spolehlivé nez ulohy oteviené. Situaci
si objasnime na nasledujicim zjednoduseném piikladu.

Predstavme si test s 16 tilohami typu multiple choice. V kazdé uloze se nabizeji Ctyfi
odpovédi, pravé jedna je spravna. Dale predpoklddejme Ctyfi idedlni skupiny fesSitelu:
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kazdy ¢len ve skupin€ A umi spravné vyftesit 75 % tloh, zbytek had4, ve skupiné B 50 %,
ve skupiné C 25 % a ve skupiné D si s Zddnou ulohou nikdo neporadi.

Jakou uspéSnost v jednotlivych skupindch naméfime? V prvni skupiné A ma kazdy
reSitel moZnost hadat ze ¢tyt uloh. Pravdépodobnost uhodnuti spravné odpovédi je jedna
ctvrtina, pii dostate¢né velikém poctu fesitell tedy v priméru uhodnou jednu tlohu navic.
Ve druhé skupin€ B se hada z dvojnasobného poctu tloh, v priméru se tedy uhdadnou
dvé, ve skupiné C tf1 a ve skupiné D Ctyfi.

6,25 %
125 %
18,75 % 25 %,

V nejlepsi skupiné tedy naméfime hodnotu uspéSnosti 81,25 % misto 75 %, v nejslabsi
skupin€ 25 % misto 0 %. Z ukdzky je patrné, Ze navysSeni uspésnosti klesa s riistem trovné
skupiny, a to linearné od hodnoty pravdépodobnosti uhodnuti spravné odpovédi (o 25 %)
az k 0 %, pokud by existovala skupina, kterd vyiesi vSechny dlohy testu bezchybné.

Ve skute¢nosti predvedené homogenni skupiny samoziejmé neexistuji. Co miizeme
ocekdvat u skupiny, v niZ jsou jedinci rizné urovné? Predpoklddejme opét ve zjedno-
duSeném piipadé napt. skupinu s primérnou uspésnosti 50 %, v niZ jsou mj. zastoupeni
jedinci turovné A a C.

Jakou tspésnost naméiime? Pokud by skutecna tspésSnost byla 50 %, 1ze predpokladat,
7e diky druhé poloviné uloh, kterou feSitelé neumi vyfeSit a vysledky mohou pouze
odhadovat ¢i ndhodné vybirat, by byla naméfend dspéSnost navysSena az o 12,5 %.
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6,25
18,75 %

C 12,5 %

2

Zména uspésnosti neni zavisla na rozloZeni GspéSnosti ve skupiné, zavisi jen na
primérné hodnot€ tspésnosti.

SROVNATELNOST PRUMERNYCH VYSLEDKU V TESTECH

Jak je moZné snizit nechtény prirastek dspesnosti testu zpisobeny hadanim? Problém
se zpravidla fesi tfemi moznymi zpusoby. Nahodny uspéch v tloze je mozné caste¢né
snizit vétsim poctem nabizenych odpovédi, dile je moZné upravit bodovani zavedenim
trestnych bodu za chybnou odpovéd a nakonec je mozné zménit typ dlohy. Pokud se
pocet odpovédi v nabidce zvétsi ze Ctyt (p = 25%) na pét (p = 20%) nebo dokonce na
deset (p = 10%), mizeme oCekavat jen drobné zlepseni situace (viz tabulka 1).

Tab. 1: UspéSnost u namérena v testu v zavislosti na po¢tu nabidek v uzavirenych tlohach

P 1 0% | 5% |10 % |15 % |20 % |25 % |30 % |35 % |40 % |45 % |50 %0 | u

25% (21 % |17 % |12 % | 6 % | 0 % 25 %
30% 26 % |22 % |18 % | 13 % | 7% | 0% 30 %
35% (32% |28 % |24 % | 19 % |13 % | T % | 0 % 35 %
40 % |37 % | 33 % |29 % |25 % |20 % | 14 %0 | 8 % | 0 % 40 %
45 % |42 % | 39 % |35 % | 31 % |27 % |21 %0 |15 % | 8 % | 0 % 45 %

TLI50% 47 % |44 % |41 % |38 % |33 % |29 % |23 % |17 % | 9% | 0% |50 %

55 % |53 % | 50 % |47 % |44 % | 40 % |36 % |31 % |25 % | 18 % | 10 % | 55 %
60 % |58 % | 56 % |53 %0 | 50 % | 47 % |43 % |38 % |33 % |27 % |20 % | 60 %
65 % |63 % | 61 % |59 % | 56 % | 53 % | 50 % |46 % |42 % |36 % | 30 % | 65 %
70 % |68 % | 67 % |65 % | 63 % | 60 % | 57 % |54 % |50 % |45 % |40 % | 70 %
75 % |74 % |72 % |71 % |69 % |67 % |64 % |62 % | 58 % |55 % | 50 % |75 %
80 % |79 % |78 % |76 % |75 % |13 % |71 % | 69 % |67 % |64 % | 60 % | 80 %
85 % |84 % |83 % |82 % |81 % |80 % |79 % |77 % |75 % |73 % |70 % | 85 %

Symbolem p je oznacena pravdépodobnost uhodnuti libovolné ulohy, (p = %, kde n
je pocet nabizenych odpovédi). Z tabulky je patrné, Ze napft. pii naméteni 50% tspéSnosti
v testu ve skutecnosti existuje zaruka, ze védomé (s vyloucenim nahody) a spravné bylo
vyfeSeno 33 % uloh, pokud test obsahoval tlohy s nabidkou ¢tyt odpovédi. S nabidkou
péti odpovédi mohla byt skutecnd tspésSnost pouze 38 %. Pokud byly v nabidce jen tfi
odpovédi, podle uvedeného vztahu je moZné spocitat, Ze skutecnd ispéSnost by mohla
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klesnout na 25 %. Naopak obsahoval-li test pouze oteviené ulohy, skute¢na tspéSnost by
se s naméfenou hodnotou méla shodovat.

Vysledek v testu je mozné ovlivnit nastavenim bodovani, napt. pfidélovanim zapor-
nych bodt za chybnou odpovéd. Pocet kladnych bodi ku pocétu zdpornych bodi by mél
odpovidat poméru pravdépodobnosti ndhodného vybéru chybné odpovédi ku pravdépo-
dobnosti ndhodného vybéru spravné odpovédi (obé veliiny jsou v opacném poméru).
Napf. u uloh s nabidkou péti odpovédi l1ze pridélit 4 body za sprdvnou a —1 bod za
chybnou odpovéd, nebo 1 bod za spravnou a —0,25 bodu za chybnou odpovéd apod.
Pti dodrZeni této zasady se primérna uspésnost v testu nezméni ani ndhodnym vybérem
odpovédi pfi neznalosti feSeni. Treti moznosti jak objektivizovat vysledek testu je zara-
zeni svazktl dichotomickych tloh, pfifazovaci tilohy a zejména oteviené ulohy. Nutnou
podminkou je opét vhodné nastaveni bodovani (napf. plny pocet jen za vSechny spravné
odpovédi ve svazku a pridéleni ¢aste¢ného poctu bodu za jedinou chybu), aby se sniZilo
riziko kladného hodnoceni ndhodné vybranych odpovédi.

SROVNATELNOST JEDNOTLIVYCH VYSLEDKU V TESTU

VEtsim problémem nez piipadné posunuti primérné tdspésnosti v testu je ndhodné
rozloZeni jednotlivych vysledk testu, maji-li feSitelé moZnost spravné odpovédi tipovat
¢i ndhodné vybirat.

V nésledujicim grafu jsou uvedeny vysledky 15letych zakt v soutézi Matematicky
klokan. Z4ci fesili 24 uzavienych dloh typu multiple choice, spravnou odpovéd hledali
v nabidce 5 alternativ. Spravné odpovédi ve 24 otdzkach byly podle obtiZnosti hodnoceny
3 az 5 body, za kazdou chybnou odpovéd’ se od¢ital 1 bod. DosaZeni zaporného vysledku
znemozni 24bodova bonifikace.

i
3 4
4 r—
3 T A VA 2
M R e
e R +
0 T T T T T T . T T T .
0 10 20 30 40 a0 B0 70 a0 a0 100 110 120
Obr. 1

V grafu je na vodorovné ose vysledek v soutézi, na svislé ose zndmka z matematiky
v pololeti. V¢etné pocatecni bonifikace (24 bodii) je primérna dspésnost v soutézi 47 %,
po odecteni bonifikace je necelych 34 %. Z grafu je mozné vycist, Ze horS§i zndmce
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z matematiky odpovida o néco niZ$i primérnd dspésnost v soutéznim testu. Korelace
mezi obéma velic¢inami je relativné nizka (0,26). Nelze samoziejmé ocekavat, Ze vysledek
v testu bude odpovidat zndmce z matematiky na vysvédceni. Pfesto je na misté otazka,
je-li test dostate¢né objektivni.

Diky nizké GspéSnosti v testu je ziejmé, Ze Zaci uméli vyftesit jen ¢ast tloh a odpovédi
tak mohly byt ve velkém poctu tipovany, nékteré se Stéstim, jiné nedspésné. Body ziskané
jednotlivymi feSiteli jsou pfi stejném poctu tipovanych vysledki rozdéleny s odpovidajici
pravdépodobnosti mezi nékolik polozek.

V nasledujicich grafech je mozné nahlédnout disledky tipovani v osmi soutéznich
ulohach (tretina testu). Pokud reSitelé spravné vyfesi jen dvé otazky, ziskaji spolecné
s 8bodovym bonusem celkem 16 bod (svétly sloupec). V pripadé, Ze se pokusi dalsi ilohy
alesponi vytipovat, s vysokou pravdépodobnosti dosdhnou na 10, 15 nebo 20 bodi, se
Stéstim mohou ziskat 25 bodu a vyjimec¢né (s velmi nizkou pravdépodobnosti) i 30 bod.

Viiv hadani pri uspésnosti 25 %
25%
0% i
25%
20% - |
16% - |
10% - |
0% . - -
a ] 110 15 20 29 an 35 a0
B S hadanim O Bez hadani

Obr. 2

Pokud fesitelé spravné vyresi 4 otazky, spolecné s tipovanim mohou za 8 uloh misto
24 bodi ziskat se stejnou pravdépodobnosti 20 nebo 25 bodii, mensi pocet fesiteli mize
dosdhnout na 30 a vyjimeéné aZ na 35 bodi. Cim jsou fesitelé lepsi, tim méné prostoru
maji na tipovani, coz lze vycist z dalSich dvou grafl (obr. 3 a 4).

Tipovanim dvou odpovédi si vétSina fesitelt pokazi vysledek o dva body, asi polovi¢ni
pocet fesiteld si o tfi body polepsi, jen vyjime¢né dosdhne na plny pocet bodi (obr. 5).

Nejmensi Sance na zlepSeni vysledku je pfi tipovani jediné ulohy. Zajimavé je srovnani
situace, kdy fesitelé odpovéd u nevyfeSenych tloh neuvadéji, se situaci, kdy naopak tipuji.
Vysledky v 8 dlohéch bez tipovani jsou na obr. 6.
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Obr. 6

V obou grafech predstavuji ¢isla 0 az 8 pocet spravné vyiesenych tloh bez tipovani.
Vysledky v 8 tlohéch s tipovanim jsou na obr. 7.

Uspésénost 50 % + 8 bodu bonus
30%
25%
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Obr. 7

Vsimnéme si, Ze ve stejnych sloupcich jsou feSitelé, ktefi se v po¢tu samostatné
feSenych uloh lisi. Napf. 25 bodl je mozné ziskat za vyfeSeni 2 aZ 5 dloh, zbyvajici
feSeni byla vytipovana. Bez tipovani by tito feSitelé ziskali od 16 do 28 bodi. Z této
ukazky je jasné, Ze Stésti nebo smila mtize hrat v testu s ilohami multiple choice velikou
roli. Cim hife test dopadd, tim v&tif roli hraje ndhoda. Nelze tvrdit, Ze stejné vysledky
ziskavaji jen stejné schopni feSitelé a Ze dobrymi vysledky se mohou pochlubit jen dobii
resitelé. Presto je vidét, Ze mezi nejlepsi fesitele neproniknou podprimeérni jedinci a mezi
slabé jedince se nedostanou vytecni fesitelé.
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JE VHODNE POUZIVAT PRO HODNOCENI TESTY S ULOHAMI TYPU MUL-
TIPLE CHOICE?

Nespornou vyhodou testu s uzavienymi ulohami je rychlost hodnoceni a vylouceni
test na misté. Nema vSak smysl porovnavat mezi sebou soutézici se slabSimi vykony.
Rovnéz evaluacni testy je mozné konstruovat obdobnym zpisobem, pokud hodnotime
skupinu jako celek. Soucasné je moZzné vyclenit nejuspésné;jsi feSitele. Pro hodnoceni
jednotlived podobné testy nejsou dostatecné objektivni. Pokud je napf. u pfijimacich
zkousSek stanovena hranice uspél — neuspél, v jejim okoli dochazi spiSe k ndhodnému
usporadani nez k objektivnimu rozd€leni na uspé€Sné a neuspésné. LepSim feSenim by bylo
stanoveni hrani¢niho pasu, z néhoz by zéci byli vybirani prostiednictvim dalSiho kritéria
(zndmka na vysvédCeni, ustni zkouSka apod.) Nekteré spoleCnosti davaji studentim
moznost testy opakovat. Pokud maji feSitelé tfi pokusy a hodnoti se nejlepsi vykon,
reSitelim se vyplaci tipovat vysledky tuloh, které nezvladaji.

NEVIDITELNE, ALE DULEZITE
e U testli nemusi hodnota primérné dsp€snosti vypovidat o skutecné tispésnosti.

Zkreslovani vysledka skupiny je ovliviiovano:
e pravdépodobnosti uhodnuti spravné odpovédi,
e trovni sledované skupiny,

e nastavenim bodovani (zdpornymi body je mozné témér eliminovat zkresleni pramér-
ného vysledku skupiny).

e Pro méfeni drovné skupiny jako celku je vhodné pouzivat zapornych bodu, naopak
zkresleni pfi porovnavani jednotliveu odstranit nelze.

e Zcela spolehlivy (jak pro skupinu, tak i pro jednotlivce) je test sestaveny z otevirenych
tloh (nulové nahodné skore).

e Naihodné skére je mozné ovlivnit vybérem vhodnych typia uzavienych tloh.

TESTY CERMATU

V projektu Kvalita I bylo v testech z matematiky pouZito nékolika typa tloh. V ote-
vienych tlohdch (U1-U9), ve svazcich dichotomickych dloh (U10a Ul1) 1 v pfifazovaci
uloze (U12) bylo mozné ohodnotit i ¢4stené feSeni. V uzavienych tlohédch typu multiple
choice (U131, U14; a Ul5;) je hodnocen jen spravny vysledek.
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Obr. 8

Nejvyssi (tmaveé Sedé) sloupce uvadéji pocty zakl v procentech, ktefi tlohu fesili
alespon s ¢asteCnym uspéchem. Nejnizsi sloupce uvadéji polty zaka, ktefi resili dlohu
zcela bezchybné. Svétlé sloupce uvadéji uspésnost zaku v tloze, resp. obtiZznost tlohy.
Z grafu je mozné vysledovat, Ze uzaviené ulohy prifazovaci i svazkové byly v priméru
srovnatelné obtizné s ulohami typu multiple choice, av§ak jemnéji rozliSily droven ve
znalostech ¢i dovednostech zakt a mély lepsi citlivost. Diky niZ§imu ndhodnému skére
svazky vykazovaly i vySs$i korelaci ke zbytku testu.

V testech CERMATu se za chybné odpovédi neodeditaji zadné body. Resitel ma
Jistotu, Ze ocenéni za spravné vyieSené ulohy bude v pIlné vysi (nebude oSizen), coz
je dulezité pro stanoveni minimalni hranice, tzv. cut off score. I v n¢kterych testech
CERMATu pievazuji uzaviené ulohy typu multiple choice a dochézi tak k posunuti
primérné uspésnosti azZ o 15 %. Nahodné rozlozeni jednotlivct se fidi stejnymi pravidly,
kterd byla vySe popsdna u soutéZze Matematicky klokan. Pokud se tedy porovnavaji

jednotlivé testy, je tfeba se sezndmit s bodovanim, s ndhodnym skore i s typy pouZivanych
uloh.

TESTOVANI ANO CI NE?

Na konferenci v Hradci Kralové v zaii 2007 byly predneseny a diskutoviny dvé
vyzvy reflektujici klesajici troven vzdélanosti v nasem stité. Zaznélo, Ze matematika
by neméla byt jen pro nadané a vyvolené. K poznani matematiky maji mit prileZitost
vSichni, ktefi k ni tthnou a budou ji potrebovat.
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Ucena spolecnost (predseda Dr. Jifi Grygar) usty profesorky H. Illnerové deklarovala
potiebu zkvalitnit vyuku matematiky na Skolach a zvysit jeji prestiZ na gymnaziich za-
vedenim povinné maturity z matematiky. Stdle vice $kol rusi pfijimaci zkousky a mnohé
Skoly neprihliZeji ani k vysledkium uchaze¢t dosazenych v predchozim studiu. Kri-
teriem k postupu na vyssi stupeinl Skoly jiZ neni dosazend troven znalosti a dovednosti
studenta, ale pocet volnych mist, které je tfeba zaplnit, aby si Skola zajistila ekonomickou
jistotu.

V mezinarodnich testech jsou nasi zakladoSkol4ci primérni, ale nikdo se nezabyva
kvalitou naSich stfedoskoldkt, nikdo nezkouma pric¢iny nedspéchu velkého poctu po-
sluchaca vysokych skol. Nasi Zdci ve srovnani s vrstevniky z ostatnich stati OECD
nemaji rddi matematiku a ve vzdélani jsou mnohem vice zdvisli na socidlnim zdzemi
v rodiné.

Proc¢ Skola nedostate¢né motivuje studenty? Ma Spatné ucitele nebo se jen nachazi
by objasnily skutecné pric¢iny?

Tvoii se nové studijni programy, aniz by byla zmapovana a objektivné posouzena
kvalita nasSich Skolaku. Pfed plosnym zavadénim novych programi nebyla zvefejnéna
Zadna studie pilotnich Skol, ktera by garantovala G¢innost novych metod. Soucasné se
zahajuje reforma stfednich Skol. Nikdo netusi, jaké budou vystupy ze zakladnich Skol,
ale jiz se tvofi programy, které pfedjimaji spInéni vstupni kvality uchazeci o studium
na stiredni Skole.

Je patrna snaha odpovédnych instituci zvysit pocet maturanti a vysokoskolaku.
Maturitni vysvédceni a vysokoskolsky diplom maji zajistit vysSi konkurenceschopnost
naSi mladé generace. Jak odpovédné instituce souCasné zajisti, aby ziskani kyzenych
dokladi bylo podloZeno skutecnou kvalitou?

V poslednich letech odbornici diskutuji o tom, zda plo$né testovani v patych a de-
vatych tiidach neni mj. v rozporu s reformnimi snahami ve Skolstvi. Nechtéji omezovat
tvorivost ucitell zjistovanim vysledkl ve vzdélavani testovanim zakladniho uciva stano-
veného osnovami a nasledné RVP. Nechtéji, aby se Zaci ucili na testy. Boji se vytvareni
a moZného zneuziti Zebrickl Skol. Stait ma v idmyslu garantovat teprve vystup absol-
ventu stiednich $kol po 13 letech studia. Nebude jiz pozdé?

Nejvétsi dil zodpovédnosti za vzdélavani nesou na svych bedrech ucitelé. Zejména
na zédkladnich Skoldch musi pfekonavat fadu problémd. Napf. vyuku matematiky za-
t€Zuje nesouroda skladba zaki od talentovanych pies primérné az po dyslektiky. Ani
moderni metody vyuky nedokdZi vyvazit napf. handicap zptisobeny snizovanim poctu
hodin matematiky. Na vétsin¢ skol byly zruSeny pilené hodiny. Ucitelé podléhaji nejriiz-
néjsim tlaklim spolecnosti pocinaje rodici. SniZuje se zdjem o studium na pedagogickych
fakultach a ucitelské sbory na zakladnich Skoldch zacinaji prokvétat dichodci a neaprobo-
vanymi uciteli. To vSe se odrazi ve vysledcich zakid. Samotné testy problémy neodstrant,
ale pomohou je rychleji odhalit.
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VYVOJ ZAZNAMENANY V TESTECH

Jiz patym rokem provadi CERMAT testovani v ramci programu Hodnoceni vysledki
vzdélavani zaka 9. tiid a odpovidajicich ro¢nikt viceletych gymnazii. V nékterych od-
bornych kruzich se uvadi, ze testovani mize byt Skodlivé, nebot’ Zaci se budou ucit na
testy, coz zabréani kyZené tvorivé atmosfére a svobodnému rozhodovani pfi vyucovani.
V testech CERMATu se kontroluje mira zvladnuti zakladniho uciva, které by se mélo
vyucCovat na vSech Skoldch. Zavérecné testy nediktuji ani metody prace, ani Casovy sled
probirané latky. Pouze rozpoznavaji, bylo-li u¢ivo viibec probirano a s jakou téinnosti se
uplatnily zvolené metody ve vyuce. Vyvoj v piedchozich ¢tyfech letech spiSe naznacuje,
Ze zavérecné testy by mohly uciteliim pomoci motivovat Zaky v usili osvojit si ve Skole
potiebné védomosti.

Rok | Téma: procenta Uspéinost

O kolik procent musime zvysit castku 1600 K¢,

abychom dostali 2160 K¢&7 i
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Zéakladnim predpokladem pro uspésné zvladnuti testu by mélo byt pochopeni a osvo-
jeni u¢iva probiraného ve Skole. Urcité neni vhodnym prostfedkem bezhlavé nacvicovani
typovych tloh z predchozich let ¢i testd z internetu, jak dokladd ukazka zdkovskych
fesSeni z letoSniho testovani.
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GEOMETRIE JE NA ZAKLADNI SKOLE POPELKOU

Nésledujici geometrickd uloha z testovani v r. 2007 doklad4, Ze mnozi Zaci nezvladaji
zéakladni geometrické uc¢ivo. Uloha méla nejvyssi hodnotu korelace s vysledkem v testu.

Uloha 2. Vypottste dhly a, 3, 7.

205"

B5° B5°

3

Uspésnost v % ZS | Viceleta gymnazia

48,4 65
0 23
Pocet spravnych | 1| 29
odpovédiv % |2 | 28
31 20 49

Vice nez polovina zak neumi dopocitat velikost thlu v trojihelniku. Naopak 20 %
déti, které si poradi se vSemi tlohami, se pfi vyuce musi podiidit tempu slabych spoluzaki.
Na viceletych gymnaziich patii ke schopnym feSitelim (75% tspésnost v testu) méné
neZ polovina ttidy.

POROVNANI USPESNOSTI PATNACTILETYCH ZAKU PODLE TYPU SKOLY,
KTEROU NAVSTEVUJI

Z nasledujiciho grafu je patrné, Ze vétSina Zaka viceletych gymnazii by patfila k lepsi
poloviné t¥{dy ZS. Naopak tfetina aZ polovina zdkladoskoldki by pravdépodobné zvldla
vyuku matematiky na viceletych gymnaziich. Vesmés vSak maji veliky handicap v tom,
e vyuku matematiky ve tifdach ZS brzdi druh4 ¢4st velmi slabych studentd.
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Z4ci, kteff se hldsi na gymnazia, maji v testech téméf srovnatelné vysledky se studenty
viceletych gymnézii. Je tieba dodat, Ze se jedna o zdkladni u¢ivo. Na gymnaziu tyto zaky
Ceka vétsi krajic nez kolegy z 8letych gymndzii, jejichz dosavadni vyuka byla urcité
efektivng}si. Ostatni sttedoSkol4ci si odnéseji ze ZS velmi chatrné znalosti v matematice.
VYBRANO Z VYSLEDKU — SEBEHODNOCENI ZAKU

Testovani CERMATu prindsi jeSté fadu dalSich zajimavych informaci. V nasledu-
jicfm grafu jsou vidét rozdily v sebehodnoceni 74k na ZS a ve viceletém gymnaziu
v matematice a v ¢eském jazyce. Prekvapivé je zejména vyraznéjsi podcenovani zaka
v matematice ve viceletych gymnaziich.

W Znacne podcenéni m podcenéni m redlny odhad m piecenéni W znacné pirecenéni

O - oo e e s s I
v Eeskem jazyce ; "

Skedaind 0

ceskem jazyce

gymnazia - Matematické _ E
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ZS - Matematicke
e F |_ m
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ZAVER
V poslednich péti letech provedl CERMAT rozsdhld a vyznamna zjisténi ve vy-
sledcich vzdélavani na Ceskych zakladnich a stfednich Skolach a ziskal fadu zkuSenosti

v oblasti testovani. MSMT stoji pied zkouskou, zda dokdZe nabizenych informaci vyuZit
ku prospéchu nasi vzdélavaci soustavy.
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DOSTAL ZAK SPRAVNOU ZNAMKU? ANEB
POJEDNANI O PRUMERECH

JAROSLAV ZHOUF!

Abstrakt: Cldnek se zabyvd nékolika typy primérii pocitanych ze zadanych hodnot.
KaZdy prumér je dokumentovdn néjakou skolskou iilohou, aby byla zduvodnéna vyuZi-
telnost této teorie ve Skole. Duraz je pritom kladen na tilohy ze zdkladni skoly, jsou vSak
ukdzdny i ilohy ze stiedni Skoly a z matematické olympiddy. Na zdvér ¢lanku se objevuje
ivaha, zda vypocet priumérné zndmky pomoci aritmetického priuméru je ten nejsprdv-
néjsi postup. Zdvérecné zamysleni md pomoci uciteliim pri rozhodovdni, jakou metodu
celkového hodnoceni Zdka maji pouZit.

Uvop

Tento Clanek se zabyva feSenim situaci, kde se uziva aritmeticky primér, geometricky
primér, harmonicky primér, kvadraticky primér atd., a to z pohledu matematického,
hlavné vSak z pohledu didaktického.

Clanek vznikl jako reakce na mou dlouholetou zkuSenost s po&itdnim primérnych
hodnot z nékolika zadanych hodnot lidmi, ktefi uz jsou mimo Skolu, ale i1 Zdky ve Skole,
a dokonce 1 uciteli, ktefi by méli tuto problematiku zZaky ucit. Mam v paméti pripad, kdy
kolegyné matematicky byly svym kolegou elektrikafem pozadany, aby Zaktim vysvétlily
pojem ,,harmonicky pramér, aby mohl byt pouZit v uvedeném oboru. Kolega neuspél,
a tak jsem si rekl, Ze se trochu vice budu zajimat, jak je to v mém okoli se znalosti pocitani
primérnych hodnot. Zjistoval jsem tuto znalost i mezi nasimi studenty na katedfe a jen
malokdo védél, na co se ptam.

'Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta; jaroslav.zhouf @pedf.cuni.cz
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Ptam se Zaka a studentl: ,,Pocitali jste nékdy ve Skole nebo v Zivoté aritmeticky
primér nékolika hodnot?* Odpovéd zni ,,ano*. Tak se ddle ptim: ,,A poditali jste nékdy
geometricky ¢i harmonicky ¢i kvadraticky praimér nékolika hodnot?* To uz téméf nikdo
nevi. Ptdm se i kolegli: ,,Resite ve $kole Glohy na vyuZitf aritmetického & geometrického &i
harmonického ¢i kvadratického priméru? Odpovéd na aritmeticky pramér je pozitivni,
ale na ostatni priméry byva téméf vzdy negativni. A jak je to ve skuteCnosti, pocitaji
nebo nepocitaji takové tlohy? Na to existuje kratka odpovéd. ,,Ano. Mam zkuSenost,
Ze 74ci pri prijimacich zkousSkach na stfedni Skolu (a to dokonce do tfid se zamérenim
na matematiku) pocitaji priiemérnou rychlost auta, které jede z mista A do mista B stdlou
rychlosti 80 km/h a zpét z mista B do mista A stdlou rychlosti 120 km/h, za oba iiseky
dohromady jako (80+120) /2 km/h = 100 km/h. Nebo kdyz politaji délku hrany priimérné
krychlové krabice, kterd md stejny objem jako soubor krychlovych krabic s hranami délek
10 em, 20 cm, 60 cm, 60 cm, 70 cm, 80 cm, jako (104-20460+60+70+380) /6 cm = 50 cm.
A stejné tak se chovaji i mnozi dospéli, ucitele nevyjimaje. A tady pravé vidim dluh nas
uciteld vaci mladym lidem.

Ve skole existuje fada uloh, kde poc¢itime né€jaky prumér ze zadanych hodnot, napft.
,» Vypoctéte primérnou hodnotu z ¢isel 80 a 120.* a minime tim aritmeticky primér té€chto
dvou hodnot. Ve vétsin€ piipadu ale nezni kol ,,Vypoctéte primérnou hodnotu...”, nybrz
opisuje se to jinymi slovy, napft. ,,JJakd je délka hrany krabice, kterd méa stejny objem
jako Sest krabic se zadanymi délkami hran?* Ono to je spravné v u¢ebnicich napsano, ale
tim, jak se nemluvi o primérné hodnoté, tak v okamziku, kdy se zeptdme na primérnou
hodnotu (viz napf. iloha vyse na vypocet primérné rychlosti), pouZije se jen jediny vzorec
na vypocet aritmetického priméru. Kdybychom ale pouZivali Castéji otazku ,,Vypoctéte
pramérnou hodnotu...“, tak by se zZ4ci vice zamysleli, jaky vzorec to maji vlastné pouzit.
A tim by se predeslo mnoha chybnym vypoctim.

Mozné to je nadbyte¢nd informace znat vSechny mozné terminy, neni vSak nadby-
tecné umét spravné pocitat primérné hodnoty z nékolika zadanych hodnot. Dale se tedy
zamé&fim na razné zplisoby pocitani primérnych hodnot. Na ptikladech ukazu, Ze pfi
rizném pocitani primérnych hodnot vychazeji rizné vysledky. Tady predesilam a déle
ukazu, Ze ale neni jedno, jaky zptisob vypoctu primérné hodnoty pouziji, Ze je vSe dano
logikou véci a prirodnimi zdkonitostmi.

Vse budu smérovat k zdkladni Skole, ale ukazu 1 ptiklady ze stfedni Skoly a i ptiklady
obtiznéjsi, jako jsou napft. tlohy z matematické olympiady.

ULOHY NA UROVNI ZAKLADNI §KOLY NA VYPOCET PRUMERNYCH HOD-
NOT

Nejprve uvedme ulohy, se kterymi se setkdvame na zédkladni $kole.

Uloha I: Vypoctéte primérnou znamku, jestlize zZak dostal postupné znamky 2, 2, 2, 2,
3,3, 3,4, 5, které maji stejnou véahu.
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Reseni: Primérna zndmka je

242424243 4+3+3+4+5
— 5 —

p 3.

Uloha 2: Vypoctéte primérnou rychlost p automobilu na celé své draze, jestlize prvni
hodinu jel rychlosti a = 80 km/h a druhou hodinu jel rychlosti b = 120 km/h.

Reseni: Primérn4 rychlost se po¢itd jako podil celkové ujeté drahy a celé doby jizdy.
V nasem piipadé to je

_a+b 804120

D km/h = 100 km/h.
2 2
Pocitali jsme podle vzorce
b
Afab) =p ="

Cemuz se tika aritmeticky primér cisel a, b. Oznacili jsme ho A(a, b).

Uloha 3: Ur&ete primérnou rychlost automobilu, ktery jede z mista A do mista B stilou
rychlosti a = 80 km/h a zpét z mista B do mista A stilou rychlosti b = 120 km/h.

Regeni: Je-li s vzdalenost mezi misty A, B, dile r doba jizdy z A do B a u doba jizdy z B
do A, je primérna rychlost rovna
2 2 2 2
R CE— — —km/h = 96km/h.
t+u + 30 + 120

p

S »

Q|w

Vidime, Ze tato hodnota je mensi neZ v predchozim piipadé€. Pocitali jsme podle vzorce

2 2ab
H(a’b):p:l+l:a+b’
a b

¢emuz se tikd harmonicky priimér isel a, b. Oznacili jsme ho H(a,b).

Uloha 4: Tii Popelky pfebiraji hromadu hrachu. Prvni Popelka by ho piebrala za
a = 2 hodiny, druhd za b = 3 hodiny a tfeti za ¢ = 6 hodin. Za jak dlouho by pre-
brala hromadu ,,primérnad Popelka“?

Reseni: Prvni Popelka piebere za jednu hodinu % hromady hrachu, druha % hromady
a treti % hromady. Celkem tedy za jednu hodinu pfeberou vSechny tfi % + % + % hromady.
Jelikoz Popelky jsou tfi, budou pfebirat tii hromady a bude jim to trvat primérnou dobu

hodiny = 3 hodiny.



J. Zhouf: Dostal Zdik sprdvnou zndmku? aneb Pojedndni o priimérech 27

Op¢t je to harmonicky primér, tentokrat ze ti Cisel:

B 3abc
+% "~ ab+ ac+ be

H(a,b,c) =p=

= QO

1
1y
Uloha 5: ObdéInik m4 rozméry a = 2 cm, b = 8 cm. Jaké rozméry md &tverec stejného

obsahu jako obdélnik, tj. jak se musi ,,zprimérovat* hodnoty a, b?

Regeni: Je-li p strana ¢tverce, plati
p® = ab,
p:\/a :\/2-8C1’1’1:4C1’1’1.
Je to méné, nez kdybychom spocitali aritmeticky primér Cisel a, b. Pocitali jsme podle
vzorce
G(a,b) = p = Vab,
cemuz se tikd geometricky priimér cisel a, b. Oznadili jsme ho G(a, b).
Uloha 6: Kvadr ma rozméry a, b, c¢. Jaké rozméry m4 krychle stejného objemu jako
kvadr, tj. jak se musi ,,zprimérovat* hodnoty a, b, c?

Reseni: Hrana hledané krychle je
G(a,b,c) = p = Vabe,

coz je geometricky primér Cisel a, b, c.

Uloha 7: V poslednich tfech letech byla trodnost osiva, tj. ¢islo udavajici, kolikrat vice
se sklidilo, nez zaselo, rovna 25, 30, 36. Jaka byla primérnd drodnost v téchto tfech
letech?

Reseni: V prvnim roce se z jednoho metrického centu ziskalo 25 metrickych centd, z nich
se pak ziskalo 25 - 30 metrickych centil a z nich se nakonec ziskalo 25 - 30 - 36 metrickych
centd. Pri pocitani primérné drodnosti p se prvnim rokem ziskalo z jednoho metrického
centu p metrickych centd, z nich pak p? metrickych centli a z nich p* metrickych centd.
Porovnanim obou hodnot dostaneme primérnou hodnotu

p=/25-30-36 = 30,

a nikoli (25 + 30 + 36)/3 = 30, 333. . .

Uloha 8: Uréete délku p strany dvou pramérnych &tvercii, které zaberou stejnou plochu
jako ¢tverce o délkach stran ¢ = 10 cm a b = 70 cm. (V uloze s redlnym podtextem
muzeme mluvit napt. o ¢tvercovych polich.)
Reseni: M4 platit

2p* = a® + b,
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[a2 1 b2 /102 2
p= a—2|— = —0 ;70 = 50 (cm).

Tato hodnota je vétsi nez aritmeticky prumér ze zadanych hodnot. Pocitali jsme podle
vzorce

a? + b2
Qa,b) =p= 5

coz je kvadraticky priimér cisel a, b. Oznacili jsme ho Q)(a, b).

Uloha 9: Ur&ete délku p hrany Sesti primérnych krychli, které zaberou stejny objem jako
krychle o délkach hran ¢ = 10 cm, b = 20 cm, ¢ = 60 cm, d = 60 cm, e = 70 cm
a f = 80 cm. (V tuloze s redlnym podtextem miizeme mluvit napf. o krychlovych
nadobéch nebo kopani jam, kde kazdy den vykopeme jednu jadmu a ptdme se na primérnou
jamu.)
Reseni: Ma platit
6p° =+ b2+ +d+ e+ f°,
€/a3+b3+c3+d3+e3+f3 \/103+203+603+603+7O3+803
N 6 N 6

Tato hodnota je vétsi nez aritmeticky priumér ze zadanych hodnot. Pocitali jsme podle
vzorce

= 60 (cm).

JJad + b3+ 3+ d3+ e 3

coz je kubicky primér Cisel a, b, c, d, e, f. Oznacili jsme ho C'(a, b, ¢, d, e, f).

ULOHY NA ROZHRANI ZAKLADNI A STREDNI SKOLY NA VYPOCET PRU-
MERNYCH HODNOT

Nasledujici tlohy sice obsahem patii na stiedni Skolu, svoji obtiznosti by ale mohly
byt probirdny i na Skole zdkladni.
Uloha 10: Pomoci pravitka a kruZitka sestrojte dsecku délky p = /6.
Re§eni: MiZeme psit

V6=+v2-3=v1-6=+/4-1,5=...,

coZ znamend, 7e &islo v/6 je geometrickym primérem Cisel 2 a 3, nebo 1 a6, nebo4 a 1,5
atd. Na sestrojeni této isecky pomoci dvou zadanych tsecek nam mize poslouZit napf.
Euklidova véta o vysce. Jeji odvozeni je jednoduché i pro zaky zdkladni Skoly. Na obr. 1 je
pravouhly trojuhelnik ABC svoji vySkou CP rozdélen na dva podobné trojuhelniky ACP
a CBP, pro néz plati £ = ]%, neboli p = v/ab. Sestojime tedy tdsecku délky a + b a nad
ni jako nad primérem Thaletovu kruznici. V bod€ P vztycena kolmice protne kruznici
v bodé€ C, ¢imZ ziskdme tseCku délky p. Naobr. 1 jea = 1,5cm, b = 4 cm.
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Obr. 1

Uloha 11: Vézime maso na nerovnoramennych vahach. Nejprve ho poloZime na levou
misku vah a vyvazime zdvazim o hmotnosti a = 2,25 kg. Pak ho poloZime na pravou
misku vah a vyvaZzime zdvaZzim o hmotnosti b = 1,44 kg. Kolik vaZzi maso skutecné, tj.
jaka je primérna hmotnost masa vypoctena z navaZenych hmotnosti?

Reseni: K feSeni vyuZijeme rovnovahy na dvojzvratné pice. Ma-li levé rameno vah
délku u a pravé rameno délku v (obr. 2) a skute¢nd (primérnd) hmotnost masa je p kg,
muizeme psat:

pu = 2,250

pv = 1,44u

Vynédsobenim obou rovnic a ndslednou dpravou dostaneme

pruv = 2,25 - 1, 44w,

p=+/2,25-144kg =1,5-1,2kg = 1,8kg.

Skute¢nd hmotnost masa je 1, 8 kg. Pocitdme-li to pomoci aritmetického priméru, tak si
myslime, Ze jsme koupili 1, 845 kg masa, coz je pouhy psychologicky moment.

RN

Obr. 2

ULOHY NA UROVNI STREDNT SKOLY NA VYPOCET PRUMERNYCH HODNOT

Ptidejme jest€ aspon jednu ulohu z oblasti, ktera se v kazdém piipadé probira az na
stiedni Skole.
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Uloha 12: Odvodte vzorec pro stiedni kvadratickou rychlost molekul plynu.

Reseni: Oznaéme n polet molekul plynu v uvazovaném souboru, m hmotnost jedné
molekuly plynu, v1, v, ...,v, skutecné rychlosti jednotlivych molekul, v primérnou
rychlost vSech téchto molekul. Pro skute¢né a primérnou kinetickou energii molekul
souboru plati

n-lmvzzlmv%—klmv?—l—----l——mvz,
2 2 2 2"
U_\/v%+v§+---+vg
= - ’

coz je kvadraticky priimér rychlosti jednotlivych molekul.

PREHLED JEDNOTLIVYCH PRUMERU

V predchozich kapitolach jsme se seznamili s n¢kolika zplisoby, jak se vypocitava
priumé&rnd hodnota z né€kolika zadanych hodnot. Provedme rekapitulaci téchto poznatku
a pridejme jesté dalsi informace na toto téma. Priméry uvedené vyse byly pocitany
vétSinou jen ze dvou nebo tfi hodnot, nyni tyto vzorce zobecnime na libovolny pocet
hodnot. Po¢et hodnot ozna¢me n a jednotlivé kladné hodnoty oznac¢me a1, as, .. ., a,.

Zatim jsme se sezndmili s t€émito priméry:

Aritmeticky pramér Aay,ag,...,a,) =
e W
Harmonicky prumér H(ai,as,...,a,) = 5 T T
o Ta TG
Geometricky pramér G(ay,ag, ... a,) = /aras ... ap,
7, 2 2
C oy ajta;+---+a
Kvadraticky pramér Qay,ag, ... a,) = \/ 1 2 L
n
3., 3 3
T aj+ay+---+a
Kubicky pramér Clay,ag, ... a,) = \3/ 12 z
n

Kromé téchto pruméra existuje nekone¢né mnoho dal$ich. Jen pro zajimavost uvedme
jesté dalsi priklady priméra, které vSak nemaji ve Skolské matematice uplatnéni (kromeé
uloh matematické olympiddy); posledni dva plati jen pro dvé hodnoty:

n
Harmonicko-kvadraticky primér HQ(aq,a9,...,a,) =
yp Q(a1, as ) a_l%"'_alg—i_""i_ai?
. v [e] v a/2 + b2
Kontraharmonicky pramér KH(a,b) = 5
a
b
Logaritmicky pramér L(a,b) = 072 4 £b

 Inb—1Ina’
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Prvnich Sest uvedenych primérnych hodnot se da napsat jednou spole¢nou formuli:

_ C/a’f—l—alg—k---—l—aﬁ
k:
n

Pro k = —2 jde o harmonicko-kvadraticky pramér, pro k£ = —1 jde o harmonicky primeér,
pro k£ — 0 jde o geometricky primér, pro k = 1 jde o aritmeticky primér, pro k = 2 jde
o kvadraticky primér a pro k£ = 3 jde o kubicky pramér.

V pfipadé vaZenych priméri ma formule tvar

Y

efmial + maak + - - 4+ myak
ar =
n

kde m; je Cetnost vyskytu hodnoty aq, ms je Cetnost vyskytu hodnoty as atd.

VZTAHY MEZI PRUMERY

Meziuvedenymi, ale i mezi témi ostatnimi, pruméry plati celd fada vztahl. NejCastéjsi
z nich jsou nerovnosti mezi nimi. A z nich je asi nejzndméjsi tzv. AG-nerovnost, kterd ma
pro libovolné kladné hodnoty a, b tvar (jak jsme vidéli na vySe na konkrétnim piipadé)

G(a,b) < A(a,b),

@Sa;—b

a pro n hodnot m4 tvar

G(ay,ag,...,a,) < A(ag,az, ..., ay),

ay+as +...ay

Jajas . ..a, < -

Rovnost v téchto nerovnostech plati, pravé kdyZ se vSechny primérované hodnoty rov-
naji. Dikaz pro dvé hodnoty vypada napr. takto (pouzivame ekvivalentni dpravy):

\/%Sa;—b

2
ah < (a+b>
2
4ab < a® + 2ab + b?

0< (a—0b)°

Pro n hodnot se d4 vyuZit matematické indukce.
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Analogicky by se dokazovaly dalsi nerovnosti, takZe bychom pro dvé kladné hodnoty
a, b dostali:

Min (a,b) < HQ (a,b) < H (a,b) < G (a,b) < A(a,b) < Q(a,b) < C(a,b) <
§KH(a,b)<Max(a b)
Min (a,b) < 32“_252 < +Vab < <R < < j:g < Max (a,b)

Navic pro logaritmicky primér plat1

G (a,b) < L(a,b) < A(a,b),

b—a a+b
vVab < < ]
“ “Inb—1lna — 2

Podle vyse uvedeného oznaceni miiZeme psat nerovnosti

I /\

G <a-1<ap<ay <ay<az<.

Také plati nékolik zajimavych rovnosti:

2
\/_b_\/ Clb CL+b

(geometricky prumér dvou Cisel je roven geometrickému priiméru jejich harmonického

a aritmetického priméru)
[a®> + 0% [a?+V? a+b
2 Voa+tb 2

(kvadraticky primér dvou ¢isel je roven geometrickému primeéru jejich kontraharmonic-
kého a aritmetického priméru)

a+b_1 2ab+a2+b2
2 a+b a+b

(aritmeticky primér dvou cisel je roven aritmetickému priméru jejich harmonického
a kontraharmonického primeéru)

2
a-+b 1 2 a? + b2
2 al2 <\/@ +( 2 )

(aritmeticky pramér dvou Cisel je roven kvadratickému priméru jejich geometrického
a kvadratického priiméru)
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Diikazy téchto nerovnosti se daji také provést graficky ,,beze slov (obr. 3, obr. 4
a obr. 5).

A Al H
K
G G
| |.I? 1 E]
Obr. 3 Obr. 4
G
a-b vah
2
2ab >
!I_ 1 a+h >M
a=b
2
11
@
"\_\-—___
R
Obr. 5

Té&chto nerovnosti se da vyuzit pii dikazech né€kterych tvrzeni, které spise spadaji do
matematické olympiady.
Uloha 13: Dokazte, Ze pro kladna Cisla a, b, c plati

(a+b+c)(a®+ b+ %) > 9abe.
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Reseni: Dokazovanou nerovnost ziskdme, pokud vynasobime nerovnosti:

a+b+c< 3
3

abc

a’® + b + 2
3

Uloha 14: Ze viech pravothelniki o daném obvodu o najdéte ten, ktery ma nejvetsi
mozny obsah.

3
< Va2b?c?

Reseni: Oznaéme a, b délky stran hledaného pravoudhelniku a S jeho obsah. Plati

b
V'S = Vab > a—; = Z — konstanta.

Obsah .S bude nejvétsi, pravé kdyz bude a = b, tj. kdyz to bude Ctverec.

Uloha 15: Navrhnéte rozméry krabice ve tvaru kvadru, aby méla pfedepsany objem V/
a aby se spotifebovalo co nejméné materidlu, jestliZze neuvaZzujeme Zadny materidl na
prekryvani kvuli prelepovani.

Reseni: Oznacme a, b, ¢ délky hran hledaného kvadru, V' jeho objem a P jeho povrch.
Plati

P b+b
5= b+ 3C+ ca < Vab-bc-ca = Va2h2c2 = VV?2 = konstanta.

Povrch P bude nejmensi, pravé kdyZz bude ab = bc = ca, tj. pravé kdyZ bude a = b = c,
tj. kdyz to bude krychle.

V matematické olympiddée pro rok 2008/2009 bude uloha, v niZ jsou opét nerovnosti
mezi pruméry. Prostfedni primér ale nema nazev. Ulohu zde feSit nebudeme, protoze
bude pfedmétem soutéZze v piistim Skolnim roce.

Uloha 16: Dokate, 7e pro libovoln4 kladnd &isla a, b plati nerovnosti

a—l—b>2(a2+ab+b2) - a? + b2
2 — 3(a+b) - 2

a Ze rovnost nastane, pravé kdyz a = b.

MEDIAN A MODUS

Jesté bychom neméli zapomenout na dvé primérné hodnoty, medidn a modus. Nejprve
n uvazovanych hodnot srovndme podle velikosti a; > as > -+ - > a,,.

Medidn a techto hodnot je Cislo s indexem ”H pro n liché a aritmeticky pramér Cisel
sindexy 5 a 5 + 1 pro n sudé.
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Modus a téchto hodnot je ¢islo, které se mezi uvazovanymi hodnotami vyskytuje
nejcastéji.

JAK VYPOCITAT PRUMERNOU ZNAMKU Z PREDMETU

Ted se dostavame ke klicové otdzce celého ¢lanku, a sice jak bychom méli spravné
vypocitat vyslednou znamku z predmétu z nékolika danych zndmek. Vidéli jsme, Ze
mame nepreberné mnoZstvi moznosti, jak to udé€lat. A ktery pramér si tedy mame zvolit?

Zkusme nejprve spocitat primérnou znamku ze dvou zndmek pomoci riznych pra-
mérd. Reknéme, Ze 74k dostal dvé znamky, a sice 1 a 5. V tom piipad& jsou hodnoty
praméri:

2-12.52

HQ(1;5) = = 1,387
2:1-5
H(1;5) = = 1,667
(1;5) 1+5 ’
G (1;5) =v1-5=2236
1+5
A(1;5)=%=3
2(124+1-5+ 52
( >:3,444
3(1+5)
12 4+ 52
Q(1;5) = —g = 3,306
13 + 53
C(1;5) =4 JQF = 3,979
12 + 52
KH(1;5) = = 4,333
(1:5) 1+5 ’

17 + 57
\/ ;‘5 = 4,527

Vypoctené hodnoty potvrzuji vySe uvedené nerovnosti. Dulezité je uvédomit si, Ze
pramérna hodnota musi leZet mezi Cisly 1 a 5, nemusi vSak byt uprostied. Hlavné vSak
je vidét, Ze by zak mohl dostat jakoukoli zndmku od 1 do 5. Tady nas urcité napadne
otdzka, jaky vypocet bychom méli pouZivat, kterd z vypoctenych hodnot predstavuje tu
spravnou znamku.

Dvé zcela odliSné zndmky je krajni pripad, ktery asi nenastane, vypoctéme tedy
jesté ve dvou redlnéjsich pripadech nékolik primérti znamek. Méjme pfitom na paméti,
7e znamky maji stejnou vihu. Pokud by tomu tak nebylo, pocitali bychom pfisluSnou
znamku vicekrat. VZdy si pritom uvédomme, Ze kazdy vypocteny primér musi lezet mezi
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nejmensi a nejvetsi

ziskanou znamkou. Nejprve vypocet provedme pro skupinu zndmek
1,1,1,1,1,1, 5,5, 5,

5. Zde jsou nékteré praiméry rovny:
A(1;1;1;1;1;1;5;5;5;5) = 2,6

G (1;1;1;1;1;1;5;5;5;5) = 1,904
H(1;1;1;1;1;1;5;5;5;5) = 1,471
Q(1;1;1;1;1;1;5;5;5;5) = 3,256
Q(1;1;1;1;1;5;5;5;5;5) = 3,606 (pozor, misto 1 je 5)
a(1;1;1;1;1;1;5;5;5;5) = 1
a(1;1;1;1;1;1;5;5;5;5) = 1

A totéZ provedme pro skupinu zndmek 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 5, 5. Pak jsou tyto praiméry
rovny:
A(2;2;2;2;3;3;3;5;5) =3

G (2;2;2;2;3;3;3;5;5) = 2,806

H (2;2;2;2;3;3;3;5;5) = 2,647

Q(2;2;2;2;3;3;3;5;5) = 3,180
a(2;2;2;2:3;3;3;5;5) =3
a(2;2;2;2;3;3;3;5;5) =2

Pfi vétSim poctu znamek a jejich rovnomérnéjSim rozdéleni uz rozdily nejsou tak
veliké, takZe je témér jedno, podle jakého priméru zndmku pocitime. KdyZ bychom se
ale rozhodli pro medidn nebo modus, mohli bychom se dopustit asi nejvétsi odchylky.

I pres tento viceméné pozitivni zavér z vypoctl riznych priméra se pfizndm, Ze viibec
nevim, pro¢ se nejcastéji po¢ita znamka jako aritmeticky primér obdrzenych znamek.
Klidné si dovedu piedstavit, Ze si zndmku zndzornim v zapisniku jako Ctverecek o strané
délky, ktera je rovna obdrzené zndmce. Na zavér si pak udélam Ctverec, ktery ma obsah
stejny jako soucet obsahl vSech dil¢ich ctvereckl, ¢imZ vlastné pouZiji kvadraticky
pramér. TéZ si umim predstavit, Ze znamka bude predstavovat pocet hodin, za které zZak
stihne udélat celkovou préici. Pak je to pfevedeno na dlohu o Popelkdch a k vypoctu
primérné znamky se pouZije harmonicky prumér.

TakZe znovu opakuji, Ze nevim, pro¢ se pouziva aritmeticky primér k vypoctu pri-
mérné znamky. Jediny dlivod dle mého je snad jeho jednoduchy vypocet. A moznd i jeho
tradicni pouZzivani (a to je opét asi kviili jeho jednoduchosti).
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VYZNAM CLANKU NEBOLI ZAVER

Déam-li otazku, k ¢emu je tento clanek dobry, tak si umim ptedstavit, co mi né¢kdo
odpovi. Ja si vSak myslim, Ze Clanek mél upozornit na to, Ze bychom méli ve Skole
pouZzivat terminy ,,geometricky prumér®, ,,harmonicky primér* atd. a ne jen ,,primér*,
aby, kdyZ maji Zaci primérnou hodnotu vypocitat, pouZili ten spravny vzorec a nenasadili
na vypocet jen aritmeticky primer.

Clanek m4 tedy slouZit k zamysleni, Ze nenf nic absolutni, tak jak nam to bylo nékdy
feCeno, ale mame se snazit uvazovat nad alternativnimi metodami uvazovani. Co se tyce
konkrétn€ znamkovani, je vidét, Ze napr. k aritmetickému priméru bychom m¢éli pridat
jesté komplexni pohled na Zaka, tj. ohodnotit 1 odpozorované dalsi schopnosti a mozna
1 mordlni vlastnosti.

LITERATURA

[1] Bartsch, H. J., Matematické vzorce. Mlada fronta, Praha 2002.

[2] Nelsen, R. B., Proofs without Words. The Mathematical Association of America,
Washington 1993.






Jednani v sekcich

CESTY KE ZLEPSENI SKOLNI PRAXE

JANA CACHOVA!

Mnoho zacinajicich ucitelli po nastupu do praxe pocituje rozpor mezi tim, co se ucili
na vysoké Skole, a tim, co po nich realita Skolni praxe pozaduje. V tomto ¢lanku chci
priblizit své zkuSenosti s vyukou seminafe didaktiky matematiky pro studenty ucitelstvi
pro primarni vzdélavani na nasi fakulté. Z vlastni zkuSenosti mohu potvrdit, Ze 1 studenti
ucitelstvi po nastupu na pribéZnou pedagogickou praxi pristupuji daleko vice kriti¢téji
nez pred praxi k naplni seminaiti. Nékteii studenti po prvnich zkusSenostech z praxe pro-
jevuji svou nespokojenost — podle jejich ndzoru je didaktika matematiky maélo pfipravuje
pro Skolni préci.

Studentim jsem nechala prostor, aby vyslovili své navrhy, co by se mélo zlepsit:

e Vice zatazovat rtizné didaktické hry;

e ukazovat, jak naucit novou latku, jak détem srozumitelné latku vysvétlit, jak je néco
naucit (napf. jak naucit zaky zlomky; pisemné déleni — jak to détem priblizit, jak je to
naucit, jak je motivovat, jak je udit algoritmus. . . );

e sdélovat si zazitky z praxe; rozebirat praxe.

Podle Hejného a Stehlikové (1999) je mozné v didaktice matematiky rozliSit dva
hlavni proudy, sice obsahové orientovanou didaktiku (zabyvajici se napt. otdzkami jak
sezndmit Zdky se zlomky, zdapornymi cisly, absolutni hodnotou, otocenim?) a procesné
orientovanou didaktiku (klade si napft. otazky jak rozvijet matematickou kulturu Zdka,
proc¢ nékteri Zdci nejsou schopni porozumét principu s¢itani zlomkii ?). Je vidét, Ze naméty
studentil jsou spiSe orientované na obsahovou didaktiku, pfesto pozadavek podrobného
rozboru praxe je mozné zaradit do kategorie procesné orientované didaktiky matematiky.

Srovnejme dva nazory na otazku, co zacinajici ucitel piedevsim potrebuje:

e Naizor studentky 4. ro¢niku na konci pedagogické praxe: Opakovdni a procvicovdni
neni problém, jak ale docilit toho, aby Zdci novému ucivu porozuméli? Jak zajistit, aby
si déti vytvorily sprdvné predstavy?

e Naizor zacinajici ucitelky (po roce praxe ve Skole): Jak détem dobrie vyloZit novou ldatku?
Jak ji vysvétlit, aby vsichni pochopili? Jak dovést Zdky ke skutecnému porozuméni?

'Katedra matematiky PdF UHK; jana.cachova@uhk.cz
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Je vidét, ze otazky spravného porozuméni, pochopeni, vytvareni spravnych predstav
patii k tém sloZitym a je zapotiebi na né studenty ptipravovat. Pfesné podle ¢inského
ptislovi: Darujes-1li ¢lovéku rybu, nakrmis ho na den, naucis-li ho lovit, dds mu potravu
na cely Zivot. .., je sice mozné na semindfich davat studentim ukéazky toho, co se da
délat a jak, ale neni mozné projit veSkera t€émata a studenti se musi naucit si sami hledat
dalsi cesty. Za nutné povaZzuji ukazovat rizné formy a metody prace ve vyucovani na
konkrétnim ucivu, ne bez matematického obsahu (didaktiku matematiky nelze zuzit na
pedagogicko-didaktické principy, oprosténé od matematiky).

Podle Hejného a Michalcové (2001): ... objem didaktickych poznatkii, které poslu-
chac s nepatrnymi pedagogickymi zkusSenostmi miiZe prijmout, je maly. .. ... Didaktika
matematiky vSak miiZe naucit budouciho ucitele metody ziskdvani didaktickych znalosti
a zkusenosti. Méla by ho ditkladné pripravit v oblasti metadidaktického pozndni. . . (tj.)
jak muZe ucitel vyuZivat svou kaZdodenni zkuSenost k ziskdvdni didaktického pozndni,
a v diisledku toho postupné zlepSovat svou vilastni prdci. Méla by tedy v budoucim uciteli
péstovat chut’experimentovat, evidovat vlastni pedagogické zkuSenosti a zkoumat je.

Za jednu z moznosti, jak zlepSit vztah mezi seminéri z didaktiky matematiky a Skolni
praxi, povazuji vést studenty k reflexi Skolni price, k situaénimu vyzkumu. Podle Slavika
(2004): Reflexi spojenou s interpretaci ucebnich situaci miiZeme poklddat za nejlepst
zpuisob, jak rozvijet profesni mysleni uciteli a jak ukazovat funkcnost didaktické teorie
pro praxi. . .

Reflexemi ve vyucovani matematice se zabyvaji napt. Tichd, HoSpesova (2008)
a Stehlikova (2007), akénim vyzkumem ve Skole Nezvalova (2003). V rdmci semi-
nart z didaktiky matematiky a jejich lepSim propojenim s praxi jsme se studenty zacali
zabyvat sledovdnim Skolnich situaci. Studenti na zacatku semestru dostali tikol — sledovat
zajimavé situace v hodindch matematiky na praxi. Situace se mohou vizat k ¢innostem
ucitele, k zdkovi, ke skupinkam zakt ¢i celé tfid€, k ucivu, netradiénim postuptim, fe-
Senim uloh, k chybam. .. cokoli, co je na praxi zaujme a o ¢em je mozné na seminafi
diskutovat (co v sobé skryva né€jaky problém, ktery je mozné rizné fesit). Studenti pak
situaci pfednesou na semindfi — bud’ nechaji otevieny konec, neukdzi, jak situace dale
probihala, popf. sviij zdsah do situace nebo vyusténi situace odhali. Pokud je odkryt ob-
— hledani vhodnych cest, jak se zachovat, jak postupovat. Poté diskutuji nad svymi na-
vrhy bud’ ve skupinkdch, nebo vSichni spole¢né. Studenti vétSinou nalézali vice variant,
jak v dané situaci postupovat, méli o diskuzi zdjem, diskutovand problematika se jich
skutecné dotykala, Casto si uvédomovali, Ze maji podobné zkuSenosti. Cilem této aktivity
— zvySovat citlivost viuci jeviim, kterym by mél ucitel vénovat pozornost.

PRINOS PRO STUDENTY

Zprvu se studenti zamérovali jen na nékteré situace, nyni je jevi, kterym prikladaji
vyznam, daleko vice (u¢i se je vyhledavat, v§Simat si jich, reagovat na né). Ackoli by
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si sami podobné situace nevSimli nebo se s ni nesetkali, na seminafi se dostiva do
jejich zorného pole. Na konci semestru byli studenti schopni na situace vhodné reagovat,
zamysSlet se nad problémy.

Dobry uditel musi umét najit rovnovahu mezi respektovanim cili Skoly, potieb ditéte
a specifikou vyucovaného predmétu (didaktikou matematiky). Ucitel se mtze déle ucit
tim, Ze citlivé reaguje na situace, které prinasi Skolni praxe, a zpétné se nad nimi zamySli.

Domnivam se, Ze takto mohou postupovat i ucitelé na Skolach. Samostatné se zamys-
let nad situacemi z vlastni vyuky. Z nich vybirat takové, které stoji za diskuzi. V malych
skupinédch (ve dvojici, popft. trojici) s kolegy — uciteli pak o vybranych situacich disku-
tovat. Dilezité je ovSem najit na Skole partnery pro takovou diskuzi. Pokud se podari
efektivni diskuze na Skole vést, urcité prispéji ke zlepseni samotné vyuky.

LITERATURA
[1] Hejny, M., Michalcovd, A. Skiimanie matematického riesitelského postupu, Meto-
dické centrum Tomaskova 4, Bratislava, 2001
[2] Hejny, M., Stehlikova, N. Ciselné predstavy deti, PedF UK, Praha, 1999
[3] Nezvalova, D. Ak¢ni vyzkum ve Skole, Pedagogika, 53 (3), 2003

[4] Slavik, J. Profesiondlni reflexe a interpretace vyuky jako prostfednik mezi teorii
a praxi, In Konference Oborové didaktiky v pregradudlnim ucitelském studiu, PdF
MUNI, Brno, 2004

[5] Stehlikova, N. Videozdznamy ve vzdélavani (budoucich) uciteld matematiky. In
Stehlikova, N. a Jirotkova, D. Dva dny s didaktikou matematiky 2007, sbornik
prispévkii. Praha: PedF UK, 2007, 167-173.

[6] Tich4, M., HoSpesova, A. Kvalifikovana pedagogickd reflexe — cesta ke zlepSeni
kultury vyucovani?, In Cesty zlepSovdni kultury vyucovdni matematice, PdF JU,
Ceské Budéjovice, 2008

ZPUSOBY RESENI VYBRANYCH ULOH

BARBORA DIVISOVA!

UvoD
Jako ucitele matematiky a milovnika geometrie mne velice mrzi, kdyZ se kazdodenné
setkavam s nechuti studenttli pii hodinach geometrie a s nevoli fesit geometrické problémy.

'Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta; divisova.barbora@post.cz
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Mnohokrit jsem se se studenty bavila na téma geometrie i délala nejrizné;jsi dotazniky,
abych zjistila, pro€ je nechut'’ke geometrickym otdzkam tak velika. Studenti pod geometrii
¢asto chapou pouze dovednosti spojené s presnym rysovanim a nudné zapisovani postupt
konstrukce. Pfitom tato ¢ast matematiky zahrnuje mnohem vice zajimavych problémii.
Pravé ulohy, se kterymi vas v tomto ¢lanku sezndmim, rozviji 1 dalSi geometrické ivahy
a dovednosti. Nejen Ze se diky nim da odhalit povaha a zptisob mysleni studentt, ale také
jejich pomoci mohou studenti najit cestu ke geometrii a prohloubit zdjem o ni.

ULOHA PLOTY ZAHRAD

S touto ulohou jsem se setkala na jednom z doktorandskych seminaiti, kde ndm byla
prezentovana na videozdznamu hodina z japonské zakladni Skoly.

ZADANI ULOHY

Na obrazku 1 vidite dva oplocené pozemky. Prestavte plot, ktery tyto dva pozemky
oddéluje tak, aby byl rovny (tsecka) a pfitom se nezménily velikosti ploch zahrad.

Obr. 1: Pivodni zadéni dlohy

SPRAVNE RESENI ULOHY

Ulohu je mo7né fesit algebraicky. V tom piipadé by bylo ale nutné pracovat s ob-
razkem jako s planem v daném méritku, zméfit jednotlivé strany zahrady a teprve pak
s t€émito daty pracovat. Takové feSeni ale neni pfili§ pfesné a uz vibec ne obecné. Proto
za spravny a nejpresnéjsi zptisob povazuji feseni geometrické. To je navic velice jed-
noduché a vychazi ze znalosti vzorce o obsahu trojihelniku, ze vztahu mezi obsahem,
délkou strany a pfislusné vysky (S = %3¢, kde a je zdkladna a v, je vySka na danou z4-
kladnu), se kterym se studenti setkdvajf jiz od sedmé t¥idy zakladni 8koly. Uloha je vak
problémova, nebot ani jeden ze dvou uvedenych parametrti neni vyznacen ani zdliraznén
v obrazku nebo zadani ulohy. Dokonce ze zadani tlohy neni jasné, Ze feSeni povede pies
trojuhelnik.

Resit dlohu je nejvhodngjii tak, jak naznaduji na obrazku , ve kterém jsem vyznacila
body A, B, C. Body A a B vedeme pifimku a s ni rovnob&Znou piimku p prochazejici
bodem C'. Nyni jizZ trojihelnik AABC' nelze pirehlédnout. Vzdalenost rovnobézek AB
a p nam také urcuje vysku v, v trojihelniku AABC'. Je tedy ziejmé, Ze pii libovolném
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posouvani bodu C' po pfimce p bude obsah trojihelniku AABC' zachovan. Staci tedy
bod C posunout az na okraj zahrady do bodu C’" nebo C”, jak je vidét na obrazku 2.

Obr. 2: Spravné feSeni ulohy

Na japonské Skole pfedchazela této tloze jina uloha, kde si vzorec pro vypocet obsahu

trojihelniku (S = “5*) Zaci odvodili a naucili se s nim pracovat.

ULoHA CESTICKA

Zadani této tlohy jsem naSla v textech prof. Kufiny vytvofenych pro ucely kurzu
ESF. Uloha mne zaujala a tak jsem se rozhodla ji zafadit do vyuky v hodindch mate-
matiky v 6.ro¢niku zdkladni Skoly a v 5. roéniku osmilet€ého gymnézia. Nebudu zde
ale uvadét mozna feSeni. Ta byla popsdna v textu. Chtéla bych se pfedevsim zaméfit na
jeden konkrétni zptisob, pomoci kterého dlohu vyfesili moji dva Zaci a ktery v textech
nenalezneme.

ZNENI ULOHY

Na obrédzku 3 jsou nakresleny dvé cesty pres obdélnikovou louku. Kterd zaujima vétsi
plochu?

Obr. 3: Zadani ulohy

Na takové fesSeni pfisli pouze dva Zaci. Oba Z4ci si rozdélili obrazek na 25 shodnych
obdélniki, tak jak naznacuje obrazek 4. Jeden Zak pouzil barev, tak jak tomu je na obrazku
zde. Druhy 74k namisto stejnych barev oznacil poli¢ka stejnymi Cisly.
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Obr. 4: Redent tilohy

Oba Zaci méli stejné argumenty. Tvrdili, Ze shodné obarvend ¢i oc¢islovana policka
maji 1 stejny obsah. Proto je mozné pridat k cesté obarvené (ocislované) policko, které
leZi mimo cestu. Potom zjistime, Ze policka v jednom fadku obrazku miiZeme poskladat
tak, aby bylo vidé&t, ze dohromady tvoif jeden obdéIniek. Sikm4 cesta sejné jako kolma
cesta zabira jeden obdélnicek na kazdém radku. Maji tedy stejny obsah.

O JEDNE KOMPLEXNI APLIKACNI ULOZE
NA ROZVOJ FUNKCNIHO MYSLENI ZAKU
A STUDENTU

PETR EISENMANN!

Nasledujici slovni tloha je vhodnd pro motivaci, ilustraci ¢i procviceni zdkladnich
pojmu tématu Funkce ve vyuce matematiky na zdkladni a stiedni skole. Prednosti tilohy
je fakt, Ze akcentuje ve vyuce jisté rozumny pozadavek na budovani poznatkl zaka
a studentd pomoci jejich zkuSenosti.

Uloha: Interpretujte zavislost popsanou grafem funkce na obrazku 1. PopiSte d€j, ktery
graf vystihuje.

Odpovéd* Graf funkce na obrazku 1 vyjadiuje zdvislost rychlosti pfitoku vody v(¢) do
vany na Case t. V ¢ase t = 0 byla vana prazdna. Cas je uveden v minutdch, rychlost
pritoku v litrech za minutu.

'PtF UJEP Usti nad Labem; eisennmannp @sci.ujep.cz
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AN T e

v(t) ]

6

4

Obr. 1: Rychlost pfitoku vody

Ukoly a otazky:

. Popiste vlastnimi slovy déj, ktery tento graf zachycuje.

Kolik litrti vody bylo ve vané maximalné? V jakém cCase to bylo?

Kolik litri bylo ve van€ v 35. minuté?

Kdy byla vana prazdna?

Nakreslete graf funkce V' (¢) vyjadiujici zavislost mnoZstvi vody ve vané na Case t.
Sestavte predpis funkce vyjadiujici zavislost mnozstvi vody na Case

(a) od okamziku napousténi vany do 10. minuty
(b) od 10. do 15. minuty

(c) od 15. do 25. minuty

(d) od 25. minuty do vyprazdnéni

. Popiste co nejstru¢néji souvislost mezi funkcemi V' (¢) a v(t).

. Popisuje graf na obr. 1 redlnou situaci vérné, a nebo je zjednodusenim? Pokud ano,

v ¢cem?
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ReSeni:

1. Jde o koupani ve vané. Nékdo si zacal napoustét vanu (pfitok ¢inil 6 litri za minutu). Po
10 minutach zjistil, Ze je vody mélo a kohoutkem pfitok zvétsil (na 8 litri za minutu).
Po péti minutich kohoutek zaviel, 10 minut se koupal a poté vytdhl Spunt.

2. Ve vané bylo maximalné 100 litri vody. Bylo to mezi 15. a 25. minutou.

3. 60 litra.

4. V 50. minute.

5. Viz obrazek 2.

V (t))\
100
60
10 15 25 50 t>
Obr. 2: Mnozstvi vody ve vané
6. (a) V(t)=6t

(b) V(t) =8t —20
(c) V(t) =100
(d) V(t) = —4t + 200

7. Funkce v(t) je derivaci funkce V' (t).
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8. ZjednodusSeni jsou minimélné dvé:

(a) manipulace s kohoutkem neumoznuje ve skutecnosti skokové zmény rychlosti
pritoku vody tak, jak to prezentuje graf na obr. 2. Vzhledem k celkovému casu
napousténi je to vSak nepresnost zanedbatelna;

(b) vypousténi vody neprobihd ve skuteCnosti linedrné, zavisi také na aktudlnim
mnozstvi vody ve vané.

CHAPANI CELKU U MODELU ZLOMKU *
ZAKY 3. ROCNIKU ZS

DANA FIALOVA!

Vzorovd iloha (vz.u.): Michal, Iva, Ludék a David jedou na chatu vlakem. Cesta
vlakem trva tii hodiny. Maji vSak jen jedno volné misto k sezeni. Jak dlouho kazdy z nich
bude ve vlaku sedét, aby to bylo spravedlivé?

® b OGO

4.3 3 (C-4)= C o34
=(C. 43+ H+iC 4 (C = celek)

Tti rliznd fesSeni odpovidaji tfem riiznym zpiisobim chdpani celku v tématu zlomek
(Fialov4, 2001). Reseni 1 je nejb&zn&jsi a odpovidd nejcastdjsi predstavé (vnimdani)
zlomku, tedy zlomku jako ¢asti z jednoho celku. Kerslake (1986) ve své praci o détskych
strategiich a chybach poukazuje na chybégjici predstavu zlomku ve smyslu feSeni 2 a 3
vz.d4. Avsak u zaki se objevuje i vnimani zlomku ve smyslu feSeni 2 a 3 vz.4. (Neumann,
1997).

V didaktikdach matematiky (Hejny, 1990, HrusSa, Vysin, 1964, Divisek, 1989, Padberg,
1989) a Koullenové ucebnici matematiky (1992) jsem se setkala s rozliSovanim dvou
predstav zlomku, pfi¢emz predstava ve smyslu feseni 2 a 3 vz.d. je slucovana. U zaki

'Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta; anadf@centrum.cz
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se ale setkavame s rozliSovanim piedstavy zlomku ve smyslu feSeni 2 a 3 vz.iu. Lamon
(2001) ve vysledcich vyzkumu zaméfeném na rizné reprezentace zlomku u zaki tietiho
rocniku uvadi, Ze ,;raciondlni Cislo % popisuje tyto situace: 1 (kus %), 3 (kus i) a i
z trojbaleni*. To odpovida feSeni 1, 2, 3 vz.i. Domnivdm se, Ze tyto tfi rozdilné piedstavy
(vniméni) zlomku vychéazeji (a souvisi) z rozdilného chapani celku v tématu zlomek.

V letech 2001 a 2005 jsem provedla soubor Setieni ,,Chapani celku u modelu zlomku %
7éky 3. ro¢niku ZS*. Setfent se zdcastnilo Sest zakd 3. roéniku ZS (8—10 let). Jednim z cild
Setfeni bylo zjistit, jak Zaci vnimaji celek u modelu konkrétniho zlomku pred seznamenim
se s tématem zlomek ve Skole. Kazdému Zakovi jsem pfedlozila tfi obrdzky — modely
zlomku % (obrazky z feSeni 1, 2, 3 vz.u.), nad kterymi jsme vedli rozhovor. K rozhovoru
jsem méla pripravené tyto otazky: Co je na obrdzcich? Jaky je mezi obrazky rozdil?
Vymysli ke kazdému obrazku ptfibéh nebo pfiklad. Rozhovory byly zaznamendvény
videokamerou (kromé prvniho rozhovoru z roku 2001, ktery byl priibézné€ zapisovan)
a ddle zpracovavany a vyhodnocovény. Vysledky Setfeni jsou shrnuty v tabulce 1.

Vnimani C Popis C Vnimani Casti Popis ¢asti | Realita
Model | [A] | [B] [C] [A]] [B] [C]
Ondrej | 1C | 3C trojC kruh % po% %,%,C trictvrte, kolace
ctvrt, pal
Petra ? kolecko, ne ptlkakfiZku | ne
kiizek
Libor | 1C %:C, K=C, 3C | vSechno % %po% %, % aé—l1 trictvrte, jidlo, pe-
tfi  Ctvrtky, | nize
pulka,
Ctvrtka
Jakub | 1C 3C\ ? ne 30| pol % pulka Ne
Karel | 1C ? % }1, asi§1 asi% tii Ctvrtiny, | ne
ctvrt
Filip | 1C|3C| trojC |celek, tii % %poi %, % 3%1 trictvrte, nesledo-
celky ctvrt, tf1 | vdno
ctvrtiny,
Ctvrtina, pul

Tab. 1: Predstavy o celku a ¢asti
C — celek, O - objekt, K — kruh, ? — neni z vypovédi jasné

Vysledky 3etfeni ukazaly, Ze zkoumani Z4ci 3. ro¢éniku ZS vnimali prvni model (obr.
v ies. 1 vz.i.) vesmes jako jeden celek a vétSina Zakli vnimala vybarvené plochy modelu
jako tii ¢tvrtiny. Druhy model (obr. v feS. 2 vz.4.) vnimali Zaci vesmés jako tfi celky
a vétSina zakl vnimala ¢tvrtinu, vyskytovalo se vnimani tfi ctvrtin po jedné Ctvrting. Dva
zaci (Libor a Filip) chépali tieti model (obr. v fes. 3 vz.4.) jako celek sloZeny ze ti celkl
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(trojcelek). A tito dva Zaci (a ziejm¢ i Karel) vnimali rGzné interpretace tii Ctvrtin na
jednotlivych modelech. Objevilo se vnimani tietitho modelu jako tif celkli a vybarvenych
casti tohoto modelu jako poloviny, Ctvrtiny a ,,ni¢eho* ¢i celku. V nékterych pripadech
nebylo z vypovédi jasné, jak je model chdpan. Libor vnimal jako celek jednak kruh
ajednak tfi Ctvrtiny. Vyskytlo se chdpani ¢tvrtin jako objektl, coZz miiZe znamenat vnimani
celku jako mnoZiny. VSichni vnimali i pojmenovévali polovinu. Pojmenovéni ¢asti (napf.
ctvrt, ptilka), které Zaci vétSinou pouzivali, mize souviset se spravedlivym rozdélovanim
nebo s ur€ovanim cCasu.

Vysledky Setfeni poukdzaly na to, Ze zkoumani Zaci vnimaji zlomky, resp. celek rizné
a Jsou schopni akceptovat pfedstavu zlomek 1 jinak (korespondenc¢né s feS. 2 a 3 vz.u.)
neZ tradi¢ni cestou (odpovidajici e$.1 vz.4.).

U jednoho z respondenti (Filipa) Setfeni probéhlo ve dvou ¢asovych etapach (2. a 6. roc-
nik ZS). Prvni etapa prob&hla pred tim, neZ se Z4k sezndmil se zlomky ve $kolnim
vyu€ovani, druhd etapa byla uskute¢néna po probrani tématu zlomky (vCetné operaci
se zlomky) ve vyuCovani. Vysledky téchto Setfeni ukdzaly, Ze pfed sezndmenim se se
zlomky ve vyucovani prijimal Filip tfi rizné interpretace zlomku, resp. vnimal tfi rizné
zptisoby chédpani celku u zlomku (ve smyslu obr. feseni 1, 2, 3 vz.4.) a Ze vlivem vyu-
covani tématu zlomek svoje predstavy omezil na jediny zpisob chapani celku u zlomku
(ve smyslu obr. v fes. 1 vz.i.), moznd 1 na jedinou interpretaci zlomku.
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IKONICKY JAZYK A PROPEDEUTIKA
ROVNIC U ZAKU 1. ROCNIKU ZS

MICHAELA FRANKOVA!

UvoD

Ve své diplomové préci, kterou jsem psala na katedfe matematiky a didaktiky ma-
tematiky Pedagogické fakulty UK pod vedenim pani PhDr. Jany Slezdkové PhD., jsem
se vénovala netradicnimu matematicko-didaktickému prostiedi. Toto netradi¢ni séman-
tické prostiedi ,,Dédy Lesoné* bylo rozpracovano autory novych ucebnic matematiky
pro 1. ro¢nik ZS nakladatelstvi Fraus (Hejny, Jirotkova, Slezdkov4).

Netradi¢énimu matematickému prostiedi ,,Dédy Lesoné* se vénovala v roce 2005 také
pani ucitelka Klara Nejedla [1], kterd vystoupila na konferenci Dva dny s didaktikou mate-
matiky v roce 2006 se svymi zkuSenostmi pii zavadéni tohoto prostiedi u déti v 1. ro¢niku
ZS. Muj zptsob zavedeni a sledovani déti v ramci diplomové prace byl viak odliiny.
Za cil jsem si kladla ovéfit, do jaké miry je toto téma pouZitelné u déti predskolniho
a mladstho $kolniho véku — a sice u Zaka 1. roéniku ZS. Obsahem mé diplomové price
bylo zkoumani schopnosti kratkodobé paméti, prace s ikonami a uchopeni jednoduchych
rovnicovych vztaha.

Zde stru¢né popisi netradi¢ni matematické prostredi. Dale uvedu své ziskané zkuSe-
nosti pii zavadéni tohoto prostiedi détem a podrobné&ji popisi jeden jev.

MATEMATICKE PROSTREDI ,,DEDA LESON*

Prostfedi dédy Lesoné je prezentovano jeho zvitaty. Témito zvitaty jsou: mys, kocka,
husa a pes. Mezi zviraty je definovan vztah (M = myS, K = kocka, H = husa, P = pes):
MM =K,MK=H,MH=P.

178 Klicek, o.p.s., Donovalska 44, Praha 4; frankova.m @gmail.com
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Vztah mezi zviraty je modelovan motivacné: Déda Leson porddd pro sva zvitata
zévody. Jendou z mnoha disciplin je také disciplina pretahovand. Déda Leson si zde
klade otdzku, jaké druzstvo zvirat zvitézi, bojuji-li proti sob€ napf.: M x K — vyhraje
kocka, M x H — vyhraje husa, MM x K — je stav nerozhodny, MM x H — vyhraje husa,
MMM x K — vyhraji mySi, MMM x H — zépas je nerozhodny.

Toto prostredi Ize déle rozvijet. Otazku vitéze mlizeme nahradit otdzkou ,,Jaké zvire
musi pfibéhnout do jakého druZstva, aby byl zdpas nerozhodny?*. Napt. bojuji-li proti
sobé: H x P — huse pfibéhne na pomoc 1 mys, HM x K2M - zdpas je nerozhodny, zadné
zvife nepfibéhne, KM x P — kocce a mySi piibéhne jedna myS na pomoc.

VLASTNI POSTUP PRI ZAVADENI NETRADICNIHO MATEMATICKO- DIDAK-
TICKEHO PROSTREDI

Prvnim krokem pfi zavadéni prostfedi ,,Dédy Le- e i 7
soné“ bylo predstaveni zvifatek s kratkym motivadnim S A
komentafem. Dale nasledovalo jiz zadani 1. ulohy, kdy
bylo mym cilem zkoumdni kritkodobé pamé&ti z4kd. Zvi- e
fata pfichdzela v ur¢itém poradi na hiists. Ulohou zdk® oY
bylo si potadi pfichodu zvitat nejdiive zapamatovat a na- o
sledné jej rekonstruovat. Pocet zvitat na histé byl k tomu
prizplisoben — nepiesahoval 6 zvitat.

Druhym krokem byl zdaznam piichodu zvifat. K to- N, 4 7
muto kroku byli Zaci vyzvani bez jakéhokoliv dalSiho J -
upiesnéni. Zpisob zdznamu piichodu zvitat si Zaci volili
zcela samostatné.

Pro zdznam potadi ptfichodu zvifat vyuzili Zaci ve oSy
svych strategiich pfedevSim kresby zvirat, pismena, Cis-
lice a zapis pomoci jednoduché carky (obr. 1-3). Pro
zaky nebylo t€Zké vymyslet zpisob zdznamu, nasledné
vSak pro né bylo obtiZzné porozumét svému zapisu a urcit
spravné poradi prichodu zvifat.

Tretim krokem, ke kterému jsem pii zavedeni sémantického prostiedi ,,Dédy Lesoné*
pristoupila, bylo zavedeni vztahii mezi zvitaty, Cili pfedstaveni jednoduchych ,,rovnico-
vych* vztahli mezi nimi. Jak jsem jiz v tvodu zminila, k pfedstaveni téchto vztahti jsem
vyuzila hry pfetahovand. Zaci méli uréit vitéze daného zdpasu.
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Na tomto misté bych rdda zminila zajimavou strategii urCovani vitéze, kterou pred-
vedla 7akyné 1. ro¢niku ZS. Byla zaddna tloha, kdy proti sobé& soupefif MM x KK. Zakyng&
urci chybné vysledek zapasu jako nerozhodny. Své rozhodnuti argumentuje. Z jeji for-
mulace se pravdépodobné vynoruje nésledujici mySlenka, kterou cituji: ,,kazda kocka
je na pul“ — vyjadiuje, Ze jedna pilka kocky je jedna mysS. Ve vyjadfeni ,.kdyZ jsou
dohromady dvé, . . . “ — vyjadfuje, Ze aby se mohla bavit o jedné kocCce, tak potiebuje dvé
pulky. Spojenim posledni ¢asti myslenky Zakyné ,,dohromady mys* — vyplyne, Ze ,.kazda
ko¢ka je ...na pdl...dd ...dohromady mys“. Zakyn& 1. roéniku ZS tak na této tloze
prezentuje priklad kréceni, ktery také sama navrhuje. Vidi a argumentuje, Ze % kocky je
I myS. Ma ptedstavu poloviny, je tedy schopna ve své mysli krétit.

ZAVER

Diky zkusenostem ziskanych z provedenych experimenti mohu fici, Ze toto netradi¢ni
prostiedi je pro zdky z hlediska budovani predalgebraického mysleni velmi vhodné
amotivujici. Na zakladé zavérti mych a kolegyné Nejedlé 1ze konstatovat, Ze toto prostiedi
umoziiuje prohlubovani konceptudlnich prestav o ¢isle. Mnohem rychleji se tak vSak déje
azve 2. roéniku ZS. U déti ve véku 5 a7 7 let je energie vyddvana vice na ikonicky zdznam.
U zaki 1. ro¢niku se objevuje nizka mira abstrakce a uplatiiuje se ikonicky jazyk. Vztah
jedna kocka jsou dvé mysi u nich nebyl jesté pIné€ pfijat. Z danych zavéri vyplyva, Ze Zaci
2. ro¢niku ZS piijmou dané prostiedi snadné&ji. Proto si dovoluji souhlasit s kolektivem
autord, jeZ toto prostfedi zavedl az do uéebnic 2. roéniku ZS.
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GEOMETRIA A VYTVARNA TVORIVOST
DETI!

LUCIA ILUCOVAZ

Casto v §kole u&ime deti aj to, o uz davno vedia, hoci len na intuitivnej urovni. Pritom
mnohé poznatky a schopnosti by sme mohli budovat’ na zdklade Ziackych skusenosti,
a eSte k tomu rozvijat’ich tvorivost. A prave v geometrii, s ktorou sme vSetci v kontakte
od narodenia, som sa s tymto javom stretla napriklad v suvislosti s geometrickymi
zobrazeniami.

V ramci dvoch hodin matematiky v prime osemro¢ného gymnézia som Ziakom pred-
viedla dva r6zne postupy pre tvorbu ttvarov — ciel — vytvarajicich escherovské teseldcie’

(obr. 1; [2]).
O -
- {3 - -

]
\)

@

.

Obr. 1: Predvedené postupy pre tvorbu ciel a prisluSné escherovské teselacie: a) vyuzitie
posunutia, b) vyuZitie otoCenia. (Podstatou je deformécia strany povodného teselujiceho
ttvaru — napr. §tvorca alebo pravidelného Sestuholnika — a jej nasledné posunutie o dizku
strany alebo vzdialenost protilahlych stran, resp. otoCenie 0 90° alebo 120° okolo vrchola

povodného utvaru. Dolezité je, Ze ,,to, Co z povodného ttvaru uberieme, to k nemu musime
pridat™.)

Ich ulohou bolo na hodine nakreslit’ obrazky (teselacie), v ktorych sa budu pravidelne
opakovat rovnaké ttvary vytvorené na zdklade predvedenych postupov; obrazky kreslili
na pripravené Stvorcové a Sestuholnikové siete. Na cely pritom mohli nakreslit’ nejaky

!Prica bola podporend projektom AVOZ 10190503.

2Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta, MU AV CR Praha; ilucova@gmail.com

3Rovinnou teseldciou rozumieme pokrytie roviny ttvarmi bez medzier a prekryti. Escherovské teseldcie st zloZené z ciel,
ktoré vznikli na zdklade deformadcii stran inych teselujicich utvarov a ich naslednom posunuti alebo otoceni. Vzniknuté dtvary
mdzu byt mnohouholnikové (obr. 1a), alebo niektoré z ich stran (alebo vSetky) mdZu byt zaoblené (obr. 1b). (Viac informacii
o teseldcidch je moZné ndjst napr. v [1].)
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ornament, aby vysledné cely nieco pripominali (napr. zvieratk4 alebo strasidl4). Napriek
tomu, Ze sa tieto deti eSte nevenovali téme tykajicej sa zobrazeni, pri vysvetlovani
som pouzila pojmy ako ,,posuniem o...“, ,,oto¢im okolo...“ a Ziaci nemali problém ani
s pochopenim postupov, ani s pouZitim zobrazeni. Niektoré z odovzdanych detskych prac
sice neboli teseldciami alebo vytvorené cely nebolo mozné opakovat’ tak, aby vytvorili
teseldciu, ale vic¢Sina obrazkov teseldciami boli a mnohé z nich sa dokonca vyznacovali
zlozitymi deformdciami stran. Uvadzam niektoré z nich — obr. 2—4. (Viac inSpirécie
a postupov pre tvorbu escherovskych teselécii je mozné ndjst napr. v [3].)

Obr. 2: Anicka (11 rokov): Cely escherovskych teseldcii skonStruované na zéklade posu-
nutia a prislu§né teseldcie (dievcatko pouZilo pri kazdej konsStrukcii dve, resp. tri, r6zne
deformadcie strany a ich nasledné posunutia).

Obr. 3: Lucka (11 rokov): Cely escherovskych teseldcii skonStruované na zdklade otd¢ania
a prislusné teselacie (bola pouzitd dvakrat, resp. trikrit, rovnakd deformdcia strany;
rovnaky vysledok by sme mohli dostat pri pouZiti posunutia; pozoruhodnad je uhloprie¢na
farebna symetria).
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Obr. 4: a) Andrea (11 rokov): Cely skonStruované na zéklade dvakrat pouzitého otdCania
jednej deformécie o 90°, b) Barca (11 rokov): cely skonStruované na zdklade trikrat
pouzitého otdcania jednej deformécie o 120°.

Uvedené postupy je mozné pouzit’ i pri rieSeni dalSich problémoch — napriklad pri
hl'adani mnohouholnikovych dtvarov vytvarajicich teseldciu (resp. siet) réznych od §tvo-
ruholnikov, ako samostatne pouzila Studentka strednej Skoly (obr. 5).

Obr. 5: Johana (18 rokov): Mnohouholniky ako teselujuce utvary vytvorené pomocou
postupov pre tvorbu escherovskych teseldcii (Studentka kreslila na Stvorcovej sieti, ako
zakladny tutvar pouzila obdlZnik, resp. Stvorec).

Deti sa stretdvaju v Skolskej geometrii najmi s pravidelnymi Gtvarmi, napriek tomu,
Ze tie sa vyskytuji v beznom Zivote vynimoc¢ne. Ale ukazali, Ze sd citlivé i na ovela
zloZitejSie utvary a bolo by vhodné im poskytnat’ viac priestoru na skiimanie prave
takychto tutvarov.

LITERATURA
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TVORBA DIFUZNYCH ULOH ZIAKMI NA
ZAKLADNE]J SKOLE

IvANA KOVAROVA!

V beZznom Zivote sa kazdy z nds stretdva s nejasnymi situdciami (vyznamovo ne-
presné, neurCité, nezrozumitelné), ktoré je nutné zvladnut. Nastidva teda otdzka ako
pracovat's nejasne zadanymi problémami a ako ndjst vhodni hranicu medzi nejasnostou
a presnostou. VyuziteInym ndstrojom pre ucitelov matematiky vo vyucovani pri nacviku
presnosti vyjadrovania moZe byt napriklad i rieSenie difiznych tloh (difiizna iiloha je
matematickd viloha formulovand slovne, ktorej zadanie je interpretovatelné réznymi spo-
sobmi). Této problematika je z rdznych hladisk spracovand i v dal$ich pracach, Citatel
ma moznost’ hlbSie preniknit’ do tejto problematiky napriklad v ¢lanku [1]. Predmetom
tohto prispevku je naSa skusenost’s vytvaranim difuznych dloh ziakmi.

Zaciatkom roka 2007 realizovali J. MihalCova a J. Sekerak [2] prieskum suvisiaci so
schopnostou prvakov Stvorrocného gymnazia (15-ro¢ni Ziaci) interpretovat’zadany mate-
maticky model. Na zéklade analyzy Ziackych rieSeni (formulécii) bola autormi stanovena
hypotéza: Interpretdcia matematického modelu Ziakmi je jednym z moznych sposobov
vytvdrania difiiznych tiloh. V experimente, ktorého popis a zdvery su stcastou tohto
prispevku, sme sa okrem iného pokusili overit tuto hypotézu.

Experiment sa uskutocnil v tercii (29 ziakov) osemro¢ného gymnézia so zameranim
na matematiku (12—13 ro¢ni Ziaci). V pripravnej hodine sme Ziakom predlozili dva rie-
Sené matematické modely, ku ktorym mali naformulovat’ zadania. Ziakov sme rozdelili
do Stvoric na zdklade ich uspeSnosti v pripravnej hodine. Nasledne sme Ziakom predlo-
zili zadania dvoch prikladov na samostatné rieSenie, po dve zadania z kazdého prikladu
do kazdej Stvorice. Po vyrieSeni Ziaci s rovnakym zadanim (v rdmci Stvoric) vytvorili
dvojice. Dvojica, ktora rieSila zadanie A si vymenila svoje rieSenia s dvojicou, ktorad
rieSila zadanie B a ndsledne mali vo dvojiciach naformulovat’ zadanie k predloZzenym
dvom rieSeniam. Ziaci boli vopred upozorneni, Ze zépis a odpoved nemaju pisat, na-
vzdory tomu velka Cast rieSeni bola nevhodnd (obsirny slovny zdpis a odpoved). Z toho
dovodu niekol’ko formulovanych zadani bolo vyli¢enych z analyzy. Ako ukazku rieSeni
a naslednej formulacie uvadzame nasledovné:

Pdvodné zadanie znelo:

Ferkov otec oplotil obdZnikovii zdhradu s rozmermi 20 m a 60 m. Zuzkin otec md
obdznikovii zdhradu s rovnakym obsahom a s jednym rozmerom 40 m, kiipil preto také
isté mnoZstvo materidlu na plot, ako Ferkov otec. Kolko % materidlu mu zvysi?

Jedno z dvoch rieSeni (druhé rieSenie bolo velmi podobné):

!"Ustav matematickych vied, Prirodovedecka fakulta Univerzity Pavla Jozefa Safirika v KoSiciach; ivana.kovarova@upjs.sk
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Zadanie naformulované ziakmi:

AkY je rozdiel v % obvodov dvoch obdlZnikov ak maji rovnaky obsah, pricom jeden
obdznik md rozmery 20 m a 60 m a u druhého mdme udanii iba stranu dlhii 40 m?

Z uvedenej formuldcie nie je zrejmé, ktory obdiZznik predstavuje 100 %, teda od
ktorého mame vypocitat’ rozdiel. Ak by bol obdiznik s dlZkami 20 m a 60 m povaZovany
za zdklad (tak ako to je i v pdvodnej tlohe), druhy obdiZnik by mal o 12,5 % mensi obvod.
nejasné zadanie a preto ulohu nimi naformulovani povazujeme za diftiznu. Priklady
naformulovanych zadani podobné uvedenej formulécii ndm potvrdili skimanu hypotézu.
Moézeme teda povedat, Ze pri formuldcii zadania Ziakmi mo6Ze dojst’ k naformulovaniu
difdznej dlohy.

Podobné nejasné ulohy sa vSak (omylom) nachddzaju i v niektorych ucebniciach,
niekedy nedopatrenim i v rdznych matematickych sttaziach. Preto si myslime, Ze by im
mal ucitel’ matematiky venovat’ patriénd pozornost, prinajmensom by mal Ziakov na ne
upozornit. Je mozné Ziakov naucit’ pracovat’ s nejasne zadanymi ulohami a to tak, Ze
ich nau¢ime pozriet’ sa na ulohu s odstupom. Vtedy rieSitel’ dlohu vyriesi v kazdej (nim
objavenej) obhdjitelnej interpretacii.
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VYUZITIE DIFUZNYCH ULOH
NA ZAKLADNE]J SKOLE

IVANA KOVAROVA!

Skola, najmi vo vyudovani matematiky, sa snazi Ziakov naucit’ presnosti a to nie
len vo vyjadrovani. Difuzne ulohy, ako jeden typ neStandardnych tuloh, je mozné vyuzit
pri nécviku presnosti vyjadrovania (difiizna tiloha je matematickd vloha formulovand
slovne, ktorej zadanie je interpretovatelné réznymi spésobmi). St vhodné tiez pri ukazani
potreby presnej formulécie.

V predoSlom prispevku s ndzvom Tvorba difiiznych viloh Ziakmi na Zdkladnej Skole
sme opisali experiment, v ktorom sme overili jeden z moznych sp6sobov vytvarania
diftiznych uloh. Sucastou tohto experimentu bolo i vyskuSanie navrhnutej vyucovace;]
hodiny, ktora by vyuzivala difuzne ulohy. Predmetom tohto prispevku je ndvrh vyucovace;]
hodiny doplneny o naSe skusenosti.

Pdvodna myslienka je pouzit autentické difuzne ulohy, teda také, ktoré by vytvorili
sami Ziaci. Z tohto dovodu sme navrhovani vyucovaciu hodinu rozdelili do troch Casti
(mozno vhodnejSie by bolo, ak by to boli Casti troch vyucovacich hodin nie v ramci
jedného dna).

SAMOSTATNE RIESENIE ZIAKMI

V prvej Casti je potrebné vytvorit’ dlohy, pomocou ktorych Ziakom predvedieme nut-
nost’ presnosti vyjadrovania. PosliZi ndm na to Tubovolnd slovna tloha, ktord dame
Ziakom samostatne vyrieSit. Je potrebné Ziakov upozornit, aby nepisali slovny zapis
ani odpoved, pretoZe by tym vyrazne ulah¢ili naslednd formuléaciu. KedZe vSak ziakom
neustdle vStepujeme nutnost’ tychto zdpisov ako neoddelitelnu sucast rieSenia (rieSenie
vo vSeobecnosti obsahuje zdpis, rozbor, postup rieSenia, slovnd odpoved) je zrejmé, ze
niekol’ko rieSeni ich obsahovat’ bude napriek upozorneniu. U¢itel by mal takéto rieSenia
neskor vylucit'a z ostatnych zvolit jedno (moZno niekolko rieSeni), ktoré uzna za vhodné
na predlozenie k naslednej formulécii. V uskuto¢nenom experimente sme pouZili Ziacke
rieSenia bez triedenia, ¢o v konecnom dosledku nebolo velmi prospesné. Niekolko vy-
slednych formulacii sme museli z analyz vyldcit, pretoZe rieSenia boli velmi obsirne
a slovne komentované.

SAMOSTATNA INTERPRETACIA MATEMATICKEHO MODELU ZIAKMI (FOR-
MULACIA ZADANIA)

Zvolené rieSenia ucitel’ predlozi Ziakom druhej triedy (je vhodné zapojit’ do tvorby
diftiznych uloh dve triedy, pretoze pre Ziaka, ktory formuluje zadanie by po6vodna uloha
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mala byt neznama). Je mozné pouzit rieSenia uloh, ktoré riesili ziaci v minulosti (je
pravdepodobné, Ze ich bude nutné dodatocne upravit).

Ziaci by mali samostatne interpretovat’ predloZeny matematicky model, teda mali by
naformulovat’zadanie k danému rieSeniu. KedZe Ziaci nemaju velké skiisenosti s tvorbou
uloh, ich formulécie su Castokrat nepresné (ako sme predviedli v predoSlom prispevku).
Ulohou ucitela po hodine je vytriedit' ziskané zadania podla nepresnosti alebo chyb,
ktorych sa Ziaci dopustili. Z kazdého typu by bolo vhodné (v zavislosti od ¢asu, ktory na
to uditel’ planuje venovat’ na dalSej hodine) vybrat’ po jednom zadani. V uskuto¢nenom
experimente sme pri formulovani zadania vytvorili dvojice, o neprinieslo predstavovany
efekt. Odporucame preto aby Ziaci formulovali individualne.

DISKUSIA

Zavere¢na, no najdolezitejSia, je Cast, v ktorej ulitel’ spolu so ziakmi prediskutuje
naformulované zadania. PredloZi im jednotlivé zadania k rieSeniu, tieto s nimi predisku-
tuje anechd ziakov aby sami zistili kde su nejasné, slabé alebo chybné miesta v zadaniach.
Ak bude diskusia cielene vedend, v jej zdvere by si Ziaci mohli uvedomit’ potrebu presne]
formulacie v zadaniach a nédsledne z toho vyplyvajucu potrebu presného vyjadrovania
vo vSeobecnosti.

Nejasne formulované zadanie ulohy je moZné chapat ako zIlu (chybnu alebo neziad-
tcu) formuldciu, no pri jej vhodnom pouZiti je to G¢inny prostriedok vyuziteIny na ho-
dindch matematiky. Dal3ia ukdZka podobného pouzitia difiznej dlohy je rozpracovani
v praci [1].

LITERATURA

[1] KOVAROVA, I.; MIHALCOVA, J.: Vplyv riesenia jednej difiznej tlohy a nésledny
rozbor na rieSenie druhej diftiznej ulohy o 12-tich kockéch. Ucitel matematiky
(prijaty do tlace).

DRAMATIZACE VE VYUCE MATEMATIKY

MAGDALENA KRATKA!

UvoD
Metodu dramatizace chapu jako jednu z podob tzv. aktivizujici vyuky (VasSutova,
1999). Ma sama o sobé€ silny motivacni potencidl. Bereme za samoziejmé, Ze ji lze
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uzit jako oziveni a zpestieni nékterych hodin. M4 ale i dalsi funkce. MlzZeme ji uZzit
k opakovani latky nebo k rozvijeni riznych kompetenci vymezenych v RVP.

I Casova naro¢nost mize byt velmi riizna — od kratkych ,,cvi¢eni “ aZ po dlouhodobé
projekty. V ramci kurzu Didaktika matematiky jsem zaradila dramatizaci pravé jako
prostiednika pro tématicky celek projektové vyucovani. Studenti tak v rdimci zpracovani
tématu (od nastudovani prisluSného tématu, pres tvorbu scénafe az po samotné predsta-
veni).

FORMA AKTIVITY

vvvvv

ale maji i dal$i formy. Vedle ¢inohfe podobnému loutkovému divadlu apod. mizeme
Zéky/studenty vyzvat k ptipravé pantomimického zpracovani. Jindy naopak vyuZijeme
,Jjen* psaného pribéhu nebo basné. Zilezi jednak na zaméru ucitele, dale na vnéjSich
podminkach a samoziejmé na tvircich preferencich potencidlnich autort.

Vzdy si ale uvédomme, Ze pripravovana forma je jen vysledek celé ndro¢né situace.
Pokud pfi dramatizaci pracujeme skupinové (coz je obvyklé), na jeji realizaci se budou
podilet jednotlivy aktéfi v riiznych rolich. Jak bylo feceno, je mnohdy tieba nejprve
nastudovat, nebo si alesponi promyslet zpracovavanou tématiku. Dale pripravit scénaf,
kulisy, kostymy apod. Teprve po zdvérecném nazkouseni je mozné dilko pfedvést.

CO LZE V MATEMATICE ZDRAMATIZOVAT?

Pfi volbé tématiky — hlavni mySlenky realizované dramatizace mame piekvapivé
Sirokou Skdlu mozZnosti. Ty, které napadli nas pfi praci na zmiiovaném projektu v ramci
kurzu Didaktika matematiky, nabizim stru¢nym vyctem (ilustrace nésleduji v dalSim
paragrafu). Je zfejmé, Ze v jednom dile se mizeme setkat s vice fenomény soucasné.

— historicka udalost

— postavy matematiky

— matematicky pojem

— matematické tvrzeni

— matematickd mySlenka

— matematicky problém

— matematicka teorie, koncepce

UKAZKY Z CINOHER

Jak bylo feceno vySe, v ramci kurzu Didaktika matematiky zpracovavaji studenti
ucitelstvi dlouhodoby projekt zaméfeny na dramatizaci ve vyuce. Z jejich vytvora jsem
vybrala dvé ukazky, které mohou dobfe ilustrovat, co vSe lze do takové ¢inohry z mate-
matiky zahrnout a jakych moZnosti mizeme pfi dramatizaci vyuZit.
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PRVOCISELNA DVOJCATA

V ramci hry se objasiiuje pojem prvociselného dvojcete. Je zde zachycen problém
o poctu prvociselnych dvojcat. V obecnéjsi roviné je naznaen vyznam hypotézy, véty
a jejitho dikazu.

Ve Ctyicleném tymu se vSichni podileli na vzniku scénére. Tti se pak zhostili 1 roli,
ctvrty student predstavoval vypravéce:
VypravéC: Ihned poté, co se prvociselnd dvojcata previékla za sudd cisla, nebylo po nich
ani vidu ani slechu. Ale jako Véta hledala dvojcata, dvojcata hledala vétu. Bylo tedy
nejvyse jasné, Ze posledni stret se bliZi.
Véta: Musim uznat, Ze dvojcata nejsou rozhodné hloupd, prosla jsem uz mnoho zobrazeni,
ale nikde jsem je nenasla (unavena grimasa). Na chvili si odpocinu a nacerpdm nové sily
(sednes si tieba na zidle). (O chvilinku pozdéji se v prestrojeni dostavi na scénu d vojcata,
budou se snaZzit vypadat mile a pratelsky, ovSem nosy nahoru si nechte.)
361 700 0552239020 — 1: Zdravime té chrabrd véto, uZ néjakou dobu po tobé pdtrdame.
Véta: (okamzité zbystiiS a stoupneS) Kdo jste a co chcete? Nejste vy ndhodou ta zld
prvociselnd dvojcata? (podeziivavy pohled)
361 700 055223920 + 1: Ale kdez, co té bere slovutnd (je citit ndznak odporu) véto. My
jsme jejich sousedky, jd jsem 361 700 0552239920 + 2 a tohle je 361 700 0552239920 — 2

Véta: Kudy tedy za nimi? Dvojcata ukdZou VEté smér a drZi se potom za ni. Nakonec na
ni hodi deku a zac¢nou ji tlouct, podaii se jim ukofistit diikaz. Véta musi vypadat jako
zpraskany pes. Ukédze se divakiim, uz bude mit cedulku hypotéza...

Dvojcata jednohlasné: Byvala jsi slavnou vétu, ted’jsi pouhou hypotézou. (Véta to psy-
chicky nevydrZzi a s brekem utece ze scény.)

NEWTON A LEIBNIZ

Ve hie se jednak setkdvame s redlnymi osobnostmi matematiky. Je zde zpracovéina
jedna historicka udalost, nebot se fesi, kdo formuloval diferencialni pocet? Divak se setkd
s pojmem derivace, smérnice te€ny apod. Autofi se snaZzili zachytit vyvoj matematickych
mySlenek a toho, Ze teorie ,,nepadaji z nebe®, ale pfi jejich vytvareni se nékteré cesty
zavrhuji a v jinych se pokracuje.

Ve skupiné pracovalo pét studentti, vSichni se podileli na scénafi a vSichni pak ve hie
ucinkovali.

LEIBNIZ: No, naopak miiZete si vybrat, do koho se vtélite. Derivace jsou prece fluxe, ty
bldzne stard!

NEWTON: Co tu zase chces, ty plagidtore jeden!

LEIBNIZ: Copak sis na to dal néjaky copyright!

NEWTON: Vy jste se snad vSichni tiplné zbldznili!

LEIBNIZ: Co my, snad ty!

SARA: Nooo, ii¢a ndm fikal, Ze jste byl dusevné chory.
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NEWTON: (obfi zlost) BoZe. (Uklidni se.) Pojd, dévce (ukdze na Baru), ukdZi ti, na co
jsem prisel. (Pfesune se s Barou k tabuli a Bara zaCne zapisovat, co Newton tika.) Fluenty
si oznacime v , X, Y, z, jsou to rychlosti, s nimiz se kaZdd fluenta pohybem zvétsuje, to je
prave ta nase fluxe! Rozumis? (Bara nesouhlasné zavrti hlavou.)

ZAVER

I kdyZ se dramatizace miiZe na prvni pohled zdat jako samoucelnd metoda zpestieni
vyuky, pfi jejim vhodném zafazeni plni fadd vyukovych funkci. Zdci si pifi hrani musf
uvédomit riizné fakta a spojitosti dané problematiky. Pfi pripravé predstaveni po Zacich
vyzadujeme soustavnou a samostatnou praci. Zéci tak piebiraji zodpovédnost za svou
praci. Je zieymé, Ze dochdzi k rozvoji verbdlni 1 neverbalni komunikace, ale 1 dalSich
kompetenci vymezenych v RVP.

Tato metoda muize uciteli poskytovat i velmi Gi¢innou zpétnou vazbu. Mnohdy se totiZ
pfi takovychto aktivitach teprve ukazuje, cemu Zaci neporozuméli nebo kde si vytvorili
chybné piedstavy. Proto by vzdy méla nasledovat diskuse, o ¢em piedstaveni bylo, co
nebylo podano dobte apod.

LITERATURA

[1] VaSutova, J. a kol. : Vwbrané otdzky vysokoskolské pedagogiky. 1. vyd., Praha, Peda-
gogickd fakulta UK, 1999, 222 s., ISBN: 80-86039-97-8 PedF. Praha.

O VZTAHU MEDZI SYMBOLICKYM
A GEOMETRICKYM MYSLENIM

LADISLAV KvAsz!

Ucivo Skolskej matematiky mozno rozdelit’ na dve skupiny predmetov, ktoré (aspon
tak sa zdd) rozvijajui rdzne schopnosti a kompetencie Ziakov. Prvu, zahfiajicu pocitanie,
algebru a slovné tulohy, charakterizuje pouzivanie Ciselnych znakov a algebraickych
symbolov. Jej cielom je naudit ziakov zvladat’ situacie, v ktorych vystupujd kvantitativne
vztahy. Druhd skupina, zahfiiajica geometriu, a to ako syntetickid tak aj analyticku,
ma za ciel rozvijat’ predstavivost’ a naudit’ Ziakov zvladat’ situdcie, v ktorych vystupuji
priestorové vztahy, rdzne reldcie usporiadania a vzdjomnej polohy objektov. Ucitel je
pomerne Casto konfrontovany so skutocnostou, zZe niektori Ziaci dosahuju dobré vysledky
v jednej z tychto skupin, kym druhd im nevyhovuje a si v nej neisty. Preto sa zda,
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7e oddelovanie tychto skupin predmetov ako v osnovéch (t.j. Casovo) tak aj v ucive
(obsahovo) je prirodzené a plne opravnené.

A. Ked sa na tito otdzku pozrieme z historického hl'adiska, odhalime pozoruhodné
striedanie tychto oblasti matematiky. Matematika zacina v 3. tisicro¢i pnl. v starovekych
civilizacidch Egypta, Mezopotamie, Ciny a Indie, pri¢om v podobe vylu¢ne aritmeticke;j.
Cel4a matematika je redukovand na navody ako poéitat’ urCité veliCiny (pozri Vymazalova
2006).

B. V 5. storoci pnl. dochddza v matematike k zdsadnej zmene, suvisiacej s objavom
dokazu. Téato zmena sa udiala v antickom Grécku a mala za nésledok tplné opustenie
aritmetického charakteru matematiky, aky tdto mala v starovekom Egypte a Mezopota-
mii. Gréci matematiku vybudovali na geometrickych zdkladoch, pricom v tomto dospeli
tak daleko, Ze praktické pocitanie, ktoré tvorilo naplii matematiky predoslych dva a pdl
tisicro¢i, oznacili za logistiké techné (umenie pocitat), a z matematiky vylucili (pozri
Vopénka 2000). Gréci pestovali aj tedriu Cisel Ci rieSenie ,,kvadratickych rovnic* v geo-
metrickom pojati. RieSit’ ,,rovnicu® tak znamenalo skonStruovat usecku, ktord vyhovuje
podmienkam ulohy (Kolman 1968, s. 115).

C. Po obdobi trinéstich storo¢i sa okolo roku 800 nl. v islamskom svete rodi algebra.
Takto vznikd novy druh symbolickej manipulécie, v ktorej namiesto Cisel pocitame s pis-
menami. Algebra znamenala pokrok v porovnani s antickou matematikou predovsetkym
v tom, Ze umoZnila prelomit’ medze, ktorymi trojrozmerny priestor zvizoval geometriu
a tym aj celu na geometrii zalozenu matematiku. Pre Grékov bol suc¢in dvoch useciek
plocha, stucin troch bol objem, a dalej sa nedalo pokracovat), lebo to nepripusta priestor.
V algebre je symbolika nezavisl4 na priestore a tak tvorba vysSich mocnin nepredstavuje
problém (pozri Kvasz 2007).

D. Po uplynuti asi 6smych storo¢i sa okolo roku 1637 rodi analytickd geometria.
Descartes a Fermat vytvaraji novy sposob tvorby geometrickych dtvarov vdaka tomu, Ze
zmenili interpretaciu sicinu dvoch dseciek (pozri Fiala 2005). Podl'a Descarta je si¢inom
useCiek z a y opit usecka, a jej di7ka je zy. Mozno tak povedat, Ze Descartes vytvoril
prvé komutativne teleso, teda stbor veli¢in uzavrety na scitanie, od¢itanie, ndsobenie
a delenie.

Vidime, Ze v dejindch sa zaujimavym sposobom strieda symbolicky a geometricky
spOsob reprezenticie matematického poznania. Toto striedanie pokracuje aj vo vySSej
matematike. Po analytickej geometrii sa rodi novy symbolicky jazyk diferencidlneho
a integrdlneho poctu. Potom sa rodi novy geometricky jazyk fraktdlnej geometrie aby na
nu opit nadviazal novy symbolicky jazyk predikdtového poctu. Tento vyvin je opisany
v (Kvasz 2000 a 2008).

Z hladiska didaktiky matematiky je zdsadna otdzka, preco sa s takou pravidelnostou
strieda geometrické a symbolické myslenie v dejindich matematiky. Zd4 sa, Ze nejde
o dva nezavislé sposoby myslenia, ale akoby jeden podmiefioval rozvoj druhého. Aby
sme pochopili ako, zameriame sa na obdobie prechodu, na obdobie, kedy sa matematika
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,,preladuje* z obdobia nadvlady jedného na obdobie nadvlady druhého. Tieto prechodové
obdobia su pozoruhodné tym, Ze v nich existuji radikdlne zmeny pohladu na objekty
matematiky.

1. Pytagorejska vizualizacia poctu prostrednictvom figurdlnych cisel. PoCas celého
obdobia starovekého Egypta ¢i Mezopotdmie bolo ¢islo nieCo s ¢im sa pocitalo, bolo
predmetom cisto symbolickych operacii. Pytagorejci zacali ¢isla ukladat’ do roznych
geometrickych tutvarov, o umoznilo prvykrat dokdzat’ vSeobecné tvrdenia (pozri Hejny
1986, s. 33). Teda nieco, ¢o bolo pdvodne chapané Cisto symbolicky, sa stdva predmetom
geometrického nizoru.

2. Symbolizicia premennej. Predchodcom premennej bola tse¢ka neurcitej dizky,
¢o bol vyndlez geometrov, pomocou ktorého dokazovali v§eobecné tvrdenia. Ked v geo-
metrickej konstrukcii narysujem tise¢ku a, ale neuddm ¢o je jednotka dizky, moze vsecka
reprezentovat Tubovolnd diZku. Sice na obrazku mam e konkrétnu dse¢ku, ale dodatoénou
volbou jednotky tdto moZe reprezentovat’ lubovolni dsecku. Ked algebraici zaviedli na
oznacenie neznamej pismend, preniesli tuto pdvodne geometricku fintu do symbolicke;]
oblasti. Pismeno, rovnako ako tse¢ka neurcitej dfiky, reprezentuji lubovolnd veli¢inu.

3. Kartezianska vizualizacia polynémov. Polyném bol pdvodne Cosi vylu¢ne sym-
bolické, bol to objekt s ktorym sa pocitalo. Descartes vytvoril siradnu sdstavu a polyn6-
mom priradil tvar. Nieco ¢o bolo povodne chipané Cisto symbolicky, sa stdva predmetom
geometrického nazoru.

Pojem neznamej nie je Cisto algebraicky pojem ale je to len symbolické vyjadrenie
myslienky dsecky neurcitej dizky, ktord sa zrodila v geometrii. Podobne pojem krivky
nie je Cisto geometricky pojem. Je to geometrické vyjadrenie hlbokej idey polyndému,
ktord sa zaklad4 na zrovnopravneni r6znych mocnin nezndmej, a ako takd je to vy-
sostne symbolickd idea. Preto symbolické a geometrick€é myslenie st zasadne prepojené
a je mozné Ze Ziaci ktori nedokazu zvladnut’ niektory z tychto spdsobov myslenia, su
blokovani tym, Ze nie dostato¢ne dozrela predos$la faza a tak prislu$nd vizualizdcia Ci
symbolizacia nemozZe nastat. A ak je to pravda, tak algebru treba zacat’ ucit’ v geome-
trii, teda myslienku vSeobecnosti (¢i nezndmej) treba vytvorit’ v jej primarnej podobe,
ktorou je dse¢ka neurcitej dizky. A analytickd geometriu treba zalat ucit' v algebre, teda
mySlienku formy (¢1 krivky) treba vytvorit’ v algebre.

Prispevok je sucast’ grantu VEGA 1/3621/06 Historické a filozofické aspekty exaktnych
disciplin.
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DIFERENCIALNA ROVNICA AKO
MATEMATICKY MODEL POVRCHU

ANNA MACUROVA!

Abstrakt. Prispevok obsahuje zostavenie diferencidlnej rovnice, ktord vyjadruje mo-
del nerovnosti obrobeného povrchu kovov siistruzZenim.

V texte budeme pouzivat’ premenné podla terminoldgie tedrie obrdbania povrchov
sustruzenim [4]. Aplikdcia diferencidlneho poctu v tejto oblasti je pre Studentov na-
roc¢nejsia, ak sa pouzivaji premenné podla noriem platnych v oblasti tedrie obrobeného
povrchu. Premennd Rz oznacuje nerovnost' obrobeného povrchu kovov sustruZzenim. Ne-
rovnost’ obrobeného povrchu sa vol4 tiez v tedrii obrabania drsnost’ obrobeného povrchu.
Zavisi od posuvu néstroja f a od polomeru zaoblenia hrotu néstroja r, t. j. Rz = Rz (f),
r. budeme povazovat’ za parameter.

DIFERENCIALNA ROVNICA

Pre drsnost’ obrobeného povrchu Rz sa pouZziva vztah

, I

- (1)

Rz=r.—\/r

kde r. je polomer zakrivenia hrotu a f je posuv [1], [7], [8]. Nech r. je parameter, t.j.
Rz = Rz (f), drsnost obrobeného povrchu Rz je funkciou posuvu f. Z rovnice (1)
vyplyva

) I

© 4
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a po uprave dostaneme

2 _ 2 _ 2_f_2
Rz —2Rzr +r. = r; 1

Nasledujucu dpravami ziskand rovnicu povazujeme za implicitné vyjadrenie funkcie

Rz
2

R2* — 2Rzr. + T 0. (2)

Diferencidlnu rovnicu, ktora bude obsahovat’ neznamu funkciu Rz ziskame z rov-
nice (2), t.j. z rovnice F'(f Rzr.) = 0 (v (2) sme oznaili pravd stranu F' (f Rzr,)).

Derivovanim pravej strany (2) podla premennej f, t.j. z rovnice % = 0 vyjadrime 7..
Rovnica
dF
p—
df
znamena

2RzRZ — 2Rz'r. + g =0,

kde RZ’ je prva derivécia funkcie podla f. Z toho vyplyva, Ze polomer zaoblenia hrotu,
resp parameter 7. je vyjadreny vztahom

_ J
re =Rzt o, 3)

pricom Rz' 2 0. Po dosadeni (3) do vztahu (1) mame

B f Y\ P
RZ—R2+4RZ, RZ+4R2’ 1

Je zreymé, Ze z poslednej rovnosti vyplyva nasledujica rovnica

f fF\°
O4Rz’\/<RZ+4Rz’> e

a po umocneni a upravach ziskame

2fRz +4Rz*R7 — f?Rz' =0, (4)

ktoru je mozné vyjadrit’ aj jednoduchsie
RZ (4Rz*RZ') — f*RZ = 0. (4a)
RieSenim diferencidlnej rovnice (4) kde Rz je drsnost obrobeného povrchu, f je
posuv, ziskame vztah pre Rz, pricom Rz ako nezndma funkcia v diferencidlnej rovnici (4)
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je funkciou posuvu f a Rz = dd—ljf. Za predpokladu, Ze f # 0 je rovnica (4) delend
vyrazom f2, pric¢om vznikne

Rz R2?
2— + 4Ry — — Rz =0,
f f?
t.J. homogénna diferencidlna rovnica prvého radu. Pomocou substitucie
Rz = uf
RY = W f+u (5)
o du
=7
je rieSend diferencidlna rovnica
Au? —1 1

Yad fu f’
ktora je vzhl'adom na (5) v tvare

4u? —1 _df

dud +u

Integrovanim vznikne

4y 1 1
du — du=— [ =df.
/4u3+uu /4u3—|—uu /ff

Po urceni jednotlivych integralov je funkcia w implicitne vyjadrend nasledujicou
rovnicou

Au® + 1
In

-~ —lulf] + el ©
kde c je redlna konStanta.

Na zdklade vlastnosti logaritmov je mozZné vyjadrit’ zo (6) rovnost’

4u2+1_c

” 7 (7)

kde u, ¢ nadobudaju kladné hodnoty.
Upravou rovnice (7) vznikne

C
4u? — —u+1=0
f
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a jej rieSenia su

c 2
- 7 + i 16
1,2 3
alebo v tvare
R 2 1
4 (8)
f 8f f64 4
Po dalsich dpravach, pricom pre ¢ = 7, je Rz = r. — /1?2 — f;.
ZAVER

Matematickym modelom povrchu je rovnica (4a) v tvare
RY (4Rz* — f?) —2fRz = 0.

Vztah (8) je rieSenie rovnice (4a) a vyjadruje zavislost’ drsnosti obrobeného povrchu na
posuve, kde r, je polomer zaoblenia hrotu nastroja a v tomto pripade je parameter.
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ROZVIJANIE INTUITIVNEHO MYSLENIA
ZIAKOV V PRAVDEPODOBNOSTI

JANA MIHALCOVA!

Vysledky testovania PISA [2] nés upriamili na potrebu rozvijat' u Ziakov stochastické
myslenie viac ako v minulosti. V sprive sa uvadza, Ze naSi Ziaci maju najvicsie problémy
prave v tejto oblasti. V prispevku analyzujeme vyucovaciu hodinu realizovanu v tercii
osemro¢ného gymnéazia (12—-13 ro¢ni ziaci) v triede so zameranim na matematiku eSte
pred preberanim tematického celku pravdepodobnost.

V sucasnosti existuju dva pristupy k preberaniu pravdepodobnosti na Skolach.

e klasicky pristup — vyuZiva klasicku definiciu pravdepodobnosti.

e Statisticky pristup — pouziva sa pri pokusoch, ktorych vysledky nie su rovnako prav-
depodobné, alebo sa nechceme spoliehat’ na predpoklad rovnakej pravdepodobnosti.

V naSich podmienkach prevlada skor prvy pristup. Analyzovana vyucovacia hodina
je vedend v duchu druhého pristupu.

V stochastike (kombinatorika, pravdepodobnost’, Statistika) su zndme r6zne paradoxy,
pri rieSeni ktorych nds silne klame intuicia. Ulohy tohto typu s pre Ziakov silne motivuj-
uce. Zvolend tloha nesuvisi priamo s paradoxmi, lez s mylnymi predstavami. Aby si Ziak
opravil mylnud predstavu, je vhodné urobit’ odhad a potom ho porovnat’s aktudlnymi vy-
sledkami (ktoré vyplyvaju z pokusov). Tak ako je uvedené v Standardoch NCTM [2] Ziaci
najprv riesia ulohy, v ktorych experiment predchddza aritmetické rieSenie, spracovavaju
tidaje a diskutujd o tom, ¢i su vysledky experimentu v silade s ich predpovedami.

!"Ustav matematickych vied, Prirodovedeckd fakulta Univerzity Pavla Jozefa Safarika v Kogiciach; jana.mihalcova@upjs.sk
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V koreSpondenc¢nom seminari Sezam [1] sa objavila tloha, ktord sa nam zdala vhod-
nou na prvé stretnutie Ziakov s pravdepodobnostou:

Alicina hracia kocka mala Sest’ stien, na ktorych boli c¢isla od jedna do Sest. Alica
si zobrala pero a papier a zacala hddzat! Ak Sestka padla na prvykrdt, napisala si na
papier cislo 1. Potom hddzala a pocitala znova od jedna. Ak Sestka padla na druhykrdt,
napisala si na papier cislo 2 a znovu pokus zopakovala. . .. Ak Sestka padla na 99-ty
krdt, napisala si na papier ¢islo 99 a pocitala odznova. . . . Takto hddzala niekolko hodin
a kedZe hddzanie kockou je tiplne ndhodné a Alica nijako nepodvddzala, na papieri sa
jej nazhromazdili rozne cisla. Alica sa poriadne pozrela na papier a od prekvapenia
zhikla. Sherlock, driemkajiici v hojdacom kresle, sa rozospato spytal, ¢o sa deje. Nato
mu Alica poloZila zaujimavii otdzku: ,,Co si myslis, padd Sestka castejsie na piatykrdt
alebo na druhykrdt? Alebo inak, ktoré cislo mala Alica castejsie napisané na papieri,
pdtku alebo dvojku? Preco to tak je?“ (Na tito dlohu néds upozornila prispievatelka tloh
do koreSpondenc¢ného seminara RNDr. Katarina Bachrata, PhD.)

Priebeh ziackych rieSeni sme zaznamendavali na audiovideo zdznam a nésledne vy-
hodnocovali. Casto Ziaci po prvom preéitani dlohu mylne pochopili takto: Na 99 pokus
padne CastejSie 2 alebo 5? Nasledne sme so ziakmi vo dvojiciach eSte raz podrobne
precitali ulohu, aby sme sa uistili, Ze kazdy dobre rozumie zadaniu.

Na vyucovacej hodine Ziaci pracovali vo dvojici. K dispozicii mali tradi¢né hracie
sa zhodla na tom, Ze 6-ka padne CastejSie na piatykrat ako na druhy. Ako jeden z argu-
mentov podporujuci tuto ich hypotézu bola ich osobna skusenost’ s roznymi stolovymi
hrami, v ktorych $estka ,,nie a nie padnit™ (ako napr. hra ,,Cloveée nehnevaj sa®).

Neskor ziaci realizovali vlastné experimenty s hracimi kockami. Ich pociato¢né nadSe-
nie z hadzania sa zmenilo na sklamanie z mnoZstva pokusov, ktoré v niektorych skupinach
boli v rozpore s hypotézou.

KedZe sme so ziakmi eSte doposial nepreberali analyzu dat (u nds sa CastejSie po-
uziva slovné spojenie popisnd Statistika) aj zapisy vysledkov Ziackych experimentov
boli spociatku velmi chaotické a medzi jednotlivymi skupinami rozne a neprehladné pre
vSetkych Citatelov okrem autorov zdznamu.

Hédzanie kockou nepresvedCilo vSetkych Ziakov o spravnosti jednej z odpovedi.
Casto argumentovali, Ze kaZzdy hod je zaloZeny len na nahode a nijak sa to ned4 vypocitat’
Pri velkom mnoZstve pokusov (99 a viac) Ziaci pripustili, Ze ich hypotéza nebola pravdiva
a snazili sa svojim matematickym aparitom dokazat spravnost’inej hypotézy: Sestka pada
CastejSie na druhykrat ako na piatykrat.

Ako ukdzku uviddzame rieSenie vSestranne nadaného Ziaka (obr. 1). Ziroven pri-
pustame, Ze v ,,beZznej triede* by na objavenie tohto rieSenia nestacila len jedna vyuco-
vacia hodina.

Touto tlohou sme chceli, aby Ziaci zazili proces tvorenia hypotézy, aby vycitali istu
zakonitost'z dét, aby na intuitivnej trovni pochopili, Ze aj ndhoda sa pri velkom mnoZstve
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pokusov sprava podla istych zakonitosti, a Ze na vyslovenie hypotézy ¢asto nestaci len
nas vnutorny pocit a na jej potvrdenie (dokaz) mélo pokusov.
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KOLESO STASTIA

JANA MIHALCOVA!

Svet okolo nds je popisovany velkym mnozstvom udajov. Nie je l'ahké sa orientovat’
v tomto mori dat. MoZno aj preto sa velmi modernym slovom stalo prave slovo $tatistika.
Casto je chapand ako nutné zlo a v Easovo tematickych planoch $kél ju nachddzame na
konci, v obdobi tesne pred prazdninami.
tejto oblasti matematiky nemozno pochybovat. Cielom tohto prispevku je poukéazat’ na
zaujimavé ulohy a pristupy k vyuc€ovaniu $tatistiky v pol'skych uéebniciach. Tieto dlohy
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moZu slizit’ ako zdroj inSpiracie pre nasich ucitelov, ktory sa s tymto celkom neraz pasuji
a podobnym ucebniciam nemaju pristup.

V polskej ucebnici pre 6. roénik (szkoty podstawowej) [1] vyuzivajd v tomto celku
znamu hru koleso Stastia a navrhli nasledovné postupy, akymi by sa Ziaci mohli dostat’
k potrebnym tdajom:

e Pozerat siitaZ na televiznych obrazovkach a pocitat’ kol’ko samohldsok a spoluhldsok
sa vyskytuje v nimi volenych slovéch,

e Vybrat si uryvok z nejakych popularnych novin a spocitat’ pocet samohldsok a spo-
luhlasok, ktoré sa tam vyskytuju

e Na kazdé slovo abecedy zobrat’ nickolko slov, ktoré sa zacinaji tymto pismenom
a spocitat’ v nich samohlédsky a spoluhlasky.

e Vybrat'niekolko slov zo slovnika a nésledne spocitat’ v nich samohldsky a spoluhlésky.

Ziaci robia §tatisticky zber tidajov na textoch. Pocitajii vyskyt jednotlivych samohl-
sok a spoluhldsok v pol'skom texte, v roéznych titulkoch. Po zozbierani ddajov vyskyty
pismen zaznamendavaju do tabuliek.

Vyskusali sme tato hru na jednej vyucovacej hodine v tercii (12-13 ro¢ni Ziaci)
osemro¢ného gymnadzia (v triede so zamerani na matematiku) s upravenymi pravidlami:

e Pozndme pocet pismen hadaného slovného spojenia.

e Na kartickdach s napisané rozne hodnoty (od 100 do 1000). Jeden Ziak (dopredu
vybraty z triedy) vytiahne ndhodne karticku s ¢islom.

e Skupina ziska vylosovani hodnotu za spravne uhadne pismeno zo slovného spojenia
alebo strati vylosovanu hodnotu, ak pismeno neuhadne.

e Skupina hada pismend do vtedy, kym sa nepomyli (maximélne 5 pismen, pricom
kazdého hodnota sa taha zvlast).

e Uhddnutim celého slova sa skupine prideli pocet bodov: pocet doposial neuhdadnutych
pismen krét vylosovana hodnota.

e Vyhrava ta skupina, ktord ma najviac bodov.

Ziaci pracovali v §tvor¢lennych skupindch a ked%e chceli vyhrat, tak prvotné ne-
premyslené typy vystriedali slovné tvahy a taktizovanie. Vadzame niekolko ukdZok
slovnych spojeni, ktoré mali Ziaci k dispozicii:

e Biela stuzka v tvojich vlasoch (ndzov uryvku z literatiry)
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e Komu sa neleni, tomu sa zeleni (slovenské prislovie)

Po uhddnuti niekolkych slovnych spojeni nasledovala diskusia, v ktorej sme sa Zi-
akov pytali, ako si vyberali pismena, aby ziskali ¢o najviac bodov. Ako prvé pismeno
uvdadzali pismeno A z toho dovodu, Ze v slovenskych textoch mé préve toto pismeno naj-
bohatsi vyskyt. A iné pismena si volili podla oblasti, z ktorej bolo slovné spojenie (napr.
v hadankéch sa asto vyskytuje pismeno C, v prisloviach dost ¢asto K,. . ..) Ocakdvali
sme, Ze Ziaci pocitia potrebu spravit’ si vlastny zber udajov a zistit’ frekvenciu vyskytu
jednotlivych pismen v slovenskych textoch. To sa ndm viak nepodarilo. Ziaci vyuZivali
predovsetkym svoje doterajSie skdsenosti a intuiciu pri volbe jednotlivych pismen.
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VYVOJ STAVBY ZE STAVEBNICE KAPLA
U TRILETYCH DETI
VERA RICHTEROVA!

Stavebnice a hra s ni md mnoho vyznama a zaujima jednu z klicovych roli v rozvoji
détskych schopnosti.

Uroveii stavby o mnohém vypovida (viz vyvojové psycholo-
gie). Stimuluje rozvoj senzomotorické orientace, hmatové, zrakové
1 polohové paméti, mySleni v souvislosti s konstrukei (predvidand,
porovnavani, korekce, planovani a podobné) a dalsi duSevni funkce.
se stavebnici rozviji u ditéte nejen jemnou motoriku, pohybovou
zrucnost, ale 1 poznavaci procesy. U ditéte v predSkolnim véku tedy
jsou jiz podminky pro zafazeni stavebnice Kapla. Je otazka, jak se
dité¢ vyrovnava s takovym novym materidlem. Pro hledéni odpovédi bylo zorganizovéano
dlouhodobé nezicastnéné sledovani jednotlivei pii hie se stavebnici v matefské Skole
(24 tydnti). Cilem bylo sledovat, jestli jsou faze vyvoje stavby ze stavebnice Kapla shodné
s vyvojovymi fazemi ze stavebnice Tofa. Z vyzkumu, které byly provadény se stavebnici

178 a MS Jesenice
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typu Tofa, vyplyva, Ze vyvoj stavby u téchto déti je odliSny v zdvislosti na charakteru
stavebnich kamend.

U kazdé stavby je mozné sledovat proces a vystup. Neslo o pouhé sledovani kon-
strukce po strance technické. Evidovany byly i poznatky z procedudlni ¢asti, protoze
¢as, uchopovani, korekce stavby, samotny zdjem o praci mohou vystupnou uroven déti
ovlivnit. Naptiklad korekce — dité opravuje, prendava kamen z ruky do ruky, z mista
na misto a podobné, to v§e mize vypovidat o (ne)dokonalé predstavé o materidlu, co si
s nim muze dovolit, o kompozici jednotlivych kameni. Dit€ ma néjakou predstavu, nebo
J1 ziskdva béhem stavby.

Princip Kaply je jednoduchy —jedna se o krabici plnou kamenii

y — dfevéné dily jsou vyrobeny z mékkého dieva a maji jednotné

rozméry 120 x 24 x 8 mm. Stavéni spociva v prostém pokladani

| kostek na sebe nebo vedle sebe. Stavba tedy drzi pouze vlastni

| vahou. Kameny nemaji 7ddné zétezy, které by umoziiovaly zvysit
 trvalost stavby ¢i jinak ovlivnit stabilitu.

Faze hry se stavebnici Kapla (které tedy mizeme vysledovat
u tifletych déti) se nelisi od hry s Tofou v nulté fazi (Kaslova, Reitspiseovd). V dalSich
fazich se objevuje ohrddka nékdy v kombinaci s dominantou, ndstup mezery je vyrazné
rangj$i nez u Tofy podobné jako Sikmost polohy kament. Oproti Tof€ se celkem brzy se
objevuji rovnovazné prvky, algoritmus stavby smérem vzhuiru. Typicka je zde symetrie
staveb s vyuZzitim mezer (podobné jako u Tofy). Stavéni dilt na vysku se objevuje u déti
s dobfe rozvinutou motorikou, nebo u déti, které nemaji problémy s korekcemi stavby.
Pro jiné déti mliZe byt stavba do vySky pro naro¢nost na stabilitu a pfesnost demotivujici.

vvvvvv

u Tofy nevyskytuje. To je pravdépodobné dano charakterem kament.

U Kaply tedy miizeme sledovat vétsi skoky ve vyvoji, neZ u Tofy, kde je vyvoj
plynule;jsi. Typickou polohou dilku je na plocho nebo na podélnou hranu. Oproti Tofé se
u déti vyskytuje Castéji ndvrat k pfedchozimu typu a jeho nisledné obohaceni.

Jaka je role stavebnice v piipravé ditéte na Skolu? Analyzujeme-
li schopnosti ditéte nutné pro ndstup Skolni matematiky (napf.
B. Novak UP Olomouc), je patrné, Ze se pfi této hie rozviji pro-
storova predstavivost, schopnost pfedstavy tvofit i modifikovat,
predstavy porovndvat s realitou (vjemem), uvédomovat si moz-
nosti poloh kameni, zpracovéavat prostorové vztahy a to i v roviné
jazykové, vnimat a vyuZzivat soumérnost, pfi praci s predlohou uzit
transformaci prostor — rovina, ddle i zmensovani nebo zvétSovani vaimaného do rozméra
odpovidajicich pfedloze ¢i samotnym kamenim stavebnice, rozviji se vnimani celku
a jeho casti, tedy zvladani procest jako je kompozice, dekompozice, korekce a podobné.
Tyto zkuSenosti ditéte se uplatni jak ve Skolské geometrii, tak 1 pfi modelovani situaci
spjatych s feSenim slovnich dloh. Pokud ma4 dité v konstrukcich se stavebnicemi obtize,
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je zde 1 predpoklad pro to, Ze nékteré z vySe popsanych schopnosti nemuseji byt na oce-
kavané urovni na pocatku Skolni dochdzky a Ize to povazovat za signal upozoriiujici na
urcité deficity. Zmapovani vyvoje stavby u stavebnice Kapla tedy miiZe slouzit ucitelim
orientacné jako jedna z forem diagnostikovani trovné détskych schopnosti. Zarazeni hry
s Kaplou na pocatku Skolni dochédzky ptfedstavuje nendsilny pfechod z matetrské Skoly
na prvni stupen a umoziuje dit€¢ zkoumat, aniZ by si to uvédomovalo. Zatazeni Kaply je
mozné i mezi aktivity stimulované v ramci zapisu ditéte do skoly. Hra s Kaplou muize
plnit i n4stroj adaptace na nové prostiedi, vytvaret prostfedi pro kooperaci déti a stimulaci
slovni komunikace tykajici se prostorovych vztahd, tvara a poloh objektt.

NEDOROZUMENI UCITEL — ZAK VE
VYUCOVANI MATEMATICE!

JANA SLEZAKOVA, EWA SWOBODA?

UvoD

Neni nic zvlastniho, Ze se stdvaji v béZnych rozhovorech nedorozumeéni, neni tomu
jinak ani ve Skole. V podnétném vyucovani chceme, aby Zici rozmlouvali, a to jednak
mezi sebou, tedy zik-zdk, ale také zak-ucitel, tfida-ucitel. V takovych situacich, kdyz
dojde k nedorozuméni, by bylo dobré, abychom my — ucitelé uméli co nejlépe reagovat.
Tedy abychom reagovali tak, Ze podporime diskusi, konkrétnéji napf. argumentaci zakd,
nebo tak, ze ddme Zakovi moZnost, aby si nasel chybu a opravil ji, nebo aby promyslel
hloubéji jistou mySlenku.

Domnivdme se, Ze tato ¢innost ucitele vede nejen ke zlepSeni klimatu ve tiide, ale
navic se jeSté v takovych situacich ucitel miiZze hodné naucit o tom, jak Zak mysli, tedy jak
7ak rozumi pojmim, vztahiim apod. Tato ucitelova ¢innost vede k hlub§imu porozumeéni
Zakovi v matematice.

VysSe uvedeny fakt nas vedl k tomu, Ze jsme zacaly evidovat nedorozuméni v nasi
experimentalni ¢innosti a ty pak analyzovat, vedlo to k rozpracovani néstroje, ktery ndm
pomahal porozumét podstaté vzniku nedorozuméni. Pozdéji se vynotily Ctyfi katego-
rie nedorozuméni, které se vyskytly v naSich experimentech (Slezakova-Kratochvilova,
Swoboda, 2006).

V soucasnosti sbirime a nésledné analyzujeme bézné tiidni situace ve vyuCovani
matematice zaznamenané studenty — budoucimi uciteli. Tedy nejsou to vymyslené situace,

!Clanek byl vypracovin s podporou grantu VZ MSM 002 162 0862.

2Univerzita Karlova v Praze, Pedagogickd fakulta; jana.slezakova@pedf.cuni.cz; ReSovskd univerzita (Polsko), eswo-
boda@univ.rzeszow.pl
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ani situace vybrané z experimentli vyzkumniki. Jedna se o situace, ve kterych evidujeme
nedorozuméni. Pro ilustraci jsou zde vybrany dvé, které se staly v polskych Skolach.

SITUACE 1

Poznamka: NiZe uvedené protokoly situaci jsou uvedeny v origindlni podobé, tedy
v jazyce polském a jejich preklady do Ceského jazyka jsou psany kurzivou. Vysvétlivky:
U. oznacuje vystup uéitelky, Z. oznaduje vystup Zaka/zdkyng.

Vyucovaci hodina matematiky ve tridé€ nizSiho gymnazia, téma: zvétSovani asecky

N.O1: Proszu zwiukszy( dtugosti danego odcinka péttora raza.

U.01: Prosim, zvétsete délku tisecky jeden a pulkrdt.

U.01: Uczennica na tablicy przedtuzyta odcinek AB poza jego koniec B, odlozyta
go od tego koca raz, a potem jeszcze pét raza, otrzymujSc punkt C'. (obr. 1)

7.01: Zdkyné na tabuli prodlouZila lisecku AB za jeho koncovym bodem B, pienesla
tuto tisecku jesté jednou, a potom jesté jeji polovinu, tak dostala bod C'. (obr. 1)

N.02: (zdziwienie w glosie) Co ty zrobitas?

7.02: ( podiv v hlasu) Cos to udélala?

A B C
Obr. 1

Komentai: Ucitelka si pomérné rychle uvédomila, Ze divka udé€lala néco neocekava-
ného. Je zfejmé, Ze doslo k nedorozuméni. Odkud se vzalo? Ucitelka vidéla, ze div€ino
feSeni neni spravné. Divka slovo ,,ZvétSete* interpretovala jako ,,zvétSete o*“. KdyzZ se
poprvé setkala se slovem ,,zvétsit”, bylo to v aditivnich operacich, kde se zvétSuje pocet
prvki, Casto spojenych se signdlnim slovem ,,pridat®, ,,dopli®, nékdy i ,,zvétsit 0. Co
asi bylo ve védomi zdkyné, kdyz uslysela ucitel¢inu reakci? Myslela si, Ze tlohu vyfesila
spravné, ale otazka ucitelky ji naznacila, Ze néco neni v poradku. Divka nerozuméla
reakci ucitelky. KdyZ by se toto pozdéji opakovalo, tak to pravdépodobné zablokuje
jakoukoliv iniciativu zakyné — divka rezignuje na dalsi ¢innost. Vysledkem by bylo, zZe
zékyné pouze Ceka na instrukce ucitelky. Nepremysli nad problémem, ale premysli, jak
by to chtéla ucitelka. Stdva se neautonomni. Co by mél v takové situaci ucitel délat?
MeéI by prijmout feSeni, a to tim zplisobem, Ze se divky zeptd, jak dlohu fesila. Dale
by se mél zeptat tfidy, co si o tom mysli. Mél by rozpoutat diskusi o feSeni na tabuli.
Velmi pravdépodobné je, Ze ¢ast tfidy bude uvazovat stejné jako divka a ¢4st stejné jako
ucitel. Vznikne hadka, kde déti budou davat rtizné argumenty pro obhajobu svého nazoru.
Ucitel se nakonec zepta tridy, jak jsem se mél zeptat, abych dostal jednu, nebo druhou
odpovéd. Pro¢ by mél byt tento pristup lepsi, nez tomu je v ukdzce? V tomto pristupu
je lepsi klima, podporuje zdka, ¢i celou tfidu argumentovat, formuje piesné vyjadfovani,
podporuje Zakovu zodpovédnost za porozuméni situaci, zvySuje motivaci k porozuméni.
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SITUACE 2

Vyudovaci hodina matematiky ve tfidé 4. roéniku ZS, téma: pojmy ,,ar a ,,hek-
tar

V tematickém celku o obsahu rovinného obrazce se mimo jiné objevily nové pojmy
mar a hektar”. Ucitelka fekla zaktim, Ze ar je obsah Ctverce o strané 10 metra (takova
definice se téZ vyskytuje v ucebnicich). Déti vypocitaly, Ze to je 100 metri ¢tverecnich.
Nasledovala dloha, ktera spocivala ve vypoctu obsahu obdélniku o strandch 20 metrti
a 5 metru.

N.O1: Ile wam wyszto?

U.01: Kolik vam vyslo?

U.01: 100 m?.

Z.01: 100 m.

N.02: Widzicie ten prostokst ma powierzchniu 1 ara.

U.01: Vidite, Ze takovy obdélnik md obsah 1 ar.

U.02: Jak to? Przeciez to nie jest kwadrat. . .

7.02: Jak to? Preci to neni ¢tverec. . .

Komentaf: Je zfejmé, Ze definice vnesla zdklim zmatek. Ucitel by si mél uvédomit, Ze
Zaci nemaji dostatecné vybudovanou predstavu aru. Ve védomi zaku je diky definici ar
spojen pouze s pojmem c¢tverec. Co mohl ucitel udélat? Napt. zadat ulohu: Alice a Jarka
maji zahrddky. Alice ma ¢tvercovou zahradku o strané 10 metri, Jarka mé4 obdélnikovou
zahradku o strandch 5 a 20 metrti. Obé€ péstuji na téchto zahradkach jahody. Kterd z nich
ma vice mista na vysazeni jahod?

ZAVER
Uvedené a dalsi ziskané situace Casto pochdzeji z tradi¢nich vyucovacich hodin
matematiky. Je v nich vidét, ze ucitel nevyuziva vzniklé nedorozuméni mezi nim a Zdkem

jakoZto vyzvu k zah4djeni diskuse o problému, ze které by se mohl vice dozvédét o mysleni
zaka.
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EXPERIMENTOVANI V HODINACH
MATEMATIKY

7DENEK SiMA!

,,Cilem vzdélani neni osvojit si nejisté pravdy, ale osvojit si procesy, kterymi je mozné
pravdy hledat a ovéfovat.*

Ucitel musi proto dodrzovat jisté zdsady:

e nebude zakim predkladat hotova vysvétleni, ale bude pfipravovat prilezitosti k jejich
objevovani;

e bude zaktim zadavat takové tukoly, v nichz se mize uplatnit rozmanitost feseni, a tim
umoznit skute¢né porozuméni;

e bude vyuzivat skupinové diskuse, aby se zaci naucili pfijimat i nezvykl4 feSeni a pre-
mysSleli o nich;

e musi ve tfidé vybudovat bezpe¢né prostiedi, kde se ceni nazory kazdého jedince;
e bude hledat silné stranky zaka tak, aby si Zdk sdim uvédomil, v ¢em spociva jeho cena;

e bude vyuzivat tfifazového modelu procesu uceni (evokace, uvédoméni si vyznamu
informaci, reflexe);

e musi vyvolat a udrzet vnitfni motivaci Zaka k ucent;
e vyuZziva pfi vyucovani rizné formy parovych a skupinovych aktivit;
e dava zaklim dostatek prileZitosti k sebereflexi;

e musi ucit zaky stanovit si cil u€eni, hledat efektivni cestu, ktera povede k cili, musi
umét vyhodnotit, jak je jeho uceni uspéSné a umét nalézt v uceni uspokojent;

e musi ovladat metody aktivniho uceni a zplisoby rozvijeni kritického myslent;

e musi se snazit o individudlni pristup ke kazdému zdkovi s respektem k jeho potiebam
a moznostem:;

e musi zadavat alternativni domaci ukoly;

!Gymnazium a SOS A§; zdenek.sima@ gymsos.com
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davat prostor individudlni praci (vyuZziva faze J4), praci ve dvojici (faze Ty) a spolecné
prezentaci poznatkd (faze My);

spolupracovat aktivné s rodic¢i zakd;

vyuZivat pfi préci brainstorming;

zaddvat promyslené skupinové prace formou projekti.
Jaky ukol zadavat? Ten, ktery:

- mad vice neZ jednu odpovéd, nebo vice nez jedno feseni

- je zajimavy pro Zaky

- prispiva zZakim k obohaceni dle jejich schopnosti

- je smyslové komplexni

- je pro Zéky vyzvou

EXPERIMENT S VEKOVE RUZNORODOU SKUPINOU DETI

Cilem je, aby Z4ci néco vy-
mysleli, pripravili a uskutecnili
formou projektu. Vyuzivam sku-
teCnosti, Ze jsou Zaci schopni
pracovat metodou trojkroku. Nej-
prve pracuje kazdy zadk samo-

Ukazka

# Ma hodnota 2106 kcal

statné a zaméii se na problema- = ybisoka tnis - 15min.
tiku tak, jak se ve skuping Zaci 2ol

, = Kodikovd, kanolstika, hokel, béh - 13min.
domluvi. S !

e s = Obidkanl se - 72min.
Zékladnim rysem matema- = Odrabovan snéh - 13min,
. L . . . = Rychid plavdni, vzpirary, atfefika, horolezacth’ - 13min,

ticky gramotného jedince je kom- = Skakan pes Sahodio, brusien - 16min,

, = Tanec - 15min.
petence rozeznat v tuloze pro-

blém a slovné ho formulovat,
sestavit matematicky model si-
tuace a pouzitho prifeSeni. Jednd Obr. 1: Vanoce a matematika. Ukazka.

se o preneseni feSeni matematického problému do redlné situace.

Z kvantitativni analyzy vysledkd vyplyva, Ze jen Cast respondenti dokdze spravné
interpretovat zadany matematicky model. To potvrzuje nizor, Ze se Zici snazi Casto
reSit problémy bez tvofivého piistupu. ZlepSeni vidim v tom, Ze se skutecné Zaci nauci
pracovat tak, aby si rozdélili tkoly podle svych schopnosti a dokazali vyuZivat pii praci
rizné strategie.

Doporucens hodnota pro Zenu: 1.500-1.700 callder
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PRAVDEPODOBNOST A ZDRAVOTNI TESTY

MILENA SPINKOVA!

Vztah spoleCnosti k pravdépodobnosti a statistice je u nds spiSe negativni. UCi-
telé, udajné z nedostatku Casu, tuto latku vynechdvaji. Vzdyt ,,se jednd jenom o kostky
a mince®. Je to vSak omyl, jedna se o naSe Zivoty, a v tomto pfispévku na tuto skutecnost
upozornim nékolika priklady.

HIV TESTY

Ptibéh Susan [1]. Pii béZné 1€karské navstéveé byla 26-tiletd svobodna matka Susan
testovana na HIV. Susan uZivala drogy, ale ne nitroZilné a nepovaZzovala se za rizikovou
osobu z hlediska viru. Test se vSak vratil s pozitivhim nalezem. Zprava o Susaniné
diagnéze se rozsitila a nakonec ztratila praci. Za nékolik mésicli znovu podstoupila HIV
test. Test se vratil negativni! Pivodni vzorek Susaniny krve byl znovu testovan a také
byl negativni. Pfi prvnim testu byl vysledek Susanina testu totizZ zaménén s vysledkem
jiného pacienta, ktery byl HIV pozitivni! Omyl nejenze prinesl Susan zoufalstvi, ale také
faleSnou nad€ji jinému pacientovi.

Ptibéh Davida [1]. David se dal anonymné testovat na HIV. Za dva tydny mu pfiSel
pozitivni vysledek. Byl zniceny. Jeho oSetiujici 1€kai mu doporucil odjet do Kalifornie,
kde je nejlepsi péce o pacienty s HIV. Novy lékaf trval na dal$im testu. Predstavte si
Davidiiv Sok, kdyZ novy vysledek byl negativni! Lékar ho testoval znovu a vysledek byl
opét negativni.

Okolo 0,01 procenta lidi bez zndmého riskantniho chovéni je nakazeno virem HIV.
Kdyz takovy ¢lovék ma virus, je 99,9 procentni pravdépodobnost, Ze vysledek testu bude
pozitivni. KdyZ ¢lovék neni nakazen, je 99,99 procentni pravdépodobnost, Ze vysledek
testu bude negativni. Kdy? Vdm vyjde pozitivni test na HIV, jakd je Sance, Ze virus
nemdte? Uvazujme naptiklad 10000 lidi, ktefi nepatii do riskantni skupiny. Jeden je
nakazen a bude mit nejspiSe pozitivni test. Z ostatnich 9999 1idi bude mit dalsi jeden
také pozitivni test. Pfedpokldddme tedy, Ze dva lidé budou mit pozitivni test. Kolik lidi
je skute¢né nakazeno?

1Matematick}’/ ustav AV CR, Praha; milena.sp@centrum.cz
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MAMOGRAF [1]

Pravdépodobnost, ze Zena ve véku 40 let onemocni rakovinou prsu, je ptiblizné 1 %.
V pripadé, Zze ma rakovinu, je pravdépodobnost pozitivniho testu na mamogramu 90 %.
V pripadé, ze nema rakovinu, je pravdépodobnost negativniho testu 91 %. Jakd je prav-
dépodobnost, e Zena s pozitivnim testem md opravdu rakovinu? UvaZzujme 100 Zen.
Jedna mé rakovinu a bude mit pravdépodobné pozitivni test. Z ostatnich 99, které nemaji
rakovinu, 9 bude mit také pozitivni test. Tedy celkem 10 Zen bude mit pozitivni test.
Kolik z téchto Zen, které maji pozitivni test ma skutec¢né rakovinu? Pouze 1 z 10.

TESTY DNA [1]

Pfedstavte si, Ze jste obvinéni z vrazdy a postaveni pied soud. Proti Vam je pouze
jeden dikaz, ale potencidlné usvédcujici: VaSe DNA se shoduje se vzorkem, ktery byl
nalezen na obéti. (Pfipomenme, Ze se neporovnava celd DNA, ale pouze jeji vybrané
casti). Co z této shody vyplyvd? Ptivolany expert tvrdi: ,,Pravdépodobnost, Ze by se tato
shoda vyskytla ndhodou je 1:100 000.“ Uz se vidite za miizemi. Nicméné predstavte si,
Ze by specialista ekl stejnou informaci jinak: ,,Z kazdych 100 000 lidi se ukdze 1 shoda.*
Pokud Zijete ve mésté s 1 milionem dospélych obyvatel, najdete zde 10 lidi, jejichz DNA
se bude shodovat se vzorkem DNA obéti. Zd4 se velice nepravdépodobné, Ze by Vas
tento fakt dostal za mrize.

Vioxx—LEK NA TISENI BOLESTI [2, 4]

Pomohl miliéntim a vydé€lal miliardy. Pak zacal zabijet. Jaka je historie 1éku proti
bolesti ,,nové generace*“? Vioxx byl velmi populédrni, spoleénosti Merck jen na ném
vydélala 2,5 miliardy dolard. Lék vyhnala v roce 2004 z trhu studie spolec¢nosti White-
house Station, kterd prokdzala vyssi riziko srde¢ni zéastavy a infarktu po dlouhodobém
pouzivani. Studie publikovana v Casopise The Lancet odhadovala, ze Vioxx byl nej-
spiSe pric¢inou 88 000 az 140 000 pfipadu srdecnich chorob. Wall Street Journal uvedl, Ze
Merck toto riziko tusil jiz dfive. Vnitini podnikové e-maily v roce 1997 zaznamenaly, Ze
,moznost zvySeného poctu kardiovaskularnich chorob je velmi znepokojiva®. O kolika
lécich pravdu jesté nezname!!!

JOHANNES VON KRIES (1853-1928) [3]

JiZ v 19. stoleti upozoriioval na obtiZznou aplikovatelnost béZné statistiky v 1é€katstvi.
Pacienti, ktefi onemocnéli néjakou chorobou, nejsou nestrannym vybérem — vybrala je
choroba, a navic jejich onemocnéni nemaji stejny stupen, a ten ani nedovedeme spolehlivé
urcit. Také schopnost pacientli uzdravit se i bez 1éku je riiznd. Zdravi dobrovolnici sice
mohou byt vybrdni nestranné, ale jejich reakce na 1€k miize byt zdsadné odlisna od
reakce nemocnych. Dokonce poddvany 1€k muze byt pro zdravé jedince nebezpecny.
Kromé toho se také neddavno bezpecné prokdazalo, Ze farmaceutické firmy maji tendenci
statistické vysledky falSovat.
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JAKE MAME PORADI?

Jistd ockovaci latka vyvolava u 1 z 1000 déti bolestivou reakci. Pii o¢kovéni se jedno
dévcatko zeptalo 1€kare: ,,A kolikata v poradi jsem ja?*
ZAVER

Kolik lidi ro¢né umira v disledku nespravné medikace? Kolik nevinnych je nepravem
odsouzeno? Kolika nehodam by se dalo pfedejit ivahami o spolehlivosti a pravdépodobné
dobé Zivota strojnich a stavebnich komponent? Jaké jsou znalosti z pravdépodobnosti
a statistiky lidi, ktefi rozhoduji o naSich Zivotech (lékafi, soudci, technici, . . . )? Priklady
museji byt z redlného Zivota, museji se studentli pifimo dotykat, aby je zaujaly.

Ucit pravdépodobnost a statistiku ve skole neni otdzka osnov, ale nasi osobni zodpo-
védnosti.

Podékovani: Prace byla vypracovana v ramci vyzkumného zaméru AVOZ 10190503.
LITERATURA
[1] Gigerenzer G., Calculated Risks: How to Know When Numbers Deceive You, New

York 2002, Simon & Schuster.

[2] Rosenthal, J. S., Struck by Lightning: The Curious World of Probabilities, Canada
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UROVEN ZRAKOVE PAMETI U DETT TESNE:
PRED VSTUPEM DO ZAKLADNI SKOLY

JARMILA TOMANOVA!

V tomto piispévku bych vas chtéla seznamit s Casti své diplomové prace, ve které
jsem se zabyvala zrakovou paméti u déti tésné pied vstupem do 1. tfidy. Experimentalni
cast se sklddala ze dvou Césti: Zrakova pamét u déti pred vstupem do zdkladni Skoly
a druhd ¢ast pak zrakova pamét’ u tychz déti po uplynuti 6 mésict, tedy az po nastupu do
1. tfidy.

I'studentka PedF UK, Praha; jarkat2 @seznam.cz
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Experimentalni ¢ast byla rozdélena na tfi série aktivit. Jedna z nich zahrnovala repro-
dukci, druha kompletaci a teti komparaci celku na zédkladé zrakového vnimani.

Dité pred vstupem do $koly nevnima stejnym zptisobem jako dospély uz jenom proto,
Ze prechazi z faze celostniho vniméni na vniméni analyticko-syntetické a ma jiny typ
zkuSenosti nez dospély.

Pro¢ jsem se pravé timto tématem zabyvala?
Kladla jsem si otdzky, do jaké miry zrakova pa-
mét ovliviiuje uspéSnost ditéte v matematice, a také
zda MS dostate¢né pfipravuje dité na vstup do ZS
z hlediska zrakového vnimani a zrakové paméti.
Zrakova pamét se podili na obycejnych aktivitich
v matematice, a to predevsim tam, kde to dité potie-
buje. Napft. kdyz se podiva na tabuli a ndsledné ma
cokoli zapsat do seSitu, v rdmci kratkodobé nebo
operacni paméti musi uplatnit jak kompletaci, tak
A komparaci i reprodukci. Pro vSechny procedury,
které v matematice probihaji, se kratkodobd nebo
6 operacni pamét musi podilet. Dit€ nemize disku-

. 1 1L 2

I 3 1L 4

tovat o néfem, co si v paméti nedovede alespon na
M chvili uchovat.

Série aktivit spocivajici v komparaci celku na
zakladé zrakového vnimani zahrnovala zkouméni
zrakové paméti na riznych obrazcich stejného cha-
rakteru. Lze je charakterizovat jako kompozici z ploSnych geometrickych tvarti. Obrazky
byly stejné velké a byly vzdy Cernobilé. LiSily se pouze v poctu jednotlivych ¢asti a ddle
pak v poméru ¢4sti bilych/Cernych. Pro ilustraci jsem vybrala Ctyfi ze Sesti predkladanych
obrazki.

Jednotlivé obrazky jsem détem predkladala postupné. Dité se na obrazek podivalo,
mélo si ho zapamatovat a nasledné pak vybrat z pfedlozené nabidky. Téchto aktivit
bylo celkem Sest. LiSily se podminkami k zapamatovéni a ¢asovou prodlevou, ktera se
pohybovala v rozmezi od nékolika vtefin po 15 vtefin. Cas k prohliZeni obrazki jsem
nelimitovala.

Podminky k zapamatovani byly tyto: Dité sedi v lavici. . .

1. vidi obrazek, otoci ho, vybird z moznosti
2. vidi obrazek, da ho jinam (do lavice), vybirda z moZnosti
3. vidi obréazek, zakryje ho, vybird z moZnosti

4. vidi obrazek, zanese ho na koberec, vrati se do lavice, vybira
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5. obrazek je umistén na tabuli, dité se na néj podiv4, jde do lavice, vybira

6. vidi obrazek, otoci ho, nasleduje mluvené slovo (fikanka), vybira

Naésledovalo vyhodnoceni téchto aktivit, kdy mé zajimalo, zda dit€ predlozeny ob-
razek na zdkladé zapamatovani vybralo spravné, a pokud ne, s jakym typem obriazku
z predloZenych moznosti ho zaménovaly. Dale mé zajimalo, zda uspéSnost déti ovlivni
vySe zminéné rozdilné podminky k zapamatovani, a to jak u déti pfedSkolnich, tak tychz
déti skolniho véku s odstupem casu cca 6 mésicu.

Dosla jsem k zavéru, zZe déti predSkolniho véku v téchto aktivitach chybovaly celkem
20krat. Jejich chybovost spoc¢ivala prevdazné v zdméné umisténi jednotlivych detailti
(14 ch z 20 ch). Po ndstupu do ZS se chybovost u déti vyrazn& nesniZila, ale zato
se znacné zmenil jeji charakter. Ten spocival v zaméné Cernych a bilych casti (12 ch
z 16 ch).

Sledovala jsem také uspéSnost zapamatovanych obrazki vzhledem k jejich typu.
Ocekavala jsem, Ze hif zapamatovatelné obrazky budou ty, kde je vyssi celkovy pocet
jednotlivych ¢asti. To se nepotvrdilo u déti predSkolnich, jejichz uspésnost spocivala v po-
méru Cernych a bilych ¢asti. Obrazky, které mély vyssi pocet detailli zaroven obsahovaly
1 vétsi pocet Cernych Casti, ¢imz se pro déti predskolniho véku staly sndz zapamatovatelné
bez ohledu na to, Ze pocet ¢asti byl vyssi. Naopak déti Skolniho véku, které se zamétovaly
spis na detaily, v zapamatovani takovychto obrazkii chybovaly. Z toho lze usuzovat, Ze
dité predskolniho véku si snadnéji zapamatuje obrazky plosné, dité Skolniho véku naopak
obrazky dané Carou. Ddle jsem zjistila, Ze rozdilné podminky k zapamatovani uspéSnost
déti nijak zvlast neovlivnily. Pouze u aktivity €. 5 se chybovost u déti predSkolniho véku
vyskytla ve vétsi mife. To vSak nemuselo byt zplisobeno typem této aktivity, ale také
tim, Ze obrazek byl v tomto pripadé, jako jediny ze vSech aktivit, ditéti predloZen v jiné
poloze, na coz dité predSkolniho véku neni zvyklé. V této souvislosti je nutno fict, Ze
pravé v této aktivité, doSlo k nejvétsimu posunu tspéSnosti ve srovnani déti predSkolnich
a Skolnich.

ZAVER

My pitedpokladdme, Ze pti vstupu do Skoly je zrakova pamét do jisté miry rozvinutd,
a také na ni Casto stavime. V pripadé, Ze zrakova pamét nefunguje, nebylo cilem moji
diplomové prace zjistit, Ze tomu tak je, ale jakych typa chyb se déti dopoustéji, aby
v tomto smyslu byl ucitel ZS na vstup ditéte do $koly pfipraven. Aby v&dél, co lze od
déti ocekavat a co ne, aby v tomto ohledu na n€ nekladl nepriméfené vysoké naroky.
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PROBLEMY S VYUZIVANIM
TZV. REKREACNI MATEMATIKY

MARTA VOLFOVA!

Ucitel ma Casto vytvaret vlastni nové tlohy bud proto, Ze v uzivané ucebnici zadna
dalsi vhodna uloha uz neni, nebo ze chce vytvofit obzvlast pritazlivou, zabavnou — nebo
zapeklitou, problémovou pro nadanéjsi zaky, které jiz obvyklé Skolni ulohy mohou zacit
nudit. A tak, i kdyz je v dneSnich uc¢ebnicich mnoho skutecné péknych tuloh, presto ucitel
radd sdhne po pomocnikovi, po néjaké z publikaci rekreacni matematiky (ddle RM).

Nadani z4aci mohou ¢ast takové vhodné publikace sami prostudovat nebo sami zkusit
reSit nékteré ulohy. (Jako priklad lze uvést Matematické pohddky L. Hozové, kdy se
déti hned po prvnim kontaktu s knihou s nadSenim pustily do ¢teni a feSeni uloh.)
Kofeny rekreadni matematiky sahaji aZ do Starého Egypta. Casto citovany Rhindav
(nebo Ahnesiiv) papyrus ze 17. stoleti pf. n. 1. obsahuje 84 tloh s feSenimi. Zfejmé jiz
tehdy chapali, jak dtleZitou roli v uCeni hraje prvek poutavosti, zajimavosti — a tak mezi
ulohami najdeme 1 takové, které pak byly po staleti pfepisovany do dalSich a dalSich
sbirek zabavné matematiky — napr.

.,V kazdém ze 7 domt Zije 7 kocek; kazd4 kocka chytla 7 mysi, kazd4d mys by seZrala
po 7 klasech, z kazdého klasu se mohlo urodit 7 méfic chleba.* Kolik chleba tedy kocky
zachranily?

K RM patii ¢4sti 1 babylonské klinové tabulky, které obsahuji 1 zdbavné ulohy a hla-
volamy, matematické piiru¢ky ze Staré Indie a Ciny i &dsti vétS§iny matematickych dé&l
sttedoveéké arabské kultury, ,,Liber abaci“ Leonarda Pisanského (s jeho tdlohou o kréli-
cich) z r. 1228, sbirka ,,Pfijemnych a zajimavych tuloh, feSenych pomoci ¢isel* od C. G.
Bacheta z 1. 1612 aj. a aj.

Zasadni a origindlni pristup k RM prokazal témér pred 100 lety (v r. 1912) na
5. mezindrodnim matematickém kongresu v Cambridge fecky matematik N. Hatzidakis,
kdy vystoupil s pozoruhodnou pfednéskou ,,Systematicky kurz zabavné matematiky
v SS¢. Je asi $koda, Ze nikdo tuto myslenku nezkusil realizovat a vyhodnotit vysledky.
Myslenka uplatnéni RM tedy rozhodné nové neni.

U néas na Univerzité v Hradci Krilové se pro vyuzivani RM snazime budouci ucitele
pfipravit. Pfedev§im musi o literatufe z RM védét. Dostdvaji seznam (zatim 85) vhodnych
tituld MR, na vybérovém seminafi (v 5. roéniku) se s nékterymi publikacemi blize
seznami, fesi i fadu zajimavych tloh a hlavolama z nich.

Nabidka tituli RM stéle roste, je dnes mnohem vétsi nez pied nékolika lety, a to hlavné
diky prekladiim. Objevuji se nové zajimavé ulohy a hlavolamy (také ov§em mnohé staré
az prastaré, jen ponékud pfeformulované).

IKatedra matematiky, PedF UHK; marta.volfova@uhk.cz
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Ma to vSak i problematickou stranku. ProtoZe nakladatelé mohou celkem dle své viile
vyddvat publikace, objevuji se mezi tituly RM neziidka i knizky se Spatnym piekladem, se
zna¢nymi nedostatky v uzivani matematickych termind, s nejasné az zmaten¢ zadanymi
ulohami, s ulohami, kde uvadény vysledek neodpovid4 textu zadani aj.

Jako priklad uvadim publikaci P. Cartera a K. Russela ,,IQ testy — matematické kvizy
a hadanky*, Computer Press, Brno 2004), kde se vSechny vySe popsané neduhy vyskytuji.
(Bohuzel vsak je — mezi jinymi — doporucovana ucitelim matematiky v ,,KniZce pro
uditele ke SVP na 2. stupni ZS*.)

Nelze spoléhat na reklamu na obdlce knihy — zde napf. na zadni strané ¢teme: ,,Ne-
bavi vas...nudné abstrakini vzorce a priklady, citite k nim nechut? Potom je (tato)
prirucka. . . urena pfesné pro vas. .. Priklady jsou pfipraveny formou vtipnych kvizd,
hadanek, veselych cviCeni az po narocnéjsi ulohy a matematické kuriozity...*; ale
doporuc¢ime-li ji zdkovi, brzy zjisti, Ze nékterou tlohu nechape (ale ona je kvili Spatnému
prekladu opravdu nejasnd, napt. str. 8, 19, 64), Ze kniha uvadi jiny vysledek nez vySel
jemu (ale zdk miiZe mit pravdu, nékde je uveden vysledek jen jeden, i kdyZ jsou feSeni
dvé, napft. str. 21), Ze terminy a definice (napf. str. 7, 63, 115-119) jsou podivné a matouci
apod.

Chci proto ucitelskou matematickou obec upozornit na nutnost dobfe prozkoumat
(zeyjména prelozené) publikace dfive, nez je doporu¢ime détem — mohly by se setkat
s vySe popsanymi nedostatky a piipadné zanevfit na celou matematiku a tak bychom
tieba prisli o budouciho Cauchyho ¢1 Eulera.

Kromé prohteski proti matematice sklouzavaji nékteré publikace RM (snad ve snaze
pribliZit se dneSnimu svétu s jeho ¢astym nasilim a agresivitou) k tlohdm, které citlivéj-
Sitho Clovéka opravnéné odpuzuji (napf. ,,Oprskld matematika®).

Nevim, jak zabranit tomu, aby se takové publikace nedostavaly do rukou Zakd. Snad
by mohla byt v néjakém didaktickém Casopisu zaloZena pravidelna rubrika o vydanych
publikacich RM s doporu¢enimi nebo i varovanim.

Nékteré knihy jsou samoziejmé vyborné — napt. od T. Stickelse ,,Hlavolamy*, pritaz-
livé je od J. Balla ,,Mysli si ¢islo®, ze starSich L. P. Mocalov: ,,Hlavolamy* a jiZ klasicky
B. A. Kordémskij ,,Matematické prostocviky*. Z Ceskych jiz uvedené Matematické po-
hadky L. Hozové, od J. Péncika - J. Péncikové ,,Lamejte si hlavu* a ze starSich vynikajici
,Matematika kolem nas‘“ od Z. Opavy.

Na Slovensku vysel preklad ,,federdlnich* iloh MO kategorie Z pod nazvem ,,Ulohy
MO ZS*“ (Bratislava, IUVENTA, 2003). Podobny soubor tdloh MO, rozdéleny podle
tématickych zaméfeni a s naznaky feseni, jsme pfipravovali — (¢dst UK MO) —i v Cechéch
— pro nedostatek zdjmu o vydani (snad i penéz) se to bohuZel nerealizovalo, i kdyZz by §lo
o jisté lehce a dobre vyuzitelnou zdsobu zajimavych uloh.

Preji vSem uditelim Stastnou ruku pii vybéru dobrych publikaci RM, (at’ je stale
z ¢eho vybirat) a aspésné vysledky pfi jejich pouzivani — v podobé lepSiho vztahu déti
k matematice a dobrého klima na ZS.



Pracovni dilny

7. AKOVSKA TVORBA SLOVNiCH ULOH

JIRI BURES, HANA HRABAKOVA!

UvoD

Z4kovskd tvorba tloh patfi mezi aktivity, kterymi lze vyznamné obohatit hodiny
matematiky ve Skole. V ramci vyuky maji Zaci moznost tvorit vlastni ulohy, coz je soucasti
redlné podstaty matematiky jako védni discipliny (Kopka, 1996). Podle Silvera (1997)
je Skolska matematika Casto velmi mélo spojovéna s tvorivosti, ale matematika jako
védecka disciplina je na tvofivosti zaloZena. Matematici si vétSinou utlohy tvoii sami,
popf. navzdjem (na rozdil od zZaka v ramci obvyklého pribéhu vyucovani).

Existuje mnoho riiznych zptisobi, jak je moZné zadat zaktim, aby sami vytvareli tlohy.
Z4ci mohou napf. tvofit lohy, v jejichZ zadan{ se vyskytuji predem dan4 &isla nebo tlohy
s danym matematickym modelem. Dale mohou tvofit tilohy souvisejici s danym tématem,
ulohy ke konkrétnimu pfibéhu nebo redlné situaci (napf. v rdmci projektu nebo ptipravy
Skolnich akci). V tomto ¢lanku se budeme zabyvat zdkovskou tvorbou origindlnich uloh.

TVORBA ULOH JAKO SOUCAST RAMCOVEHO VZDELAVACIHO PROGRAMU
PRO ZAKLADNI VZDELAVANI

Z4kovsk4 tvorba tloh se objevuje také mezi oéekavanymi vystupy RVP pro zakladn{
vzdélavani v ramci vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace.

Mezi ofekdvanymi vystupy tematického celku Cislo a pocetni operace lze najit
nésledujici dovednosti: Zdk Fesi a tvoii iilohy, ve kterych aplikuje a modeluje osvojené
pocetni operace (1. obdobi), nebo Zdk Fesi a tvori iilohy, ve kterych aplikuje osvojené
pocetni operace v celém oboru prirozenych cisel (2. obdobi).

V rémci tematického celku Cislo a proménnd jsou napiiklad tyto ofekdvané vy-
stupy: Zdik modeluje a Fesi situace s vyuZitim délitelnosti v oboru pfirozenych isel; Zdk
formuluje a resi redlnou situaci pomoci rovnic a jejich soustav;

Zdk analyzuje a Fesi jednoduché problémy, modeluje konkrétni situace, v nichz vyuZivd
matematicky apardt v oboru celych a raciondlnich cisel.

K tspésnému naplnéni jednoho z o¢ekavanych vystupii tematického celku Zdvislosti,
vztahy a prdce s daty: Zdk vyhleddvd, vyhodnocuje a zpracovdvd data lze také pispét
pomoci zakovské tvorby uloh.

"Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta; buresjirik @ seznam.cz, hanka.hrabakova@centrum.cz
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TVORBA SLOVNICH ULOH

Tvorba slovnich uloh je jednou z ¢asti problematiky, kterd je v zahrani¢ni literatufe
oznacovana jako problem posing. V Ceském jazyce neexistuje jednoznacny preklad tohoto
terminu. Silver (1994) popisuje problem posing jako skupinu tfi riznych matematickych
aktivit:

1. Presolution posing — tvorba zcela novych uloh na zdkladé zadané situace

2. Within-solution posing — pretvareni zadani tlohy v pribéhu jejiho feSeni (interpretace
zadani)

3. Postsolution-posing — obménovani vychozich podminek nebo cilti dlohy jiz vyiesené
(Co kdyz. .. ? Co kdyZ ne?)

Problem posing je vétSinou vnimano jako dobrd a efektivni metoda prace v rdmci
vyucovani matematiky. Silver (1993) nabizi nékolik riiznych pohledt na problem posing
jako:

e nejvyznamnéjsi soucast matematické ¢innosti

e znak tvofivé ¢innosti nebo vyjimecnych matematickych schopnosti
e okno do Zakovského chdpani matematiky a matematickych pojmi
e nastroj ke zlepsSeni schopnosti fesit ulohy

e prostiedek ke zlepSeni Zakovskych postoji k matematice

jeden z atributi problémového vyucovani

Problem posing podle né¢j naznacuje, jaky obsah a charakter ma skolni zkuSenost zaki
s matematikou.

Bonotto (2006) poukazuje na skutecnost, Ze pri aktivitach spojenych s problem posing
Zaci interpretuji a kriticky analyzuji skutecnost tim, Ze oddéluji dalezita data od nepod-
statnych, odhaluji vztahy mezi nimi a rozhoduyji, jsou-1i informace, které maji k dispozici,
dostate¢né k feSeni daného problému. Tento proces je identicky s procesem, ktery probiha
mimo Skolu, pfi fesSeni redlnych Zivotnich problémti.

TVORBA ORIGINALNICH SLOVNICH ULOH

Tvorba origindlnich slovnich tuloh je soucasti Presolution posing (viz vySe). Pred
zavedenim pojmu origindlni slovni uloha se nejprve podivime na nasledujici skupinu
slovnich tloh a zkusime se zamyslet nad tim, co maji jednotlivé ulohy spole¢ného a co
maji rozdilného:
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Uloha 1. V nejmenovaném stdnku s rychlym obcerstvenim probéhl maly dopoledni
prizkum prodeje hamburgeri, twistrit a sendvicu. Dohromady jich prodali 288. Bylo
gjisténo, e hamburgerii se prodalo sedmkrdt vic neZ twistrii a sendvicit o osm vic neZ
twistrit. Kolik prodali hamburgerii, kolik twistrii a kolik sendvicii?

Uloha 2. Rdkosnicek, Kiemilek a Vochomiirka pracovali o vikendu pro strycka Skrblika.
Skrblikovi se ale zddlo, Ze vSichni nepracovali stejné, takzZe jim odménu 1320 Euro roz-
delil takto: Rdkosnicek dostal ctyrikrdt vic neZ Vochomirka, Kiemilek dostal Sestkrdt
vic neZ Vochomiirka. Kolik penéz dostal kazdy z nich?

Uloha 3. Firma méla piivodné na splnéni zakdzky 15 dni. Pokud by pracovala na dvé
smeény, dokoncila by zakdzku za 15 dni. Zdkaznik si preje, aby firma splnila zakdzku
drive. Za jak dlouho ji splni, bude-li pracovat na tii smény?

Jednotlivé tlohy je mozné porovnat podle riznych kritérii, pro nas je vzhledem
feSeni danych uloh. Prvni a druhou ulohu lze feSit pomoci stejného matematického
modelu (pfima tmérnost, vztah Casti a celku), kdeZto na vyreSeni tfeti ilohy tento model
pouZit nelze a musime pouZit jiny (nepfimd umérnost). Pro popsani téchto spolecnych
a rozdilnych vlastnosti slovnich uloh zavedeme nyni nésledujici pojmy:

Originalni dlohou v ramci konkrétni skupiny tloh rozumime takovou ulohu, k jejimuz
vyfeseni je potfeba pouZzit jiny matematicky model, nez u ostatnich tloh ze skupiny
(viz Uloha 3).

Ulohy z jedné rodiny v ramci konkrétni skupiny tuloh jsou takové tlohy, v jejichz feSeni
se objevuje zcela nebo ¢astené stejny matematicky model (viz Uloha 1 a 2).

Konkrétni skupinu dloh mizeme tedy rozdélit na tlohy origindlni a dlohy z jedné
rodiny. Rozdéleni se vzdy vztahuje k dané skupiné uloh. Pti posuzovani stejné ulohy
v ramci jiné skupiny se tak miiZze z origindlni dlohy stat dloha patfici do jedné rodiny
a naopak. Vzhledem k tomu, Ze se nékteré ulohy daji fesit vice zptisoby, mohou se
objevovat rizné varianty rozdé€leni dloh v rdmci dané skupiny.

V pribéhu dilny ucitelé prevzali roli zaka. Jejich ukolem bylo nejprve vytvofit ve
¢tvericich dvé origindlni dlohy spadajici do tematického celku Raciondlni cisla a pro-
centa, ¢imz vzniklo celkem osm tloh. Poté byli ucitelé rozdéleni do dvou skupin a jejich
ukolem bylo vytvorené ulohy analyzovat a rozdé€lit podle pribuznosti, tj. na originalni
ulohy a ulohy z jedné rodiny. U¢itelé ve skupinach dosli k riiznym rozd€lenim tloh s tim,
ze vétSinou ale nedodrzeli pfedem stanovené kritérium rozdéleni podle matematického
modelu a zabyvali se prevazné tematickou ptfibuznosti jednotlivych dloh. Z ¢asovych
divodt nedoslo béhem dilny na detailni rozbor tloh. Nasledujici dvé dlohy vybirame
jako ukazku z vytvorenych tloh:
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Skolni sportovisté Ize poridit za 15 000 000 K¢&. Kolik sportovist’by bylo mozno vybudo-
vat za c¢dstku, kterd by se uSetrila, kdyby byl prezident CR v roce 2008 zvolen v 1. kole
1. volby?

Soukromy zemédélec chce koupit traktor v Rakousku, protoZe je tam o 1/8 levnéjsi neZ
u nds. Kolik % usetvi?

Pro srovnéani uvedeme ukézky uloh vytvorenych v ramci aktivity ,,Vytvorte originalni
ulohu‘Zaky tercie prazského osmiletého gymndézia. Jednd se o prvni vytvorenou variantu,
ulohy jsou prfepsany pifesné tak, jak je déti odevzdaly. Na tlohé4ch je patrna pritomnost
formula¢nich nepfesnosti, nejednoznacnosti i gramatickych chyb. Pfi ndsledném feSeni
uloh dochdzelo casto k diskuzim autorti dloh se spoluzaky, béhem kterych byli autofi
¢asto nuceni upravit tlohu tak, aby byla pro vSechny srozumiteln4 a feSitelna. Z celkového
mnozstvi 23 vytvorenych dloh vybirdme na ukédzku ndasledujici dlohy, na kterych jsou
dobfe patrné rizné druhy nedostatkd a nepresnosti:

V divokém hejnu hus je 78 kusu ptdkit. V hejnu je 2/6 houserii a zbytek hus. Polovicka
hus je dvouletych a polovicka hus jednoletych. VSichni houseri jsou dvouleti. Husy
dokdZi létat po jednom roce a po 2. roce miZou mit housdtka. KaZdd dvou a viceletd
husa md 6 housdtek. Husy se poklidné rozmnoZovali dva roky. Po druhém roce je
napadli vici, kteri seZrali 148 dvou a viceletych hus/houseri. Hejno muselo odletét,
neodletéli jen ti, kterym byl jeden rok. KdyZ husy prelétali nad polem, tak 3/22 hus
sestrelili pytldci. A 3/11 zbylych hus ustrelili noZicku. 16 hus umrelo cestou, z toho 9
mélo ustrelenou noZicku. Husy zahnizdili na ostruvku uprostied jezera. Kolik bylo na
ostrivku nohou, kdyZ tam byla jesté bobri rodina o sedmi ¢lenech?

V obchodé se proddvaly zvyhodnéné dZusy. 1.den se prodalo 9/18, 2.den 40 dZusti
a vecer pri kontrole zjistili, Ze 3/36 byly zapadnuty za regdlem. Kolik dZusu bylo
celkem?

P11 srovnéni uloh vytvorenych uciteli béhem dilny a zédky v ramci aktivity ,,Vytvorte
origindlni tlohu* je patrné, Ze tvirci z obou skupin reagovali na zadani ikolu podobnym
zpuisobem — hledali originalitu zejména v obsahu zadani a nezaméfili se tolik na hledani
origindlnich tloh z hlediska matematického modelu. Ob€ skupiny se také dopustily
nepiesnosti zplisobujicich nefeSitelnost vytvorené dlohy, u Zdkovskych tloh se navic
Casto vyskytovaly pravopisné chyby.

ZAVERECNE POZNAMKY: PRINOS PRO ZAKY A UCITELE

Tvorba origindlnich dloh ma fadu konkrétnich pozitivnich dopadl na Zaky, jejich
pfistup k matematice a jejich budouci ¢innost v matematice. Pfi samostatné tvorbé uloh
se zaci dostavaji do nové role v ramci vyucovaciho procesu, kdy se z pasivniho pfi-
jemce uloh zadanych ucitelem nebo ucebnici stavaji samostatnymi tvilrci dloh a bliZi se
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tak samotné podstat€¢ matematické aktivity. Pfi tvorbé uloh musi Zak pfekondvat kon-
krétni prekazky, jako napt. formulacni nepfesnosti, srozumitelnost zadani pro ostatni,
smysluplnost a redlnost zadani a vysledkii.

Béhem feSeni a tfidéni tloh maji Zaci moznost rozvijet schopnost fesit nestandardné
zadané ulohy, odhalovat matematicky model tloh, hledat spole¢né a rozdilné znaky tloh
a tfidit ilohy podle konkrétniho kritéria. Pfi feSeni tloh je Casto potieba opravit a upfesnit
nékterd zadani, coZ napoméha ke zlepSeni schopnosti presné formulovat matematickou
ulohu.

Pti préci ve skupindch je rozvijena schopnost komunikace a spoluprace ve skupindch
a zaci jsou nuceni formulovat a prezentovat vlastni nazor.

Zartazeni tvorby origindlnich tloh do vyuky predstavuje vhodny motivacni, pracovni
a diagnosticky nastroj pro zkvalitnéni prace zaku i ucitele v hodindch matematiky. Nej-
naro¢néjsi etapou pro ucitele miiZze byt primét Zaky, aby viibec vytvorili n¢jaké dlohy.
Motivujici mlize byt napf. prace na spolecné sbirce tloh pro mladsi spoluzaky, tema-
tické projekty, soutéz o nejlepsi dlohu atd. Zptisob zadani zélezi vzdy na konkrétnich
podminkdch a situaci.

Pfi praci s vytvorenymi ulohami se ucitel musi nékdy vyporadat s nesrozumitelnosti,
nejednoznacnosti, nesmyslnosti zaddni a vysledkli nebo nefesSitelnosti dloh. Nabizi se
vSak moznost prenést zodpovédnost na zaky tim, Ze pfi feSeni slovnich tloh si Zaci
nejasnosti opravi navzajem a ucitel pisobi pouze jako organizitor a moderator diskuze.

Tvorba origindlnich tuloh je jednou z moZnosti, jak vnést netradicni prvek do vyuky
s tim, Ze oproti jinym alternativnim metoddm prace neni pro ucitele tak naro¢nd na
pfipravu jako napf. interdisciplinarni projekty, protoze tvofivd ¢innost je v rdmci této
aktivity vyhrazena zZakam.
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VYUZITIE DOMINA PRI ZISKAVANI
POCTOVYCH ZRUCNOSTI

MATUS HARMINC!

Tato pracovnd dielfia bola ur¢end hlavne vyucujucim na prvom stupni zakladnej Skoly.
Mala im ukézat pouzitie supravy hracich kamenov spolocenskej hry zndmej pod menom
Domino na hodinach matematiky za ucelom ziskavania a rozvoja poctovych zru¢nosti
a zaroven pribliZit’ tvorbu takychto aktivit s pokusom o vytvorenie dalsich.

Predviedli sme Styri parové aktivity. Prvé dve z nich si zamerané na precvicenie
a upevnenie sc¢itania a od¢itania v prvom, resp. v druhom ro¢niku zékladnej Skoly. Tretia
a Stvrtd st zamerané na scitanie dvojcifernych cisel, rozvoj kombina¢nych zruénosti
a propedeutiku absolitnej hodnoty. O vSetkych Styroch sme uZz pisali pred ¢asom v [1].
Posledna cCast’ dielne mala byt’ venovana spolo¢nému rozboru dalSich moznosti vyuZzi-
tia domina vzhladom k potrebdm vyu¢by matematiky a ndvrhom na varidcie pravidiel
a hodnotenia uvedenych Styroch hernych aktivit.

PRVA AKTIVITA: O SUCTE A JEHO ROZKLADE

Téato aktivita je ur¢end Ziakom v prvom, pripadne v druhom ro¢niku zdkladnej Skoly.
Je zamerand na scCitanie Cisel v obore od 0 do 12 a na ich rozklad na dva s¢itance. Hodi sa
na precvicovanie a upeviiovanie s¢itania a od¢itanie a systemizéciu niektorych vlastnosti
tychto operécii (napr. komutativny zakon pre scitanie). Uskuto¢iiuje sa formou hry vo

UMV PF UPJ§, Jesennd 5, KoSice; matus.harminc @upjs.sk
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dvojiciach, v ktorej proti sebe hraji jednotlivci. Zrebom alebo dohodou sa uréi, ktoré
dieta hru za¢ne, pri dalSej hre za¢ne druhé z dvojice.

Stprava domina je rozloZend na lavici chrbtom nahor, takZe nie je vidiet, kde je kolko
bodiek. Najprv prvé dieta ndhodne vyberie jeden hraci kamen domina a pozrie si ho tak,
aby druhé dieta nevidelo, ¢o na iom je. S¢ita poCty z oboch Stvorcovych poli vybratého
kamena a ozndmi druhému dietatu tento sicet. Druhé dieta si toto ¢islo vypocuje, na
zéklade predoslého vyvoja (ak uz tomu nejaky predchddzal) ozndmi svoj tip na pocty
v jednotlivych poliach a zapiSe si tento tip. Ak bol jeho tip spravny, ziskava bod (alebo
ten kamen), ktory si zaznaci. Ak nie, zapiSe aj sprdvnu moznost’ a bod (kamen) ziskava
super. Uvedieme ukazku. Prvé dieta oznamuje: ,,Osem.* Druhé zapisuje: 8 = 6 + 2, ale
kedZe to bol kamefi obsahujtici 5 a 3, doplni svoj zdpis takto: 8 =6 +2 = 5 + 3.

Po tomto procese si deti vymenia roly: druhé vyberd kamen, oznamuje sucet a prvé
tipuje, aké scitance tento sucet vytvaraji na vybratom kameni. Pokracujeme v ukazke:
Druhé dieta pokracuje vyberom kamena a oznamom: ,,Osem.“ Prvé tipuje a zapisuje:

= 4 + 4. A kedZe (dajme tomu) to je pravda, doplni svoj zapis nejakou znackou (akou
chce, napr.: $) na znamenie, Ze tu ziskalo bod (dostane tento kameri). Nasleduje zapis,
ktory zachytdva mozny priebeh prvych Siestich tahov so ziskom Styroch bodov (a dvoma
neudspeSnymi tipmi):

1. dieta 2. diet’a
8=6+2=5+3 8=4+4%
2=14+1% 3=2+1$

=34+1=2+2 11=5+68$

V tejto chvili je vyhrava druhé dieta, ma viac znaciek uspesSnosti (ziskanych kame-
nov). Hraju dovtedy, kym sa neminu vSetky kamene. Porovnaju si pocty tspesSnych tipov
(kameniov). Potom vSetky hracie kamene opétovne rozlozia chrbtami nahor a hraju tuto
hru s vymenenym poradim. Ak niektoré dieta vyhrd obe hry, je vitazom, inak je remiza.

Podla situdcie a pokrocilosti mdZeme vynechat’ zapisovanie priebehu. Rovnako sa
moZeme dohodnit (ale nie hned’ v prvych hrach), Ze odohrané kamene sa uZ neprezeraju,
¢im podporime ¢innost’ kratkodobej pamite. Tato hra so sebou prirodzenym spdsobom
prinasa okrem predstav malych mohutnosti aj propedeutiku pojmov Casty a zriedkavy.

DRUHA AKTIVITA: O SUCTE A RIZIKU

Aj tato aktivita je zamerand na scCitanie Cisel, ale uz v obore do 100 (fakticky staci
do 50). Rovnako ako pri prvej aktivite hraji vo dvojiciach proti sebe jednotlivci, Zrebom
alebo dohodou sa urCuje zacinajuce dieta (pri druhej hre sa zmeni zacinajuci), suprava
domina je rozloZena chrbtom nahor.

V kazdom kole zbiera dieta body tak, Ze si vyberie jeden kamen a ukaze jeho bodové
hodnoty. Ak jedno pole vybraného kametia zndzornuje nulu, alebo ak dokonca obe polia
st prazdne, v tomto kole neziskava ziadny bod. Toto pravidlo sa uplatriuje v ktoromkolvek
okamihu hry. Ak vSak obe polia st nenulové, pripocita si ich hodnoty k bodom ziskanym
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v tomto kole. Potom sa rozhodne, ¢i ukonéi toto svoje kolo dobrovolne, pripocita si
sucet z tohto kola k zisku z predoSlych kol a nechd tahat’ druhé dieta. Ak nie, ak sa
teda rozhodne v tomto kole eSte pokracovat' tahom dalSieho kameria, riskuje, Ze vytiahne
kamen s nulou a neziska v tomto kole nic.

Na ukézku si predstavme, Ze dieta vytiahlo kamenn 7 = 2 4 5. Rozhodne sa tahat’
dialej, lebo 7 bodov sa mu mali. Potiahne dals$i kamen 6 = 6 + 0. Neziskava teda v tomto
kole vobec ziadny bod. Nasleduje druhé dieta, vyberie si kament 4 = 1 + 3 a oznémi,
Ze mu to staci, ziskalo 4 body a opit ide prvé. Ma smolu, potiahne 0 = 0 + 0 a zase
neziskava ni¢. Druhé nasledovne tahd kameni 5 = 3 + 2, pokracuje d’alej a tahd 3 = 0+ 3.
Za toto kolo teda ani jedno dieta neziskalo ni¢, celkovy stav je 0 ku 4, zatial vedie druhé
dieta.

Tahané kamene sa do hry nevracaju, tie, za ktoré sa zapo&itavaji body, si nechdva
prislusné dieta, ostatné sa kladi nabok. Podobne ako pri prvej aktivite je v prvych hrach
rozumné povolit’ nazerat do odohranych kamenov, neskorSie tito informdciu nechat’ na
pamit hrajucich deti. Vyhrava diet’a, ktoré prvé dosiahne alebo prekro¢i hranicu 50 bodov.
Ak sa tak nestane ani po vyCerpani kamenov, vitazi to dieta, ktoré nahralo viac bodov.

Je mozné hodnotit’ aj presnejSie urcovanim rozdielu medzi nazbieranymi bodmi oboch
deti. Vo vysledku sa takto odzrkadli vzajomny vztah GdspesSnosti deti. Je mozné vyhodnotit’
rekord ziskanych bodov za celu triedu alebo zostavit’ rebricek, pripadne najvyssi bodovy
zisk dietata v jednom kole. Je mozné pozmenit aj pravidlo o pocte deti pri jednej stiprave
domina na tri (Styri je uz vela) dokola sa striedajice deti.

Této hra upozortiuje na vynimoc¢nost nuly (neutralita vzhladom k s¢itaniu a agresivita
vzhl'adom k nésobeniu). Vedl'ajsim efektom méZe byt rozvoj zodpovednosti za vedomé
riziko (taham dalej), propedeutika pravdepodobnosti (aki mam Sancu, Ze nepotiahnem
kamen s nulou) a skusenost’so strategickym rozhodovanim a jeho vhodnej zmeny (zmenit’
stratégiu podla vyvoja hry, podla stavu ziskanych bodov ¢i podla poétu odohratych
kameniov s prazdnym polom).

TRETIA AKTIVITA: O SUCTE A KOMBINACIACH

Téato aktivita je tieZ parova a je urend Ziakom na precvicenie a upevnenie s¢itania
dvojcifernych Cisel a prechodu cez 100, tiez systemizuje desiatkovu sustavu a komuta-
tivnost s¢itania. Zrebom alebo dohodou sa uréi za¢inajiice, druhd hru sa poradie vyment.
Suprava domina je rozloZend na lavici chrbtom nahor.

Deti si striedavo bert zo spolo¢nej kopy po jednom kameni. Ak jedno pole kamena
znazornuje nulu (napr. 0 a 5), mdze tento kamen pouzit’ ako taky nasobok desiatky, aky
pocet znazoriiuje druhé z poli tohto kamena (t.j. ako ¢islo 50). Ak ani jedno z poli nezna-
zormiuje nulu (napr. 2 a 5), moze kamen pouzit otoeny tak, ako sa mu to hodi (bud’ ako
25, alebo ako 52). Ak obe polia tohto kamenia zndzorfiuji nulu, dieta si zoberie namiesto
neho nahradny kamen. Deti bert striedavo po jednom kameni dovtedy, kym sa niekto-
rému z nich nepodari pomocou séitania z dvojcifernych ¢isel zndzornenych niektorymi



M. Harminc: VyuZitie domina pri ziskavani poctovych zrucnosti 95

svojimi kamenmi utvorit’ ¢islo 100, alebo kym sa kamene nevycCerpaju. Nemusi na to
pouZit vietky svoje kamene. Tahané kamene sa do hry nevracaju.

Na ukazku: prvé dieta ma uz vybraté Styri kamene (0 a2),(0a6),(5al),(2a2). Ako
piaty vyberie (4 a 3), pomocou ktorého zostavi ¢islo 100 = 20 + 15 + 22 + 43. Druhé
dieta ma vybraté kamene (1 a 0), (1 a 1), (1 a 3), (0 a 3), ako piaty (2 a 1). Z nich nevie
utvorit’ ¢islo 100, najblizsie k nemu utvori 103 = 10 + 11 4 31 + 30 + 21.

Vyhrava to diet’a, ktoré ako prvé zlozi 100 zo svojich kamenov. Ziskava tolko bodov,
aky je rozdiel medzi ¢islom 100 a Cislom najbliz§im ku 100, ktoré vie utvorit’ v tom
okamihu druhé dieta z dvojice. V naSej ukdzke to boli teda iba tri body. MoZznym
vysledkom je aj remiza, ked deti oznamia zostavenie sic¢tu 100 v rovnakom kole (alebo
ked ani po vyCerpani vSetkych kamenov sa ¢islo 100 nedari zostavit' a obe sa rovnako
priblizia k Cislu 100 a jedno z ktorej strany). Aj pri tejto ¢innosti je mozné vyhodnotit’
rekord ziskanych bodov za celu triedu alebo rekord za najmensi pocet kol, ¢i pouZitych
kamenov, pripadne zostavit’ rebricek. Ak chceme klast’ o trochu vicSie naroky na cas
sustredenia a trpezlivost’ deti, moZeme zvysit’ dosahované ¢islo zo 100 na 120. Tuto hru
je mozné hrat’ aj v trojiciach, Stvorice uz neodporuc¢ame kvoli poc¢tu hracich kamenov.
Okrem tréningu kombinacnej zru¢nosti sa nou systemizuje pozicna sustava (prechod cez
desiatku).

STVRTA AKTIVITA: O SUCTE, DVOJNASOBKU A ODPOCITAVANI

Uvedieme najprv verziu tejto hry s povodnym bodovym hodnotenim vykonov. Ako
vysSie, aj teraz hrajui dve deti. Poradie moZno urcit’ Zrebom, v druhej hre bude vymenené.
Prvé dieta ozndmi svoju veStbu Cisla (deti samé pridu na to, Ze v rozmedzi od 1 do 23),
potom si vyberie dva hracie kamene domina zo supravy rozloZenej na lavici chrbtom
nahor. M6zZe nastat’ jedna z troch nasledujucich situécii:

(1) ak vestené Cislo je presne suctom vSetkych Styroch Cisel zndzornenych vybratymi
kamenimi, dieta si pripocita v tomto kole bodovy zisk rovny dvojndsobku veSteného
Cisla;

(2) ak vestené Cislo je menSie ako tento sucet, ale dieta ho vie pomocou ¢isel zndzornenych
vybratymi kamenimi ziskat  ako stcet troch alebo dvoch ¢isel, alebo je dokonca jednym
z tychto Cisel, pripocita si v tomto kole bodovy zisk rovny nim veStenému cislu;

(3) ak z akéhokolvek d6vodu nevie utvorit' vestené ¢islo (hoci aj preto, lebo bolo vicsie nez
sucet vSetkych Styroch ¢isel zndzornenych na poliach vybranych kamenov), odpocita
st od celkového bodového zisku rozdiel medzi veStenym cislom a suctom vSetkych
Styroch znazornenych cisel.

Ukézky: keby dieta vestilo ¢islo 10 a nasledne vytiahlo kamene (5 a 1) a (0 a 4),
ziskalo by 20 bodov, lebo 20 = 5 4+ 2 + 0 + 3; keby vestené Cislo bolo 9, ziska 9 bodov,
lebo vie utvorit 9 = 5 + 4; napokon keby vestené ¢islo bolo 8 a dieta utvori 6 = 5 + 1
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(v pripade, ze ho nenapadne utvorit 9 = 5 4 4), odpocitavaji sa mu dva body, lebo
8 — 6 = 2 (keby utvorilo ¢islo 9, odpocital by sa mu iba jeden bod).

Tahané kamene sa do hry nevracaji. Deti striedavo vestia a berd po dva kamene
dovtedy, kym niektoré z nich dosiahne alebo prekroc¢i hranicu 60 bodov. Celkovy zisk
bodov dietata je rovny rozdielu medzi jeho poctom bodov a poctom bodov jeho partnera
v tomto okamihu. Vyhodnocovat’ mdzeme aj rekord za celu triedu, aj rebricek najuspes-
nejSich.

Vzhladom k tomu, Ze zdporné ¢isla a pocitanie s nimi sa dostali do vyssich ro¢nikov,
navrhujeme nezacinat’ od nuly, ale od kreditu 40 bodov a ciel postavit’ 100 bodov. Kto
v§ak svojou hrou zide pod nulu, prehrdva a zisk vyhravajiceho je rovny poctu jeho bodov
v tomto momente. Okrem precvicenia s¢itania a odcitania ¢isel a ich porovnivanie sa
touto hrou systemizuje zdvojndsobovanie, rozvija kombinacnd zru¢nost’ a pripravuje
pravdepodobnost’ a absolttna hodnota.

Vsetky vyssie uvedené aktivity zamestndvaju Ciastone aj ruky a mimovolne nitia
deti rozvijat’ skisenost’ s poc¢itanim bez pisania na papier. V pripade potreby im to vSak
v ziadnom pripade nezakdzme. Je vhodné vyrobit’ si sady domina na inych vyucovacich
hodinéch napriklad z tvrdého papiera. UZ pri vyrobe si deti mimovolne v§imaji rdzne
matematické skutocnosti (pocet potrebnych karti¢iek-kamenov, dvojice Cisel na nich,
prazdne pole symbolizujice nulu, vzorky symbolizujice iné &isla). NezaSkodi, ak si
v druhej faze vyrobia aj svoje origindlne dominové supravy, liSiace sa od Standardnych
napriklad vzorkami Cisel.

LITERATURA

[1] Harminc, M.: Aktivity s dominom v elementdrnej matematike, Orava Journal, 2
(2001), No. 2, 16-17.

ALGEBRAICKE VYRAZY NA ZAKLADNI
SKOLE

MIROSLAV HRICZ!

Probihajici reforma ve skolstvi pfedpoklad4, zZe kazdy ucitel bude disponovat riiznymi
metodami, prostifedky a formami préace, kterymi podpoii rozvoj kompetenci a kapacit
svych zakl. Bude na ném, které z nich zvoli, pro jakou vzdélavaci strategii se rozhodne.

'FZS Téborska 45/421, Praha 4, www.zstaborska.cz; miroslav.hricz@centrum.cz
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Volbu mu usnadiiuje Skolni vzdélavaci program, celkové nasmérovani Skoly, na které
pusobi.

Jsem hluboce presvédcéen, Ze vySe uvedené je mozné napliovat ve vSech oblastech
matematického vzd&lavani. Upravy algebraickych vyraza Casto &inf z4kGim obtize. Pravé
proto je nutné propedeutice, upeviiovani a prohlubovani tohoto uciva vénovat dostate¢né
mnozstvi Casu. Timto tématem jsem se zabyval jiz v minulych letech. Tento pfispévek
bude navazovat na [1].

Pripravil jsem dalsi ¢tyfi pyramidy na procvicovani s¢itani algebraickych vyraza.
V prvni je snadné dopoéitat vyraz na vrcholu pyramidy. Reseni pyramidy 2 neni jedno-
znacné. Je nutné zvolit v jednom policku vyraz, aby bylo mozné urcit vyraz na vrcholu
pyramidy. Ukolem pyramidy 3 nenf uréit vyraz na vrcholu pyramidy, ale doplnit zbyvajici
policka. Nejcastéjsi chybou je chybéjici kontrola, zda soucet v predposlednich tadcich
Pyramida 4 je pro zdky komplikovand, na nékolika mistech musi odhalit chybu. Vy-
sledkem je pak ¢astecné doplnéna pyramida. Mnozi Z4ci urci, Ze pyramidu nelze doplnit
(dloha nema feSenti).

Symbolika matematického mySleni prosla dlouhou a naro¢nou cestou vyvoje, jak
ukazuje historie matematiky. Souc¢asnd symbolika algebry vznikla na konci 16. stoleti.
Jejim objevitelem byl francouzsky matematik Francois Viéte (1540-1603). Nahrazovani
Cisel pismeny znamenalo velky pokrok. Jeho jazyk mimo jiné pfispél k rozvoji infi-
nitezimalniho poctu a analytické geometrie. Je proto velmi dileZité, aby upeviiovani
a prohlubovéni uc¢iva byl vénovan dostatecny cas.

-+ -+
11x + 4
Tx Tx
xtd Zu+2 Ix-T x-3 2x+6 3x+T x-3
pyramida 1 pyramida 2
- 11x -+
5
13x
x+7T Bx+3 Tx
xtd 4x-8 Ix-T 2x-3 T+ xt+d In-T

pyramida 3 pyramida 4
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NENI JENOM SUDOKU ANEB VYUZITI
JAPONSKYCH REBUSU VE VYUCE
MATEMATIKY

RUDOLF CHLOUPEK !

Uvop

Z velkého mnozstvi ,,japonskych® rébusi je ziejmé nejrozsitenéjsi Sudoku, které
zaplavilo 1 Ceské Casopisy a stalo se znacné oblibenou zabavou déti 1 dospélych. V ma-
tematice ZS md ale omezené pouZiti, i kdyZ jim rozvijime logické mysleni a kombina¢n{
schopnosti. Tento druh hadanek 1ze vyuZit spiS pro volnéjsi hodiny jako relaxaci, ukoly
navic apod.

Z nabidky uloh byly pro dilnu vybrany rébusy s geometrickym zakladem. Tyto tlohy
patii k netradi¢nim ulohdm vhodnym k vyuZiti na druhém stupni zakladni Skoly (viz RVP
ZN).

Pomoci téchto tloh se rozvijeji geometrické predstavy zZaka, napiiklad pojmy obsah a
obvod mnohothelniku. Vysledki 1ze vSak vyuzit i v mnoha jinych souvislostech s u¢ivem
matematiky. Ulohy motivuji a aktivizuji Z4ky a vedou je k systematické praci podle
danych pravidel a rozvijeji tak fadu klicovych kompetenci zZaka. Jejich vyuziti ve Skolské
matematice miize byt prekvapivé efektivni.

1Z4kladni $kola Jihlava, Kollarova 30; rchloupek @zskol.ji.cz



R. Chloupek: Neni jenom SUDOKU 99

Utastnici dilny se sezndmili s hrami Sikaku, Fillomino, Nurikabe, Slitherlink a Masyu,
jejich moZznym pouZzitim ve vyuce, diskutovali o moZnostech vyuZiti ve vyuce a zkusili
si nékteré ulohy vyfesit.

SHIKAKU

Hra pracuje s obsahy pravouhlych rovnobézniki riznych tvarti a ma pomérné jedno-
ducha pravidla:

Rozdél ctvercovou sit'iplné na neprekryvajici se obdélniky a ctverce tak, aby v kaZdém
vitvaru bylo obsazeno prdvé jedno policko s ¢islem. Toto ¢islo urcuje obsah pravoiihelniku.

Z4jem o Shikaku (nékdy Sikaku, Divide by Box) podnitil i rozhovor s kolegy o proble-
matice mechanického pouZzivani vzorct, Spatném rozliSovani obvodu, obsahu a objemu
Zaky.

4
6 9 b
b 3
3 b 2 3

4 Z 4 [}
4 4
2 4
2 10
3 i

Obr. 1: Shikaku

Misto dlouhého povidéni si vSechno vysvétlime na pfikladu: Vlevo na obr. 1 vidite
zadani ukolu, vpravo je tkol vyfeSen (dloha je vytvofena pomoci tabulky ve Wordu).
Zvolime-li vétsi hraci pole (nemusi byt nutné Ctvercové), mizZeme pouzit i obrazce
s vétsim obsahem. Na hru pak miZe navazat diskuse o moznych rozmérech pravouhelniki
s danym obsahem, hleddni mnohouhelniku s nejmensim a nejvétsim obvodem pii daném
ob-sahu apod.

Mozna obména je v tom, Ze si Zaci vyrobi piislusné tvary pravouhelnikl z tvrdsiho
papiru a obarvi je. Pfi hfe samotné je umistuji na hraci plochu. Odpadé tak gumovéani
a lépe se cvici prostorova predstavivost. Manipulaci s tvary se s nimi a jejich vlastnostmi
Zaci blize seznamuji.

Zajimavé je také vyuZiti pfipravenych tvart pro posouzeni délitelnosti ¢isel. Jaky tvar
ma pravouhelnik, jehoZ obsah reprezentuje prvocislo?
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Dalsi vyuZiti pfipravenych pravouhelnikl a samotné hry uz ponechdm fantazii Cte-
nafe. K feSeni Shikaku se d4 velmi dobie vyuzit 1 MS Excel. Stac¢i mit zadani ve formé
tabulky. Pak uz jenom zapneme nastroj ohrani¢eni, zvolime siln€jSi ¢aru a barvu ohrani-
¢eni a miizeme zacit. Chybné tahy se daji zrusit timtéZ ndstrojem pomoci gumy.

4
6 9 6
6 3
3 6 2 3
4 2 4 6
4 4
2 4
10
7

Obr. 2: Shikaku

Pro Zaky je vSak v urcité fizi mnohem zédbavnéjsi, jestlize dlohy pfipravuji sami.
I v tom jim miZe pocita¢ pomoci.

FILLOMINO

Tato hra je podobna predchozi, misto obdélniki vSak pouziva tzv. polymina, tj.
mnohouhelniky, které jsou sestaveny z navzdjem se nepiekryvajicich ¢tvercti dotykajicich
se stranami.

Lol |
Obr. 3: Polymina

Ukolem hrace je zcela vyplnit hraci mifzku témito ttvary, pfi¢emZ do prazdnych

policek vepisuje ¢isla podle daného obsahu. Ndzornéjsi je, pokud fesitel policka prislusna
k téze Casti vybarvuje. Dvé stejné velkd polymina se nesmi dotykat stranou.
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5 3 1 gl sl slal a3 1
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Obr. 4: Fillomino 1, fillomino 2

NURIKABE

Dalsi hra mize navazovat na predchozi. Opét se tykd se mnohotihelnikli sloZenych
ze Ctverct, které se navzajem neprekryvaji (polymina).

Princip hrani je néasledujici — v hracim planu rozdéleném na ctvereCky se nachazi
nékolik ¢tverecki, na kterych jsou cisla oznacujici, z kolika ¢tvereCkl se dany ostrov
sklada. To znamend, Ze ma-li Cislo jedna, neni potfeba ptidavat ¢tverecky, kdezto kdyz
ma Cislo Ctyfi, je tieba na ostrivek pripojit dalsi tii ¢tverecky (Na ostrivku smi byt jen
jedno Cislo a neexistuji ostritvky bez ¢isla). Zni to sice sloZité, ale jakmile objevite jak na
to, hra vas uchvati.

Ano, jesté je tfeba zbylé Ctverce obarvit na modro (nebo jinak), aby vznikl jakysi
dojem, Ze se jednd o modrou lagunu se spoustou atoli. Kromé délani ostrtivkt se musite
fidit dalSimi, neméné vyznamnymi, pravidly. Zaprvé, je tfeba, aby vSechny ostrovy byly
propojeny vodou a nevznikaly mezi nimi rybni¢ky bez pristupu do more. Dale se dva
rizné ostrovy spolu nemohou dotykat jinak, nez rohy a poslednim pravidlem je, Ze na
mapé¢ nesmi vzniknout modré Gtvary vétsi nez 2 x 2 Ctverecky.

Hra podporuje prostorovou piedstavivost a logické mysleni. Ukazuje, Ze stejny obsah
mohou mit velice rtizné rovinné ttvary a slouzi k vypoc¢tiim sloZenych ttvarti. Didakticky
se da opét vyuzit nejen hra, ale i pripravené hraci objekty. Pokud si Zaci pripravi rizna
polymina, daji se velmi dobfe pouZzit i1 k demonstraci shodnosti a shodnych zobrazeni,
sklddani rGznych tvard apod. (ale to uZ trochu zasahuje i do kralovstvi Blokusu).

Priklad hry (obr. 5): I kdyz se zd4, Ze pravidla hry jsou pomérné slozita, a také nalézt
feSeni zabere néjakou dobu, Zdky hra zaujala, stejné jako vytvafeni dalSich dloh pro
spoluzaky. Pfi této Cinnosti se dd pouZit bud’ vyrobenych polymin nebo kostek ze hry
Blokus (s omezenim velikosti ostrovil)

Dalsi dvé hry, Slitherlink a Masyu se 1i§i od predchozich zejména tim, Ze cilem
neni vyplnéni plochy, ale vytvofeni uzaviené souvislé lomené Cary, kterd ohraniCuje
mnohothelnik.
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Obr. 5: Hurikabe 1, nurikabe 2
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SLITHERLINK

Pravidla hry Slitherlink (klouzavé spojeni):

1. Spojte sousedici body vodorovnou nebo svislou ¢arou

2. Spojeni vytvori souvislou ¢aru bez kiiZzeni a vétveni

3. Cisla naznacujf, kolik &4rek je obklopuje

4. Je-li buiika prazdnd, mize byt rimovéna li-bovolnym poctem ¢arek

Ptiklad hry je na obr. 6.
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Obr. 6: Slitherlink 1, slitherlink 2

Tuto hru zarazuji jako protiklad ke hrdm s rovinnymi utvary, protoze zde se jedna
o Caru, tedy obvod obrazce. V mysleni Zaka tak dochdzi k diferenciaci pojmi obvod
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a obsah. Je vhodné také ulohy na zjisténi obvodu obrazce zaradit. Nasledné miiZe byt
vypocitan 1 obsah. Zici tak pochopi obsah pojmu nezévisle na vypoctu podle vzorce
a naopak dochézeji k riznym postupiim pii vypoctech.

Pro vytvoreni herniho planu se d4 vyhodné vyuZzit programu Cabri geometrie (vytisk-
neme Cast tzv. miizovych bodi, da se ale hrat i v klasické Ctvercové siti.

MASYU

Pravidla

Masyu je zajimavd, ale dost obtizna hra. Hra¢ ma za tkol navléci ¢erné a bilé perly
na provazek, ktery tvori uzavienou smycku. Provazek ale mize byt umistén pouze vo-
dorovné nebo svisle. Z policek, ktera perlu neobsahuji, mliZze ¢ara znazornujici provazek
vychézet z libovolnych dvou stran. Pro poli¢ka s perlami plati nasledujici pravidla:

cerné perly: Cidra prochézejici ¢ernou perlou se v ni lomi do pravého thlu. Soused-
nimi poli¢ky musi ale prochazet ptimo.

bilé perly: Cira musi prochazet bilou perlou piimo (nelomi se v ni). Naopak alespoti
v jednom bezprostifedné sousednim plolicku se lomi do pravého tihlu (mize tedy i v obou).

Misto slozitého vysvétlovani je 1épe si prohlédnout ukdzku (obr. 7).

Obr. 7: Masyu 1, masyu?2

Pro z4ky je nékdy obtizné kresleni Cary, protoZe nemaji v pripadé zlomu oporu

buriku tvori Ctyfi ¢tverecky.

Ukézka vytvofeni Masyu v Excelu (v€etné demonstrace pravidel) je na obr. 8.
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Obr. 8: Masyu 3
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pokud uré¢ime rozmér malého ctverecku.
LITERATURA
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INTERNETOVE ODKAZY (KE DNI 19. 3. 2008)

MASYU

http://www.sudoku.org.uk/

http://2nl.org/applets/pearls/
http://www.answers.com/topic/masyu?cat=technology
http://specgram.com/CLII.1/12. jones.masyu.html lingvistické
www.proofbypicture.com/weblogs/puzzles/2007/02/hexagonal-masyu-3.html
6uhelnikové

http://www.tellmehowto.net/howto/play masyu 4538

SIKAKU

http://sikaku.sk/
http://www.sikaku.co.uk/
http://www.janko.at/Raetsel/Sikaku/index.htm

NURIKABE

http://www.logicgamesonline.com/nurikabe
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http://www.puzzle-nurikabe.com/
http://profuvsvet.ic.cz/view.php?nazevclanku=nurikabe
—aneb-quotcerna-a-bilaquot&cisloclanku=2007050013
http://www.dailysudoku.com/nurikabe/index.shtml
http://www.logicgamesonline.com/nurikabe/tutorial.html
http://www.saidwhat.co.uk/puzzleclub/nurikabe/

SLITHERLINK

http://www.saidwhat.co.uk/puzzleclub/slitherlink/
http://www.puzzle-loop.com/
http://en.wikipedia.org/wiki/Slitherlink
http://www.nikoli.co. jp/en/puzzles/slitherlink/

SIFROVANT A MATEMATIKA

ANTONIN JANCARIK!

Utajovani informaci je skoro stejné star, jako lidska civilizace. Jakmile informace
zacaly nabyvat na cené, zacali je lidé tajit. Doklady o Sifrovani nalézame u starych Egyp-
tand, Inda, Cifiand i Rimand. PouZit{ Sifer 1ze dokonce vysledovat i ve Starém zdkong.
Neni divu, Ze na vyvoji nebo odhalovani Sifer se Casto podileli nejlepsi myslitelé své
doby. Moderni kryptologie, kterd vznikla s nastupem pocitact, je jiz vyhradné¢ doménou
matematikli. Presto, Ze pocitace jsou schopné vétSinu historickych Sifer deSifrovat ve
velice kratkém Case, jsou tyto stéle oblibené jako soucést Sifrovacich soutézi a her. Cilem
tohoto ¢lanku je ukédzat zakladni metody — substituci a transpozici, které se pii Sifrovani
pouZzivaji, a metody, které 1ze na jejich rozlusténi, i bez pomoci pocitaci, pouZit.

SUBSTITUCE

Substituci nazyvame Sifrovaci metodu, pfi niZ je jeden nebo vice znakii nahrazeno
jednim nebo vice jinymi znaky. Nejjednodussi substitucni Sifrou je Sifra monoalfabeticka,
v niZ je jeden znak vzdy nahrazovan znakem jinym. Kli¢em pro Sifrovani i deSifrovani
je prevodni tabulka (nebo pravidlo), kterd udava, ktery znak ma byt kterym znakem
nahrazen. Mezi nejstarSi monoalfabetické Sifry patii hebrejské Sifry (napt. Sifra Atbas,
ve které je kazdé pismeno nahrazeno pismenem z opacného konce abecedy (takto je
napiiklad v knize Jeremija3 nékolikrat misto slova Babel pouZito slovo Sésak) a Césarova
Sifra, v nizZ je kaZzdé pismeno nahrazeno pismenem stojicim o tii pozice v abecedé dal.
V Sifrovacich hrach se s monoalfabetickou substitu¢ni Sifrou setkdvdme napf. pod ndzvem

'Univerzita Karlova v Praze, Pedagogickd fakulta; antonin.jancarik @pedf.cuni.cz
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Sifra kapitdna Kida. Ve hrach také ¢asto misto pismen pouzivame jiné znaky. Nejznamé;jsi
Sifrou tohoto typu je Morseovka. V pocitaci takovou Sifru vyrobime snadno tim, Ze misto
normdlniho fontu pouzijeme nékteré z obrazkovych pisem, napt. WingDings.

d0S 40y OOLTEHeO +f <20 OO0Xeec4é I Eé¢ <00
#H B2 H Ve 30

Velkou oblibu ma také Sifra zndma jako Velky polsky kiiz:

ABC DEF G HCH
1JK LMN OPQ
R5T | Uvw XYZ

V této Siffe misto znaku pouzivame obrazek zndzornujici jeho pozici ve kfizi.

JAK DESIFROVAT SUBSTITUCNI SIFRU

Postup deSifrovani u monoalfabetické substitu¢ni Sifry je velice jednoduchy. Pfi
desifrovani vyuzivame vlastnosti jazyka, které jsou vzhledem k substituci invariantni.
Jedn4 se predevsim o rozdilnou frekvenci vyskytu jednotlivych znakd. Cestina nepouZivé
vSechna pismena pouzivana stejné Casto. Pismena jako e, o, a, 1 €1 n pouzivame velice
casto, naproti tomu ¢, g ¢i f se v textech takika nevyskytuji.

Pro desifrovani textu zpravidla staci spocitat frekvenci vyskytu jednotlivych znaki
a doplnit za nejhojnéjsi znaky odpovidaji pismena. Doplnéni péti az Sesti nejcastéjSich
pismen obvykle postacuje k rozlusténi celého textu, nebot’ jiZ snadno odhadnete vyznam
nékterych slov a doplnite dalsi pismena.

Napft.: X teto Xete Xe poXeXaXo poXXe pet pXXXeX.

Pti desifrovani milizete pouzit ndsledujici informace:

Poradi znak v cesStiné podle frekvence vyskytu:

E,0,A,LN,S, T,R,V,U,L,Z,D,K,PM,C,Y,H,J,B,G,EX,W,Q
Poradi znakt v ¢eStiné podle frekvence vyskytu na zacatku slov:
PS,V,Z.N,T,0,J,K,D,A,B,M,R,U,C,ILH,E,L.FG,W,Y,Q,X
Poradi znaki v Cestiné podle frekvence vyskytu na konci slov:
E,ILA,O0,U,YM,T,H,V,L,K,S,Z,D,N,R,C,J,.B,P,G.EW,X,Q
Nejcastéjsi dvojice znak:

ST, PR, SK, CH, DN, TR

Nejcastéjsi trojice znaki:

PRO, UNI, OST, STA, ANI, OVA, YCH, STI, PRI, PRE, OJE, REN, IST, STR
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TRANSPOZICE

Druhou nejcastéji pouzivanou Sifrovaci metodou je transpozice. V této Sifrovaci
metodé neménime jednotlivé znaky, nybrz jejich polohu. Jinymi slovy, pismenka v textu
prosté prehdzime. Pomérné Casté je naptiklad psani odzadu, ¢i s prehdzenymi slabikami
uvnitf slova. Asi nejznamé;jsi transpozini Sifrou je transpozicni miizka.

Transpozi¢ni miizka je tabulka, v niZ jsou néktera po-
licka vystfiZena, a do nich je postupné vpisovan otevieny H

text. Po zaplnéni vSech polic¢ek je tabulka otocena o 90°
a postup se opakuje. Tuto Sifru pouzil J. Verne ve svém
romanu Hrabé Monte Christo.

Jsou mozné vytvorit 1 jiné tvary Sifrovaci tabulky nez
Ctverec, naptiklad Sestithelnik se Sestiahelnikovymi policky,

ktery se Skrit otaci o 60°. Klicem této Sifry je rozlozeni
vysttithanych policek.

JAK DESIFROVAT TRANSPOZICNI SIFRU

Také transpozicni Sifru lze pomérné snadno deSifrovat, pokud mame k dispozici
dostatecné dlouhy text a zname délku pouzit€é permutace. Postup deSifrovani je pak
nasledujici. Text si zapiSeme do tabulky s poctem sloupcti odpovidajicim délce permutace.
Sloupce tabulky rozstfithame a preskupujeme tak, abychom se snazili zohlednit bigramové
Cetnosti (napt. PR, ST) a samohlaskové a souhlaskové vazby, a to ve v§ech fadcich tabulky
najednou. Postupné se tedy pokousime k sobé priklddat vhodné sloupce, az v fadcich
dostaneme celé bloky otevieného textu. Ackoli tato metoda vypadd velmi sloZité, je
jednoducha. Béhem druhé svétové valky dokazala némecka rozvédka timto zplisobem
desifrovat i zpravy ¢eského odboje, které mély nékolik desitek sloupcti a pouhé tii radky.

JAK ODHALIT DELKU PERMUTACE

V nékterych pripadech ale nezndme délku pouZzité permutace a musime ji nejprve
odhalit. Ve vétSiné pripadl délka permutace déli délku zaSifrovaného textu, coZ ndm velice
zjednodusuje celou situace. Pokud mame vybrat z nékolika potencionalnich kandidatu,
nejprve rozepisSeme text do prislusné tabulky jako v situaci, kdy délku permutace zname.
Nésledné spocitime pomér mezi souhldskami a samohldskami na jednotlivych fadcich.
Tabulka, ve které se tento pomér na nejvétsim poctu fadki blizi poméru 4 : 6 ve prospéch
souhldsek, je s nejvétsi pravdépodobnosti ta, kterou mame dale deSifrovat.

ZAVER
Sifrovaci hry jsou vhodnym ndstrojem pro sezndmeni Z4kd se statistickymi meto-
dami, permutacemi, ale 1 ndstrojem pro ziskani jazykového citu. Ukazuji interdiscipli-

narni vazby mezi matematikou a lingvistikou. Sifrovani neni suchopédrnou védou, ale
dobrodruznym piibéhem, do kterého se mohou zapojit i nasi Z4ci.
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Piispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR 406/05/P561.

LITERATURA

[1] ADAMS, S. Sifry a kédy: od hieroglyfii po hackery, Praha: Slovart, 2003.

[2] GROSEK, O., Porubsky, S. Sifrovanie — algoritmy, metddy, prax, Praha: Grada,
1992.

[3] HANZL, T. Sifry a hry s nimi: kolektivni outdoorové hry se Siframi, Praha: Portil,
2007.

[4] PIPER, F. C., MURPHY, S. Kryptografie, Praha: Dokotan, 2006.
[5] VONDRUSKA, P. Kryptologie, §ifrovdni a tajnd pisma, Praha: Albatros, 2006.

DIDAKTICKA HRA V HODINACH
MATEMATIKY

MICHAELA KASLOVA!

VYMEZENI POJMU A REALITA

Definice zarazend do Pedagogického slovniku: Didaktickd hra je analogii spontanni
cinnosti déti, kterd sleduje didaktické cile. Miize se odehrdvat v ucebné, télocvicné, na
hristi, v prirodé. Md svd pravidla, vyZaduje pribéiné rizeni, zdverecné vyhodnoceni.
Je urcena jednotlivciim i skupindm, pricem? role pedagogického vedouctho mivd Siroké
rozpéti od hlavniho organizdtora aZ po pozorovatele. Jeji prednosti je stimulacni ndboj,
nebot’probouzi zdjem, zvysuje angaZovanost Zdku na provddeénych cinnostech, podporuje
jejich tvofivost, spontaneitu, spoluprdci i soutéZivost, nuti je vyuZivat riznych poznatkii
a dovednosti, zapojovat Zivotni zkuSenosti. Nékteré didaktické hry se blizi modelovym
situacim redlného Zivota. (Pricha s. 48)

Kotatkova (s. 54) uvadi didaktickou hru z pohledu praxe v matetské Skole: Didak-
tickd hra je charakteristickd hlavnim podilem zamérného pedagogického cile. . . . Maji
za cil vytvoreni urcité dovednosti nebo jejiho zdkladu. S podobnym zdmérem jsou tyto
(didaktické) hry pouZivdany v kognitivni oblasti k prohloubeni pozndni v urcitych obsa-
hovych tématech, nebo k rozvoji vizudlni nebo audio analyzy s integraci nového do jiZ
poznaného.

"Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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Didakticka hra byva v odborné literatufe podobné jako v pfispévcich uciteli vyme-
zovana také jako z vnéjSku Fizena motivovana ¢innost, ktera je vyuzivana k naplnéni
pedagogickych zamérl. Didaktickd hra je hra, pii které déti ziskdvaji nebo procvicuji,
upevriuji védomosti, dovednosti, ndvyky, rozvijeji se psychické funkce (vnimdni, pamét,
predstavivost, mysleni, pozornost, postieh). Jsou to hry, které tvori prechod mezi hrou
a ucenim. A jsou i duleZitym motivacnim prostiedkem. Sprdavnd didaktickd hra je takovd,
kdy si dité hraje a nemd pocit, Ze se néco uci. Pro déti je velice pritaZlivd, poskytuje
zménu, odpocinek, radost a zdabavu. [13] Kasikova (1, s. 207) chape didaktickou hru
jako seberealizaci Zdku, Fizenou urcitymi pravidly a sledujici vychovné vzdéldavaci cile.

Jak je z vySe uvedenych pojeti didaktické hry patrné, je zde chapéna jako relativné
izolovana aktivita. Tento pristup minimdlné v hodindch matematiky nelze pfipustit.
Didaktickd hra nabyva na vyznamu a zirocuje se aktivita v ramci jejiho prubéhu
teprve tehdy, je-li na hru vhodné navazano. Je-li didaktickd hra propojena s latkou, ke
které se vaze, zejména slabsim zakiim usnadni vyuZit novych zkusenosti z didaktické hry
v matematickych aktivitach. Tato ndvaznost nemusi byt bezprostiedni, av§ak ¢im je zak
starSi, tim vice potiebuje zvédoméni toho, co se ve hfe odehravalo. U nadprimérnych zaki
dokonce plati pravidlo nutnosti (Matéjckovo pojeti smysluplnosti) pfedem zdivodnéni
smyslu zatazeni hry (Kaslova: jinak aktivita nadprimérného Zaka, neni-li soutézivy nebo
vyjimec¢né hravy, opadd, nebot’ zpravidla hru chdpe jako ¢innost pro malé nebo slabé
7aky).

U didaktickych her byvaji zminiovéany 4 etapy, nékdy nazyvané strukturou didaktické
hry: /) Ukol (cil); 2) Vlastni hravd &innost; 3) Pravidla; 4) Zdvér. vyhodnoceni hry. Toto
ovSem plati pouze tehdy, je-li hra zafazena do hodiny pouze jednou. Jinou strategii,
zejména v matematice, je opakované zarazeni hry béhem delsiho obdobi, nékdy jde
o vytvoreni ritudlu v hodinach matematiky (napf. Nechanicka: Matematicky kral). Pak
muzeme mluvit o jiné etapizaci ¢i strukturaci: 1) dvodni aktivity, informace 2) zakladni
vice o dojmy, 4) opakované zafazeni hry a prohloubeny pohled na podstatu hry, hledéni
strategii, zjednoduSujicich krokti, zobecnéni nebo ekonomizace procedur, 5) schopnost
nadhledu nad hru, oprosténi od konkrétnich krokt jedné hry, 6) formulace metazkuSenosti
propojujicich svét hry se svétem matematiky.

Jsou specifické hry, které pii jediném zatazeni mohou byt tézko klasifikované jako
didaktické. Teprve pri opakovani takové hry se ze hry stava didaktickd hra predevsim
v momenté, kdy se zak vyrovnava s ur€itymi obtizemi, které mu brani do hry proniknout
a které nejsou pfimo spjaty s didaktickym cilem. I izolované zafazena hra nemusi nabyt
charakteru didaktické hry bez naslednych aktivit fizenych ¢i iniciovanych ucitelem. Ak-
tivity nemuseji byt predem planované, mohou vychédzet z momentalni situace, z kontextu
at’ vécného, ¢1 emocéné socialniho.

Jak uvadi Kasikov4, je didakticka hra stdle hrou. To znamen4, Ze pokud ji dité pfijme
jako opravdovou hru, je zde vyssi podil emoci nez v béZnych dlohdch. U nékterych
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hrovych aktivit dochazi tedy k takovym procestim, které umozni zapomenout na svét
matematiky, tato skutecnost miiZe byt také blokem, pro¢ k pfenosu novych zkusenosti
do svéta matematiky plné nedochazi. Emoce navic mohou blokovat nastup racionalnich
procedur. Jde-li o takovou hru, je tfeba se k ni vratit z jiného pohledu a napojit na
ni nové aktivity na pomezi hry a feSeni matematickych probléma tak, aby oba svéty
7ék propojil sam ¢i v kooperaci s ostatnimi. V nékterych didaktickych hrach dochazi
k vytéZeni ze hry napriklad hledanim odpovédi na vhodné poloZenou otdzku (reagovanim
na poznamku) navazujici na predchozi hru. Jindy to miZe byt vyzva k tvorivé aktivité,
k obméné hry dle podminek (zjednoduseni nebo ztiZeni obtiZnosti). Jsou didaktické hry
smérujici k prohloubeni sebepoznani, zde je vhodné, aby na takovou hru navazala beseda
naptiklad v malych skupinach.

HRA DIGIT

Typickou ukazkou, kterou jsme zvolili, je zafazeni hry DIGIT do hodin matematiky.
Hra Digit sehrdla nékolik roli, v kazdém obdobi jinou, a to v zdvislosti na kontextu, do
kterého byla zasazena, a v zavislosti na postupném vyspivani hra¢ské zkuSenosti.

Se hrou Digit se zici setkali poprvé v prosinci 2007 v rdmci Skolntho DOPOLEDNE
S HRAMI rozvijejicimi uvazovani a prostorovou predstavivost. Rozhodné zde z4ci ne-
spojovali hry s matematikou. Pro fadu z nich to byla doba, kdy se misto vyucovani
hralo.

Ve druhé etap€ byla hra Digit zafazena v priibéhu ledna néasledné trikrat do hodin
matematiky, tfidy to zpoc¢atku pojimaly spiSe jako zdbavu za odménu. Pfi opakovani se
ve tii Ci Ctyfélennych skupinédch rodily otazky: a) mira pravdépodobnosti vyhry, b) vliv
konfigurace (sestavy) ty¢inek na jeji nestavitelnost, c) pfijatelnost zrcadleni, rotace do
reSeni, d) existence konfiguraci blokujicich vznik pozadovanych konfiguraci. V této fazi
se tfida ukazala ,,zralou na prechod od hry k didaktické hie. V tento moment nastava
pfihodna chvile pro to, kdy se na po¢atku nové hodiny tyto otazky vhodné oteviou a znovu
se nechaji zaci hru jednou zahrat. Hra byla tentokrat zafazena do hodiny geometrie, kde
byla Zakim pfipomenuta jiz diive probrand litka o shodnych zobrazenich, specidlné
o osové soumérnosti. Byli vyzvéani k tomu, aby sledovali, zda se ve hfe geometrie
objevuje a jak.

Po odehrani jedné hry, kterou ndhle Zaci komentovali zcela jinak (i s pouzitim Skolské
terminologie), dostaly skupiny pracovni listy dvojiho typu: a) skupina se méla rozdélit do
dvojic a kazda dvojice méla resit totéz, v zavéru vysledky priace porovnat (viz priloha 1),
b) pracovni list méli vSichni feSit spolecné s vyuzitim tyCinek ze hry Digit (viz priloha 2).
Na to navazal tvorivy ukol: sestavit hru — karty Digitu pro malé déti, kde by na kartach
byly jen konfigurace 4 tyCinek. Hledani v§Sech moznych konfiguraci vedlo k opakova-
nému probirdni problému shodnosti konfiguraci, porovnavani a diskusi. Pokud si Z4ci
nevédéli rady, mohli opét vyuzit manipulace s tyCinkami. Nalezeni v§ech 16 moznosti
vyustilo ve tvorbu takovych hracich karet pro mladsi (problém délaly naptiklad proporce,
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umisténi usecek na Ctvercové karté). Kterd skupina byla hotova, mohla hledat poradi (4—
5) vybranych novych karet tak, aby kazdé dvé sousedni karty predstavovaly takové dvé
konfigurace, kde lze z jedné konfigurace k druhé dojit pfesunem jediné tyCinky.

V bfeznu v rdmci oslav J.A. Komenského méli Zaci moZnost ziskdvat body za tspésné
feSeni hrovych tikolt. Jednim z nich bylo nalézt takové poradi vSech vyrobenych 16 karet
(16 riznych konfiguraci), aby ke kazdé nasledujici bylo mozné prejit pfesunem jediné ty-
¢inky. Pro feSeni je zde nutné vyuzit zpracovani konfiguraci v predstavé s vyuZitim rotace
nebo osové soumérnosti. Slo de facto o feSeni seriozniho matematického tkolu, ktery se
hry Digit do vyucovani byla skutenost, Ze zici objevili moznost ,,vyhrat si s malem*,
citujme: ,, Vona zdbava nemusi bejt drahd.* ,,Jo a vejde se do kapsy.* ,,A miiZeme mit
i svy pravidla!

Dalsim efektem cisté pedagogickym byla zména postoje k praci ve skupinéch, po-
Zadovani dalSich her, které ,,matematice pomtzou“. U zdka Sestych rocnika jiz tedy
nemluvime o nenapadnosti didaktické hry a pouh€ motivacni roli. Zde doSlo k pochopeni
efektu hry a pozadovani podobného typu aktivit s cilem zlepsit se.
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POSTUPY A JEJICH KODOVANI
V HODINACH MATEMATIKY

MICHAELA KASLOVA!

UvoD

Zabyvame-li se kédovanim, Ize uvazovat, o dvou hladindch kédovani: jedna, ktera
v sobé nese jedinecCnou konkrétni informaci, jind, kterda ma obecnéjsi charakter. K t€ém
pafi naptiklad popis konstrukce n-uhelnika pomoci geometrické symboliky v ptipadé, ze
je dana uloha parametricky. Vime, Ze popis postupu feSeni jakékoliv tlohy je kol pro
zaka ne pravé snadny. Jsou vSak zaci, ktefi popis v grafické podobé berou jako hravou
formu kédovani a jsou diky tomu schopni zapomenout na své komunikacni obtiZe. Jini
davaji grafické formé komunikace prednost jiZ jen proto, Ze neradi mluvi.

MOTTO:

Soucasné matematické knihy se zdaji byt symboly pfimo zahlceny, ale matematicky
znak jesté neni sdm o sobé matematikou, jako notovy part jest€¢ neni hudbou. Hudba
nevznikd okamzikem notového zapisu, ale teprve ve chvili, kdy pronikne do nasi mysli.
To také plati pro matematiku. (Devlin, s. 13)

STIMULACE ZAKU

Zéci raznych vékovych skupin i riizné drovné byli vyzvani, aby dali pisemné na-
vod, jak fesit danou dlohu, dany typ ulohy. Jde svym zplsobem o substitu¢ni aktivitu

"Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta; michaela.kaslova@pedf.cuni.cz



M. Kaslovd: Postupy a jejich kodovdni v hodindch matematiky 113

(Marchini, Kaslova, 2003). Pokud je téma geometrické, je zak vazan jiz zavedenymi
znaky a pravidly pro jejich uziti. Z uvedenych divodi byli Z4ci vedeni k tvorbé vlastniho
zpusobu zaznamu. Aby byla dloha pro zdky smysluplnd, simulovali jsme situaci, kdy ma
na kousku papiru) aniz by za né¢ho ulohu vyftesil.

Napsat stru¢ny ndvod byl pro nékteré ziky obrovsky problém, avSak pozadavek
strucnosti vedl Zaky k rozhodovéani, co je podle nich v postupu nejpodstatnéjsi, jaké
jsou priority krokd, museli také zvazit, kterou terminologii pouZit, respektive jak ji
srozumitelné zakodovat.

IjLOHY A JEJICH CHARAKTER

Ve vsech pripadech Slo o zaddni aritmetickych uloh, které (byt ne vzdy standardni,
avsak aspoi nékolikrat ve skole fesSené) nepredstavovaly problém u vyzvanych fesitelq.
Zadané ulohy lze rozdélit do tii zdkladnich skupin:

a) ulohy se 4 zdkladnimi operacemi (pamétné, pisemné algoritmy, pouZiti zavorky)
b) ulohy se zlomky

c) algebrogramy

GRAFICKE ZAZNAMY

Z&kovsk4 feSeni &i pifstupy odrazily v prvni fadé miru nadhledu nad danym typem
ulohy. Aniz to bylo piivodné zamérem, ukdzalo se, Ze tato aktivita nese i rysy diagnostické
aktivity a dokéze odrazet 1 miru pochopeni tilohy daného typu. To, co se neprojevilo v ustni
komunikaci, to ukdzalo feSeni s vyuzitim grafického kodu.

V mluvnim projevu se zaci ¢asto uchylovali k obratiim, které odposlouchali od uditeld,
Slo tedy o pouhou vice ¢i méné presnou reprodukci slov, kterd neodrazela nutné miru
pochopeni. Dal$im jevem, ktery pfi uziti grafického kédu odpadl, bylo v mluvnim projevu
nahrazovadni slov gesty, nadmérné pouzivani ukazovacich zdjmen s pokyvovanim hlavou,
s ukazovdnim na konkrétni ¢asti zapisu zadani pfi vlastniho reSeni.

Graficky projev vyblokoval komunikacni ndpodobu nebo reprodukci diive slySeného,
uziti nepfesnych mluvnich znakd, na druhé stran€ nutil Zdka do pfesnéjsiho a jednoznac-
néjSiho vyjadieni. Tam, kde si Zak nevédél rady s volbou grafického kodu, tam byl diive
¢1 pozdéji nucen vytvorit vlastni kod nebo jiz zavedenému znaku dat novou interpretaci.
Jak jsme predpokladali, objevily se v grafickém kédu dvé drovné obecnosti:

1. graficky zdznam obsahoval konkrétni data ze zadané ulohy;

2. graficky zdznam byl pouZitelny pro feSeni jakéhokoli problému daného typu, nékteti
zaci dokonce pracovali s grafickym zdznamem parametri (v podobé rovinnych ge-
ometrickych utvara, nékolika tecek, slovnich zkratek apod.). Pismena se objevovala
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prevazné u zaku ctvrtych a patych rocnikd. Grafické znaky se od sebe liSily predevsim
tim, zda Zak (ne)pouzil znaky zavedené ve skole, ¢i zda si vytvofil znaky sdm (Sipky, vl-
novky, zkratky slov), nebo dokonce kombinoval zavedené znaky s hlaskovym pismem
(pokynti, piikazli odposlouchanych ve Skole a zapsanych slovy) jako napft. ,,zapis®,
,opis*, ,,namaluj*, nebot je pokladal za dllezité (at’ z pohledu matematiky, tak pod
vlivem socialniho kontextu).

ZAKOVSKA REFLEXE

Zéci zpo&atku nechdpali, co se po nich poZaduje, piestoZe projevovali snahu ,,pomoci
slabsimu®, projevovali zndmky empatie. Zde dochazelo k diskusi, zda Zakovi pomiiZe
popis postupu u konkrétni ulohy, nebo zda nedat radéji navod, ktery by platil i pro jiné
ulohy téhoZ typu. Co povazuji za piinosné, je rozbor zdkovskych navrhi a zamysleni
se zakl nad nimi. Najednou se jevila i jejich vlastni symbolika ¢i pouZziti matematické
terminologie jako smysluplné. Pro nékteré zZaky tkol predstavoval obtizné rozhodovéni
mezi podstatnym a méné podstatnym, nutil je pfemySlet o povaze ulohy, charakteristice
Cisel, vlastnostech operaci a podobné. Petr M. (7. r.): To mé nenapadlo, to md Vasek
(7.1.): To bych si takhle mohla délat znacky o tom, co probirdme, lip by se to ucilo. K&ja
M. (2. . ¢len Klubu pfatel matematiky): ... ted se mi hodéj desitky a jednotky. Nevady,
Ze sem psal d a j maly? Gabi S. (2. 1.): Jd sem ale nepsala d, ale desitky a taky ne =, ale
selti. Ale to asi nevadi. Ve Skole to tak (+) ¢teme. Ze by to pochopil?! Nora M. (7. r.):
Jd to psala asi moc podrobné, jako ndvod (gestikuluje  k pracce): No ty zkratky s mi
libéj, ale bude tomu rozumeét. Vlastné jo. Jd to taky chdpu. Béra K. (6. r.) : Pripomind
to geometrii, ale tady sem si musela znacky VYMYSLET! No néco taky ne (+, =). To je
dobry.

ZAVER
Chépejme tento namét predevSim jako inspirani podnét, jako obohaceni ucitelské

prace, jako motivacéni stimul pro ndvrat k probrané latce a pro diskusi prohlubujici pohled
na probranou latku. Za pfipadné pripominky a podnéty predem dékuji.
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REPREZENTACNI PROSTREDI PRO
SHODNA ZOBRAZENI V ROVINE

FILIP ROUBICEK!

V dilné byly prezentovdny ukdzky reprezentacnich prostiedi vhodnych pro vyuku
shodnych zobrazeni v roviné na druhém stupni zdkladni Skoly, a to osové a stiedové sou-
mérnosti, otoceni a posunuti. Pozornost byla vénovdna vlastnostem jednotlivych zobra-
zent, skldddni osovych soumérnosti a predevsim riiznym formdm modelovdni: zrcadleni,
vystrihovdni, obkreslovadni, otiskovdni a vzorovdni.

UvoD

Vyucovani geometrii na zakladni Skole nabizi fadu piileZitosti pro zafazeni riznych
forem modelovani. Neobvykla reprezentacni prostiedi poméhaji nejen oZivit vyuku geo-
metrie, ale také motivovat zaky k ¢innostem, které jsou zaloZzeny na geometrickych
aplikacich. ReprezentaCnim prostfedim rozumime komplex vymezeny urcitym prostied-
kem reprezentace a ¢innostmi souvisejicimi s jeho uZzitim. Nejde tedy jen o popis modeli
shodnych zobrazeni, ale hlavné o praci s t€mito modely.

Osovd a stredova soumeérnost je tradiéné zatfazovana do uc¢iva matematiky v 6. a 7. roc-
niku ZS. Naopak otogeni a posunuti byvaji v u¢ivu matematiky na ZS spise vyjimeéné
(zaci se s nimi podrobnéji seznamuji vétSinou az na stfedni Skole). Zarazeni otoCeni
a posunuti do u¢iva ZS je piinosné zejména pro pojmotvorny proces — vytvéfeni predstav
o geometrickych utvarech v roviné 1 prostoru. Napfiklad na modelech pravidelnych mno-
houdhelnika Ize vysvétlit otoceni kolem stfedu o dany udhel a ukdzat souvislost otoceni
o 180° se stiedovou soumérnosti. Posunuti 1ze vyuzit nejen v konstrukcich rovnobéz-
nik, ale také grafii linearnich funkci. Nemtzeme opomenout ani zkusenosti Zakd s t€émito
zobrazenimi, které ziskali pfi pozorovani svého okoli (napfiklad architektury).

Modely pouzivané pro vyuku osové a stfedové soumérnosti jsou Casto vytvareny
tradiénim rysovanim, pfipadné modernéji na pocitaci. Pro vybudovéni dobrych predstav
o téchto zobrazenich je ucelné seznamit zaky s vice zpisoby modelovani, v¢etné téch,

1Matematicky/ tstav AV CR, v.v.i., Praha; roubicek @math.cas.cz
2Clanek vznikl za podpory grantu GA CR &. 406/08/0710 a vyzkumného zdméru AV0Z10190503.
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které jsou zaloZeny na manipulativni ¢innosti. Pro modelovani shodnych zobrazeni mi-
Zeme pouzit snadno dostupné pomticky, jako jsou zrcatko, razitko, prisvitka nebo nizky,
a také techniky, které zaci znaji z hodin vytvarné vychovy. Neni tfeba se omezovat
na tuzku a papir, nebo naopak vSechny modely tvofit jen prostiednictvim pocitace, ale
muzeme zvolit i jiné, pro Zaky jednoduché a zajimavé zplisoby modelovani.

Obr. 1: Urcovani shodnych zobrazeni na dlazbé

ZRCADLENI

Zrcétko je vhodnou pomtickou pro objevovani zdkonitosti osové soumérnosti. Umoz-
nuje zakim proniknout do podstaty tohoto zobrazeni a ziskat predstavy diilezité pro po-
chopeni ostatnich shodnych zobrazeni, kterd vznikaji skladanim osovych soumérnosti.
Zéci pomoci zrcétka také snadno zkontroluji, zda sestrojili obraz v osové soumérnosti
spravné, nebo zjisti, zda dany obraz je osové soumérny. Pouzivani zrcitka pii reSeni
geometrickych uloh podnécuje ziky k experimentovani a hlubSimu poznavani vlastnosti
osové soumérnych tutvart (viz tdloha 1). Ma vsak i své nevyhody — v pfipadé, Ze osa
soumeérnosti protind vzor, je v zrcatku zobrazena jen jeho ¢ast (obraz je neuplny).

ULona 1

Nakreslete lomenou cdru tvorenou tiemi tiseCkami tak, aby ve spojent s jejim obrazem
v zrcadle vznikl a) ctverec, b) lichobéZnik, c) kosodélnik, d) Sestitihelnik.

" .

l )
Obr. 2: Zrcadleni Obr. 3: Reeni dlohy 1

Kreslenim riznych lomenych Car pred zrcatkem (viz obrazek 2), nebo obracenym po-
stupem — hledanim osy soumérnosti nakresleného ttvaru pomoci zrcétka Zaci sami zjisti,
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Ze Ctverec, lichobéznik 1 Sestithelnik 1ze sestrojit (viz obrazek 3), zatimco kosodélnik
nikoliv.

VYSTRIHOVANI

Pro modelovani osové soumérnych ttvart s jednou i vice osami soumérnosti je vhodné
pouzit vystithovani pielozeného listu papiru (viz obr. 4). Vytvofit obrazec s jednou,
dvéma, ¢tyfmi osami soumérnosti neni nijak obtizné. V piipadé vystiihovani obrazct,
které maji tf1 osy soumeérnosti, Ize pouzit pti prekladani papiru konstrukci rovnostranného
trojihelniku nebo thel o velikosti 60° ziskat méfenim, pfip. zkusmo. Pro vytvoreni
obrazce s péti osami soumérnosti je tfeba prelozit papir tak, aby hrany sviraly uhel
o velikosti 72°. Toho Zéci docili nejsndze méfenim pomoci thloméru. Vystfihovanim lze
ziskat také stfedové soumérné obrazce nebo obrazce vytvorené pomoci posunuti.

Pl

19 v | &

[ oo

Obr. 4: Vystiihovani preloZzeného listu papiru

ULOHA 2

Z preloZeného pruhu papiru vystrihnéte trojithelniky tak, aby vznikl a) pravouhly
trojithelnik, b) ctverec, c) kosoctverec, d) deltoid. Jaké dalsi mnohotihelniky Ize timto
zpusobem ziskat?
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Obr. 5: Reseni tlohy 2

OBKRESLOVANI A OTISKOVANI

Pomoci zrcadleni nebo vystifihovani vznikaji nepfimo shodné tutvary (vzor a jeho
obraz v osové soumérnosti). Stejné€ tak tomu je v piipad€ uziti prisvitky nebo pauzo-
vacitho papiru. Prasvitka je vhodna nejen pro ovérovani shodnosti utvarti, ale také pro
zobrazovani sloZitych obrazcli v osové soum&rnosti. Zéci obkresli obrazec mékkou tuz-
kou (¢. 1) na prasvitku, prisvitku obrati a ¢aru obtahnou. Opakovanim tohoto postupu
lze ziskat také primo shodné dtvary. Obdobnym zptisobem muiZeme pouZit i riizné Sab-
lony. Pro zobrazovani ve sttedové soumérnosti, oto¢eni a posunuti, kdy vzor i obraz jsou
pfimo shodné utvary, 1ze pouZit obkreslovani obrazci pomoci Sablony nebo otiskovani
obrazkového razitka do rtiznych rastra (¢tvercové ¢i jiné sité nebo kruhovych vyseci, viz

9D BR
I 0

Obr. 6: Obkreslovani a otiskovani do rastru

ULOHA 3

Wtvorte otiskovdnim obrdzkového razitka stredové soumérny kruhovy ornament,
ktery nemd Zddnou osu soumérnosti.

VZOROVANI

Obdobou otiskovani je vzorovani, které je zaloZeno na vytvareni riznych geometric-
kych vzort sklddanim dvou shodnych zobrazeni. Vzorovani provadime pomoci ¢tvercové
Sablony 7 cm x 7 cm s nesoumérnym obrazcem na bilé nebo barevné listy papiru for-
matu A3 (6 sloupci a 4 fady). Jednobarevné nebo dvoubarevné vzory tvorime vodovymi
barvami pomoci plochého nebo tupovaciho Stétce (St€tec by mél byt témér suchy, aby
barevnou stopu zanechdvaly pouze konecCky Stétin a barva rychle zasychala).
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Pro vzorovani volime dvé zobrazeni (bud stejnd, nebo riznd) a v daném sméru
(sloupci, fad€) pouzivame vZdy jen jedno zobrazend.

e Vzor tvoreny obrazy v osové soumérnosti O vytvarime postupnym preklapénim Sab-
lony podle strany ¢tverce. Osova soumérnost je nepifimo shodné zobrazeni, proto obraz
nelze ziskat posunutim nebo oto¢enim Sablony (je-li obrazec na Sabloné nesoumérny).

e Vzor tvoreny obrazy ve stfedové soumérnosti S vytvarime postupnym otac¢enim Sab-
lony o 180° kolem stfedu strany ctverce. Sttedova soumérnost, otoceni a posunuti jsou
pfimo shodné zobrazeni, proto se Sablona pouziva pouze z jedné strany.

e Vzor tvofeny obrazy v otoCeni R vytvafime postupnym otdCenim Sablony kolem vr-
cholu ¢tverce o 90° v kladném, nebo zaporném smyslu. Oto¢enim v kladném smyslu
se rozumi otocCeni ve sméru proti pohybu hodinovych rucicek. Zvoleny smysl ota¢eni
nelze béhem vytvéreni vzoru (v fadé nebo sloupci) ménit.

e Vzor tvofeny obrazy v posunuti T vytvarime postupnym posouvanim Sablony ve sméru
daném sloupcem nebo fadou o délku strany Ctverce.

V tabulce (viz obrazek 7) jsou uvedeny kombinace vySe uvedenych zobrazeni a vysledné
VZory.

Shodné zobrazeni ve sloupci
o Ay R T
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Obr. 7: Kombinace zobrazeni a vysledné vzory
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Hlavni pfinos uziti tohoto reprezentacniho prostfedi spociva v tom, Ze vede zaky
pfirozenou cestou k

e uziti poznatkli o shodnych zobrazenich v radmci vytvarné ¢innosti,

e prohloubeni jejich predstav o shodnych zobrazenich prostiednictvim manipulativni
¢innosti,

e objevovani souvislosti mezi shodnymi zobrazenimi na zakladé jejich skladand,
e rozpoznavani jednotlivych shodnych zobrazeni ve vytvofeném vzoru,

e provadéni vizudlni kontroly pravidelnosti vzoru v pritbéhu ¢innosti.

GCIGCGIAGCRA @WOPRE A
cocHrco FmonE
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Obr. 8: Ukazky praci zakl 7. rocniku

ZAVER

Popsand reprezentaéni prostfedi jsou jen stru¢nou ukézkou toho, jak lze zdky ZS
seznamit se shodnymi zobrazenimi v roviné. Stejné tak uvedené ulohy zdaleka nevycer-
pavaji vSechny moZznosti, jak v danych prostfedich pracovat. Spoleénym znakem téchto
prostiedi je manipulativni ¢innost. Skute¢nost, Ze Zaci manipuluji se zrcitkem, obraceji
prisvitku, otaceji nebo posouvaji Sablonu, je pro pozndvani shodnych zobrazeni velmi
dilezitd. Zminéné pomicky (zrcéatko, prasvitka aj.) navic poskytuji zadklim ndstroj pro
samostatné objevovani a snadnou kontrolu konstrukci.
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NETRADICNI ULOHY JAKO NASTROJ
ROZVOJE MATEMATICKYCH
KOMPETENCI

LUCIE RUZICKOVA!

Pti pripravé pracovni dilny jsem vychdazela z jiz dfive prezentovaného nazoru (napr.
Zhouf, Rtuzickova 2008), ze vhodné uziti netradi¢nich matematickych tloh v hodinach
matematiky hraje klicovou roli v diagnostice i rozvoji tviir¢ciho matematického potencialu
zakua. Netradi¢nimi tlohami zde rozumim ulohy, pii jejichz feSeni nestaci spolehnout se
na pfedem dany algoritmicky postup. ReSeni takovych tloh &asto nevyZaduje Z4dné
specialni znalosti, ale spiS kreativitu a napad.

V ramci pracovni dilny byly moznosti vyuZiti netradi¢nich uloh v rdmci podnétné
a rozvijejici prace s zZdky v hodinach matematiky ilustrovany na nékolika ulohach z ma-
tematické soutéZe Turnaj mést uréené pro zdky poslednich ro¢niki ZS a pro studenty
SS. (Vice o této soutézi napt. Ruzickova, Zhout 2008; §Vréek, Zhouf 2007). Néktera
zajimava Zékovska teSeni se stala podkladem pro diskuzi o diagnostickém potenciédlu
predkladanych tloh, o zptisobu hodnoceni Zakovskych pfistupt k netradi¢nim tloham
a o rozdilu mezi spravnym a uplnym reSenim. Déle uvadim zadéni diskutovanych uloh.

Uloha 1: Na listu papiru je napsano ¢islo 1 a Cislo x, které neni celé. V kazdém kroku
déle napiSeme na tento list bud’ soucet, nebo rozdil nékterych dvou ¢isel na papir jiz
diive napsanych (je povoleno pfitom uvazovat totéz Cislo dvakrat), nebo prevracenou
hodnotu nékterého z diive napsanych ¢isel. Rozhodnéte, zda timto zptisobem je mozno
napsat po nékolika krocich na list papiru &islo 2.

Uloha 2: Kouzelnik, ktery ma zavidzané oci, nabidne divdkovi pét karet, na nichz jsou
napsdna prirozend Cisla od 1 do 5. Divdk uschova dvé z téchto péti karet. Asistent
kouzelnika pak ukaze divakovi dvé ze zbyvajicich tii karet a divdk sdéli kouzelnikovi
Cisla na obou téchto kartich (v libovolném poradi). Poté kouzelnik uhadne Cisla na
obou kartach, které divak uschoval. Jakym zptisobem se musi dohodnout kouzelnik se
svym asistentem, aby kouzelnik mohl vzdy spravné sdélit ¢isla na kartach, které divak
uschoval?

Uloha 3: Urlete nejvetsi pocet Cernych a bilych figurek, které je moZzno rozestavit na
Sachovnici 8 x 8 tak, aby v kazdém fadku a v kazdém sloupci bylo pravé dvakrat
vice bilych figurek nez cernych. (Kazda figurka je umisténa na pravé jednom poli
Sachovnice.)

IGCHD Zborovskd, Praha, Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta; Lucie_Ruzickova@seznam.cz
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Uloha 4: Stred jedné strany a paty vysek ke zbylym dvéma strandm daného trojihelniku
ABC tvori vrcholy rovnostranného trojuhelniku. Rozhodnéte, zda trojihelnik ABC
musi byt také rovnostranny.

Uloha 5: Misa stoji uprostied kruhového travniku o poloméru 100 m. Po kazdé minuté
udéla krok délky 1 m. Pred kazdym krokem sdéli Katce, kterym smérem se vyda,
Katka vSak miiZe zvoleny smér zménit ve smér opacny. Rozhodnéte, zda se Misa mize
vhodnym rozhodovanim dostat ven z kruhového travniku, nebo zda ho Katka miize
vzdy svymi pokyny na tomto travniku udrzet.
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MATEMATICKE PROJEKTY — DVA
NAMETY!
PETRA SVRCKOVAZ2

Tento prispévek se zabyva projekty jako metodou vyuky, kterd miize byt vyuZita pii
vyuce matematiky na druhém stupni zékladni Skoly. Projektova prace je zde predstavena
jako jeden z nastroji realizace $kolnich vzdélavacich programii.

Prvni ¢ast hovoii o pojmu projekt, respektive projekt ve vyuce matematiky. Zdtraz-
fiuje body, které by pii ndvrhu a realizaci projektu nemély byt opomenuty.

/////

zékladni Skoly.

IPiispévek vznikl v rdmci feSeni projektu GAUK &. 102807.
2Univerzita Karlova v Praze, Pedagogick4 fakulta; psvrckova@seznam.cz
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UvoD

Mnoho uciteli si uvédomuje skutec¢nost, Ze pokud je vyucovani, respektive ¢innosti
ve vyucovani pro zaky zajimavé a pritazlivé, pak priace zdky bavi a Sance, Ze vyuka
bude tspésna, vzrastd. Ucitelé velmi Casto voli ulohy, které jsou zajimavé svou formou —
k¥izovky, rébusy, matematické pohadky apod. Z mého pohledu je vSak z dlouhodobéjsiho
hlediska pifinosnéjsi volit spiSe zajimavé, respektive odliSné metody neZ formy prace.
Jednou z takovych metod, kterd se nabizi, mize byt metoda projektova.

Projekt je pojem, ktery se ve spojeni s vyu€ovanim, nejen matematiky, pouziva stale
Castéji. Projekty ve vyucovani matematiky se mohou pouZzit ve vSech ¢astech ucebniho
procesu — od faze motivacni az po aplikacni. Na projekty mizeme nahliZet i z jiné roviny
— projekty mohou spojovat nékolik vyucovacich predmétl (interdisciplindrni projekty)
¢1 mohou byt ryze matematické.

Pokud sdhneme po odborné literatufe, zjistime, Ze o projektech mluvi rizni autofi
razné. Poprvé o projektovém vyucovani mluvi John Dewey a William Kilpatrick, a to
na pocatku 20. stoleti v USA. Kilpatrick specifikuje projekt jako kazdou zamérnou, sys-
tematickou aktivitu, kterd se odehrava v socidlnim prostiedi. Zdaraznuje slovo zamérna
uvadi divku, kterd si Sije Saty, tfidu pfedvade€jici hru, skupinu chlapct organizujicich
basketbalovy turnaj apod.

Jini autofi, jako napt. Petty (1996, s. 213) rozumi projektem tlohy nebo sérii tloh,
které Zaci fesi samostatné nebo ve skupinach. Dilezité je, ze Zaci se mohou Casto roz-
hodnout jak, kde, kdy a v jakém potadi budou ulohy fesit.

V Cechich se projektovd metoda vyuZivala jiz ve 30. letech 20. stoleti. Pozdé&ji
pedagogové od této metody upustili a svého ,,znovuobjeveni* se dockala na konci 90. let.

Z Ceskych autorq, ktefi charakterizuji terminy projekt a projektové vyucovani, ko-
responduje muj piistup nejvice s M. Kubinovou (2002, s. 27), kterd o projektech pise
takto:

e Je to ¢ast uCiva, jejiz osvojeni smétuje k dosazeni urcitého cile.

e Neni pfipraven jako fixni program, ktery je shora dany a neménny.
e Vznika a je realizovén na zdklad€ zakovské odpovédnosti.

e Souvisi s mimoskolni skute¢nosti, vychazi z prozitkt zaka.

e Vede ke konkrétnim vysledkam.

Pokud se rozhodneme pripravit projekt, méli bychom si promyslet jeho ti1 hlavni faze
— pripravu, realizaci a evaluaci projektu.

Dilezité body mizZeme uspotadat do tabulky (volné inspirovdno dle Kubinové, 2002)
tak, abychom z4dny z nich neopomenuli:
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Nazev projektu: Typ projektu:
Cilova skupina: I. Motivaéni I1. Matematicky
Fixac¢ni Mezipfedmetovy
Reflexe
Pripravil: o Utitel Misto konani: Casovy ramec + termin
o Zaci odevzdani:
o Utitel + Zaci

Cile: o Matematické:
o Klitové kompetence:
o Mezipfedmeétové vztahy:

Pomucky: Forma prace:
o Skupinova
o Individualni

Vystup:

Pravidla pro praci: Kritéria hodnoceni:

¢ast— motivace

¢ast— vlastni prace na projektu
¢ast— prezentace

Cast—reflexe

da R =

Pro zékovskou préci je velmi dualezité zadat presné instrukce pro praci i kritéria

hodnoceni. Pfi realizaci projektu Zaci postupné prochdzi jiz zminénymi ¢tyfmi Castmi:

1.

Motivace — povzbuzeni Zaku k praci na daném projektu; ucitel miiZe vyuZzit zajimavou
tlohu, otdzku nebo problém, ktery vyvola diskuzi mezi z4ky, situaci z redlného Zivota
apod.

Vlastni prace na projektu — Zici pracuji samostatné, ve dvojicich nebo skupinach
v zavislosti na charakteru projektu. Prace miiZe probihat jak ve Skole (v hodinach
matematiky 1 jinych), tak doma. V této ¢asti projektu je ucitel pfedevsim v roli radce,
ktery by mél pomoci, pokud je pozadan, ale mél by se vyhnout priliSnému usmérnovani
prace zaka.

. Prezentace — umoziuje zZakim, aby byli pozitivné¢ ohodnoceni za svou praci nejen

ucitelem, ale i spoluzaky, rodici apod. Prezentace mtiZze mit formu referatu, vystaveného
plakatu, vyrobku, kratkého ustniho piedstaveni prace nebo kombinace kterychkoli
zminénych variant.

Reflexe — miize byt provedena ucitelem samostatné (vyhodnocenim pifedem danych
kritérii) nebo spolecné se zdky napiiklad formou fizené diskuse. Zaméfit bychom se
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méli predevsim na naplnéni zadanych tkolt a cilti, atmosféru a pocity zaka pii praci
atd.

Projekty nabizi prostor nejen pro ziskani védomosti, ale také pro rozvoj klicovych
kompetenci definovanych v Ramcovém vzdélavacim programu, podporu aktivity zaku
a zpravidla maji velkou motivacni silu.

Jako inspiraci pro vSechny ucitele, které téma projektli zajimad, uvadim dva projekty,
které byly realizovany pii vyu€ovani matematiky na 2. stupni zakladni Skoly.

TROJUHELNIKY

Tento projekt byl pripraven ucitelkou a realizovdn ve dvou hodindch matematiky
v Sestém rocniku. Cile projektu byly nésledujici:

1) Zak si pomoci prezentace pojmové mapy uvédomi své znalosti o trojihelnicich.

2) Z4k si procviéi své znalosti o vlastnostech trojihelniki pomoci prace na pojmové
mape.

3) Zéci rozviji spoluprici ve skuping.

4) 74k se naudi pouZivat pro své uéeni novou techniku - pojmovou mapu.

Na zacatku aktivity byla stanovena pravidla pro praci:

1) Zci pracuji ve skuping étyf nebo péti zaka.

2) Vypracuji plakét (pojmova mapa na téma trojihelniky).

3) Zaci si zvédomuji postup tvofeni pojmové mapy.

4) Vsichni ¢lenové skupiny prezentuji pojmovou mapu v zavéru hodiny — matematické
informace 1 postup tvoreni mapy.

Dale byla stanovena 1 kritéria hodnoceni.

1) Matematicka spravnost.

2) Pocet tidajt (informaci) na pojmové mape¢.
3) Spoluprace ve skupinach.

4) Pocet ¢lend prezentujicich plakat.

Tento projekt je podrobné popsan ve sborniku z konference ,Jak ucit matematice
zéky ve véku 11-15 let*, viz [4].

MALI CESTOVATELE

Tento projekt byl pripraven ucitelkou zacatkem Skolniho roku pro zdky 6. ro¢niku.
Probihal v hodindch matematiky a jedné hodiné informatiky po dobu jednoho tydne.
Cile projektu byly rozdéleny na matematické: Zaci si zopakuji prevody jednotek délky,
zaokrouhlovani desetinnych Cisel, vypocet primérné hodnoty, a rozvoj klicovych kom-
petenci: vyhledavani informaci, rozvoj spoluprace 1 zodpovédnosti za samostatnou praci.

Zéci mohli pracovat samostatné nebo v maximélné tfi¢lennych skupindch. Jejich
ukolem bylo vypracovat tlohy zadané na pracovnim listu, zhotovit plakét a prezentovat
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své vysledky. Kritérii pro jejich hodnoceni byli: matematickd spravnost vypoctl, pocet
pozadovanych informaci, prezentace posteru.

V prvni hodin€ matematiky dostali Zaci zadani projektu formou privodniho dopisu
(priloha 1) a rozdélili se do skupin. Poté Zaci obdrzeli pracovni list a fesSili prvni ulohu,
kterd byla pfevzata z u¢ebnice Matematika 6 pro ZS a VG Aritmetika nakladatelstvi
Fraus. Zde zaci prevadéli jednotky délky, zaokrouhlovali pfirozenad a desetinna Cisla,
pocitali primérnou rychlost.

Po této hodiné nasledovala hodina informatiky, kde vyhledavali informace k dalSim
ulohdm z pracovniho listu:

Uloha 2. Zjisti (vyhledej) finan¢né nejvyhodnéjsi variantu cesty (dopravniho spojeni) pro
dvé dospélé osoby (v patek odpoledne vyrazi z Prahy a v ned€li se budou vracet zpét).
Uloha 3. Kter4 z variant dopravniho spojeni je Casové nejkratsi?

Uloha 4. Kterou variantu dopravniho spojeni doporucis cestujicim? Proc?

Zéci zpracovévali v ndsledujici hoding matematiky a mimo vyucovani. Na konci
tydne probéhla prezentace vzniklych plakatu a reflexe nad praci formou diskuze.

Celkem pracovalo pét skupin, z nich praci dokoncili tfi. Prace ¢tvrté a paté skupiny
nebyly dokonceny, protoZe se Clenové skupin béhem tydne neseSli a Zadny z Clent
skupiny nechtél délat praci za ostatni. S odstupem ¢asu mohu fict, Ze tento postoj zZaki
mél v dany moment velkou hodnotu jak pro zaky, tak pro mé jako ucitele. Ujasnila jsem
si, Ze je dilezité zadavat pribézné terminy, aby Zaci mohli kontrolovat casovy ramec
plnéni dkold. Zdci si b&hem dalsich spole¢nych praci za¢ali postupné uvédomovat, e
zéleZi na praci jednotlivce pro celou skupinu. Usuzuji tak podle toho, Ze tyto piipady se
objevuji méné Casto.

Plakaty, které byly prezentovany, obsahovaly celkem tfi rlizné varianty dopravniho
spojeni (osobni automobil, autobus a vlak), byla vybridna ¢asové nejkratsi i nejvyhodné;si
spojeni. Zadna ze skupin ale neuvedla souasné viechny moZnosti. Vyskytla se pouze
kombinace vlak — auto a autobus — auto. Dvé skupiny pojaly plakat jako letdk cestovni
kancelare, kterd nabizi riznd dopravni spojeni na trase Praha — Uherské Hradisté. Posledni
skupina, ktera byla tvorena pouze chlapci, pojala plakat jako nabidku piijcovny aut, kde
nabizeli hned n€kolik znacek vozi s vypocltem jejich spotfeby benzinu/nafty a nasledné
kalkulace ceny.

Ve vSech skupinach se shodli, ze doporuci cestu autem, protoze byla Casové kratsi,
podle jejich ndzoru pohodInéjsi, cestujici nebyli vdzani na jizdni fddy a cenové prilis
neprevysSovala ostatni moznosti.

VYLETNICI

Na jedné z tfidnickych hodin ve tfidé 6. ro¢niku se probiralo téma tfidniho vyletu,
ktery mél byt realizovan v Cervnu. Tato diskuse byla prvotnim impulsem pro vznik
projektu ,,Vyletnici®, jehoZ cilem bylo sestaveni kompletniho pldnu vyletu, a to zejména:
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Casovy harmonogram

Moznosti dopravy, ubytovani a stravovani

Népln vyletu (tj. pamatky, sport . . .)

Kalkulace ceny

Béhem téchto Cinnosti Zaci méli samostatné vyhledavat a tiidit informace, provadét
pocetni operace s celymi Cisly, feSit problémy, rozvijet svou schopnost spoluprace ve
skupinég, prebirat odpovédnost za vypracovani ukolu, u¢it se dodrzovat vymezend pravidla
prace apod.

Projekt byl zdky feSen z velké ¢asti mimo vyucovéani, ve Skole mu byly vénovany
tii vyuCovaci hodiny matematiky a jedna hodina informatiky v prib€hu jednoho mésice.
Zahdjen byl predanim privodniho dopisu, kde byla shrnuta pravidla pro praci a dalezité
body, které nesmi opomenout nikdo, kdo pfipravuje vylet. Zaci vytvofili tii péti¢lenné
skupiny dle své volby. Nésledovala kratka diskuse, béhem které se mohli Z4ci zeptat na
cokoli ohledné projektu.

Po dvou tydnech probéhla druha hodina matematiky vénovana konzultacim. VSechny
skupiny si jiz vybraly objekt pro Skolni vylet (vzdy alespon jeden ¢len ze skupiny zde
travil prazdniny), proto nebylo potifeba vyuZit materidly, které jsem méla pfipraveny
jako alternativu (katalogy s vhodnymi objekty, www odkazy). Objevilo se pouze nékolik
dotazi jako: Co je to zakaznické jizdné? MiiZeme vypracovat i pfesny program? Je mozné
vzit si s sebou kola? Kolik ucitelti s nami pojede? (Kviili poctu osob a moZnosti nabidnout
napf. 2 aktivity na stejnou dobu). Navrhla jsem také n€kolik dopliujicich otazek pro dalsi
praci skupin: Existuji 1 jiné druhy jizdného? Jaké jsou pokoje? Jak pozndm, kde objekt
stoji — u lesa, ve mésté?

Vsechny skupiny zpracovaly vyhledané informace do podoby plakatu. Na kazdém
plakatu bylo nékolik fotografii vyhledaného objektu, zplisob dopravy, cena za dopravu,
cena za ubytovani a primérna cena na 1 Zaka. Dva z plakat obsahovaly i tipy na vylety
a Casovy harmonogram aktivit, které by se mohly uskutecCnit.

Z matematického hlediska byl projekt zamétfen na opakovani béznych operaci (sCitani,
odc¢itani, ndsobeni a déleni) prirozenych a desetinnych ¢isel a vypocet primérné ceny.
Jedna skupina se setkala také s procenty (pfi urCitém poctu osob byla nabidnuta % sleva).
Protoze se s vypocty tykajici se procent béhem vyucovacich hodin Zaci doposud nesetkali,
vypomohla jim starsi sestra jedné fesSitelky.

Jako kli¢ovou roli tohoto projektu jsem pocitovala v rozvoji socidlnich kompetenci,
zejména spoluprace a diskuze ve skupin€, a komunikativnich kompetenci s dirazem
na formulaci a obhdjeni mysSlenek a naslouchdni druhym. Vedl mé k tomu stav, kdy
tato konkrétni tfida vznikla ,,slepenim riznych skupinek®, a jako celek tyto kompetence
postradala.
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Béhem zavérecné tfeti hodiny probihala prezentace zdkovskych ndvrhil a reflexe,
ktera byla zaméfena na rozhovor s zéky a volbu nejldkavéjsi nabidky, jez byla na konci
Skolniho roku také realizovina. VSechny tii nabidky se cenové pfiliS neliSily, proto si
Zaci vybrali moZnost, ktera podle jejich vyjadieni byla prezentovana nejzajimavéji a jako
jediné nabidka obsahovala moznost venkovniho koupani a navstévy zajimavé vyrobny
vanoc¢nich sklenénych ozdob.

Je dilezité mit na paméti, Ze realizace projekti je slozitd a ovliviiuje ji fada Ciniteld,
které maji dopad jak na prib€h samotné prace, tak i na vysledky a uspé€Snost projektu.
Podle mého nazoru je diilezité, aby se praci na projektech postupné ucili jak Zici, tak
ucitelé.
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PRILOHA 1 — PRUVODNI DOPIS

MALI CESTOVATELE

Milé Zdakyne, mili Zdci,

v novém Skolnim roce nds cekaji i nové projekty. Dnes je tady projekt s cislem jedna.
ProtoZe kaZdy z nds cas od casu cestuje (a nejen autem), mdte prileZitost zjistit, kolik nds
cestovdni stoji a jaké dopravni prostredky mitZeme pouZit.

Abychom mohli vysledky Vasi prdce porovnat s ostatnimi, zamérime se na jednu
konkrétni cestu. Pritom je tieba dodrZet urcitd pravidla:

MiiZete pracovat jednotlivé nebo ve skupindch, které nebudou mit vice neZ tvi ¢leny.

Pro shromdzdeni informaci potiebnych k Vasi prdci mitZete vyuZit hodinu informatiky,
osobni ndavstévu informacniho centra a podobné.

Vasi prdci budete prezentovat formou Posteru, ktery bude vystaven v nasi tridé.

Hodnoceni Vasi prdace na projektu bude soucdsti hodnoceni Vasi prdace ve vyucovdni
matematice v prvaim pololeti skolniho roku 2007/2008.

Projekt je treba vypracovat nejpozdéji do 7. 11. 2007.
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PRILOHA 2 — POSTER MALI CESTOVATELE
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CLIL - VYUKA MATEMATIKY
V ANGLICTINE

LENKA TEJKALOVA!

V roce 2003 schvdlila Evropska unie dokument pod ndzvem ,,Podpora jazykového vzdé-
lavani a lingvistické rozmanitosti* jako soucast strategie, jejimz cilem je dosahnout
aktivniho osvojeni dvou cizich jazykt (krom& mateistiny), a to pro vSechny obyvatele
EU do roku 2010. Soucésti tohoto dokumentu je myS$lenka integrace obsahového a ja-
zykového vzdélavani (CLIL - Content and Language Integrated Learning). MoZnosti
integrovat cizi jazyk do vyuky nabizi i matematika.

CLIL je termin zastieSujici situace, kde probihé vyuka odborného pfedmétu nebo jeho
¢asti v cizim jazyce. CLIL klade diraz na rovnovdhu mezi odbornym obsahem a jazyko-
vou sloZkou: nejde pouze o vyklad tematického celku v cizim jazyce, dileZity je rozvoj
znalosti v odborném predmétu, ale 1 v prisluSném cizim jazyce. Do celkové vyukové
situace tak vstupuji dva jazyky: jazyk mateisky (L1) a jazyk vyucovaci (L.2). V piipadé
matematiky mizeme mluvit jesté o tieti jazykové roviné, jiz tvoii symbolicky jazyk mate-
matiky a jeji vizudlni stranka. Tento , tfeti jazyk* se diky své mezindrodni srozumitelnosti
stava prirozenym mostem mezi rodnym jazykem a jazykem cizim, usnadniuje tak komu-
nikaci a poskytuje zaktim i uciteli pevny bod, ze kterého mohou vychazet i v pfipad¢, ze
jejich znalosti L2 nejsou na vysoké trovni.

Vyhody nicméné nepiinasi jen matematika jazykové vyuce, ale 1 cizi jazyk matema-
tice. Cizi jazyk mlzZe v matematice napiiklad pomoci bojovat s formalnimi znalostmi.
S cizojazyénymi vyrazy pojmil se pochopitelné méni i pouzivané pismenné symboly,
odlisny cCasto byva i ustdleny zpiisob zapisovani vzorct. Je potfeba chipat koncept, ktery
vzorec symbolicky zapisuje, protoZe cizi jazyk odstrafiuje berlicku naucené ,,basnicky*:
napiiklad pro obsah trojihelnika pfestavd stacit bezchybné si pamatovat vyraz S = “5*
— v anglictiné se najednou Zaci setkaji napf. se zdpisem A = %sh. CLIL tak muZe byt
ucinnym prostfedkem, jak formalismy u zaka vysledovat a odstranit. Ani nedokonald
znalost prislusného ciziho jazyka neni prekdzkou, Casto je tomu naopak. Obtiznost L2
nuti Zaky i ulitele se soustfedit na skutecné klicové pojmy a myslenky, pfeformulovavat
své vyroky tak, aby dokdazali sdélit poznatky a mySlenky 1 pfi omezené slovni zasobé,
a to miZe vyznamneé prispét k hlubsimu pochopeni a vhledu do probirané latky.

CLIL svou integrujici povahou nuti ucitele ménit standardni metody a postupy, hledat
alternativni feSeni. V zasadé stavi na spojeni didaktik ciziho jazyka a odborného predmétu.
Uspé&$nd hodina CLIL vyZzaduje aktivni metody, spolupracujici prostiedi ve t¥{d&, klade
diraz na komunikaci, vychazi z dosavadnich znalosti Zakt, které rozsifuje a integruje;
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zaroven nabizi celou Skalu podnétl pro projektové vyucovani a otevira Siroké moznosti
pro vyuZiti vizudlnich prostfedki atd.

EXPERIMENT: SHAPES — TVARY

Experimentédlni hodina CLIL: Shapes byla realizovana na Lauderovych Skolach
v Praze v rdmci seminafe z matematiky pro 1. — 3. ro¢nik Ctyfletého gymnazia. VSichni
zaci byli v anglic¢tin€ na urovni mirné pokrocili nebo vyssi.

Cilem hodiny bylo vybudovat slovni zasobu tykajici se jednoduchych planimetric-
kych utvarid a pfedevSim soustfedit se na jejich vlastnosti a vzdjemné vztahy.

Prezentace nové slovni zasoby bezprosttedné vychdzi z dosavadnich jazykovych
znalosti Zakl (jednoduché vyrazy: square — Ctverec, circle — kruh apod.) a rozsifuje je
o odborné€jsi terminologii. Uc€itel vyuzivd obrazového materidlu, zafazena je prace ve
skupindch nebo dvojicich 1 skupinové diskuze fizena ucitelem.

PRUBEH HODINY

Rectangle

rhombus // //

S pomoci obrazkli — bez nutnosti prekladu — zavadi ucitel pojmy rovnobéznik, li-
chobéznik apod. Novou slovni zdsobu systematicky zapisuje na tabuli k obrazkim, tak
aby zaci méli moZnost soustfedit se na obsah a prib¢h hodiny a nikoliv na nutnost
okamzité si zapamatovat seznam novych pojmi, a pfitom mohli odbornou terminologii
pouZzivat.

Zéci nejdiive pod vedenim ucitele sestavuji popisy/definice jednotlivych geometric-
kych utvarii a snaZi se popis co nejvice zpfesnit nebo uvést co nejvice detailt (pf.: ma
4 strany, nemda zadny pravy uhel, dvé strany jsou rovnobézné, uhlopficky jsou stejné
dlouhé. . . ). Zaci prab&Zné zjistuji, Ze pro presné pojmenovani nékterych prvkd potiebuji
dalsi slovicka — vyuzivaji bud’ jiz existujiciho seznamu na tabuli, nebo se na potiebné
vyrazy ptaji. Ucitel dotazované pojmy pribéZzné¢ dopliiuje na tabuli.
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Ucitel nésledné uvede sérii podminek a zaci diskutuji o tom, které geometrické
utvary tyto podminky spliiuji vSechny, pfip. které utvary nespliiuji pouze nékterou z nich
¢1 dokonce ani jednu z nich. Jde de facto o pfevracenou prvni aktivitu, jejimz cilem
je jak upevnit novou slovni zdsobu, tak rozvijet schopnost zaki vnimat geometricky
tvar a jeho vlastnosti jako celek. Role ucitele spocivé predevSim v moderovani diskuze
a podnécovani zakl k samostatnym dvahdm; ucitel také podporuje zdky v ndzornych
ukazkach jejich hypotéz u tabule atd.

Ve druhé ¢asti hodiny dostanou zéci sadu pripravenych
rovinnych tdtvarti. Jejich dkolem je nejdiive sestavit z nich
obrazek (Zaci, se kterymi byl experiment provadén, méli
z predchozi hodiny Cerstvou zkuSenost se skladanim tan-
gramu) a nasledné sviij obrazek v angli¢tin€ popsat spoluza-
kovi, ktery (aniZ by vidé€l vzor) m4 podle instrukci poskladat
tentyZ obréazek. Zaci si ndsledné vyméni role. Variantou pro v&tsi skupiny je, Ze si sku-
pina zaka vybere ,tviirce®, ostatni sklddaji obraz podle instrukci a na zavér porovnavaji
rozdily ve svych vysledcich. Ucitel v priibéhu této Casti hodiny monitoruje probihajici
konverzace a vede zaky k dislednému pouZzivani angliCtiny.

Zavérem vyucovaci hodiny je ulitelem vedend skupinové reflexe na realizovanou
aktivitu, analyza problematickych momentd, at’ uz jazykovych, nebo matematickych

vvvvv

definice? Kde a proc vznikaly chyby u skldddni obrdzkii?)
SHRNUTI
Béhem této vyucovaci hodiny Z4ci:
e osvojuji si nazvy zakladnich planimetrickych ttvart a jejich vlastnosti v anglicting,

e shrnuji vlastnosti jednoduchych dtvaria: v diskuzi ovéruji, které znaky jsou charakte-
ristické pro skupiny udtvar a/nebo pro individudlni Gtvary, kategorizuji utvary podle
sdilenych charakteristik,

e procvicuji anglické predlozky a slovesa souvisejici s pohybem a pozici v roviné (po-
lozit, otocit, spojit{)), v zavérecné reflexi procvicuji minuly Cas,

e formuluji hypotézy, vyvraceji je i potvrzuji, argumentuyji,

kriticky hodnoti pfesnost a intenzitu vlastni ¢cinnosti v kontextu prace ve dvojici/skupiné.

ZAVER
CLIL pro zéky 1 ucitele predstavuje vyzvu: integruje vyuku odborného predmétu
a ciziho jazyka a otevird tak Siroké moznosti interdiciplindrnich vazeb. Matematika
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je pro CLIL vyhodni 1 diky moznosti vyuziti symbolického zapisu a naopak, zména
vyucovaciho jazyka muze prohloubit a zpevnit poznatky v matematice.

Existuji nejriiznéjsi zpisoby zaclenéni CLIL do vyuky. Ziejma je souvislost s tzv.
bilingvnimi Skolami, kde jsou celé¢ odborné predméty vyucovany v cizim jazyce; CLIL 1ze
realizovat napriklad jako volitelny seminéf, pravidelné i ndarazové v ramci hodiny ciziho
jazyka, v rdmci odborného predmétu i v rdmci volnocasovych aktivit Zakd, miiZeme se
setkat 1 s variantou, kdy napt. jedno pololeti je vyucovano v rodném jazyce a druhé
pololeti v jazyce cizim[1].

Tento Clanek prezentuje konkrétni aktivitu CLIL zaclenitelnou do béZné vyuky a v za-
véru shrnuje pfimo 1 nepfimo rozvijené matematické a jazykové slozky. Béhem realizace
této vyucovaci hodiny v semindii byli studenti velmi aktivni, spontdnné si zjiStovali
novou slovni zasobu a debata o vlastnostech jednotlivych tvara vyustila ve velmi Zi-
vou diskusi. VSichni ucastnici experimentu tuto zkuSenost s CLIL hodnotili jednoznacné
kladné, jako pfinosnou a motivujici.
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SELBST ERSTELLTE TANGRAMS FUR
BILDER — EINE LERNUMGEBUNG ZUR
GEOMETRIE FUR DIE GRUNDSCHULE

BERND WOLLRING !

Z.U BEGINN

Im Arithmetikunterricht der Grundschule ist man in Europa allgemein auf dem Weg
neben den Fertigkeiten in gleichem MaBe Strategien zu betonen. Bei dem fiir den Mathe-
matikunterricht so wichtigen Uben bildet sich dies ab in die Unterscheidung von automa-
tisierendem Uben und operativen Uben. Das automatisierende Uben, dessen Ziel darin
besteht, Fertigkeiten so zu sichern, dass sie auf Anfrage schnell zu mobilisieren sind,
hat im Mathematikunterricht nach wie vor seine Berechtigung und Bedeutung, es sollte
aber ausbalanciert sein mit operativem Uben, das, wie der Leitsatz oben markiert, den
Strategien und Strukturen gewidmet ist. Diese Unterscheidung erscheint uns nicht nur fiir
die Arithmetik im Mathematikunterricht der Grundschule bedeutsam, sondern auch fiir
die Geometrie. Auch dort sind Strategien und Strukturen von besonderer Bedeutung und
der Geometrieunterricht sollte organisatorischen und intellektuellen Raum geben, sie zu
entdecken und zu nutzen (vgl. Bauersfeld 1992).

Dabei zeigt sich eine Besonderheit des Geometrieunterrichts darin, dass er zumeist
auch in den unteren Jahrgangsstufen bereits Gegenstinde betrifft, die in der Sache so
komplex sind, dass viele Kinder zwar keine Schwierigkeiten haben, sie handelnd zu
bewidltigen, wohl aber Schwierigkeiten, sie in einer geeigneten Sprache miindlich oder
schriftlich darzustellen. Vielmehr entwickelt sich gerade im Geometrieunterricht die
Sprache erst begleitend zu den Handlungen. Das gilt zwar mit Einschrinkungen auch im
Arithmetikunterricht, hat aber dort deshalb nicht das gleiche Gewicht, weil im Arithmeti-
kunterricht bereits mit Beginn des ersten Schuljahres eine ganz spezifische Schriftsprache
entwickelt wird, mit der man Rechnungen dokumentiert. Eine derart spezifische funktio-
nale Sprache wird im Geometrieunterricht wenig bis gar nicht entwickelt. Zwar treten hier
und da einige Fachvokabeln auf, aber ein Textvokabular oder gar ein formales Vokabular
oder Darstellungssystem fiir die Operationen findet sich nicht.

Vielmehr gilt ein anderes Prinzip: “Geometrie ist die Sprache der Formen™ notiert von
Baravalle als Widmung fiir den Geometrieunterricht an Waldorfschulen (von Baravalle
1957). Fiir den Autor enthilt dieser Satz die Essenz, das geometrische Prozesse und
Strukturen gewissermallen als Zusammenhinge zwischen den Formen und Gestalten
wiederum mit Hilfe geometrischer Mittel dargestellt werden. Einfacher gesagt, die ersten
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Dokumente in der Geometrie der Grundschule entstehen nicht in einer Schriftsprache,
sondern zunichst in einer Bildsprache.

In diesem Sinne ist das Gestalten von Bildern die Ausgangssituation fiir das Gestal-
ten geometrischer Texte, mit denen die Entdeckungen und Erfindungen, die Kinder zu
geometrischen Formen machen, festgehalten werden. Dazu soll im Folgenden ein kleines
Beispiel vorgestellt werden.

TANGRAMS — GEGEBEN UND GEMACHT

Das chinesische Tangram ist ein Formenset, der eine Quadratzerlegung darstellt. Es
besteht eine lange Tradition, Tangrams in der Grundschule im Geometrieunterricht zu
nutzen. Das geschieht richtigerweise meist spielerisch. Allerdings dominiert ein besti-
mmtes Aufgabenformat, und es besteht eine spezifische mathematische und eine in der
Regel logistische Schwierigkeit beim Arbeiten mit Tangrams.

Das vorherrschende Aufgabenformat besteht darin, dass ebene Figuren durch ihren
Umriss gegeben sind und mit den Tangram-Teilen auszulegen sind. Bei diesem Aufga-
bentyp sind stets alle sieben Teile des Tangrams zu verwenden. Eine spezifische mathe-
matische Schwierigkeit entsteht dabei durch die Figuren, welche die Teile des Tangrams
bilden, die “Tans” des Tangrams. Denn alle fiinf Dreiecke und das Quadrat sind achsen-
symmetrisch, aber das Parallelogramm ist nicht achsensymmetrisch. Daher erzeugt es
nach unseren Erfahrungen die meisten Schwierigkeiten. Die Kernfrage beim Losen der
Auslegeaufgabe mit Tangrams lautet stets: Auf welcher Seite liegt das Parallelogramm?

Es erscheint daher durchaus sinnvoll, auch Tangrams zu verwenden, die kein Paralle-
logramm, oder besser gesagt nur achsensymmetrische Figuren enthalten. Damit entsteht
die Frage, ob man nicht iiberhaupt bedenken sollte, Tangrams im Unterricht der Grund-
schule nicht nur zu benutzen, sondern auch herzustellen, und zwar so, wie man sie fiir
die jeweilige Lernumgebung passend benotigt.

Zwei logistische Schwierigkeiten erzeugen die iliblichen konfektionierten Tangrams.
Eine besteht darin, dass sich verloren gegangene Teile in der Regel nicht ersetzen lassen
und ein Tangram, dem ein Teil fehlt, meist wertlos ist. Eine weitere Schwierigkeit entsteht,
wenn man — was richtig ist — im Unterricht Spielriume und Dokumente unterscheiden
will (vgl. Wollring 2008).

Charakteristisch fiir einen Spielraum ist, dass man in dieser Situation die Teile oder
besser gesagt die aus den Teilen erstellten Figuren bequem und schnell variieren kann, um
so umfassende experimentelle Erfahrung zu sammeln und wo es gefordert ist vom nicht
systematischen zum systematischen Probieren zu finden. Nun haben solche Spielrdume
aber zumeist den Nachteil, dass die verschiedenen Zusténde und Figuren in ihnen zeitlich-
sequenziell erscheinen und man dabei die Ubersicht iiber die Vielfalt der Zwischener-
gebnisse verlieren kann.

Daher macht es Sinn, das Arbeiten in den Spielriumen durch Dokumente oder besser
gesagt durch Dokumentieren zu begleiten. Das heiit, durch ein Festhalten von Ergebnis-
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sen, sodass man sie rdaumlich-simultan wahrnehmen und aus ihrer Vielfalt gemeinsame
Strukturen oder Zusammenhinge ableiten kann. Diese Balanciertheit zwischen Spielraum
und Dokument ist allgemein ein wesentliches Organisationsproblem des Mathematikun-
terrichtes.

Fiir unsere Tangrams entsteht das Problem, Figuren moglichst in derselben Geschwin-
digkeit, in der ein Kind im Spielraum sie variiert, durch ein anderes Kind dokumentierend
festzuhalten. In dem schonen Buch “Der Tangram-Zauberer” von Campbell-Ernst und
Ernst (Campbell-Ernst & Ernst 1990) wird dies gelost, indem strukturierte Bilder aus
Tangram-Teilen, die verschiedene Gestalten darstellen, durch ein beigelegtes Tangram
auszulegen sind. Allerdings entfillt damit das Problem, diese Struktur zu finden, das
ist der Preis dafiir, dass die Struktur dokumentiert ist und man “zum Spielen” nur ein
einziges Tangram bendtigt, das dem Buch in einer Tiite beigegeben ist. Nun erscheint
als natiirliche Methode zum Vervielfiltigen von Figuren im Geometrieunterricht das Ze-
ichnen, entweder freihdndig oder unterstiitzt, etwa durch Schablonen. Das ist in diesem
Fall durchaus geeignet, allerdings sind auch die Schablonen passend zu den Tangrams
herzustellen. Wir schlagen einen anderen Weg vor. Wir beschreiben eine Technik, mit
der man auf einfache Art und Weise viele kongruente Tangrams herstellen kann, so
viele, dass man sie zum Dokumentieren verbrauchen kann. Unsere Dokumente sind aus
Tangram-Teilen geklebte Bilder.

TANGRAMS — ZERLEGEN VON QUADRATEN

Wir kennzeichnen Tangrams als spezielle Zerlegungen von Quadraten. Zur Kon-
struktion gentigen Quadrate, deren Seiten durch Marken geviertelt sind. Bild 1 zeigt
eine Arbeitsvorlage mit zwei eingezeichneten chinesischen Tangrams (C-Tangrams), bei
denen das Parallelogramm jeweils anders liegt. Man kann ein “linkes C-Tangram” und
ein “rechtes C-Tangram” unterscheiden.

Ein nahe liegendes Dreieck-Tangram (D-Tangram) entsteht, wenn man das Parallelo-
gramm und das Quadrat jeweils diagonal so teilt, dass drei Sorten Dreiecke entstehen: Sie
sind sdmtlich gleichschenklig und rechtwinklig, und das jeweils kleinere hat den halben
Flidcheninhalt des néchst groferen. Alle Figuren, die sich mit einem C-Tangram legen
lassen, kann man auch mit einem D-Tangram legen. Ein groer Raum zur Differenzierung
entsteht, wenn man das Quadrat auf individuelle Art in gleichschenklig-rechtwinklige
Dreiecke zerlegt, dabei kann man groBere oder kleinere Auflosungen wihlen.

Eine zweite Option besteht darin, die Quadrate, die man zerlegen will, in verschiede-
nen GroBen anzubieten. Bild 2 zeigt eine Vorlage mit drei verschieden groBen Quadraten.
Da der Fliacheninhalt der Quadrate sich vom kleineren zum jeweils groeren verdoppelt,
vergrofern sich die Seitenldngen mit dem Faktor 7(2). Man stellt dann fest, dass etwa “die
groflen Dreiecke des Tangrams in der Mitte genauso grof sind wie die mittleren Dreiecke
des Tangrams oben”, dass sich also teilweise gleich grof3e Dreiecke in den verschiedenen
Tangrams finden.
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My Tangrams

Hore you can skeich your Tangrams and o fhem o

My Tangrams

Hare you can skeich your Tangrams and cul Bem out
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My Tangrams

Fhre you can skeieh your Tangrams. and ool Seem ot

Bild 1: C-Tangram im Arbeitsbogen (Links), “rechtes C-Tangram” und “linkes
C-Tangram” (Mitte), C-Tangram und D-Tangram (Rechts)

Various Tangrams

Here you can sketch your Tangrams and cut them out.
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Various Tangrams

Here you can sketch your Tangrams and cut them out.

©Bernd Wolling
Q10511 em

Bild 2: Arbeitsbogen fiir D-Tangrams in drei Groen, Vergroerung der Flachen um
jeweils 2, VergroBerung der Lingen jeweils um v/2

Mit den so selbst konzipierten Tangrams lassen sich gut kongruente Figuren und
dhnliche Figuren herstellen, — wenn geniigend viele davon zur Verfiigung stehen (vgl.

Wollring 2001a und 2001b).
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TANGRAMS — VERVIELFALTIGT DURCH SCHNEIDEN VON STAPELN

Viele derartige Tangrams lassen sich in der Grundschule wie folgt herstellen: Die
Tangrams werden in Arbeitsbogen gezeichnet, wie sie Bild 1 und Bild 2 zeigen. Die
Bogen ihrerseits werden zu Stapeln aufeinander geheftet und dann mit einer Schere
ausgeschnitten. So entstehen aus den Stapeln viele kongruente Tangrams. Dabei muss
lediglich der obere Bogen eines Stapels das Tangram als Zeichnung tragen, die Tangrams
aus den unteren Bogen entstehen deckungsgleich von selbst.

Bild 4: Kongruente und dhnliche Figuren, komponiert aus D-Tangrams

Diese Herstellungshandlung hat nicht nur einen technischen Aspekt, sie ist auch
mathematisch substanziell: Denn die Kongruenz der Tangrams ist hier nicht eine na-
chtrigliche gefundene Eigenschaft, sondern durch das Herstellungsprinzip “aufeinander
legen und schneiden” ein vorab bei der Konstruktion der Figuren genutztes Prinzip.
Ebenso lassen sich dhnliche Tangrams in gro3erer Anzahl herstellen. Ein Stapel von fiinf
aufeinander gehefteten Bogen ldsst sich noch bequem mit der Hand zerschneiden. Wihlt
man die Farben der einzelnen Bogen in den Stapeln sdmtlich unterschiedlich, so entste-
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hen lauter Tangrams mit verschiedenen Farben, die man nach dem Schneiden bequem
auseinander sortieren kann.

Bild 5: Kongruente und dhnliche Figuren, komponiert aus D-Tangrams

TANGRAMS — BAUSTEINE FUR BILDER UND GESCHICHTEN

Diese Tangrams lassen sich nutzen, um Motive aus kongruenten Bildern und aus
dhnlichen Bildern herzustellen. Die Tangrams bieten einen attraktiven und motivierenden
Spielraum, der ohne Storung sicher funktioniert. Verloren gegangene Teile der Tangrams
lassen sich leicht ersetzen. Da die Tangrams sich leicht in ausreichender Anzahl herstellen
lassen, ist es moglich, viele Ergebnisse der Experimente im Spielraum durch Dokumente
festzuhalten. Dazu werden die Figuren einfach auf Papier oder Kartonbogen festgeklebt.
Dunkle Kartonbdgen ergeben attraktive, strahlende Bilder.

Ein besonderer Reiz dieser Lernumgebung besteht darin, dass man die so entste-
henden Bildmotive durch Einfiigen kurzer Textzeilen zu Geschichten zusammenfassen
kann. Wihlt man ein geeignetes rahmendes Motiv, wie etwa den “Traum des Tangram-
Zauberers”, so lassen sich die einzelnen Szenen von den beteiligten Schiilern einer Gruppe
oder einer ganzen Klasse zu einer attraktiven Serienbildgeschichte zusammenfassen.

Z.UM SCHLUSS

Der giinstige logistische Rahmen dieser Lernumgebung ermoglicht ein echtes Ex-
perimentieren zu Kongruenz und Ahnlichkeit. Die Konstruktionen werden entscheidend
dadurch unterstiitzt, dass man mit vorbereiteten Elementen arbeitet, die bereits reich an
Strukturen sind. Hier sind es die Dreiecke. In ihren Handlungen erarbeiten die Schiiler
an Beispielen zwei bedeutsame allgemeine mathematische Sitze, auch wenn sie diese in
der Grundschule meist so noch nicht formulieren werden:
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Allgemeiner Kongruenzsatz
Figuren, die aus kongruenten Teilen in gleicher Weise konstruiert werden, sind
kongruent.

Allgemeiner Ahnlichkeitssatz
Figuren, die aus dhnlichen Teilen in gleicher Weise konstruiert werden, sind dhnlich.

Hier ist spéter sprachlich zu prézisieren, was mit “Teilen” und was mit “in gleicher
Weise” genau gemeint ist. Aber eine Grundidee zur Kongruenz und Ahnlichkeit ist
angelegt. Weitere Fragestellungen, etwa Betrachtungen zu FlichenmaBen und Umféngen,
konnen sich anschlieen.
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METODICKA PODPORA VUP ZAMERENA
NA MATEMATIKU A TVORBU SVP

EVA ZELENDOVA, TOMAS PAVLAS!

Cinnost Vyzkumného dstavu pedagogického v Praze je riiznorodd. V nasem piispévku
se zam&fime na aktivity VUP, které se tykaji metodické podpory uéiteld matematiky
a podpory viech, ktef{ tvofili, tvoif & budou tvofit §kolnf vzdélavaci program (SVP).
Podrobnéji predstavime n&které vystupy dvou projektd, které jsou na VUP realizovany:
projektu Metodika a projektu Pilot G/GP.

PROJEKT METODIKA

V lednu 2006 vznikl ve VUP v Praze projekt Metodika. Hlavnim cilem tohoto projektu
bylo vytvoreni systematické podpory pedagogt pri realizaci Skolské reformy a jako hlavni
prostfedek této podpory vznikl Metodicky portdl provozovany na adrese www.rvp.cz.
Pro snadnou orientaci je Metodicky portél rozdélen do péti sekci: PredSkolni vzdélavani,
Zéakladni vzdélavani, Gymnazidlni vzdélavani, Specidlni vzdélavani a Odborné vzdéla-
vani. Z dalSiho Clenéni, které je u vétSiny z uvedenych sekci velmi podobné, se nejprve
zastavime u nabidky Metodicka podpora.

METODICKA PODPORA VZDELAVACIHO OBORU MATEMATIKA A JEJi
APLIKACE

Praktickd tabulka vyhleddvani prispévkl je novou pomickou, kterd navstévnikiim
portdlu pomize pii vyhledavani jednotlivych ¢lankl. Nejprve je tieba zvolit v levé ¢asti
tabulky vzdé€lavaci obor ¢i prifezové téma a v horni ¢asti si najit poZadovany typ textu.
Pak uZ staci jen kurzorem oznacit okno, které tvofi prisecik predchozi volby. Objevi se
vyzva VSTUPTE, staci jedno kliknuti a uzivatel mize vybirat ze seznamu vsech ¢lanka
dané sekce. Vyberme si Matematiku a jeji aplikace a Praktické naméty. Na monitoru
pocitaCe se objevi ndzev a kratka anotace zvefejnénych ¢lanka.

Po kliknutim na nazev se ¢tenar mazZe seznamit s obsahem celého ¢lanku, ¢lanek si
vytisknout a p¥ipadné si stahnout ¢i vytisknout piflohy. Jako piiklad si uvedme piilohu
Clanku Symbolicky jazyk vyrokové logiky, ktery naleznete na adrese

http://www.rvp.cz/clanek/365/1804.
Pracovni list Zdka, ktery ucitel miZe po vytisknuti pouZit bez dalSich tprav pfimo

v hodiné, obsahuje sedm nepfili§ slozitych citatd, které maji Zaci prepsat pomoci lo-
gickych spojek. Jejich vysledky miiZzete porovnat s vysledky 14 dobrovolnikd. Riznost

"VUP v Praze, zelendova@vuppraha.cz; Gymndzium Rumburk, ext. spolupracovnik VUP v Praze; pavlas @ gymrumburk.cz
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vvvvv

vysvétlili dileZitost jednoznacnosti zapisu vét matematickych a jednoznac¢nosti zapisa
jejich diikazi, si ukaZzme na néasledujicim citatu:

Luk se Iame, kdyZ je napjaty, ale duSe ztraci své sily necinnosti.

A...luk je napjaty A...luk je napjaty
B...luk se lame B...luk se lame
C...duSe je neCinna C...duSe ztrici své sily neCinnosti
D. .. duSe ztraci sily (A=B)AC
(A=B)A(C=D) (A=B)=C
BAOC)=A
(A< B)AC

TEMATICKY VSTUP NADANI ZACI

Sekce Tematické vstupy byla vytvorena z praktického diivodu. Aby veskera aktualni
témata, kterd se v pribéhu provozu portdlu ukazala pro navstévniky a pro jejich praci
na tvorbé SVP jako dilezitd, byla soustfedéna na jednom mist&. V soucasné dob& zde
naleznete tyto podsekce: Prifezova témata, Klicové kompetence, Autoevaluace Skoly,
Hodnoceni zakt, Specidlni vzdélavani, Nadani Zaci, Klima Skoly a Vzdélavani mensin.
Z hlediska metodické podpory vyuky matematiky se podrobnéji podivame na piispévky
v tematickém vstupu Nadani Zaci.

Identifikace a diagnostika mimofddné€ nadanych zaka patii k velkym problémtim
v bé&Zném $kolnim Zivot&. Proto pracovnici VUP pfipravili projekt Ugitel a jeho Zdk.
Na problematiku nadanych Zaka se navstévnik portdlu ma moZnost podivat ze dvou
pohledd. Jednak o¢ima pedagogt, ktefi se vzdélavanim nadanych zabyvaji, jednak o¢ima
zaka, ktefi byli svymi vyucujicimi za nadané oznaceni. Mezi takto oznacené Zaky patii
1 0sobnost zndmd nejen ve svété matematiky, ale 1 ve svété uméleckém, kterou je hudebnik
Krystof Eben. Rozhovor s nim najdeme na adrese:

http://www.rvp.cz/clanek/462/2188

Velmi zajimavai je ta ¢ast rozhovoru, ve které KryStof Eben vzpomind, jak se vlastné
do matematické tfidy dostal: ,,JJsem z muzikantské rodiny a dlouhou dobu jsem si mys-
lel, Ze jediny zptsob, jak se mizu uzivit, je muzika. Nejdfiv to vypadalo, Ze se stanu
klaviristou. Tata 1 stryc byli klaviristé a skladatelé a ja jsem nepocital, Ze bych se mohl
Zivit né¢im jinym. Byl jsem spiS orientovany humanitné na jazyky a muziku, k tomu
jsem mél dispozice. Na stfedni Skolu jsem nastoupil na klasické gymnazium, kde byla
latina a fectina. Tam jsem ptl roku studoval, s tim, Ze po takovych ¢tyfech mésicich
mi vychdzela z matematiky trojka a z fyziky Ctyika. V t€ dobé jsem si ndhodou precetl
néjaké knihy, viceméné populdrni, které ale zptsobily, Ze mé matematika natolik zaujala,
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az jsem si tfekl, Ze tohle je moznost zkusit néco, co nikdo z nasi rodiny profesiondlné
ned¢lal. Tata z matematiky sice maturoval a dédecek byl ucitel, ale nikdo to nedélal
profesionalné, Siroko daleko v celé rodiné. Pro mé to bylo takové dobrodruzstvi. V téch
Sestndcti letech jsem se tedy rozhodl, 7e piejdu z akademického gymnézia ve Stépanské
na Pikédrnu.*

Metodicka podpora vzdélavani v sekci Nadani Zaci se opira o praktické a osvédcené
naméty pro praci s nadanymi zaky. Co bylo podnétem pro sérii ¢lankG Nadani Zdci
na gymndziu se dozvime z ivodniho textu (http://www.rvp.cz/clanek/689/1712):
,INEkdy je Clovék sam prekvapen, jaké asociace mu nékterd slova vyvolaji. V daném
pfipadé€ mi slovni spojeni uplatnéni v mnoha oborech lidské Cinnosti a funkcni predpis
vyvolala vzpominku na osobnost, se kterou jsem se seznadmila pred 32 lety na MFF UK.
Pro vas, ktefi mate radi hddanky, jest€¢ mald nadpovéda. Osobnost, o které hovorim, je
muz, autor nasledujicich versi:

Nezdpornd cisla maji odmocnitko rdda:

kdyZ se pod néj schovaji, maji krytd zdda.

V necasu a nepohodé slouZi jim jak stan.
Zdpornd vsak ke své Skodé pristup maji zakdzdn.

Rada z vés jiZ vi, Ze vy$e uvedenou osobnosti a mym velkym pedagogickym vzorem
je doc. RNDr. Emil Calda, Csc. Vzpominka na néj se propojila se vzpominkami na mé
pedagogické zacatky v matematickych tfididch — na to, jak jsem kazdy den dlouho do
noci délala ptipravy, na mé nadSeni, kdyz jsem v Rozhledech matematicko-fyzikalnich
objevila ¢lanky o panu profesorovi Ypsilonovi, na to, Ze jsem si fadu z napadil pana
profesora hned vyzkousela se svymi zdky. A pak jsem si uvédomila, Ze uz je to dost
let, ze néktefi soucasni ucitelé matematiky snad jeSté ani nebyli na svét€¢! Od hypotézy,
Ze existuje alesponl jeden ucitel matematiky, ktery neznd ¢lanky pana docenta Caldy
o profesoru Ypsilonovi, byl jen kricek k ¢inu.*

PROJEKT PILOT G/GP

Projekt Pilot G/GP, ktery podporuje tvorbu a ovérovani Skolnich vzdélavacich pro-
gramd, zprostfedkovavd od biezna 2007 na internetové adrese www.pilotg-gp.cz zku-
Senosti pilotnich $kol. Najdete zde vypovédi feditelti a koordinatori o tom, jaké zmény
jim reforma umoZnila na jejich Skole, s jakymi problémy se pii tvorbé svého Skolniho
vzdélavaciho programu potykali, co mohou nabidnout jako inspiraci pro ostatni ulitele
— tzv. priklady dobré praxe. Na setkani feditel a koordindtord pilotnich Skol vznikl
ndpad pokusit se maximdalné vyuZzit stavajicich stranek projektu a zvetejiiovat na nich
konkrétni ukazky ze skolnich vzdélavacich programii. Kazda vybrand ukazka je doplnéna
komentafem, ktery vyzdvihuje klady a v nékterych piipadech poukazuje i na moZnosti
vylepSeni ¢ alternativniho zpracovani dané ¢asti SVP. Na strankéach projektu Pilot G/GP
naleznete také prehled publicity projektu (tiskové zpravy, ¢lanky a ostatni informace),
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piimé prokliky na texty Ramcového vzdélavaciho programu pro gymnazia a Manualu
pro tvorbu SVP na gymnadziich a odkazy na Metodicky portdl a Konzulta¢ni centrum.
Zatim posledni novinkou je GympliSte.

KOMUNITA GYMPLISTE

Jednd se o diskusni forum slouzici k podpore koordindtorti a uciteli na gymnaziich.
Jestlize na strankdch www.pilotg-gp.cz zvolime zalozku Gymplisté, dostaneme se na
hlavni stranku komunity. Na ni si miiZeme vybrat napriklad jednu z tematickych kluboven,
ve kterych dcastnici diskusniho féra spole¢né hledaji odpovéd na témata, ktera je zajimaji.
Cilem této vznikajici komunity je vzajemna podpora pii tvorbé a zavadéni Skolniho
vzdélavaciho programu na gymndziich. Zkusenosti z pilotnich kol je, Ze v rznych
fizich tvorby SVP se osvédCila setkdni, na kterych si koordinatofi mohli vyménit své
zkuSenosti a minimalné si uvédomit, Ze obtize, které zaZivaji na své Skole, maji obecné;si
charakter. GympliSt€ nabizi alternativni moznost setkdvani na internetu, coZ ma své
vyhody a nevyhody. Zapojit se do diskusi neni obtizné. Pod kazdym prispévkem je
dana moznost ODPOVEDET a kliknutim na ni se objevi pole, do n&jZ je mozné psit.
Pred odeslanim je nutno opsat kontrolni kod. Nebo je také mozné se zaregistrovat.
Opcét se nejedna o pftiliS slozity tkon. V horni ¢asti stranky je nutno zvolit Registrovat
se. Na nasledujici strankdch souhlasit s pravidly diskusniho féra a vyplnit zakladni
udaje o sobé. Poslednim krokem registrace je potvrzeni registraéniho mailu, ktery piijde
registrovanému na uvedenou mailovou adresu. Vyhodou registrace je moznost nezdvisle
komunikovat s dalSimi registrovanymi ¢leny a ziskavat od moderatorti novinky o déni na
Gymplisti.

Budeme velmi radi, kdyz stranky projektu Metodika 1 stranky projektu Pilot G/GP
sami navstivite. Jsme presvédceni, Ze zde naleznete fadu informaci a zajimavych naméta.
A mate-li sami néjaky prispévek, ktery by mohl byt zajimavy pro ostatni, nevihejte a
poSlete ndim ho. VSechny potiebné informace o tom, jak publikovat na Metodickém
portalu, naleznete na uvodni strance www.rvp . cz (horni liSta, zdlozka Pro autory).

LITERATURA

[1] CALDA, E., ZELENDOVA, E. Nadani 74ci na gymnaziu a matematika 1. ¢ast.
Vecernicek resi problém profesora Ypsilona, Z umélecké dilny profesora Ypsilona.
Metodicky portdl RVP [online]. Praha: Vyzkumny ustav pedagogicky, 13. 11. 2007.
Dostupny na: http://www.rvp.cz/clanek/689/1712, ISSN: 1802-4785

[2] TOMEK, K., ZELENDOVA, E. Ucitel a jeho zék — 2. ¢ast — zak Krystof Eben.
Metodicky portdl RVP [online]. Praha: Vyzkumny ustav pedagogicky, 7. 4. 2008.
Dostupny na: http://www.rvp.cz/clanek/462/2188, ISSN: 1802-4785

[3] ZELENDOVA, E. Metodickd podpora pfi tvorbé §kolnich vzdélavacich programi.
Moderni vyucovani, tijen 2007, ro€. 12, €. 8, s. 24.



E. Zelendovd, T. Pavlas: Metodickd podpora VUP 145

[4] ZELENDOVA, E. Symbolicky jazyk vyrokové logiky. Metodicky portdl RVP
[online]. Praha: Vyzkumny ustav pedagogicky, 14.1.2008. Dostupny na:
http://www.rvp.cz/clanek/5/1804, ISSN: 1802-4785



146



Dalsi prispévky

VYSKUM FLEXIBILNVEH() MYSLENIA
ZIAKOV ZS A SS

STEFAN GUBO, LADISLAV VEGH!

UvoD

Flexibilné (pruzné) myslenie je jeden z najdolezitejSich komponentov tvorivosti, ktoré
umoznuje rieSitelovi skimat’ dany problém z rdoznych aspektov. Faktor flexibility teda
predstavuje schopnost’ vytvarat’ rdznorodé rieSenia problému a predpokladd sa v fiom
schopnost’ prekonavat’ mySlienkova zameranost’ a funkénu fixaciu. V tomto prispevku
chceme zverejnit’ vysledky empirického vyskumu, ktorého cielom bolo ndjdenie vztahu
medzi droviiou flexibilného myslenia Ziakov zédkladnych a strednych $kol a nasledovnymi
faktormi: vek Ziakov a polrocna znamka z matematiky.

MERACI PROSTRIEDOK VYSKUMU

Urovei flexibilného myslenia Ziakov sme chceli merat’ pomocou nami zostaveného
neStandardizovaného testu. Problémové situécie, ktoré vyzaduju flexibilné myslenie,
velmi dobre reprezentuji (matematické) hlavolamy (Dreyfus a Eisenberg, 1998), ktoré
zvySuju motivaciu Ziakov. Test ,,Hlavolamy‘ obsahoval 11 problémov, ktoré mali cha-
rakter hadaniek a k ich rieSeniu nebola potrebnd hlbSia matematickd vedomost’. S tym
sme chceli vylucit, aby matematické neznalosti a nejasné matematické pojmy neboli
prekazkami rieSenia.

Test sme prichystali v dvoch verziach (A a B), Ziaci, ktori sedeli v jednej lavici,
dostali odliSnu verziu. Problémy verzie B sme konStruovali pomocou prestylizovania
problémov verzie A, pricom sme davali pozor na to, aby sa zmeny tykali iba povrchovych
¢ft problémov. Pri kvantitativnom vyhodnoteni rieSeni sme pouzivali len dve kategorie:
sprdvny (1 bod) alebo nesprdvny (0 bodov). NerieSené problémy sme skorovali takisto
0 bodmi. Ziaci teda vedeli ziskat maximélne 11 bodov. Na vypracovanie tloh testu mali
ziaci 40 minut.

CHARAKTERISTIKA VYSKUMNEJ VZORKY

Zber udajov vyskumu sme uskutocnili v aprili a maji Skolského roka 2004/2005 na
zékladnych Skolach (ZS), gymnazidch (G) a gymnézidch s osemro¢nym Stidiom (OQG)

'Pedagogick4 fakulta, Univerzita J. Selyeho v Komdrne; guboi @selyeuni.sk, vegh@ide.sk
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v Banskobystrickom, KoSickom a Nitrianskom kraji. Vyskumnt vzorku tvorilo celkovo
745 Ziakov: 247 Ziakov 5. roénika ZS a Primy OG, 280 Ziakov 8. roénika ZS a Kvarty
OG a 249 ziakov 2. ro¢nika gymnazii a Sexty OG. Od ziakov sme ocakavali, aby
v stanovenom case vyrieSili ¢o najvacsi pocet problémov. Vsetky tri ro¢niky dostali ten
isty test ,,Hlavolamy*.

HYPOTEZY VYSKUMU

Hypotéza H1: Predpokladame, Ze medzi vSeobecnymi matematickymi vedomostami
Ziakov a vykonom preukdzanym v teste ,,Hlavolamy* je Statisticky vyznamna pozitivna
zavislost.

Hypotéza H2: Predpokladame, Ze flexibilné myslenie je zavislé od veku; t.j. medzi
vykonmi jednotlivych vekovych skupin preukdzanymi v teste ,,Hlavolamy* su Statisticky
vyznamné rozdiely v prospech vysSich rocnikov.

VYSLEDKY STATISTICKEHO VYHODNOTENIA VYSKUMU

Overenie Hypotézy H1: Na zdklade polro¢nej zndmky z matematiky sme vytvorili
4 skupiny, ktoré sme oznacili rimskymi ¢islami od I. do IV. Do skupiny I. boli zara-
deni Ziaci s prospechom ,,vyborny*, do skupiny II. Ziaci s prospechom ,,chvalitebny*
a do skupiny III. Ziaci s prospechom ,,dobry*. Ziakov s hodnotenim ,,dostato¢ny* a ,,ne-
dostato¢ny* sme sa rozhodli zaradit’ do tej istej skupiny (IV). Na zdklade vysledkov
Dunnettovho postupu a analyzy rozptylu (ANOVA) modzeme konStatovat, ze v kazdom
ro¢niku je Statisticky vyznamna pozitivna zavislost medzi vykonom Ziakov preukdzanym
v teste ,,Hlavolamy* a ich polroénou zndmkou z matematiky. Ziaci s lep§im $kolskym
hodnotenim z matematiky (prospech ,,vyborny* a ,,chvalitebny‘‘) boli vyrazne uspesnejsi
v rieSeni problémov testu nez ich z matematiky slabsi spoluziaci (prospech ,,dostato¢ny*
a ,,nedostato¢ny*‘). Tieto skuto¢nosti nam dovol'uji hypotézu H1 povazovat’za potvr-
denii.

Statistické overenie vyznamnosti rozdielov medzi vykonmi Ziakov jednotlivych ro¢-
nikov v rieSeni problémov testu ,,Hlavolamy* vo vSetkych pripadoch poukazalo na vy-
soku zavislost uspesnosti rieSenia uloh od veku ziakov. Medzi vykonmi jednotlivych
vekovych skupin su $tatisticky vysoko signifikantné rozdiely (p << 0,001) vzdy v pro-
spech starSich Ziakov. Na zaklade uvedenych vysledkov hypotézu H2 povazujeme za
potvrdenu.

Z AVER

Ako prvorady ciel vyskumu sme si vyty¢ili zistit, aky je vztah medzi droviiou flexibil-
ného myslenia ziakov aich polro¢nou znamkou z matematiky. Pozitivna zavislost'bola po-
tvrdend vysledkami Dunnettovho postupu a analyzy rozptylu. Uvedend $tatisticky velmi
vyznamnu zavislost mozno vysvetlit’ tym, Ze rozvinuté matematické vedomosti zvySuju
pravdepodobnost’ spoznania Struktiry daného problému. Spoznanie Struktir v procese
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rieSenia problémov rozvija flexibilitu a zvySuje efektivitu v matematike (Dreyfus a Ei-
senberg, 1998). Ak pociatocné zakddovanie problémove;j situdcie neaktivizuje relevantné
poznatky, tak mdZe pomdhat’ priblizeniu problému z iného aspektu. Ziaci s lepsim pro-
spechom z matematiky boli tispesnejsi v rieSeni problémoyv testu ,,Hlavolamy*, pretoze
vedeli vytvorit’ o nich SirS§iu mentalnu reprezentaciu ako z matematiky slabsi spoluziaci.

Vysledky Statistického vyhodnotenia vyskumu poukdzali na velké rozdiely medzi
uroviiou flexibilného myslenia ziakov r6znych vekovych skupin. Toto vSetko opéitovne
potvrdzuje domnienku, Ze flexibilné myslenie sa da rozvijat’ a jeho vyvoj vyznamne
ovplyviiuji predmetné znalosti. Vedomosti Ziakov sa vekom postupne rozSiria a stand
sa Coraz viac Struktirovanymi. Na jednej strane osvojené poznatky, v ktorych su dobré
vzajomné vztahy, méZu ddvat podnet k novym a prekvapujicim asocidcidm, a tym
umoziuju priblizit' problém z iného aspektu. Na druhej strane mozno prisudit’ vysSiu
uspesnost’ starSich Ziakov aj faktu, Ze problémy testu ,,Hlavolamy* si ndro¢né a tito Ziaci
maju skusenosti s rieSeniami SirSieho okruhu problémov a uloh.
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MOZNOSTI VYUZITIA PROSTREDIA
MATLAB PRI JEDNODUCHYCH
SIMULACIACH

STELLA HREHOVA!

UvoD
Pri rieSeni matematickych udloh je ¢asto uzitocné, ak sa nazorne zobrazuju jednotlivé
kroky, resp. vplyv danych koeficientov na vysledok rieSenia. V prispevku bude uve-

deny mozny postup jednoduchej simulécie, ktord bude zobrazovat vplyv jednotlivych
koeficientov na vysledny tvar polynomickej funkcie vyuZzitim prostredia Matlab.

'Fakulta vyrobnych technolégii TU v Kogiciach so sidlom v Pre3ove, Katedra matematiky, informatiky a kybernetiky,
Bayerova 1, PresSov; stella.hrehova@tuke.sk
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VYTVORENIE SIMULACIE

MATLAB je interaktivny program, ktory kombinuje vysoko ucinné numerické vy-
pocty, grafiku, vizualizaciu a ma podporu v silnom programovom jazyku. Obsahuje teda
zékladné techniky pre efektivnu simuléciu a vizualizicia rozli¢nych procesov. Vyuzitim
moznosti tvorby uzivatel'ského prostredia vytvorime prostredie pomocou tzv. M-siborov,
kde budeme postupne menit’ hodnoty jednotlivych koeficientov polynomickej funkcie po-
mocou vytvorenych posuvnikov - Slider. Pomocou vlastnosti tychto posuvnikov nasta-
vime dolnu a hornt hranicu - interval ktory ohrani¢uje hodnoty posuvu, a dalej nastavime
krok, o ktory sa bude ¢iselnd hodnota menit.

V prispevku bude uvedeny priklad polynomickej funkcie 3-tieho stupiia, s koeficien-
tami a, b a ¢ v tvare az® + bx? + cx. V prvom kroku vytvorime uZivatel'ské prostredie,
ktoré bude obsahovat tri tlac¢idld — Slider. Jednd sa o posuvnik. Zaddvame minimum
a maximum hodn6t, ktoré ma posuvnik nadobuddat’ pri zmene polohy jazdca od lavej
krajnej polohy po pravu krajnu polohu. Dolezité je tiez definovat’ krok jazdca pri klikani
na tlacidlo, resp. pri klikani dovnutra posuvnika. Navrh takéhoto prostredia modze byt
nasledovny:

u=uicontrol(’style’,’slider’,’position’,[10 10 60 20]);
i=uicontrol(’style’,’slider’,’position’, [100 10 60 20]);
o=uicontrol(’style’,’slider’,’position’,[190 10 60 20]);
x=(-20:0.1:20);

a=1;b=3;c=4;

y=axx. 3+b*x. 2+c*x;

set(u,’min’,0, ’max’,20,’sliderstep’,[1/20;0.1],’callback’,’koeficient’)
set(i,’min’,0, ’max’,20, ’sliderstep’,[1/20;0.1], ’callback’, ’koeficient’)
set(o,’min’,0, ’max’,20,’sliderstep’,[1/20;0.1], ’callback’, ’koeficient’)
p=plot(x,y)}

Aby zobrazena krivka reagovala na zmenu jazdca pri jeho posuvani, je potrebné vy-
tvorit’ dal§i M-sibor, ktory bude reagovat’ na odozvu a upravi zobrazenie danej funkcie.
Jedna sa o prikaz Callback. Je to naprogramovanie reakcie tlaCidiel na zaklade uZziva-
telovho zdsahu. V tomto pripade sa jednd o zmenu tvaru krivky, pri zmene hodnoty
jednotlivych koeficientov. M-sibor, mdZe vyzerat nasledovne:
a=get(u,’value’);
b=get (i, ’value’);
c=get (o0,’value’);
y=ax*xx. 3+b*x. 2+c*x;
set(p,’xdata’,x,’ydata’,y);

V pripade, Ze v danom M-stubore neddme potlacit’ vypis, tzn. neddme dvojbodky
na konci riadku, m6zeme sledovat’ ako sa dana krivky meni a aj hodnoty jednotlivych
koeficientov. Z didaktického hladiska sa jednd o vhodnejSiu formu, pretoze Student
nazorne vidi vplyv zmeny jednotlivych koeficientov v pripade rastucej, alebo klesajtce;]
hodnoty.
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Z AVER

Vyuzitim jednoduchych néstrojov systému Matlab je mozné ndzornym spdsobom
nasimulovat’ rdzne situdcie, ktoré sa vyskytuju v technickej praxi.
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OTEVRENA HODINA: SOUMERNOSTI

VyYucurict: JAROSLAVA KLOBOUCKOVA'!

Misto: ZS Generéla Janouska, Praha 9

Rocnik: 7.A (tfida s rozsifenou vyukou jazyki)

Cil hodiny: Budovani predstavy pojmu ,,stfedova soumérnost* ve védomi zaktl cestou
od ¢innosti k pojmu.

Stavba hodiny:

1. Organizacni zdleZitosti

2. Opakovani celych cisel

3. Hra ,,Vysila¢ — piijimac*

4. Objeveni pravidel pro stfedovou soumérnost

5. Nalezeni tématu hodiny
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SCENAR HODINY (PRIPRAVA) S KOMENTAREM PO USKUTECNENE HODINE

1. Organizacni zalezitosti: Privitim se s Zaky, predstavim hosty — ucitele, ucastniky
semindre s cilem otevfit pratelskou atmosféru, upozornim na nahravani na diktafon.

Komentdi: Privitani i dal$i administrativni zalezitosti probéhly v ivodu hodiny zcela
bez problému, ocekdvala jsem pripominky ze strany nékterych chlapct (jsou zvykli
komentovat vzdy a vSe a védi, Ze s tim nemam problém, jejich komentar je velice Casto
k meritu véci), tentokrat mé vSak ,,zklamali“, Zddny komentar se dnes nekonal. Doba
trvani 2 minuty.

2. Opakovani celych ¢isel: V predchozich hodinach jsme probrali a procvicili operace
s celymi Cisly, proto pfipravim na uvod aktivitu, kterd navaze na predchozi latku a zdroven
mi umoZzni rozradit Zaky do pracovnich dvojic. V ¢epici budu mit pripraveno 26 listecCkl
(tab. ¢. 1) s ¢iselnymi ukoly z oblasti operaci s celymi Cisly. (Dva posledni vlozim az
tehdy, kdyz zadny z Zakl nebude chybét.) Kazdy 7k si vylosuje jeden tkol a bude se
snaZit nalézt kamaréda, ktery ma jiny tkol se stejnym vysledkem. Pro kontrolu napiSeme
vSechny nalezené dvojice na tabuli. Takto nalezené dvojice se posadi do jedné lavice
a budou muset po zbytek hodiny spolupracovat.

Vysledek
—11+44 14 : (=2) —7
12 —-18 (—=2)-(=3) —6
—4—1 15:(=3) -5
1-5 (—40) : 10 —4
—7+4 (—27):9 -3
—-1-1 36 : (—18) -2
65 — 66 5:(—b) —1
—3+2+1 6-(=7)-3-0 0
—4 45 (—1)-(—=1) 1
7T—1—-4 (—16) : (—8) 2
—11+4+14 (—=1)-(—=3) 3
18— (-1)+5 (—=2)-(-2) 4
7T+ (—14) — (—12) | (—=25) : (—5) 5
12 -6 (—=3) - (—2) 6

Tab. 1: Opakovani celych Cisel

Komentaf: Cilem této aktivity bylo jednak samotné opakovani celych Cisel, jednak
organizace dal$i prace. Nejprve jsem s Cepici obeSla celou tfidu a nabidla kazdému
jeden tkol. Pomoci tohoto losovani bylo zajisténo ndhodné rozdéleni vSech zakl do
pracovnich dvojic. Tim jsem si zajistila, Ze se nevyskytla diskuze o tom, kdo s kym
bude a kdo s kym nebude spolupracovat. Zaci si méli nalézt partnera beze slov, coZ
se ale ukdzalo jako nemoZné, bylo potieba, aby si Zici navzdjem nejen ukdzali sva
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zdani, ale museli si také sd€lit svij vysledek. Kazda nalezena dvojice si tedy nejprve
navzdjem zkontrolovala shodny ¢iselny vysledek a teprve poté, kdy si byli oba ¢lenové
Jisti svym prifazenim, napsali sv€ tlohy na tabuli vedle sebe. Pfestoze to bylo opakovani
probraného a procvi¢eného uciva, nékolik zaki potfebovalo moji pomoc. Také z tohoto
divodu zabrala tato aktivita znac¢nou ¢ast hodiny (10 minut).

3. Hra ,,Vysila¢ — prijimac*: Nejprve v§em pfipomenu pohyb na ctvereckovaném
papiru, ktery vSichni znaji, jiz jsme pomoci CtvereCkovaného papiru pracovali. Poté
vyzvu vSechny zdky sedici u okna (vysila¢), aby si znazornili na sviij ¢tvereCkovany
papir libovolny n-thelnik (n = 5 a vice) a pak nadiktovali zdkiim vedle sebe (pfijimac),
co vymysleli. Tim bude mit kazdy z dvojice shodny vzor. Déle si zvoli oba dva bod S tak,
aby byl mimo plivodni obrazek. Pak vysila¢ bude diktovat cestu od bodu S ke vSem
vrchollim ptivodniho obrazce, ale vSechny pokyny bude fikat presné obracené. Prijimac
bude zaznamenavat jeho pokyny na svij ¢tvereCkovany papir. Pokud dasledné dodrzi
postup, vznikne prijimaci vzor a obraz stfedové soumérného utvaru.

Komentar: Pfi pokynu ,,nacrtni si na svlij papir libovolny n-thelnik, kde n = 5
nebo vice* vznikaly na papiru ve vétSiné pripadt pravé pétithelniky, jen v jedné dvojici
vznikl Sestidhelnik. Dalsi pokyn byl: ,,Nadiktuj svému sousedovi co nejjednoduseji, jak
ma postupovat, aby ziskal shodny obrazec na svém ctvereCkovaném papiru.* Vysilac
svij konceptudlni vjem pievedl do procesudlniho pokynu (jak to ma soused namalovat),
kdeZto ptijimac postupoval obriacené — procesuélni pokyny pievedl do tzv. ,.hotového
obrazku®, ktery nevidél, ale dokdzal ho podle pokynili znazornit. Vysila¢ musel provést
ve své mysli mnohem vice mentdlnich ¢innosti: sviij obrazek vidé€l jako koncept, preloZzil
si jej do procesudlniho vnimani, musel rozhodnout o zplisobu procesniho zpracovani,
prevést do nabidnutého matematického jazyka a vSe slovné interpretovat. Vysledkem
bylo znovu konceptualni uchopeni daného ttvaru, tentokrat na pracovni plose ptijimace.
Tato Cinnost nebyla Zakiim cizi, hry podobného zaméteni s nimi hraji docela casto, a proto
se tu nevyskytly Zadné problémy ani nejasnosti.

V druhé fazi si meli Zaci zvolit bod O tak, aby oba z dvojice méli shodnou polohu
tohoto bodu vzhledem ke svym pivodnim obrazkiim. Pak dostal vysila¢ dalsi pokyn:
,Nadiktuj svému kamaradovi znovu polohu vSech ptivodnich bodi, tentokrat v§ak vzhle-
dem k novému bodu O, ale zdmérné pii diktovani poplet’ vSechny pokyny a fikej je
presn€ opacné.* Po prvnich minutich se ozval Kristidn, Ze tomu asi nerozumi: ,,Ja jsem
myslel, Ze bude mit znovu ty ptivodni body a oni mu tam vznikaji dpln€ nové body.*
K tomu se ozvali 1 dalsi, Ze jim také vznikaji nové body. Na to Tereza: ,,Pfece ndm
nemuzou vzniknout stejné body, kdyz se jako pleteme, musime je mit jinde. J4 mam ale
jiny problém. Pfece nemiiZzu mit v jednom obrazku dva body A, dva body B a tak.“ Na to
zareagoval Simon: ,,No tak tam lupni ¢drku, to uZ jsme délali u osové soumé&rnosti.“ S tim
Tereza souhlasila a i ostatni se ujistili, Ze skute¢né musi vznikat jiné body, které bude
dobré oznacit ¢arkou v hornim indexu. Ted uZ probihala dal$i spoluprace bez problémui,
v8echny sporné obrizky byly opraveny bud’ za mé pomoci, nebo za pomoci spoluzaku.
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Jednalo se pouze o to, Ze ¢ast pokynu popletli, ale ¢ast ponechali ve spravném znéni.
U vsech pfijimaci vznikly dva stfedové soumérné utvary, prestoZe tento pojem jeSté ne-
zaznél. Pokud byla dvojice hotovd, vyzvala jsem, aby si na zavér vyménili role vysilace
a prijimace, aby méli oba kompletni obrazek. To uZz Casto urychlili tak, Ze si to vysilac
fikal sam tak, jak to predtim diktoval svému spoluzdkovi. Doba trvani 24 minut.

4. Objeveni pravidel pro stfredovou soumérnost: Predpokladam, Ze se vSem dvoji-
cim podafi zndzornit vzor a obraz rovinného utvaru ve stfedové soumérnosti. Poté budu
klast otazky, aby si Zaci uvédomili nejprve konceptudlni stranku prace — jaké dva obrazky
jim vznikly, kolik vrcholti ma ptivodni obrazek (vzor) a kolik novy obrazek (obraz), jaké
jsou rozméry odpovidajicich stran atd. a poté procesudlni stranku — jaka je vzajemna
poloha jednotlivych bodt a jak tyto body vznikaly.

Komentéi: Hned po mé prvni otdzce ,,Co miiZete fict o vasSich dvou obrazcich?* odpo-
védéla Lucka ,,Jsou osové soumérné*. Madla ji odporovala: ,,A kde mas osu? Jsou stejné,
ale nejsou osové soumérné.* Lucka se zfejmé nechtéla smifit s tim, Ze by méla opustit
svoji pivodni myslenku a tak argumentovala: ,,Tak tu osu musime najit, to jsme piece
také délali.“ Vyzvala jsem ji, aby to zkusila, zatimco ostatni budou diskutovat o dalSich
vlastnostech svych obrazcti. Postupné jsme spolecné prodiskutovali v§echny navrhované
vlastnosti: shodny pocet vrcholi, u vSech odpovidajicich si tiseCek (nejen stran) stejna
délka. Lucka si ovéfila, Zze osu soumérnosti najit nemtize a Honza zformuloval myslenku
sttedové soumérnych ttvar: Oba utvary jsou pifimo shodné, neboli ,.kdybychom jeden
vystiihli a otocili na druhy, tak se budou prekryvat.“ Pak jsme zformulovali i to, jak
jednotlivé body vznikaly — na opacné strané od bodu O, ale stejné¢ daleko. Doba trvani
6 minut.

5. Nalezeni tématu hodiny: V posledni ¢asti hodiny vyzvu Zaky k nalezeni dnesniho
tématu nasi prace. Predpokladam, Ze slovo soumérnost je napadne, ale na bod O, kolem
kterého se vSe odehralo, je budu muset upozornit. Teprve poté provedeme zdpis hodiny
do sesitu s tim, Ze si kazdy nalepi sviij obrazek a pod néj se pokusi samostatné zapsat
spolecné zformulované myslenky.

Komentéi: Slovni spojeni ,,Osova soumérnost* zaznélo jiz v pribéhu hodiny, takze
jsem méla na co navazovat a velice brzy se objevil i cely spravny ndzev: ,,Stfedova
soumérnost®. Zbylo tedy dost ¢asu na samostatné zpracovani zapisu do seSitu. Nékteti
Zaci si vzali na pomoc ucebnici a objevili odbornou terminologii (vzor, obraz, pfima
shodnost, stfed soumérnosti, samodruzny bod), jejiZ uziti jim necinilo Zadné problémy.
V zavéru hodiny jsem podé€kovala v§em za vzornou spoluprédci a rozloucili jsme se
1 s naSimi hosty. Doba trvani 3 minuty.

DISKUSE

Po prestavce jsem se s ucastniky konference presunula do zasedaci mistnosti, kde
jsme diskutovali o pribéhu predchozi hodiny. Jednotlivé faze na sebe vhodné navazovaly,
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prestozZe byly pouzity tkoly ze dvou riznych oblasti matematiky — celd Cisla a stfedova
soumérnost. Drobna vytka zaznéla k obtiZnosti ivodnich dkolt, icastnikiim z viceletych
gymnazii se zdily byt pfiliS jednoduché a presto s nimi méli mnozi Zici problémy.
Postupné jsme probrali vSechny Casti oteviené hodiny, ale v zdvéru se nase diskuse
stocila na provozni zdleZitosti Skoly a tfidy — co se Zaky, ktefi jsou nepfitomni ve vyuce,
zda zaddvat domdci tikoly, zda trvat na vlastnich pomuckach pro préci atd.
ZAVER

Oteviené hodiny jako zpusob predavani vlastnich zkuSenosti jsou pifinosem pro
vSechny zucastnéné, nejen pro ucastniky konference, ale 1 pro vyucujicitho v konkrétni
hodiné, vSichni ucitelé se vzijemné obohati o svoje zkuSenosti. Mohou si ovéfit svoje
postupy pii vyuce ve vlastni tfidé a obohatit se o ndvrhy na zajimavé Cinnosti s détmi

pfi vyuce stejného tématu. V neposledni fad¢é se zde nabizi moznost porovnani vlastni
metody priace s metodou nabidnutou v oteviené hodiné.

KOMPETENCIE MATEMATICKEHO
MODELOVANIA ZIAKOV STREDNYCH
SKOL
JOZEF SEKERAK!

ABSTRACT. Competences of mathematical modeling belong to important competen-
ces in the present. This paper deals with student’s problems with mathematical modeling
as a part of problem solving. Three phases of mathematical modeling are suggested
and some types of models are described in this paper. Presented results are based on a
pedagogical survey which is characterized here too.

KEY WORDS: mathematical modeling, phases of mathematical modeling, types of mo-
dels, competences of mathematical modeling

UvoD

Svet sa vdaka technologickému rozvoju ¢oraz viac komplikuje. Stojime pred novymi
a tazkymi problémami, ktor¢ je potrebné rychlejSie rieSit. Su to problémy, ktorych rieSenia
nie su univerzalne a nedaju sa naucit. Mnohé rieSenia si vyZaduju Specifické informacie,
ktoré v dosledku informacného rozmachu nie je mozné ucit’ sa naspamait. Aj tieto dovody

'Univerzita P. J. Safirika v Kosiciach, Prirodovedecka fakulta, Ustav matematickych vied, Jesennd 5, KoSice; jo-
zef.sekerak @upjs.sk
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poukazuju na to, Ze je potrebnejSie zamerat’ sa pri rieSeni problémov na poznivanie
okolnosti rieSenia a nie na samotné rieSenie. Vo vyucovani by sa mal klast’ doraz na
rozvijanie kompetencii u Ziakov, ktoré mdzu byt' v mnohych situaciach klIti¢ové, a nie len
na obohacovanie ich vedomostnej Struktuiry. Tieto skuto¢nosti sa stdvaji samozrejmostou
a preto je zaujimavé, Ze sa neodrazaju v kurikularnych zmenach.

V tomto ¢lanku sme sa zamerali na kompetencie matematického modelovania ako na
Cast’ kompetencii potrebnych pri rieSeni problémov. O tychto kompetencidch blizsie pi-
Seme ve 2. Casti. V 1. Casti popisujeme proces matematického modelovania, ktory delime
do troch etdp. V poslednej Casti uvddzame prieskum a interpretujeme ziskané vysledky.

MATEMATICKE MODELOVANIA

Matematické modelovanie je pozndvacou metédou, pricom povodny objekt resp. si-
tudcia je nahradend modelom a jeho skimanim ziskavame poznatky, ktoré by sme ziskali
skimanim povodného objektu resp. situdcie. Modelovanie je neoddelitelnou sucastou
rieSenia problémov, ktoré nemusia byt nevyhnutne ¢isto matematické. Preto aj kompe-
tencie modelovania zaradujeme medzi klti¢ové. Podstatou matematického modelovania
je dokladné zvaZzovanie vSetkych informécii zadanych v ulohe a na ich zdklade zostave-
nie matematického (abstraktného) modelu formou matematickych a logickych vztahov
a inych reprezentécii, ktoré hodnoverne popisujui zadanu situdciu. Proces modelovania
mozno roz¢lenit’ do troch etap:

1. identifikacia vychodisk modelovane;j situécie,
2. vytvorenie matematického modelu,

3. verifikdcia vytvoreného modelu.

Identifikacia vychodisk modelovanej situdcie je zadiatocnou etapou modelovania,
v ktorej sa naviac charakterizuju viazby medzi vychodiskami. Najskor je vSak nevyhnutné
rozhodnut, ktoré vstupné informdcie su v modelovanom procese relevantné a je nutné
ich do modelu zahrnit’ a naopak, ktoré je mozné zanedbat. V tejto etape hrajui dolezita
ulohu kompetencie tykajuce sa prace s informaciami.

Nasleduje etapa vytvdrania matematického modelu, t. j. prevod ziskanych informacii
z prvej etapy do matematického jazyka — matematizacia. Vysledkom su r6zne matema-
tické reprezentécie: rdzne typy rovnic a nerovnic, vyrokové funkcie, grafy, geometrické
utvary. Této etapa v procese modelovania je najpodstatnejSia a zda sa, zo skusenosti
z rdznych realizovanych prieskumov v tejto oblasti, Ze je aj najtazsia.

Poslednou etapou je etapa verifikacie vytvoreného modelu, v ktorej sa overuje ade-
kvéatnost' modelu, t. j. ¢&i odpoveda zadanej situdcii. Model musi byt neprotirecivy, musia
v nom byt dodrzané zakony matematickej logiky a musi adekvatne popisovat’ vychodziu
situdciu. V tejto etape, v ktorej sa spitne interpretuje matematicky model, je nevyhnutna
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dematematizacia. T4 je dolezita aj pri interpretacii vysledkov rieSenia tohto modelu —
vysvetlenie ziskanych rieSeni v jazyku, v ktorom je formulovand pdvodnd tloha. RieSenie
modelu a interpretaciu vysledkov nepovazujeme za stucast’ samotného procesu modelo-
vania.

TYPY MATEMATICKYCH MODELOV

Oddelenim procesu rieSenia modelu od samotného procesu modelovania nim umoz-
fiuje ¢lenit’ modely podla matematického aparatu, ktorym boli vytvorené, a podla repre-
zentacii, ktoré pri modelovani boli zvolené. Podl’a tohto kritéria zjednodusene hovorime
o Styroch typoch modelov:

1. Algebraicko-analyticky — model je reprezentovany nejakym typom rovnice alebo ne-
rovnice, pripadne stistavou rovnic alebo nerovnic, ktorych prvkami st r6zne premenné,
mnoziny, funkcie, vektory, matice a pod.

2. Graficky — model je reprezentovany grafom vyjadrujicim istd funkcnud zavislost.
3. Geometricky — model je reprezentovany geometrickymi utvarmi.

4. Kombinovany.

Vyber typu modelu (typu matematickej reprezentacie) zavisi od vlastnosti modelo-
vanej situdcie, od vstupnych inform4cii.

KOMPETENCIE MATEMATICKEHO MODELOVANIA

V tejto Casti ¢lanku sa chceme venovat' kompetencidm matematického modelovania.
Prvom rade vSak vysvetlime, ¢o si predstavujeme pod pojmami kompetencie a klticové
kompetencie, a zdoraznime rozdiel medzi nimi.

Pod pojmom kompetencie rozumieme zjednotenie vSetkych vedomosti, zru¢nosti,
schopnosti a postojov, ktoré jedinec nadobida pocas celého Zivota. Jednotlivé kompe-
tencie umoziujd ich nositelovi konat’ adekvatne v konkrétnej situacii, v urcitej oblasti
lTudskej ¢innosti. Kltic¢ové kompetencie sd vSak tie kompetencie, ktoré si vyuzitelné
v roznych oblastiach ¢innosti, predstavuju len ¢ast nadobudnutych vedomosti, zruénosti,
schopnosti a postojov. Z toho mozno kltic¢ové kompetencie chapat’ ako multifunkény su-
bor vedomosti, zru¢nosti, schopnosti a postojov; chapat’ ako potencidl jedinca preukazat’
vedomosti, zru¢nosti, schopnosti a postoje v roznych praktickych ¢innostiach. Ak si ma
kompetencia zasluzit’ privlastok , klItic¢ova‘, musi byt nevyhnutnd a prospesna.

Na zdklade Studii zahrani¢nych aj domécich publikécii a vyskumov, ktoré boli reali-
zované v tejto oblasti, a poznania procesu matematického modelovania navrhujeme tieto
kompetencie matematického modelovania:

e zamerat’ sa na vychodiska modelovanej situécie,
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e Strukturalizovat’ oblasti alebo situdcie, ktoré sa maji modelovat,

e . matematizicia® (prevod ,,reality do matematickych Struktur) — odhalit’ kvantitativne
alebo priestorové vztahy a zdkonitosti redlnych situacii,

e vytvarat’ matematické modely,

e overovat' model z hl'adiska redlnej situdcie,

e uvazovat, analyzovat, prezentovat’ model (vratane jeho ohranicenia ¢i obmedzenia),
e . dematematizicia* (interpretdcia matematickych modelov v zmysle ,,reality*),

e sledovat a kontrolovat’ proces modelovania.

PRIESKUM

Z mnohych prieskumov vyplynulo, Ze neschopnost’ Ziakov riesit’ problémy je v naj-
vicSej miere sposobend ich problémami s modelovanim. V prieskume, ktory sa realizoval
v marci 2007 a zapojilo sa doni 398 ziakov 3. a 4. ro¢nika rOznych strednych $kol, sme
naSu pozornost’ zamerali na jednotlivé etapy matematického modelovania. Cielom bolo
zistit, v ktorej etape robia Ziaci najCastejSie chyby, a tak identifikovat najproblematickej-
Sie kompetencie matematického modelovania. V tomto prieskume sme sa upriamili na
model algebraicko-analytického typu. Na tento ucel ndm poslazili nasledujice ulohy:

Uloha ¢&. 1: Vodné nddrz md dva odtoky, ktorych parametre popisuje nasledujtica tabulka.

Odtok ¢.1 | Odtok ¢. 2
Priemer odtokovej riry 6 m 9 m
Vykon turbiny 1250 W 1875 W
Absolitny vykon nadrz/45 hod. | nadrz/30 hod.

Oboma odtokmi sticasne by sa vyprazdnila za 18 hodin. Nastala krizova situdcia a bolo
nutné vyprazdnit’ nddrz do 24 hodin. Teda otvorili oba odtoky sucasne. Nadrz sa vSak
vypréazdnila az za 22,5 hodin. Po analyze sa zistilo, Ze odtok €. 2 sa po¢as vyprazdinovania
zablokoval a cez tento odtok neprechddzala Ziadna voda. Vypoditajte kolko hodin bol
tento odtok funkény po otvoreni? Pisomne okomentujte svoj postup.

Uloha &. 2: Vodnd nadrz mé dva odtoky. Prvym by sa vyprazdnila za x hodin a druhym
za y hodin.

a) Pri vyprazdiovani mozu nastat’ rdzne situdcie. Aku situdciu vyjadruje nasledujuca
. 1,1 4,5
rovnica: 9- (= + = = =1
(+1)+%
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b) Vypocitajte za kolko hodin sa vyprazdni nadrZ len prvym odtokom a za kolko hodin
sa vyprazdni len druhym odtokom, ak sa naddrZ vyprdzdni pri otvoreni oboch odtokov
za 12 hodin. Pri rieSeni vyuzite aj informdacie z moznosti a). Pisomne okomentujte svoj
postup.

Ulohou ¢&. 1 sme sledovali ako Ziaci dokdZu vyextrahovat podstatné informécie, ¢o
suvisi s ich kompetenciou zamerat’sa na vychodiskd modelovanej situdcie. Ta je spolu
s kompetenciou strukturalizovat’oblasti alebo situdcie, ktoré sa maji modelovat’ a kom-
petenciami suvisiacimi s pracou s informaciami najdolezitejSia v prvej etape matematic-
kého modelovania. V tejto dlohe st identifikovatelné aj iné kompetencie matematického
modelovania.

Uloha &. 2

a) sluzila na diagnostikovanie kompetencii ako st overovat’model z hladiska redlnej situ-
dcie, ,,dematematizdcia‘ (interpretdcia matematickych modelov v zmysle ,, reality ).
Tieto kompetencie sa v najvacsej miere uplatiiuji v poslednej etape matematického
modelovania. Dematematizacia je vSak dolezitd aj pri interpretdcii vysledku, ktory
dostaneme rieSenim vytvoreného modelu.

b) sliZzila na diagnostikovanie kompetencii: ,, matematizdcia“ (prevod ,, reality“ do ma-
tematickych Struktiir) - odhalit’ kvantitativne alebo priestorové vztahy a zdkonitosti
redlnych situdcit, vytvdrat’ matematické modely. Jedna sa o najpodstatnejSie kompe-
tencie uplatiiujuce sa v druhej etape matematického modelovania.

VYHODNOTENIE VYSLEDKOV PRIESKUMU

Uroven kompetencii jednotlivych etdp matematického modelovania sme posudzovali
na zdklade zistenia uspeSnosti Ziakov (pozri obr. €. 1), pri¢om na vyhodnotenie sme pouZili
binarne skdrovanie.

100% ¢
yrazne nadprietnerne
= 1A |
Madpriememe
A%
Priemerné
qﬂ?r"::- T
Fodpnemerné
IV
i Vyrazne podprietmnerne

Obr. 1
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Napr. kompetencie Ziakov vyuzivané v prvej etape matematického modelovania su
priemerné, ak tdspeSnost’ v tejto etape modelovania je vySSia ako 40 %, no niZSia alebo
prave 60 %.

V testovani mali Ziaci najvicsie problémy s dlohou ¢&. 1. Len 19,85 % (79) z cel-
kového poctu ziakov malo spravne vytvoreny matematicky model. Z tejto skupiny az
93,67 % (74) ziakov vytvoreny model aj spravne vyriesilo. Ostatny Ziaci bud’ tito dlohu
vobec neriesili (63), alebo nesprdvne vytvoreny matematicky model rieSit nedokdazali
(256). Ako sme uZ spominali, tato uloha suvisela s kompetenciou zamerat’ sa na vy-
chodiskd modelovanej situdcie a kompetenciami tykajicimi sa prace s informéaciami. Vo
vSeobecnosti mozno povedat, Ze Ziaci maji velké problémy s dlohami, ktoré sdvisia so
ziskavanim ddajov z viacerych zdrojov (tabulka, informécie v texte). Nevedia sa na ta-
kéto udaje plne sustredit, necitaju ich s porozumenim. S tym suvisi ich neschopnost’ takto
zadané informécie spravne interpretovat’ a teda nevedia s nimi dalej pracovat. Zadané
inform4cie nevedia zaradit’ do suvislosti, problémy im robi logicky usudok.

Chyby v modeloch boli spdsobené tym, Ze zZiaci sa snazili vyuzit’ vSetky informdcie
zadané v tabulke, alebo tieto informdacie bezhlavo kombinovali. Preto Ziaci dostdvali
viac rovnic ako nezndmych alebo naopak, ktoré sa sice snazili rieSit, no nikto nedospel
k rieSeniu. Z tychto vysledkov vyplyva, Ze Ziaci neanalyzuju situdciu, nepremyslaju
o skrytych vztahoch, ktoré vedu k vytvoreniu matematického modelu. Je zrejme, Ze Ziaci
nepochopili podstatu problému, a to je aj dovod preco neboli dspesni vo vyhladavani
relevantnych informécii a teda neboli schopni riesit’ tento problém. Kompetencie Ziakov
vyuzivané v prvej etape matematického modelovania st vyrazne podpriemerné.

Kompetencie vyuzivané v druhej etape matematického modelovania sme skimali
pomocou ulohy €. 1, ale najviac informécii sme ziskavali z rieSeni tlohy €. 2 b), pretoze
v tejto ulohe boli len potrebné informacie a boli zadané jednoducho. Teda Ziaci nemohli
zlyhat’ na tom, Ze sa nedokdZzu zamerat’ na podstatné vychodiskd modelovanej situécie.
Z rieSeni ulohy €. 1 teda vyplynulo, ze ak Ziaci pochopia podstatu problému, zameraju sa
na spravne vychodiskd a uvedomia si vztahy medzi nimi, tak vytvorenie matematického
modelu je pomerne uspesné (71,54 %). Podobne uspesne (74,37 % — 296) dopadla aj
matematizicia situdcie v ulohe €. 2 b). S dorieSenim ulohy to vSak nebolo az také
optimistické. Tito dlohu spravne vyrieSilo len 23,12 % (92) ziakov z celkového poctu
Ziakov. Neuspech spocival v tom, Ze Ziaci nevedeli ako maju vyuZit informacie z moZnosti
a) tejto ulohy, pretoZe zadanej rovnici nerozumeli. To bolo ich najcastejSie pisomné
zddvodnenie. 92, 39 % (85) ziakov, ktori doriesili tdto tlohu, boli Uspesni aj v interpretacii
rovnice zadanej v moZnosti a) ulohy €. 2. Ostatni UspeSni rieSitelia vyuZili rovnicu
z moZnosti a) bez toho, aby ju vedeli interpretovat’. Z informécii ziskanych z rieSeni tlohy
¢. 2 b) vyplyva, Ze Ziaci disponuju kompetenciami: ,, matematizdcia“ (prevod ,, reality
do matematickych Struktiir) - odhalit’kvantitativne alebo priestorové vztahy a zdkonitosti
redlnych situdcit, vytvdrat’ matematické modely, ktoré si nadpriemerne rozvinuté.
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Kompetencie overovat’ model z hladiska redlnej situdcie, ,,dematematizdcia“ (in-
terpretdcia matematickych modelov v zmysle , reality) si prejavom vysokej trovne
matematického modelovania. Prvd menovana sa vSak najcastejSie zanedbava. Dokazom
s rieSenia modelov, ktoré nemaji Ziaden vztah so zadanou situiciou, dokonca mode-
lov, ktoré sd neriesitelné. Co sa tyka interpretdcie matematickych modelov, tak s touto
kompetenciou majui Ziaci tieZ znacné problémy. Len 23,12 % (92) Ziakov zmysluplne
interpretovalo dand rovnicu. Velkd vyhodu mali Ziaci, ktori dokézali vytvorit’ matema-
ticky model v ulohe €. 1. Medzi kompetenciami interpretdcia matematickych modelov
a zamerat’sa na podstatné vychodiskd modelovanej situdcie sa zistila vyrazné zavislost.
Obe kompetencie su vSak na nizkej drovni. Kompetencia interpretdcia matematickych
modelov je podpriemerne rozvinutd. Dovod mdze byt aj to, Ze s takymito tlohami sa
Ziaci bezne na vyucovani matematiky nestretavaju.

Ziaci teda maju najvicsie problémy v prvej etape matematického modelovania. Naj-
problematickejSou kompetenciou je zamerat’ sa na podstatné vychodiska modelovanej
situdcie. V tesnom zavese su kompetencie overovat’model z hladiska redlnej situdcie,
,dematematizdcia*“ (interpretdcia matematickych modelov v zmysle , reality*). To zna-
mend, Ze ziaci vedia modelovat’ situdcie, ktoré su zadané jednoducho (pricom vytvoreny
model vacSinou neoveruji) a interpreticia rieSenia je jednoduchd. Takéto situicie su
najcCastejSie vymyslené a umelé, €o nie je uzitocné pre Ziakov. Aby sa vyucovanie mate-
matiky stalo uZito¢nym, a to nie len pre Ziaka, je nutné prehodnotit’ jeho ciele a metddy.
Podla nds by sa vyuovanie matematiky malo zamerat’ na to, aby sa ziaci naucili:

e chdapat’ javy, rozpoznavat suvislosti,

e modelovat,

e formulovat otdzky, rieSit’ problémy,

e formulovat hypotézy, tvorit’ zavery,

e argumentovat, vysvetlovat’ a dokazovat,

e pocuvat, diskutovat a kriticky zvaZzovat’ nazory,

e organizovat a pldnovat’ si pracu,

e vyhladdvat informécie a vediet’ ich zaznamendvat, usporiaddvat a spracovavat’,
e prezentovat’ a chdpat’informécie v tabulkéch a grafoch,

e timovo spolupracovat’ a prezentovat vysledky svojej prace.
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Z AVER

Ako sme uviedli v prvej kapitole, matematické modelovanie je vyznamnou pozndva-
cou metddou. Rozvija schopnost induktivneho a deduktivneho myslenia Ziakov, kompe-
tencie ako su riesit’ problémy, formulovat’a overovat’hypotézy, odhalovat’pri¢inné vztahy
a suvislosti medzi javmi. Samozrejme, Ze vyucovanie matematiky nemé byt len o tom,
aby sa Ziaci naucili rieSit’ kazdodenné problémy, ale ma sledovat’ aj tzv. afektivne ciele,
ktoré su rovnako dolezité. To vSak nebolo predmetom medzindrodného testovania ako
si PISA, TIMSS atd’., v ktorych sme nedopadli dobre. Preto je dolezité zvazit' zmenu
matematického vzdeldvania a prejst’ od kvantity ku kvalite. Nie je dnes vyhra vediet vela,
ak to nevieme prakticky vyuzit. R6zne informécie dokdzeme vyhladat’ za okamih, ale
musime vediet ako s nimi pracovat’dalej. A prave s tym maju nasi Ziaci najva¢si problém.
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[1] EDWARDS, D., HAMSON, M.: Guide to Mathematical Modelling. Boca Raton,

Fla.: CRC Press, 2003. 326 s. ISBN 0-333-79446-X.
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[3] FLOREKOVA, I..: Matematické modelovanie. Bratislava: Alfa, 1986. 270 s.

SOFTVEROVA PODPORA APLIKACII
DIFERENCIALNYCH ROVNIC

ALENA VAGASKA!

UvoD

V snahe dosiahnut’ kvalitativny posun v edukécii matematickych predmetov na fakul-
tach technickych univerzit je ziaduce Studentov, ako buducich technikov, naucit vyuzivat
vyhody vhodnych programovych systémov pri rieSeni aplikacnych uloh, ¢i problémov
z technickej praxe. V Clanku na konkrétnom priklade uvdadzam moznosti a zhodnotenie
vyhod ¢i nevyhod, ktoré ndm v ramci vyucby diferencidlnych rovnic ponika Matlab.

'Katedra matematiky, informatiky a kybernetiky, FVT TU v Kosiciach so sidlom v PreSove, Bayerova 1, PreSov, SR;
alena.vagaska@tuke.sk
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APLIKACNA ULOHA

S cielom pozdvihnit drovenl motivécie a eliminovat’ absenciu aplika¢nych uloh je
vhodné na cviceniach z matematickej analyzy, Ci na tzv. pocitaCovych cvi¢eniach z nu-
merickej matematiky riesit takato tlohu (Fulier, 2001):

Vietor pri prechode lesom strdca svoju rychlost’ vplyvom odporu, ktory mu kladu
stromy lesa. Experimentdlne sa potvrdilo, Ze strata rychlosti vetra je priamo timernd
dlZke tejto drdhy a velkosti rychlosti vetra. Ndjdite rychlost’vetra smerujiiceho dovniitra
lesa vo vzdialenosti 150 m od okraja lesa, ak zaciatocnd rychlost’vetra na okraji lesa
bola vy = 12 ms™! a vo vzdialenosti 10 m od okraja lesa sa rychlost vetra zmensila na
hodnotu vi = 9,85 ms™!

Pri aplikdcii tedrie diferencidlnych rovnic na vysSie nastoleny problém a pri vytvarani
matematického modelu musime vychddzat' z uvahy, Ze ide o rovhomerne spomaleny
pohyb a podla fyzikalnych zédkonov plati dv = —k - v ds, kde v = v () je rychlost vetra
vo vzdialenosti s od okraja lesa. Matematickym modelom uvedenej aplikacnej ulohy je
obyéajné diferencidlne rovnica

P=—k-v (1)

s poCiato¢nou podmienkou v (0) = 12 a dopliiujicou podmienkou v (1) = 9, 85. Je
zrejmé, Ze ide o separovatelnu diferencidlnu rovnicu, odkial ziskame vSeobecné rieSenie
v tvare v = C - e 1%, VyuZitim pociatoénej podmienky uréime hodnotu veobecnej
konStanty C' = 12.

Pouzijuc doplﬁujﬁcu podmienku v = C - e~ 1% ur¢ime konstantu k z rovnice 9, 85 =
= 12.¢71% = k= L .In 12 Ak zoberieme do tvahy (1) a konstantu k, tak dostaneme

0k

9,85 85
pre danu situiciu dlferenmalnu rovnicu znizovania rychlosti vetra v tvare
dv _ 9,85
T = ln S5 (2)

odkial separdciou premennych a vyuzitim pociato¢nej podmienky ziskame rieSenie rov-
nice:

=12 (25)(%) (3)

Je zrejmé, Ze to isté rieSenie mozno ziskat' dosadenim konstant k£ a C' do vSeobecného
rieSenia. KedZe nds zaujima rychlost’ vetra vo vzdialenosti 150 m od okraja lesa, staci do
vztahu (3) dosadit’ s =150 m a dostdvame, Ze v tejto vzdialenosti ma vietor rychlost uz
len v = 0, 62087763 ms™*.

NUMERICKE RIESENIA OBYCAJNYCH DIFERENCIALNYCH ROVNIC PO-
MOCOU MATLABU

Ukédzme si, ako m6zeme numericky riesit’ diferencidlnu rovnicu (2) pomocou Eu-
lerovej ¢i Heunovej metédy. Cielom ¢lanku nie je odvddzanie a dokazovanie tychto
metdd. Pripomenime si vSak, Ze ak na intervale [A, B] mame ndjst’ aproximéciu riese-
nia diferencidlnej rovnice ' = f(z,y), y (a) = yo, tak musime uvazovat siet’ bodov



164 A. Vagaskd: Softvérova podpora aplikdcii diferencidlnych rovnic

(r;)) =a=xy < < -+ <z, =b. Konkrétnou numerickou metédou najdeme apro-
ximdciu nezndmych hodnét y (x;), ktoré oznacime y;. Numerické riesenie diferencidlnej
rovnice (2) teda neziskame v tvare funkcie y = y (), ziskame len jej aproximdciu v tvare
dvojic vektorov (x;) , (z;), ktord sa v Matlabe Gasto prezentuje v stlpcovej podobe, matici
rozmeru [n, 2|. Pri Eulerovej metéde (kde volime konstantny krok siete h = x; 1 — ;
pre vSetky i) vychadzame z Taylorovej vety, odkial za predpokladu, Ze krok siete je
dostato¢ne maly, ziskavame rekurentny vztah Eulerovej metody v tvare

Yirr = i + h- f(xi,y:), kde f(zi,9:) = y'(z3). 4)

Uvazujme o rieSeni diferencidlnej rovnice (2) naintervale [0, 150] pomocou M-funkcif
v Matlabe. Jednoduchou implementé4ciou Eulerovej metddy, v ktorej vstupnym argumen-
tom nie je krok siete h, ale pocet n uzlov siete, ked a = 1, b = x,,,1, mdZeme vytvorit’
v Matlabe M-funkciu nazvanu napriklad ,,Eulern®, volanim ktorej ziskame rieSenie rov-
nice (2):

function mxy=Eulern(mf,a,b,y0,n)

%» mf meno(t.j. string) funkcie f=(x,y)

% yO zac.podm.: y(a)=y0

% n = pocet uzlov siete (bez bodu a)

% mxy matica n x 2 [x(i), aprox. y(x(i))]

h = (b-a)/n; %krok

X = a:h:b; %x(1)= a

y = zeros(1l,n+1); Ypre-alokovanie
y(1)=y0; hy(a) = yo

for i=1:n
y(i+1) = y(i) + hxfeval(mf,x(i),y(i));
end
mxy = [x’,y’];
DalSou potrebnou M-funkciou bude funkcia \uv{mfxyv}, ktord vyjadruje rovnicu
(2) a funkcia \uv{mfxycr}, ktord vyjadruje presné riesenie diferencidlnej rovnice (2):

function z=mfxyv(x,y)

%dif.rovnica znizovania rychlosti vetra
hv=(-1/10)*1n(12/9,85)*v  (y=(1/10)*1n(9,85/12)*y)
z=(y/10)*1og(9.85/12) ;

function z=mfxyvr (x)

%o presne riesenie DR zniz.rychlosti vetra
h v=12%(9,85/12) " (s/10)
z=12%(9.85/12) .~ (x/10) ;

Volanim funkcie \uv{Eulern} ziskame nasledovné diskrétne numerické rieSenie
rovnice (2), vid obrazok 1.
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EBX

File Edit Debug Desktop  MWindow  Help
D | & Bl o B 2 [cwmaresroiwok v [J
Shortcuts (7] Howeta Add (7] What's Mew
> w=Eulern('mfxyw!' 0,150, 12, 15); x=({0:10:150)"'; [m mfxyvrix)] i |
ans =
|
] 12 .0000 12,0000
10,0000 Q.6308 9.3500
20.0000 7.P293 8.0852 |
30.0000 6.2033 B.B366
40,0000 4.,9785 5.4475
E0.0000 3.9954 4.4715
60,0000 3.2087 3.6704
70.0000 Z2.5736 3.0128
0. 0000 Z.0855 2.4730
Q0. 0000 1.6577 2.0z99 1
100, 0000 1.3304 l1.6662
110.0000 1.0677 1.3677
120.0000 o.2569 1.1226
130.0000 o.e377 0.9215 -1
140.0000 o.5520 0.7564
150. 0000 0.4430 0.6209 vi

Obr. 1

Z obrazku 1 vidime, Ze v prvom stlpci sd hodnoty vzdialenosti s, v druhom diskrétne
rieSenie rovnice (2) a treti stipec predstavuje hodnoty presného rieSenia. Je zrejmé, Ze
globdlna chyba je velka (Volauf, 2005). ZniZit’ ju mdZeme zmenSenim kroku A, ¢o je aj
tak pri tejto metode dost’ neefektivne. No Studentom odporuc¢am vyskusat si to, pomocou
matematického softvéru to nie je Casovo narocné. Slabym miestom Eulerovej metody je,
Ze prirastok rieSenia na intervale [z;, x;,1] sa aproximuje prirastkom doty¢nice v bode
(x;; y;)- To znamena, Ze smerova funkcia nemoze dobre vystihnit priebeh derivacie Preto
treba pouzit’ iné, vhodnejSie metédy. Napr. Heunovu metddu, ktorej rekurentny vzorec
v tvare

y1 =yo+ % (f (xo,w0) + [ (x1. 0+ h - f (x0,90))) (5)

sa ziskava inou uvahou — integrovanim. Implementéciou vztahu (5) vytvorime novi M-
funkciu \uv{Heunh}. Pismeno A v ndzve funkcie symbolizuje, Ze teraz je argumentom
velkost’ kroku a nie pocet uzlov (vid obr. 2).
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& Editor - C:\MATLAB701\work\Heunh.m |Z]@|E|
Fil= Edit Text Cell Tools Debug Desktop ‘Window  Help oA

function m<xy=Heunh(mf,a,b,v0,h)

x=a:rh:b;

n=lengthix):

¥ = Eeros(l,nl: Ypre-alokovanie

vil)=v0; 5¥ial=vy0

for i=l:n-1
El=fevalimf,=x(1i) ,¥(1i1]:
E2=feval (mt,x(i+1) ,vii1+h*k1l);
vii+l)=v(i)+h* (k1+k2) /2
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&
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g
=]

[
(]

end
my = [x',¥']

ol
]

P 11 Cal 14

Obr. 2

Volanim funkcie preverime spravnost implementicie na rieSeni ndSho problému.
Ziskavame diskrétne rieSenie rovnice:

>> m=Heunh (’mfxyv’,0,150,12,10) ;x=(0:10:150)’; [m mfxyvr(x)]
ans =

0 12.0000 12.0000
10.0000 9.8647 9.8500
20.0000 8.1093 8.0852
130.0000 0.9395 0.9215
140.0000 0.7723 0.7564
150.0000 0.6349 0.6209

Vidime, Ze teraz je velkost’ globdlnej chyby v bode x = 150 rddovo mensia v porov-
nani s Eulerovou metodou. ESte presnejSie vysledky mozno ziskat’ pomocou zndmych
jednokrokovych metdd, ktoré odvodili na zacdiatku 20. storo¢ia nemecki matematici
Runge a Kutta. Na nich su zalozené aj M-funkcie ode23 a ode45, ktoré su sucastou
Matlabu a st vysledkom mnohoro¢ného tsilia profesiondlov. S presnostou numerického
rieSenia rovnice (2), ktoré ziskame volanim M-funkcie ode45 sme samozrejme spokojni.

>> [x,yl=o0ded45(’mfxyv’,[0,150],12); [x,y]
ans =
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0 12.0000
2.5445 11.4120

148.7945 0.6358
150.0000 0.6209

ZAVER

Na cviceniach z numerickej matematiky sa osvedcilo, aby po klasickom vyklade,
vyrieSeni prikladu na dand tému a overent, ¢i je pochopeny algoritmus, nasledovala etapa
vyuzitia vypoctovej techniky s vhodnym matematickym softvérom. Implementacia ICT
do vyucby numerickej matematiky ndm totiZ umozZiuje nielen vypocitat’ viac prikla-
dov, ale aj porovnat’jednotlivé metddy z hl'adiska odhadu chyby, rychlosti, konvergencie
a vhodnosti danej metédy. Nespornou vyhodou je taktieZ grafickd interpretacia vysledkov
numerického rieSenia pomocou matematického softvéru (to uz nech je predmetom iného
¢lanku). Cielom vSak ostdva, aby Studenti mali numerické metédy pochopené a osvo-
jené do takej miery, aby ich vedeli samostatne naprogramovat’ v akomkolvek vhodnom
prostredi matematického softvéru.
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