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VazZeni a mili ¢tenari,

zah4jili jsme vice nez zdarné druhé desetileti konference Dva dny s didaktikou ma-
tematiky. Objem sborniku jasné hovofi o narlistajicim zdjmu ucitelli o tuto konferenci.
Zacinali jsme se sbornikem na Sedesati strankdch a dnes je jiZ vice neZ trojndsobny. Kon-
ferenci pordd4 katedra matematiky a didaktiky matematiky Univerzity Karlovy v Praze,
Pedagogické fakulty, ve spoluprici s MPS JCMF, pro ucitele matematiky viech typi $kol
z celé Ceské republiky, mnoho zahrani¢nich hosti ze Slovenska a ¢asto i n&kolik hosté
z Némecka, Polska ¢i Anglie. T¢€S1 nds, Ze je mnoho uditeld, ktefi se na konferenci kazdo-
ro¢né vraci, a Ze kazdym rokem pribyvaji i ti, ktefi se predchozich ro¢nika nezicastnili.
To nas utvrzuje v presvédceni, Ze forma i1 obsah konference je zvolen dobie. Je zvolen
tak, aby se kazdy ucastnik mohl aktivné zapojit do programu a nasel si v ném néco, co ho
obohati a co mize ve své vlastni praxi vyuZit. Proto i naddle nebudeme podstatné Casti
programu ménit.

Chtéli bychom vam vSem, ktefi prispivate na konferenci dilnami, referaty v sekcich,
otevienymi hodinami, postery a cennymi diskusemi ve vSech aktivitich, podékovat za
skvélou atmosféru konference, ktera nam pravidelné dodava energii a chut’do dalsi prace.
Vétime, Ze 1 ucastnici konference si odnasSeji dobry pocit smysluplnosti svého usili na
pude¢ skoly.

Spole¢nost ucitelli matematiky (SUMA), ktera héji profesni zajmy uciteld matema-
tiky, nabiz{ ucitelim prostor k predavani zkusenosti i k diskusim o problémech, které nas
zajimaji, na portalu SUMA (www.suma.jcmf.cz). Ten byl uveden do provozu s podporou
Evropského socidlniho fondu. Véfime, Ze pravé ucastnici konference Dva dny s didakti-
kou matematiky budou portél aktivné vyuzivat a sdilet tak s ostatnimi kolegy své cenné
zkuSenosti 1 nazory.

Vsem ucastnikiim jedenactého ro¢niku konference pfejeme, aby jim tento sbornik
pfipomnél piijemnou pracovni atmosféru a aby v ném 1 po roce nasli dalsi podnéty pro
svou praci. Ostatnim ¢tenafm piejeme, aby je nas sbornik potésil a aby je motivoval
aktivné se ucastnit dalSich ro¢nikt konference Dny s didaktikou matematiky.

Na setkani na dvanactém ro¢niku konference Dny s didaktikou matematiky v inoru
2008 se tési

Nada Stehlikova
predsedkyné programového vyboru konference
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Zvané prednasky

PROC ZACI MALO ROZUMI PODSTATE
SCITANI A ODCITANI A JAKE TO MA
DUSLEDKY!

MILAN HEINY?

FORMULACE PROBLEMU

Cilem naSeho zkouméni® je pochopit, jak my ucitelé a nasledné pak i nasi Zdci
vnimame soucet a sCitani. Nastrojem zkoumani jsou diagnostické ulohy. Dvé takové
ulohy — prvni didaktickd, druhd matematickd — zah4ji naSe uvahy.

ULOHA 1.

Zéci ve druhém roéniku dostali za doméci kol vytvofit tii dlohy na soudet dvou
dvoumistnych Cisel. Vysledek u vSech tii tloh mél byt stejny. V sesit€ jednoho zaka bylo
napsano 37 + 47 = 74. Jak tuto chybu opravite?

Prvni otdzka, kterou si dnes poloZime, zni:

Pro¢ vétsina uciteld opravuje ¢islo 74 a ne ¢isla 37 a 47, poptipadée celou rovnost?

ULOHA 2.

Do tabulky s 25 okny dopliite do kazdého prazdného okna 3
jedno Cislo tak, aby a) soucet, b) soucin kazdych tii Cisel
v obdélniku 3 x 1 poloZeném horizont4lné 1 vertikalné byl 6.

Vétsina fesitelll této tlohy at’ jiz z fad zZaka nebo ucitelt 1
nejprve ziska vhled do situace metodou pokus-omyl, a pak
najde feSeni. Existuje ale i jind cesta k feSeni, kterd je jiz
méné Castd. Je zaloZena na deSifrovani podminky o trojici 1 2
sousednich ¢isel. Z ni vyplyva, Ze dvé Cisla, mezi nimiZ jsou
dalsi dvé Cisla (tedy krajni Cisla obdélniku 4 x 1), jsou nutné stejnd. Proto je v nasi
tabulce hned pod cCislem 3 Cislo 2, a tedy posledni sloupec je 3, 2, 1, 3, 2. Podobné
najdeme posledni fadek 1, 2, 3, 1, 2. Dale jiZ musime odlisit pfipady a) a b). V pripadé
a) je prostfedni fadek 4, 1, 1, 4, 1. V ptipadé b) je prostiedni fadek 6, 1, 1, 6, 1. Zbytek je
J1Z nasnadé.

I"Tento piispévek vznikl s podporou grantu MSM 0021620862.
2PedF UK v Praze, milan.hejny @pedf.cuni.cz
3Vyzkum je realizovén ve spoluprici s kolegyni D. Jirotkovou a J. Slezdkovou.



8 M. Hejny: Proc Zdci mdlo rozumi podstaté sc¢itani a odcitdni a jaké to md disledky

Druh4 otazka, kterou si dnes polozime, zni: ProC je odhaleni vztahu

,.krajni ¢isla kazdého obdélniku 4 X 1 jsou nutné stejni* (*)
tak naro¢né a ridké?

Na prvni pohled nemaji obé polozené otazky nic spoleéného. Podrobnéjsi analyza ale
ukaze, ze je zde velice duleZita spolecna pfi¢ina obou uvedenych jevi.

VYCHOZI EXPERIMENT

K uvaham, které zde uvadime, nds dovedl néasledujici experiment, ve kterém se
respondent choval velice prekvapivé. Experiment jsme uskutecnili spolecné s J. Sleza-
kovou.

PRIBEH 1.
Dva 74ci druhého ro¢niku zdkladni Skoly, Mirek a Sldvek, ktefi patii k nejlepSim
v matematice ve tfid€, individualné fesili nasledujici sérii Ctyf uloh:
Do dvou prazdnych okének dopli dvé Cisla tak, aby soucet tfi levych Cisel a tii
pravych Cisel byl pokazdé 9.
214 117 5 a 2 3

KdyZ Zaci u prvni z dloh pochopili zadani, vytesSili dal$i dvé dlohy bez problémi.
Problémy nastaly u tfeti tlohy. Navzdory naSemu o¢ekévani, Ze zdhy objevi nefesitelnost
ulohy, oba Z4ci soustfedéné dosti dlouho hledali feSeni. Nakonec se rozhodli, Ze to vyftesi
doma. Po tydnu jsme se opét s Mirkem sesli a on ndm sdélil, Ze jeho maminka fekla, Ze
uloha nema smysl. Presto se opét pustil do hledani feSeni. Nakonec zklamané tekl, Ze to
reSit neumi.

Prenesli jsme tedy ulohy do manipulativniho kontextu. Na levou stranu lavice jsme
dali listek s ¢islem 2 a na pravou listek s ¢islem 3. Mirek dostal do ruky dva prdzdné
listky. Pozadali jsme jej, aby na kazdy listek napsal jedno Cislo tak, aby soucet téchto
dvou disel s ¢islem na levé strané lavice byl 9 a soucet téchto dvou cisel s Cislem na
pravé strané lavice byl 9. Po Ctyfech neuspé€Snych pokusech Mirek znechucené fekl, ze
to neumi.

Pak dostal jen jeden prazdny listek a byl vyzvan, aby napsal na listek jedno ¢islo tak,
Ze jeho soucet s Cislem na levé strané€ lavice bude 9 a jeho soucet s ¢islem na pravé strané
lavice bude téz 9. Tentokrat Mirek jiZ po dvou pokusech tekl, Ze to se ned4, ze tady bude
pokazdé o 1 vic.

Jak vysvétlime Mirkovo prekvapivé chovani? Podle naseho nézoru v jeho védomi
zatim neni vybudovano schéma souctu. Jinak feceno, znaménko ,,+“ vnima jako prikaz
k ¢innosti ,,secti*, nikoli jako znak, ktery je soucasti vazby 2+ 3 = 5. Podobné i u naseho
reSeni uloh 1 a 2 jsme slovo ,,soucet* vnimali jako ¢innost s¢itani, nikoli jako prvek
schématu. Posledni termin osvétlime.
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SCHEMA V BEZNEM ZIVOTE

Nejprve termin schéma predstavime v oblasti vné matematiky a az pozdéji se zamé-
fime na schéma v matematice.

Predstavte si, Ze se vas nékdo zeptd, kolik mate ve svém byté/domé a) kobercd,
b) dvéri, ¢) lamp, d) oken, e) obrazi ... Asi zaddné z téchto Cisel nefeknete ihned, ale
ke kazdému se dopracujete. Budete v duchu prochazet svym obydlim, z mistnosti do
mistnosti, a budete pocitat koberce, dvere, lampy, okna, obrazy ... To mizete udélat
proto, Ze ve védomi mate uloZeno schéma svého bytu. Vysledek nefeknete ihned, ale
najdete jej zcela bezpecné.

Podobné je v nasem védomi uloZeno schéma supermarketu, v némz béZné nakupu-
jeme, nebo schéma ulic, namésti, parkt a dileZitych budov mésta, v némz bydlime, ale
i rozmisténi Zaka v lavicich ve tfid€, v niz u¢ime, nebo rodokmen nasi rodiny.

V uvedenych pfipadech se schéma v naSem védomi vytvafi na zédkladé opakované
evidence. Obé tato slova jsou dileZzitd. Prvni potvrzuje i stard latinskd moudrost repe-
titio est mater studiorum (opakovani je matkou moudrosti). Je jasné, Ze ¢im Castéji do
supermarketu chodime, tim 1€pe jej zndme. Na druhé strané nékteré regaly obchodu
nezname skoro vibec, i kdyZ jsme je jiz vidéli mnohokrét. Je to proto, Ze o zboZi zde
vystavené nejevime zdjem, a tedy jej neevidujeme. Naopak regdl, ve kterém hledame
Casto (napiiklad riznd koteni), zndme tak dobie, Ze kdyz fenykl pfemisti s peprem, ihned
to pozname.

Majitelé obchodnich fetézci se snaZi, aby vSechny jejich prodejny byly sestaveny
podle stejného planu, aby se ve védomi zdkaznika schéma vytvorené v prodejné A dalo
pouzit i v prodejné B tohoto fetézce. Tak je vétsi nadéje, Ze zdkaznik plijde praveé sem
a ne ke konkurenci.

SCHEMA V MATEMATICE

Maém-li jasnou predstavu Ctverce, nemusim si pamatovat, Ze jeho obsah je strana na
druhou, obvod Ctyfikrat strana, Ze uhlopficky Ctverce jsou na sebe kolmé, . . .. Nemam-li
tu predstavu, vSechno toto a jesté¢ mnoho dalSiho si pamatovat musim a stejné nedokazi
tvofivé se ¢tvercem pracovat.

ULOHA 3 (DIAGNOSTICKA)

Je dan ctvrtkruh SAB. Na kruznicovém oblouku AB je dan bod M, jehoZ kolmé
priméty na dsecku S A, resp. SB oznacime U, resp. V. Vime, Ze |SA} =6c¢cm, |SU ’ =
= 2 cm. Najdéte délku asecky UV'.

Méam-li predstavu pojmu procento, nemusim si pamatovat tii zdkladni vzorecky

p = 100c/z, z = 100¢/p, ¢ = zp/100.

Jestlize mi ta predstava schazi, pak si vzorecky pamatovat musim a stejné nebudu

schopen s pojmem procento tvoriveé pracovat.
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ULOHA 4 (DIAGNOSTICKA)

Z dédictvi 1 000 000 K¢ dostal prvni podilnik p % a druhy ze zbytku (p + 5) %. Oba
dostali stejné. Kolik to bylo?

ULOHA 5 (DIAGNOSTICKA)

V rovnoramenném trojihelniku s dhly «, 3 = -y plati: velikost Ghlu « je rovna 160 %
velikosti thlu (3. Jak veliké ihly ma trojihelnik?

ULOHA 6 (DIAGNOSTICKA)

V trojuhelniku plati: velikost nejvétStho uhlu je 250 % velikosti nejmensiho thlu
a velikost prostfedniho thlu je rovna 3/7 velikosti souctu dvou zbylych uhla. Jak veliké
uhly ma trojihelnik?

ULOHA 7 (DIAGNOSTICKA — RESIT POUZE V PREDSTAVE, BEZ PAPIRU)

Velikost nejmensiho uhlu rovnoramenného trojihelniku je rovna 20 % velikosti souctu
zbylych dvou uhla. Jak veliké thly ma trojihelnik?

Iustrace ukazuji, Ze zdkladem porozuméni matematice neni ani znalost algoritma, ani
znalost vzorecCkt, ale znalost schémat. Toto schéma vznika ze zkuSenosti, které zak nabyva
konkrétnimi ¢innostmi. V soucasné terminologii: zak ¢innostmi ziskava konkrétni dilci
zkuSenosti — izolované modely — a z nich si pak zobectiovanim vytvaii model genericky,
ktery mu zajiStuje vhled do dané situace. Blize viz [1]. Pfitom

kvalita schématu zdvisi na riiznorodosti prostiedi, v nichZ je schéma uhnizdéno.*

Uvedeny poznatek, ktery byl v naSich studiich latentné pfitomen jiz pied 30 lety, je
zde poprvé jasné artikulovan. Je vychozim didaktickym voditkem pfi tvorbé ucebnic pro
nakladatelstvi Fraus autorskou trojici D. Jirotkova, J. Slezakova a M. Hejny.

Tedy znat dobte ,,Ctverec* znamend mit zkuSenosti se ¢tvercem modelovanym sir-
kami, vytvorenym skladanim papiru, nakresleném na Cistém papite, nakresleném v rtiz-
nych polohach na ¢tvereCkovaném papite, se ¢tvercem vepsanym do kruZnice, pohybu-
jicim se Ctvercem, Ctvercem jako sténou krychle, ... Podobné znat dobie ,,procento®,
znamend mit zkusenosti s procenty v oblasti penéz, délek, obsahti, objemt, uhla, teploty
atd.; navic zde je nutno mit zkuSenosti s propojenim jazyka procent na jazyk zlomka
a desetinnych cisel.

SCHEMA VERSUS PROCEDURA

Snaha o oslabeni procedur a obohaceni schémat ve vyuce matematiky neni ani tak
zménou obsahu jako zménou metod. Jestlize proceduralné orientovand didaktika zdi-
raznuje nacvik a utvrzovani riznych resitelskych postupti, vyuka schémat je zaloZena
na zcela jiné metod€. Dobre ji porozumime, kdyz se vratime k ilustraci s nasim bytem

4Termin ,,uhnizdény poznatek* (nested knowledge) je pfevzat z teorie abstrakce T. Dreyfuse.
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a polozime si otazku, jak jsme se naucili schéma naSeho bytu. Zjistime, Ze my jsme se
to schéma viibec neucili. My jsme se v byté stale pohybovali, na jednotlivé objekty bytu
Jjsme tu vice a tu méné zamérili pozornost a po jist€ dobé jsme v predstavé méli cely byt
1 vSechny jeho pro nds podstatné objekty.

Kdyby nds né¢kdo pfimél k tomu, abychom se byt udili systematicky: prvni tyden den
po dni bychom opakovali rozmisténi vSech objektii v kuchyni, dal$ich 10 dni v obyvacim
by asi vysledek takového uceni se méné ucinny nez vysledek uceni bytu tim, Ze v ném
zijeme. Takové systematické uceni by na jedné stran€ bylo mélo zajimavé a pro mnohé
svym tlakem i frustrujici. Smysl této prace by asi nikdo nechépal. Na druhé strané by
systematicky ziskané poznatky byly uloZzeny v naSem védomi nikoli v souladu se Zivotem,
ale uméle, bez ptirozeného fadu Zivota.

Metafora, se kterou zde pracujeme, je podle naSich zkuSenosti vérna. Pocitdni mnoha
uloh na s¢itani a od¢itdni dvou malych ¢isel v prvnim ro¢niku, feSeni tloh na dpravu
algebraického vyrazu v sedmém ro¢niku i nacvik derivovéani v prvnim rocniku na vysoké
Skole je ¢innost nezdZivnd, pro tvofivé Zaky imornd a pro pomalé Zaky frustrujici.

Nas navrh orientovat vyuku matematiky na schémata je zaloZzen na tom, zZe Zak je
postupné seznamovan s riznymi prostfedimi a v nich jsou mu pfedkladany rizné dlohy
tak, aby jejich feSeni prispivalo k postupnému budovéni piisluSného schématu. Pfitom
nutno volit takova prostfedi, kterd umoZziiuji vyraznou variabilitu problematiky co do
narocnosti, aby zde jak matematicky slabsi, tak 1 vyspélejsi zdk mohl najit pro sebe
pfimétené tlohy, jejichZ feSeni bude sice vyZadovat intelektudlni usili, ale bude tispésné.

SCHEMA ADITIVNI TRIADY

I kdyz se v dalSim zaméfime na matematicky jednoduchy jev s¢itani a souctu, jsou
naSe uvahy dobie aplikovatelné 1 na dalSi oblasti Skolské matematiky.

Terminem aditivni tridda v Gzkém strukturdlnim slova smyslu (jak jej zavedli Cernek
a Repas v [2]) rozumime trojici Cisel, z nichz jedno je sou¢tem dalSich dvou. Napriklad
(2, 5, 3).

Predstavu, kterd o triddé vznika ve védomi zdka, budeme nazyvat schéma triddy. Je
to komplexni prfedstava, kterd v sobé zahrnuje jak strukturdini (pracujici pouze s Cisly),
tak i sémantické (propojené na Zivotni zkuSenosti zaka) generické modely. Zdk, ktery ma
plné vytvoreno schéma triady, dokéaze
a) v jakémkoliv kontextu nahradit dvojici Cisel triady Cislem tfetim a
b) s triddou pracovat jako s celkem.

Mirek v pfibéhu 1 nedokdzal v popsaném kontextu nahradit dvojici Cisel jejich souc-
tem. I kdyz umi jiz scitat a odcitat od tisice (a mozna 1 vice), v jeho védomi jesté
schéma aditivni triddy vytvoreno v dané dobé nebylo. Z poznatku, ktery jsme vySe na-
psali kurzivou, vyplyv4, Ze schéma triddy si chlapec vytvofi zkuSenostmi s operaci s¢itani
v riiznorodych prostfedich. V dal$im ukdzeme dvé strukturdlni a jedno sémantické pro-



12 M. Hejny: Proc¢ Zdci mdlo rozumi podstaté scitani a odcitani a jaké to md dusledky

sttedi. Ve vySe zminénych ucebnicich je jiz v prvnim ro¢niku zavedeno 12 takovych
prostiedi.

V dalSim zaméfime pozornost na standardni strukturdlni prostfedi, v nichZ se tridda
objevuje.

STANDARDNI STRUKTURALNI PROSTREDI

Zapisy typu 2 4+ 3 = 5 nebo 5 — 2 = 3 vnimame nikoli jako vztahy, jako triady, ale
jako vysledky operaci s¢itdni (2 + 3 =7) a od¢&itani (5 — 2 =7). Stejné i pozdé&ji, kdyz
vstupni Cisla jsou psdna pod sebou, je prisluSny zapis vniman jako operace. Proto tyto
zapisy nepovazujeme za modely schématu triady.

K budovani predstavy triddy spiSe prispivaji ulohy typu 2+7 = 5 a 5—7 = 3.
I zde ale pfevldda vnimani proceduralni. Prvni tlohu fe$i zaci dopocitdvanim a druhou
odpocitavanim. Teprve ulohy typu ? + 3 = 5a ? — 2 = 3, které Zaci fe$i metodou
pokus-omyl, prispivaji k budovani schématu triddy. Je zajimavé, jak na tyto ulohy hledi
néktefi ucitelé.

PRIBEH 2.

Skupina osmi ucitelli 1. stupné zakladni Skoly posuzovala didaktickou vhodnost tloh
typu? +3 =5a? — 2 = 3. Kolegyné Slavka fekla: ,,Nemam je rada, protoZe vedou
zéky k povrchnosti; zaci tyto ulohy nefesi, ale vysledek hadaji.* Kolegyné Radka ji
oponovala vlastni dobrou zkuSenosti: ,,Hele, kdyZ je nauci§ pravidlo, jak tlohy cislem
resit, je po problémech.* Na nasi prosbu Radka své pravidlo prozradila: ,,Kdyz hleddm
prvni ¢islo, tak zménim znaménko. Tedy dlohu 7 + 3 = 5, ve kterém je znaménko ,,+*,
feSim od¢itanim, tedy 5 — 3 = 2 a tlohu ? — 2 = 3, ve které je znaménko ,,—*, feSim
s¢itanim 2 4+ 3 = 5. Slavka na to chvili hledéla, a pak fekla, ze je to chytré, ze to téz
své zaky nauci. Na nas dotaz, zda z4ci védi, proC se tak pocitq, Radka tekla: ,,V prvni
a druhé tfid€ z4aci nevi, proc to funguje, ale pozd€ji na to sami prijdou.*

PRIBEH 3.

V testu v (dnesni) sext€ gymndzia byla ddna rovnice: ’ ’:U — 1| — 1| = 1. Resenf zdka
MiloSe: Nad vyrazem ‘x — 1‘ byla svorka a u ni pismeno y. K tomu text:

bod y je od 1 vzdileny 1 = y = 0, 2, teda

bod z je od 1 vzdileny 0 = z =1

bod = je od 1 vzdileny 2 = = = —1,3

I = —1,561 = 1,5(31 = 3.

Byl jsem v kabineté, kde kolegyné pisemku opravovala. Obratila se na mne s otdzkou,
zda bych za takové feSeni dal plny pocet 6 bodi. Odpoveédél jsem kladné. Ona ale
pochybovala. StéZovala si, Ze Milos, i1 kdyZ je v matematice dobry, musi stidle néco
vymyslet, aby ji potrapil. Pak zapochybovala, zda miiZe napsat, Ze y je bod, a zda
dokézal, Ze jiné feSeni neexistuji.
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Oba posledni pribéhy ukazuji, Ze néktefi ucitelé za korektni a pln€ legalni reSitelské
postupy povazuji pouze procedury a algoritmy a na feSeni pomoci schémat, ktera vznikaji
namnoze pouzitim metody pokus-omyl, hledi s nedivérou. Domnivame se, Ze pravé
toto pedagogické presvédceni znacné Casti ucitelské obce je vdznou piicinou nizkého
porozuméni matematice mnoha nasich zaki. Je to totiz pravé metoda pokus-omyl, kterd
nejcastéji pomuze zakovi ziskat vhled do dané situace, a tedy porozumét algoritmu, ktery
pouziva.

Proto se pokousime nabidnout uliteliim takové pfistupy k dlohdm, v nichZ neni
reSitelsky algoritmus na zacitku poznéavaciho procesu, ale na jeho konci. Struéné lze
navrhovany didakticky postup popsat jako posloupnost péti krokii:

problém — jeho feSeni metodou pokus-omyl — odhaleni schématu — pouZiti schématu
k feSeni daného problému — odhaleni obecného algoritmu (**)

DVE NESTANDARDNI STRUKTURALNI PROSTREDI

Prvni z niZe uvedenych nestandardnich strukturdlnich prostiedi je zndmé, ale snazime
se ukdzat na jeho dal$i didaktické moZnosti. Druhé prostiedi je nase ptivodni.

PROSTREDI TROJUHELNIK (PYRAMIDA)

Ptipomeneme, Ze souctovym trojithelnikem rozumime soubor Sesti, resp. deseti oken
usporadanych do tvaru trojihelnika.’> Pfitom v kazdém okné je pravé jedno &islo a plati,
7e pod kaZdymi dvéma sousednimi cisly leZi jejich soucet.

Piiklady souctovych trojihelnikli vidime na obrdzcich 1la a 2a. Podle poctu oken
v horni fadce je budeme nazyvat 3-trojithelnik a 4-trojiihelnik. Je ziejmé, jak vypada n-
trojuhelnik pron = 5,n = 6, ... Obecné, pomoci pismen, jsou n-trojuhelniky pro n = 3
an = 4 zapsany na obrdzcich 1b a 2b. Vedle kazdého z trojihelniki je soupis vsech jeho
zdkladnich vazeb (1) — (3), resp. (4) — (9). V nich jsou vypsany vSechny sousedni dvojice
daného trojuhelnika.

4 ? 3 a b c Zakladni vazby jsou tit:
6 g d e at+tb=d (1)
b+c=e (2)
11 I d+e=f (3)
Obr. 1a Obr. 1b

Ulohy, v nichZ je v n—trojihelniku ddno n vhodnych &isel a zbylych n(n — 1)/2
Cisel je nutno najit, jsou dobfe znamé. Nékolika tlohami chceme naznacit méné znamé
mozZnosti tohoto prostiedi.

>Viz také napf. Kubinovd & Stehlikova (2002).
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Zakladnich vazeb je fest:

1-2
—
s

a b C d

- - at+b=e (4)
> 12 e | fleg b+c=f (5
g8 | 12 ho| i ctd=g (6
- frg=i  ®
h+i=j 9
Obr. 2a Obr. 2b
ULOHA 8

Ve 4-trojuhelniku zndme tfi rohova Cisla a, d, j. Z této znalosti umime urcit jedno
dalsi Cislo. Které? D4 se uvedeny vysledek zobecnit na n-trojihelnik?

ULOHA 9

Ve 4-trojihelniku je b = 0 a v dalSich 8 oknech trojihelnika jsou ¢isla 1, 1, 1, 2, 3, 4,
4, 8. Jaké je posledni, zatim nezndmé Cislo?

ULOHA 10
Kolika riznymi zptsoby Ize doplnit 3-trojihelnik, kdyZ zndme Cislo f a plati a < ¢?
ULoHA 11

Oznacme v 3-trojuhelniku u soucet vSech 6 Cisel av = a + b + ¢ soucet Cisel horniho
radku. Dokazte, ze pak nutné 3v < u < 4. Toto tvrzeni zobecnéte pro n-trojuhelnik.

ULOHA 12

V linedrni algebie zavadime pojem skupina linedrné zdvislych / nezdvislych vektori.
Porozuméni témto pojmim lIze pripravit vhodnou sérii tloh v prostfedi n-trojihelnikd,
kdyz zavedeme tuto definici:

Definice. Rekneme, Ze skupina &isel (oken) v n—trojihelniku je zdvisld, jestlize 1ze
jedno z téchto Cisel vypocist ze zbyvajicich pomoci zakladnich vazeb n—trojuhelnika.
Skupina, kterd neni zavisl4, se nazyva nezdvislou.

Vytvorte takovou sérii tloh.

PROSTREDI SOUSEDE

Jedno nestandardni prostiedi, které pochdzi z nasi dilny, bylo uvedeno ulohou 2
a didakticky rozvedeno v piibéhu 1. Toto prostfedi jsme nazvali Sousedé. Jeho prvnim
edukacnim cilem je vést zaky, prostfednictvim vhodné volenych uloh, k odhaleni po-
znatku (*), ktery méd schématicky charakter. Na zdkladé¢ poznatku (*) je moZné feSit
nejen ulohu 2, ale vS§echny podobné ulohy algoritmicky. Algoritmus je jednoduchy a ma
dva kroky:
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1. kazdé cislo, které se v ¢tvereCkovém pravouhelniku vyskytuje, piepiS do vSech oken,
kterd jsou od daného okna vzdalena o 3, 6, 9, . .. oken ve svislém nebo vodorovném
sméru; operaci pak zopakuj se vSemi okny, kterd jsi pravé vyplnil;

2. prazdna okna dopocite;.

To, zda dany z4dk umi, nebo neumi poznatek (*) k feSeni uloh daného typu pouzit, je
nepodstatné. Podstatné je, jak se k poznatku dostal. KdyZ jej objevil sam, ziskal tim
tii posuny ve svém intelektudlnim ristu. Na kognitivni drovni je to objev schématu
a nasledné i algoritmu. Na meta-kognitivni trovni je to nartist schopnosti objevovat
schémata. Na osobnostni hladin€ je to radost z vlastniho vykonu provazena nartistem
sebevédomi a zvySenim motivovanosti k objevovéani.

Je jasné, Ze ve tiidé€ jen maly pocet Zakli objevi schéma samostatné. VEtSina zaku to
od nich pfevezme. Ale i tito maji z prevzatého poznatku daleko vétsi uzitek, nez kdyby
jim byl poznatek sdélen ucitelem. Pfedevsim, a to je rozhodujici, tim, Ze se sami o objev
pokouseli a mozna 1 jisté jeho zarodky jiz uvid€li, jsou pripraveni na jeho prijeti — citi
potiebu tento poznatek mit. Dale, poznatek k nim nepfiSel v hotové vycizelované formé,
kterou si mohou pouze pokorné ulozit do paméti, ale ve formé€ nehotové, ndznakové a oni
sami, pfipadné v diskusi se spoluziky si tento poznatek interiorizuji.

Mohlo by se zdat, Ze objevenim pravidla (¥) je prostiedi Sousedii didakticky ukon-
¢eno. Neni tomu tak, nebot’ v prostfedi Sousedé je mozné formulovat mnohé dalsi tlohy

Vo 24

nakresleny na ¢tvereCkovaném papiru sklddajici se z konecného poctu Ctvercti, pficemz
v kazdém cCtverci je jedno Cislo a soucet vsSech tfi Cisel v kazdém obdélniku 3 x 1, ktery
cely lezi v daném tutvaru, ma predepsany soucet s. Naptiklad u tlohy 2 je onim utvarem
Ctverec 5 X 5 a soulet s = 6. Nasledujici uloha je ilustraci naro¢néjSich uloh z prostfedi

Sousedé.

ULOHA 13

Je dano pfirozené Cislo s a pravouhelnik o rozmérech m X n na ctvereCkovaném papite.
Pravouhelnik je vyplnén Cisly tak, Ze tvofi ttvar sousedd se souctem s. Oznacme S soucet
vSech ¢isel v pravodhelniku. Jakych hodnot miZe ¢islo S nabyvat, kdyz ¢isla m, n, s jsou
pevné dana?

SEMANTICKA PROSTREDI

Sémanticka prostfedi maji pii tvorbé schématu triddy vedouci postaveni, protoze
umoznuji vyuzit rozsdhlou Zivotni zkuSenost zZdka a pro vétSinu Zaki jsou motivacné
silnd. Prostiedi 1ze d€lit do tii skupin.

Dynamickd jsou prostiedi, v nichZ jsou vSechna tfi Cisla triddy reprezentovana jevy,
které probéhnou v ¢ase, odezni a neni je moZzné ddle smysloveé vnimat. Naptiklad dvakrat
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dupnu a tfikrat tlesknu a ptam se, kolik zvuki jsem vydal. Prace v tomto prostiedi prispiva
predevSim k budovani procesudlnich predstav. Podrobnéji viz [3].

Statickd jsou prostiedi, v nichZ jsou vSechna tf1 ¢isla reprezentovana jevy, které jsou
neménné, zZak se k nim muize kdykoli vratit. Napriklad dvé modré kulicky a tii Cervené
kulicky lezici v misce a ptame se, kolik je zde kuli¢ek dohromady. Prace v tomto prostiedi
prispiva predevsim k budovani konceptudlnich pfedstav. Podrobné&;ji viz [4].

Staticko-dynamickd jsou prostiedi, v nichz aspoi jedno ¢islo je reprezentovano jevem
statickym a aspon jedno jevem dynamickym. Napiiklad na jedné misce jsou 2 kulicky
a na druhou, kterd neni vidét, postupné hodime 3 kulicky, pficemZz kazda pti dopadu
cinkne. Otdzka zni, kolik kulicek je na obou miskach.
pusobi zaktim zakladnich i stfednich $kol znacné potize. Dvé tlohy ilustruji tento pripad.
ULoHA 14

Maminka pridala Ivé do prasitka 5 korun a Iva si z néj vybrala 3 koruny. Pfibylo,
nebo ubylo v prasiatku penéz? Kolik?

ULOHA 15

V tnoru zlevnily svetry o 15 % a v bfeznu se o 10 % ceny svetrii zvySily. Jak se
celkové zménila cena svetrti?

U obou téchto tuloh se fesitelé Casto dozaduji zachytného bodu: kolik korun bylo
puvodné v prasatku, resp. jakd byla ptivodni cena svetrd? Potiz, kterou feSitelé maji
s feSenim téchto uloh, je zplisobena skutecnosti, Ze v ¢isle jako operatoru jsou virtudlné
pritomna dvé dalsi ¢isla: vychozi a koncové. Jsme presvédcCeni, Ze schopnost zaki fesit
dynamické dlohy se zvysi, kdyz zdky jizZ od prvni tfidy budeme seznamovat s aditivni
trojici tvofenou operatory.

V dalS$im predstavime nejzdarilejSi z dynamickych prostiedi, které jsme zatim zkou-
Seli. Je to prostiedi Krokovani, které buduje aditivni triddu v tom nejnaro¢néjSim séman-
tickém kontextu, v kontextu operatort. Podrobnéji viz [3].

PROSTREDI KROKOVANI

Kdyz zék na povel udélej tvi kroky! udéla 3 kroky, odehraje se néco, co po akci zanika.
Kdyby ted nékdo vstoupil do tfidy, nevédél by, co se zde odehralo. Zik, ktery krokoval,
zménil svoji pozici. Podstatné u krokovani jsou tfi véci:

1. povel i kroky jsou pomijivé,
2. cisla jsou zde ve funkci operatorq,
3. potieba virtudlnich stavii nebo adres zde neni naléhava.

ZkuSenosti, které zde Zaci ziskaji, jsou zdkladem jejich schopnosti pracovat s operatory.
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ETAPA PRVNI (POUZE SLOVA A KROKY)

Dva 7Zaci, Eva a Adam, stoji bok po boku u jedné znacky. Ucitelka veli: ,,Evo, dva
kroky, pak tii kroky, za¢ni ted!*. Tfida do rytmu pocitd ,,jeden, dva — jeden, dva tfi“. Pak
ucitel vyzve tfidu, aby dala Adamovi jednodilny povel, aby hoch opét stéal vedle Evy.
Urceny zédk veli: ,,Adame, pét krokd, za¢ni ted’!* Adam odpochoduje. Opét jsou obé déti
bok po boku. Je vidét, ze 2 kroky a 3 kroky je 5 krokii.

Problémy, které se zde objevi, spocivaji v rizné délce krokt jednotlivych zaka. Proto
nutno udélat technické opatieni.

ETAPA DRUHA (PRIBUDOU ZNACKY)

Na podlahu polozime fadu znacek, sousedni jsou vzddleny jeden détsky krok. To
pomtze odstranit chyby zptisobené riznou délkou krokt jednotlivych Zakii. Znacky ale
prinasi do prostiedi i staticky prvek — 1ze je vidét stdle, nezanikaji.

Uloha 2+ 3 =7 je snadnd. Ndroén&jii je tloha 24?7 = 5. U¢itel nejprve veli Adamovi
a hoch odkrokuje 5 kroki. Pak veli Evé: ,,Evo, dva kroky, pak “(ucitel udéla vyznamnou
pauzu a zaci védi, ze maji povel doplnit slovy) ,tfi kroky, za¢ni ted!*“ Eva odkrokuje,
stoji vedle Adama, tloha je vyfeSena. Ve védomi feSitele probéhne tento proces: fesitel
si predstavi, ze Eva jiz 2 kroky ud¢lala, a dopocita, kolik kroku jest¢ zbyva, aby byla
vedle Adama. Néktefi z4ci pfi tom ukazuji prstem na znacky na podlaze. Je jasné, Ze zde
znacCky fesiteli vyrazné pomahaji.

Nejnarocnéjsi je tloha 7 + 3 = 5. I zde Adam odkrokuje 5 krokt. Pak ucitel fekne:
,,Eve dame povel, aby opét stala vedle Adama. Povel bude mit dvé ¢asti. Prvni ¢ast musite
objevit vy, druhd ¢ast bude: ,,pak tfi kroky, za¢ni, ted!*.“ KdyZ jsme prostfedi krokovani
zavadéli ve druhém rocniku, jeden Zék objevil, Ze tuto tlohu lze prevést na predchozi:
nejprve v duchu odkrokujeme Eviny 3 kroky, a pak dopocitame do 5. Tento objev byl
vlastné odhalenim komutativity s¢itani v dynamickém prostredi.

ETAPA TRETI (KROKOVANI POZPATKU)

Zatim se chodilo pouze dopiedu. Ted zaéneme chodit i dozadu. Opét stoji chlapec
a divka vedle sebe a ucitel veli: ,,Evo, pét krokli dopredu, pak dva kroky dozadu, zacni
ted’!* Pak urCeny zak da povel Adamovi: ,,Adame, tfi kroky dopifedu, za¢ni, ted!* Adam
odkrokuje a dostane se k Evé. Tim je dloha je vyfeSena.

Krokovani dozadu otevira okno k zapornym ¢isltim, tedy k pojmim, k nimzZ staticka
prostiedi nevedou. U béZnych statickych prostfedi nelze zndzornit tlohu a) 2 — 3 =7 ani
ulohu b) —2 + 3 =7 V prvnim pfipadé je vysledkem zaporné ¢islo, které nelze znazornit
poctem, ve druhém piipadé je vysledek c¢islo kladné, ale prvni krok vypoctu je odebrani
a odebrat neni z ¢eho. Prostfedi krokovéni tyto ulohy zndzornit umi.

a) Zadanim je povel ,,Evo, dva kroky dopiedu, pak tfi kroky dozadu, za¢ni ted’!** a feSenim
je povel ,,Adame, jeden krok dozadu, zacni, ted’!*.
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b) Zadanim je povel ,,Evo, dva kroky dozadu, pak tii kroky dopfedu, za¢ni ted’!** a feSenim
je povel ,,Adame, jeden krok dopiedu, za¢ni, ted!*.

ETAPA CTVRTA (VYCHOZI ZNACKA)

Krokovat muaze i jeden zdk. KdyZ odkrokuje dvoudilny povel, vrati se na vychozi
znacku a najde jednodilny povel, kterym se dostane na stejnou znacku, na kterou jej poslal
predesly dvoudilny povel. U téchto uloh je nutné si pamatovat vychozi znacku. Abychom
si praci usnadnili, jednu ze znacek trvale ozna¢ime jako vychozi. Je dobré, kdyZ to
navrhnou Zaci jako vylepSeni procesu feSeni téchto uloh. Volba vychozi znacky je zarodek
predstavy Ciselné osy s vyznacenou nulou, kterd dé€li ¢isla na kladna a zdporna. Zatim
ale o téchto pojmech ucitel nemluvi. Zavedenim vychozi znacky se posilila statiCnost
prostiedi krokovani.

PISEMNY ZAPIS KROKOVANI

KdyZ uz ve tfidé krokujeme dva tydny, stavaji se povely, které vymysli Zaci sami,
dosti slozité. Vznikne potteba néjak si povely zaznamenat. (Totéz dé€lame 1 u jinych
nestalych ¢isel v Zivoté kolem nés: hodiny odbiji devatou, ale rucicky na ciferniku tuto
skute¢nost jesté aspon néjaky ¢as uchovavaji; v utkdni kopané padnou tfi goly a tabule
nad hfiStém tuto informaci uchovava.)

Zapsat krokovani znamena vytvorit vhodny jazyk. Zéci nejprve povely zapisuji, pak
st néktefi vytvori zkratky, naptiklad ,,3 dop 2 doz*“ znamend ,,3 kroky dopiedu, pak
2 kroky dozadu®. Po jisté dobé€ ucitel, jakoby mimodék, si na tabuli zaznamend néjaky
povel a pouZije k tomu Sipky. Vice z4ktl jazyk Sipek pochopi a néktefi jej zatnou ihned
pouzivat. Po jisté dobé tento jazyk pouziva (skoro) celé tfida. V jazyce Sipek se povel:

,,Adame, pét kroku, za¢ni ted’! zapiSe: A a povel: ,,Evo, tii1 kroky, pak dva
kroky, za¢ni ted!* zapi§eme takto: E bo—1-—,

V tomto jazyce pak tfi ulohy triady (2,3,5) maji nasledujici zapis:

uloha 3 + 2 =7 je zapsana vztahem — |,

dloha 3+7 = 5 je zapsdna vztahem ——1__l=——o—fy

[ ——
.

uloha 7 4+ 2 = 5 je zapsana vztahem |
Kroky dozadu zapisujeme Sipkou sméfujici doleva. Napiiklad povel ,,Evo, pét krokti

< ‘ Rovnostbh —2 =

e}

dopredu, pak dva kroky dozadu, za¢ni ted’! se zapiSe

= 3 je zapsana vztahem 2~ | << R ——

Vytvorfenim jazyka Sipek se prostfedi krokovani dostalo na vySsi uroven. UZ to neni
Cisté dynamické prostiedi, ale dynamické prostfedi se zdpisem. ZkuSenosti, které Zaci
ziskaji pri feSeni tloh o krokovani, a zeyména poznani, Ze pomijivé krokovani 1ze prevést
do trvalého Sipkového zapisu, je klicem k didaktickému feSeni problému, jak Zaky naucit
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resit ulohy s operdtory zmény. Naptiklad ulohu 14. Navic se zde 1 zdiznamem pripravuje
pojem zaporného Cisla, protoze povel =<1, z néhoz se pozdéji vytvoii Cislo —2, je
srozumitelny stejné jako povel ], z néhoz se pozdé&ji vytvori ¢islo +2. Skutecnost, Ze
chiize pozpatku neni béznd, neni piekazkou k budovani predstavy zaporného cisla.
Podobné jako u pfedchozich prostiedi i zde, u Krokovani, je mozné pokracovat i ve

Vv s

ULoHA 16

Do daného vztahu dopliite k£ Sipek tak, aby vztah byl pravdivy. Najdéte vSechna
resSeni:

@) —— =] | k=3,
(b) — =] [ — -\, k=4,
== [—]=] |, k= 5.

Dftive, nez uvedeme dalsi a posledni ulohu, zavedeme nové znaceni. Tu¢nym pismem

budeme oznacovat jisty pevny soubor Sipek. Napiiklad # =~ " Jnebo P = apod.
Pfi tomto znaceni plati napiiklad =B nebo o=}

ULoHA 17
Najdéte soubor Sipek x a soubor Sipek y tak, aby bylo:

() LY YT a soucasns XLy [x[v[x=1]

="--

I RIE e m———

(b) LA R a souéasnéb‘

ZAVER

Vysledky vyzkumu, které jsme vySe uvedli, nelze povazovat za definitivni, protoze
vyzkum stdle probiha a kazdy mésic pfinese nova zjisténi. Problematiku konzultujeme
s uciteli z praxe a jejich postrehy, naméty 1 kritické pfipominky jsou cennym prispévkem
k vyzkumu. Jsou to zejména kolegyn& Jitka Michnova, ZS Neratovice, a Kldra Nejedl4,
ZS Vodi¢kova, Praha, které nasi spolupraci vénovaly jiz mnoho &asu i energie, za coZ
jim dé€kujeme. Uvitadme i dalsi spolupracovniky z fad uciteli prvniho stupné.
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VZNIK ALGEBRAICKE]J SYMBOLIKY

LADISLAV KvAasz!

Vznik sucasnej algebraickej symboliky predstavuje zlozity proces tiahnuci sa mno-
hymi storo¢iami. Pri jeho skiimani si budeme v§imat niekolko aspektov, ktoré si dolezité
aj z hladiska didaktiky matematiky:

1. Aritmetika mocnin — spOsob, ako matematici oznacovali jednotliv€ mocniny ne-
znamej. Pre niZSie mocniny spravidla pouzivali Gplne odlisné slova (napr. al-Chwarizmi
pouzival Sai, mdl a kdab) ale oznaCenie vySSich mocnin neznamej uz vytvarali pomocou
pravidiel. NaSa symbolika oznacujica stupeii mocniny pravym hornym indexom (pétka
v 2°), pri¢om postupuje rovnakym principom pre niZSie aj pre vyssie mocniny, pochddza
az od Descarta.

2. Identita nezndmej — pokial sa rbzne mocniny tej istej neznamej oznacuji roznymi
slovami (ako napriklad sai, mdl a kdb), pricom ni¢ nenaznacuje, Ze ide o mocniny tej
istej nezndmej, je identita nezndmej dand len implicitne. To znamen4, Ze vieme, Ze ked
je Sai 7, je mdl 49. Symbolika vSak tuto informéciu nie je schopnd explicitne vyjadrit.
Preto sa takato symbolika hodi len na rovnice s jednou nezndmou. Idea, ze by symbolika
okrem stupfia mocniny neznamej, mala explicitne oznacovat aj jej identitu (pismeno x
v 2°), pochddza a7 od Viéta.

3. Odlisenie nezndamych a parametrov — teda idea, Ze aj koeficienty rovnic mozno
oznacit’ pismenami, a teda je mozné rieSenie rovnice zapisat' vo vS§eobecnom tvare, je tiez
neskord, pochddza az od Viéta.

4. Zavedenie znakov pre operdcie — spociatku sa aritmetické operdcie oznacovali
pismenami (zvacsa to boli prvé pismend slov, oznacujucich prislusné operacie). To robilo

'Katedra algebry, geometrie a didaktiky matematiky FMFI UK, Bratislava, KMDM PedF UK v Praze, kvasz @fmph.uniba.sk
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symboliku dost’' neprehladnou. Preto sa pozvolna presadzoval princip, podla ktorého pis-
mena su rezervované pre (r6zne) nezname ¢i parametre a operacie sa oznacuji pomocou
$pecidlnych typografickych znaciek ako + a podobne. Z tohto hladiska je pozoruhodny
osud znaku pre odmocninu, ktory zaviedol Regiomontanus v tvare velkého R od slova
radix. Michael Stifel preSiel k malému 7, pod ktoré pisal pismeno oznacujice, o ktoru
odmocninu ide. Nd§ symbol pre odmocniny, oznac¢ujici rdd odmocniny lavym hornym
indexom je aZ od Descarta.

PREHISTORIA ALGEBRY — DIOFANTOS Z ALEXANDRIE

Diofantos z Alexandrie 7il okolo roku 250 n4sho letopoctu a napisal dielo Aritmetika,
ktoré pozostavalo z 13 knih. V arabskom preklade sa dochovalo prvych 7 knih, z Byzancie
sa dochovalo 6 knih, a to prvé tri a tri neskorSie. V sucasnosti je tak z povodnych
13 knih zndmych 10. U Diofanta sa stretime s prvym variantom symboliky. Diofantos
zavadza znak pre nezndmu a jej mocniny, znak pre rovnost’ a znak pre odcitanie. VAcSinu
symbolov tvoria skratky zodpovedajice prvym pismendm gréckych terminov a pouZiva
princip vytvéarania vysSich mocnin skladanim (obr. 1).

jednothoy LLOV CLC I
neznarma (%) LU LD 0
pi BV CEpLG ity
yi wupac ek
yiod v CLL OBy CLS ATA
pidd Suv ok Uufoc AKY
yiud wufokufog YK
iz COLBLOTTOY o
1z SUV CLLO OOV £
= (Wnjuls 17
- Azimety A
Obr. 1

Existuje zasadny rozdiel medzi Diofantom a al-Chwarizmim. Al-Chwarizmi sa usiluje
vypracovat' vseobecné algoritmické postupy (tato Crta jeho diela je tak markantnd, Ze slovo
algoritmus vzniklo skomolenim jeho mena). Diofantos ulohy riesil pomocou trikov, co
priklad, to trik. Po vSeobecnejSich metddach nie je uiiho ani stopy.
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Uloha II, 8: ,RozloZ dany §tvorec na dva $tvorce. Nech je dané rozloZit' 16 na dva
Stvorce. Korenl jedného nech je x, korent druhého nech je nejaky nasobok x minus tolko
jednotiek, kol’ko je koren Cisla, ktoré mame rozlozit, nech je teda 2x — 4. Potom budu
oba Stvorce x? respektive 422 4 16 — 16x. Nakoniec chcem, aby ich siicet bol 16. Teda
je 5% + 16 — 16:[: = 16, Codava x = 16 . Bude to Stvorec jedného korena 156, ¢o je 22556,
a druhého korena 2 teda 1 144 . Skuska j Je zrejma.“

Bola to tato uloha, ktora podnietila Fermata, aby na okraj svojej képie Diofanto-
vej Aritmetiky poznamenal, Ze podobné vyjadrenie pre vySSie mocniny, teda rovnost
" +y" = 2" pre n > 2, uz nie je mozné. Nasiel pre to ,,skutoc¢ne Carovny dokaz*,
ale pre nedostatok miesta na okraji textu ho neuvedie. Odvtedy sa trapili generdcie ma-
tematikov, aby ho naSli, az sa to podarilo anglickému matematikovi Andrew Wilesovi.
Otéazka, ¢i moZzno Diofantovu symboliku prehlasit’'za zrod algebry, je problematicka, lebo
u Diofanta chybajii algebraické metddy uvaZovania. Pokial algebru povaZujeme za sibor
metod a nie za subor trikov, tak asi nie.

AL-CHWARIZMI A RIESENIE ROVNIC DRUHEHO STUPNA

Abui Abdallah Muhammad ibn Miisd al-Chwdrizmi al-MddZzist 71l priblizne v rokoch
780-850. O jeho Zivote nevieme skoro ni¢. Napisal knihu Kniha o s¢itani a odc¢itani podla
indického poctu (Kitab al-dZam wa-t-tafrigh bi-hiséb al-Hind), kde je vyloZena desiatkova
pozicnd sustava s nulou a su objasnené algoritmy pre aritmetické operécie v tejto sustave.
Dochovala sa v latinskom preklade ako Algorizmova kniha o praxi aritmetiky (Libro
algorismi de practica arismatrice) z polovice 12. storoc¢ia odkial’ skomolenim vzniklo
slovo algoritmus. Kniha obsahuje opis matematickych operacii podla indického vzoru:

,» Ak chces pripocitat’ ¢islo k ¢islu alebo odcitat’ Cislo od Cisla, postav obe ¢isla do
dvoch riadkov, t.J. jedno pod druhé, a nech je rad jednotiek pod radom jednotiek a rad
desiatok pod radom desiatok. Ak chces scitat’ obe ¢isla, teda pridat’ jedno k druhému, tak
pripocitaj kazdy rad k radu rovnakého druhu, ktory je nad nim, teda jednotky k jednotkdm,
desiatky k desiatkam. Ak v niektorom rade, t.j. v rdde jednotiek alebo desiatok, alebo
v niektorom inom sa zloZi desat, napiS miesto nich jednotku a presuii ju do vysSieho radu,
teda ak mas v prvom rade, ktory je rddom jednotiek, desat, urob z nich jednotku a posun
ju do radu desiatok, a tam bude oznacovat' desat. Ak z ¢isla nieco ostalo, €o je menej ako
desat’, alebo ak je samo C¢islo menej ako desat’, nechaj ho v tom istom rade. . . “

Vseobecny algoritmus potom ilustruje na priklade: ,,Aby sa to dalo l'ahSie pochopit’,
je nutné predviest’ to na priklade, a my to predvedieme troma spdsobmi, aby sa niekto
nezamotal v niektorom spdsobe. Takze zoberme lTubovolné ¢islo a povedzme napriklad:
postavme Sesttisic Styristo dvadsatdva v svojich rddoch a povedzme, Ze od nich chceme
odcitat tritisic dvesto jedendst. A tak postavime v prvom rade, ktory sa nachddza vpravo,
dva, v druhom dvadsat, v tretom Styristo, a v Stvrtom Sesttisic; postavime rovnako aj to
Cislo ktoré chceme odcitat’ od neho, pod nim podobnymi radmi takto: postavime jednotku
pod dvojku v prvom réde, . . .
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Al-Chwarizmi dorazne upozoriiuje, aby sa nezabudlo na zdpis nuly, aby sa neplietol
rad cifry. ,,Ak pri odc¢itani ni¢ neostane, napi§ maly krizok, aby miesto neostalo prazdne.
Kruzok musi zaujat’ to miesto, lebo inak by bolo menej miest a napriklad druhé by sme
povazovali za prvé.” Je vSak zaujimavé, Ze nulu nepovaZuje za cifru, lebo v texte stile
hovori o zdpise Cisel pomocou deviatich znakov. Nula je iba akasi znacka, podobne ako
desatinnd Ciarka.

Al-Chwérizmi napisal aj knihu Krdtka kniha o pocte algebry a al-muqgdbaly (Al-kitab
al-muchtasar fi hisab al-dZabr wa-1-mugdbala). Na tejto knihe je pozoruhodné, Ze nielenze
nepouziva symboliku, ale nepouziva dokonca ani znaky na oznacenie Cisel a uplne vSetko
vyjadruje slovne. Pre mocniny nezndmej ma terminy x — $ai (vec), 2 — mdl (majetok),
2% — kdb (kocka), x* je mdlmal, x° je kabmadl . . .

Prv ako sa pustil do rieSenia uloh, najprv ,,rovnicu‘ previedol na kanonicky tvar,
v ktorom vystupovali len kladné koeficienty a pri najvysSej mocnine bola jednotka. Aby
to dosiahol, pouzival operécie:

al-dzabr - ak na jednej strane rovnice vystupuju ¢leny, ktoré treba ubrat, tak sa k obom
strandm pripocita zodpovedajica hodnota

al-mugabala — ak vystupuji na oboch stranidch rovnaké mocniny, od¢ita sa mensi ¢len
na jednej strane od vicSieho na druhe;j

al-radd - ak je koeficient pri najvysSej mocnine rozny od jednotky, tak sa nim vydeli
celd rovnica

Nazov operacie al-dZabr, ktora je v titule traktate na prvom mieste, sa onedlho zacal
pouzivat’ na oznacenie celej nduky o rovniciach. V Eurdpe sa slovo algebra ako nizov
vedy objavuje uz v 14. storoci. Pri preberani algebraickej terminoldgie od Arabov boli
arabské ndzvy vyjadrené ich latinskymi ekvivalentmi, teda res pre sai (vec), census
pre mdl (majetok) a cubus pre kdb (kocku). Tato terminoldgia sa objavuje v prvych
talianskych pojednaniach o algebre zo 14. storocia.

Co je viak na al-Chwérizmiho pristupe zaujimavé, je, Ze po tom, ako slovne uvedie
formulu na rieSenie rovnice, geometricky dokazuje jej sprdavnost. Prax dokazovat alge-
braické formuly pomocou geometrie sa zachovala az po Cardana v polovici 16. storocia,
ktory podobne dokazuje svoje formuly na rieSenie rovnic treticho stupia.

Al-Chwirizmiho postup si ukdzeme na priklade rovnice 2> + 10z = 39, ktort pise
ako ,,Stvorec a desat’ jeho koreniov sa rovna tridsatdevit™. Jej rieSenie je: ,,Zober polovicu
poctu korenov, to jest pit, a vyndsob ju samu sebou, dostane§ dvadsatpat. Pridaj to
k tridsatdevit, dostanes SestdesiatStyri. Zober druhi odmocninu, alebo osem, a odc¢itaj
od nej polovicu po¢tu korenov, ¢o je pit. Vysledok tri je hladany koref.*

Tento postup sa vyznacuje explicitnou vseobecnostou. Pojmy Sai, mdl a kab umoznuju
dat’ postupu vieobecny charakter. Dal§i priklad uvedieme na ilustraciu algebraickych
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uprav: ,,Desat’ som rozdelil na dve Casti a tito som delil tou a ta touto, sucet toho je dva
dihramy a Sestina.*

V naSej symbolike ide o sustavu
U v 1
u+ v = 10, -+ —=2-
voou 6
ktoru substiticiou v = x a u = 10 — x mozno dosadenim do druhej rovnice previest na:

2 1
100 + 222 — 202 = 21595 — 26332 al-dZabr
1 2
100—|—46(1}2 = 41§x al-radd

24 + 22 = 10z

Al-Chwarizmi robi presne tieto kroky, ale v ¢isto verbdlnej podobe: ,,To bude dvadsat’
jedna veci a dve tretiny veci bez dvoch majetkov a jednej Sestiny, rovné sto a dvom
majetkom bez dvadsiatich veci. Al-dZabruj to a pridaj dva majetky a jednu Sestinu k sto
a dvom majetkom bez dvadsiatich veci a pridaj tych od sta a dvoch majetkov ubranych
dvadsat’ veci k dvadsat jednej veci a dvom tretindm veci. Tak si dostal sto a Styri majetky
a Sestinu majetku rovné Styridsat’ jednej veci a dvom tretindm veci. Al-radduj to . . .

RECEPCIA ARABSKEJ ALGEBRY V EUROPE

Znovudobytie (reconquista) Spanielska v 11. a 12. storo&f a najmi dobytie Toleda
r. 1085 otvorilo krestanom moZznost’ spoznat’ grécku ako aj arabskil matematiku z arab-
skych rukopisov. 12. storocie sa oznacuje ako storocie prekladania. V jeho priebehu
boli z arabCiny prelozené Euklidove Zdklady (1142), Apolloniove Conica, Ptolemaiov
Almagest, al-Chwarizmiho traktaty o aritmetike a algebre (1145), ako aj dalSie diela
z optiky, geometrie, astronomie a trigonometrie. Roku 1269 bol vydany uplny Archime-
dov korpus v latin¢ine. Kvalita tychto prekladov bola pomerne zI4, lebo prekladatelia
nerozumeli oblasti, o ktorej pojedndvalo prekladané dielo.

JOHANN MULLER REGIOMONTANUS (1436-1476)

Regiomontanus Studoval na univerzite v Lipsku a v rokoch 1450-1457 vo Viedni. Tu
roku 1456 pozoroval kométu, ktord bola neskor identifikovand ako Halleyova kométa.
Regiomontanus podnikol cestu po Taliansku — spoznal Rim, Bolognu, Ravennu, Padovu
a dalSie mestd, kde sa zoznamil s klasickymi dielami gréckej matematiky a astrondmie.
Roku 1467 po pobyte v Ostrihome u arcibiskupa prichddza do Bratislavy, kde sa zucastnil
na otvoreni Academie Istropolitana. V rokoch 1468—1471 pdsobil ako knihovnik na dvore
Mateja Korvina, kde opatroval grécke rukopisy kralovskej kniZnice.

Regiomontanus zaviedol symbolické oznacenie pre odmocninu, a vypracoval pravidla
na pocitanie s odmocninami. Z algebraickej operdcie odmociiovania sa stiva odmocnina.
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Toto malo velky vyznam pre dal$i rozvoj algebry. Regiomontanus oznacuje odmocninu
R od latinského radix (koren).

V8 pisal ako R de 8 7 pisal ako R cubica de 7

V Regiomontanovych dopisoch z r. 1463 je doloZené jedno z prvych pouZiti alge-
braickej symboliky v dejinach eur6pskej matematiky:

250" ig 25 — 2% et 100 ig 20"

250z — 252 = 22% + 100 — 20x

Nezndmu oznacuje r od latinského res (vec), druhii mocninu ¢ od latinského census

(odhad majetku). Neznamu piSe ako horny index. Operécie vypisuje slovne, kym pre znak
rovnosti pouziva vodorovniu ¢iaru, ktord mdZe symbolizovat rovnovahu ramien véh.

NICOLAS CHUQUET (1445-1500)

Nicolas Chuquet roku 1484 dokoncil svoju De triparti en la science des nombres
(Veda o &islach v troch Castiach). V jej uvode vysvetluje aritmetické operacie. Pre ¢iselné
ukony pouZziva slova plus (viac), moins (menej), multiplier (ndsobit) a partir (delit). Prvé
dve operécie oznacuje symbolmi p a m. Na jeho symbolike je zaujimavé, ze pre neznamu
nepouZiva ziaden symbol, iba jej stupeii uddva indexom pri koeficiente. Tak 4! znamena
4z, 4% oznacuje 422 a podobne. Konstantu v rovnici oznaduje indexom 0, takZe &islo 5
pise ako 5.

623 + 40? — 22 +3 = —H

63 p4?>m 2! p3° egaulx m5°

Na oznadenie korefia pouZiva pismeno R, ako Regiomontanus. Tak R?30 znamen4
v/ 30. Pouzival aj zdporné odmocniny.

4222 : 62° = T3
422 : 6° egaulx 73
Namiesto zatvoriek pouzival podCiarkovanie, takze tvrdil, Ze

R? 14 $R2180 egaulx 3 § R25 &ize \/14 + /180 = 3 + /5,

o ¢om sa mozno presved¢it’ umocnenim.

LucA PAcIOLI (1445-1517)

Pacioliho hlavné dielo Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportiona-
lita (Zhrnutie aritmetiky, geometrie, pomerov a imernosti) vyslo roku 1494 v Benatkach.
Symbolika sa zhoduje s Chuquetovou, s tym rozdielom, Ze pouziva pismeno c¢ od latin-
ského cosa (vec) pre nezndmu, a namiesto podciarkovania oznacuje Cleny stojace pod
spolo¢nou odmocninou pismenom V od universale. Teda

RV 35m R 50 35 — /50

Algebru nazval regula della cosa (pravidlo veci). Preto sa algebraicka Skola, ktora
preberé jeho symboliku, nazyva COSSISTI. Rozsirend bola v Nemecku v 16. storodi.
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JOHANNES WIDMANN (1462-1498)

Chebsky rodédk, pdsobil na univerzite v Lipsku. Roku /489 vydal Behende und
hiibsche Rechnung auf allen Kaufmanschaft (Rychle a pekné pocitanie pre kazdého
kupca). V nej su prvykrat vytlacené symboly + a —, ktorymi nahradil Chuquetove p
a m. Tym sprehladnil algebraickd symboliku, lebo pismend oslobodil od iilohy znakov
operdcii. Okrem toho sprehl'adnil zapis mocnin:

r .. r(res,vec) x? z (zenus, majetok) 3 ¢ (cubus, kocka)
zt .. oz .. rz 2% ... zzz
z’ czz ¥ ... 2z ¥ ... czzz

Algebru nazyva Regel Algebre oder Cosse, preberd Pacioliho chdpanie algebry ako
pravidiel nardbania s vecami: regula della cosa.

MICHAEL STIFEL (1487-1567)

Vystudoval teoldgiu a stal sa kazatelom. Spociatku ho zaujala ¢iselnd mystika. V nej
pokrocil tak daleko, Ze na 19. 10. 1533 predpovedal koniec sveta. To, Ze sa predpo-
ved nesplnila, ho natolko znechutilo, Ze zanevrel na ¢iselnd mystiku, zanechal kdzanie
a pOsobil ako profesor matematiky v Jene.

Napisal knihu Arithmetica integra (Uplna aritmetika), ktord vysla roku 7544. Stifel
uvadza pravidla na pocitanie so zapornymi ¢islami. Zdporné Cisla interpretuje ako Cisla
mensie neZ nula a preto —4 piSe ako 0 — 4. Vedla znakov + a — zavadza m pre nasobenie
(lat. multiplicatio) a d pre delenie (divisio). Mocniny nezndmej oznacuje podobne ako
Widmann, ale pouZiva kratSie vyjadrenia: R (res — velké pismeno ma preto, lebo malé
pouZiva na odmocninu), 7 (zensus), ¢ (cubus), 7z (zensi-zensus), zc (zensi-cubus), cc
(cubi-cubus). Odmocinovanie oznacuje Stylizovanym r (z lat. radix — korenl) v tvare V-

Pri druhej odmocnine pisal /z, pri tretej+/c, pri Stvrtej/z z.

32% + 42 — V5 + /325 = 0
3z +4R — \/25¢+ /325 equatur 0

Stifel skor nez sa pustil do rieSenia rovnice, najprv preniesol vSetky ¢leny na jednu
stranu. Tak vlastne spojil vsetkych 5 typov kvadratickych rovnic do jedinej vseobecnej
podoby vdaka tomu, Ze pripustil, aby koeficienty mohli byt’aj zdporné.

CARDANOVE FORMULY PRE RIESENIE ROVNICE TRETIEHO STUPNA

GIROLAMO CARDANO (1501-1576)

Roku 7545 vychadza v Norimbergu Cardanove dielo Ars Magna sive de Regulis
Algebracis (Velké umenie CiZe o zdkonoch algebry). Tato kniha obsahuje prvy vysledok
europskej matematiky, ktory prekracuje ramec znalosti antiky, rieSenie rovnic tretiecho
stupnia. Ide o rovnicu:
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,»De cubo et rebus aequalibus numero “
a spominané rieSenie ma tvar:

,Umocni na tretiu jednu tretinu poctu veci, pridaj k tomu Stvorec polovice Cisla
rovnice a vypocitaj druhi odmocninu z tohto celku. Toto zduplikuj a k jednej z dvoch
pridaj polovicu ¢isla rovnice a od druhej od¢itaj polovicu toho istého. Potom budeS mat’
binomium a jeho apotome. Potom od¢itaj tretiu odmocninu apotome od tretej odmocniny
binomia, zvysok, ktory ostane, je vec.*

Cardano pravidlo ilustruje na rovnici 23 4+ 62 = 20, ktorej rieSenie uddva ako:

»RV: cub: R: 108 p: 10 m: RV: cub: R: 108 m: 10“

kde RV znamena radix universalis. V naSej symbolike to je

{’/@HO—{’/\/@—M).

NICCOLO FONTANA-TARTAGLIA (1500-1557)

Uvedené pravidlo vSak neobjavil Cardano ale Tartaglia. UkdZeme si postup, ako asi
mohol Tartablia ndjst rieSenie rovnice typu
23+ br = c.

Pritom koeficienty boli konkrétne kladné Cisla. My si ich zapiSeme pomocou premennych
preto, aby lepSie vynikla Struktira postupu. Po viacerych pokusoch asi dospel k hypotéze,
Ze rieSenie bude tvaru

r = Ju— .

Ked tento vyraz umocnime na tretiu, dostaneme
2® = u — 3vVuPv + 3Vu? — v.
Dva prostredné ¢leny mozno prepisat’ do tvaru
—3vVu2v + 3Vur? = —39 uve,
a teda pre 2% dostdvame vyjadrenie
23 = u — 3Yuvr — v,

22 + 3V uvr = u — .

Ked tento vztah porovname s pdvodnou rovnicou, dostivame ststavu

b= 3vuv, c=u — . (D
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7. druhej rovnice st mézeme vyjadrit v = u — ¢, a dosadit’ do prvej. Takto dostaneme
b’ = 27u(u — c),

¢o je kvadraticka rovnica s neznamou u;:

b 3
2
— — — = 0
Uu uc (3)

Jej koreni dostaneme podla znameho vztahu v tvare

=5 G) )"

Neznamu v dostaneme v tvare

Riesenie rovnice x = /u — /v je potom

3 C+\/(C>2+ <v>3 3 c+\/<c>2+ (v)3

T2 2 3 2 2 3/
Vidime, Ze cely postup je zaloZeny na tom, Ze ,,uhddneme* tvar riesenia x = /u— /v
a hodnoty u a v uréime dodato¢ne. Tu vidime vyhodu jazyka algebry, ktory umoZziuje
tipovat, zZe vysledok bude mat urcity tvar (bude rozdielom dvoch tretich odmocnin),

a kedZe algebra je ,,regula della cosa“, méZeme s tymto vyjadrenim dalej pracovat, az
kym sa ndm nepodari urcit’ jeho konkrétnu hodnotu.

VYVIN ALGEBRAICKE]J SYMBOLIKY OD VIETA PO DESCARTA

Moderna algebraickd symbolika sa zrodila v dvoch variantoch. Prvy pochadzal od
Frangoisa Viéta a bol zaloZeny na pojme rozmernej veliiny. Dnes sa s nim moZeme
stretnit’ na strankach uéebnic fyziky. Druhy variant algebraickej symboliky pochddza od
Reného Descarta a zaklada sa na pojme bezrozmernej veli€iny.

FRANCOIS VIETE (1540-1603)

Jeho matematické idey zhfiia dielo In Artem Analyticam Isagoge (Uvod do analytic-
kého umenia). Slovo analyza v tej dobe oznaCovalo algebru. Knihu vydava po cCastiach
od roku 1591. Poddva v nej prehlad suvekej algebry. Jeho cielom bolo zjednotit’ rozne
postupy, ktoré sa pouzivali pri rieSeni rovnic. Algebra tak, ako ju sformoval Cardano,
spocivala v subore trikov, ktoré umoZziovali rieSit’ jednotlivé typy rovnic. Triky boli sfor-
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mulované vo vetach prirodzeného jazyka. Chybalo vSak porozumenie pre to, ¢o sa pri
tychto trikoch deje.

Viéteovou hlavnou inovéciou bolo, Ze zaviedol rozliSenie nezndmej a parametra. Aj
koeficienty rovnic zacal zapisovat’ pomocou pismen. Pre nezndme pouzival velké sa-
mohlasky A, F, I, O, U. Na oznacenie koeficientov rovnice pouzival spoluhlasky B,
C, D, F atd. Kazda veli¢ina mala rozmer. Zvlast uvddza rozmery mocnin nezndmej:
1-longitudo, 2-planum, 3-solidum, 4-plano-planum, 5-plano-solidum, 6-solido-solidum,
T-plano-plano-solidum, 8-plano-solido-solidum, 9-solido-solido-solidum; zv1ast koefici-
entov: 1-latus, 2-quadratum, 3-cubus, 4-quadrato-quadratum, 5-quadrato-cubus,
6-cubo-cubus, T-quadrato-quadrato-cubus, 8-quadrato-cubo-cubus, 9-cubo-cubo-cubus.
Explicitne uvddza rozmery iba po 9, ale poznamenava, zZe v prisluSnom rade mozno bez
obmedzenia pokracovat.

Viéte interpretuje svoje pismend ako veliciny. Rozmer kazdej veliCiny pisal slovne
za jej symbolom, napriklad A planum bola nezndma rozmeru dva, kym B cubus bol
parameter rozmeru tri. SCitat’ a odcitat’ bolo mozné iba veli¢iny rovnakej dimenzie,
pricom vysledok bola veli¢ina rovnakého rozmeru ako sucinitele. Pravidla pre ndsobenie
a delenie obsahovali aj zdkony o rozmeroch, ako napriklad

longitudo krat longitudo dava planum
solidum krét plano-solidum dava plano-solido-solidum

KedZe Viéte nepripistal zaporné mocniny veli¢in, pri deleni bolo eSte treba dbat’ na
symbolika komplikovand, urobil kvalitativny krok vpred. Vytvoril univerzdlny jazyk na
manipuldciu s vyrazmi. MoZno povedat, Ze tu sa rodi algebra v modernom chédpani. Viéte
s1 bol vyznamu svojho objavu plne vedomy. Hovori, Ze vytvoril novi vedu, umoZiiujicu
matematické objavy. Ako ukazku takéhoto objavu si ukdzeme jeden priklad:

Aplano addere Zquadratum

Bquadratum Gquadratum

Oportet

. GinA + BinZ
Summa erit - .
BinG

Sice toto odvodenie nepdsobi impozantne, ale je to prvy formdlny zdpis vS§eobecného
vztahu v dejindch matematiky. Az od Viéta je moZzné hovorit’ o vzorcoch v matematike,
o formulach vyjadrujicich rieSenie nejakého problému. Novd symbolika umoziiovala
vytvorit' v§eobecnii metodu na rieSenie vsetkych problémov. Pozostavala z troch krokov:

1. Vsetky veli¢iny ulohy, teda tie, ktoré pozname, aj tie, ktoré nepozname, treba oznacit
pismenami a ich vztahy treba vyjadrit pomocou rovnic.

2. Overit spravnost’ vyjadrenia tilohy pomocou rovnic.
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3. PrisluSné rovnice vyriesit’ a ndjst’ vyjadrenie nezname;j.

Overenie spravnosti vyjadrenia tlohy spocivalo v kontrole toho, ¢i prislu$né rovnice
spiiiajd princip homogenity. Svoju knihu kon&f Viéte optimistickym vyhldsenim o svojom
analytickom umenti: Ziaden problém neostane nevyrieseny.

Viétov systém mal aj viaceré nedostatky. V prvom rade je to slovné pisanie dimenzie
velicin. To malo za néasledok, Ze nepoznal zlomkové ani zdporné mocniny veli¢in, ¢o
ho niitilo ku komplikovanému zipisu takychto pripadov. Dalej, ked%e jeho pismend
nereprezentovali ¢isla ale dimenziondlne veli¢iny, sd v jeho systéme nemyslitelné zdaporné
alebo komplexné riesenia. Preto tlohy, ktoré vedu k takymto rieSeniam, musi obchddzat.

RENE DESCARTES (1594-1650)

Roku 1637 vydava Discours de la méthode, ktord obsahuje tri dodatky, Dioptriku,
Geometriu a Meteory, v ktorych Descartes ilustruje svoju filozoficki metédu. Z hladiska
dejin algebry ma prvorady vyznam Geometria. Descartes ukazuje, Ze problémy, ktoré
mozno skonStruovat’ pomocou kruzitka a pravitka, st ekvivalentné rovniciam druhého
stupria. Aby to ukazal, vysvetluje, ako sa aritmeticky kalkul vztahuje k operdciam geome-
trie. Pritom prekonal bariéru rozmernosti, ktora obmedzovala dovtedajSiu geometriu. Od
antiky az po Viéta bolo ndsobenie dvoch useciek interpretované ako plocha a ndsobenie
troch Useciek ako objem. Ale neexistovala Ziadna interpreticia pre sucin Styroch a viac
tse&iek. Descartes siicin iseciek dizky a a b interpretuje ako tisecku dizky ab. Vietky moc-
niny tsecky su opit’ useckou, a preto ich mozno porovnavat. Takto Descartes prekondva
komplikacie, ktoré pre Viéteov systém znamenal princip homogenity. Nepotreboval, aby
koeficienty dopliiali nezndamu vZdy na dimenziu najvyssieho stuptia, a mohol aj volne
delit'a odmocnovat. Az od Descarta mozZeme pisat rovnice v kanonickom tvare

2 4art+ b+ +dr+e=0.

Takéto formula bola pred Descartom nemyslitelna. MieSat’ dizky, plochy, objemy
s veli¢inami vySSej dimenzie nebolo mozné. AZ Descartes tym, Ze vSetky Cleny inter-
pretoval ako usecky, mohol nieco takéhoto napisat’. Pritom treba zd6raznit, Ze premenné
nepredstavuju Cisla ale isecky, pretoze pojem ¢isla bol v tej dobe prili§ obmedzeny.

Descartova symbolika je podstatne dokonalejSia nez Viéteova. Parametre tlohy ozna-
cuje malymi pismenami zo zaciatku abecedy (a, b, c), kym nezndme malymi pismenami
z jej konca (x, v, 2), a tato konvencia sa udrZzala dodnes. Mocniny piSe nie pomocou slov,
ako to robil Viéte, ale pomocou horného indexu, ako sa to robi podnes. Vynimku tvori iba
druhd mocnina, ktord Descartes pisal ako xz. VSetky pismend, ktoré pouzival, predsta-
vovali iba kladné veli¢iny. Na oznacenie zdpornych veli¢in pisal znamienko minus pred
pismeno. Od Descarta pochddza aj zvyk preniest’ vietky ¢leny rovnice na lavu stranu,
a na pravu stranu pisat’ len nulu. Descartes je prvy matematik, pri ¢itani ktorého nemame
problémy s pochopenim symboliky. T4 je takmer zhodnd s dneSnou symbolikou.
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ZAVER

U7 aj na takto stru¢nom nacrte histérie (podrobnejsie udaje a mnoho dalSieho mate-
ridlu mozno n4jst’ v literature uvedenej na konci prispevku) vidno, ako mnohovrstvova
Struktura je skondenzovand v naSej algebraickej symbolike. Cely rad r6znorodych kon-
vencii, z ktorych kazdy ma vlastni sémantiku a intuitivne zdzemie, sa zhusti do jednot-
ného kalkulu. Aby sa vSak tak roznorodé idey mohli spojit’ do jednotnej Struktiry, muselo
najprv dojst'’k vyprazdneniu ich obsahu. Lebo len v podobe prazdnych formdlnych schém
bolo mozné spojit’ idey, ktoré na intuitivnej trovni sd Casto nezldcitelné. Napriklad Viéte
mal dplne jasnd sémantickd predstavu o rozmeroch neznamej, ale kvoli tomu, aby sa dali
s¢itavat’ nezname rozneho stupiia (vo Viétovom chépani séitavat objemy s dizkami) a tak
dospiet’ k pojmu polynému, bolo treba sémantiku mocnin opustit’ a zachovat’ z nej iba
vyprazdnenu schému aritmetiky mocnin.

Toto je, zd4 sa, jednym z hlavnych problémov v didaktike algebry. Na jednej strane
pri vyuke algebry musime Ziakom sprostredkovat’ nazorné predstavy a sémantické poro-
zumenie algebraickym pojmom a symbolom. Ale na druhej strane im musime umoZnit’
sa od tejto sémantiky odputat, aby dokazali r6zne Casto protichodné prvky symboliky
spojit’do jedného celku. Preto v algebre, na rozdiel od geometrie, hra rozhodujicu ulohu
prave budovanie schém, t.j. Struktir, ktoré su nezdvislé od konkrétneho sémantického
ukotvenia a dokdzu ,,plavat™ v roznych s€émantikéch a tieto zjednocovat. Zd4 sa, Ze toto
oslobodzovanie sa od sémantiky, ktoré na dejinidch algebry moZzno pekne sledovat, je
fenomén, ktorého porozumenie je nosné aj z hl'adiska didaktiky.

Hist6ria matematiky moze ulitelovi sprostredkovat’ plasticky obraz o ideéch tvoria-
cich zaklad algebraickej symboliky, pretoZze jednotlivé idey, ktoré su v zrelej algebraicke;j
symbolike Casto skryté, umoznuje nahliadnut’ v Cistote (spomenime Chuquetovu symbo-
liku, v ktorej je implicitnost’identity neznamej privedend do extrému, ked Chuquet vlastne
Ziadne symboly pre nezndme nepiSe). Ked u Ziaka narazi na problémy s porozumenim
symboliky, histéria mdze poskytnit’ vodidld, kde treba hladat’ korene neporozumenia.
Preto by asi histéria matematiky mohla didaktike poskytnit prehl'ad o zakladnych idedch
a modeloch, z ktorych bol vydestilovany materidl tvoriaci ucivo.

PODAKOVANIE

Tento prispevok je sucast grantového projektu VEGA Cislo 1/3621/06 Historické
a filozofické aspekty exaktnych disciplin.
LITERATURA

[1] Bastinec, J. a Kubistova, Z. (1998). Muhammad Ibn Musa al-Chorezmi. In Ma-
tematika v proméndch veéku. (J. Be¢var a E. Fuchs, editori), Prometheus Praha,
s. 125-141.

[2] Becvar, J. (1999). Algebra v 16. a 17. stoleti. In Matematika v 16. a 17. stoletti.
(J. Becvar a E. Fuchs, editori), Prometheus, Praha, s. 161-237.



32 L. Kvasz: Vznik algebraickej symboliky

[3] Cardano, G. (1545). Ars Magna or the Rules of Algebra. MIT Press (1968).

[4] Descartes, R. (1637). RassuZdenie o metode s priloZenijami dioptrika, meteory,
geometria. Izdatelstvo Akademii Nauk CCCP, 1953.

[S] Diofant Aleksandrijskij (250). Arifmetika i Kniga o mnogougolnych cislach. Preklad
I. Veselovskovo, redakcia a komentér I. BaSmakovoj. Nauka, Moskva 1974.

[6] Fauvel, J. a Gray, J. (1987). The History of Mathematics: A Reader. Macmillan,
London.

[7] Juskevic, A. P. (1961). Déjiny matematiky ve stredovéku. Academia, Praha 1977.

[8] Klein, J. (1934). Greek Mathematical Tthought and the Origin of Algebra. MIT
Press 1968.

[9] Kvasz, L. (2000). Epistemologické aspekty dejin klasickej algebry. Filozofia,
2000/10, s. 788—808.

[10] Kvasz, L. (2005). Similarities and differences between the development of geometry
and of algebra. In Mathematical Reasoning and Heuristics, (C. Cellucci a D. Gillies
Editori), King’s College Publications London, s. 25-47.

[11] Kvasz, L. (2006). History of Algebra and the Development of the Form of its
Language. Philosophia Mathematica, Vol. 14, s. 287-317.

[12] Nikoforovskij, V. (1979). Iz istorii algebry XVI i XVII veka. Nauka, Moskva.

[13] Nikoforovskij, V. (1987). V mire uravnenij. Nauka, Moskva.

[14] Muchammad Ibn Musa al-Chorezmi (800). Matematiceskije traktaty. TaSkent 1983.
[15] Scholz, E. (ed., 1990). Geschichte der Algebra. Wissenschaftsverlag, Mannheim.
[16] Schwarz, S. (1968). Zdklady nduky o rieseni rovnic. SAV Bratislava.

[17] Smith, D. (1929). A Source book in Mathematics. Dover, 1990.

[18] Struik, D. (1969). A source book in mathematics, 1200-1800. Harvard UP,
Cambridge (Mass).

[19] Viéte, F. (1591). Introduction to the Analytical Art. In: Klein 1934, s. 313-353.

[20] Waerden, B. L. (1980). A History of Algebra, from al-Khwarizmi to Emmy Noether,
Springer, Berlin.



Jednani v sekcich

EXPERIMENT V PROSTREDI CTVERCOVE
SITE
EVA BOMEROVA!

Zéakladem mé diplomové prace bylo feSeni ulohy z kombinatorické geometrie — urcit
pocet ¢tverci s vrcholy v miizovych bodech ¢tvercové sité uvniti ¢tverce n X n.

Il
o

n=23 n=4 n

Obr. 1

Tuto tlohu Ize dobie odstupiiovat podle individudlnich moZnosti zZaku, od zvétSovani
daného Ctverce, pres tfidéni nalezenych Ctverct (dotykajicich se 0, 1, 2, 4 stran daného
¢tverce), hledani ,.Sikmych® ¢tverct a jejich tfidéni, azZ po pokusy o zobecnéni a prechod
k algebfte. Tak, jak Zaci nabyvaji novych poznatkd a zkuSenosti v oblastech matematiky,
muze byt tato tloha predkldddna k zamysleni od zdkladni aZ po vysokou skolu. V tdloze je
zcela zieymy nendésilny, plynuly (a nutny) pfechod od geometrie k aritmetice. Je ndzornym
prikladem, jak jednotlivé obory matematiky spolu uzce souvisi. Nuti k zavadéni systému,
hledani pravidelnosti a zdkonitosti, u¢i trpélivosti a v neposledni fadé poskytuje radost
z objevi a nalezeni souvislosti. Ani v nejmensim jsem vSak netusila, jak mocny néstroj
pro studium procest probihajicich ve védomi Zakii mam v ruce. O tom mé presvédcily
az uskute¢néné experimenty. Pred zahdjenim experimentu je nutno si polozit zakladni
otazky:

CO? Vytipovani a formulovani problému

KDO? Vybér zaki, ktefi se experimentu ziacastni

KDE? Misto uskute¢néni experimentu

KDY? Casovy harmonogram

178 Dédina Praha 6, bomerova@centrum.cz
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JAK? Konstruovani néstroje, slouziciho k ziskani potiebnych informaci (formulace
ulohy, zptisob zdznamu)

Cilem experimentli bylo hlubsi porozuméni myslenkovému procesu zaki pii reSeni
ulohy a tim 1 ziskdni zkuSenosti, které 1ze zurocCit v ulitelské praxi. StéZejni nebylo
hledani chyb, ale otdzka, pro¢ zZak postupoval pravé takto. Druhym cilem bylo nabyti
zkuSenosti s vyzkumnou praci zaméfenou na zkoumdani pozndvacich procest zZaka a je-
jich vyuziti k ucinné didaktické aplikaci. Centrem mého zajmu bylo studium téchto
fenomént: zpisob uchopovani ulohy, forma pisemné evidence objekti, objev objektl
,posouvanych* a objektt ,,sSikmych®, volba systému posouvani, volba a pfipadna zména
strategie, vliv predchozi zkuSenosti na nasledujici pripad, prechod od grafick€ho zaznamu
k aritmetickému. Experimenty mély charakter fizeného rozhovoru a byly zaznamenavany
na diktafon. Zdcastnilo se jich Sest zakd (tfet, paty a sedmy ro¢nik ZS). Po zku$enos-
tech s prvnimi nezdafenymi experimenty jsem dospéla k zdsadam, které jsem se snazila
dodrzet:

1. Poskytni Zakovi dostatek ¢asu na pfemysleni i formulaci mysSlenky, rus§ivé nezasa-
hu;.

2. Nerikej mu, co ma délat, ale davej impulsy, kterymi podpofis jeho aktivitu.

3. KdyzZ jeho sloviim nebo zdznamiim nerozumis, poloZ upiesnujici otazku.

4. Snaz se o jednoznac¢nou a srozumitelnou formulaci otizek.

5. Ponech Zakovi moZnost volby.

6. Pochval Zaka za napaditou mysSlenku 1 pfesto, Ze jej tato zavede do slepé ulicky.
Pomoz mu vSak obratit se spravnym smérem.

7. Nepodcenuj zaka.

Zejména dodrZeni prvnich bodi je zna¢n€ obtizné. Jak rozpoznat, kdy zak jesté pre-
mySsli a kdy uz ocekdvad pomocnou ruku? Jak silny ma byt impuls k probuzeni jeho
aktivity? Problematika je o to slozitéjsi, ze kazdy zZak je osobnost a kazdy na podnéty
reaguje jinak, jak ostatn& experimenty prokazaly. Zdkim jsem nejprve predloZila po-
stupné Ctverce o velikosti n = 3, n = 4, n = 5 spolu s pracovnimi listy umoziujicimi
libovolnou evidenci. Zejména u mladSich déti se projevilo zkratkovité uchopovéani tlohy
— 74k je presvédcen, zZe schéma ulohy zn4, Ze tedy neni co uchopovat a Ze na poloZzenou
otazku zna odpovéd.

Adam (8; 11, 3. ro¢nik Z§)

08:00:00 ExO1: Tady mas takovou ulohu (predklddd ctverec 3 x 3). M&S Ctverec,
ktery je rozdéleny na malé ctverecky, a tvym ukolem je zjistit, kolik
tam miiZeS zakreslit ¢tverci, které maji vrcholy v téchto bodech
(ukazuje na mriZové body). Ano? Takze hledas Ctverce a maji vr-
choly — vis, co je vrchol Ctverce?

08:00:38 AdO1: (Prikyvuje.)

08:00:40 Ex02: V téchto bodech, ano?
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08:00:50 AdO2: Si to prectu (cte text zaddni). Ja to nechipu.

08:00:57 Ex03: Co nechépes?

08:00:59 AdO3: Tohlencto (ukazuje na zaddni).

08:01:11 Ex04: Napftiklad tohle je Ctverec (ukazuje na levy horni jednotkovy ctverec
Vv zaddni).

08:01:16 AdO4: No.

08:01:18 Ex05: A hledas vSechny, které tam jsou. Kolik jich je?

08:01:20 AdO5: Ale to jsou tam vSecky! A pofad jich je tam stejné, ne?

08:01:25 Ex06: No a kolik jich je?

08:01:28 Ad06: (Rozhoicené) Devét!

U mladSich zakt rovnéz do-
minuje pii feSeni tlohy metoda
mantineld (jako prvni jsou evi- " =
dovany mezni velikosti ctverct). S ! .I_ 1 | | .
Ctverce, které nemaji stranu rov- "_’"_ i L__ 5 e |
nobéZnou se stranou daného EEENE TN S5 | i
Ctverce (Sikmé), nebyly samo- o '

1. KaZdy nalezeny Etverac je evidovan 2. Ctverce jsou evidovany po skupinach hez
samostatné vzajemneého prekryvani

3. Ctverce jsou evidovany po skupindch, pfitemZ 4. Evidence &iselnym Odajem ve stfedu

statné nalezeny, byl nutn}/l 1M-  sevzijemné prekrjvaji hledaného {tverce
puls. Mladsi Zci je vnimajijako [ 7] T
kosoctverce. U vSech Z4ka do- - 300
v v v v 2 v _r i A
Slo nejcastéji k Casové prodlevé 1] 3 Juoln

pfi hledani objekti nové veli-
: £ 3 s 2 5. Ctverce jsou evidovany pomoci kruznice, jejiZ 6. Evidence pomoci oznateného vrcholu
kOStl, ktere Se Vv predChOZI UIOZC stied je zaroven sifedem hledaného ttverce

nevyskytovaly. Nejefektivné;si 1 e

a z hlediska mozZného vzniku Voo

chyby bezpecny systém evidence é

odpovidd zdznamu ve sméru : Ll

pisma, tedy zleva doprava a shora

dOlfl ZéCl pOUlel nejrﬁznéj éf 7. Evidence reprezentanta gﬂclazzvzljd.fgﬁle tiselnym Udajem bez grafického
formy evidence, projevil se vliv B

.—qﬁl T

i

dujici ptipad (nepfehlednost na-
hradila prehlednéjsi forma, za-
znam jednotlivych ¢tvercl na-
hradil zdznam ¢iselny).

Prechod od grafickych za-
znamu k Ciselnym c¢inil vesmés Zakim potize. Mladsi Zaci Cisla nepotiebovali, starsi
k nim pfistoupili az pfi hledani obecného vyjadfeni poctu ¢tvercii bez jejich zakreslovani
a dopliiovali je zpétné na jiZ vyfeSené tlohy.

pfedchozi zkuSenosti na nésle- |“‘]' '

Obr. 2
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TRAJEKTORIE MENTALNICH KROKU

VSichni Z4ci, ktefi se ziacastnili experimentd, fesili druhou ze série tloh (pro n = 4).
Nalezli vSechny ctverce, které maji stranu rovnobéznou se stranou Ctverce zadaného.
Proto je zajimavé, porovnat jejich feSeni podle evidence nalezenych objektii a pouZitych
kritérii. Pouzili dvé kritéria: 1. velikost (n = 1,2, 3,4), 2. umisténi (stfed/riZek/strana
— v rizném potadi). Klasifikace odpovida klasifikaci ¢tvercli podle poctu stran, jichz se
dotykaji (,,stied“ Zadné strany daného Ctverce, ,,riizek* dvou stran, ,,strana* jedné strany).

Pro zaznamenédni a moZnost porovnani jednotlivych feSeni jsem pouZila trajektorii
mentalnich krokt v dvourozmérném poli uréeném parametry: velikost vkladaného Ctverce
(n) a jeho umisténi ve smyslu stfed/rizek/strana (u) (obr. 3).

Caminlk (& minut 57 sekurd)

na | pne ek sifza £rana
| »

J]  E———— ]

Fi
G T
—E
Veroria {5 minut 15 send
ns | pine niek sifed rana
[
L
i I'. -H-""l-\.
1 i,
i W
|
— — = = u
2 \ = "
'l‘.'| i =t
e
i e i N
3
J
Fil
4 [
Obr. 3

Modrou barvou jsou znaceny ty kroky, které probéhly bez ¢asové prodlevy, Cervenou
barvou kroky zpétné nebo ty, u nichZ ¢asové prodleva vznikla (uddna doba). Ctvercem
jsou oznacené evidované objekty, priCemz nezélezi na jejich umisténi v dvourozmérném
poli. Cervené jsou vyzna¢eny duplicitni nebo nenalezené objekty.

Experimentu se zucastnilo Sest zakl a ziskala jsem Sest rliznych trajektorii. Samo-
zfejmé nelze diagnostikovat Zdkovu kognitivni strukturu na zékladé rozboru feSeni jedné
ulohy. To ostatné také nebylo cilem. Experimenty prokdzaly, ze kazdy 7k je jedinend
osobnost. U kazdého feSeni se vyskytla néjaka vyjimecna situace, kterou jsem neoceka-
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vala a kterd mé zaskocila. Ukazalo se, jak je nezbytné ptizptisobit se mysleni zakil a nad
nestandardni reakci se hloubé&ji zamyslet a snaZzit se ji pochopit, protoZe zpravidla ma
néjaké vysvétleni. To se netyka pouze experimentdlni Cinnosti, ale hlavné ¢innosti pii
kazdodenni ucitelské praxi.

Diplomova prace byla mym prvnim krickem na dlouhé cesté za hlub§im porozumé-
nim myslenkovému procesu Zaka pfi jejich hratkdch s matematikou. Vlastni experimen-
talni ¢innost umozni uciteli byt vnimavéjsi k individualnim pottebdm svych budoucich
zaka, davérnéji je poznat, 1épe diagnostikovat jejich znalosti a schopnosti, adresnéji
jim radit, jak v prici pokracovat, jak odstraniovat nedostatky a rozvijet své schopnosti.
Kazdého zaka je nutno brét jako individualitu. Neni-li jeho systém v danou chvili rozpo-
znatelny, neznamend to jesté, Ze Zddny nemad. NejdileZitéjsi je, Ze si jej sam zvolil, umi
jej aplikovat, pfizptisobovat a dokonale mu rozumi. Trajektorie mentalnich krokd je ,,za-
pisem“, ktery v§e miiZe poodhalit — zpfistupnit nam svét ditéte, abychom mu byli schopni
porozumét a respektovat jeho individualni zvlastnosti. Zavérem uvadim piehled odvoze-
nych vzorctli, pomoci nichz lze urcit pocet jakychkoli ¢tverct spliiujicich podminku vyse
uvedené ulohy.

Dotykt | strana rovnobézna se stra- | strana riiznobézna se stra- | celkem
nou daného ctverce nou daného ctverce
0 m—1)n—-2)2n—-3) | (n—=1)n-2)*(n—-3) |nn—-1)>%n-2)
6 12 12
{ 2 — 1)(n —2) 2(n — 1)(n3— 2)(n—3) | 2n(n— ?(n—2)
2 —1) 2(n—1)(n —2) 2n(n — 1)
4 1 (n—1) n
n(n+1)(2n + 1) n?(n® —1) n(n +1)%(n + 2)
2 6 12 12
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ABSTRAKTNE UMENIE VO VYUCOVANI
MATEMATIKY NA 1. STUPNI ZS
A V PRIPRAVE UCITELOV

JAROSLAVA BRINCKOVA, HANA OMACHELOVA'

Chceli by sme poukazat’ na to, Ze aj v abstraktnom umeni 20. storo¢ia nachadzame
mnozstvo geometrickych podnetov. Konkrétne v geometrickej abstrakcii, umeleckom
prude v 20. rokov 20. storocia, ktorej novatorstvo spocivalo v uplatiovani matematického
myslenia.

OBRAZ ,,KRAVA‘‘ OD T. VAN DOESBURGA NA HODINE MATEMATICKEHO
KRUZKU

Tento obraz bol pre nds podnetnym moZno prave preto, Ze jeho ndzov vyjadruje redlne
zviera, ale jeho forma je Cisto geometrickd. Doesburgova Krava je zndzornend pomocou
Stvorcov, obdiZnikov a horizontélnych a vertikdlnych linif (obr. 1).

Na hodine matematického krdzku v 4. ro¢niku ZS sme chceli overit, ako na tento
obraz budu reagovat Ziaci. Na hodindch matematiky v tom Case prave preberali ucivo
o §tvorci a obdlZniku. Preto sa nim takéto medzipredmetové prepojenie zdalo vhodné.

Po kratkom dvode o umeni a postaveni geometrie v ilom sme konverzovali o tom,
¢o by asi mohlo byt na obraze zndzornené. Fantdzia ziakov sa postupne uvolTiovala.
Od prvych napadov typu: ,,st to domy pri pohlade z lietadla®, ¢i ,,paneldk a pri niom
zaparkované autd“, odzneli aj napady: ,,ZIty Stvorec uprostred je jazero, menSie utvary
okolo su stanky . .. je to ako pri kupalisku®, ,,si to ohradky pre zvieratka — zlty Stvorec
uprostred je ohrada s kuriatkami, v oranZovom obdiZniku su lisky*. Prezradenie ndzvu
obrazu vyvolalo v Ziakoch vzruSenie. Rozdali sme im képie obrazu (bohuzial len ¢ierno-
biele), kde mohli dokreslit’ svoju kravu — tak ako si ju vedia predstavit v obraze (obr. 2).

APLIKACIA MATEMATIKY V ABSTRAKTNOM UMENI

Obrazy geometrickej abstrakcie mézeme priamo vyuzit pri tvorbe zadani matematic-
kych dloh. A to v roznych ro¢nikoch. Uvedieme aspori niekolko ndpadov:

o Aké geometrické utvary sa na obraze nachadzaju?
e Kolko je $tvorcov / obdlZnikov?

e Odmeraj di7ky stran obdiZnikov / §tvorcov.

'Pedagogick4 fakulta UMB, Bansk4 Bystrica, jbrinckova@pdf.umb.sk, homachelova@pdf.umb.sk
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Obr. 1 Obr. 2

Urdi obvody vietkych $tvorcov / obdiznikov.

Odhadni, ktory obdiZznik bude mat najvicsi obvod.

Odhadni, ktory utvar bude mat’ najvacsi obsah.

Vypocitaj obsahy geometrickych tutvarov na obraze.

Prerysuj obraz do svojho zoSita.

Pri dlohdch mdZeme vyuzit’ aj Stvorcovi siet’ narysovand na priehladnej f6lii. Moz-
nosti je vela. Je len na tvorivosti ucitela, aké dlohy vymysli.

PRACA S OBRAZKOM PRI BUDOVANI MATEMATICKYCH PREDSTAV V PRI-
PRAVE UCITELA

Mnohi dospeli si neuvedomuju, Ze v kazdom obrazku su skryté matematické pojmy.
Preto sme v priprave ucitelov PredSkolskej a elementarnej pedagogiky pristapili v ivod-
nom kurze Pociatoéné matematické predstavy k nacviku zruCnosti prace s obriazkom,
spojenych s tvorbou matematickych rozpravok.

Rozpravka patri v mladSom Skolskom veku k literdrnym utvarom, na ktory su
Ziaci velmi vnimavi. Spojenim nézoru a zivého slova je mozné spristupnit’ obsah no-
vych geometrickych pojmov v jazyku Ziaka tak, aby nové slova (priamka, usecka, uhol,
rovnobezka, ...) vytvarali konkrétne predstavy v jeho vedomi. Ucitel moze vhodne
volenou rozpravkou, doplnenou pracou s obrazkom, ako didaktickou pomdckou, podla
V. Uhercikovej (1992, s. 12), povzbudit ziakov a docielit ich zlepSenie zaujmu o mate-
matiku. U¢{ Ziaka vnimat veci na obrazku, v§imat’ si detaily, ktoré predtym nepostrehol.
Pritom moze pracovat’s obrazkom dvomi spdsobmi:

1. Pracuje s hotovym obrazkom.

2. Pracuje s nedplnym obrdzkom, zdmerne vybranym pre potreby vyucovania.
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Pri opise hotového obrazka umoznuje objavit’ zaml¢ané fakty v rozpravke a rozvija

slovnu zédsobu zZiaka. Vedie ziaka k déslednému pozorovaniu obrédzka, postupne zdoko-
naluje jeho schopnost’ vyhladdvat informacie. Ziak mdze podla J. Maresa (1995, s. 320)
zvladnut identifikovanie: jednotlivych predmetov, Cinnosti, stvislosti, deja, uplatnenie
fantazie. V kazdom obrazku sd podla I.. Gerovej (2006, s. 12) skryté aj matematické po-
jmy. Na 1. stupni ZS a v predskolskej priprave rozvijame pomocou obrizkov spojenych
s dramatizanym rozpravanim predstavy o:

urceni mnoziny objektov,

triedeni predmetov podla farieb,

pomenovani tvarov, porovnani a triedeni podla tvarov,
triedeni podl'a velkosti, perspektivy,

uzavretom cykle pohybu, usporiadani,

predstave o mnozstve,

druhoch ¢iar a kreslent,

orientacii a polohe v rovine a priestore,

pohybe na obrazku,

zhodnosti/nezhodnosti, podobnosti, protikladoch,

mnoZzine a jej podmnoZinch.

Praca s nedplnym obrdazkom, zdmerne zvolenym pre potreby vyucovania, rozvija

fantaziu Ziaka. V Skolskej praxi sa realizuje hlavne:

dotvéranie obrazka podla inStrukcii (ndcvik vzor — rytmus podla naznacenej postup-
nosti),

kreslenie chybajucich Casti objektov (dokreslite okna na domcek,. . . ),
doplnenie obrazka podla vlastnej predstavy (obrazok — krava),
vyfarbenie Casti obrazka,

usporiadanie skupiny obrdzkov podla postupnosti deja a pod.
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ZAVER

Medzipredmetové prepojenie matematiky s inymi vyucovacimi predmetmi, prepoje-
nie matematiky so svetom rozpravok a obrazov moze plnit motivacnu funkciu. Nemusi
byt pritom pouZité hned ako hlavna vyucovacia metdda, postaci aj ako doplnkova metdda
na spestrenie vyucovania.
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MATEMATICKA INFORMATIKA — NA
POMEZI MATEMATIKY A INFORMATIKY

HASHIM HABIBALLA!

Teoreticka informatika tvori zdklad celého oboru a s pomoci jejich teoretickych vy-
sledkt se vytvaii fada aplikovanych produkti informatiky. Vzhledem k jejich piibuznosti
s matematikou a jejim formalnim aparitem jsou vSak u studenti mélo oblibeny a pokud
je jejich zptsob vyuky pouze formdlni (zaloZeny na formalizaci), pak u studentd dochazi
k demotivaci a memorovani téchto vysoce logicky zalozenych poznatkii. Komplexni
piiprava praktickych odborniki a ucitelti v oblasti informatiky vyZaduje pevné zaklady
teoretickych disciplin. Je dlleZité vytvaret u studentd nejen statické znalosti (definice,
véty, dikazy), ale také specifické dovednosti, ndvyky a postoje (analytické a algorit-
mické mysleni, strukturovany piistup k jazyktim a prekladac¢im atd.). Cilem by mélo byt,
aby kazdy student umél vidét vlastnosti algoritmi v jejich obecnosti, pocitoval nutnost
zkoumat feSitelnost a efektivnost feseni problémi. Také by mél pochopit, Ze pouZivané

'Pifrodovédeckd fakulta Ostravské Univerzity, hashim.habiballa@osu.cz
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ndastroje v informatice jsou zaloZeny na pevnych strukturach souvisejicich s pojmy gra-
matiky, jazyka a analyzétoru. Taktéz logicky usudek a jeho formalizace v matematické
logice by se mél stat soucdsti postoju informatika.

Nejtypictéjsimi zastupci teoretické informatiky jsou: Teorie formalnich jazykt a au-
tomati, Teorie vycislitelnosti a slozitosti (souhrnné oznacovana jako teorie algoritmii)
a Logika (jeji informatickd ¢ast zamérend na problematiku automatizovaného odvozo-
vani). Velmi dileZitym aspektem vyuky (resp. divod, pro¢ se velmi malo témat teoretické
informatiky promita do stfedoskolské vyuky) byva malad nazornost a priliSna abstraktnost
v uvodu studia jednotlivych disciplin. Jde o pojmy, se kterymi se informatici i mate-
matici setkdvaji prakticky denng, ale ve vyuce je tento aspekt malo akcentovan. Resit
to mohou ucebni pomtcky, zaloZzené na intuitivnim pfistupu pied vlastni formalizaci.
V tomto kratkém textu mtizeme bohuzel ukdzat jen jeden modelovy piiklad. Vyberme
logiku jako prafezovou disciplinu, kterd zasahuje do mnoha oborti od striktné matema-
tickych (axiomatickych) systémt azZ k humanitnim oboriim, jako je filozofie. Ve vyuce
logiky se vSak malo akcentuji klicové pojmy, jako je formalni dedukce a jeji automatizace
(algoritmizace), coz je velmi dlileZitd aplikace (napr. expertni systémy).

8 | ogicka dedukce - [C:\Program Files\Logicka dedukce\Pfiklady\Soudni pfipady\Pfipad 1.ded] =3
E Soubor  Okno  Napovéda - 8 %
O E = =M m v oA e () ()
Zadani :

K soudu byli pfedvedeni tfi podezreli z loupeZe - A, B a C. Pfi vyslechu se zjistily tyto skuteénosti:

1. Do pfipadu nebyl zapleten nikdo jiny nez A, B a C. 2. A pracuje vZdycky aspon s jednim spoletnikem.
3. Cje nevinen. Je B vinen?

Yirokoveé proménneé :

prom. popiz ﬂ

IA_ |.~’-‘-. & winen i' j

IB_ |B & vinen

IC_ |C & winen j ﬂ|
-

Formule :

formule popis tup akltivni ﬂ

|A vBvC |Do pripadu nebyl zapleten nikdao jing neZ A B a C. |pFedpnklad j v J

|A = (BvC) |."-‘-. pracuje vadycky azpof 2 jednim zpolecnikem. ||:|Fed|:|nklad j v

|-|C |C & nevinen ||:|Fed|:|nklad j v J

|B |Je B winen? |zévér j v hd

Dteviit | Ulosit | Ulniitigko| Lngickéd&sledky| DvéFenigévér&| Pretled

Grafické rozhrani aplikace pro dedukci
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Automatizace dedukce vyZaduje najit efektivni algoritmy pro generovani dasledku
nebo pro provérovani konsistence mnozin formuli. U sémantickych metod musime prova-
détinterpretaci formuli, coZ je s ohledem na jizZ zminované obrovské mnozstvi ohodnoceni
elementarnich vyrokii velmi neefektivni pfistup. I kdyZ nékteré sémantické metody vy-
lepSuji tuto nevyhodu, v zasadé€ je sémanticky pristup pro automatizaci zcela nevhodny.
Druhy formdlni (syntakticky) pfistup se snaZzi se zcela oprostit od interpretace (smyslu)
a pouzivat provérend pravidla pro praci se symboly (formulemi) bez ohledu na to, co
znamenaji. To je v principu efektivni, protoze Casova sloZitost nezdvisi na moznych in-
terpretacich. Problémem je sloZitost t€chto metod (jsou dnes zcela v rezii vysokosSkolské
vyuky). Existuje vSak dobre pouzitelna a precizn€ zpracovana diplomova price autorky
Libuse Pavliskové. Tato aplikace pracuje s vyrokovou logikou (tudiz je dostate¢né jed-
noduchd i pro SS vyuku) a zdroveii umoZiiuje zapsat libovolnou mnoZinu piedpokladi
a bud generovat vSechny mozné dusledky, nebo o konkrétnim zavéru zjistit, zda je to
mnozstvi pripravenych prikladl. Didakticky text, popis aplikace i samotnou aplikaci pro
OS Windows lIze ziskat na adrese: http://www1.osu.cz/home/habibal/dedukce/
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PREJAV PREDSTAVY POJMU V RIESENI
NESTANDARDNE]J SLOVNE]J ULOHY

MATUS HARMINC!

V tomto prispevku chceme upozornit’na dalsiu z moZnosti vyuZitia nestandardnych
slovnych tiloh istého typu. Je urceny zdujemcom o vyskum v didaktike matematiky, ale
poucny aj pre ucitelov matematiky. Vznikol pri prdci siivisiacej s tvorbou hesiel a veku
primeranych definicii a jeho vznik a prednesenie boli podporené Grantom ¢. 3/3009/05
KEGA.
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UvoD

KedZe v celom prispevku sa zaoberame len jednou tlohou, nie je nutné vymedzovat),
¢o nazyvame nestandardnou slovnou tilohou. Napriek tomu upresnime, Ze jej neStandard-
nost’ chdpeme tak, Ze sa ¢imsi podstatne odliSuje od tloh uvedenych vo vzdeldvacom
Standarde [7] (podobne ako napr. aj divergentné ulohy, ulohy MO, alebo MCRE-ulohy).
V tomto pripade to Cosi spoCiva v zdmernej nejednoznacnosti zadania zapricinenej for-
muldciou, ktora dovoluje viacero interpretécii. Niekedy sa takéto tlohy nazyvaju aj vagne
formulované, difuzne, ¢i ulohy s diverzitou. Nas k nim priviedli dva nezavislé dovody:
prieskum pristupov a postojov Ziakov a ucitelov k slovnym tlohdm [2, 5] a otdzKy tvorby
matematickych hesiel pre webové sidlo thesaurus.maths.org.

Pod interpretdciou diftiznej tlohy treba rozumiet ulohu, ktora nie je difuzna, ktoru
nevedomky sformuloval Ziak a ktord rie§i v presved&eni, Ze rie§i povodni dlohu. Zi-
akovu formuléciu zistujeme analyzou ziskaného rieSenia. Predkladdme ulohu z oblasti
geometrie, ktord je zaujimava aj z hladiska procesudlneho a konceptudlneho pristupu
[3]. Zaroven na nej mdozeme sledovat’ tedriu troch svetov K. Poppera [5] v praxi: na
jednej strane treti svet — pojmy pouZzité v tlohe, na druhej strane prvy svet — zadanie
ulohy. A interpretacia tlohy s rolou z druhého sveta, ale zaroven po odtrhnuti od predstav
svojho autora element prvého sveta.

Uloha: Z kocky s hranou 5 cm utvor ¢o najvyssi kvdder s podstavou 3 cm x 4 cm.
Akd bude jeho vyska?

Odporicame Citatelovi vyriesit’ tito dlohu pred dal$im ¢itanim nasho prispevku. Za-
budnite na chvilu na precitany dvod, precitajte si eSte raz zadanie tejto dlohy a vypocitajte
prislusnu vysku. Mate? Nie? Tak pocitajte!

Ak ste uz ulohu vyrieSili a méte vysledok, spomeriite si na naSu zmienku o nejake;j
nejednoznacnosti. Nasli ste ju? A madte viacero interpretacii zadania? Vypocitali ste
zakazdym vysku kvadra? Kolko rdoznych vysledkov ste ziskali?

Asi ste prisli na to, Ze klIti¢ovym slovom, ktoré sposobuje nejednoznacnost’ zadania
ulohy, je slovo utvor, ktoré kazdy poznate. Nie kazdy si vSak polozi otazku, ako ho chédpat’
v kontexte tejto tlohy. Niekto to nepotrebuje, lebo si pri rieSeni ulohy predstavi nanajvys
vzorce. Ini maju v predstave kocky nejaky natol’ko dominantny prvok, Ze mimovolne su
nim ovplyvneni aj pri vyklade slova utvor.

My sme zaevidovali sedem r6znych interpreticii tlohy; vSetky suvisia s vykladom
slova utvor. Uvedieme tie Styri, ktoré ukazuju, ako sa prejavuje predstava kocky v rieSeni
tejto tlohy. Pod predstavou pojmu chapeme v silade s P. F Lazarsfeldom [1] intuitivne
rozliSovanie objektov na patriace a nepatriace k pojmu na zdklade kazdodennej skuse-
nosti.

Strucne pribliZzme priebeh realizécie prieskumu. Zadanie tlohy bolo predloZené v pi-
somnej forme, bez &itania nahlas. Ziaci boli upozorneni, Ze nemajd kldst’ Ziadne otdzky
a vysvetlenie nejasnosti mali hl'adat’ sami v zadani dlohy. Dozerajuci ucitelia nesmeli ni¢
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vysvetlovat, ani neuprestiovali text zadania. Upozornili Ziakov na potrebu zapisat,, za-
kreslit, alebo inak zaznaéit aj ich rieiteIsky myslienkovy postup. Uloha bola predloZend
spolu 214 detom, z toho 71 Siestakom, 42 siedmakom, 43 6smakom a 58 deviatakom
zékladnej $koly. Cas rieSenia bol priblizne do 15 miniit (podl'a ro¢nika).

1. interpretacia ulohy: nazvali sme ju ,,Objem — spojito*.
Akd je vysSka kvddra s podstavou 3 cm X4 cm, ak jeho objem je rovny objemu kocky

s hranou 5 cm?
Ziacke rieSenie:

A=5¢m. V=a a. g, Vra-6 ¢
V=2’ U8 .g. £ V=23.% ¢
12

= 5
KA’.‘ = )" ﬁ - “"
225 s dE A5 <42 ¢
fc : ik "I p
Lon Hrom = £

fﬂb'iﬁa ,f‘ﬂ,g‘}ﬁ ,o'{frﬂ’fe* '?’E;‘ bl

Modelové rieSenie:

Objem kocky s hranou 5 cm je 5° = 125 cm?, objem kvddra s podstavou 3 cm x4 cm
avyskouv je 3 x4 x v = 12-v. Z rovnosti tychto objemov dostdvame rovnicu 125 = 12-v
a teda v = 125/12, ¢o je priblizne 10,4 cm.

Této interpretdcia nevyZaduje iny atribit kocky ako je objem, staci znalost’ vzorcov.
Predstava kocky sa ani nemusi vynorit. Obzvlast u Siestakov, ktori prave prislusné ucivo
prebrali. Je to akoby kuzlom premenena kocka na kvader. Niekde vSak predstava je
pritomnad, deti piSu o kocke z plasteliny, z ktorej modeluji kvéader, iné hovoria o roztaveni
kovovej kocky a nalievani do formy tvaru kvadra.

2. interpretacia alohy: nazvali sme ju ,,Objem — kvantovane
Akd je najvacsia moZnd vyska kvddra s podstavou 3 cm x 4 cm, ktory vznikol 7 kocky
s hranou 5 cm rozrezanej na kocky s hranou 1 cm?
Modelové rieSenie:
Rozrezanim kocky s hranou 5 cm vzniklo 5° = 125 malych kociek s hranou 1 cm. Na
podstavu i na kaZdy 1 cm vysky kvddra je potrebnych 3 - 4 = 12 malych kociek. KedZe
125/12 = 10, zvySok 5, najvicsia moznd vyska kvddra s podstavou 3 cm x 4 cm je 10 cm.
Nie je jasné, Ci k takejto interpretacii priviedol model velkej kocky zloZzeny z malych
kociek pouzivany na vyucovani, alebo uloha, ktoréd na prieskume predchéddzala tejto ulohe
a bola o skladani utvarov z rovnakych kociek [1, 5]. Predstava kocky je v tomto pripade
125 poukladanych malych kociek tvoriacich jednu velkd kocku.
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3. interpretacia dlohy: nazvali sme ju ,,Povrch*
Akd je vyska kvddra s podstavou 3 cm X 4 cm, ak jeho povrch je rovny povrchu kocky
s hranou 5 cm?

Ziacke rieSenie:

Modelové rieSenie:
Povrch kocky s hranou 5 cm je 6 x 52 = 150 cm?. Povrch kvddra s podtavou 3 cm x 4 cm
avyskouvje2(3-4+3-v+4-v) =24+ 14 -v. Z rovnosti tychto povrchov dostdvame
rovnicu 150 = 24 + 14 - v a teda v = (150 — 24) /14 = 9 cm.

Tentokrat mame do Cinenia s predstavou kocky, v ktorej dominuje povrch. Rozhovory
s detmi a posteriori potvrdili, Ze deti mali vlastné skisenosti s vyrobou papierovych
modelov, so sietami kocky alebo sa s modelom kocky urobenym z papiera stretli v Skole.

4. interpretacia dlohy: nazvali sme ju ,,Neocakavana*

Skuste na zaklade nasledujiceho Ziackeho rieSenia sfomulovat’ interpreticiu, aj ked
sa na prvy pohlad moze zdat, Ze ziak pisal nezmysly.

Ziacke rieSenie:

6' ar 5 12260
& ¢k g= <R §6-28-50

s

P

ﬂMM‘ rkoff&- -"{‘HMQ;- % C22
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Evidentne tloha bola uchopenad, rieSend, predstava je zachytend aj graficky. Napriek
tomu, Ze mySlienkovy postup nie je slovne zachyteny, jednoznacne ho je mozné rekosStru-
ovat.

Interpretacia:

Akd je vySka kvddra s podstavou 3 cm X 4 cm, ak siicet jeho vietkych hrdn je rovny stctu
vSetkych hrdan kocky s hranou 5 cm?

Modelové rieSenie:

Sticet vsetkych hrdn kocky je 12 - 5 = 60 cm. Sucet vsetkych hrdn kvddra s podstavou
3cm x4dcmavyskouvijed-3+4-44+4-v =284 4-v.Zrovnosti tychto sictov
dostdvame rovnicu 60 = 28 + 4 - v, a teda v = (60 — 28) /4 = 8 cm.

Podobne ako v tretej interpetécii, aj tu je pritomna predstava kocky. Jej vyraznym
znakom su hrany. Jedna sa o model kocky zo Spajdli, pali¢iek ¢i drotikov. Je zaujimavé, Ze
aj uCitelka, ktord pouziva takyto model kocky na vyuc¢be, nedokazala rieSenie analyzovat’
a povazovala ho za dplne nepochopitelné.

ZAVER

7.214 deti tlohu zacalo riesit’ 186, len u 110 z nich mdéZeme hovorit’ o uchopeni tlohy
a len u niekolkych z nich sme evidovali spozorovanie diftiznosti tlohy a snahu o jej
viacerakd interpretaciu. Nasledujtci prehlad ukazuje frekvenciu vyskytu interpreticif
podla ro¢nikov:

Interpretdcia: 6. rocnik | 7. rocnik | 8. ro¢nik | 9. ro¢nik | Spolu
Objem-spojito 14 3 14 20 51
Povrch 2 3 0 2 7
Objem-kvantovane 1 0 1 3 5
Neocakavana | 1 0 2 4

Pouceni tymito poznatkami konStatujeme, Ze ucitel, ktory narazi na odliSny vysle-
dok od ocakdvaného, by mal zvazit, ¢i pri¢inou toho je Ziakova chyba, nejednoznacné
zadanie, alebo nedostatocna predstava poyjmu. V poslednom pripade je asi najlepSou ra-
dou poskytnut’ detom dostatok prileZitosti spoznat’ rozlicné modely a vykonavat aktivity
a rieSit’ ulohy, v ktorych dominuju zakazdym iné atributy prislu§ného pojmu.

Vyplyva z toho aj pravidlo pre tvorcov hesiel v encyklopédidch, ndu¢nych slovnikoch
a webovych sidlach, podla ktorého stru¢na a presna definicia pojmu, ¢o aj ako vystizna,
ma byt doplnend jeho modelmi a atribtitmi.
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VORONOIOVA TESELACIA

LUCIA ILUCOVA!

Rovinné teselécie (t.j. pokrytie roviny dutvarmi — celami — bez medzier a prekryti; vid
napr. [1], [2], [3]) m0Zu byt dobrym néstrojom pre rozvijanie geometrického myslenia, ale
i predstavivosti a kreativity. Specidlnym typom rovinnych teseldcii je rovinna Voronoiova
teseldcia definovand nasledovne:

Majme mnoZinu bodov {1, ...} v R* (mdZe byt koneénd, alebo lokdlne kone¢n4),
ktori nazveme generdtory. Vnutro i-tej cely V; teselacie je zjednotenim vSetkych bodov
roviny, ktorych Euklidovska vzdialenost od bodu x; (generator i-tej cely) je mensia ako
od inych, a hranice ciel st tvorené bodmi rovnako vzdialenymi od viacerych generétorov,
tj. pre ¢ # j plati

Vi={e e R o — il < lle — a1}

(Vzdialenost || e || nemusi byt vyluéne Euklidovska.) Zjednotenim vsetkych ciel je potom
Voronoiova teselacia.

Prvykrat sa mysSlienka takto definovanej teselacie vyskytla v roku 1644 v praci R. De-
scartesa Le Monde de Mr Descartes, ou Le Traité de la Lumiere, v ktorej sa autor zaoberal

'Pedagogick4 fakulta Univerzity Karlovy, Praha, ilucova@ gmail.com
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usporiadanim hmoty v Slne¢nej sudstave. Rusky matematik G. F. Voronoi (1868-1908),
podla ktorého su teseldcie pomenované, rozsiril neskor tento model pre n-rozmerny
priestor.

Voronoiove teselacie maju Siroké vyuzitie pri rieSeni problémov z r6znych oblasti.
Napriklad pri volbe polohy centier obsluhy (obchody, poStové schranky, kniZnice, $koly,
urady v okresnych a krajskych mestach, . . .) ¢i pri vybere tras dopravnych prostriedkov
sa snazime (okrem dalSich faktorov) o ich maximaélnu dostupnost, tj. o optimaliziciu
ich spadovych oblasti. Centrd alebo zastiavky st body — generatory, spadové oblasti
su cely Voronoiovej teseldcie. (V skutoCnosti sa ale eSte snazime, aby plochy oblasti
odrazali hustotu osidlenia.) Tento typ teseldcie sa vyskytuje nielen v svete Tudi, ale
1 zvierata (jednotlivci €1 skupiny, kolonie) si vytvaraju svoje teritoria, ktoré sa viac-mene;j
neprekryvaju.

a) b)

Obrazek 1: a) Schéma stanic metra v centre Prahy, b) prislusnd Voronoiova teseldcia
(rozdelenie centra na spadové oblasti). Pre jednoduchost’ bol vybraty len jeden vychod
pre kazdd stanicu metra; horné tri body zlava znazorfiuju stanice Staroméstskd, Namésti
Republiky, Florenc.

Napriek tomu, Ze konStrukcia Voronoiovej teselacie, resp. jej ciel, sa moze javit’ ako
zlozita, vyzaduje len elementarne poznatky matematiky zdkladnej Skoly. To plati aj pre
nasledujuci problém:

Na obrdzku (obr. 1a) sii schematicky vyznacené stanice metra v centre Prahy. Kazdy
Clovek pracujiici v tejto Casti Prahy pritom vyuZiva k doprave len ti stanicu metra
(bez ohladu na trasu A, B, C), ktord je k jeho zamestnaniu najblizsie. Pridelte
staniciam metra spddové oblasti tak, aby kaZdy clovek pracujiici v niektorej 7 nich,
mal bliZSie k stanici metra, ktord v oblasti leZi, ako k ostatnym (berieme do tivahy
vzdialenost’vzdusnou ciarou).

Pri pohl'ade na vysledok rieSenia (obr. 1b) je zrejmé, Ze doSlo k rozdeleniu danej Casti
uzemia Prahy na oblasti (sektory) v tvare mnohouholnikov, pricom v kazdom z nich je
jedna stanica metra. Toto rozdelenie spliia podmienky definicie Voronoiovej teselacie.
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Strany ciel (mnohouholnikov) su skonStruované ako osi simernosti bodov — generatorov
teselécie.

Problém mézeme dalej rozsirit), usporiadanie bodov — generatorov — zmenime (ako
napr. na obr. 2) a konStrukcia moZe prebiehat’ len v mysli deti (rieSitelov):

Predstavte si, Ze body (t.j. stanice metra) su usporiadané pravidelne (napr. ako
vrcholy Stvorcovej siete). Ako vyzeraju vysledné oblasti?

Obrazek 2: Pravidelné bodové mnoziny a prisluSné Voronoiove teselacie.
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NASOBENI TROCHU JINAK!

ANTONIN JANCARIK?

UvoD

Algoritmus pisemného nasobeni je jednim z prvnich algoritmii, se kterymi se Zaci na
zékladni Skole setkdvaji a nasledné je cely Zivot pouZzivaji. Postup, ktery pfi pisemném
nasobeni pouzivame, je tak samoziejmy, Ze obvykle ani neuvazujeme, ze bychom mohli
nasobit néjak jinak. Algoritmus, ktery dnes ve Skolach pouzividme, vSak neni jedinym
algoritmem, ktery miZeme pro nasobeni pouzit. Cilem toho ¢lanku je predstavit nékolik
alternativnich algoritm, které 1ze pro vyndsobeni dvou ¢isel pouZit.
CINSKE NASOBENI

Algoritmus zndmy pod ndzvem cinské ndsobeni je ryze graficky. Na obrazku je
znazornén zpiisob, jakym lze spocitat kolik je 12 krat 13:

5

12

O vysledku rozhoduji pocty prisec¢ikti mezi jednotlivymi Carami.

"Piispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR 406/05/P561.
2PedF UK v Praze, antonin.jancarik @pedf.cuni.cz
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Cinské ndsobeni viak nenf jedinym netradi¢nim algoritmem pouZivanym v asijskych
zemich. Sta&i pieplout z Ciny do Japonska. Zde se studenti uéf pocitat na japonskych
narodnich pocitadlech — sorobanech. Nejenom, Ze na nich neuvéritelnou rychlosti s¢itaji
a odc¢itaji, ale dokdZzi na nich i ndsobit a délit. Pfes usilovnou snahu vSak autor tohoto
¢lanku mize o ndsobeni na sorobanu fici pouze to, Ze postup je zcela odlisny od evrop-
skych algoritmi. Snad bude pocitani na sorobanech vénovana pracovni dilna na nékteré
z pristich konferenci Dva dny s didaktikou matematiky.

Prejdéme z vychodni Asie na Arabsky poloostrov a do Afriky, kde se i dnes miiZeme

setkat s nasledujicim algoritmem.

ARABSKE NASOBENI

Algoritmu arabského nésobeni se od béZného postupu lisi tim, Ze Cisla, kterd chceme
nasobit, nepiSeme pod sebe, ale do zahlavi fadkl sloupci tabulky, jejiZ pole jsou diago-
nalné rozdélena. Cely vypocet je realizovan ve dvou krocich. V prvnim kroku vynasobime
Cisla v zahlavi sloupcii s Cisly v zdhlavi fadkl a vysledek tohoto vypoctu zapiseme do
rozdéleného pole tabulky:

V druhém, zavérecném, kroku ¢isla na diagondlach secteme:

2 £
1
E
& &
1 .
E
1 4 2
4 & 2

Na obrazku je proveden vypocet 26 - 37 = 962. V ovalu je naznaceno, jak zapiSeme
soucet druhé diagondly, ktery je vétsi neZ deset.
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Striktni odd€leni ndsobeni od s¢itani mlize byt velkou pomoci pro déti, které maji
s pocty problémy. Mnoho ,,pocetnich* chyb vznika z toho, Ze se dit¢ nedokdze najednou
soustfedit na nidsobeni a hlidani ,,pretékajicich* desitek a jejich pricitani. V arabském
nasobeni tento problém odpada, protoze dité se vZdy soustfedi pouze na jednu operaci.

Na severu afriky jesté chvili zlistaneme a podivame se na jeden z nejstarSich algoritmi
pro néasobeni, ktery kdy lidstvo znalo.

EGYPTSKY ALGORITMUS NASOBENI

Ciseln4 soustava, kterou staif Egyptané pouZivali, takika vylu¢ovala pouZiti b&Zného
algoritmu pro ndsobeni. Stafi Egyptané vystavéli svij algoritmus pro ndsobeni na dvou
operacich, které dobfe ovladali — déleni a ndsobeni dvéma.

V egyptském algoritmu jedno Cislo z dvojice, kterou chceme nasobit, opakované
nasobime dvéma a sou¢asné k nému pfipisujeme, o kolika nasobek se jednd. Cely postup
si ukdZzeme na soucinu 41 - 62. Zvolime Cislo 62 a postupné jej ndsobime dvéma, az
ziskdme jeho dvaatficetindsobek.

Jedna nasobek 1 62

Dvojnésobek 2| 124
Ctyfndsobek 4 | 248
Osminasobek 8 | 496
Sestndctindsobek 16 | 992
Dvaatricetinasobek | 32 | 1984

Nasledné druhé ¢islo rozepiSeme pomoci ptislusnych nasobkt: 41 = 32+ 8+ 1, nyni
jiz vysledek dopocitdme sectenim prisluSnych ndsobki:

62-41=61-(32+8+1) = 1984 + 496 + 62 = 2542.

Nevyhodou druhého algoritmu je to, Ze musime umét piepsat ¢islo jako sou¢et mocnin
dvojky. Tato uloha je ekvivalentni piepsani ¢isla do dvojkové soustavy.

Dnesni pocitace pocitaji vyhradné ve dvojkové soustaveé, nemusi se tedy prepisovanim
do dvojkové soustavy zabyvat. Navic ndsobeni dvéma znamend ve dvojkové soustavé
napsat jednu nulu na konec ¢isla, resp. posunout desetinnou ¢arku o jedno misto doprava.
Proto pocitace vySe uvedeny, ve dvojkové soustavé velmi efektivni, algoritmus pro
nasobeni pouZivaji.

ALGORITMUS RUSKEHO NEVOLNIKA

Na zavér si ukdzeme algoritmus, ktery se nazyva algoritmem ruského nevolnika (Rus-
sian Pasant Algoritmus). Postup je zaloZen na stejné myslence jako pfedchozi egyptsky
algoritmus.

Cisla, kterd chceme mezi sebou vynésobit, napiseme do dvou sloupcii. Cislo v prvnim
sloupci budeme postupné délit (celociselné, beze zbytku) dokud nedostaneme Cislo jedna.
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Cislo ve druhém sloupci budeme soubézné nasobit dvéma. Vysledky piSeme vedle sebe,
v kazdém kroku na samostatny fadek. Na zdvér seCteme ta Cisla ve druhém sloupci,
u nichz je v prvnim sloupci liché ¢islo.

UKAZKA
Budeme pocitat 41 krat 62.

Délené dvéma | Nasobené dvéma
1 41 62
2 20 124
3 10 248
4 5 496
5 2 992
6 1 1984

41 - 62 = 62 + 496 + 1984 = 2542

MODIFIKOVANY ALGORITMUS RUSKEHO NEVOLNIKA

Poslednim algoritmem je algoritmus ruského nevolnika modifikovany tak, aby nebylo
nutné ¢isla ve druhém sloupci scitat.

POPIS ALGORITMU

Nejprve pocitdime v prvnim sloupci, pokud je na fadku liché ¢islo, napiSeme na dalsi
radek Cislo o jedna mensSi. Pokud je na fadku sudé Cislo, napiSeme na dalsi fadek jeho
polovinu.

Zastavime u Cisla jedna. Na posledni fddek napiSeme druhé Cislo a postupujeme
druhym sloupcem od zdola nahoru. Pokud je v levém sloupci sudé Cislo, napiSeme do
radku vpravo dvojnédsobek predchoziho Cisla. Pokud je v fadku vlevo liché Cislo, pficteme
k pfedchozimu vysledku Cislo ze spodniho fadku.

Krok 1 | Odecitame jedna | 41 | 2542 | Pricitdme 62 Krok 14
Krok 2 | Délime dvéma 40 | 2480 | Nasobime dvéma | Krok 13
Krok 3 | Délime dvéma 20 | 1240 | Nasobime dvéma | Krok 12
Krok 4 | Délime dvéma 10 | 620 | Nasobime dvéma | Krok 11
Krok 5 | Délime dvéma 5 | 310 | Pri¢itame 62 Krok 10
Krok 6 | Odecitime jedna | 4 | 248 | Nasobime dvéma | Krok 9

2

1

Krok 7 | Dé€lime dvéma 124 | Nasobime dvéma | Krok 8
62




A. Jancarik: Vyherni strategie a jak je nalézt 55

POZNAMKA NA ZAVER

Pomoci poslednich tii tloh lze pro zéky pfipravit 1 soutézni ulohy, ve kterych maji
s co nejmensSim poctem operaci spocitat sou¢in dvou ¢isel, a to pouze operace s¢itani
a ndsobeni a déleni dvéma.

ZAVER

Skolsk4 matematika se obvykle omezuje pfi vyuce nisobeni na jediny algoritmus
pisemného nasobeni. Domnivam se, Ze je to velkd Skoda. Cilem tohoto Clanku bylo
predstavit nékteré netradic¢ni postupy, jimiZ lze ucivo a procvicovani nadsobeni obohatit

a zpestfit. Uvedené ulohy neslouzi pouze k rozsiteni a prohloubeni uciva o soucinech
dvou ¢isel, ale jsou 1 vhodnym néstrojem k rozvoji algoritmického mysleni.

VYHERNI STRATEGIE A JAK JE NALEZT!

ANTONIN JANCARIK?

UvoD

V soucasnosti existuje nepfeberné mnozstvi spolecenskych her — deskovych, karet-
nich, vyuzivajicich hraci kostky ¢i jin€ herni nastroje. Cilem hrani spolecenskych her
je vétsSinou snaha se dobie pobavit. Mnoho hracti mé vsak i dalsi cil — vyhrat. Jednim
z nastroji, které nam mohou k vyhfe pomoci, je matematika. Napiiklad u karetnich her
muzeme dopocitat pravdépodobnost jednotlivych kombinaci karet a podle toho zvolit
licitaci nebo vysky sdzky. Je pravdou, Ze i kombinace s malou pravdépodobnosti se mtize
objevit, pokud vSak budeme sazet na rozloZeni s vétsi pravdépodobnosti, budeme pii
vétSim mnozstvi her Castéji vyhravat. Na tomto principu jsou zaloZena kasina. U vétSiny
her ndm vypocet pouze poskytne informaci o tom, jakou ma ta kterd herni kombinace
Sanci na uspéch. Existuji v8ak i hry, ve kterych dostavame odpovéd stoprocentni — 1ze
u nich vypocitat, jak urcit€ vyhrat. Nebo jinak feceno, existuje jejich vyherni strategie.

KDY VYHERNI STRATEGIE EXISTUJE

Ttida her, u nichz existuje vyherni strategie, je velmi Sirokd, a proto je t€zké ji celou
charakterizovat. Navic z kazdého pravidla existuji vyjimky. Uvedeme zde ale nékolik
jednoduchych podminek, které jiz postaci k tomu, aby existovala vyherni strategie hry:

1) Hru hraji jen dva hraci.

2) Hra musi skoncit po kone¢ném poctu taht vyhrou jednoho z hracu.

"Piispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR 406/05/P561.
2PedF UK v Praze, antonin.jancarik @pedf.cuni.cz
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3) Ve hie neni Zadny skryty prvek ani vliv ndhody.

V nékterych piipadech pfipoustime, Ze hra po konecném poctu krokit musi skoncit
bud’ vyhrou jednoho z hracd, nebo remizou. V takové piipadé bud existuje vyherni
strategie hry pro jednoho z hracl, nebo remizova strategie hry pro oba hrace.

PRIKLADY HER

Pravidla pro existenci vyherni strategie vétSinou nespliiuji hry s kostkami, protoze
je v nich velky vliv ndhody, ani vétSina karetnich her, protoze v nich nezname hodnotu
soupefovych karet, ani kartu, kterou ,,lizneme*. Uvedend pravidla nespliiuji dokonce
ani piSkvorky, protoZe neni zaruceno, Ze kazdd hra musi skoncit v koneéném poctu
tahti. Presto bylo u piskvorek dokdzano, Ze existuje vyherni strategie pro hrace, ktery hru
zahajuje. Problematické jsou i Sachy, nebot’ kazda hra sice musi skoncit v kone¢ném poctu
tahd, ale hra muZe byt ukoncena i remizou. V Sachéach bud’ existuje vyherni strategie pro
jednoho z hraci, nebo remizova strategie pro oba hrace. Vzhledem ke komplikovanosti
celé hry vSak neumime rozhodnout, kterd varianta plati. Pfikladem her, ve kterych ale
urcité vyherni strategie existuje, je GO (tam ji ale neumime nalézt), ¢i hra Ovecky a vik.
Na prikladu her GO a Sacht vidime, Ze existence vyherni strategie a jeji nalezeni jsou
dvé samostatné otazky. V dal$im textu se na nékolika pifikladech sezndmime s nékterymi
postupy, pomoci kterych miizeme vyherni strategii nalézt.

Béznym prikladem matematickych her jsou hry tipu NIM. V tomto ¢lanku si ukazeme
nékteré postupy, které 1ze vyuzit u béZnych spolecenskych her.

PROZKOUMANI VSECH MOZNOSTI

U nékterych her miZeme vyherni strategii nalézt pomoci prozkoumani v§ech moz-
nosti. Prozkoumat vSechny moznosti je mozné pouze u jednoduchych her, takovych, ve
kterych se nevyskytuje prili§ mnoho moznych tahi. To, Ze se ve hie vyskytuje jen velmi
malo hernich situaci, neznamend, Ze takova hra neni zajimava. Piikladem hry, ve které
1ze hledat vyherni strategii prozkoumanim vSech mozZnosti, je hra TIC-TAC. Jedna se
o hru piSkvorky na hraci desce, kterd ma pouze devét poli. Hrac, ktery jako prvni dosdhne
tif svych znakt v fadé, vyhrava.

U této hry neni z pravidel jasné, zda existuje vyherni, nebo remizové strategie.
Prozkoumanim vSech moZnosti ale snadno zjistime, Ze hra je remizova. Tedy pokud ani
jeden z hracl neudéla chybu, musi hra skoncit remizou.

PROZKOUMANI VSECH MOZNOSTI PO VYHRAVA JICICH TAZICH

U nékterych her nemusime prozkoumadvat vSechny pozice, naprosto staci, kdyz pro-
zkoumdame vSechny pozice po tahu, ktery zarucuje vyhru. Velmi jednoduchym piikladem
je hra Ciselny BlackJack. Tuto hru hraji dva hraéi, pred kterymi jsou na stole rozloZeny
Cisla od jedné do desiti. Hraci postupné odebiraji karty s Cisly a hodnotu odebranych
karet scitaji (za oba hriace dohromady). Hrac, ktery jako prvni pfesdhne svoji kartou
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v souctu hodnotu dvacet jedna, prohrava. Prozkoumavani vSech moznosti by bylo pfilis
pomalé, pro nalezeni a ovéfeni vyherni strategie staci, kdyz ovéfime vSechny situace za
predpokladu, kdy prvni hra¢ odebere kartu s ¢islem deset. A v dalSim rozboru se budeme
zabyvat pouze tahy, kterymi miiZe prvni hra¢ pifimo vyhrat. Timto postupem snadno
zjistime, Ze existuje vyherni strategie této hry pro prvniho hrice. Otazka, zda prvni hrac
muze vyhrat i po jinych tuvodnich tazich, je zajimava, nicméné pro nalezeni vyherni
strategie nepodstatna.

NALEZENI POSLOUPNOSTI VYHERNICH TAHU

U nékterych her postaci pfi hledani vyherni strategie nalézt sérii tahd, které zarucuji
cestu k vyhre. V idedlnim piipad¢ se miiZe jednat o postup, ktery lze ve hie opakovat,
a tak si zajistit vitézstvi. Pfikladem hry, ve které lze pouzit tento postup, je hra Ovecky
a vlk.

PRAVIDLA HRY OVECKY A VLK

Hru hraji dva hraci. Prvni hra¢ hraje za ovecky — hraje se ¢tyfmi
kameny, které se pohybuji pouze dopiedu, a to na nejblizsi pole stejné
barvy. Druhy hrac hraje za vlka, miize se pohybovat doptedu i dozadu,
a to na nejblizsi pole stejné barvy. Cilem ovecek je znemoznit vlkovi
pohyb.

Pro hru je ziejma strategie (ve smyslu plan hry): ovecky se snazi | g/ @ @ @
postupovat v fadé, kdezto vlk se snazi jejich fadu svymi néjezdy '
roztrhnout. Jedna z vit€znych strategii je na obrazku na konci ¢lanku.

ZAVER

Matematika md mnoho podob a kombinatorickd teorie her predstavuje jednu méné
znamou, zato vSak velmi zajimavou oblast matematiky. Tato disciplina je obvykle pred-
stavovdna hrami jako jsou NIM, ve kterych se aktivné pouzivd matematicky aparat —
napiiklad pocetni dovednosti a znalosti z oblasti délitelnosti celych Cisel a Ciselnych
soustav. Soucasti kombinatorické teorie her je vSak 1 hledani vyhernich strategii 1 u béz-
nych her. Mnoho vyzkumi bylo zaméfeno na findlni pozice ve hfe GO a Sachy. Diskuze
o moznych hernich ¢i dokonce vyhernich strategiich miize byt vhodnym obohacenim
vyuky matematiky a maze prispét k rozvoji logického a kritické mysleni zaka.
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Pokud je vk na jedné = pozic 2 Polud je vk na pozici X, hrajeme | |Polud je vik na pozici Z, hrajeme

hrajeme tah 3, jinak hrajeme tabey 12, | [tah 1, jinak hrajeme tah 2. tahoy 1234, jinak hrajeme tah 2.
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tah 3, jinak hrajeme tabey 12345 hrajeme taby 3412, jinak
hrajeme taliy 1234,

ULOHY VHODNE PRO NADPRUMERNE
ZAKY 1. STUPNE ZS

MICHAELA KASLOVA'!
Vystoupeni navazuje na lonisky ptispévek — Komunikace s nadpriimeérnymi Zdky.

TEMATA, KTERA ZAKY PRITAHUJI

e Matematika a historie — jak se dfive psalo, jak se pocitalo, jaké tlohy se fesily
e Matematika a soucasna technika, architektura a vytvarné umeéni
e Poznavani vesmiru a velka Cisla, Guinessovy rekordy (NEJ-)

Jsou dlohy, metody feSeni, zplisoby prace, kterym se nadprimérni Zaci vyhybaji. Je
tieba si klast otdzku proc. Nejcastéjsi diivod je, Ze se bez nich obejdou; hlavni divod vSak
je, Ze nevidi smysluplnost a ekonomicnost. Je proto nutné uvazovat o takové modifikaci
ulohy, u nichz nenachazeji relativné brzy feSeni. Jde zeyména o slovni tlohy, kde hraje
roli porozuméni jazyku, struktufe informaci a ulohy, kde musi Zaci Crtat, rysovat, kreslit
a pracovat s drobnym materidlem (u nadanych zaku je zpravidla podprimérna troven

'PedF UK v Praze, michaela kaslova@pedf.cuni.cz
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rozvoje jemné motoriky). Jsou ovSem 1 ulohy, které by u nékterych z nich stimulovaly
snadnéji ustni komunikaci. Je otdzkou diskuse, které z odmitanych typt presto zarazo-
vat. V nékterych situacich se pro feSeni vytvareji bloky zpiisobené: pocitem podcenéni,
nucenim do transformace komunikacnich kédi (u nadprimérného zaka se pouziti kodi
fidi nikoli poZadavkem ucitele, ale predevSim pocitem ekonomicnosti, snadnosti pouZziti,
coZ je individudlni), nenasycend potfeba novosti ¢i pfesyceni byt oblibenym tématem.

CHARAKTER ULOH, KTERE ZACI SAMI VYHLEDAVA Ji

e tlohy, u nichZ znaji algoritmus feSeni, ale kde se pracuje s vyrazné vysSimi Cisly nez
ve Skole
e aritmetické ulohy, které fesi na rychlost — soupefem sdm sob¢, na to radi navazuji
odhady vysledka (cifernost, ne vétsi nez . .., nejméné. . .)
e znamé ulohy v novych ¢iselnych oborech
e na to navazuje skupina uloh pocitani v jinych komunikac¢nich kédech, prace na pocitaci,
moznost cokoli fesit zpaméti, ulohy kombinatorického charakteru
NAROCNEJST ULOHY

Ulohy smé&fujici do hloubky, vedouci k objevovéni strategii predstavuji sice tlohy
motivujici, avSak jejich dokonceni je podminéno nejen smysluplnosti, ale i chovanim udi-
tele, diskusi a pfedchozimi zkuSenostmi. Pokud Zak pochopi princip, neciti Casto potfebu
feseni dokon¢it. PODMINKOU dokonéent je nad&je na dal¥f vyuZiti v dalii dloze,ve hie,
v socialni skupiné, v obtizné;si tloze jako vychozi krok. Podminkou dokonceni feSeni je

vic neZ snaha ziskat prestiz, dobrou znamku ¢i pochvalu, vyzaduje dlslednost. Blokaci
muZe byt také navyk uZiti rychlocteni (z internetu), coZ nelze uplatnit u slovnich tloh.

PODROBNEJI K VHODNYM OKRUHUM (DALE VIZ PRILOHA)

Zah4jeni prace je u vétSiny zaku provazeno potiebou pracovat s ¢isly spise na obtiznost
neZ narychlost — provadét operace, porovnavat, prevadét z jedné soustavy do druhé. Dalsi
uvedu jen v heslech:

a) Znak — zaznam mnozstvi, poctu (v historii od Mezopotamii po Mdye), rozdil mezi
Cislem a Cislici, porovnavani ¢isel v rliznych typech zapist, prevod z jedné soustavy do
druhé, pocitani v rliznych soustavach.

b) Rozdil mezi rovinou a prostorem — vyznam 2. (3.) dimenze, orientace v roviné na drovni
her prevazné ve dvojicich, poznani a popis dvou dimenzi jako postacujiciho néstroje pro
urceni polohy objektu v roviné, odvozeni orientace v prostoru — rozdil mezi soufadnicemi
urcujicimi polohu objektu v 2D a 3D, vyuziti — plany, mapy, fraktdly, zavislosti ve dvou
smeérech, shodna rozlozZitelnost celku.

c¢) Usuzovani jako fetézeni implikaci, negace — vyznam v usuzovéani, vylucovaci metoda,
hypotéza a ovéfeni — hry typu zebra, sudoku, véetné identifikaéni hry myslim si ¢islo
a podobné.
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ZAVER

Pro¢ diskutovat o vybéru uloh? Ponechme stranou vychovnou stranku objevovani
a feSeni. (Ne)mohou nadprimérni Z4ci fesit jen to, co chtéji? Uzavieni do svéta matema-
tickych symbola blokuje do jisté miry uméni vidét matematiku v redlném svété.

PRILOHA — ULOHY VHODNE PRO NADPRUMERNE ZAKY 1. STUPNE

(23 autorskych uloh a jedna uloha neautorska)
1. Kral chodil chodbou od dvefi ke dvefim a pfemyslel. Od jednoho konce k druhému
udélal 18 pomalych krokt. KdyZ se ale rozcilil, prodlouZil krok o 20 cm, rdzoval chodbou
od jednoho konce k druhému a potfeboval na to jen 12 krokt. Jak dlouha je chodba?

2. Sména — na nové€ objevené planeté byly dvé zemé. Jedna pouzivala papirové penize
s jednotkou kdmen a drobné s jednotkou pisek. Jeden kdmen je 15 piskli. V druhé zemi
se pouzivaly papirové penize zvané klacek a drobné zvané diivka. Jeden klacek byl
za dvacet drivek. Pfi obchodu mezi obéma zemémi platilo pravidlo za tfi klacky dva
kameny. Vytvor otazku a feS. Napf. kolik zaplatili klackt a dfivek, kdyz zakoupeni zbozi
v sousedni zemi stdlo 9 kamenti a 6 piski?

3. V davné minulosti v orientu platilo sménné pravidlo 3: za tfi ovce jedna krava, za tfi
kravy jeden kiin, za tfi koné jeden velbloud, za tfi velbloudy nevésta — princezna. OZeni
se ov¢ak s princeznou, kdyZ ma ® ovci? (® znak o urcitém mnoZzstvi kiizka nevyjadieny
pfirozenym ¢islem — zdkladni ¢islovkou ani Cislicemi.)

4. Kolik by potieboval ov¢ak ovcei pfi sménném kurzu 4, aby se oZenil a zlstal mu kan?

5. Vcera i dnes jsem hral na pocitaci hru. Dnes jsem ziskal 600 bodi. Bylo to o tietinu
méné neZ vCera. Kolik bodi jsem ziskal véera?

6. VCera i dnes jsem hral na pocitaci hru. Dnes jsem ziskal 600 bodii. Vcera jsem ziskal
o tfetinu bodi vice neZ dnes. Kolik bod jsem vcera ziskal?

7. Mame obdélnik o rozmérech 6 cm a 2 cm. Rozdél ho na 3 ¢asti tak, abys z nich mohl
sloZzit Ctverec.

8. Méame obdélnik o rozmérech 8 cm a 4 cm. Rozdél ho na tii Casti tak a) abys z né¢ho
mohl slozit ¢tverec, b) abys z ného mohl slozit trojahelnik.

9. Jestlize strana jednotkového Ctverce ve Ctvercové siti predstavuje 10 m, vyznac v této
siti co nejvic riznych n-thelnikd, které maji obsah (plochu) 1 ha.

10. Mtze mit 1 ha tvar trojihelnika? Mutze mit tvar deltoidu, lichobéZnika? Tvrzeni
dokaz (Ize 1 s vyzitim shodné rozlozitelnosti).

11. Méame krychli sloZenou ze stejnych kosti¢ek, neni znamo z kolika. U jedné ze svislych
hran jednu kosticku uberme (hrana se o 1 jednotku zkratila) a u druhé - vodorovné
hrany jednu kosticku ptfidejme (hrana se o jednu jednotku prodlouzila) a nakonec tfeti
hranu vodorovnou — (k pfedchozi hrané kolmou) zachovame, pak stavbu upravime tak,
aby vznikl kvadr (ubirdnim a pfiddvanim kosti¢ek). Na tento kvadr budeme potfebovat
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0 6 kosticek méné€, nez jsme potiebovali na krychli. Jaké byly rozméry krychle? (Kolik
kosti¢ek jsme potiebovali na krychli?)

12. Na oslavé se nabizely nasledujici dzusy: jahodovy, pomerancovy a bananovy. Nékdo
si objednal sklenici jen s jednim druhem dZusu, nékdo si dal michany. Napoje se michaly
tak, Ze do poloviny sklenice se nalil jeden druh a jinym druhem se zbyvajici polovina
sklenice dolila. Kazdy si mohl vybrat napoj, jaky chtél. Kolik moznosti bylo na vybér?
Jak jsi postupoval?

13. Ve tfid€ bylo 12 divek a 10 klukd. Kolik moZnosti mé ucitel na vybér pro obsazeni
roli, kdyZ chce se tfidou nacvicit pohadku Jak pejsek s kocickou pekli dort (kocku muize
hrat jen divka, pejska a zlého psa jen kluci).

14. Sestav labyrint tak, aby se jim dalo projit 6 (8, 8, 12) rliznymi cestami. Cestou se
mysli dréha, trasa, kterd sméfuje k cili (nevracime se) a nepohybujeme se po jedné cesté
v zadném useku vicekrat (nebéhame napriklad dokola). Dvé riizné cesty mohou mit
spole¢ny jeden dsek nebo i vice, ale nikdy nejsou trasou, kterd by byla obéma cestim
celé spolecna. Cesty nemuseji byt stejné dlouhé. Sva feSeni porovnejte.

15. Sestav — vytvor téleso (pouziti: modelina, nebo draty, ndkres, papir, Spejle apod.),
které ma a) 6 vrchold a 9 hran, b) 5 vrcholt a 9 hran, ¢) 6 vrcholi a 10 hran, d) 9 vrchold
a 15 hran, e) 8 vrcholli a 12 hran, f) 10 vrcholi a 14 hran. Ktery z tkoli ma vice feSeni?

16. Najdes téleso, které (ne)ma: a) Zadny vrchol, Zddnou sténu, b) jeden vrchol, c¢) 6 vr-
cholt, 12 hran a 8 stén, d) 7 vrchold, 12 hran a 7 sté€n, €) 9 vrcholi, 16 hran a 9 stén,
) 10 vrchold, 20 hran a 12 stén?

17. Kolik trojihelniki (¢tvercii, obdélniki, kosoctverct, kosodéInikl a lichobézniki) je
schovano v néasledujicim obrazku? Pozn. Utvary v obrazku se mohou prekryvat.

a) b)

18. Nakresli takovy obrazek, aby v ném bylo mozZné najit presné a) jeden obdélnik, dva
lichobézniky, tfi trojuhelniky, b) tfi obdélniky, Ctyfi trojuhelniky a dva lichobéZniky.
19. Ulohy s pouzitim historickych zapist &isla:

a) Secti CCXCIX

LXXVII

b) Odecti M — DII, CCC — XIX, L — XIV,

¢) Vynasob dané ¢islo XVII takovym Cislem, abys k zapsani soucinu potfeboval méné
znakl (pismen), nez zapsani libovolného z obou Cinitelt.
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20. Secti takova tii Cisla, abys k jejich zdpisu pouzil 10 znakd (pismen) a soucet byl:
a) men$i nez 700, b) vétsi nez 700, ale mensi nez 999 c) vétsi nez 1050.
21. Algebrogramy

a) AB + CD = EFG (nenulové ¢&islice)

b) Vymysli algebrogram, ktery méa 3 feSeni.
22. Zebry. Karolina, Jana, Béara a Anicka sbiraji plySové hracky. Kazdd mluvi o svém
nejvétsim oblibenci. Karolina ma nejradé€ji svého tygiika. Bara ma rtizového plysaka
Divu. Ani¢ka méd malého plySdka, ten neni ani bily, ani modry. Jané se zeleny oslik
nelibi, zato bild Aja je jeji mazlik. Tygr neni Ousko, ale Vousek. Jak se ply3aci jmenuij,
jakou maji barvu a komu patfi?
23. Do néasledujici mfizky vypliite Cisla od 1 do 10 tak, aby v sousednich polich nebyla
Cisla, kterd se od sebe 1isi o jednu nebo kterd patii do téze malé nasobilky.

24. Uloha s ,,malymi &isly* prevzata z Hald sobota (1985)

Zapis Cisla od 1 do 10 do tabulky tak, aby kazdé ¢islo zapsané v barevném poli bylo
souctem cCisel zapsanych v sousednich bilych polich (sousedni — maji spole¢nou stranu).
Pochopitelné je kazdé Cislo v tabulce jen jednou. Lze feSit pokusem — omylem, ale 1ze
pouzit i ivahu a schopnost ,,vidét v aritmetice".

OTEVRENE DIDAKTICKE SEMINARE

EVA KREJCOVA!

Ve snaze pfiblizit studentim, budoucim ucitelim oboru 1. stupné zdkladni Skoly
nékteré organizacni formy vyucovani a metodické ptistupy, které v roli Zaka spisSe nezaZzili
a o kterych se domnivame, Ze jsou ptinosné, poradame jiz nékolik let oteviené didaktické
seminare. Jsou jakymsi realizacnim vystupem vybérového seminéfe z matematiky. Zveme
na né studenty, cvi¢né ucitele a pracovniky fakulty.

' Katedra matematiky PdF UHK, eva.krejcova@uhk.cz
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Didaktické seminafe maji charakter kratkodobych projektl (zpravidla dvouhodino-
vych) zaméfenych na zvolené inspirativni téma. Jsou ureny pro zdky jedné vékové
kategorie nebo pro vice ro¢niku. Jejich prednosti je, Ze navozuji redlnou situaci, nebot’
studenti v roli uciteld pracuji s détmi.> Nejde tedy o simulované situace. Ucastnici zde
vidi bezprostiedni dopad pracovnich ¢innosti na Zaky: jejich reakce, nasazeni.

Oteviené didaktické seminafe sleduji nékolik cili:

e Studenti dostavaji dalSi prileZitost pracovat s détmi, a to za okolnosti, na kterych
jim mimoradné zdlezi — chtéji uspét, dobre se prezentovat. To predpoklddd vynalo-
Zeni znac¢ného usili ve fazi promysleni obsahu a metod. Zdokonaluji se v ptipravé
didaktického materialu (motivace, funkce).

e Pro jejich ptitomné kolegy mohou shlédnuté ¢innosti znamenat vitany zdroj inspirace
a celkova atmosféra 1 posileni prestize ucitelského povolani.

e Také fakultni ucitelé pfijimaji svoji ucast pozitivng. Neziidka berou tuto prileZitost
1 jako potiebny impuls k ,,vyboceni ze zajetych koleji““. Neformalné se posiluji vza-
jemné vztahy.

e Snazime se rovnéZ o §irs$i publicitu naméth a ¢innosti, které se na seminafich ukazuji
jako podnétné a piinosné. Publikujeme je v podob¢ piispévki v didaktickych Casopi-
sech (Moderni vyucovani, Komensky, Ucitelské listy) — viz napt. [1], [2], [3]. I tato
skutecnost studenty pozitivné ovliviiuje.

Struéné priblizime posledni seminéf s nazvem: Od knofliku k poznatku v hodindch
matematiky. Konal se v dubnu minulého akademického roku a byl zaméren na Cinnostni
pfistup ve vyucovani a kooperativni uceni zasazeného do rdmce mensiho projektu. Jed-
nalo se o rtizné moZnosti vyuZiti prosté didaktické pomiicky — knofliku v matematice, ale
1 v dalSich predmétech 1.—4. ro¢niku zdkladni Skoly. Studenti pomoci manipulativnich
¢innosti s knofliky procvicovali s détmi osvojeni pojmu pfirozeného Cisla (kvantitativni
vyznam, pfirozenou posloupnost, princip desitkové Ciselné soustavy), zdkladni pocetni
operace (vyvozeni, vlastnosti), feSeni slovnich tloh riznych typd, propedeutiku piimé
umérnosti, rozvijeli jejich predstavivost a tvorivost.

Kazdy prezentovany ro¢nik zastupovali ¢tyfi Zaci, ktefi pracovali nejdiive ve dvoji-
cich, pak spole¢né — tedy ve Ctyi€lennych skupinach.

Po spoleéném uvodu (motivace — hddanka, knoflikovy krél, historie vzniku knofliku,
sestavovani obrazkil z knoflikli — tvoriva ¢innost jednotlivcil) pracovaly déti podle ro¢niku
na &étyfech stanovistich. Cinnost v jednotlivych pracovnich centrech ¥idili a usmériiovali

2Smérem k z4kim jde o zd4nlivé niro¢nou situaci; jiné — nezndmé prostfedi (semindie se odehravaji na fakulté), jini ucitelé,
hodné ,,divaka*. Zkusenosti v§ak naznacuji, Ze vhodné volenym pristupem, motivaci, vytvofenim priznivého klimatu lze tyto
obavy vyloucit.
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vzdy dva studenti. Paralelné tedy probihala vyuka ve vSech zminénych vékovych skupi-
nach. Zaméstnani vychazela z jejich vékovych zvlastnosti, z probiraného uciva. Pojicim
prvkem byl knoflik, jeho mozné didaktické interpretace v riznych predmétech.

K napliiovani pedagogického pozadavku ,,SSS* (,,smysluplnost, spoluprace, svo-
bodna volba®) pfispivala nejen jednoducha didakticka pomucka, ale také vhodné volena
zaméstnani.

Studenti pripravili pro déti fadu inspirativnich ¢innosti, pfi nichZ mohly uplatnit
védomosti, dovednosti a zkusSenosti z riznych oblasti a déle je prohloubit. Naméty ma-
tematické povahy stfidaly ukoly vyuZzivajici pfevazné pracovni a vytvarné techniky.

K vytvofeni podnétného pracovniho prostredi a navozeni fungujici vzajemné spolu-
prace ve skupinach prispély i rizné sklddanky zhotovené v kontextu s projektem.

Déti davaly dohromady rozbity knoflik (papirovy model knofliku rozstfihany na
nékolik c¢asti), ,,sesSivaly* kosilku z jednotlivych dilti (matematické loto) apod.

K navazani zaddouci komunikace poslouzily i vizitky Skoldka v podobé knoflikti (pozn.
studenti déti neznali).

Dodejme, Ze otevienému seminéii vzdy predchézi priprava a potiebné sladéni. Stu-
denti maji zna¢nou volnost ve volbé definitivni obsahové naplné€ 1 organizacni strategie.

O tom, Ze se tyto seminafe osvédCuji, doklada mj. fakt, Ze katedra matematiky byla
pozadéna pipravit letos v ramci kondni konference k 10. vyro&i zaloZeni Ustavu primérni
a preprimarni edukace PF UHK akci podobného charakteru.

LITERATURA

[1] Brzdkova, M., Krejcovd, E. Od knofliku k poznatku v hodindch matematiky (inspi-
race k vyuce matematiky na 1. stupni zakladni Skoly). Moderni vyucovdni, 2006,
¢. 6.

[2] Krejcova, E. Jak nas inspirovaly knofliky. Moderni vyucovdni, 2006, €. 10.

[3] Krejcova, E. Knoflikovd matematika (soubor ndméti k ¢innostnimu pristupu ve
vyucovani matematice). In KAFOMET, Infra, aktualizace M-061.2.
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VYSLEDKY VZDELAVANI
V9. A 5. TRIDACH ZS

Eva RIDKA, E. LESAKOVA!

Nase dvacetiminutové vystoupeni vinimame jako pfilezitost asponl stru¢né seznamit
ucitele matematiky s tim, co délame a co zjiStujeme.

Jsme z CERMATu, diive Centra pro reformu maturit, nyni Centra pro zjiStovani
vysledkl vzdélavani (téz nékdy CZVV). Webova adresa: www.cermat.cz

I) Na jafe roku 2007 jsme po sedmé zkoumali znalosti maturantti stfednich Skol v pro-
gramu ,,Maturita nanecisto*. V tomto programu, ktery je zaméten k ptipravé a zajiSténi
spoleéné ¢asti maturitni zkouSky (aktudlné od roku 2010, dale jen MZ), pfipravujeme
jeden test v tzv. zdkladni drovni, ktery je koncipovan jako povinné volitelny test do spo-
lecné Casti MZ, a druhy test v tzv. vyssi drovni. Podle aktualnich informaci, které v unoru
2007 nebyly jesté znamé, si maturanti budou uroven testu ve spole¢né ¢asti moci zvolit.

IT) Na jafe roku 2007 rovnéz probihalo celostatni Setfeni ,,Hodnoceni vysledkl vzdé-
lavani v 9. (5.) tiid4ch ZS*. Toto Setfeni probihd ve Skoldch, které se k testovani prihlasi
(vSechny skoly jsou osloveny), a to trojici testi: ,,Matematické dovednosti®, ,,Doved-
nosti v ¢eském jazyce* a ,,Obecné dovednosti*. V devatych tfidach probihalo testovéani
poctvrté, v patych tfidach podruhé. Vysledky z tohoto testovani jsou v CERMATu k dis-
pozici a seznamujeme s nimi ucitele matematiky na vSech moznych profesnich setkanich.
Testovéni v 5. tiidach je ze strany MSMT do¢asné pozastaveno, na jafe 2008 prob&hne
jesté ,,Hodnoceni vysledkil vzdélavani v 9. tfidach*.

IIT) PribéZné ptipravujeme s pomoci skupiny expertu z piislusnych stupiiti Skol tema-
tické testy, které jsou mimoprazskym Skolam k dispozici na naSem webu. Z matematiky
jsou tam zatim vyvé&seny testy pro ZS ,,Raciondlni &isla“ a pro SS ,,Algebraické dpravy*.
Dalsi dvojice se pfipravuje — pro ZS ,,Planimetrie” a pro SS ,Rovnice a nerovnice*. Testy
1ze nalézt pod odkazem Projekt Kvalita 1\P¥ihlaSovani pro 8koly\IZ0 Skoly
a pristupové heslo. Jejich pouZiti je bezplatné.

IV) Soucasti vystoupeni byl maly vhled do vysledkii ziskanych z feseni geometrickych
tloh v 5. tiidg, v 9. t¥{dé a v maturitni tiid& SS. Bylo moZné nahlédnout, jak veliké procento
zaku tyto dlohy viibec nefesi a jak malé procento zakt fesi tlohy usp€sSné. Naprostd ztrdta
kontroly nad vystupy Zdkiu ze zdkladni skoly se ndm jevi jako velmi nestastnd.

Pokud by se kdokoliv z ¢tenditi o nase testy a zjisténi zajimal, necht' napiSe na uvedeny
kontakt.

1CZVV, ridka@cermat.cz, lesakova@cermat.cz
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OTEVIRANI GEOMETRICKEHO SVETA!

KLARA NECASOVAZ

UvoD

Béhem studia na univerzité i v pribéhu své pedagogické praxe na zdkladni Skole
jsem ocenovala moderni pfistupy ke vzdélavani déti, které korespondovaly s mySlenkami
konstruktivismu a kooperativniho u€eni. [1] Aktivni forma vyuky, angaZovanost déti ve
vychovné-vzdélavacim procesu, hra, pohyb, konkrétnost a prakti¢nost byly dle mych
predstav nutné slozky hodin. Byla jsem ale ponékud zklamand, jak malo toho, co jsme
se ucili na fakulté, jsem mohla pozorovat pfi svych hospitacich v béZné vyuce na prvnim
stupni zékladni Skoly. Tato mé zkuSenost jen podporuje tvrzeni (Jirotkova a Littler, 2007),
Ze geometrii neni v rimci matematiky vénovan dostatek ¢asu a Ze zejména ve vyucovani
prostorové geometrii pfevazuji transmisivni metody, které jsou spiSe zamérené na uceni
se terminologii, neZ na pojmotvorny proces.

Osobné povazuji za klicové, aby:

e ve vyuce matematiky nedominovala rovinna (2D) geometrie, ale aby se Z4ci seznamo-
vali 1 s télesy v prostoru (3D),

e se Zaci ucili skrze vlastni poznani a proZzitky, tedy na zdkladé manipulace s konkrétnimi
predméty a tvary,

e neprevazovala frontalni vyuka,
e geometrie nebyla omezovand na rysovani,

e 7aci pochopili, co je obsahem pojmt, a neucili se mechanicky geometrické nazvoslovi
bez pochopeni,

e vyuka byla propojena na prakticky Zivot,
e si déti budovaly pozitivni vztah k predmétu, vidély v ném smysl a zabavu.

V tomto prispévku uvedu aktivitu, kterd vyse uvedené slozZky matematického vzdéla-
vani podporuje. Pfi svych experimentech realizovanych v raimci zpracovani diplomového
ukolu (realizovala jsem experimenty s 28 dvojicemi zaki) se tato aktivita osvédcila jako
vhodnd metoda pro seznamovani zaki s objekty prostorové geometrie i souvisejicim na-
zvoslovim. Aktivitu, kterd je vlastn€ jakousi hrou, 1ze modifikovat pro zéky 1.-5. ro¢niku

!"Tento piispévek vznikl s podporou grantu GACR 406/05/2444.
Zklara.necasova@centrum.cz
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ZS bez ohledu na piedchozi zkuSenosti a znalosti z oblasti geometrie a jeji pravidla je
moZné upravit podle potieb.

PRAVIDLA HRY

K dispozici jsou dvé stejné sady téles, kazda pro jednoho zdka. (V mych experimen-
tech Zaci pracovali se sadou 13ti téles, kterd obsahovala jak télesa Zakiim dobie znama
— krychle, pravidelny ¢tyirboky hranol, kvadr, ¢tyrboky jehlan, vélec, kuzel, tetraedr, tak
télesa méné zndma — komoly kuzel a komoly jehlan, trojboky a Sestiboky hranol, ale také
télesa, se kterymi se pravdépodobné do té doby jesté nesetkali — nekonvexni pétiboky
hranol a jehlan. Pocet a sloZeni sady téles lze variovat podle Grovné a zkusenosti zaku.)

Déti pracuji ve dvojicich a jsou si navzdjem partnery. Sedi tak, aby na sebe nevid¢ly.
Kazdy ma4 pied sebou sadu téles. Zak A si voli libovolné t&leso a popisuje ho Zékovi B.
74k B jej na zaklad® informaci hledd mezi t&lesy své sady. Hra probihd formou dialogu,
Zaci mohou pouzivat jakékoli vyrazové prostfedky, doptavat se, jejich komunikace je
zcela neomezend. Pokud se oba zaci dohodnou, Ze drzi stejny predmét, hra konci a oni si
télesa porovnaji, ¢imz okamzité ziskaji zpétnou vazbu o tspésnosti. Pokud nedrzi stejné
objekty, diskutuji, pro¢ doslo k nedorozuméni a chybnému reSeni.

ILUSTRACE 1 (EXPERIMENT REALIZOVAN VE 2. TRIDE)

Kuba popisuje Vaskovi komoly kuzel.

Kuba: ,,Vypada to jako kuzZel, ale nevypada to Spicaty. Je to tak, jako by se to useklo,
a vypada to jako, vypada to jako néjaka mala véz a v ni je jeden strdznik.*

Vasek: ,,Sukné, takova pro panenky?* Vasek drzi komoly kuzel.

Kuba pfikyvuje, ze odhalil stejny predmét. Vasek 1 Kuba opravdu spravné nasli
identicka télesa.

Prinos hry: Déti musi v ramci hry komunikovat o télesech. V bézné vyuce se tako-
véto aktivity prakticky viibec nevyskytuji. Z4ci tak rozvijeji své komunika¢ni dovednosti,
okamzité dostdvaji zpétnou vazbu, jak jim jejich komunikacni partner rozumi. Také pro-
hlubuji své geometrické védomosti — zacinaji si v§imat jevl, pomoci kterych jisté téleso
mohou popsat. Rozvijeji i socidlni strdnky komunikace — jsou si partnery a jejich ukolem
je, co nejdiive se domluvit. Dédle uvedu Ctyfi jevy, které jsem na zdkladé svych opakova-
nych experimentl shledala jako dileZity piinos této aktivity pro poznavani geometrickych
objektli v prostoru.

Nazornost, konkrétnost: Déti béhem aktivity pfedméty osahdvaji a pojmenovavaji
konkrétni vlastnosti téles a privodni jevy, které maji bezprostiedné spojeny s hmatovym
vjemem. Jednotliva télesa porovnavaji, pozorné sleduji, co maji spolecné a v ¢em se
liSi. Veskeré jevy jsou tedy vnimany zrakem i hmatem a nésledné jsou uchopeny do
slov. Kazdy Zak mé v této hfe moznost vnimat téleso na své urovni, jako celek a také
jeho jednotlivé analytické vlastnosti. Tedy manipulativni zkuSenosti s t€lesy predchazi
zavedeni terminologie.
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Mysleni nahlas: Zici spolu oteviené komunikuji a vyjadiuji své dojmy a poznatky
o daném télesu. Hlasité tak sd€luji svému partnerovi 1 uciteli své mySlenkové procesy.
Ucitel ma tak moznost sledovat uroven zdkova vnimani, analyzovat chyby a privadét
Zaky do kognitivnich konflikti, aby se jejich prekondvanim sami ucili.

ILUSTRACE 2 (EXPERIMENT REALIZOVAN VE 2. TRIDE)

EliSka po ukonceni hry zacala porovnavat télesa, kterd zvolila jako stejna. Velice
dobfe pojmenovavala shodné i rozdilné vlastnosti:

Eliska: ,,A tohle je vlastné rozsifeny jako néjaky Saty.*

Zacina porovnavat nekonvexni jehlan a nekonvexni hranol. ,, Tohle neni taky stejny,
protoZe tohle vypada jako pyramida nebo stihacka.*

Ukazuje nekonvexni jehlan: ,,A tohle jako kdyby si méla takhle, tak je to jakoby
takova placata klouzacka, kdyz to date takhle. A kdyz to date takhle a tak, je to jako
stan.*

Obraci téleso tak, aby bylo nekonvexni ¢asti otoceno dold na stdl. ,,A je to stejny
v tom, tohle je stejny a neni to stejny v tom, Ze tohle je Spicatéjsi. A tohle je skoro jako
kostka, jenom kdybych tam dala trojuhelnik.*

Pozitivni klima: Z4ci mezi sebou nesoupeii, naopak, jsou si partnery. Prostiedi hry
a spoluprace tak utvari bezpecné klima, zaci nemaji diivod obavat se hovofit, pojmenova-
vat jevy podle vlastniho uvazeni. Toto klima silné ovliviiuje motivaci zaki k pozndvani
geometrickych objektil a tim jist€ pfispiva i ke kladnému postoji k matematice.

Rozvoj komunikacnich dovednosti: Déti se béhem hry uc¢i nutnym dovednostem
citi potfebu pouzivat nové vyrazy jako hrana, vrchol, sténa apod., ale uci se 1 hovoftit
srozumitelné, formulovat smysluplné véty, naslouchat svému komunika¢nimu partnerovi,
snaZit se mu rozumét a své porozumeéni pak vhodné reflektovat. Je ziejmé, Ze tato aktivita
prispiva rozvoji socialnich slozek osobnosti.

METAFORICKY JAZYK — PODPORA PRO GEOMETRICKE POJMY

Zéci potfebuji pro popis t&les jejich nazvy, piipadné pojmenovavat jejich vlastnosti
ajevy. Neznaji vSak spravnou terminologii. VyuZivaji tedy k popisu celou fadu ptirovnani,
asociuji tvary geometrické s okolnim svétem. Napfiklad kuzel byl détmi nazvan: , kulata
pyramida, tee pee, nos Pinochia*; komoly kuzel popisovaly: ,,jako kuZel bez $picky, jako
véZz, jako komin bez Spicky, sukné pro panenky, Saty* apod.

Vyrazové prostfedky déti jsou velmi bohaté a umoZziiuji ndm ucitelim tak nahlédnout
do spektra jejich zkusSenosti a zazitkt, které promitaji do svého porozuméni geometrickym
objektim. Mame pak moznost pii rozhovoru s détmi volit takova slova, pojmy, o kterych
vime, jak jim rozumi, a tak eliminovat moZné nedorozuméni.

Cilem této aktivity neni naucit Zadky pouzivat spravné geometrické nézvoslovi, ale
obritit jejich pozornost k vlastnostem téles, naucit je vnimat jejich vlastnosti a vazby jak
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mezi vlastnostmi, tam 1 mezi té€lesy. Geometricka terminologie at’jiz spravnd, nebo détmi
vytvorend, by z této aktivity méla vyplynout jako komunikac¢ni nutnost, jako prostredek,
jak se vyhnout komunika¢nim nedorozuménim.

ZAVER

Hra s t€lesy je zabavnou a didakticky hodnotnou sloZkou vyucovaciho procesu, ktera
skrze manipulaci s predméty otevird zdkiim poznani o geometrickych télesech a zarovein
zdokonaluje interaktivni dovednosti. Jeji pravidla je moZzné upravovat a obménovat podle
potieb (zavazat oci, redukovat dialog na monolog, omezit pocet slov pro popis apod.).
KdyZz zménime konkrétni modely téles na jejich jiné reprezentace (napi. 2D obrazy,
nazvy), modifikujeme tim tuto aktivitu i na druhy stupen zdkladni Skoly.

Problematika geometrie na prvnim stupni, jeji soucasné pojeti i vyuziti této hry byly
obsahem mé diplomové priace a predmétem prezentace na jednani v sekci na konferenci
Dva dny s didaktikou matematiky 2007. Posluchaci, zeyména ucitelé druhého stupné
zékladnich skol, reagovali velmi pozitivné. Souhlasili s ndzorem, Ze vyuka 3D geometrie
je v soucasném pojeti natolik abstraktni, Ze si Zaci z ni neodnéseji ddle témér zadné
znalosti. Vyskytly se 1 ndzory, Ze ,,horsi by to ani byt nemohlo®. Ucitelé se shodli na tom,
Ze problém netkvi v nedostatku modelii na Skoldch, téméf vSude lze nalézt rizné sady
z prvniho stupné s velice chudymi zkuSenostmi s télesy a vzhledem k nedostatku ¢asu na
druhém stupni tento handicap jizZ nelze dohnat. Tak se stanou geometrické poznatky pro
zaky formalni, nepodloZené zkusSenosti a porozuménim. Mnozi ucitelé velice podpofili
pfedneseny piistup k poznavani geometrickych téles, ktery vychazi z manipulaci s télesy
doprovazené slovnimi komentafi.

LITERATURA
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GEOMETRICKE MODELOVANI!

FILIP ROUBICEK?>

UvoD

Geometrické modelovani predstavuje ve vyu€ovani matematice vyznamny prostredek
poznavani. Modely ndm umoziuji uchopit abstraktni svét geometrie. Uplatnéni riznych
forem modelovani ve vyuCovani geometrii je dulezité pro rozvoj geometrické predstavi-
vosti zakli. Rozmanitost modeld, s nimiZ Zaci pracuji, ovliviiuje kvantitu a kvalitu jejich
predstav o geometrickych objektech. Modely rovnéZz predstavuji prostiedky komunikace
mezi ucCitelem a zdky. Geometrické poznani totiZ nelze plné zprostfedkovat bez mo-
deld, které mohou Zaci vidét nebo vzit do ruky. VSechny formy modelovani, které Zaka
aktivizuji (zak naptriklad model vytvari nebo pretvaii), motivuji zdka k objevovani geo-
metrickych zdkonitosti. Modelovani tedy predstavuje ve vyuCovani geometrii prostfedek
poznavani, komunikace a motivace.

POZMNAVANI

" MODELOVAN|

KOMUNIKACE MOTIVACE

Z rozsdhlého studijniho textu zpracovaného v ramci projektu ESF Podil ucitele mate-
matiky ZS na tvorbé Skolniho vzdéldvaciho programu pro skoleni modulu Geometrické
modelovani jako prileZitost k aktivnimu uceni vybirame dvé kratké ukazky.

GEOMETRIE PREKLADANEHO PAPIRU

Skladanky z papiru — origami patfi k tradi¢nim technikdm modelovani a ve stéle
vétsi mife jsou uplatiiovany i ve vyucovani geometrii. Modelovani prekladanim papiru
je zejména alternativou k tradiénimu rysovani. Pouziva se nejen v planimetrii, ale 1 ve
stereometrii pfi modelovani mnohostént.

'Clanek je souédsti feseni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP ¥
AV0Z10190503.

2Matematick}’/ ustav AV CR, v.v.i., Praha, roubicek @math.cas.cz

a vyzkumného zdméru
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List papiru reprezentuje rovinu a hrana vznikla jeho prelozenim pfimku. Pfi modelo-
vani z listu papiru formatu A4 vyuzivame v konstrukcich kolmost a rovnobéZnost hran
listu. Chceme-li konstrukce zobecnit, je tfeba rovinu reprezentovat listem papiru, ktery
nema rovné hrany (toho docilime napiiklad otrhanim okraji listu papiru). Na obr. 1 je
znazornéna konstrukce Ctverce, ve které jsou pouzity tfi zdkladni konstrukce: konstrukce
kolmice, konstrukce rovnobézky a konstrukce osy thlu. Konstrukci ¢tverce prekladanim
papiru Ize provést uZitim riiznych vlastnosti étverce, napiiklad kolmosti dhlopficek. Zaci
maji tedy prilezitost objevovat riizné konstruk¢ni postupy.

Obr. 1: Konstrukce ¢tverce

Pii konstruovani ttvart bez uZiti béZnych rysovacich potieb (trojihelniku s ryskou,
kruzitka, thloméru) jsou Zaci vedeni k uvédomovani si vlastnosti ttvarti a vzijemnych
souvislosti mezi nimi. Napfiklad konstrukce rovnostranného trojahelniku pomoci kru-
Zitka a pravitka je pro zdky snadnd, ovSem v novém prostiedi se stivd pro mnohé z nich
obtiZznou ulohou. Konstrukce prekladdnim papiru totiz vyzaduje uvédomeéni si nejen
shodnosti stran ¢i vnitfnich Ghla trojihelniku, ale téZ jeho soumérnosti (viz obr. 2).

rrrrrrr

Obr. 2: Konstrukce rovnostranného trojihelniku

GEOMETRICKE SKLADACKY

S modelovanim geometrickych obrazcti pomoci riznych skladacek se seznamuji déti
jiz v predskolnim véku. Skladacky rizného typu jsou hojné pouzivany zejména ve vyuce
na prvnim stupni zdkladni Skoly, ale své uplatnéni nachazeji i ve vyuCovani geometrii
na druhém stupni. Mezi nejzndméjsi patii tangram — hlavolam, ktery vznikl rozdélenim
ctverce na sedm dilG (viz obr. 3). Z tangramu lze sestavit rtizné obrazce zpodobiiujici
osoby, zvitata a véci, ale také 13 konvexnich mnohouhelnikl. Pfi sestavovani je tieba
dodrzet dvé€ zakladni pravidla: obrazec musi byt sestaven ze vSech sedmi dili a jednotlivé
dily v obrazci se nesméji prekryvat.
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"\

Obr. 3: Geometrické sklddacky

Modelovani z tangramu muze byt pro Zaky, ktefi maji tangram v ruce poprvé, obtizné.
Proto je vhodné zvolit na zacatek jednodussi skladacky s mensim poctem dilt. Trojdil-
nou a ¢tyfdilnou sklddacku na obrazku 3 ziskdme obdobné jako u tangramu rozdélenim
¢tverce (délici Cary jsou spojnice vrcholu a stifedl stran Ctverce, pricemzZ jedna z nich je
ukoncena v jejich priseciku). Po¢tem mnohotuhelnikt, které 1ze z nich sestavit, jsou srov-
natelné s tangramem, ovSem nalezeni v§ech moZnych uspofadani dilti je mnohem snazsi.
Z trojdilné skladacky, kterou tvoii dva podobné pravouhlé trojihelniky a rtiznobéznik,
1ze sestavit 12 rtiznych konvexnich mnohouhelniki (viz obr. 4).

Obr. 4: Konvexni mnohothelniky sestavené z trojdilné sklddacky

Ctyfdilnou sklddacku ziskdme z trojdilné skladacky rozdé&lenim &tyfihelnikového
dilu (riznobéZniku) na dva pravouhlé trojuhelniky (viz obr. 3). Ze Ctyf pravouhlych
trojuhelnikil (z nichz dva jsou shodné) l1ze sestavit dal§ich 9 mnohouhelnikii, mezi nimi
i kosocCtverec a deltoid (viz obr. 5). Pro modelovani vSech typii konvexnich ¢tyfihelnika
je tedy témér idealni pomitickou (s jednim omezenim — pfi dodrZeni pravidla uziti vSech
dilt nelze sestavit pravouhly lichobéZnik). Pti sestavovani konvexnich mnohothelniki je
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vhodné vést Zaky k objeveni postupu, kdy z jednoho mnohouhelniku ziskaji rozdélenim
a premisténim jeho Casti dalsi, jak je barevné naznaceno na obr. 4 a 5.

A A A

Obr. 5: Konvexni mnohouhelniky sestavené ze Ctyfdilné sklddacky

ZAVER

Uvedené metody modelovani geometrickych ttvara jsou jen malou ukazkou toho,
co Ize ve vyucovani matematice pouzit. Existuje mnoho dalSich zplisobii geometrického
modelovani, yjmenujme napiiklad geometrické stavebnice, pop-up geometrii, provazko-
vou geometrii. Tyto formy modelovani ptfedstavuji alternativu k tradicnimu rysovani
a demonstraci hotovych modelii. Nelze opomenout ani moznosti, které nabizeji moderni
technologie. Pomoci pocitace mizeme modelovat situace, jejichz reprezentace uzitim tra-
di¢nich didaktickych pomicek neni mozna. Pfi vybéru metody je tfeba zohlednit nejen
dovednosti zakt a materidlni zajiSténi, ale téZ posoudit vhodnost modelu pro reprezentaci
daného geometrického objektu nebo situace.

LITERATURA

[1] ROUBICEK, F. Geometrické konstrukce z pohledu riznych didaktickych prosttedi.
In Kratka, M. (ed.), Jak ucit matematice Zdky ve véku 11-15 let (Sbornik prispévkii).
Plzen: Vydavatelsky servis, 2006, s. 187-195.

[2] SYKORA, V., ROUBICEK, F., PRIBYL, J. Geometrické modelovéni jako piile-
zZitost k aktivnimu uceni. In Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP — Studijni
materidly k projektu CZ.04.3.07/3.1.01.1/0137. Praha: JCMF, 2006. [CDROM].
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MATEMATICKA SOUTEZ TURNAJ MEST,
7ZAKOVSKA RESENI ULOH!

LUCIE RUZICKOVA, JAROSLAV ZHOUF>

| I ﬂ;.‘-'ﬂhéﬂﬁ

Typrup

O SOUTEZI

Turnaj mést je celosvétova soutéz v feSeni matematickych tuloh, kterou zaloZil v roce
1979 vyznacny rusky matematik a pedagog Nikolaj Konstantinov. Pozd¢€ji nad soutéZzi
prevzala z4astitu ruskd Akademie véd. Konstantinov chtél vytvorit matematickou soutéz,
ktera by byla tplné€ jind neZ vSechny ostatni. V tomto duchu je hlavnim zamérem Turnaje
meést poskytnout SifSimu okruhu studentl prileZitost zicastnit se matematické soutéze
svétového formétu. To neumoziiuje napiiklad soutéZni systém Matematické olympiady,
kde do dalSiho kola postoupi vzdy jen ti nejlepsi fesitelé z kola pfedchoziho. Turnaj meést
je jiny pravé v tom, Ze je to soutéz oteviend vSem, protoZe kdokoli se mize zucastnit
kteréhokoli kola. Dalsim cilem je pak poskytnout ucitelim na lokalni trovni kvalitni
matematické tlohy a dalSi materidly.

Turnaj mést je uréen predevsim pro studenty na drovni na$i SS. Sout&Zici jsou roz-
déleni do dvou kategorif, kategorie Junior je uréena studentiim 2. roéniku SS a mladsim,
kategorie Senior studentim 3. a 4. roéniku SS. Turnaj mést se v kazdém $kolnim roce
pordda ve dvou kolech: na podzim a na jafe. Kazdé kolo mé pak ptfipravnou a hlavni
¢ast, které se konaji v odstupu dvou tydnti. Kazda ¢ast obsahuje 5, resp. 7 tloh na vybeér,
soutéZicimu se zapo&itivaji pouze 3 tlohy, z nichZ ziskal nejvyssi pocet bodi. Regitelé
pak maji na vybrané 3 ulohy Casovy limit 4 hodiny v ptipravné ¢asti a 5 hodin v hlavni
casti.

!Clanek byl podpofen Vyzkumnym zdmérem MSM 0021620862 — U¢itelské profese v ménicich se pozadavcich na vzdéla-
vani.
2Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta, Lucie_Ruzickova@seznam.cz, jaroslav.zhouf @pedf.cuni.cz
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Ulohy Turnaje m&st jsou oteviené, nevyzaduji Zadné specidlni znalosti nebo zvlastni
podtatské dovednosti, ale spi§ predstavivost a napad. Ulohy piipravné varianty jsou méné
narocné, za jejich vyreSeni vSak studenti obdrzi méné bodti. Bodové hodnoceni za tlohy
hlavni varianty je nékdy 1 tfikrat vysSSi nez za dlohy varianty ptipravné, jsou to ale

muzou vSichni.

Turnaj mést méd tedy v daném Skolnim roce dohromady ctyfi ¢asti, soutézici se
muze zucastnit vSech nebo tfeba jen jedné z nich, pritom ma pordd Sanci dosdhnout
dobrého vysledku. Celkové skére v Turnaji mést je totiZz ddino maximalnim bodovym
vysledkem dosazenym v jedné z té€ch Ctyr Casti, takZe vlastné staci ucast v jediné z nich.
Bodovy vysledek je u kazdého studenta ndsoben specidlnim vyrovndvacim koeficientem
v zavislosti na tom, ve kterém ro¢niku studuje, aby se eliminovalo znevyhodnéni mladSich
student.

Jako uznani obdrzi jednotlivi soutézici, ktefi dosdhnou stanoveného minimélniho
poctu bodii, diplom od ruské Akademie véd. Nejuspésnéjsi fesitelé jsou pak kazdorocné
zvani do Ruska na spolecné letni soustfedéni.

Turnaj mést je ovSem nejen soutéZi jednotlivct, ale i soutézi mést. Celkové skore
meésta se urci z priméru vysledkd jeho nékolika nejlepsich soutézicich, v zavislosti na
poctu obyvatel daného mésta. U menSich mést se pak jesté vysledné skore upravi vy-
rovndvacim handikepovym koeficientem. V soucasnosti se Turnaje mést kazdorocné
ucastni studenti ze 120 mést z 25 zemi svéta: napt. z Ruska, Ukrajiny, Bulharska, Aus-
tralie, Kanady, Kolumbie, Argentiny, Brazilie, Némecka, Francie, Svédska, Rakouska,
Lucemburska, Izraele, Nového Zélandu, USA, Taiwanu.

Na podzim 2006 se poprvé zicastnila také dvé mésta z Ceské republiky: Praha
a Bilovec. Dalsi informace o soutéZi i kompletni zadani dloh ze vSech predchozich
ro¢nikl je moZno ziskat na uvedenych webovych strankach. Do budoucna se pripravuji
1 webové stranky Ceského Turnaje mést.

UKAZKA JEDNE ULOHY S MALYM KOMENTAREM K ZAKOVSKYM RESE-
NIM

Na podzim roku 2006 byla v hlavni ¢asti soutéze mimo jiné zaddna tato tloha:
Obalkou ctvercového vykresu 1 X 1 nazveme pravouhelnikovy list papiru o obsahu 2,
pomoci néhoz 1ze (bez roziezani) uplné obalit tento vykres z obou stran. Je zfejmé, ze
pravothelnik 2 x 1 a &tverec o stran& v/2 jsou obdlky tohoto vykresu.
a) UkaZzte, ze existuji 1 jin€ obdlky tohoto vykresu. (3 body)
b) Dokazte, Ze existuje nekonecné mnoho takovych obdlek. (4 body)

V Praze se rozhodlo fesit tlohu 40 z 63 Gcastnikii. V ¢4sti a) byla odevzdana 3 dplné
spravnd feSeni, v Casti b) nebylo uplné spravné zadné z odevzdanych feSeni. Nejvyse
bylo udéleno 5 bodu a ty ziskal jeden fesitel.
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Pfi feSeni ulohy se ukdzaly jako nejvice problematické tyto jevy: definice pravoiihel-
niku (Casto se objevuje chapani pravouhelniku jako jakéhokoli mnohouhelniku s pravymi
thly u vrcholl — at’' uz vnitfnimi nebo vnéjsimi), porozuméni otdzce, predstavivost.

V zakovskych fesenich se vyskytly i tyto nepochopitelné odpovédi: ,,Vibec to nejde.*,
,,Obsah nemusi byt 2.“, ,,Obsah 2 je postacujici podminka.*, ,,Mnohothelnik, ktery ma

Vo 4

NEKTERA ZAKOVSKA RESENI

Na zavér uvedme nékolik Zakovskych feSeni. Kazdé feSeni reprezentuje celou skupinu
reSeni obdobného typu a je ilustrovano autentickym obrazkem. Texty feSeni byly vétSinou
natolik necitelné, Ze bylo nutné je piepsat, jsou vSak prepsany presné doslova, tj. véetné
chyb vieho druhu. Zadny komentaf k tilohdm nedopliiujeme, nebot se domnivame, Ze
obrazky a zdkovské komentare jsou dostateéné vymluvné.

ReSeni €. 1

Reseni &. 2 (piepis)

,Jelikoz neni zadano jinak, budeme se fidit tim, Ze miZe zbyt jakkoli velka ¢ast
papiru.

a) Pokud zvétSime stranu obdlky o libovolnou velikost, stile obali cely vykres bez
rozrezani.

b) At’jakkoli zvétsime obdalku, vZdycky bude zakryvat vykres z obou stran a miiZeme
obdlku zvétSovat do nekonecna (teoreticky). Existuje tedy nekonecné mnoho obdlek.*

Reseni &. 3 (piepis)

,»a) 1 b) DodrZzime-li podminku Ze vzdy bude kazda strana obalky vétsi nez 1 a obsah
obalky bude pravée 2, mlizeme sestavit nekonecné mnoho takovychto obélek, napt. 1,25 -
1,6 = 2 a obé strany jsou vétsi nez 1. Popis jak bude obaleni vypadat je na obrazku.

Podstata véci je v tom Ze obadlka ma takovy obsah Ze obali vykres, za urcitych podminek
(vySe) muze tedy vzniknout libovolné mnozstvi obalek.*
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=

Reseni & 4 (piepis)
,,Pravothelnik je ¢tverec nebo obdélnik. KdyZ obsah musi byt 2, tak ctverec bude jen
jeden a to jiZz zndmy se stranou /2. Cili obalka musi byt obdéInik s obsahem 2.

Existuje nekonec¢né mnoho rozmérti dané obalky, v kazdém kroku se hodnoty a, b, d

zvétsi o 1. Hodnota c roste o 2 v kazdém kroku. Pokud existuje nekone¢né mnoho reSeni
existuje 1 jiné nez je v zadani.*

f—= = i
/ _.—-" Ji i -.?4")."' ! 7 2, y I-.)
Ry o ¢
{ t
o - I
ALt

Reseni & 5 (piepis)
,,b) Zakladem kazdé obélky bude ¢tverec 1 x 1, dalSi dva obdélniky budou mit delsi

stranu rovnou 1 a krat$i strany budou dohromady davat 1. = Existuje nekone¢né€ mnoho
reSeni.*
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ReSeni ¢. 6 (piepis)
,»-a) Existuji napt. takovéhle obdlky vykresu:

b) Nekonec¢né mnoho obdlek na takovy vykres existuje, protoZe naptiklad ve tvaru
obdlky 3. se miiZe nekone¢né mnohokrat ménit obsah obdélniku ABC'D. Pokud se zmén{
obdélnik ABC'D na obdélnik ABC'D’, pak se obdélnik D'C'C D ,,pfemisti* na druhou
stranu a z obdélniku £ F'G H vznikne obdélnik D'C'GH .*¢

ResSeni C. 7:

ReSeni ¢. 8 (piepis, obr. vlevo)

,»a) 1 b) se dokdze spolecné,
protoze plati-li b) musi platit téz
1a)

Resenim jsou obdélniky s ob-

sahem 2, strany musi byt v po-
méru av/?2 : %\/5 kde a € N.

A pokud existuje nekone¢no
N, pak 1 pocet teSeni je neko-
necny.*
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VZOROVE RESENI{
Uvazujme mnozinu pravouhelnika se stranami \/n+7+, 2v/n? + 1.

1/n L N

LITERATURA

[1] http://www.math.toronto.edu/oz/turgor/ (stranky University of Toronto,
v angli¢ting)

[2] http://www.turgor.ru/ (oficidlni stranky Turnaje mést, v rustiné)



80 Z. Sima: Metoda obmériovdni

METODA OBMENOVANI

7ZDENEK SiMA!

Casto i dosud probihd v hodindch matematiky procvi¢ovéni probraného uiva tak, e
se fesi ulohy z u¢ebnice jedna za druhou. Je-li jedna tloha vyfeSena, pfechazi se na dalsi
ulohu, bez ohledu na to, kolik zak tlohu vyfesilo samostatné a kolik ji jen opsalo do seSitu
z tabule. K ziskani jisté rutiny pfi pocitini zpravidla postaci, jestlize 1 Zaci, ktefi si jen
feSeni opsali, si doma dlohu v klidu vyfesi. Problém se zpravidla objevi, kdyZ potfebujeme
pfi probirani dalSiho uciva poznatky z latky, kterd byla probrdna a ,,procvicena® o mésic
a vice diive. Praxe ukdzala, Ze timto zplisobem osvojené poznatky nemaji dlouhého trvani
a jen s obtiZzemi si je pouze néktefi Zaci dokdzi znovu vybavit. Dochdzime proto k zavéru,
Ze pouhé vypracovavani dloh nestaci k zabudovani novych poznatki do dfive osvojenych
a 7e je nutné pristoupit ke skuteénému se zabyvani dlohami. Zdk musi mit moZnost se
ulohou aktivné zabyvat. Jen v tomto piipadé miizeme Zadat od zakli odpovédi na otazky
(Baptist, 1998):

— Co je jadrem problému, dlohy?

— Které strategie jsme pii vypoctu sledovali?

— Jak lze shrnout poznatky, docilené vysledky ulohy?

— Jaky vyznam a jaké disledky ma pro nas dosaZeny vysledek?
— Jak Ize ulohu zaradit do naSich stavajicich védomosti?

— Co bychom si méli zapamatovat?

— Existuji dalsi alternativni zptsoby feSeni?

— Jak 1ze zadani ulohy rozsitit, zobecnit, obménit?

— Kde poznatky vyuZijeme v praxi, v Zivoté?

Zaméfme se pouze na otdzku tykajici se obmény zadani ulohy. Osvédcenad strategie
k osvojeni novych matematickych poznatku je dodrzet zasadu: vyjit ze znamych, diive
osvojenych poznatkt, ty obménovat a pozorovat, zda v pozménéné podob¢ nevyplynou
dalsi dilezité skutecnosti.

Strategii je celd fada, metodé obménovani odpovida preformulovéni ¢i transformace
problému, ulohy (Kopka, 1999). Uvedme si nékolik piikladi obmériovani.

PRIKLAD 1

Urcete mnozinu bodd, které maji od dané piimky p vzdédlenost 2 cm.
Obménovani ulohy:

a) vyznacte vSechny body, které maji od dané usecky vzdalenost 2 cm;
b) ...daného bodu A vzdalenost 2 cm;

c) ...dané kruznice k(.S; 3 cm) vzdalenost 2 cm;

'Gymndzium AS, zdenek.sima@ gymsos.com
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d) ... daného Ctverce, a = 4 cm vzdalenost 2 cm;

e) ...dvou rovnobézek a, b vzdalenost 2 cm;

f) ... dvou riznych bodi K, L vzdalenost 2 cm;

g) ...dvou pfimek vzdilenost 2 cm;

h) ...lomené ¢ary vzdalenost 2 cm;

1) . ..sinusoidy yy = 3 cm vzdélenost 2 cm;

j) vyznacte vSechny piimky, které maji od dvou riznych bodi stejnou vzdalenost;
k) ... roviny v prostoru, které maji od tf{ riiznych bodi . . . ;

1) ...kruznice...dvou...;

m) Urcete vSechny body v prostoru, které maji od dané pfimky vzdélenost 2 cm;
n)...krychle...

Naznacené tulohy lze libovolné dlouho obménovat do doby, nez vSichni pochopi
smysl a podstatu mnoZin bodi dané vlastnosti. Timto zpiisobem lze ziskat u zakt zdjem
o praci, kazdy dokéze byt uspésny, tlohy si obménuje sam ¢i ve dvojici. V principu se
jedna o propracovani ulohy do doby, nez zZak ziska zcela jasnou piedstavu o problematice
a nauci se riizné otazky samostatné promyslet.

PRIKLAD 2

Vypocitejte 3,25 — 4,5+ 2,5 — 5.

Obmeénovani: Ucitel zacne otazkou a Zaci pokracuji samostatné, ¢i ve dvojicich.

a) Zméni se vysledek, zafazenim zavorek? Jak?

b) Kolik riznych druhii zavorek 1ze pouzit, kolik riznych vysledkl obdrzime?

c) Jak je tfeba zménit prvni, druhy, tfeti, ¢tvrty Clen, aby ndm vyslo 0?

d) Co se stane, kdyz vynechame zlomky v uloze?

e) Co se stane, kdyZ vynechdme celd Cisla v dloze?

f) Co se stane zaménou dvou cifer?

g) Jak 1ze ulohu zjednodusit, zkomplikovat?

h) Co se stane, kdyZ vychozi tlohu zjednoduSime zaokrouhlenim cisel?

i) Uvedte dalsi ¢tyfi ¢isla tak, aby soucet byl stejny.

J) Jak se zméni hodnota souctu, jestlize znaménko pred Cislem 2,5 nahradime naso-
benim, délenim?

k) Napis povidku, pohadku kde vyuzijeS zadani ulohy.

Problém 1: Rozdélte % Ctverce na Ctyfi shodné obrazce.

Problém 2: DokaZte, Ze pro kazdé prvo&islo p > 3 je vyraz p? — 1 délitelny 24.

Zde je zcela jasné vidét, Ze pouhé feSeni tloh nestaci. Pouhé feSeni tiloh musime
nahradit terminem aktivnim feSenim ulohy a k tomu ndam pomiZe metoda obménovani
uloh.
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C0O ROZUMIME OBMENOVANIM?

Jde o schopnost dokazat kazdy nosny udaj aplikovat v podobné uloze v pozménéné
formé. Zde se od kazdého zdka vyZaduje predstavivost, fantazie, védomi, schopnost
spravné matematizace dlohy, zobecnéni poznatkd, schopnost uspotradat ideje, dokazat je
rozliSit podle dtleZitosti, vyznamu pro danou situaci a nendsilné nové poznatky zaradit do
soustavy diive osvojenych védomosti. Smysluplny priibéh zajisti vyucovaci hodina teprve
tehdy, jsou-li Zaci schopni zvolit spravnou strategii feSeni a jsou-li schopni svymi slovy
problematiku zhodnotit. Schupp (1999) doporucuje pro metodu obménovani nasledujici
postup:

e Stanoveni vychozi ulohy,

e VyieSeni tlohy, pokud mozno najit vice zptisobi feseni ulohy,

e Vybidnuti zakt k obméinovani dlohy,

e Védomé shromazdovani navrha (,,brainstorming*‘), ndpady zaznamenavat na tabuli,
e Spolecné vyhodnoceni namétd, strukturace a usporadani navrhu,

e Pokusy o vyfeSeni navrzenych uloh,

e Prezentace uspéSnych fesent,

e Piipadné dal$i obménovani tlohy,

e Vyhodnoceni vSech feseni, pokust o feseni.

Formy préace se da vyuzit 1 pfi praci metodou trojkroku.

Pfi pouziti této metody vytvarime novy, nékdy zcela jiny problém, ktery je snad-
n&j3i k feSeni, a fedent dlohy, problému podstatné piiblizi. Zak odhali jadro problematiky,
podrobné se zabyva ulohou a Zici skutecné samostatné vyvozuji souvislosti. Jedné se o in-
tenzivni, objevujici formu prace. Napt. vyuziti Zlat€ho fezu pii konstrukci pravidelného
petidhelniku.

Zcela na zavér uvedu jesteé jednu ulohu, jejiz feSeni jsem sledoval v osmém rocniku
jedné Skoly v Bayreuthu, a jedné dlohy zadané mnou v primé.

PRIKLAD 3

Je dan rovnostranny trojihelnik ABC'. Vedte pfimku p tak, aby rozdélila dany troju-
helnik na dva rovnostranné trojuhelniky.

Nikdo z 74kt se nespokojil se zavérem, Ze tiloha nema feSeni, a vice se s ni nezabyval.
Pti diskusi o tloze vytvorili Zaci 9 obmén tlohy.
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PRIKLAD 4

Zadal jsem matematickou pohadku O Cervené Karkulce podle Skopala (2003).

Z4ci vytvorili $est obmén tlohy.

Nikdo z Zaka nebyl v hodiné pasivni, kazdy se samostatné dopracoval k poznatkim
podle svych schopnosti.

LITERATURA

[1] Kopka, J. Hrozny problémii ve $kolské matematice, UJEP Usti n. L. 1999.
[2] Baptist, P. Mathematikunterricht im Wandel, Buchners Verlag, Bamberg 2000.
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POPULARIZACE MATEMATIKY — VYZVA
I PRILEZITOST!

RADKA SKALKOVA, BOHUMIL NOVAK?

Mezi uciteli matematiky 1 SirSi vefejnosti se ¢asto hovorfi o naléhavé potiebe popula-
rizace matematiky. Na matematiku jako Skolni predmét pohliZeji lidé rizné. Malokdy se
vsak t&si u zakl oblibé, mnohdy se ji Zaci spise boji. Jak ukazuje Hejny (2004), problém
netkvi v matematice samé, ale v osobni reflexi zazitkli z vyucovacich hodin matematiky,
v tom, jakou matematiku ucitelé zaktim ukazi a uméji zprostfedkovat.

Je mnohokréit potvrzenou skutecnosti, Ze prileZitosti ke zméné pohledu na mate-
matiku, ke zméné postoje k matematice jako Skolnimu predmétu se mohou stét feSeni
nestandardnich dloh, hry, projekty a dal$i motiva¢ni Cinnosti. Uvedené aktivity vSak
mohou mit formativni vliv na Zdka pouze tehdy, kdyz ucitel zna zZdkovu osobnost, kdyz
vytvoii prostfedi pro ucebni ¢innosti tak, aby si Zdk sdm mohl praci organizovat, aby se
mohl sam aktivné podilet na vyuc€ovani, aby vnimal matematické vyucCovéni jako feSeni
zajimavych problému (Fulier, Sedivy, 2001).

"Piispévek byl zpracovin s podporou projektu MSMT NPV 1II &. 2E06029.
?Katedra matematiky Pedagogické fakulty UP v Olomouci, radka.skalkova@upol.cz, bohumil.novak @upol.cz
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Moznosti pro uplatnéni efektivnich instrumentii matematického vyucovani posky-
tuje projekt Narodniho programu vyzkumu II MSMT - Vyzkum novych metod sout&zi
tvorivosti mladeze zaméfenych na motivaci pro védeckovyzkumnou Cinnost v oblasti
prirodnich véd, obzvlasté v oborech matematickych, fyzikédlnich a chemickych. V ramci
feSeni jednoho z dil¢ich dkold projektu (S 006, fesSitel B. Novék, s pracovnim nazvem
,,Hréatky s matematikou‘‘) jsme se nechali inspirovat uvedenymi myslenkami a pokusili se
je konfrontovat s konkrétni praxi na zdkladnich Skolach. Nas pokus je zaméfen na vytva-
feni, podporu a vyzkum edukacni d¢innosti matematickych aktivit rizného typu: skolni
matematické soutéze, projekty, akce pro rodice a vefejnost. Je smérovan na rtizné cilové
skupiny zaka zdkladnich Skol: na matematicky nadané zZaky, ale i k rozvoji zajmu ,,pra-
mérnych® zZaki o matematiku, pripadné pro Zaky se specidlnimi vzdélavacimi potiebami
(http://souteze.upol.cz).

Smyslem dosud realizovanych akci na fakultnich zdkladnich Skoldch olomouckého
regionu bylo poskytnout pfilezitost

e zakim ve véku 10-15 let k ziskdni novych zazitkd z matematiky, aby ji poznali jinak
neZ jako nudny, nezdZivny pfedmét, ale jako prostiedi pro osobnostni rozvoj nejen
v kognitivni oblasti, v némz mohou zazit pocit radosti a uspéchu, nebo dokonce aby
se ,,predvedli®, aby prezentovali spoluzakim ze Skoly to, co poznali a naudili se
v hodindch matematiky a dalSich pfedmét,

e ucitelim matematiky ke zméné pojeti, forem a metod vyucovani matematice, aby doka-
zali matematiku udit tvofivym a poutavym zpusobem, stali se spolutviirci zménéného
klimatu, nositeli vyzev pro zZaky 1 pro sebe samé,

e rodi¢tim ukdzat alespon ¢ast z toho, co umi jejich déti — jak mtize vypadat konstruktivis-
ticky orientované vyuc€ovani matematice zalozené na predmétové integraci (,,oteviené
hodiny*),

e studentim ucitelstvi matematiky na Pedagogické fakulté¢ UP, diplomantim a dokto-
randim vyuzit zkuSenosti ziskanych v oborové zamérené a didaktické komponenté
vysokoskolského studia pii piipravée a realizaci jednotlivych akci v roli supervizord.

Zékladni principy téchto akci priblizime na prvni z nich, kterd probéhla v listopadu
2006 na ZS v Uni¢ové — projektovy den nesl nizev Matematika hravé. Byla uréena
pro zdky 7. a 8. ro¢niku s rozsifenou vyukou matematiky, s aktivni participaci z4k
9. ro¢niku ze tfid se stejnym zamétfenim, kteti vystupovali v rolich rozhod¢ich pfi plnéni
zadanych dkoli. Celkem soutéZilo 12 ¢tyiclennych druzstvech, jejichZ nazvy si Zaci sami
volili (Bambini di Mathematico, Einstein’s Childrens, Dream Team apod.). Jejich ikolem
bylo absolvovat 12 stanovist, s riznymi podobami netradi¢nich aktivit, jejichZ smyslem
byla pfedevsim motivace zZaka pro matematiku (sudoku, tangramy, zapalkové hlavolamy,
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odhady mnozstvi, tlohy s detektivnimi pribéhy, deskové logické hry, manipulace s geo-
metrickymi modely pocitacové hry aj.). Zvitézilo samoziejmé to druzstvo, které ziskalo
nejvice bodu.

Pro celou akci bylo charakteristické podnétné prostiedi, které bylo adekvatnim zpi-
sobem piizplisobeno probihajicim ¢innostem — od barevnych oznaceni jednotlivych sta-
novist aZ po dresy jednotlivych tymi. Musime zdlraznit, Ze toto vSe bylo vysledkem
vlastni ¢innosti Zakl pod vedenim uciteli matematiky.

Zéci se do fesen{ ikold pustili s velkym nad$enim a matematiku vyuZivali jako ndstroje
pfi vSech hrach a ulohéach, aniz by si toho byli vlastné védomi. Nékteré tkoly plnili
sami, v jinych hréli proti rozhod¢im nebo ucitelkdm matematiky. Neustdld komunikace
probihala na nékolika urovnich — mezi spoluhraci v tymu pfi fesSeni zadanych ukolt, mezi
hraci a zaky starSimi (rozhod¢imi) a mezi zaky a uciteli. Diraz byl kladen na rozvijeni
kooperativniho a tvorivého mysleni zaki, ktefi dostali prostor pro zajimavé experimenty
a objevovani, pfi nichz a mohli zaZzit nedocenitelny pocit radosti a uspéchu.

Pii ndro¢né piiprave, kterd trvala priblizné dva mésice, pomohly uciteliim také inspi-
race z didaktickych seminditi na katedfe matematiky. Zna¢nou mérou prispéli k ptipravé
1 vlastni realizaci doktorandi. V neposledni fadé musime zminit také ucast nékterych
rodici, ktefi tak dostali moznost vidét alespon ¢ast z toho, co jiZ umi jejich déti a jakym
zpusobem pristupuji k feSeni matematickych problémad. Ucasti sou¢asné ukdzali zajem
o své déti, coz pro né mélo také nesporny pozitivni dopad.

Pro vyzkum edukacni d¢innosti v rdmci feSeni projektu méla vyznam ndslednd reflexe
— 74ci 1 rodice mohli vyjadrfit své autentické nazory a doyjmy na velkou tabuli, celkové
zhodnoceni a rozdani cen vitézim provedli ucitelé matematiky s feditelkou Skoly. Ze
Skoly jsme odchézeli s pocitem smysluplné vykonané préace, obohacujici uc¢astniky ze
Skoly 1 z fakulty, s pocitem jedné vyuzité prilezitosti.
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MATEMATIKA JINAK V PROJEKTOVYCH
DNECH

ANNA SLEGROVA!

PROJEKTOVE VYUCOVANI

V dnesni dobé je projektové vyuCovani neustéle se rozSifujici vyucovaci formou.
Tento zplisob vyucovani mizeme definovat jako Cinnost zaki, ktefi za pomoci ucitele
resi stanoveny ukol komplexniho charakteru — projekt, ktery vychazi ¢astené nebo tplné
z praktickych pottfeb (Kalhous, Obst, 2001). Pfesnéji bychom mohli projekt definovat jako
ukol nebo sérii ukold, které maji Z4ci splnit individudln€ nebo ve skupin€. Pfitom si Casto
mohou sami urcit, v jakém sledu budou dané ukoly ke splnéni projektu plnit.

Dalsim podstatnym znakem je propojeni ikola, které jsou obsazeny v projektu s kon-
krétnimi problémy v praktickém zivoté. Pfi zpracovavani projektu tak Zaci mohou pomoci
1 svému okoli.

V tomto piispévku budeme popisovat jeden uskute¢nény projekt, ktery probéhl na ZS
Hélkova v Olomouci na konci listopadu 2006. Jednalo se ,,uméle vytvofeny problém®,
ve kterém byla Zakiim zadadna urcitd situace spojena s realitou, kterou méli v daném case
resit.

PROJEKTOVY DEN ,,STAVIME MESTO*

K uskutecnéni projektu v ramci matematiky mtize byt inspiraci projektovy den Sta-
vime mésto, ktery probéhl na fakultni zdkladni Skole Halkova v Olomouci. Projekt byl
urcen zZaktim celého druhého stupné a byl pfipraven jako celodenni ¢innost vSech tiid.
Na piipravé a organizaci se podilel ucitelsky sbor a studenti z Pedagogické fakulty pod
vedenim Mgr. Sifické a Mgr. Kasalové.

Cilem projektu bylo postavit mésto. Zaci méli podstoupit viechny potiebné ¢innosti,
které jsou v b&Zném Zivotd potieba k postaveni domu. Zici z jednotlivych roénikd byli
odliSeni riizné barevnymi tricky a byli rozdéleni do mensich skupinek — rodin. Ukolem
kazdé rodiny pak bylo postavit si dim, coz v praxi znamenalo vybrat si pozemek na
katastrdlnim ufadu, sehnat si pracovni povoleni na udfadu prace a vydélat si dostatek
penéz k ndkupu materidlu potiebného na stavbu domu.

Zéci se tedy museli domluvit a vzdjemné spolu ve skupin& spolupracovat tak, aby si za
stanovenou dobu (2 hodiny) vydélali co nejvice penéz. Potfebné finance mohli ziskat na
nejriiznéjsich stanovistich (Katastrdlni trad, Banka, Projektant, Redakce, Kasino, atd.),
kde za splnéni daného tkolu (vypocet tlohy, spravny odhad, vyfeSeni detektivniho tkolu,

'"KMT, PdF, Univerzita Palackého v Olomouci, a.slegrova@centrum.cz
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sloZeni tangramu, atd.) ziskali urcity finan¢ni obnos. Ten pak mohli uloZit do Banky ¢i
zariskovat v Kasinu.

V druhé casti, kdy méli Zaci naSetfené penize, zacCali nakupovat potrebny stavebni
material a stavét vlastni dim. Celé mésto vznikalo v mistni t€locvicné. Muzeme videt, ze
béhem celého projektového dne se vyuzivalo nejriznéjsich schopnosti — matematickymi
poc¢inaje a uméleckymi konce. Akce se setkala s velkym nadSenim nejen u Zakt, ale
i u ucitelti a pomahajicich studentd.

ZAVER

Projektové vyucovani ma hned nékolik kladti. Podporuje vzdjemnou spolupraci Zaka.
Zéci si musi uvédomit, Ze prace jejich skupiny je zavisld na kazdém ¢lenu a tudiZ, Ze nikdo
neni nenahraditelny. Méla by to byt motivace pro kazdého jednotlivce, aby feSeny problém
vzal za svij. Projekty zaroven umoZznuji zakiim uplatiiovat nabyté teoretické poznatky
v praxi a zaroven si vyzkouset, co vSechno realizace néjakého planu obnasi. Maji moznost
si uvédomit, Ze matematiku vyuZzivaji v nejriiznéjsich ¢innostech i v takovych, ve kterych
by to ani necekali. Projektovy den tedy predstavuje jeden z nendsilnych zptisobi, jak
pfijmout matematiku za svou.

LITERATURA

[1] Petty, G. Moderni vyucovdni. Praha: Portél, 1996.
[2] Kalhous, Z., Obst, O. a kol. Skolni didaktika. Praha: Portal, 2002.
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Vv

Piispévek byl zpracovén za podpory projektu STM-Morava: Vyzkum novych metod soutéZi tvofivosti
mlddeZze zaméfenych na motivaci pro védecko vyzkumnou ¢innost v oblasti pfirodnich véd, obzvlasté
v oborech matematickych, fyzikalnich a chemickych, podikolu SO06 Hratky s matematikou.

PRAVDEPODOBNOST A STATISTIKA VE
SKOLE A V ZIVOTE

MILENA SPINKOVA!

Uvop

v,

rizn&j§ich statistickych dat. Cte o nich v novinéch, slysi je v mediich, pracuje s nimi

'Matematicky tstav AV CR, Zitn4 25, 115 67 Praha 1, e-mail: milena.sp@centrum.cz
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v zaméstnani a v neposledni fadé vyhodnocuje také své vlastni zkuSenosti a zkuSenosti
lidi ze svého okoli. M¢l by resp. €asto nevyhnutelné musi o né opirat svd obCasna
1 kazdodenni rozhodnuti. A to Casto navzdory jejich interpretacim, které jsou mu Casto
vnucovany.

Uvedme alesponi nejbéznéjsi piiklady té€chto informaci: doporuceni k nakuptim, dpra-
vam a zménam zivotniho stylu, ndvody k udrzeni zdravi, prevence chorob 1 jejich samo-
statné 1éceni, podminky a pfednosti riznych uloZeni uspor. Nasleduji tidaje o zlo¢innosti
a dopravnich nehodach, nemocnosti a epidemiich, nezaméstnanosti, rozvodovosti, popu-
lacnich tendencich, politickych preferencich, ristu ekonomiky atd.

Ulohou §koly by mélo byt sezndmeni studentti s metodami sbéru, Gpravou a interpre-
taci dat, jejich grafickym zndzornénim, testovanim hypotéz a prezentaci zavérti. Takovou
vyukou osvojené schopnosti nazyvame statistickou gramotnosti.

Pravdépodobnostni a statistické mysleni se odviji od modelovani ndhodnych pro-
cest, které se s rizné silnou vzdjemnou vazbou realizuji v diskrétnim nebo spojitém
Case. Jeho zvladnuti nas vede jednak k potlaceni pfimocarého lpéni na kauzalité, jednak
k nespoléhani na stésti. Pravdépodobnostni a statistické mysleni je od obCani sice ne-
ustile pozadovéno, ale jak k nému vychovavat, jak mu ucit, zatim zdaleka neni jasné.
Vyuce pravdépodobnosti vSak u nds neni vénovéana dostateCnd pozornost, coz je ziejmé
jak z ucebnich plani strucné naznacenych v néasledujicim odstavci, tak z testi znalosti
nejednodussich zdkladnich pojmi, které jsem provedla s vybranou skupinou dospélych
studenti a jeZ jsou shrnuty v poslednim odstavci.

UCEBNI PLANY

Statistika je do osnov zdkladni Skoly zafazena do osmého ro¢niku. Probirané ucivo
zahrnuje nasledujici pojmy: statisticky soubor, statistické Setreni, jednotka, znak, Cetnost,
aritmeticky primér, medidn, modus a diagramy.

Na vétSiné stfednich Skol je kombinatorika, pravdépodobnost a statistika vyucovéana
v ramci predmétu matematika. Prohlubuji se znalosti ze zdkladni Skoly, zavadi se prav-
dépodobnost sjednoceni dvou ndhodnych jevii; nezavislé jevy.

Rozsah vyuky na Skoldch je velmi rlizny; Casto se omezuje pouze na navody k for-
malnimu zpracovani datovych soubort a provedenti testii nejjednodussich hypotéz.

VYSLEDKY TESTU

Ve své studii jsem se zaméfila na porozuméni zdkladnim statistickym pojmiim a jejich
interpretaci. Testovano bylo 18 studentti jedné tiidy druhého ro¢niku vyssi odborné Skoly
ve véku 20-25 let a 60 studentli ddlkového studia soukromé vysoké skoly zamétfené na
ekonomiku; vékové rozlozeni této skupiny bylo od 19 do 50 let. Tito studenti tedy prosh
kurzem statistiky na zdkladni Skole a v jisté, ovSem hodné odliSné podobé absolvovali
také kurz kombinatoriky, pravdépodobnosti a statistiky na stfedni Skole. Zamérila jsem
se na zakladni statistické pojmy pritmeérny, vzorek, ndhoda a proménlivost. V druhé ¢asti
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testu jsem zjiStovala, jak studenti dokdzi pracovat se statistickym souborem, odecitat
hodnoty z grafu, urCovat a interpretovat aritmeticky primér.

Studenti odpovidali celkem na 13 otazek typu: KdyZ nékdo fekne, Ze jste , primérny*,
co tim mysli? KdyZ? dostanete ,,vzorek“, co mdte? Uvedte priklad néceho, co se déje
ndhodou. Co znamend ,,proménlivost“? Uvedte pFiklad néceho, co se promériuje. Co je
to prumér? Umite odhadnout priimérnou Zivotnost kaZdé znacky baterii z téchto grafii?
Co znamend, Ze prumérnd velikost rodiny je 2,5?

Ukézalo se, Ze studenti primérnou osobu vnimaji jako ¢lovéka nevyCnivajicitho
z davu, vibec nehodnotili jeho fyzické znaky ani nepfipoustéli, Ze by mohl v nécem
vynikat a v jiném zaostdvat. Na otdzku Co je to priimér? vymysleli sloZité, Sroubované
a leckdy chybné definice, jako kdyby nikdy nepoditali primérnou znamku z predmétu
na vysvédceni. Nejvétsim ,,oriSkem* pro studenty byla otazka Co znamend, Ze priimérnd
velikost rodiny je 2,5? NejCastéjsi vysvétleni bylo dva dospéli a malé dit€. Naproti tomu
odecitani hodnot z grafu a odtud vypocet primérné hodnoty studentiim necinilo potiZe.

Nadhodnd jsou zasadné setkani a ndhodou se déji katastrofy, nehody a zazraky. Pocasi
ma ndhodny charakter, ale nic se nedéje ndhodou. Projevuje se tak kauzalni vychova. Za
ndhodny jev studenti povazuji pouze jev, jehoz vysledek je prekvapi, sice jej nezaptiCinili,
ale pri¢inu ma (opét kauzalita). Studenti zaménuji poymy proménlivost, jako vlastnost
a proména, jako urcity déj. Nejproménlivéjsi je pocasi a hned potom ndlada. Zcela
vyjimecné se podle nich proméinujeme my, fyzicky i1 psychicky. Vzorek vétSinou spojuji
s malym mnozstvim kosmetiky nebo jidla ,,na vyzkouSeni*. Zde se projevuje vliv reklamy
kosmetickych firem, které v minibaleni rozdavaji vzorky svych vyrobkd.

Své vysledky jsem porovnala s pracemi australskych a nizozemskych autora [1, 2],
ktefi rovnéz dosli k zavéru, Ze soucasné Skolni vzdélani nezlepsuje statistickou gramotnost
zakua. Pritom pravdépodobnostni a statistické mysleni bude od Zakd poZadovano cely
zivot. Jeho vyuka by proto bez ohledu na osnovy méla byt pribéZznou snahou vsech ucitelt
matematiky od prvni tfidy. Méli by se zamérit na ulohy z bézného Zivota, nikoliv jenom
véku — v rodiné, v détském kolektivu 1 pi1 hrach. Proto se u nich vyviji intuitivni
chapani nejistoty nékterych déju, jistoty ¢i naopak nemoznosti d€jti jinych. Rozvoj tohoto
intuitivniho myslen{ je tfeba vCas spravnym zpiisobem ovliviiovat vhodnym vykladem,
ukazujicim zakiam, Ze se s pravdépodobnosti a statistikou setkdvaji v kaZzdodennim Zivotg,
pfi doprave, navazovani znamosti, utvafeni vztahi mezi lidmi atd. UZ to, Ze se narodili
takovi, jaci jsou, je vysledek ndhodného procesu.

Zamysleme se nad tim, kolik odpovédnosti jako ucitelé mame pii nedostate¢né vyuce
pravdépodobnosti a statistiky za dopravni nehody, fronty pfed vytunelovanymi bankami,
nevhodné reklamou vyvolané ndkupy, vysokou rozvodovost, Zivotni zklamani a deprese,
za rodiny zni¢ené neuvazenymi ptijckami, za jedince propadlé hazardnim hram atd.
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NEEKVIVALENTNI UPRAVY ROVNIC —
GRAFICKE RESENI JAKO NASTROJ PRO
VHLED A ZKOUSKU

LENKA TEJKALOVA!

Vychozim impulsem pro tento pfispévek byla nasledujici uloha:
Dokazte, Ze rovnice v/3x + 10 = 1 — v/ + 11 nema4 reSeni.

Po dvojim spravném umocnéni ziskdme kvadratickou rovnici, jejimz feSenim je
r1 = —2, x5 = 5. Ani jeden z té€chto vysledkli vSak nevyhovuje zadani, dloha tedy
nema feSeni. Pravdépodobné problémy v Zakovském feSeni této tlohy jsou nespravné
umocnéni dvojélenu a absence zkousky.

Duivody, pro¢ zaci ned€laji zkousku, mohou byt rizné — vétSinou se ale vztahuji
k tomu, Ze Zaci povazuji zkousku za zbytecnou formalitu a neuvédomuji si, Ze umocnéni
je neekvivalentni uprava rovnice a zkouSka je nezbytna.

Grafické reSeni miiZe byt nastrojem, ktery Zaky ndzorné presveédci o nutnosti zkousky;
zaroven se miZe stat platnym zpiisobem, jak zkousku provést, pfipadné jak tuto dlohu
reSit bez nutnosti pocitat. Navic pouziti grafick€ho feSeni provazuje oblasti matematiky,
které jsou Casto vnimané jako samostatné a nezdavislé, a uci zaky vyuZzivat rliznych
moznosti feseni, vybirat nejvhodnéjsi metodu a aplikovat celou §ifi svych poznatkd.

Pro grafické feSeni uvazujeme levou a pravou stranu rovnice jako dvé samostatné
funkce a hledame jejich praseciky. Nazorné tak miizeme ilustrovat, jak se méni situace
po prvnim a druhém umocnéni.

K pouzivani riznych pristupti miZeme zaky vést naptiklad usporddanim soutéze,
kdy cast bude ne/feSitelnost ulohy demonstrovat pocetné a cast graficky: kdo diive
dojde ke spravnému zavéru? Dalsi moZnosti je nechat Zaky sestavit si vlastni podobnou

!'Studentka PedF UK v Praze, lenka.tejkalova@ gmail.com
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ulohu a nacrtnout jeji grafické feSeni; soused v lavici pak ulohu vyresi pocetné: zaci tak
maji mozZnost své feSeni konfrontovat s autorem zadani a spolecné najit ptipadné chyby
a problémy.

PtestoZe by Zaci méli byt schopni prisluSny graf nacrtnout sami, povazuji za uZite¢né
vyuziti vypocetni techniky. Jednak se tak podporuji mezipfedmétové vztahy MA a IT
a rozvijeji se spolecné dovednosti v obou predmétech, jednak jde o prostiedi Zaktim
blizké; navic je pocitaCem vykreslené feseni pro Zaky diveéryhodnéjsi.

Pro hledani grafickych feseni jsem pivodné pouZzila program Derive. ProtoZe vSak
tento program nemaji zaci bézné k dispozici, zvolila jsem MS Excel. V Excelu je spoj-
nicovy graf funkci hledan pro konkrétni hodnoty x, oblast dat pro graf pak tvofi hodnoty
levé a pravé strany rovnice pro danou hodnotu.

Excel zarovein nabizi zakiim hlubsi vhled do ulohy. Tim, Ze okamZité upozoriiuje na
neplatné operace (napf. v ukdzce hodnota #NUM! pro druhou odmocninu ze zdporného
Cisla) upozoriiuje zdky na vlastnosti odmocniny a nutnost stanovit v této tloze defini¢ni
obor pro z. Diky tomu, Ze si Zaci sami voli, pro které hodnoty x se bude graf vykreslovat,
uci se predvidat a odhadovat a postupné své odhady zpresnovat; mohou volit jak samotny
interval, tak jeho jemné;jsi nebo hrubsi déleni: diky interaktivnosti grafii v Excelu mohou
piimo pozorovat disledky zmén, které provedou.

Ukazka zadani graf v Excelu pro ptivodni dlohu a pro kvadratickou funkci vzniklou
dvojim umocnéni je na obrazku dole.

leva strana | prava strana
X | N(3x+10) 1-V(x+11)
-8 | #NUM! -0,732050808
=7 | #NUM! -1
-6 | #NUM! -1,236067977
-5 | #NUM! -1,449489743
-4 | #NUM! -1,645751311
-3 |1 -1.828427125 Graf pavodni rovnice
-2 |2 -2
-1 | 2,645751311|-2,16227766
0 |316227766 |-2,31662479
1 |3,605551275|-2,464101615
2 |4 -2,605551275 : _
3 |4,358898944 |-2,741657387 Tl
4 |4,69041576 |-2,872983346
5 |5 -3
6 |5291502622|-3,123105626 \
{ | 5567764363 |-3,242640687
8 |5,830951895 |-3,358898944
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0 x? - 3x-10
-8 |0 78
- |0 60
-6 |0 44
-5 |0 30
-4 |0 18
=3 |0 3 Po druhém umocnéni
-2 |0 0
-1 |0 -6
0 |0 -10
1 10 -12
2 |0 -12
3 |0 -10 "
4 |0 -6
5 |0 0
6 |0 3
7 |0 18
8§ |0 30

MozZnost a schopnost pouZivat rtizné metody feSeni povazuji v matematice za je-
den z klicovych prvki. Je podle mé dllezité tuto moznost nabizet a rozvijet schopnost
Zaka rtzné pristupy k feSeni hledat a pouzivat, seznamovat je s nimi, protoze kazdému
studijnimu typu mize vyhovovat jiny postup.

Cilem tohoto prispévku neni prezentovat jediny spravny a univerzdlné pouzitelny
pfistup; naopak by se mél stat impulsem pro hleddni novych moznosti. Nestandardni ho-
dina, at’ by jiz Slo o soutéz, vytvareni vlastniho zadani nebo praci s pocitaci, predstavuje
pro Zaky urcity emociondlni proZitek. Ten zvySuje efektivitu uceni, tedy v tomto pfi-
padé¢ pravdépodobnost, Ze si zapamatuji, Ze umocnéni je neekvivalentni uprava rovnice,
sméruje jejich pozornost k dilezitosti zkousky, kterd se jinak Casto stdvd opomijenou
formalitou, a také je vice motivujici nez béznd vykladova hodina.
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FORMY A METODY PRACE S CABRI VE
VYUCE!

JIRf VANICEK?

Tento ¢lanek predstavuje prehled aktivit, které lze pouzit jako vyukovy software
interaktivni geometrie Cabri pfi vyuce, dokumentovany vzorovymi ulohami. Z nich si
muze ucitel udélat predstavu, jak pestré typy aktivit 1ze v geometrii fesit pomoci pocitace
a jak rozmanity pristup k vyuce muize zvolit. Podle téchto vzorovych prikladii mize ucitel
vytvéret analogické tlohy pro jind vhodna témata.

Clanek je &lenén nikoliv podle probirané litky nebo matematické discipliny, ale
podle druhu vykondvanych Cinnosti, a je sefazen od forem relativné tradi¢nich po ty,
jejichZ nasazeni se vymyka dosud prevladajici vyuce matematiky. Kazda forma dav4 jiné
moznosti, jak matematiku pomoci pocitace vyucovat. Pravé nize vypsané formy a metody
kladou vétsi dliraz na vlastni aktivitu Zadka, na objevovani, experiment a projektovou
vyuku.

V riamci projektu ESF ,,Podil u¢itele matematiky 2. stupné& ZS na tvorb& $kolniho
vzdélavaciho programu‘ byly pfipraveny materidly pro Skoleni uditeli v praci s pro-
gramem Cabri jak pro zacateCniky, tak pro ucitele, ktefi jsou jiz s Cabri obeznameni
a potfebu;ji spiSe metodické vedeni a niméty do vyuky. Materidly obsahuji velké mnoz-
stvi konkrétnich uloh, pfipravenych pfimo pro vyuku jako Cabri obrizky a webové
stranky s interaktivnimi aplety.

Formy price podle miry aktivity Zdka pfi pristupu k vlastnimu uceni i podle néroki
na fizeni vyuky ucitelem lze ¢lenit nasledovné:

POMUCKA PRO RYCHLE A PRESNE RYSOVANI

Zéci pouzivaji prostiedi poéitate jako pomiticku pro rychlé rysovani. Nezabyvaiji se
technikou rysovani (jak sestrojit kolmici, rovnobé&zku), zajimaji se o vytvoreni spradvného
postupu, pracuji analogicky jako pfi rysovani na papir. Jako typové piiklady uvedme
tradi¢ni konstruk¢ni ulohy polohové ¢i nepolohové (se zadanymi tdaji na nakresné) nebo
konstrukce podle daného postupu (umoZznujici Zakiim sledovat postup konstrukce).

NAZORNA POMUCKA UCITELE

Dalsi tradi¢ni metoda. Ucitel miZe pro projekci z pocitace pouZzit hotové soubory
s geometrickymi konstrukcemi jako ndzornou pomucku pfi vykladu nebo pii dokazovani

'Clanek je souddsti feSeni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP ¥
2Jiho&eskd univerzita v Ceskych Bud&jovicich, Pedagogick4 fakulta vanicek @pf.jcu.cz
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nékterého tvrzeni. Druhou moZnosti je postupné vytvareni obrazku pied zraky zaka
za pouZiti nastroji pocitae. Vyhoda projekce jako podpory frontdlni vyuky by neméla
vytlacit zaky od pocitaci. Pti vlastni praci s programem Cabri se mohou Zaci ucit aktivné;ji.

MANIPULACE S HOTOVOU KONSTRUKCI

Z4ci oteviou soubor s hotovou konstrukei a manipulaci s obrazkem (uchopenim bodu
nebo jiného objektu mysi ¢i jeho animaci - néstroj Pohyb objektu) fesi ulohu. Soubor
s konstrukci si ucitel predem pripravi (stdhne z Internetu nebo sdm vytvori). Lze také
vyuzit webové aplety, které nevyzaduji instalaci vlastniho programu, napf. pro doméci
praci zéka.

Aktivity spojené s manipulaci vychazeji z presvédceni, ze zaklim nestaci novy po-

oo

konstruk¢ni dlohy ¢i k diskusi existence a poctu feseni, tak i k objevu nového poznatku.

Manipulace vyuzivaji i typy uloh, v nichZ zdk odhali chybu v hotové konstrukci a opravi
j1 (smazanim jeji Casti a opétovnym zkonstruovanim).

OVEROVANI ZAKOVSKYCH HYPOTEZ

Prostfedi podporuje vytvareni Zakovskych hypotéz tim, zZe zdkovi nabizi geometric-
kou situaci a poskytuje mu zpétnou vazbu o tom, zda jeho hypotéza (navrh reSeni tlohy,
nalezené feSeni, jeho vlastni pfedstava nékterého pojmu) odpovidd skute¢nosti nebo ne.
Vytvéfeni a ovéfovani Zdkovskych hypotéz vyZzaduje odlisnou formu vedeni hodiny. Zaci
musi dostat asovy prostor pro vytvoreni obrazku a predevSim pro ,,hrani si s nim*, k ex-
perimentovani. Velmi Casto tato aktivita usti v diskusi ve tfidé, pii které se sjedoti nazory,
prijme spolecny postup a nakonec kazdy zdk vyfesi ulohu na pocitaci individuélné. Jako
typovou ulohu Ize uvést napt.: Zjisti, po jaké krivce se pohybuje vrchol C ctverce, je-li
vrchol A pevny a vrchol B se pohybuje po dané kruznici k.

ZVLASTNI TYPY ULOH

e Konstrukéni dlohy s omezenym poctem néstroji. Cabri umoZziiuje skryt vybrané na-
stroje, zakovi lze pak zadat sestrojit konstrukci bez béZné dostupnych néstrojli (napf.
sestroj kolmici z bodu k pfimce, dokaze-li program pouze vytvaret nové primky a kruz-
nice, nic jiného).

e Ulohy z dynamické geometrie. Ulohy, v nichZ pohyb n&jakého objektu ma zdsadni vliv
na feSeni ulohy nebo vhled do situace (napt. Je ddn trojiihelnik ABC a osa o. Jakou cdst
roviny vytvori obrazy trojithelnika v osové soumérnosti, budeme-1li osu otdcet kolem
néjakého jejiho bodu?).

e Ulohy s netiplnym zad4nim jsou dlohy, v nichZ nekone&né mnoZstvi feseni je n&jakym
zpusobem parametrizovano (napt. sestroj kosoctverec ABCD, je-li dand iisecka AB
jeho stranou).
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e Projekty jsou vyznamnym doplnénim vyuky nejen matematiky, trénuji fadu dalSich
Zivotnich dovednosti. Zaujmou Zaky, ktefi radéji néco tvorii nez fesi tlohy. Mohou se
uspésné zapojit i zaci, ktefi maji dlouhodobé k matematice negativni postoj. Pfikladem
geometrickych projektd mtize byt ,,Navrh interaktivni sit€¢ nepravidelného Ctyfsténu
s vytiSténim a slepenim modelu®, ,,Dlazdicové vyplné roviny* nebo ,,Vytvaieni po-
hyblivych Cabri obrazka*.
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MATEMATIKA PRE ZIVOT A ZIAK
PRIMARNE]J SKOLY

VERONIKA ZEIOVA!

Formovanie matematickej gramotnosti je celoZivotny proces, v ktorom Skola ma
svoju vyznamnu ulohu. Medzinarodné vyskumy (OECD/PISA a IEA/TIMMS) vSak
ukazuju, Ze vyucovanie matematiky nedostato¢ne pripravuje Ziakov na vysporiadanie sa
s problémami kazdodenného Zivota, na rieSenie ktorych je potrebné pouzit matematicky
aparat. Proces aktivizacie a formovania matematickych kompetencii je dlhodoby a zloZity.
Nami navrhovany projekt ,,Matematika pre Zivot “, ktory realizujeme v tomto Skolskom
roku so Ziakmi 3. a 4. ro¢nika zdkladnej Skoly, by mohol napomdct pri prepojeni Skolske;j
matematiky so Zivotom.

Pre jednotlivca je dolezité nielen disponovat’ vedomostami z matematiky, ale aj ve-
diet tieto vedomosti aktivizovat’ pri rieSeni problémov, s ktorymi sa v Zivote stretne.

'Pedagogick4 fakulta PreSovskej univerzity v PreSove, Katedra matematickej edukdcie, zelova@unipo.sk
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Matematika by ho mala naucit’' nielen ,,pocitat’s ¢islami*, ale mala by mu aj napomoct pri
logickom mysleni, usudzovani, zovSeobectiovani, triedeni dostupnych informacii apod.
Suhrn vSetkych matematickych schopnosti, ktoré by mal byt schopny jednotlivec pou-
zivat’ v rdznych Zivotnych situdcidch nazyvame matematickd kompetencia. V minulosti
bol gramotny ten, kto vedel pisat’ a Citat. V suasnom svete nam vSak tieto zrucnosti
nestacia.

V septembri 2006 sme zacali realizovat’ vyskum, ktorého cielom je:

1. Identifikovat a analyzovat tlohy zamerané na rozvijanie matematickych kompeten-
cii ziakov primarnej Skoly v uc¢ebniciach, pracovnych zoSitoch a inych didaktickych
prostriedkoch ur¢enych pre primarny stupen edukécie.

2. Analyzovat'uroven matematickych kompetencii ziakov 3. a 4. ro¢nika zdkladnej Skoly.

e Vytvorit'testy merajlce troven matematickych kompetencii Ziakov 3. a 4. ro¢nika
zéakladnej Skoly.

e Prostrednictvom navrhnutych testov zmerat’ iroven matematickych kompetencii
ziakov na vybranych zdkladnych Skoléach v 3. a 4. ro¢niku.

3. Vytvorit'zbierku pracovnych listov a uloh na rozvoj matematickych kompetencii Ziakov
3. a 4. rocnika zdkladnej Skoly.

e Otestovat'vytvorené ulohy a pracovné listy integrované do vyucovacieho procesu.

e Zistit' vplyv aplikdcie zbierky pracovnych listov a uloh na troven matematickych
kompetencii Ziakov 3. a 4. ro¢nika zakladnej Skoly.

e Vypracovat metodické pokyny pre ucitelov 1. stuptia ZS zamerané na integréaciu
pracovnych listov a uloh do vyucovacieho procesu.

e Publikovat zbierku pracovnych listov a uloh na rozvijanie matematickych kom-
petencii ziaka primarnej Skoly.

Do vyskumu je v sicasnosti zapojenych 7 plneorganizovanych mestskych zakladnych
Skol PreSovského kraja. Na vSetkych zakladnych Skoléach bolo realizované vstupné testo-
vanie, cielom ktorého bolo zistit, akymi matematickymi kompetenciami disponujd Ziaci
v 3. a 4. ro¢niku a identifikovat’ problémové typy uloh z redlneho Zivota. Zaroven sme
pomocou Specialne vytvorenych uloh zistovali vplyv urovne zvladnutia obsahu matema-
tického uciva zZiakmi na ich matematickd gramotnost. Samotného vstupného testovania sa
zucastnilo 304 zZiakov 3. ro¢nika a 321 Ziakov 4. ro¢nika. Do hlavného experimentu sme
na zdklade vstupného testovania vybrali 148 Ziakov 3. rocnika a 166 Ziakov 4. ro¢nika
(experimentdlna skupina). ZvySni Ziaci, ktori neboli vybrani do experimentélnej skupiny,
tvoria v tomto experimente kontrolnd skupinu.
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V tomto Skolskom roku realizujeme v experimentalnych triedach projekt ,,Matematika
pre Zivot®, v ramci ktorého pracujeme na hodindch matematiky so stiborom uloh, ktoré by
mohli napomoct’ prepojit’ Skolski matematiku s redlnym Zivotom. V ramci tohto projektu
sme pripravili pracovné listy, ktoré obsahuju tlohy z redlneho Zivota, s ktorymi pracujeme
pocas jednej vyuCovacej hodiny raz za dva tyZdne s experimentalnymi triedami. Pracovné
listy sa venuju témam, ktoré si Ziakom zndme z redlneho Zivota a nacrtavaju zadania,
s ktorymi sa potencidlne Ziak 3. resp. 4. ro¢nika mdze stretnut: V reStaurdcii, Cestujeme,
O case, Teplota, atd’. Pocas vyucovacej hodiny vyuZivame metédy a formy prace, ktoré
rozvijaju u Ziakov schopnost’ analyzy a syntézy, vedud Ziakov k Citaniu zadani tloh
s porozumenim, ucia ich pracovat’ individudlne 1 skupinovo na rieSeni problémovych
uloh, zd6vodnovat svoje rozhodnutia.

Od zaciatku realizicie projektu ,,Matematika pre Zivot* sa stretivame na Skolach zo
tivciu k rieSeniu danych dloh. Ziakom umoZiiujeme pracovat nielen individuélne ale aj
skupinovo, ¢o obohacuje ich schopnost’ argumentovat’ svoje nazory pred ostatnymi spo-
luziakmi. U¢itelia vitaji moznost ziskat’ dalSie materidly, ktoré mo6zu obohatit’ edukacny
proces.

Pri rieSeni problémov redlneho sveta je potrebné pouZit’ ziskané vedomosti a zruc-
nosti v situdciach, kde pokyny nie st az také jasné a treba rozhodnut,, ktoré vedomosti by
mohli byt'relevantné a ako ich moZno dspesne zuzitkovat. Eduka¢ny proces, podla nasho
nazoru, vyuziva nedostato¢né mnozstvo uloh z redlneho Zivota, kde je potrebné pouzit’
aj vedomosti z matematiky. Predpokladdme, Ze prave preto by zbierka pracovnych listov
a uloh, ktoré rozvijaju matematicku kompetenciu ziakov 1. stupnia zdkladnej Skoly, mohla
byt nielen pre Ziakov ale aj pre ucitelov v praxi prinosom. Ucitelom vSak budeme uz
v priebehu realizicie projektu poskytovat na strdnke www.matematickapointa.sk v sekcii
Edukacné stratégie v matematike material, s ktorym by mohli pracovat’ na rozvoji mate-
matickej gramotnosti svojich Ziakov, a ktorym by mohli obohatit’ vyu€ovanie na 1. stupni
zékladnej Skoly o mnozstvo uloh z redlneho Zivota.

Prispevok bol spracovany ako siicast’ grantového projektu ,,Moderné informacno-
komunikacné technoldgie ako prostriedok dalSieho vzdeldvania ucitelov-elementaristov
v matematike “ MS SR KEGA 3/3027/05

LITERATURA

[1] KUBACEK, Z. a kol. Matematickd gramotnost’— sprdva 2003. Bratislava: SPU,
2004.

[2] TOMASEK, V, a kol. TFeti mezindrodni vyzkum matematického a prirodovédného
vzdeélavani. Praha: UIV, 1998.



98



Pracovni dilny

PODNETNA PROSTREDI VE VYUCE —
CESTA K ROZVIJENI MATEMATIKY
V MYSLI DITETE?

JANA CACHOVA3

Cilem dilny bylo pfedstavit ucastnikiim konference modul B 04: Konstruktivistické
piistupy k vyucovani a praxe (z projektu Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP).
Dilna seznémila Gcastniky s mySlenkami konstruktivizmu a se zdkladnimi tezemi pod-
nétné vyuky, ktera z t€chto myslenek vyrista. Byla zde rovnéZ predvedena typicka prace
v modulu — spole¢ny rozbor videonahravky z hodiny matematiky.

.. . . Clov&k nenf pasivnim pifjemcem podnéti,
prichazejicich z vnéjsiho svéta, ale ve zcela konkrétnim
smyslu tvor{ svij svét. . .

L. von Bertalanffy, 1964

PRIBEH JEDNOHO HLAVOLAMU

Moji synové dostali pfiblizné pfed tiemi lety kulickovy hlavolam — viz obr. 1. Hlavo-
lam se skldda z desky a jednotlivych barevnych dilkl riiznych tvart, které jsou tvoreny
spojenymi kulickami jedné barvy. Smyslem hlavolamu je porovnat dilky tak, aby pokryly
desku. Hlavolam vSak tehdy déti nezaujal, byl na né pfiliS obtizny. Pouze nékolikrat slo-
zily dilky podle navodu, ktery je pfiloZen, a pak uZ jen leZel na policce.

Pocatkem letoSniho roku se k nému chlapci (8, 7 a 5 let) opét vratili. ZkouSeli jej
skladat a zjistili, Ze se jejich feSeni navzdjem liSi a Ze se neshoduji s ndvodem. Zacali
se navzajem predhanét, kdo pfijde na vice rliznych feseni. Tatinek jim nejprve poméhal
feSeni zakreslovat na papir. Postupné pfisli na to, Ze staci, kdyZ jim predkresli jen sit’
teek, protoze do ni uz dokdzi feSeni zanést samostatné (nejprve dodrzovali barvy, po
n&jaké dob& poznali, Ze jsou pro zdpis zbytedné — viz obr. 2). Cinnost vechny tii zabavila
na nékolik tydnii, opakované se k hlavolamu vraceli, hledali a zaznamendvali nova feseni.

2Clanek je souasti feseni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP g |

3Katedra matematiky PdF UHK, jana.cachova@uhk.cz
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Obr. 1 Obr. 2

Hlavolam je zaujal, soutézili spolu a peclivé kontrolovali, zda nalezené feSeni opravdu
jesté nikdo z nich nemé zapsané. Kazdé zakreslené schéma oznacili inicidlou autora.

Posun nastal, kdyz zjistili, Ze je mozné najit feSenti, ktera 1ze jednoduse presunem dvou
dilkil prevést na dal$i nové feseni (na obr. 1 napf. ZlutooranzZovy trojihelnik v pravém
dolnim rohu hlavolamu). Re$eni pojmenovali ,,dva v jednom* a pokouseli se hledat
pravé takova feSeni. Po néjaké dobé objevili, Ze existuji feSeni, kterd v sobé obsahuji
vice elementd, zvySujicich pocet feSeni (na obr. 1 je mozné navzijem premistit také
bledémodry a fialovy dilek). Domnivali se, Ze se pocet feSeni urci jako 2 + 2. Brzy ale
nasli feSeni, které v sobé obsahovalo i tfi nebo Ctyfi takové segmenty (nékteré z nich bylo
mozné obménit vice nez dvéma zplisoby). Stdle si mysleli, Ze celkovy pocet moznych
obmén jednoho feSeni urc¢i jako soucet obmeén jednotlivych segmentd. SnaZila jsem se je
dovést k tomu, Ze nemaji pravdu. Hadali se, Ze to tak je. AZ kdyz z jednoho takového
feSeni skute¢né postupné poskladali vSechny jeho mozZné varianty, pochopili a zacali dil¢i
obmény navzdjem ndsobit (méli radost, Ze jich je tolik).

Osobné se domnivam, ze hlavolam rozviji nejen tvorivost déti a jejich kombinacni
schopnosti, ale 1 predstavu o shodnych zobrazenich (oto¢eni, posunuti, osové i sttedové
soumernosti).

VYUCOVANI MUZE PROBIHAT RUZNE

Pro¢ jsem dilnu pro uéitele 2. stupné ZS uvadéla domdaci hrou malych déti s hla-
volamem? Chté€la jsem na tomto pfikladu ukazat, jak se déti skute¢né uci a Ze 1 Skolni
vyucovani mize probihat rizné. Myslim, Ze piibéh s hlavolamem dobfe ilustruje dvodni
citat L. von Bertalanffyho a Ze tento hlavolam byl (a stédle jesté je) pro mé déti podnétnym
prostiedim, které pomahd rozvijet jejich vnitini svét. Vyucovani skute¢né mize probi-
hat rizné, zédlezi na ucliteli samotném, ale i na dalSich podminkach. Nas bude zajimat
z pohledu rozvijeni matematiky v mysli ditéte. VyuCovani tak miiZe byt uskutecniovano:
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TRANSMIST INSTRUKCT KONSTRUKCT
Pfenos &dsti hotové ma- | Zéci dostdvaji ndvod, jak | Rozviji aktivni tvo-
tematiky zZakam. obstat (bez hlubsiho po- | fivé mySleni zdka a

rozumeni). jeho zdjem o mate-
matiku.

Jednotlivé vyucovaci ptistupy jsme dolozili ilustracemi z textu k modulu Stehlikov4,
Cachova (2006), sice ilustraci 5.1: Thaletova kruznice (pozorovani studentky ucitelstvi,
str. 30), ilustraci 2.3: Otaceni o 90 stupna (str. 13) a ilustracemi 2.4 a) a b) (str. 14—15)
Soucet uhli v mnohouhelniku. Pfibéhy doplnila videonahravka z japonské hodiny mate-
matiky, ve které zaci samostatné tvorili vlastni ulohy o thlech (TIMSS VideoStudy 1999).
Ukazka z japonské hodiny matematiky navodila diskuzi o tom, co je konstruktivizmus
a jak jej realizovat v praxi.

CO JE TO KONSTRUKTIVISMUS ?*

Konstruktivizmus je Siroky proud filozoficko — pedagogickych teorii, ktery se dale
déli na rizné sméry — radikélni, kognitivni, socidlni atd.

Konstruktivizmus v psychologickych a socidlnich védach je smér druhé poloviny 20.
stoleti, ktery zdlrazinuje aktivni ilohu ¢lovéka, vyznam jeho vnitinich predpokladii
a dalezitost jeho interakce s prostiedim a spolecnosti. (Hartl, Hartlova, 2000, s. 271)

Pro potteby didaktiky matematiky formuloval tzv. Desatero didaktick€ého konstruk-
tivizmu F. Kufina (blize v Hejny, Kufina, 2001). Pozdé&ji tyto mySlenky upravil v tzv.
realistickém konstruktivizmu:

Pii feSeni ... problému miZeme prirozené sdélovat zaku vSechny potfebné infor-
mace, vysvétlovat pojmy, odkazovat na poznatky v pfiruckdch a encyklopediich,
ale vSe ve sluzbach rodici se matematiky v dusevnim svété¢ zaka. Konstruktivni
vyucovani tedy miiZe obsahovat transmisi celych partii, mize obsahovat i instrukce
k feSeni typickych uloh. (Kufina, 2002)

Realizaci konstruktivizmu v praxi je tzv. podnétné vyucovani. Vyrastd z Investigative
teaching B. Jaworski (1994). Podnétnou vyuku chdpeme jako ,,individuélni konstrukt*
ucitele. Lze ji vymezit nékolika principy.

PRINCIPY PODNETNE VYUKY (STEHLIKOVA, CACHOVA, 2006)

1. Ucitel probouzi zdjem ditéte o matematiku a jeji poznavani.

4Podrobnéji v Stehlikova, Cachova (2006, str. 4-5).
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2. Uditel predklada zaktm podnétna prostiedi (ilohy a problémy) a vhodné s nimi pracuje.
3. Uciteli jde predevSim o zdkovu aktivni ¢innost.

4. Ucitel rozviji u Zaka schopnost samostatného a kritického mysleni.

5. Ucitel podporuje diskuse mezi Zaky o matematické podstaté problém

6. Ucitel nahliZi na chybu jako na vyvojové stadium zakova chdpani matematiky a impulz
pro dalsi praci.

7. Ucitel se u zakt orientuje na diagnostiku porozuméni spise nez na reprodukci odpovédi.

ZAVER

Vytvéareni podnétnych prostiedi ve vyuce je dlleZitym predpokladem rozvijeni mate-
matiky v mysli Zdka. Skolnf vyugovén{ se ale bohuZel ¢astéji orientuje spise na reprodukci
uciva bez hlubs§iho porozuméni. Pokud se ucitel rozhodne vyzkousSet principy podnétné
vyuky ve Skolni praxi, je tfeba, aby dopiedu pocital s tim, Ze se nemusi thned dosta-
vit okamzity ucinek. Jedna se totiZ o dlouhodobou zélezitost — z4ci privykli tradiénimu
vyucovani, se musi stejné jako ucitel nejprve naucit pracovat jinym zpiisobem, nezZ na
jaky byli doposud zvykli. Je predevSim nutné, aby se ucili vice spoléhat sami na sebe.
Pokud ucitel i Z4ci ve svém usili vytrvaji, Casem se jisté efekt dostavi. Tvorivé Cinnosti
jsou nejlepSim predpokladem pro rozvoj osobnosti dit€te a péstovani jeho matematického
svéta.
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EXPERIMENTY VE VYUCE MATEMATIKY
NA STREDNI SKOLE!

PETR EISENMANN?

Cilem tohoto pfispévku je popsat jeden experiment z vyuky matematiky na stfedni
Skole. Jeho prezentace je vhodna pfi probirdni tématu Diferencidlni a integrdlni pocet.

Vychozi situaci budiz pokus, ktery ucitel se studenty provede. Do plechového hrnecku
nalije asi 0,3 1 vrouci vody. HrnecCek necht je tepelné co nejlépe izolovan od podlozky,
napiiklad muze stat na tfech uzkych dfevénych Spaliccich. Do laboratorniho stojanu
si upevni teplomér, zaznamena teplotu vzduchu v mistnosti (TO) a teplomér po asi
5 minutach zanoii do vody v hrnecku. Po ustdleni rtuti v teploméru zaznamend v ase
t = 0 naméfenou teplotu. Tuto pak zaznamendva se studenty kazdé 4 minuty. Je velice
vhodné vysledky zadavat hned do pocitace, a to v programu Excel. Vysledky z naseho
experimentu jsou v tabulce 1.

Cas 0 4 8 | 12 |16 ({20 24| 28 | 32 | 36 (40| 44 48|52 |56 | 60
Teplota | 72 | 69,5 | 64 | 59,5 | 56 | 53 | 50 | 47,5 | 45,5 | 43,5 | 42 | 40,5 | 39 | 38 | 37 | 35,5

Tab. 1

Mezi zaznamendvanim vysledki ucitel se studenty sestavi prislusny matematicky
model. Motivaci muze byt snaha pfedpovédét teplotu vody na konci experimentu, tj. po
jedné hodiné.

Mai-li néjaka latka teplotu vétsi, nez je teplota jejiho okoli, zane se ochlazovat.
Budeme predpokladat, Ze hrnecek se po zminénych péti minutach ohtél na stejnou teplotu
jako voda a okolnim prostfedim tedy budeme rozumét vzduch v mistnosti. Na§ model
predpoklada, ze okamzita rychlost ochlazovani vody je pfimo umérna rozdilu mezi jeji
aktudlni teplotou a teplotou jejiho okoli. To vyjadiuje diferencidlni rovnice

dT
)] (1)

kde £ je ¢iselnd konstanta mensi nez 0, nebot’ zména teploty latky vyjadiena levou
stranou rovnice (derivace teploty podle Casu) je zapornd, latka se ochlazuje.

Reseni linedrni diferencidlni rovnice (1) zde uvedu pouze velice stru¢né. Nejprve se
separaci proménnych vyfesi prislusnd homogenni rovnice

drT

dt
ITento piispévek vznikl s podporou grantu GACR 406/07/1026.
2P¥rodovédecka fakulta UTEP Usti nad Labem, eisenmannp @sci.ujep.cz

KT




104 P. Eisenmann: Experimenty ve vyuce matematiky na stiedni skole

Jeji obecné feseni
T = CeM

se posléze metodou variace konstanty zméni v obecné feSeni rovnice (1)
T = TO + O th.

Nyni je tfeba uréit nezndmé konstanty C' a k. Z pocate¢ni podminky 7(0) = 72
(viz tab. 1) plyne (teplota okolniho vzduchu byla pfi naSem experimentu 23° C) hodnota
C =49.

Pro urceni konstanty k jsme vzhledem k casovému pribéhu experimentu vybrali
teplotu vody ve dvandcté minuté méfeni, tedy 7(12) = 59,5. Hodnota konstanty &
potom vyjde pfiblizné —0, 02454.

Partikularni feSeni rovnice (1) odpovidajici podminkam 7°(0) = 72 a T'(12) = 59, 5,
tedy hledana zavislost teploty vody na ¢ase ma predpis

T = 23 + 49¢~ 0002454, (2)
Je vhodné nyni pomoci Excelu vypoctené hodnoty této funkce zobrazit do jedné

tabulky vedle téch naméfenych a vse jesté doprovodit obrazkem grafii obou zavislosti
(obr.1).

u] 4 g 12 16 e 24 2B 32 36 40 44 48 52 i a] G0
tas

|+ Realta —=— \fpodet

Obr. 1

V tab. 2 je v prvnim fddku uveden ¢as v minutich, ve druhém fadku naméfend teplota
vody ve stupnich Celsia a ve tfetim fadku funkcéni hodnoty funkce (2) zaokrouhlené na
jedno desetinné misto.

0 4 8 12 16 (20| 24 | 28 | 32 | 36 | 40 | 44 | 48 | 52 | 56 | 60

72 169,5| 64 | 595 | 56 |53 | 50 | 47,5455 (435 | 42 [40,5| 39 38 37 | 35,5

72 1 67,5 63,3595 |56,1|53|50,2|47,6|453|43,2|41,4 39,6 | 381|367 |354 34,2

Tab. 2
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Pfi zavérecné diskusi se studenty o souladu naméfenych hodnot s funkénimi hodno-
tami funkce (2) je vhodné upozornit i na jednu nedokonalost pouZzitého modelu. Zatimco
ve skuteCnosti se po urcité dobé teplota vody vyrovna teploté okoli, v pouzitém matema-
tickém modelu je tomu tak az v limitnim piipadu

lim T'(t) = 23.

t—o0

OPISOVACKY, SKLADACKY, ... NESMYSLY
NEBO VZDELAVACI STRATEGIE?

MIROSLAV HRICZ!

Kazdy ucitel hleda stdle nové moznosti, jak zdky motivovat k touze po poznani.
Uvédomuji si, Zze nékteré metody, formy préce, tematické zaméreni projektd a zptisoby
komunikace, které zaci jesté pred par lety akceptovali, jsou dnes ,,zastaralé a je nutné
je pfinegjmensim modifikovat. Dilna se zaméfila na prezentaci mych inovacnich pokust,
ale také na vyménu zkuSenosti vSech zucastnénych.

OPISOVACKY

Zéci obdrZeli zaddvaci list s ilohami na procvi¢ovéni podetnich operaci se zlomky.
Po tiid& byly rozvéseny liste¢ky s jednotlivymi kroky feseni danych dloh. Ukolem Z4kd
je nefesit tlohy, nybrz najit spravné fesSeni na listeccich, zapamatovat si jej (zadavaci list
lezi stale na lavici) a zapsat feSeni. Vypocitat tlohy bez hledéani feSeni na listeCcich bylo
zakazano.

Zadano bylo naptiklad 1—72 1%.

Na listeccich se pak objevily zdpisy, které byly vybrany z pisemnych praci zaki
dané t¥idy (viz tab. dole). Zadny zptisob feseni nesmél chybét (v paralelnich tiid4ch bylo
ruzné).

Z4ci aktivitu hodnotili takto (presna citace): ,,Bylo to hrozné / moc listecka.* ,,100krat
téZ8i neZ to jenom pocitat.* ,,Stejn¢ jsme to museli pocitat, a pak litat jak paka a hledat
listeCek.* ,,Makacka na pamét’.“ ,,Bylo mdlo casu.“ ,,Bylo to zmateny.* ,,VSechno se mi
pletlo. ,,Spatn& jsem si néco zapamatovala a uZ to bylo v hdji.“ ,,M& to bavilo, nebylo
to nudny jako néktery hodiny matiky.“ ,,Bylo to jako kolo Stésti.”“ ,,Nékdo znal feSeni
a nenasSel na listeckéch ten z4pis.*

Problémem pfi feSeni se ukdzalo velké mnozstvi listeCkd. Naddle vyuZivam tento

zpusob vyuky pouze jako napovédu pro ty, kteii nevédi, jak zacit (pfipadné nevédi, jak

IFakultni zdkladn{ $kola, Taborsk4 45, Praha 4 — Nusle, www.zstaborska.cz, miroslav.hricz@centrum.cz
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dal). Jedna se tedy o nabidku pomoci. Neosvédcilo se mi v takovychto pripadech uvadét
chybna feSeni. Metoda je pouzitelnd jak pro samostatnou praci zaku, tak pro skupinové

vyucovani.
7-4 6- 7-4+6-3 7-2 3-3
48 48 48 24 24
7+3 28+18 46
12 8 48 48 48
12=2-2-3 12=2-2-3
o6 36
16=2-2-2-2 16=2-2-2 — + —
96+96
n(12,16) =2-2-2-2-3 =48 | n(12,16) =2-2-2-3 =24
28 + 18 23 7-2+3-3
48 24 24
[4+9 56 + 36 L
24 96 24 24
92
96
SKLADACKY

Jedni se 0 obdobnou metodu jako v pfedchozim piipadé. Zaci maji v obdlce listecky,
na kterych jsou jednotlivé kroky feseni dané tlohy. Ukolem je sloZit spravné feseni. Zde
se mi osvédcCila skupinova prace, stejné jako ponechani chybnych feSeni ¢i nadbyte¢nych
listeckl. Pri praci ve tfidé skupina sloZi feSeni dlohy, feSeni se vyfoti a promitd pfi
prezentaci prace skupin. Z hlediska komunikativnich dovednosti se jedna o velmi i¢innou
metodu uceni.

LITERATURA

[1] Hricz, M., Kubinové, M. (2006). Zikovské projekty — jedna z moznych cest, jak
rozvijet klicové kompetence ve SVP. In Studijni materidl k projektu Podil ucitele
ZS na tvorbé SVP. JCMF Praha 2006. [CDROM].

[2] Kubinova, M.(2002). Projekty ve vyucovdni matematice — cesta k tvorivosti a sa-
mostatnosti. Praha: PedF UK.



M. HyksSovd: Historie matematiky pro ucitele 107

HISTORIE MATEMATIKY PRO UCITELE!

MAGDALENA HYKSOVA?2

Uvob

V pracovni diln€ se zdjemci mohli blize seznamit s materialy pro kurz ESF vénovany
historii matematiky a jejimu vyuziti ve vyuce na zdkladni Skole. Podivali jsme se na
koreny aritmetiky, zkusili jsme si pocitat v riznych pozi¢nich a nepozi¢nich ¢iselnych
soustavach a s riznymi pomiickami a dédle jsme se zaméfili na kofeny nékterych za-
kladnich geometrickych pojmil. Cilem zminéného kurzu je ukézat, Ze znalost historie
matematiky ucitelim vyrazné€ pomiiZe pfi motivaci zakl, propoji matematiku s dal$imi
prfedméty a pomiiZe jim presveédcit Zaky o tom, Ze matematika nenfi jen souhrnem nudnych
vzorcu a algoritm, které je nutno nabiflovat. Vzhledem k rozsahu tohoto prispévku se
zde zamé&ifme jen na &4st tykajici se aritmetiky.?

Jist€ neni tfeba pfipominat, Ze pro motivaci déti k tomu, aby se ucily pocitat v pozi¢ni
desitkové soustavé dnes obvyklym zplisobem, je vhodné ukazat, Ze se nejedna o nic, co
spadlo shiiry ¢i co si vymyslela pani ucitelka, aby je trapila, ale o vysledek dlouhého
vyvoje prameniciho z praktickych lidskych potfeb. Zaci by si m&li uvédomit, Ze &isla nds
obklopuji na kazdém kroku — a s tim 1 potfeba ¢isla zndzorfiovat a zaznamendvat, stejné
jako s Cisly pocitat. Pokusme se proto pfivést zdky k tomu, aby sami hledali odpovédi na
otazky, které uvadime jako nadpisy nasledujicich podkapitol.

KDY POTREBUJEME VYJADRIT POCET?

Déti jisté sami prijdou na mnoho situaci, kdy je tfeba n€jakym zplsobem vyjadrit
pocet. Za¢neme-li v davné historii, pak nds snadno napadne, Ze nasi prapiedkové potie-
bovali vyjadrfit napriklad mnoZstvi vyhlédnuté kofisti, potfebny pocet lovcl, mnozstvi
ulovené kofisti, poCet Zen, potomkt, pfibuznych, obyvatel vesnice, pocet chovanych
zvitat, mnoZstvi nasbiranych plodii, mnoZstvi vypéstované trody apod.

JAK ZNAZORNIT POCET?

Nejcastéjsi bylo vyjadfeni poctu pomoci prstii na rukou nebo na nohou. Pozistatky
tohoto vnimani Cisel 1ze dodnes najit v fadé jazyk, kde jsou Casto pfibuzna ¢i dokonce
totoznd slova pro ¢islo 5 a ruku, pro ¢islo 10 a obé ruce, pro ¢islo 20 a celého ¢lovéka

'Clanek je souddsti feSeni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP ul¥

2FD CVUT, hyksova@fd.cvut.cz

SMateridly, které byly v ramci dilny prezentovany a rozddvany, jsou k dispozici na nasledujici internetové adrese:
http://euler.fd.cvut.cz/predmety/matematika/historie/
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(napf. v italStin€ znamena slovo le dita jednak ¢isla do deseti, jednak prsty). Pro vyjadieni
vysSich ¢isel si mizeme pomoci napiiklad diivky ¢i kaminky, které I1ze dale srovnavat
do hromadek, do tad, pfipadné navlékat na provazky — tak se zrodila prvni pocitadla.
Poznamenejme, Ze napiiklad jihoafri¢ti domorodci prisli na zajimavy zpisob vyjadreni
vysokych ¢isel pomoci prsti na rukou: jeden pocita na prstech své ruky jednotky, druhy
desitky a tfeti stovky.

JAK ZAZNAMENAT POCET?

Casto je tieba &iselny tdaj na n&jakou dobu zaznamenat. Nejjednodus$imi zapisy
Cisel byly zédrezy na kostech nebo dfevénych holich, tzv. vrubovkach. Uvédomme si, Ze
se dodnes pouzivaji réeni: ,,Mas u mé vroubek.*, ,,Dej mi to na vrub.* apod. Nejstarsi
zndma vrubovka je stard asi 35 tisic let; byla nalezena v pohoii Lebombo na hranicich
afrického Svazijska a jedna se o ¢ast stehenni kosti pavidna s 29 zafezy. Jiny zpiisob zapisu
Cisel, ktery pouzivali napiiklad jihoamericti Inkové, byl pomoci uzlt na provazcich. Cisla
se zde vyjadrovala v desitkové soustavé a ¢iselnou hodnotu uzlu udavalo to, kolikrét se
provlékl provazek uzlem.

JAK VYJADRIT VELKA CIiSLA? JAK S CISLY POCITAT?

Pozdé&ji Cloveék zacal malovat napt. na stény jeskyni; postupnym zjednodusSovanim
a ustdlenim obrazkl vzniklo cca pred 5 tisici lety hieroglyfické pismo. Podivejme se,
jak pomoci hieroglyfi vyjadfovali ¢isla stafi Egyptané. PouZivali nepozi¢ni soustavu;
méli zvlasStni znak pro jednotku kazdého fadu od jednotek po miliony, tyto znaky pak
jednoduse shromazdovali vedle sebe ¢i pod sebe:

A9 31 oo K

1 10 100 1 000 10 000 100 000 1000 000

kleé¢ici postava
(blh vzduchu
a prostoru)

mérici kravi meérici kvet ukazovak pulec
hal pouta provazec lotosu

S¢&itani a od¢itani Cisel vyjadienych hieroglyficky je snadné: pouze se shromazduji,
resp. ubiraji znaky pro jednotky jednotlivych fada; jen je obcCas tieba nahradit 10 jednotek
urcitého faddu jednou jednotkou fadu vysSiho (pfi s¢itani) ¢i naopak (pfi odc¢itani). Na-
sobeni stafi Egyptané provadéli tak, Ze jeden Cinitel postupné zdvojnasobovali a vhodné
nasobky pak secetli. Chceme-li naptiklad vypocitat 15 - 13, pak budeme Cislo 15 zdvoj-
nasobovat, takze obdrzime dvojnasobek 30, ¢tyfndasobek 60 a osmindsobek 120; pak si
uvédomime, ze 13 =8+4+1,proto 15-13 =15-(8+4+1)=15-84+15-44+15-1 =
= 1204 60 + 15 = 195. Pti déleni podobné zdvojnasobovali délitele; pfipadné si poma-
hali zdesetindsobovanim. V hieroglyfickém zapisu by napftiklad vypocet soucinu 15 - 13
a podilu 1120 : 80 vypadal takto:
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Déti st mohou vymyslet 1 vlastni hieroglyfy, a pak si s nimi zkusit pocitat. Jako
inspirace mtiZze poslouzit napiiklad ,,vajickova soustava* (vajicko, plato, krabice, regl,
kontejner, vlak, lod), kterd by po schematizaci a zjednoduseni mohla vypadat takto:

10 360 4 320 86 400 4 320 000 432 000 000

Po zjednoduseni:

10 100 1000 10 000 100 000 1 000 000

Vratme se nyni zpét do Egypta. Hieroglyfy byly postupné zjednodusSovény, az vzniklo
hieratické, pozdé€ji démotické pismo. Psani vSak stdle bylo pomérné pracné, provadéni
pocetnich operaci zdlouhavé, papyrus byl cenny; pfirozené tedy vyvstava otdzka:

NELZE POCITANI USNADNIT?

Pocitaci desky

Jednim z nejjednodussich zplisobt je vyZiti pocitacich desek, na nichz se ¢isla vyja-
druji naptiklad pomoci oblazki ¢i dfevénych tyCinek. Z praktickych diivodi je nejvhod-
néjsi pouzivat jen jeden druh predmétii a misto odliSného symbolu vyjadrit fad pomoci
pozice oblazki ¢i ty¢inek na pocitaci desce opatiené jistymi policky. Odtud je jiz jen krt-
ek k na¥f poziéni &iselné soustavé. Napiiklad v Cing (4. stol. pf.n.l.) pouZivali ty&inky,
které kladli vodorovné a svisle na pocitaci desku:

oMo

1 2 3 6 7 8 9
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Pokud ¢isla od 1 do 9 pouzivali na misté desitek a tisic, zapsali je obracen¢:

= =1 1 L 1l

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Na internetové strance uvedené v pozn. 1 je mozné si stdhnout a vytisknout mj.
¢inskou ,,pocitaci desku‘; misto ty¢inek mohou poslouzit naptiklad zdpalky a pak uz
nam nic nebrani v poé&itani. Soudet, resp. rozdil dvou &isel je snadny: Cifiané postupovali
odpovidajicich fadu ¢isla druhého, resp. ty¢inky odebirali. Pfi soucinu posupné néasobili
jednoho z Cinitelli jednotlivymi ¢islicemi z druhého Cinitele (opét od nejvyssich fada);
podle toho, na které pozici prislusnd Cislice stdla, znazornili vysledek nasobeni o pfisluSny
pocet policek vlevo — viz nésledujici priklad, ktery ukazuje soucin 234 - 24 = 5616.

| [=|Il =/l il

=M =|lll|— =T |_|T

— [l — |l —| Il — |l
6000 5000 1000 S0 10 S 10 5 1 Pfiblizné ve stejném obdobi pouZzivali
e ¢ 0 ¢"¢0° 00" ¢ 0 0o staif fekové desku, na nizZ mohly byt kla-
] ) & deny mince Ci oblazky; princip byl stejny,
o : : jen misto ty¢inek v kolmém sméru se po-
O |o|C o|lo|lo|o|@ uzilo sousedni policko vyjadfujici 5 jed-
ol |ele|e notek daného fddu. Na obrizku vlevo jsou
: ® : znazornéna Cisla 289 a 428, kterd maji byt

: _ i seCtena.

"R EN B R E R =R Misto predméti kladenych na desku

T R X P H P A D | o P c -y
muzeme déle zacit navlékat kulicky na

provazky ¢i tyCinky; tak vznikl napfiklad Cinsky Ci japonsky abakus nebo rusky scot
(vice viz pozn. 1).

POZICNI CISELNA SOUSTAVA

Podivejme se napiiklad na cinskou pocitaci desku. Ucinime-li posledni kricek
a nahradime-li v kazdém poli¢ku skupinu ty¢inek odpovidajici Cislici, obdrzime vy-
jadreni Cisla v desitkové pozicni soustavé.

Ptfipomenime, Ze ve starovéké Mezopotamii byla jiz ve tfetim tisicileti pf.n.l. pou-
Zivana Sedesatkova pozicni soustava. Spolu s Zdky se miizeme pokusit najit davody,
pro¢ dnes pouZivame pravé soustavu desitkovou. Voditkem ndm mohou byt nasledujici
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otazky: Kde se setkdvame s nasobky 10?7 Kolik je tfeba Cislic v desitkové soustaveé? Jak
je velkd malé nasobilka? Kolik je tieba Cislic v Sedesatkové soustavé? Jak je velka ,,mala
nasobilka“ pro Sedesitkovou soustavu? V ¢em je naopak vyhodnéjsi soustava Sedesat-
kova? Jak se vyjadii napt. 99 nebo 999 v Sedesatkové soustavé? Kolik je tieba Cislic
napt. ve dvojkové soustavé? Jak je velka mala nasobilka pro dvojkovou soustavu? Jak se
vyjadii napt. 99 nebo 999 ve dvojkové soustaveé?
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KRYCHLOVA TELESA JAKO PROSTREDI
PRO ROZVIJENI PROSTOROVE
PREDSTAVIVOSTI V MATEMATICE NA
PRVNIM STUPNI ZS'

DARINA JIROTKOVA2

UvoD

Cilem pracovni dilny bylo seznamit ucastniky s geometrickym prostfedim krychlo-
vych téles jako jednou oblasti 3D geometrie, kterd zna¢né prispiva k rozvoji prostorové
predstavivosti, ale téZ k poznavani geometrickych objektd jak rovinnych, tak prostoro-
vych jiZ od prvniho ro¢niku zakladni $koly. Porozuméni geometrickym objektiim a vzta-
hiim mezi nimi prispiva i vyjime¢na moznost objekty reprezentovat nékolika riznymi
jazyky, a to jak konceptudlnimi, tak procesudlnimi. Uastnici dilny byli sezndmeni, jak
je toto prostiedi didakticky zpracovano v nové vznikajici fadé ucebnic matematiky v na-
kladatelstvi Fraus autorG Hejny, Jirotkova, Slezdkova (2007).

Ustiednim objektem tohoto prostfeds je krychlova stavba — objekt, s nimZ m4 dité jiz
predSkolniho véku mnohé zkuSenosti ze svych her s kostkami. Predlohy pro své stavby

ITento piispévek vznikl s podporou grantu MSM 0021620862.
2PedF UK v Praze, darina.jirotkova@pedf.cuni.cz
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zaci nachazeji v okolnim svété, knizkach, televizi, ale téZ ve vlastni fantazii. Zivotni
zkuSenosti jsou vychodiskem pro otevirani 3D geometrického svéta Zakiim na prvnim
stupni ZS a propojenim ti{ aktivit ve §kole postupné mé&nime Zakovo pozndni v &innostech
na pozndni ve slovech a na poznatky. Aktivity jsou nésledujici:

MANIPULACE — SLOVNI POPIS USKUTECNOVANE CINNOSTI —
— POUZITI ZNAKOVEHO JAZYKA

Z uvedeného je patrné, jak je dtlezité, aby ucitel doprovazel veskeré manipulativni
aktivity slovnim komentafem. Je to zplisob, jak se déti nejlépe sezndmi s terminologii.
Bohatost jazykovych prostfedki umozni i dalsi rozvoj myslenek.

Znakovy jazyk umoZni pomoci dohodnutych znak jednoduse a srozumitelné popsat
menat proces konstrukce stavby. Dfive neZ se sezndmime s riznymi zpiisoby, jak popsat
krychlovou stavbu, tento pojem vymezime. To znamend, Ze budeme pouZivat slova béz-
ného jazyka (poloZit, pfilepit, priloZit, presné, ...) 1 nékteré terminy (krychle, sténa,
hrana, vrchol) a budeme predpoklddat, Ze jim vSichni stejné rozumime. Na krychlovou
stavbu se miZeme divat z hlediska procesu stavéni, proto vymezime pojem procesné, coZ
nam da navod, jak krychlovou stavbu postavit. Na stavbu se vSak také mizeme divat jako
na hotovy objekt, proto vymezime pojem i staticky, neboli konceptualné. Toto vymezeni
ndm umozni rozeznat, zda dany 3D objekt je ¢i neni krychlovou stavbou.

Tématem krychlova télesa se zabyvala J. Michnova pii seminéii Dva dny s didak-
tikou matematiky v roce 2006. Pfedvedla, jak toto téma didakticky zpracovala pro své
zaky 5. ro¢niku zakladni Skoly. V ¢lanku (Michnova, 2007) autorka intuitivné zavedla
pojem krychlové téleso, a sice staticky, konceptualné, predstavila jeden ikonicky jazyk
konstrukce krychlového télesa, kterym popsala jednotlivé dily krychlového hlavolamu,
strucné predstavila dalsi dva jazyky — plan (jednoduchy plan) a podlazni plan (aplny pléan)
uloh o krychlovych télesech diagnostikovala trovei prostorové predstavivosti Zaka.

V prvnim ro¢niku ve zminénych ucebnicich matematiky za¢indme nejdiive pracovat
s krychlovymi stavbami, proto zde tento pojem vymezime. Déle vymezime pojem krych-
lové téleso a pokusime se 1 o0 preciznéjsi matematické vymezeni. To je uvedeno spiSe jen
pro moznost porovnani pristupu intuitivniho a ¢isté matematického.

VYMEZENI POJMU KRYCHLOVA STAVBY A KRYCHLOVE TELESO

1. Vymezeni intuitivné procesni

Krychlovou stavbou rozumime prostorovy objekt postaveny podle jistych pravidel
z kone¢ného poctu shodnych krychli. Pravidla pro stavbu krychlové stavby jsou jedno-
ducha:

1) zac¢iname poloZenim jedné krychle na ,,podlahu®;

2) k ni prilepime druhou krychli tak, Ze presné ptilozime sténu jedné krychle na sténu
krychle druhé;
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3) tak pokracujeme lepenim dalsi a dalSi krychle, vzdy na jednu, nebo vice krychli
JiZ rozestavéné stavby, az vyCerpame vSechny ptipravené krychle.

2. Vymezeni intuitivné statické (konceptualni)

Prostorovy tutvar vytvoreny z konecného poc¢tu shodnych krychli nazveme krychlovou
stavbou, jestlize:

1) kazdé dvé krychle maji spole¢nou bud’ jednu sténu, nebo jednu hranu, nebo jeden
vrchol, nebo nemaji nic spole¢ného;

2) zadna krychle ,,nevisi ve vzduchu®;

3) stavba je z jednoho kusu tj. stiedy libovolnych dvou krychli stavby 1ze spojit ¢arou,
které celd leZi uvniti stavby.

Pojem krychlova stavba je spjat s pojmy ,,svisly* a ,,vodorovny*“. To jsou vlast-
nosti, které se zméni se zménou polohy objektu, a proto do Cisté geometrie nepatii.
Vnimanim krychlovych staveb nezavisle na jejich poloze vii¢i okoli budujeme pojem
krychlové téleso, ktery ddle vymezime. Pouzijeme precisni matematickou definici, ve
které je krychlové téleso nahlizeno staticky.

3. Vymezeni precisné statické

Krychli povazujeme za krychlové téleso. Mnozinu n krychli, kde n € N, nazveme
krychlové téleso, jestlize

1) ke kazdé krychli existuje aspoii jedna k ni sousedni takova, Ze tato dvojice krychli
tvofi hranol s rozméry 1 x 1 X 2,

2)jsou-li X, Y dvé rtizné krychle krychlového télesa, pak existuje posloupnost krychli
Zh, Lo, ... Zy tak, Ze krychle X je sousedni s krychli Z;, krychle Z; je sousedni se 7,
prokazdé i =1,...,k — 1, akrychle Z; je sousedni s krychli Y.

DIDAKTICKE VYUZITI PROSTREDI KRYCHLOVYCH TELES

V prvnim ro¢niku 7S za&indme nejdiive stavét ,,véze* a ,,vlacky*. Pii tom ucitel
komentuje ¢innost: ,,PfiloZime st€énu jedné krychle presné na sténu druhé krychle.* a Zaci
se tak seznamuji s terminem sténa. Pfi té€to Cinnosti hraje také roli pocet krychli, z nichz
véZ stavime, a Zaci ziskavaji prvni zkuSenosti s objemem télesa. Déle stfiddme barvy, a tim
tuto latku propojujeme na v matematice tak dilezité pravidelnosti, rytmy. Pfi stavbach
cimbuii (obr. 1) nebo schodti (obr. 2) se prolind rytmus geometricky s barevnym.

Barevny rytmus pritomny u stavby schoda a pocty rychli v jednotlivych sloupcich
davaji Zakiim zkuSenosti z aritmetiky tykajici se sudych a lichych ¢isel. Diskuse o tom,
z kolika krychli je stavba na obrdazku 2 postavena, zda je tento pocet jednoznacné urcen,
prispiva rozvoji prostorové predstavivosti.

Kromé slovniho popisu, fyzického modelu (konkrétni stavba) a portrétu (obrazky 1
a 2) pouzivame v prvnim ro¢niku také znakovy jazyk, a sice plan. Na rozdil od toho, ktery
uvedla J. Michnova (2007), nepouzivame cisla, ale tecky. To umozni zdklim pracovat
s plany dfive, nez se nauci psat Cislice. Stavby na obrdzku 1 a 2 zaznamendme planem
tak, jak je na obrazku 3.
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Obr. 1
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Obr. 3

Prostorova predstavivost se velmi efektivné rozviji pii ,,prekladu‘ z jazyka portrétii
do jazyka pland. Cilem je toto provadét piimo. Jak J. Michnova zminuje, rozvijeni
prostorové predstavivosti nelze urychlit a pfiliS velké naroky kladené na zaky by mohly
naopak tento rozvoj zabrzdit nebo dokonce zablokovat, a proto dokud je potreba, musime
pracovat i s fyzickym modelem.

Pti vlastni vyuce, kdy jsem se Zaky ve 2. ro¢niku pracovala s plany krychlovych
staveb, jsem se setkala s jednim zdvaZznym jevem. N¢&ktefi Zaci pfi prenosu obrdzku ze
seSitu €1 papiru na podlaze, Cili z horizontalni polohy, na tabuli, ¢ili do polohy vertikdlni,
zménili pohled na téleso a kreslili narys daného télesa. V tomto piipadé je asi vhodné
nékolikrat nakreslit plan télesa na arch papiru na zemi a ten pak povésit na tabuli,
popiipadé jesté dané téleso vymodelovat.

J. Michnova pracovala se svymi zaky s jazykem, ktery umoziuje zachytit proces
konstrukce krychlového télesa. Tento jazyk si pfipomenme. Popis konstrukce pouZiva
Sesti ikonickych znak:

1 -poloz krvchli — -jdi na vychod

= -jdio 1 podlazi nahoru T -jdina sever
«— -]dina zapad | -jdinajih.

Pouzivani svétovych stran se nim osvédcilo vice nez pouZivani slov doprava, do-
leva, dopfedu, dozadu. Zejména slova doptfedu a dozadu Cinivaji problémy, nebot’ jejich
vyznam neni jednoznacny. Neni zcela ziejmé, zda dopiedu je smérem ke mné nebo ode
mé, obdobné smérem dozadu. I slova doprava a doleva zavisi na tom, odkud se na stavbu
pozorovatel diva.

Uloha. Postup tvorby jisté stavby zapisujeme krok po kroku. Zapiste jednotlivé kroky
planem. Kolik podlazi m4 tato stavba?
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Akce Zapis konstrukce Zapis planem
1. | poloz krvchli o
2. | udélej krok na vvchod o—
3. | poloz kxvchli o=+ 0
4. | vwstup o 1 podlazi nahoru o—o=
5. | poloz kxvchli o—o=o
6. | vvstup o 1 podlazi nahoru o—o=o=
7. | poloz kxvchli O—oO=o=no

Tento jazyk je pro prvni ro¢nik pfili§ ndro¢ny. Proto pro procesudlni pfistup ke krych-
lovym stavbdm pouZzivame jakysi ,,dynamicky portrét (obr. 4), ktery téz ,,prekladame*
do jazyka planu (obr. 5). Uvedeme ilustraci ze zmifilované ucebnice.

POSTAV PRILOZED  VYBAR\ PRILOZED VYBAR
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Obr. 4
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Obr. 5

V ucebnici je obrazek barevny. Zacina se stavét se dvéma zlutymi kostkami, pak se
priklada Cervend a nakonec modra. Barvy jsou pouZity i v planech. V tomto ptipadé se

tedy rozliSuje, ktera tecka ve Ctverci oznacuje kterou krychli - horni tecka oznacuje horni
krychli.
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ZAVER

Zavérem dodejme, Ze pouzivani pestré palety jazykl k popisu n€jakych jevli v ma-
tematice je velice dilezité. Otevird to pristup k problematice mnoha zdklim rznych
kognitivnich typt, Zadkiim s riznymi Zivotnimi zkuSenostmi.

Nakonci pracovni dilny probéhla diskuse k t€mto otdzkam: Jsou Z4ci v prvnim/druhém
rocniku schopni porozumét planu stavby? Co je pro zaky snazsi — postavit stavbu podle
planu, nebo k dané stavbé vytvorit plan? Jsou Z4ci v prvnim/druhém ro¢niku schopni
porozumét zapisu stavby pomoci tif primétd? Co je pro Zaky snazsi — postavit stavbu
podle tii primétli, nebo k dané stavbé vytvorit tfi priiméty? Jsou zZaci v prvnim/druhém
ro¢niku schopni porozumét popisu konstrukce stavby? Co je pro zZaky snaz$i — postavit
stavbu podle popisu konstrukce, nebo k dané stavbé vytvorit popis jeji konstrukce?

LITERATURA

[1] Michnova, J. (2007). Krychlova télesa a hlavolamy. In Stehlikova, N., Jirotkova,
D. (Eds.), Dva dny s didaktikou matematiky 2006. Sbornik prispévki. Karlova
univerzita v Praze, Pedagogicka fakulta, s. 90-95.

[2] Hejny, M., Jirotkov4, D., Slezdkova-Kratochvilova, J. (2007). Matematika. Uceb-
nice pro 1. ro¢nik zdkladnich Skol. Fraus, Plzen.

VYUZITi BRAMBOR VE VYUCE
MATEMATIKY — POZNAVANI TELES,
ODKRYVANI VLASTNOSTI, REZY NA

TELESECH, SHODNOST, CELEK A JEHO
CASTI
MICHAELA KASLOVA!
Tato dilna si klade za cil ukdzat, e jednoduchy materidl méiZze pomoci nejen oZivit
hodiny matematiky, ale i je G¢innym néstrojem pro zafazeni specifickych diagnostickych,

rozvijejicich 1 prohlubujicich aktivit. V nabidce jsou zahrnuty aktivity vhodné jak pro
materskou, tak zakladni, dokonce 1 stfedni Skolu.

'PedF UK v Praze, michaela kaslova@pedf.cuni.cz; autor fotografii: M. Kaslovd
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VYCHOZI SITUACE

e Zéci maji problém vidét z vné&jsku téleso ze viech stran soucasné.

e Zici maji ve $kole omezeny piistup k riznym velikostem modeld jednotlivych typt
téles tak, aby s nimi mohli manipulovat (napf. trojboky, ¢tyiboky . .. jehlan).

e Z4ci maji obtiZe s verbalizaci toho, co vidi, s &fm manipuluji.

e Pokud Zici téleso ,,tvori®, je to z papiru, tedy tvoii jeho hranici.

e Nékterym zaktim déld problém odliSeni geometrickych tdtvarti 3D a 2D.

TEORETICKA VYCHODISKA

e Jiz Komensky, Pestalozzi a dalsi vyzdvihli vyznam manipulace vedle pozorovani pro
utvareni predstav (16. a 18. stoleti).
e Montessori zdlraznila vyznam objevovani v ramci experimentovani (19. stoleti).
e Kufina upozornil na to, Ze vidét v obrdzku je uméni . . ., tedy pripousti obtize (1993).
e Kaslova uvedla, Ze prechod ze svéta reality do svéta geometrie neni tak primy, jak se
v ucebnicich prezentuje (2007).
e Vyvojovda psychologie upozornuje, Zze dekompozice je vyvojove starsi, a tim pro mladsi
Zaky prirozenéjsi neZ kompozice (vEtsi pocit jistoty); u malych zakl jesté prevlada
celostni vnimani nad analyticko syntetickym (2006).

Pracovni dilna, kterd se soustfedila na praci s bramborami s 5—11letymi Zadky a vy-

sokoskolskymi studenty, navazuje na predchozi pracovni dilny, v nichZ se pracovalo se
sadrou, ledem a modelinou (Kaslova 1997-2002).

EMPIRIE (MATERSKE A ZAKLADNE SKOLY, SONDY)

Pfinos pouZiti brambor jako materidlu pro modelovani byl sledovan v praxi na rtiznych
urovnich béhem Sesti let.

Byl sledovan:
e Efekt u déti s podpriimérnou ¢i nerozvinutou predstavivosti (testovano i u pétiletych
déti).
e Efekt u studentl ve srovnani s cvicenim na PC (,,co projde rukama, se zapisuje do
skaly“).
e Efekt u 74kt se specifickymi poruchami uc¢eni (co vyZaduje vynaloZeni namahy vcéetné
fyzické a je korunovano viditelnym uspéchem, to je schopno transformace).

Efekt se projevil nejen ve zvySeni zdjmu zakl/studentt o télesa, v explozi ¢inorodosti
pfi experimentovani, ve zvySeni koncentrace po dobu prace s timto materidlem, ale oproti
dosavadnim typi aktivit (s vyjimkou prace s molitanem) doslo k vyrazné rychlejSimu:
a) rozliSeni prostoru a roviny (uZiti obtiskovani obarvovanych kouski brambor),

b) ,,vidéni dopiedu‘ (napft. co se stane, aZ to odkrojim),
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c¢) podniceni komunikace a navySeni poméru slov v komunikaci (dstup od ukazovani)
a redukci ukazovacich zdjmen (ten, ta, to) a pfislovci (tam, tady),
d) pochopeni smysluplnosti aktivity (napf. objeveni rovnobéZnosti protéjsich stén krychle).

POMUCKY PRO ZAKY

Tt1 az Ctyti vétsi starSi brambory (ni-
koli m&kké, radé€ji Skrobovatéjsi), 1ze obo-
hatit o mrkev, ,,zlutd ¢tvrtka®“ nebo ba-
lici papir (jiny s nehlazenym povrchem),
nizky, vodové barvy, maly nliz na kra-
jeni zeleniny, kus vlhkého molitanu misto
Stétce, podlozka pro krajeni (prkénko, pod-
loZzku na Vv).

V matetfské Skole détem divame jiz
rizn€ nakrdjené vétsi kousky brambor
a 3—4 molitany namocené do riznych ba-
rev a papiry jiZ vystfizené (napr. ve tvaru
nocni kosile).

USKALT VYUZITi BRAMBOR V ZAKLADNI SKOLE

a) Bezpecnost prace s noZem lze oSetfit tak, Ze redukujeme pocet nozi. Na tyto aktivity
rozdélime tfidu do dvou ¢i vice skupin maximalné po 12 (dalSi skupiny délaji néco
jiného), na 1. stupni je idedlni skupina o 6 Zacich. Je vhodné pozvat asistenty z fad rodict
nebo pracovniki Skolni druziny, piipadné studenty, na 3 déti jeden dospély, ktery jen
napomahd, nenapovida. Bezpecnost 1ze zvysit i rozsazenim Zaka v prostoru — ne blizko
sebe. Nutnd podminka je, aby Zak pfi krdjeni brambor sedél u stolku (v tomto piipadé
nepracuje v sed¢ na koberci, jak je nékdy zvykem). Doporucuji pozadat o souhlas rodict.
Problém vyvstava pri vySSim vyskytu hypermobilnich déti nebo déti se specifickymi
poruchami chovani. Priace ve dvojicich se musi zvazit.
b) Bramborami neplytvame, vybirame kliici brambory, ty jiZ nelze pouZzit v kuchyni.

V matefské Skole ma jiz dité brambory rozkrdjené. Nové kousky miize vytvaret
dité¢ individualné pouze u stolu ucitelky pod jejim dozorem. Dité pracuje predevSim
v objevovani obtiski a hledani vztahu objekt a obtisk.

ORGANIZACE

Aktivity, které se ddle objevi v nabidce, se nezatazuji samoziejmé vSechny nardz do
jedné hodiny. Staci pii systému ,,pfimd a nepfimd prace* pracovat s kazdou skupinou
15-20 minut, poté zapojit vSechny do diskuse a pak se vratit k tomu, co se délo, a k tomu,
co se bude délat piists. Uvod a zavér je tedy vzdy spoleény. Aktivity s bramborami
v geometrii jsou vhodnym ndmétem pro projekt a 1ze je zaradit i do pracovnich ¢innosti
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nebo vytvarné vychovy. Doporucuji provadét fotodokumentaci a ndsledné usporadat
vystavu nejen z produktl aktivit, ale i fotografii. Pokud brambory nebudeme barvit, I1ze
vyrobky naopak vyuzit dale v kuchyni (polévka, salét), coz je vhodné na Skole v ptirodé
nebo na letnim tabofte.

AKTIVITY NA ZS A SS

Aktivity nejsou nijak strukturovény, protoze
pripoustéji razné kombinace. Jejich potadi za- .
leZi nejen na stanoveném cili, ale 1 na zafazeni
do kontextu (projekt O smutné nocni kosilce na- o
vazujici na pohddku od Capka bude jiny neZ
projekt Brambory nebo ,,pouhé* fezy na téle-
sech). Pocet tkolt, aktivit neni vyCerpan, jde
o inspiraci pro vasi pedagogickou praci.

Aktivity jsou stimuloviny ukoly, ulohami,
vyzvami, dotazy.

1. Vytvorte fezdnim z brambor krychli.

2. Ovérte, zda je to model krychle (ovéfovani
probihd obtiskovanim stén na papir a porovna- e
vanim obtiskli, propojeno na opakovanou ko- \_4
rekci) — vhodné 1 pro dvojice. Tuto aktivitu mo-
hou délat 1 déti matetské Skoly zejména ve fazi
identifikace.

3. Popiste, jak jste postupovali
PopiSme nékteré funkce této aktivity jako vzor pro dalsi.

e Funkce diagnosticka. Zak zacinajici fezem: A — dominance ve vnimani kolmosti,
B — dominance v rovnobéznosti stén, C — Zak zacinajici poméfovanim se zaméfenim
na hrany.

e Funkce rozvijejici. Evaluace vhodnosti postupu pii tvorbé krychle, ovéfovani vlast-
nosti, systemati¢nost ovérovani, model nikdy neni dokonaly, diskuse o pripustnosti
a mife chyby, popis strategie.

e Funkce prohlubujici. Objevovani a vyuZivani vlastnosti téles a jejich vztahd.

4. Které téleso mohlo zplisobit nasledujici otisk?

5. Kdyby nas zajimaly jen rizné otisky, kolik otiski musime udélat u: krychle, kvadru,
trojbokého hranolu, pravidelného Sestibokého jehlanu .. . ?

6. Co se mysli slovem rizné v otazce 5?
7. U kterych téles nelze udélat otisk jen pouhym pfitlacenim k podloZce?
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Pracujte ve dvojici (vhodné pro talentované Zaky a stfedni Skoly)
8. Rozdél krychli na dvé shodné Casti — na poloviny.
9. Popis vzniklé ¢asti. Kdo z ostatnich ma totéz? (2éci na sebe nevidi.)
10. Najdi co nejvic feSeni.
11. Porovnejte vysledky a stanovte podminky pro jednotlivé typy feSeni.
12. Co musi spliovat takovy fez? Definujte. Lze definovat jinak?

13. Jak roztiznout krychli, abychom na fezu
dostali: a) ¢tverec, b) obdélnik, ¢) kosodél-
nik, d) kosoctverec, e) lichobéZnik, ) del-
toid, g) kruh, h) ani jedno.

14. Model je neptesny. Jak dokaZete, Ze fez
ma tvar: a) obdélnika, b) ¢tverce, ¢) lichobéz-
nika, d) kosoCtverce?

15. Jak dokazete, ze tvar fezu neni: kosodél-
nik, kruh (na mrkvi), ... ?

16. Rozdél kvadrna 2 (3, 4) stejné dily. Najdi
CO nejvic mozZnosti.

17. Rozdél kvadr na 2 (3, 4) nestejné dily se

stejnym objemem, s riznym objemem.

18. Roziez kvadr tak, aby se pak fezem na 3 (4) ¢asti dala z téchto ¢asti slozit krychle.
19. Podafi se ti roziezat kvadr tak, aby vznikl slozenim vSech vzniklych casti jehlan?
20. Rezem kterého télesa ziskas (zde se jiz predpoklddd vytvoreni komunikaéniho kon-
sensu): a) deltoid, b) obdé€lnik, c) trojihelnik, d) kruh, e) pétithelnik, f) Sestidhelnik?
21. Najdes téleso, které ma kazdé dve stény rtizné? Zkousej vyrezat a over.

22. Jde rozd¢lit téleso na dvé tak, aby byl jejich povrch aspori tak velky, jako u piivodniho
celku? Dokaz.

23. Jde rozdélit téleso tak, aby obvod otisku jeho stény byl mens$i neZ obvod nové
vzniklych otiska plochy fezu?

24. Vytvot z brambor (mrkve):

e T¢leso s . .. sténami.

e T¢leso s . . . hranami.

e T¢leso s plastém . . . Jak dokdzes, Ze je to plast?

e T¢leso, které je vidét ze vSech svétovych stran stejné.

e Téleso, které je vidét shora,, zdola 1 ze vSech 4 stran pokazdé jinak.

25. Zkus vytvorit vdlec z mrkve. Ovér, zda se ti to povedlo.

26. Roziiznéte vélec na dvé Casti riznymi zplsoby. Sledujte fezy a pojmenujte je. Kolik
mate reSeni?
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27. Plochy fezu obarvéte a obtisknéte. Hledejte souvislosti s tim, co jste probirali v ma-
tematice.

28. Vytvor dva shodné vilce. Z jednoho vytvor dva ,,pilvélce”. Na druhém valci ved fez
tak, aby jeho plocha byla vétsi nez je ez, ktery vytvoril palvélce.

29. Vytvorte tii shodné kuzele. Hledejte fezy na kuZelech a postupujte podobné jako
u predchozich uloh.

30. Najdéte co nejvic téles, kterych milizete vyuZzit pro vytvoreni obtisku ve tvaru kruhu.

AKTIVITY PRO DETI 4-7 LET

-----

laci, tak pozorovani. Kusy pro mensi déti musi byt velikosti blizké krychli 25 mm krét
25 mm.

1. Vezmi si jakykoli kousek bramboru. Potfi ho na jedné strané barvou (houbickou
namocenou v barvé — musi byt jen vlhka, otfena o kelimek vodové barvy) a obtiskni ho
na papir. Pozoruj, co se stalo.

2. Udélej nékolik takovych obtiskll (kazdy jiné barvy, nebo jinak natoceny)

3. Vyber si tii riizné kousky a stfidavé je obtiskuj na papir — ,,navlékej na Stitirku (linka
na papiie), nebo zdob nocni koSilku. Vznikaji rytmizace, zavislosti tvarové, polohové,
barevné (viz Kaslova 2002).

4. Najdi co nejvic kousk, které udélaji stejny obtisk (jde o tvar a velikost, nikoli o barvu),
jako je na papite.

5. Najdi vSechny kousky brambor, které udélaji obtisk stejného tvaru, ale bude vétsi,
nebo mensi nez ten, co uz tam je.

6. Sestav obrazek tak, Ze budes obtiskovat rizné kousky brambor.

7. Pro Sikuly: Podivej se na obrazek — silueta svétlé barvy. Vis, jak ho nékdo (kocour)
vytvoril? Bral si kousky brambor a obtiskoval jeden vedle druhého. Zkus to také. Cilem
je kompozice tvarli k dosaZeni zadaného celku — pokrytim plochy (plochy brambor musi
mit jinou — tmavsi barvu) tfeba modrou, kterd v kombinaci se Zlutou d4 zelenou. Presahy
budou modré, vhodné pro korekci.

8. Vezmi si ktery chceS kousek a z kazdé strany (jde o stény téles, ale déti terminologii
téles jesté nepouzivaji) ho obarvi jinou — jednou barvou. Kolik barev jsi potieboval? De;]
k sobé kousky, které maji na sob€ stejny pocet barev.

9. Obarveny kousek rozkrojime (ucitelka, nebo dité pod dozorem) a sledujeme fez.

10. Najdi takové dva kusy brambor, aby sis byl jist, Ze patii k sobé (ptivodni cely brambor
pred rozkrojenim). Je vhodné mit 6 az 8 dvojic (tedy 3—4 brambory rozdélené na 2 ¢asti,
nelze vSak mluvit o polovindch).
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MATEMATIKA NEJEN VE SKOLE A NEJEN
PRO SKOLU!

ALENA KOPACKOVA?

Vénovano pamatce Marie Kubinové.

Jednim z cil pracovni dilny s ndzvem Podpora funkcniho mysleni Zdkii ZS, SS bylo
priblizit dcastnikim Dvou dni s didaktikou matematiky 2007 probihajici projekt Podil

'Clanek je souddsti feSeni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé gVP.Ef

2Fakulta pedagogickd TU Liberec alena.kopackova@tul.cz




A. Kopdckovd: Matematika nejen ve Skole a nejen pro Skolu 123

ucitele matematiky ZS na tvorbé Skolniho vzdéldvaciho programu garantovany Spolec-
nosti uditeld matematiky JCMF (SUMA). Na financovani projektu
CZ.04.3.07/3.1.01.1/0137 se vedle stitniho rozpoétu CR a rozpo&tu hl. mé&sta Prahy
podili 1 Evropsky socidlni fond. Mezi studijnimi oporami vzniklymi v rdmci projektu
je 1 text Rozvoj funkcniho mysleni ve vyuce matematiky na zdkladni skole pripraveny
autorskou dvojici Eisenmann — Kopackova.

Autorka ptispévku pfi svém vystoupeni 16. 2. 2007 sezndmila dc¢astniky Dvou dnil
se zaméry, s nimiZ uvedeny text vznikal, pfipomnéla Rdmcovy vzdéldvaci program pro
zdkladni vzdéldvdani a zejména tématicky okruh Zdvislosti, vztahy a prdce s daty, je-
hoz se uvedené téma a také program pracovni dilny nejvice dotykd, a ve své prezentaci
studijni text stru¢né piiblizila. Cést pracovni dilny byla vénovana préci s konkrétnimi
ulohami z textu; ucastnici méli nejen moznost tlohy sami feSit, ale na zdkladé svych
pedagogickych zkuSenosti i predikovat reakce zZaka zakladni a stiedni Skoly pfi jejich
feSeni. Nékteré z uloh byly obéma autory textu v minulych letech pfedlozeny k feSeni
stovkam Zaki na nékolika §koldch Libereckého a Usteckého kraje, a bylo tedy moZné po-
rovnat odhady a predikce se zjiSténymi vysledky. Domnivame se, Ze ucitelova schopnost
predpovidat reakce svych zdkl a analyzovat jejich chyby pii feSeni dloh je nezbytnym
predpokladem uspésného plisobeni ucitele (nejen) matematiky a to, do jaké miry se pre-
dikce a analyza shoduji s realitou, odraZi pfimo 1 ucitelovy schopnosti a zkuSenosti. Oba
autofi zminovaného textu prikladaji praci s zdkovskymi feSenimi a zejména analyze chyb
velkou vahu a vétSina jejich uloh dokonce vznikla jako reakce na chyby a nespravné
uvahy zaku zjisténé v predchozich vyzkumech a praxi; dlohy tak mohou byt vyuZity
i k reedukaci nalezenych nedostatkii.

Vzhledem k tomu, Ze text Rozvoj funkcniho mysleni ve vyuce matematiky na zdakladni
Skole je jiz n€kolik mésicli pouzivan v kurzech ESF porddanych pro ucitele matematiky
na riznych mistech CR a neni problém se s nim v ramci téchto kurz seznamit, nebu-
deme jej v tomto prispévku rozebirat. Shriime zde pouze to, co nés jako autory k textu
a vybéru uloh vedlo. Nase vyzkumy funkéniho mysleni ¢eskych Zaka rtizného véku po-
tvrdily, Ze Zaci se Casto pfi feSeni tloh rozhoduji podle navyklych stereotyptli a opiraji
se 0 znamé Skolské ulohy a situace. Dilezitym rysem Zakovskych feSeni je tedy napo-
doba, podobnost s né¢im, s ¢im se Zdk ve Skole jiz setkal. Vid€li jsme vSak, Ze Casto Slo
o podobnost povrchni, zaloZenou na nipadnych, ale matematicky nepodstatnych znacich
(napf. kontext slovni dlohy, popf. jen shodné klicové slovo, tvar kiivky, poloha obrdzku
¢1 umisténi grafu apod.). Zjistili jsme také, zZe Zaci byvaji zaskoCeni tlohami s redlnym
kontextem a s redlnymi neidealizovanymi daty. V souvislosti s funkcemi a funkénim
myslenim jsme zjistili, Ze pojem funkce je u zZaki (zejména zakladni Skoly) t€sné spjat se
vzorcem, s analytickym vyjadfenim a mnozi se domnivaji, Ze ,,bez vzorce neni funkce*.
K odstranéni popsanych deformaci jsme navrhli tlohy z redlného prostfedi (se skutec-
nymi daty), v nichZ se propojuji vSechny druhy reprezentace funkce: vzorec, graf, tabulka
i slovni vyjadfeni. Ulohy nevyZaduji vétSinou sloZity matematicky apardt a mohou byt
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predloZeny riznym vékovym skupindm zZaki; v nékterych ulohach se dokonce o funkci
ani nehovofi, vystaci se zde s poymem zavislost, a tlohy tak mohou byt pouZzity nezavisle
na tom, zda se zici s pojmem funkce jiz setkali. Chtéli jsme ukdzat, Ze zavislosti a funkce
nas obklopuji vSude a ze ulohy o funkcich zdaleka nepatii jen do hodin matematiky.
fenomény spojené s pojmem funkce (napf. nespojitost). Pov§imneme si déle nékterych
rysu funkéniho a matematického mysleni ¢eskych zakl obecnéji, a to jednak v souvis-
losti s kurikularnim dokumentem Rdmcovy vzdéldvaci program pro zdkladni vzdéldvdani
a jednak na pozadi vysledkti mezindrodniho vyzkumu matematické gramotnosti PISA.

Zavedeni pojmu funkcni mysleni v souvislosti s matematikou je pri¢itano Felixu
Kleinovi (1849-1925), ktery byl v roce 1905 na shromdzdéni némeckych prirodovédct
v Meranu vudc¢i osobnosti reformnich snah ve stifedosSkolské matematice a ktery kladl
vedle prostorové predstavivosti diiraz také na logické a funk¢ni mysleni Zakl. S pojmem
funk¢ni mysleni je moZné se setkat v rliznych souvislostech i mimo matematiku; vyme-
zit jej presné definici by bylo obtizné a podle naseho nizoru by to nebylo ani ucelné.
Dohodnéme se, ze funkénim myS$lenim nebudeme rozumét pouze mysSleni souvisejici
s pojmem funkce, ale obecnéji smysl pro kauzalitu, cit pro rozmanité zavislosti, schop-
nost vnimat a popsat pri¢innost déju, rozliSovat, co je pricina a disledek jevi. Funk¢ni
mySleni nesouvisi tedy pouze s tim, zda se jedinec jiz setkal s pojmem funkce a s jeji
definici, ale vyviji se jiz od predSkolniho véku, a to 1 v prostfedi mimo matematiku
1 mimo Skolu, a je soucasti logického mysleni. Také studium historie matematiky zcela
jasn€ ukazuje, Ze dlkladna prace s konkrétnimi modely zavislosti a funkci predchéazela
precizaci pojmu funkce a vysloveni definice funkce. Jsme presvédceni, Ze pii vyuCovani
matematice a pii probirani témat vénovanych funkcim jde na zdkladni Skole daleko vice
o rozvoj funkéniho mysleni zakl neZ o cilené a hluboké studium funkci a zdkladd mate-
matické analyzy. V didaktice matematiky je funkénimu mySleni nyni vénovdno mnoho
pozornosti a moderni konstruktivistické zptisoby vyuky je umoziuji 1épe rozvijet nez
tradi¢ni instruktivni vyucovani. (O konstruktivistickém piistupu k vyucovani viz napf.

[3D.

Rdmcovy vzdéldvaci program (RVP) pro zdkladni vzdéldvdni (ZV) zdraziuje klicové
kompetence Zakil, jejich provdzanost se vzdélavacim obsahem a uplatnéni ziskanych vé-
domosti a dovednosti v praktickém zivoté. Jednim z cili RVP je podnécovat zaky k tvo-
fivému mysleni, logickému uvazovani a k feSeni problému. Mezi klicové kompetence
je 1 kompetence k teSeni problému, pomoci niZ ma 74k na konci zédkladniho vzdélavani
byt schopen vnimat nejriznéjsi problémové situace ve Skole i mimo ni, rozpoznat a po-
chopit problém, pfemyslet o nesrovnalostech a jejich pri¢inach a na zdkladé vlastniho
dsudku a zkugenosti navrhnout zpiisob feseni problému. Zak by mé&l umét nalézt pii fe-
Seni problému shodné, podobné a odlisné znaky a vyuZivat pfitom logické, matematické
a empirické postupy a objevovat rtizné varianty feSeni. Od Zdka se o¢ekava také to, Ze je
schopen kriticky myslet a sviij postup feSeni obhdjit, Ze umi prakticky ovéfit spravnost
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zvoleného teSeni problému a osvédcené postupy aplikovat pii feSeni obdobnych nebo
novych problémovych situaci ([4]).

Ve vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace je jednim ze Ctyf tematickych okruht
okruh Zdvislosti, vztahy a prdce s daty. V tomto okruhu ,,. . . Zici rozpozndvaji urCité typy
zmén a zavislosti, které jsou projevem béznych jevili redlného svéta, a seznamuji se s jejich
reprezentacemi. Uvédomuji si zmény a zdvislosti znamych jevili, dochdzeji k pochopent,
Ze zménou miiZe byt rist i pokles a Ze zména muize mit také nulovou hodnotu. Tyto
zmény a zavislosti Zaci analyzuji z tabulek, diagrami a grafii, v jednoduchych pfipadech
je konstruuji a vyjadiuji matematickym predpisem nebo je podle moZnosti modeluji s vy-
uzitim vhodného pocitacového software nebo grafickych kalkulatorti. Zkoumani téchto
zévislosti smétuje k pochopeni pojmu funkce.* ([4], str. 29) Ocekdvanymi vystupy u Zdka
2. stupné zdkladni Skoly jsou podle RVP ZV vyhledavani, vyhodnocovani, zpracovavani
a porovnavani soubort dat, urovani vztahu piimé nebo nepiimé umeérnosti, vyjadio-
vani funkéniho vztahu tabulkou, rovnici i grafem a matematizace jednoduchych redlnych
situaci s vyuzitim funkcnich vztahi.

Kompetence a dovednosti vymezené v ramci RVP ZV zplisobem vyse uvedenym
jsou zfetelnym potvrzenim toho, Ze vytyCeny vzdélavaci program klade velky diraz na
funk¢ni mysleni Zaki a na jeho rozvoj.

Pripomenime mezindrodni testovani matematické gramotnosti patnactiletych zaki
PISA (Programme for International Student Assessment) z roku 2003, v némZ ceSti
zaci celkové dosahli nadprimérnych vysledkl (ze 40 zkoumanych zemi byli tfinacti).
Testovani nevychézelo z u€ebnich osnov matematiky jednotlivych zemi, ale z rimcovych
koncepci hodnocenych oblasti; testovaci tlohy s redlnym kontextem byly zaméfeny na
klicové dovednosti zakli a na jejich schopnost funkéné vyuZzivat ziskané znalosti, a to
nejen pii vyu€ovani ve Skole, ale 1 pro Zivot.

Cast testd matematické gramotnosti s ndzvem Zména a vztahy zjisfovala droveti
funk¢niho mysleni Zaku; zasadni vyznam zde mélo pouZivani riznych vyjadieni zavislosti
a prevody mezi nimi. Pov§Simneme si zde jedné z uloh, pii jejimz feSeni dosahovali
Cesti Zaci vyrazn€ horSich vysledkd nez Zaci ostatnich ¢lenskych stati OECD i dalSich
zi&astnénych zemi. Uloha byla zaddna grafem (viz obr. 1) a tfemi tkoly (podle [2], str.
39-41):

1. Od roku 1980 se priimérnd vyska dvacetiletych divek zvétsila o 2,3 cm na 170,6 cm.
Jaka byla primérnd vyska dvacetiletych divek v roce 19807

2. Vysvétli, jak je v grafu zachyceno, Ze po dovrSeni 12 let véku rychlost rastu divek
v pruméru klesa.

3. Urci pomoci grafu, ve kterém vékovém obdobi jsou divky v priméru vyssi nez stejné
stafi chlapci.
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ULOHA 2: VYSKA LIDi
MLADI DORUSTAJI VETSi VYSKY

V grafu je zaznamenana prameérna vyska mladych hochl a divek v Nizozemsku v roce 1998.
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Obr. 1: Vyska lidi (prevzato z [2], str. 39)

Prvni tkol byl kalkulativni a jeho feSeni nevyZadovalo provést jinou pocetni operaci,
nez urcit rozdil 170,6 — 2,3. Zde byli ¢esti Zaci uspésni v 74,8 %, zatimco primérna
uspésnost zakl ze zemi OECD byla 67 %.

Vyfesit spravné ukol 2 znamenalo prokdzat schopnost orientovat se spravné v za-
daném grafu a byt schopen jej interpretovat. (Pro tuto dovednost obvykle pouZivime
terminu ,,Cteni grafu®, popf. ,,Cteni z grafu®.) Také formét zadané otdzky byl odliSny od
otazky v prvnim tkolu; Slo zde o otevienou otazku, zatimco prvni tikol obsahoval otazku
uzavienou. Ve druhém ukolu byli CesSti Zaci vyrazné horsi nez jejich zahrani¢ni kole-
gové: dosahli primérné uspésnosti 34 %, zatimco dspesnost zaktit OECD byla v priméru
44.8 %. Pri spravném feSeni se oCekdavalo, Ze si Zaci povSimnou strmosti kiivky vyja-
dfujici primérnou vysku divek a budou schopni interpretovat jeji zménu. Netspésnost
¢eskych zaka lze vysvétlit zejména tim, Ze tloha se vymyka z ramce standardnich dloh
nasi zakladni Skoly a Ze vnimani soufadného systému a grafu funkce je u ¢eskych zaka
formalni.

I ve tfetim tkolu, ktery vyzadoval spravné se v grafu orientovat, interpretovat jej a fesit
pomoci n€j zadany tkol, byli Cesti Zaci méné Uspésni, nez byla primérna uspésnost zakil
ze zemi OECD (66,6 % ve srovnani s 68,8 %).
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Vysledky zjiSténé vyzkumem PISA koresponduji s naSimi vlastnimi vyzkumy funkc-
niho mysleni ¢eskych zakl. I my jsme zjistili malou dspéSnost nasich zaka pfi feSeni
komplexnéjSich matematickych uloh s redlnym kontextem, kde neni mozné se oprit
o podobné modely a situace znamé ze Skoly, pfiCemz jednim ze zjiSténych vyraznych ne-
dostatkii byla mala schopnost ¢eskych zakl vyuzivat riizné reprezentace funkce, zejména
pracovat s grafem (zkonstruovat jej, orientovat se v ném a feSit graficky zadany tkol).
Vidéli jsme, Ze zaci automaticky predpokladaji, Ze s funkci je spojen analyticky vyraz
a zaskocCi je, neni-li k dispozici. (Viz napft. ([5], [6].)

Z mezindrodnitho vyzkumu TIMSS (Third International Mathematics and Science
Study) provedeného v r. 1995 plyne, Ze Cesti Zaci Skol 2. a 3. stupné, ac jsou ve srovnani
s ostatnimi zemémi v testech matematické gramotnosti mimoradné uspésni, radi zaroven
matematiku k nejméné oblibenym Skolnim pfedmétim (podle nékterych zdroji dosa-
huji ¢eSti zaci v averzi k matematice dokonce svétového prvenstvi - viz [8]), pfiCemz
neoblibenost matematiky se objevuje po pocateni oblibé na 1. stupni vyrazné poprvé
v 8. roéniku ZS a stoupd az do posledniho roéniku stiedni $koly (zdroj: UIV, seminafe
KMDM PedF UK). Je to pfi prvnim pohledu kontroverzni zjiSténi, ale ten, kdo zn4 pro-
sttedi nasi Skoly 1 jeji tradice, dovede pro tento zdanlivy rozpor nalézt nékolik vysvétleni.
Na Ceské skole prevazuje instruktivni zplisob vyucovani, v hodinach matematiky je Casto
kladen diiraz na mechanické procvi¢ovani tloh z u¢ebnice, pfednost maji mnoZstvi a vy-
kon pred Zakovym porozuménim, vyuka matematiky je nezajimava. ,,Prvotni nadSeni
zaka prvniho stupné zdkladni Skoly pro svét Cisel a tvart se rychle méni v averzi k ma-
tematice jako takové. Konstruktivistické pristupy k vyucovani uplatiované na prvnim
stupni zdkladni Skoly jsou na vysSich stupnich Skoly, aZ na vyjimky, nahrazovany pfistupy
transmisfvnimi a instruktivnimi.“ ([7], str. 1) Z4ci se s matematikou setkdvaji pfevazné
jen pii hodinach matematiky a jelikoz nejsou zvykli matematiku pouZzivat i v ramci jinych
Skolnich predmétti a v béznych Zivotnich situacich, nevidi dostate¢né jeji vyznam.

Negativnimu postoji k matematice pravdépodobné napomah4 i atmosféra ve spolec-
nosti; mnohé celebrity se bez jakychkoliv rozpakl hrdé pfiznavaji k tomu, Ze jako Zaci
ve Skole neméli matematiku rddi a mivali z ni Spatné znamky (predstava, Ze by se Clovék
holedbal tim, Ze neprospival v Cestin€ nebo napf. neumi zpivat, je absurdni). Ziejmé
i dnes$ni zpusob Zivota nasi spole¢nosti zaméreny na rychly (zejména finan¢ni) dspéch,
ale 1 obrovsky rozvoj technologii vedou k tomu, ze se lidé stavaji povrchnimi uZzivateli
a konzumenty pokroku, ale prestavaji si klast otdzky po podstaté a pti¢inach. Jsme svédky
neuvetitelného naduzivani slov na riznych frontach, at'uz je to v politice, médiich, v re-
klamé apod., kde uz se nikdo ani nepidi po vyznamu vyicenych slov a neocCekava, ze
by vyslovena tvrzeni byla nékdy ovéfovana. Mlize se pak zdat, Ze matematika, v niZ se
povazuje za pravdivé jen to, co lze dokazat, v tomto rychle padicim povrchnim svété
nema misto. A ucitel matematiky, ktery se nespokoji s vysledkem (za nimZ ¢asto neni ani
vlastni Zdkova prace), ale ktery klade diiraz na pochopeni a od Zaka zada zdivodnovani
a vysvétlovani jednotlivych kroki, je vnimén jako podivin a je nepochopeny a obavany.
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FUNKCE MATHEMATICA CALCCENTER
VE VYUCE MATEMATIKY

PETR KUBIN, MICHAL KRASA!

Utastnici dilny byli sezndmeni se zakladnimi funkcemi software Mathematica Calc-
Center. Dliraz byl kladen na procviceni funkci vhodnych k ziskani dovednosti pro ovla-
dani tohoto SW pro potfeby vyuky matematiky na stfednich Skolach. Interaktivni pro-
stiedi Mathematica CalcCenter umoziuje trividlni zadavani piikaza a jejich okamzitou
vizualizaci bez nutnosti znalosti syntaxe prostiedi. Z hlediska ucitele stfedni Skoly do-
kaze poskytnout (diky svému objektovému jazyku) velmi jednoduchy a vyhodny néstroj
pro fazi pripravy vyuky a pro fazi kontroly ziskanych vysledki v edukacnim procesu.
V ramci dilny byly probrany postupy na hromadnou tvorbu testi a domacich tloh, edi-
taci matematickych textd a ostatni aktivity, které muze vyuzit ucitel stiedni Skoly pravé
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ve féazi ptipravy. Procviceny byly grafické moZnosti systému — vcetné tvorby matema-
tickych animaci — umoziujici interaktivni prezentaci probiraného uciva a ptiklady pro
samostatnou praci studentti k prohloubeni jejich matematickych znalosti.

Jelikoz Mathematica CalcCenter je znaCné robustni nastroj a v ¢asové omezeném
rozsahu pracovni dilny neni mozné Gc¢astniky sezndmit se v§emi moZnostmi, které nabizi,
bylo Skoleni rozdéleno na tfi ¢asti reflektujici pouze zéklady softwaru.

Prvni ¢ast byla vénovéana kratkému sezndmeni se s prostiedim a vysvétleni ¢innosti
Mathematica CalcCenter: Mathematica CalcCenter pracuje na jadru softwaru Mathema-
tica, coz je jeden z nejmodernéjSich pocitacovych algebraickych systému (PAS). Oproti
klasické Matematice vSak nese Mathematica CalcCenter jednu velkou vyhodu, a tou je
front-end, neboli uzivatelské rozhrani. Ten je koncipovan tak, Ze uzivatel nemusi ze syn-
taxe programovaciho jazyka Mathematica znét prakticky nic. VSe je zde feSeno pomoci
tlacitek a palet, do kterych jsou jen vkladany hodnoty a funkce, které chcete zpracovavat.

PRIKLAD 1

v .. . § -
VypoCteme rovnici 2x — § = = +

AP

SolveEquation solveanequation

Show example

Inf3):= The equation to solve
Convertto textinput
With respect to the variable | x
Calculate
¥
Oug=
% (3+a)

Okno pro vypocet rovnic SolveEquation. Do prvniho fddku je vkladdna rovnice,
kterou chceme pocitat, a do druhého fadku proménnd, kterou chceme vyjadfit (v tomto
obecném piipadé je nutné specifikovat, co je proménnd a co parametr).

Ve druhé Casti dilny byly pfedstaveny dal$i moznosti vyuziti Mathematica CalcCenter
v riznych tématech, ale predevsim jako: kalkulacky, editoru rovnic, textového editoru,
programovaciho jazyka.

Na prikladech stfedoSkolského uciva byla naznacena jednotlivd témata a pomoci
Mathematica CalcCenter byly dané tlohy feSeny. Z procvicovanych piikladi bylo
ziejmé, Ze software je vhodny nejen pro vyuku matematiky, ale téZ fyziky, vypocetni
techniky, méfeni a dalSich predméti, ve kterych je tfeba néco pocitat, zobrazovat, pro-
gramovat apod.
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PRIKLAD 2
Prolozeni namétenych hodnot:

ListPlot plotalist of data

fnf14)=

The listto plot | ZasumelaData

10 | .

The function to plot Show example
inj18]:= ' inble
78] With respect to the varinble

Thevariable 's lower Dound

Thevariable ‘s upper bound

10 -
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Pomoci funkce Fit jsou hodnoty proloZeny ndmi zvolenymi funkcemi, tj. x, 2 (tato
funkce je zapsdna textovou formou, a to nejen kvili dspofe mista, ale i jako piiklad
kombinace textového a paletového zptsobu vkladani vnitinich funkci). Pomoci funkce
Plot je vysledné proloZeni zobrazeno.

Funkce Show umoziuje kombinaci vice typu grafi.
PRIKLAD 3

Vz4jemna poloha pfimky a roviny — demonstrace:

V pripadé potieby je mozné graf natacet mysi.

Treti a posledni ¢ast pracovni dilny byla vénovana dotaziim a feSeni piikladii na
prani ucastnikli. V této sekci byla pozornost zaméfena i na komplikovanéj$i moZnosti
systému. A to pfedevsim na ukdzku postupti na hromadnou tvorbu testii a domdcich dloh,
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vytvoreni interaktivniho dokumentu, kombinovani grafickych objektti, rozli¢né zpisoby
vizualizace tloh a zejména tvorbé matematickych animaci dle pozadavka ucastnik.
Hlavnim cilem bylo naznacit feseni zejména téch tloh, které mtize vyuzit ucitel stiedni
Skoly pravé ve fazi pripravy, pfi interaktivni prezentaci probiraného uciva, ¢i pro samo-
statnou préaci studenti.

VYBEROVE TESTY V MATEMATICE

FRANTISEK KURINA!

Dilna na téma uvedené v nadpisu se uskutec¢nila dne 16. 2. 2007 za ucasti asi 30 za-
jemctl. Diskuse v pribéhu dilny i v jejim zdvéru ukéazala, Ze problematika je aktualni
a zajimava. Testovani se stdle vice prosazuje do praxe naSich Skol, snad proto, Ze je to
nastroj ,,ekonomicky*. Testovat zdky miiZe i laik, oprava je rychld a jednoduch4, protoze
je formélni. To je hlavni piednost tohoto zpiisobu hodnoceni z hlediska provozniho, ale
také zasadni nedostatek z hlediska vzdélavaciho. Proces mySleni Zéka, ktery odpovida na
testovaci otazky, ziistava zcela utajen, moZnost poucit se z chyb, které déla, je prakticky
nerealizovatelna. V dilné jsme se zaméfili na ulohy s jedinou spravnou odpovédi, ktera
se vybira z nékolika nabidnutych alternativ. Nékdy se dlohdm tohoto typu fika uzaviené
tlohy z vybérového testu (option test). Z hlediska zéka je daleZitou psychologickou vyho-
dou takovéhoto testovani, ze zkouseny nemtiZze odevzdat ,,bily papir®. Nevi-li si s otazku
rady, voli ndhodné€ nékterou z nabidnutych odpovédi. Konstrukce uloh do testu neni
ovSem jednoduchou zéleZitosti a test poskytuje zajimavou informaci jak o Skole, ktera
test provadi, tak 1 o autorovi testovacich uloh.

V dalSim odstavci uvedeme Ctyfi ukdzky trojic testovych tuloh, které byly zadany
v didakticky odliSnych podminkédch. Ukézky jsou autentické, jejich vybér je ovSem
ovlivnén mymi zdméry. Ctendf tohoto pifspévku by si mél piedloZené tilohy samostatng
vyfesit, pro kontrolu uvadim spravnd feSeni, které ovSem testovani Zaci nemaji. Testovani
se obvykle provadi v ostrém Casovém limitu, ktery prirozené ovliviiuje zptisoby uvazovani
a feSeni ulohy.

PRIKLADY ULOH

ULOHY POLICEJNI.

Zdrojem téchto tloh je ¢eské vydani anglické knihy How to pass numeracy tests [3].
Testy fesili uchazeci o préci v britském policejnim sboru.

IPedF Univerzita Hradec Krilové, frantisek kurina@uhk.cz
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P1. Policejni stanice je 1180 m od knihovny. Supermarket je na puili cesty mezi policejni
stanici a knihovnou. Kolik metrii je supermarket od knihovny?
(A) 2360 (B) 1200 (C) 590 (D) 600 (E) 1 800.
Spravna odpovéd (C).
P2. Jedu-li rychlosti 30 km/h, za jak dlouho (v hodindch) ujedu 90 km?
(A) 05 B) 3 (C) 6 (D) 9 (E) 12

Spravna odpovéd (B).

P3. Pokud se policistky lidé zeptaji na cestu v priiméru tiikrdt za den, kolikrdt se ji zeptaji
na cestu za sedm dni?
(A) 4 (B) 10 (©O) 17 (D) 21 (E) 27.

Spravna odpovéd (D).

Ulohy jist& nejsou piipravou na praci policisty v terénu. St&Z{ si Ize predstavit situaci,
ze by prislusnik policejniho sboru pouzival pii kontrole na silnici ,,tahdk* ve stylu tes-
tovaci ulohy P2. Jsem pfesvédcen, Ze 1 o urovni ,,teoretickych* schopnosti uchazece by
vice vypovédely tlohy bez nabidnutych odpovédi. Nastésti britskym tradim nemusime,
a ani nemtzeme radit. Nicméné je zajimavé, Ze kniha, z niZ citujeme, vysla v ¢eském
prekladu v témzZe roce jako anglicky origindl.

ULOHY Z PRIJIMACT ZKOUSKY NA PRUMYSLOVOU SKOLU.

V roce 2002 zkouSelo u pfijimaciho fizeni na ceské stiedni Skoly, o niz podiva
informace brozura Testy z matematiky 2003 [2], Glohy s vybérovymi odpovédmi asi 17 %
Skol. Zde uvedeme ukazky tfi iloh zadanych v Uherském HradisSti.

Ul. Wpocti: 3 + I =
A B B) £ © ¢ D 02 ® &
Spravna odpovéd (C).
U2. Urci, kolik prirozenych Cisel je resenim nerovnice: —2 < x < 6
(A 5 B) 7 (C) 6 (D) 9 (E) 8.

Spravna odpovéd (A).

U3. V mistnosti je stul a Zidle. Still md 3 nohy. KaZdd Zidle md 4 nohy. KdyZ na kazdé
Zidli sedi clovék, je celkovy pocet nohou 39. Kolik Zidli je v mistnosti?
(A) 3 B) 4 (C) 5 (D) 6 (BE) T.

Spravna odpovéd (D).

Ulohami z pfijimacich zkousek se §kola, at’ chce nebo nechce, prezentuje i na ve-
fejnosti. Co si m4 pomyslet otec — technik, o Skole, kterd m4 vychovavat pro praxi,
a napovida, jak secist dva zlomky se stejnym jmenovatelem (U1)?

Hodnota ulohy U2 snad spociva jen v terminologickém ,,chytaku®, t¢éméf pohadkova
realita na drovni prvniho stupné zakladni Skoly neni rovnéZ vhodnou uzavienou ulohou
(U3). Policejni dlohy nebyly prili§ vynalézavé, na rozdil od dloh z primyslové Skoly
byly aspoii ,,0d fochu®.
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ULOHY TESTU SCIO.

S1. Maminka chtéla vysadit tulipdny do Sesti, sedmi nebo osmi rddkii. Kolik méla tulipdnui,
kdyZ jejich pocet je nejmensi moZné trojciferné cislo?
(A) 100 (B) 168 (C) 158 (D) 148.
Spravna odpovéd (B).
S2. Mdme pytel orechii. MiiZeme je rovnym dilem rozdélit mezi 2, 3, 4, 5, 6, 8 a 10 déti
tak, Ze Zddny nezbude. Kolik miiZeme mit v pytli nejméné orechit?
(A) vice nez 69 a méné nez 90 (B) vice nez 89 a méné nez 110
(C) vicenez 109 améné nez 130 (D) vice nez 129.
Spravna odpovéd (C).
S3. ulohy vztahujici se k obrazku.
o0 kolika cislicich plati, Ze se nachdzeji uvnitr vidy jen jednoho z obrazcii?
(A) otfech (B) opéti (C) oSesti (D) oosmi (E) odeviti.

\

Spravna odpovéd (E).
e Jaky je soucet vSech Cislic, které se nachdzeji ve vSech tiech obrazcich najednou?
(A) 9 B) 13 (C) 18 (D) 24 (E) 31.

Spravna odpovéd je (B).

Ulohy S1 a S2 jsou prevzaty z publikace [3], dloha S3 z testu [4].

V prvni a druhé ¢asti jsem uvadél feSeni uloh, ackoliv byla zfeyma. V treti ¢asti tomu
tak neni. VSimnéme si jednotlivych uloh.

Co kdyz v tloze S1 uvaZzuje fesitel nasledujicim zpisobem?

Protoze maminka muze vysadit tulipany jen do jednoho urcitého poctu fadka z poza-
dovanych Sesti, sedmi nebo osmi, ne vSak zaroven do vsech, staci ji 105 tulipanti. V tomto
pripad¢ sazi tulipany do 7 fadkia; sazi-li do 8 fadkd, zbude ji 1 tulipan, sazi-1i do 6 radkd,
zbudou 3. Tento spravny vysledek Scio viibec neuvadi.

Hodnotime-li odpovéd naseho hypotetického Zika jako nespravnou, péstujeme u ného
presvédceni, Ze se ma podridit autorité a nepremyslet samostatné. Z navrzenych odpovédi
ovSem poznd, jak mél textu rozumét. To vSak nepokldddm za spravné.
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V tloze S2 si patrné Zak uvédomi, Ze pocet ofechi je nejmensi ¢islo délitelné ¢islem
2-3-2-5-.2, tedy 120. Tato odpovéd vSak v uvddénych alternativach neni. Ma-li byt
spravnd odpovéd C), znamena to, Ze v pytli muze byt napt. 110, 111, ..., 129 ofechd.
Mezi nimi se ovSem ¢islo 120 vyskytuje. V textu publikace [3] se pfitom uvadi, Ze u kazdé
tlohy je ,,jedina spravna odpovéd*. Snad bychom méli vést Zaky k tomu, aby rozliSovali
véty: ,,spravnd odpovéd je ... a,,spravnd odpovéd neni v rozporus . . . “.

Uloze S3 miiZe snad Zak rozumét i takto: Cislice 5 a 2 jsou v obdélniku a uvnitf elipsy,
nejsou tedy jen v jednom z obrazcd, Cislice 9 je v trojihelniku a uvnitf elipsy, neni tedy
rovnéZ uvnitf jen jednoho obrazce . . . Teprve podle toho, Ze spravna odpovéd ma byt 9,
pozname, co méli autori na mysli textem ulohy! Profesionalové by snad méli rozliSovat
mezi pojmy Cislo a Cislice a védét, Ze se Cislice nescitaji, jak poZzaduji v druhé ¢asti dlohy.

Kazdy autor déla chyby, to je véc zcela prirozend. Skutecnost, Ze zminéné testy fesilo
32 000 uchazect na 302 skolach v republice a nikdo na uvedené nepiesnosti neupozornil
(Jinak by to snad bylo v publikaci [3] pfipomenuto), je zndmkou odcizenosti testovaci
masinérie od Skoly, zdka a vzdélavaci reality. Tento fakt je podle mého nazoru zdvazny.

PRIPRAVNE ULOHY NA MATEMATICKOU OLYMPIADU

Ulohy v této &4sti majf zcela odlidny charakter. Jsou prevzaty z publikace [5] a byly
pouzity v pfipravé na matematickou olympiddu ve Spojenych statech. Jsou to tedy tlohy

Vv

O1. Cislo: N = \/\/57;5\/1‘/5_2 — /3 — 2V/2 je rovno
+

(A) 1 B) 2v2—-1 (C) V5 (D) \/g (E) nenirovno zddnému z téchto Cisel.

2
Spravna odpovéd (A).
O2. Pocet redlnych feSeni rovnice: 155 = sinx je
(A) 61 (B) 62 (C) 63 (D) 64 (E) 65.
Spravna odpovéd (C).
03. Jsou-li p, g a M kladnd cisla, q 100, pak cislo, které ziskdme vzriustem M o p %
a poklesem vysledku o q %, prevysuje M tehdy a jen tehdy, jestliZe
&) p>q B) p>p © p>1L O p>ph B p> gt
Spravna odpovéd (E).

Podle mého ndzoru lze zde st€Zi nalézt uspokojivé motivy pro nalezeni spravné
odpovédi, aniz bychom fesili ulohy ,,0d zac¢atku do konce®. V uloze (O1) je vyhodné urcit
nejdfive druhou mocninu zlomku, nebot’ 1ze odhadnout, Ze se iracionality ,,zjednodusi*,
k dokonéeni dlohy je tfeba si uvédomit, Ze 3 — 2v/2 = (1-— \/5)2 Student, ktery nema
dobry vhled ,,do aritmetickych struktur®, patrné nema Sanci ulohu vyfesit.

V uloze O2 je ucelné predstavit si grafické feSeni rovnice, z néhoz je vidét, Ze pocet
jejich feseni je lichy; které z lichych Cisel uvedenych ve vysledcich je spravné, asi musime
detailné vypocitat.
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Uloha O3 neni my$lenkové ndroénd. Text je nutno pievést do algebraické symboliky,
a pak fesit prislusnou nerovnici. Napovéda p > ¢ v ¢asti (A) je sviidna pro studenta, ktery
st neuvédomi, Ze pri pocitani s procenty je zakladni informace o zdkladu.

PRO A PROTI

Zavaznym problémem dloh s vybé&rovymi odpovédmi je skute¢nost, Ze mize odvadét
reSitele od studia dané situace, o vysledku nerozhoduje jenom struktura poznatki, ale
1 to, jak bude vysledek pfijat. S trochou nadsdzky snad lze fici, Ze kritérium logické je
nahrazeno kritériem pragmatickym. Z druh€ strany je nutno pfiznat, Ze takovéto tendence
jsou bliZsi realité Zivota, v némz Casto logické argumenty nelze uplatnit, prosté proto, Ze
vychozi situace neni dostate¢né presné popsana a nékdy nejsou znamy ani zakonitosti
jejitho vyvoje. Uzaviené tlohy nékdy nepftispivaji ke kultivaci logického mysleni a ne-
rozvijeji ani kulturu vyjadfovani, nebot’ struktura uloh byva podfizena zvlastnimu jazyku,
ktery je odliSny od jazyka obecného i1 od vyjadfovani matematického.
tak zejména v matematice Skolni, kdy jsou dlohy zpravidla konstruoviany za tcelem
aplikace pravidla, postupu, algoritmu, ... a ,kolik vyjde* byva vedlejsi. V uzavienych
ulohach je ovSem prakticky jedinym kritériem spravnosti vysledek. Tyto tlohy maji tedy
bliZe k aplikacim matematiky, coz je opét jejich klad. S tim souvisi i problematika chyby.
V matematice byva chyba diileZitym zdrojem poznani a hraje mnohdy kladnou roli; Ize
to dolozit ptiklady z historie i z didaktické praxe. V testech znamend chyba ztratu bodt
a hraje snad vyhradné roli negativni. Dilezité typy tuloh, kde jde o nalezeni postupu,
nemohou byt testovany vybérovymi otdzkami. Zde mam na mysli napf. ilohy dikazové
a ulohy konstruktivni. Ve vybérovych testech jde spiSe o soubor otdzek nez o soubor
problémi k feSeni.

Bezesporu kladnym rysem diskutovaného testovani je mechanicky zplisob vyhodno-
covani vysledki a pfizniva psychologickd atmosféra: ,.test nelze neudélat”. Kladem je
1 skutecnost, Ze testy mohou posilovat intuici, cit pro feSeni problému, orientaci v ne-
prehledné situaci. Testy vyhovuji i atraktivnim trendiim typu: dspéch za kazdou cenu
(nezélezi, jak z4k priSel k vysledku, ale pouze na tom, Ze m4 vysledek spravné) a ucel
svéti prostredky.

ZAVERY

Vychazime-li ze skuteCnosti, Ze pozndvaci proces nikdy nekonci, nemame Zadné
pravo hodnotit vysledky vzdélavani. OvSem Skola je instituce spoleCenska a potieba
vzdélat v relativné kratké dobé celou mladou generaci vyzaduje organizac¢ni stupné, jejich
ukon&ovéni a pokradovéni. Skola by viak méla respektovat celé panorama hodnoceni
zakua. Slovni hodnoceni umoziuje zcela konkrétné upozornit na problémy v postupu,
formulovat pobidky k dalsi préci, . .. prakticky vSak neumoZnuje srovnavani zak, tiid
a Skol. Osobni kontakt ucitele s Zédkem je zdkladem objektivniho a kvalitniho hodnoceni,
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je to ovsem zpusob ¢asové narocny a mnohdy v praxi nerealizovatelny. Pisemné prace
zaku skytaji moznost objektivniho hodnocenti, v Zddném piipadé bychom se v§ak neméli
omezit na testovani s vybérovymi odpovédmi. Rozbor Zakova piistupu k feSeni problému
je nejdualezitéj$im zdrojem informaci o trovni zvladnuti matematiky a neni dlleZzité, zda
je realizovan osobnim kontaktem ucitele a zZdka, zdznamem pomoci moderni techniky
nebo studiem pisemného feSeni problému. O tuto moZnost nds uzaviené ulohy zcela
ochuzuji. Zafazovat bychom je ovSem méli.

Podrobnéjsi rozbor problematiky je pfipraven do tisku v Casopise Matematika, fyzika,
informatika [6].
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MATEMATIKA MIMO SKOLU!

GRAHAM LITTLER, DARINA JIROTKOVA?2

V pracovni diln€ byli Gcastnici sezndmeni s dlohami, které vyZaduji od zakt, aby
zkoumali jisty jev a rozvijeli tak své schopnosti experimentovat a vyuzivat své mate-
matické védomosti v bézném zivoté. To, Ze matematika, kterd se ucéi ve skole, nema
s redlnym Zivotem nic spolecného, je velice ¢asty nazor zakul. Je tedy na nés, ucitelich,
abychom svym zdktm vice predklddali problémy a ulohy, které vychazeji z redlnych
situaci a které jsou pro bézny Zivot smysluplné.

Déle uvedeme nékolik problémovych situaci, které se ndm velice osvédcili pro in-
vestigativni ¢innost zaki. Problémové dlohy zaméfené na zkoumani, experimentovani
by mély byt zadkiim predkladany na rGznych drovnich. Napiiklad sedmiletym détem lze

ITento piispévek vznikl s podporou grantu MSM 0021620862.
2University of Derby, grahamlittler@msn.com; UK v Praze, PedF, darina.jirotkova@pedf.cuni.cz
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predlozit dlohu, aby sestrojovaly z daného kartonu riizné krabicky a pak vysetrily, ktera
z krabi¢ek ma nejvétsi objem. Sestrojené krabicky mohou plnit riznym materidlem jako
piskem, ryzi apod. a mnozstvi porovnavat. Pozd€ji mohou pomoci métfeni rozmért kra-
bicek vyvodit vztah mezi objemem a rozméry krabicky, sestrojit graf zavislosti objemu
a rozmérll a najit vzorec pro objem ¢tyrbokého hranolu.

ULOHA 1.

Ze Ctvercového platu plechu o strané délky 50 cm se ma vyrobit nddrzka na vodu
ve tvaru pravidelného ¢tyftbokého hranolu. NadrZz se vyrabi tak, ze se z kazdého rohu
vyfizne Ctverec a okraje se pak ohnou a spoji. Ozna¢me délku strany Ctvercového dna
nadrze [ cm.

Vyjadrete objem nddrze V' pomoci (.
Nakreslete graf zdvislosti délky [ a objemu nddrZe V' a popiSte, jak se objem méni
s ménici se délkou /.

Jaké nejvétsi mnoZzstvi vody se vejde do nadrze?
Porovnejte toto mnoZstvi s objemem valcové nadrze, kterou by bylo mozné z daného
kusu plechu vyrobit.

Druhé zkoumani souvisi s pozadavkem britské posty tykajicim se maximélnich roz-
méri baliku, ktery lze poslat pozemni postou. Zaci zkoumaji, jaky tvar m4 mit jedna
sténa baliku (hranolu), aby méla co nejvétsi obsah a co nejmensi obvod. Z4ci mohou
zkoumat obvody riznych obrazct pokrytych pevnym poctem ¢tvercovych dlazdic. Ac-
koliv je tento problém vztazen na baliky tvaru ¢tyfbokého hranolu, 1ze pro vyspélejsi
7éky rozsitit zadani dlohy na jakykoliv tvar.

ULOHA 2.

Anglické posty omezuji velikost baliku, ktery mtizete poslat pozemni postou, takto:
délka nesmi presdhnout 1,5 m a obvod (délka provazku okolo baliku) nesmi presahnout
1 m. Jaky je nejvétsi mozny objem baliku, ktery miiZete poslat postou. Pfredpokladame,
Ze balik ma tvar ¢tyrbokého hranolu.

Tteti zkoumdni opét propojuje obsah a obvod obrazce. Jsou to pojmy, které mnoho
zakt zaménuje. Tentokrat je obvod konstantni a hleda se obrazec s nejvétsim obsahem.
Podle vyspélosti Zaki miize ucitel omezit tvar obrazci, pro nejmladsi zZaky napiiklad
pouze na pravouhelniky. Pro vyspélejsi zdky muze byt problém formulovan tak, Ze
ukolem je najit maximdlni pocet ovci na pozemku ohraniceném jistou délkou plotu,
jestliZe jedna ovce musi mit k dispozici aspoii 1 m?. Tato tiloha obvykle vyvoldva diskuse
o ekonomickych aspektech, které mohou vyustit v ndvrh tvaru pozemku pro farmare,
jestlize chce umistit maximéalni pocet ovci a pozemek oplotit co nejkratSim plotem.
Ttidni diskuse o téchto ekonomickych faktorech byvéa uZitecnd pro bézny Zivot.
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ULOHA 3.

Farmaf ma oplotit co nejjednoduseji pozemek pro ovce. Ma 100 m materidlu na plot.
Pozemek muze mit jakykoliv tvar, ale musi byt splnény tyto podminky:

a) Kazd4 ovce potiebuje alespoii 1 m? plochy, aby jejich chov byl efektivni.

b) Plocha oploceného pozemku ma byt maximalni.

Jaky je optimdlni tvar pozemku a jaké jsou jeho rozméry? Své feSeni zdiivodnéte.

Dalsi, ¢tvrté zkoumadni ptivadi predchozi dlohu zpét do tfidy a poZaduje zdivodnéni,
pro¢ jisté obrazce maji riizné obsahy pii stejném obvodu. Zici musi rovnéZ uvaZovat
o tom, jak by mohli zjisténd data zobrazit, jaké vztahy mohou z dat a grafl vycist a zda
vizualni prezentace dat poskytuje o situacich vice informaci neZ pouhy soubor ¢isel.

ULOHA 4.

Miéme provazek dlouhy 20 cm. Provazek spojte a vyznacte s nim obdélnik. Kolik
riznych pravouhelnika s celociselnymi délkami stran miiZzete vyznacit? Zaevidujte délky
stran té€chto pravouhelniki do tabulky. Mizete vidét néjakou zavislost mezi v tabulce za-
znamenanymi udaji? Nakreslete graf zavislosti délky a Sitky pravouhelniku. Co zjiStujete
z grafu?

Nyni pfidejte do tabulky treti sloupec (resp. fadek) s oznacenim obsah. Spocitejte
obsah kazdého nalezeného pravouhelniku. Maji vSechny pravouhelniky stejny obsah?
Pokud ne, ktery z nich mé obsah nejvétsi? Nyni nakreslete graf zavislosti mezi délkou
jedné strany a obsahem pravouhelniku. Jiz jste tento tvar nékdy vidéli?

Zkoumani paté je obdobné predchozimu. Tentokrate je konstantni obsah obrazce
a s daty lze provadét stejné Cinnosti jako ve Ctvrté tloze. Pfi jedné realizaci této dlohy
ve tfidé zaci navrhli, abychom vSech 36 dlazdic, kterymi jsme pokryvali obrazec co
nejvétsiho obvodu, rozpiilili a tvofili jsme obrazec z obdélnikd. Dostali jsme obdélnik
72 % % To iniciovalo ostatni déti, aby navrhly dal$i a dalsi déleni, azZ se nakonec feSila

otdzka, zda ty dlazdice po nekone¢ném déleni tplné zmizi. ReSila se tedy otdzka limitnich
procesii a nekonecné malych velicin.

ULOHA 5.

Vezmeéte 36 Ctvereckil. Vytvorite co nejvice moznych pravouihelniki, tak abyste vzdy
pouzili vSech 36 Ctvereckd. Své vysledky zaznamenejte do tabulky se zdhlavim ,,Sitka®,
»délka®. Vidite néjaky vztah mezi ¢isla zaznamenanymi v tabulce? Tento vztah popiste.
Nakreslete graf zavislosti mezi délkou a Sitkou. Pouzijte graf k nalezeni délky pravouhel-
niku, jehoz Sitka je 3,5 cm. Opét pridejte tieti sloupec tabulky a ke kazdému obdélniku
dopliite jeho obvod. Maji vSechny pravouhelniky obvod stejny? Pokud ne, jaky ma tvar

pravouhelnik s nejmensim obvodem? Co maji vSechny pravouhelniky spole¢ného?

Uloha pro $esté zkoumén je ze skute¢ného Zivota. Navrhaf je pozadan, aby navrhnul
obaly na zboZi tak, aby se v nich zboZzi dalo dobte posklddat do vétsich krabic na prepravu
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do skladl. Obvykle tato tloha vyvolda mnoho smysluplnych diskusi ve tfidé diive, nez
Zaci zacnou problém fesit. Jestlize ucitel v uloze omezi spotfebu materidlu, ktery se pro
tvorbu obalG miiZze spotfebovat, zada i jeho cenu, Zaci ziskaji predstavu o tom, kolik
penéz se na odpadu prohospodaii. Jako material pro feSeni tlohy postaci papir a lepidlo.

ULOHA 6.

Navrhnéte kartonovy obal tvaru &tyfbokého hranolu, jehoZ objem je 3 000 cm?® a jehoZ
vyrobni ndklady jsou co nejmensi. Jaké budou rozméry obalu? Pamatujte, Ze do ceny
obalu musite zapocitat i cenu odpadu a Ze obal nesmi byt propustny, nesmi mit Zadné
diry.

Vétime, ze vaSi zZaci budou mit radost z objevovani matematiky a také Ze uvidi
smysluplnost Skolské matematiky pro prakticky Zivot.

LITERATURA

[1] Littler, G. (2004). Using Childrens’ Experiences in and out of School. In Kubinov4,
M., Littler, G. (Eds.), Empowering mathematics teachers for the improvement of
school mathematics, Univerzita Karlova v Praze, Pedagogickd fakulta, Praha.

SITE KRYCHLE VE VYUCE MATEMATICE
NA PRVNIM STUPNI ZS'!

JITKA MICHNOVA?2

V jedné z pracovnich dilen realizovanych na konferenci Dva dny didaktikou ma-
tematiky v roce 2005 byl predstaven mezindrodni projekt IIATM, Socrates-Comenius
a byla predvedena realizace mnoha myslenek z projektu v pfimé vyuce na zdkladni Skole
(Kroc¢akova & Michnov4, 2005; Kroc¢akova, 2005). V pribehu tohoto projektu jsem tzce
spolupracovala s pracovniky KMDM Pedagogické fakulty v Praze, ktefi byli reSitelé
a koordinatofi projektu. Nasi spole¢nou snahou bylo pfipravit a odzkouset takové tlohy
z prostfedi 3D geometrie, které by vedly k objevovani, experimentovani, tfidéni a vy-
hodnocovani vlastnich poznatkt a navic byly pro déti zabavné (Hejny & Jirotkova, 2006,
2007).

V ¢lanku (Wollring, 2005) autor uvadi, jak k navrzené problematice sit€¢ krychle
pristoupili némecti kolegové na université v Kasselu a jak ji zpracovali jednak v ptipravé

I"Tento piispévek vznikl s podporou grantu MSM 0021620862.
278 §koln1’, Neratovice, michnova@email.cz
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uditeld, a jednak pro Zz4ky ve 3. roéniku ZS. Zde uvedu dvé& nové myslenky z projektu
ITATM, které byly realizovany na nasi zdkladni Skole v Neratovicich a které si jiz naSly
stdlé misto v aktivitich se zdky. Tyto mySlenky byly prezentovany 1 na didaktickém
seminaifi KMDM PedF UK a inspirovaly kolegy z jinych fakult, ktefi je zaradili do svych
aktivit se studenty i uciteli (napfiklad kolega J. Perny z Pedagogické fakulty v Liberci).
Myslenku jsem nazvala ,,pokojicky* a ,,stfihy na Saty pro Krychli®.

POKOJICKY

Jednd se o sérii uloh, které vydatné pfispivaji k rozvoji prostorové piedstavivosti
74k8. Zéaci zaroveti objevuji rizné &asti siti krychle a seznamuji se s nimi. Prostfed-
nictvim téchto tloh mizZeme jiZ u zZak mladsiho Skolniho véku (1. rocnik) postupné
napliovat nékteré z klicovych kompetenci Radmcového vzdélavaciho programu, napfi-
klad kompetence k feSeni problému a kompetence pracovni.

V roviné Skolské matematiky ptispivaji tyto ulohy nejen k rozvoji prostorové pred-
stavivosti zakd, ale zdroven rozviji i jejich kombinatorické mysleni, logické mysleni
a kratkodobou pamét. Samotné poznavani sité krychle se pak stava jakymsi druhotadym,
neméné vSak dulezitym produktem c¢innosti. Sité€ krychle vlastné vytvoii jakési geomet-
rické prostiedi, které umoZiiuje rozvijet mnoho zZdkovych kompetenci. VSe se odehrava
predevsim na zakladé manipulace, proto je vhodné obdobné ulohy zafazovat jiz od 1. roc¢-
niku zdkladni Skoly. Pfi realizaci uloh se doslova nabizi vyuzit mezipredmétové vztahy
a propojit tak matematiku s praktickymi ¢innostmi, vytvarnou vychovou, ptfipadné ve
vysSich roc¢nicich s Ceskym jazykem.

Zadani dloh: Vytvor sviij pokoj.

Komentar k tloze: Zici dostanou pracovni list s nékterym zadanim ,,stfihu* pokojiku
z obrazku 1. Ucitel miiZe elektronickou verzi pouzit k vytvoreni pracovnich listii pro své
74ky. Ukolem Z&ka je vytvofit svilj pokoj, to znamend vybavit jej nabytkem, kobercem,
lampou, povésit obrdzek na sténu a podobné, ale v§e pokud mozno v tomto rozloZzeném
stavu, ve 2D. Podle véku zakd, jejich zkusenosti a jejich schopnosti vybereme pracovni list
rizné narocnosti. Tak mizeme diferencovat zadani dlohy v ramci jedné tiidy. V mistech
oznacenych kiizkem lze protdhnout provéazek. ,,Pokojicek* se tak po zatazeni provazku
sloz{ a vytvoii trojrozmérny model. Zaci tak mohou zkontrolovat, zda lampa skute¢né
visi na stropé€, koberec je na zemi apod. Tato ,,mechanizace pokojicku‘ ptsobi na zZaky
silné motivacné.

Narocnost tlohy u zak starSiho Skolniho véku stupniujeme také tim, Ze maji povinnost
vyzkoumat, kudy provédzek povede, aby se pokoji¢ek slozil. Zaci tak dostdvaji prostor
k experimentovéni. Ulohu Ize riizné& modifikovat:

e Zakreslujeme Casti pokoje podle zadéani, napiiklad na stropé visi modry lustr, police je
na levé sténé od dvefi apod.

e Nekreslime, ale vyrdbime ndbytek z papiru, modeliny, kartonu, textilu apod.



142 J. Michnovd: Sité krychle ve vyuce matematice na prvnim stupni ZS

e Namisto pracovnich listii rozddme Sablony a s jejich pomoci Zaci vyrabi sviij pokojicek
z kartonu.

o K danému fragmentu pokojicku Zici ,,ptilepuji* dalsi sténu. (RozS$ifuji si tak predstavu
o siti krychle; fesi problémovou situaci — Kam sténu napojit? Kudy povede provazek?)

Apod. Fantazii se meze nekladou.

2 Jitka hiichhowa

=

S

Obr. 1
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HRANY KRYCHLE

Zadani dlohy: Je ddna krychle a Sest Ctverct se stranami obarvenymi tak, jak je vyzna-
¢eno na obrazku 2. Obarvi 12 hran krychle tak, ze bude mozné Ctverce prilepit na krychli
tak, Ze barvy stran ¢tverci a barvy hran krychle si budou odpovidat. Viz napf. obr. 2.

Obr. 2

Komentar k iloze: Na prvni pohled se zd4, Ze se jedna o slozitou tlohu, vhodnou pro
druhy stupeii ZS. Nicméné i tuto dlohu lze variovat pro zdky prvniho stupné. V tomto
pfipadé je vhodné dat détem nastithané Ctverce s obarvenymi stranami. Pri realizaci ve
tiidé, byly pro déti pripravené i krychle, které mély obarvené hrany. Tedy jakysi ,,klic*

feSeni. Tento ,,klic* byl schovin pod ubrouskem, kam méli moZnost nahlédnout ti Zaci,
ktefi uz ,,obalili* svou krychli. Mohli si takto zkontrolovat, zda jejich feSeni je spravné.

PRUBEH DILNY

Ucitel€ pii pracovni dilné fesili postupné obé ulohy. Zacali jsme tilohou prvni. Ucitelé
obdrzZeli pracovni listy, nizky, provazek a fixy a ndsledné plnili dlohy stejné, jako by ji
plnil zdk. Panovala pfijemnd, uvolnéna nalada. Nékteri ucitelé prekvapili sami sebe,
kdyz 1 jim se podafilo namalovat koberec na sténu. Mazané pak koberec vyddvali za
obraz. Na rozdil od Zaku vSak ucitelé neméli na svych pracovnich listech znacku, ktera
prozrazovala, kudy m4 vést provazek. V momenté, kdy feSili problém, kudy provazek
protdhnout, bylo v u¢ebné az piekvapivé ticho. Zda se, Ze se nejedné o nikterak snadny
ukol. Sva feseni méli ucitelé moznost porovnat s pracemi zakl patych tfid — viz obrazek 3.
Z4ci méli dlohu zjednodu$enou znackami. O to vice pozornosti vénovali vlastni vyrobé
pokojitku. Zakovsk4 feseni uditelé velice pifjemné komentovali.

Odmeénou pro ucitele byla ukdzka pomucky se vSemi zndmymi sitémi krychle — viz
obrazek 4. Tyto sité krychle se s pomoci provazku ,,samy slozi*“. Pomticka u ucitelti sklidila
velky ohlas. Nejeden z ucitelli se rozhodoval pro vlastni vyrobu zminéné pomiticky. Navod
na vlastni vyrobu ,,provazkovych siti* pfikladdm na konci ¢lanku.

Pokracovali jsme praci na uloze 2. Ucitelé obdrzeli pracovni list, na kterém bylo
zadani ulohy 1 kresby krychli, aby méli kam zakreslovat sva feSeni. Pro méné zdatné
reSitele byly pfipravené Ctverce s obarvenymi hranami 1 krychle — ,kli¢* schovany pod
ubrouskem.

Tuto ulohu fesili ucitelé samostatné a prevazné z hlavy. Po néjaké dobé se piece jen
naSla odvazn4 ucitelka, ktera se se smichem uchylila k manipulaci se ¢tverci. Nasledovali
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ji dalsi. Vétsina uditelt feSila ulohy z hlavy, nicméné€ mezi zadanou sérii tloh se obcas
objevila takova, ke které i ucitelé vyuzili nabizené pomticky. Nédlada byla opét pfijemna
a ucitelé méli opravnéné radost ze svych spravnych feseni.
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PRIPRAVA A ANALYZA DIDAKTICKYCH
SITUACI!

JARMILA NOVOTNA, MAGDALENA KRATKA?Z

UvoD

Vyucovaci proces mlizeme obecné charakterizovat jako posloupnost situaci (pfiroze-
nych nebo didaktickych), které vedou k modifikacim v chovani zaku typickym pro ziskani
novych znalosti. Pracovni dilna byla vénovana ptipravé didaktickych situaci, tedy situaci
ve tfidé, kdy cilem je Zaky néco naudit; stru¢né lze fici, situaci, které slouZzi pro didaktic-
kou potiebu. Pozornost byla vénovdna hlavné ptipravé takovych situaci, pti nichZ ucitel
predava zakim ¢ast zodpovédnosti za vyucovaci proces, tedy &ast svych pravomoci. Zaci
néco zjistuji a objevuji sami, vytvareji model a kontroluji jeho spravnost a uZziteCnost,
pfipadné vytvéreji jiny model, ktery povazuji za vhodnéjsi apod., bez pfimych vnéjSich
zasaht ucitele. Jejich Cinnost je fizena pouze prostiedim a jejich znalostmi, nikoli didak-
tickou &innosti ucitele. Zdk se stivad zodpovédnym za ziskani poZadovanych vysledka.
Ukolem uéitele je jednak piipravit takovou situaci, jednak institucionalizovat ziskané
informace. Tyto znalosti jsou pak u&itelem dale vyuZivany a rozvijeny.’

Text je vénovan typtim didaktickych situaci, analyze a priori didaktické situace a pre-
kazkam v kognitivnim vyvoji. Zdkladnim textem, z néhoz vychdzime, je kniha (Brous-
seau, 1997). V cCestiné je TDS zpracovéana napt. v pracich (Pelantova, Novotna, 2004),
(Hrabakova, 2005), (Slozil, 2005). Dalsi ilustrace a podrobnéjsi informace lze najit napf.
v (Novotna a kol., 2006).

DIDAKTICKE SITUACE

Situaci budeme rozumét systém,
do néhoz vstupuje ucitel, zak, pro-
stiedi, pravidla a omezeni potifebnd Beiliie
pro vytvoreni daného matematického — >
poznatku. Poslanim didaktické situ-
ace je ,,n¢koho néco naudit®. Ucitel
organizuje plan Cinnosti, jejichz ci-
lem je modifikovat nebo vytvorit Z4-
kovu znalost. B R T P

!Clanek je souéasti feseni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP.
2Univerzita Karlova v Praze, Univerzita Jana Evangelisty Purkyné, jarmila.novotna@pedf.cuni.cz, kratka@sci.ujep.cz

Situace

s alce
¢ formulace

Institucionalizace
—

® ovéfovani

A-didalctick & situace

3Kdo z Stenafi se jiz setkal s Teorif didaktickych situaci v matematice (dale budeme struéné psat TDS), vi, Ze zde pouZivame
autor Guy Brousseau a jeho spolupracovnici a Zaci rozvijeji a dopliuji. Teorie didaktickych situaci poskytuje uciteli velké
mnoZstvi cennych informaci. UmoZiiuje komplexné popsat, co se d€je pii procesu vyucovani: z pohledu zZdka, ucitele, vzhledem
k okolnimu prostfedi a vzhledem k ¢innosti, kterou se icastnici vyucovaciho procesu zabyvaji.
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V dal$im vykladu se budeme vénovat a-didaktickym. Jejich cilem je umoznit zakovi
ziskavat poznatky samostatné, bez explicitnich zdsaht udlitele. Ucitel predava zakovi
zodpovédnost za akt uceni (devoluce). A-didakticka situace se sklada ze tii etap (viz
obrizek): Akce — vysledkem je pfedpokladany (implicitni) model, strategie, pocatecni
taktika; formulace — zformulovani podminek, ve kterych bude strategie fungovat; ovérent
(validace) — ovéteni platnosti strategie (funguje, nefunguje).

Jednotlivé etapy a-didaktickych situaci si priblizime na ptikladu Hry na 20: Hraje se
ve dvojicich. Kazdy hrac se snazi fici ,,20* pri¢tenim 1 nebo 2 k Cislu, které ekl souper
v predchazejicim kroku. Jeden z hraca zacne Cislem ,,1° nebo ,,2*; druhy pokracuje
prictenim 1 nebo 2, nahlas fekne vysledek; prvni hra¢ pokracuje pri¢tenim 1 nebo 2

k vysledku; atd.

Typ a-didaktické situace

Realizace ve Hre na 20

Situace akce

Obecné vychazi strategie intuitivné nebo
novou strategii jako vysledek experimen-
tovani. Pfijima ji nebo zavrhuje na zékladé
nasledného uspéchu nebo neuspéchu. Toto
hodnoceni miiZe byt i intuitivni.

74k si vytvati implicitni model, soubor
vztaht nebo pravidel, na jejichz zakladé se
7ék rozhoduje, aniz si je uvédomuje a for-
muluje.

Posloupnost situaci akci tvoii proces, po-
moci néhoz 7ak tvofi strategie, tj. ,,uci se
sam‘ metody feseni uloh.

Hrani Jeden proti jednomu

Ttida se rozdé€li do dvojic, zaci ve dvojici
hraji proti sobé. Vysledky pis$i na papir,
rozdéleny svislou ¢arou na dvé ¢asti, vlevo
a vpravo od cary. Kazdy 74k je v situaci,
kdy zn4 Cisla, se kterymi uz bylo hrano.

Jestlize partner odehraje, zak se musi roz-
hodnout a reagovat na situaci tak, zZe na-
vrhne sam dalsi ¢islo (po analyze situace
a na zakladé informaci, které z ni ziska).
Tato faze by méla mit asi 4 kola a neméla
by trvat déle nez 10 minut.

Na zacatku se zdaji Zdkovi vSechna ¢isla
stejné dilezitd. Na konci se postupné do-
pracuje k objeveni vyhodnych strategii,
napt. ze s Cislem 17 vyhraje, zatimco
jind cisla (18 nebo 19) se nezdaji pro
hru vhodna. Skupina vztahi ,Jestlize za-
hraji 14 nebo 17, mohu vyhrat”“ mize zG-
stat pouze na implicitni Urovni; Zak hraje
s touto strategii implicitné, aniZ je schopen
J1 formulovat.
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Situace formulace

K tomu, aby skupina vyhréla, nestaci, aby
jeden védél, jak ma hrat (tj. implicitni mo-
del), zdk musi také naznacit svym spolu-
hra¢tm ze skupiny, kterou strategii navr-
huje. Tak je kazdy zak veden k tomu, aby
predvidal.

Jedinym prosttedkem, ktery zak m4, je for-
mulovat strategii. M4 dvé zpétné vazby:

— okamzitou od zakt ve své skupiné, ktefi
rozuméji nebo nerozuméji jeho vykladu,
—zpétnou vazbu z prostiedi pii hrani nasle-
dujiciho kola, zda formulovana a pouzita
strategie je vitéznd nebo ne.

Hrani Skupina proti skupiné

Zci jsou rozd&leni do dvou (pokud moZno
stejné pocetnych) skupin. Pro kazdé kolo
stanovi ucitel (ndhodné) v kazdé skupiné
jednoho zdka, aby hrdl za svou skupinu
u tabule; jestlize vyhraje, skupina ziska
bod.

Zéci rychle zjisti, Ze je nutno ve skupin&
spole¢né planovat a diskutovat strategie.
Nékteri budou uz od zacatku védét, Ze
,,Musis fici 17¢.

Pro tuto fazi se doporucuje 6 az 8 kol,
15-20 minut.

Kdokoli je u tabule, je v a-didaktické situ-
aci akce.

Z4ci si postupné vytvéreji jazyk, kterému budou vSichni rozumét, ktery zahrne
vSechny objekty a dllezité vztahy situace pfiméfenym zpiisobem (tj. argumentaci a pfi-
méfenymi akcemi). V kazdém okamZiku je tvofen jazyk, ktery je ovéfovéan z pohledu
srozumitelnosti, snadnosti jeho konstrukce a délky zprav, které mize predavat.

Typ a-didaktické situace

Realizace ve Hre na 20

Situace ovérovdni

74k pracuje se vztahem mezi ,,redlnou
situaci, konkrétni nebo nekonkrétni, a jed-
nim nebo vice tvrzenimi o pfedmétu situ-
ace.

Ovéfovani motivuje zaky, aby diskutovali
o situaci, a podporuje formulovéani jejich
implicitnich ovéfeni. Jejich odiivodiiovani
je vSak Casto nedostate¢né, nespravné, ne-
obratné. Nuti je, aby na tvrzeni pohlizeli
z nékolika uhla pohledu: zda je podobné
jinému tvrzeni, zda se s jeho pomoci da vy-
svétlit néjaka situace, zda neni v ptimém
rozporu s jinym tvrzenim atd.

Hrani Skupina proti skupiné

Hraje se ve stejnych skupinach jako v pred-
chozi etapé. Skupiny stfidavé navrhuji
,pravdiva® tvrzeni, jejichz pravdivosti si
jsou jisti. Nejprve vyslovi tvrzeni, které
oznaci jako ,,domnénku*. Az ji vSichni pti-
jmou, stane se vétou.

Jestlize jedna skupina navrhne domnénku,
druhé skupina se stdvd oponentem a musi
rozhodnout:

— zda je navrh pravdivy; v tom piipadé
vyhrava bod navrhujici druzstvo a ziskdva
bod,

—zdaje navrh nepravdivy; v tom pfipadé se
tato skupina stane navrhovatelem opacné
domnénky a ve hie jsou uz body dva,
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Z4kom musi byt ddna moZnost odhalit | — miZe také pouze fici, e o domnénce
vlastni chyby. To je nutné k vybudovani | pochybuje.

nové znalosti. Oponent muize:

— 7adat, aby navrhovatel odehral 5 kol hry,
v nichz bude pouzivat navrzené pravidlo.
Oponent mize zZadat, aby navrhovatel hral
hru tak dlouho, az jeden z nich stahne svij
navrh. Druhy pak ziskava body.

— Zadat od navrhovatele presvédcivy ma-
tematicky dikaz, V tomto pripadé ziskava
5 bodi ta skupina, kterd druhou presvéd-
Cila, ,,presvédCeny ziskava body dva.

Institucionalizaci rozumime prechod Zdkovy znalosti z role prosttedku pro feSeni
jedné urcité situace do nové role reference pro individuédlni nebo kolektivni pouZiti
v situacich dalSich. Institucionalizace miZe nastat i v situaci spontdnniho uceni, ve
vétsSing pripadu je vSak svazana s didaktickymi procesy fizenymi ucitelem.

PRIPRAVA SITUACE — ANALYZA A PRIORI A PREKAZKY

Na zavér bychom chtéli upozornit na dulezité slozky piipravy situaci ucitelem. Do
analyzy a priori patii vSe, co je tieba si rozmyslet a pripravit pred realizaci navrzené
didaktickeé situace, chceme-li, aby situace byla uspésna, aby z4ci ziskali védomosti, které
jsme planovali, abychom byli co nejlépe pripraveni na to, co se miiZe ve tfidé odehrat
(i kdyz asi nikdy nemtzeme byt pfipraveni na vSechny eventuality, které mohou nastat,
¢im podrobnéjsi je naSe ptiprava, tim sndze budeme Celit i nepredpoklddanym uddlostem).
Analyza a priori ma tedy pro ucitele velkou informacni hodnotu: Poukazuje na ptipadna
uskali hodiny, na mozné obtize zZaka pfi feSeni tlohy.

Analyzu a priori provadi ucitel pied samotnou realizaci vyukové jednotky. Na zdkladé
popisu jednotky se snazi nejen pripravit plan aktivit, ale také odhadnout vlastni prib¢h:
navrhnout rozdéleni hodiny do jednotlivych fizi, zamyslet se nad moZnymi reakcemi
a postoji zakid a rozmyslet si mozné vlastni reakce (piekazky, chyby, jejich pifipadné
ndpravy a opravy), zamyslet se nad strategiemi feSeni problému, které se mohou v priibéhu
vyukové jednotky objevit (jak spravnymi, tak chybnymi), rozmyslet si, jaké védomosti
a poznatky jsou pro danou strategii nezbytné a které z nich budou Zaci schopni spontanné
aplikovat. V pracovni diln€ jsme se vénovali analyze a priori u ulohy Puzzle. Podrobné;i
se Ctendl miiZe s postupy analyzy a priori seznamit napi. v (Hrabakova, 2005).

Jednim ze stézejnich ukolid uclitele je rozpoznat obtiZe, na néZ mohou Zaci pfi zis-
kavani novych znalosti narazit. Ty mohou byt rizného charakteru a ptivodu. V TDS
pouzivame termin piekazka. PrekdZku miZeme definovat jako soubor chyb vztahujicich
se k pfedchdzejicim znalostem. Tyto chyby jsou stdlé a opakuji se u néjakého jedince
v Case, nebo u mnoha jedinct (tj. ,,déti obvykle dé€laji tuto chybu®), a také v historii.
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Prekazkou je znalost, nebot’ existuje oblast, v niZ je tato znalost uzitecnd, pravdiva
a lze ji uspésné pouzit. Tato oblast je obvykle velice dobfe jedinci zndma a znalost je
ovéfena mnoha zkuSenostmi. V novém kontextu vSak tato znalost selhava a dava Spatné
vysledky; odolava sportim, se kterymi je konfrontovana, a tak zabramuje vytvoreni ,,lepsi‘
znalosti. Znalost — prekdzka se objevuje stejnym zpusobem, kdykoli se jedinec dostava
do obdobné situace. Zde mizeme postihnout rozdil mezi prekdzkou a obtizi. ObtiZ neni
zptisobena jinou znalosti, ale neznalosti nebo chybéjici dovednosti apod. Je-li jednou
prekondana, uz se neopakuje. (Zde pochopiteln€ neni fe€ o zapominani.)

Znalost jakozto prekazka ma tendenci se lokdlné prizpiisobit tomu, Ze ona sama je
meénéna, jak nejméné je to mozné. Diivodem je to, Ze piekazka je znalost vztahujici se
k néjakému pojmu, tj. k matematickému pojmu, ktery souvisi s celou mnoZinou situaci,
kde tato znalost dava smysl, a s celou skupinou vyznami, které jedinec miZe spojovat
s timto pojmem, a s mnoha ndstroji, tvrzenimi a algoritmy, které jedinec miiZe pouzivat
pfi praci s timto pojmem. BliZe se muze ¢tenar s problematikou prekazek seznamit napf.
v (Krétka, 2006).

ZAVER

Pracovni dilna (i tento text) mél jeji ucastniky sezndmit s kliCovymi mySlenkami
a postupy teorie didaktickych situaci. Kladli jsme si za cil podrobné;i prozkoumat jeden
typ didaktické situace, tzv. situaci a-didaktickou, a zamyslet se nad ¢innostmi, které musi
v ucitelove praci predchazet ispésné realizaci a-didaktické situace. V priibéhu dilny byly
vSechny uvedené pojmy ilustrovany na konkrétnich situacich, a to Hra na 20, Puzzle

a geometrickych ulohach. Podrobnéji, s mnoZstvim dalSich ilustraci, se ¢tendf muze
s problematikou TDS seznamit v (Novotnd a kol., 2006).
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PET NAMETU PRO VYUKU ALGEBRY!

FILIP ROUBICEK?

UvoD

Algebra obecné patii k obtiZnym partiim u¢iva matematiky na zakladni Skole. Jednim
z dlivodil je vysoka turoven abstrakce algebraickych objektd a operaci s nimi. Ucivo
prezentované bez vazeb na redlné problémy je pro Zaky kvili absenci vlastnich zkuSenosti
obtizné uchopitelné. Zvladnuti algebraického uciva vyzaduje Cas, proto je vhodné, aby
propedeutice algebry byla vénovana ndleZitd pozornost jiZ na prvnim stupni zdkladni
skoly, a to postupnym seznamovanim z4ka s pojmy proménnd, nezndmd, vyraz, rovnice,
nerovnice ve vazbé na konkrétni matematické problémy. V propedeutice algebry na
druhém stupni pak miiZeme sndze navazat dpravami vyrazu (nejen Ciselnych), rovnic
a nerovnic, naptiklad v rdmci probirani uciva o Ciselnych oborech.

Cilem ¢lanku vSak neni popsat propedeutiku algebry na zdkladni Skole, ale sezndmit
Ctenafe s nékolika ndméty pro vyuku algebry v 8. a 9. ro¢niku zdkladni Skoly. Algebra je
pro Zédky nejen obtiZnd, ale Casto 1 nezdZivnd, nebot’ Zaci postradaji jeji smysl. BohuZel
najit pro né prijatelné vysvétleni je nesnadné, nebot smysluplné vyuziti algebry v Zivoté
zaku zakladni Skoly v podstaté neexistuje. Moznosti, jak zaky motivovat, je tedy tieba
hledat jinde, naptiklad v atraktivnosti reprezentaci algebraického uciva. Zdrojem mohou
byt rizné hry, naptiklad domino, pexeso, loto, kvarteto apod.

VYTYKANI PRED ZAVORKU — ALGEBRAICKE DOMINO

vvvvvv

lomenych) algebraickych vyrazli. Dilezitym predpokladem pro rozlozeni mnohoclenu
na soucin pomoci vytykani jsou dovednosti nasobit a dé€lit vyrazy, urCovat spolecného
délitele a pracovat s mocninami. Procvicovat tyto dovednosti miZeme prostfednictvim
tloh, které jsou zaloZzeny na hledani dvojic vyrazi, tedy na podobném principu jako
znam4 hra domino.

!Clanek vznikl za podpory grantu GA CR ¢&. 406/05/2444 a vyzkumného zaméru AV0Z10190503.
2Matematick}’/ ustav AV CR, v.v.i., Praha, roubicek @math.cas.cz
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Na obrazku 1 je znazornéno 28 dvojic vyrazi vytvorenych ze sedmi riznych dvojc¢lenti
a jejich obmén. Rozdéleni vyrazi do dvojic odpovida klasickym dominovym kostkam.
Hrat domino s takto upravenymi kostkami je pro zaky, ktefi se s vytykdnim pravé
seznamili, znacné obtiZné. Z tohoto dlivodu predchazi hie pripravné aktivity:

1) Zaci sestavuji dvojice na sebe navazujicich kostek;

2) z4ci hledaji vSechny kostky, které mohou k dané kostce priradit;

3) zaci sestavuji fadu na sebe navazujicich kostek, pficemz se snazi upotiebit jich co
nejvice.

Po ditkladném seznameni se s jednotlivymi vyrazy a jejich rozklady je mozné pfistou-
pit k vlastni hie. U zak, ktefi jsou v této hie uspésni, 1ze predpokladat, Ze porozuméli
zakladnim pravidlim vytykani a zvladnou i slozité piipady vytykani.

—(2ry —2y°) | 2y(y—2) | 2y° 22y | 3(y+2¢°)
3y + 61> 3y(2y + 1) 6y° + 3y | —3(y* — 2zy)
—(3y? — 6zy) | 3y(2x —y) 6y — 3y° 3(2x + xy)
6x + 3zy 3z(y +2) 3zy + 6x | —2(2x — 32?)
—(4x — 62%) | 22(3z — 2) 6% — 4x 2(3y + 2¢%)
6y + 41> 2y(2y + 3) 497 + 6y —2(3x — 2%)
—(62 — 22%) | 2z(z — 3) 2(y* —xy) | —y(3y — 62)
2(y’ —wy) | 3x(2+y) | 32" +y) | «(6+3y)
y(6y +3) | —22(2—3z)| 3(2zy —y*) | —x(4 — 62)
y(6z —3y) | 2y(3+2y) | 3(wy+2x) | y(6+4y)
z(3y + 6) —2x(3 —x) | 2(32% —22) | —x(6 — 22)
—2y(r—y) | x(6z—4) [-y2x—2y)| 2(2y°+3y)
3y(1 + 2y) y(dy+6) | 3y(1+2y) | 2(z* —3xz)
—3yly —2z) | x(2x—6) | —2(xy —y?) 277 — 6w

Obr. 1: Algebraické domino

ROZKLAD NA SOUCIN POMOCI VZORCU A SOUCIN DVOJCLENU — ALGE-
BRAICKE PEXESO

Dalsi postup pro rozklad mnohoclenu, ktery je vyuovan na zdkladni Skole, spociva
v pouziti algebraickych vzorct: druhé mocniny souctu, druhé mocniny rozdilu a rozdilu
druhych mocnin. Zvladnuti této dovednosti pfedpokladd, Ze zZdk znd vzorce zpaméti
arozpozna je ve tvaru troj¢lenu nebo dvojclenu. Pro nacvik je dileZité nejen mnohocleny
rozkladat, ale téZ je ziskavat ndsobenim dvojc¢leni, a zaroven se seznamovat s pripady,
kdy nelze vzorec pouZit. Pro oZiveni takovych cvi¢eni mizeme vytvofit sadu karticek
(viz obr. 2) a hrat s nimi pexeso. Pocet karti¢ek nemusi byt nutné€ 64; radéji volime mensi
pocet karet a soustfedime se na problémové jevy.

Na obrazku 2 je 42 karti¢ek obsahujici zminéné vzorce a dile souciny dvojclend,
jejichZ troj¢leny po rozndsobeni pfipominaji vzorec. Pro snaz$i pouZziti ve vyuce je
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vhodné karticky s vyrazy zapsanymi ve tvaru soucinu dvoj¢lenti nebo druhé mocniny
dvojclenu (horni polovina karti¢ek na obr. 2) barevné odliSit od karticek s trojcleny
a dvojcCleny. Barevné rozliSeni karet usnadiiuje téz vlastni hru, nebot’ dvojice karticek
netvoii stejné zapsané vyrazy jako je tomu v piipadé klasického pexesa.

(a+1)? (a+2)° (a+3)°
(a-1° (a-2)y (a-3)
(a+1)-(a-1) (a+2)-(a—2) (a+3)-(a—3)
(a+1)-(a+2) (a+1)-(a+3) (a+2) (a+3)
(a-1)-(a—2) (a-1)-(a—3) (a—2)-(a—3)
(a+1)-(a—-2) (a+1)-(a—3) (a+2) (a—23)
(a-1)-(a+2) (a-1)-(a+3) (a-2)-(a+3)
a’+2a+1 a’ +4a+4 a’ +6a+9
a’-2a+1 a’ —4a+4 a’—6a+9
a’—1 a’ -4 a‘-9
a’+3a+2 a +4a+3 a’ +5a+6
a‘—3a+2 a’ —4a+3 a’—5a+6
a‘-a-2 a’-2a-3 a’-a-6
a’+a-2 a’+2a-3 a’+a-6

Obr. 2: Algebraické pexeso

Obdobné jako u algebraického domina je nutné Zaky na hru pfipravit. Pripravné
aktivity spocivaji v tom, Ze

1) zaci sestavuji dvojice karti¢ek na zakladé rovnosti vyrazu, pricemz vSechny kar-
ticky maji otoeny vyrazem nahoru;

2) zaci prirazuji k dané karticce s vyrazem zapsanym ve tvaru soucinu dvojclent
nebo druhé mocniny dvojélenu (tu vybiraji s hromadky karticek otoenych vyrazem
dolti), karticku s trojclenem nebo dvojclenem (tu hledaji mezi kartiCkami otocenymi
vyrazem nahoru);

3) zaci prifazuji k dané karti¢ce s trojclenem nebo dvojclenem karti¢ku s vyrazem
zapsanym ve tvaru souc¢inu dvoj¢lenti nebo druhé mocniny dvoj¢lenu.

Po té, co se Zaci seznami s jednotlivymi dvojicemi vyrazli a vymysli strategie pro
jejich uréovani, je mozné piistoupit k vlastni hie, naptiklad formou tfidniho turnaje. Zaci
bud’ hraji podle pravidel klasického pexesa, kdy jsou vSechny karticky otoCeny vyrazy
dolti, nebo v upravené podobé popsané vyse v bod¢ 3. Pro uskute¢néni turnaje béhem
jedné vyucCovaci hodiny je nezbytné stanovit Casovy limit pro pfifazeni karticky.

Alternativou algebraického pexesa je hra Cerny Petr, kdy pouZijeme mensi pocet
vyrazi a jako ,,Cerného Petra“ zafadime kartu napiiklad s dvojélenem a® + 1, ktery nelze
v R rozlozit.
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RESENI ROVNIC A SOUSTAV ROVNIC — ROVNICOVY MARATON

Rovnice prfedstavuji jednu z partii u¢iva matematiky zdkladni Skoly, které jsou uzce
provazany s Upravami algebraickych vyraza, proto zaktim, ktefi zvladli zakladni Gpravy
vyrazl, feSeni rovnic vétSinou necini vétsi problémy. Ve vétsSiné pripadi feseni rovnic
klad rozkladu na soucin) je spiSe vyjimkou. ReSeni rovnic je oproti upravovani vyrazi
specifické tim, Ze v mnohem vétsi mife zdvisi na aritmetickych dovednostech. Jednou
z moznosti, jak ziky motivovat k procvi¢ovani feSeni rovnic, je usporadat soutéz.

Pro soutéz pripravime soubor nékolika rovnic, jejichz obtiznost je stupiiovdna. Pocet
rovnic a jejich obtiZznost volime podle aktudlnich dovednosti Zaki tak, Ze zafazujeme
ulohy snadné i takové, které vyzaduji Upravy, v nichZ Zaci Casto chybuji. Motivaénim
prvkem v soutézi je pripodobnéni feSeni rovnic béZeckému zavodu, pfipadné i lakava od-
meéna pro vitéze. NiZze uvedeny soubor deviti rovnic (pro soutéZ planovanou na 90 minut)
je rozvrzen do tfech zakladnich etap (rozbéh, pilmaratén, maraton) a jedné prémiové
etapy pro velmi tspéSné feSitele.

Etapa Pocet 5
;o i Rovnice
zavodu bodn
A 0-3 3a+7=2a-2
21 c| 46 09c-37=23-11c
a H 7-10 §+f‘—?= i+ 1
5 10 10 5
= M | 11-15 2. (5m-6)+4m=2m+2-(4-4m)
3;% | R | 1621 4r+%=3—2-{r—1}
T | 2227 27t-2-(18-12t)=3-(1-0,5¢)
£ | v |2834 12.(v+2)-07-(3-2v)=05-(4-16v)
S 3y 1) 3 (4y 8)
= [ 35442 Lo Bl e B[S0 E
* ! > 2137136
g £
=S| X | 4350 |[3x—(4+2x)]+3-(x+5)=5x-3:[x - (4+2x]]
Ve
P

Obr. 3: Rovnicovy maraton

Prvni etapa (tzv. rozbéh), kterd je sestavena z jednoduchych rovnic, byva hodnocena
zv1ast. Z4k, ktery zvladne rozbéh bez problémii, ma predpoklad uspét pii feseni nasle-
dujicich rovnic. Dalsi dvé etapy pak predstavuji vykonnostni diferenciaci: Zaci, ktefi resi
rovnice pomalu nebo Casto chybuji, bézi tzv. plilmaratén, ostatni bézi cely zdvod, tzn.
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resi celkem osm rovnic. Do dalsi etapy miliZe postoupit pouze ten, kdo spravné vytesil
rovnici a provedl zkouSku. Pro kontrolu dodrzovani tohoto pravidla je vhodné zadavat
rovnice postupné. Body za jednotlivé rovnice slouzi pro stanoveni vysledného poradi;
pfi shodnosti bodli rozhoduje ¢as odevzdani feseni.

Misto rovnic mohou Zaci teSit také soustavy rovnic. Alternativou maratonu je tzv.
piekdzkovy béh, kdy zdk fesi postupné zadané ulohy a za chybna feSeni ziskav4 trestné
body. Tato varianta je vhodna napiiklad pro upravy lomenych vyrazi, kdy zZak béZné
neprovadi zkouSku (pomoci vypoctu hodnoty vyrazu dosazenim za proménné), takze
pfipadnou chybu neodhali.

UPRAVY LOMENYCH VYRAZU — ALGEBRAICKE LOTO

Jinou formou procvicovani uprav algebraickych vyrazi je algebraické loto. Hra je
opét zaloZena na sestavovani dvojic; Zaci prifazuji k danym vyraziim podminky, kdy maji
smysl, nebo jejich zkraceny tvar nebo vysledek dané operace apod. Vylosované karticky
se pokladaji na prislusna pole hraci karty, ktera obsahuje devét vyrazi. Na obrazku 4 je
ukdzka hracf karty a karti¢ek pro procvicovani kraceni lomenych vyrazi.

4n’ 2n+4 2n° +4n n_o
6n 6n 6n n+2
2-n 2n-4 n: -4 n+o
3n-6 3n-6 3n-6 an
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n“-2n+4| n"-2n | n"+2n+4 g
n -4 n° -4 n° -4

Obr. 4: Algebraické loto

VYJADRENI NEZNAME ZE VZORCE — ALGEBRAICKE KVARTETO

Pfi Upravach vzorca, které predstavuji jednu z dilezitych aplikaci algebry zejména
ve fyzice, se vyuzivaji dpravy vyrazil i ekvivalentni dpravy rovnic. Ulohy tohoto typu
provéiuji algebraické dovednosti Zaki; ukazuji, jak uc¢ivu porozuméli a na kolik zvladli
v Sesté tiide€, ale malokdy se zabyvaji jejich upravovanim, piestoZe obmény vzorcu pri
reSeni uloh pouzivaji. Se zdkladnimi dpravami vzorcl se vétSinou seznamuji mnohem

vvvvvv

mnozi Zaci nezvladaji.
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Jednu z moZnosti, jak procvicovat zminéné dovednosti, nabizi algebraické kvarteto
(viz obr. 5). Sadu karet tvofi osm vzorcii s proménnymi A, B, C, D, které zahrnuji
zékladni kombinace dvou pocetnich operaci. Kazd4 karta obsahuje jeden z uvedenych
je mozné napovédu v podobé trojice vzorcu vynechat. Pfi hie se dodrzuji béZna pravidla.
Vzhledem k tomu, Ze rozdily v zapisech vzorci jsou nékdy malo zietelné, je tfeba predem
seznamit Zaky se spravnym ¢tenim jednotlivych vzorci.

A-B+C.D | B-A-cD| c-A-E B8
D C
(_';:H D=H
D C
a=(Bic)p| B=2-¢ | c=2-8 | D=2
D D B+C
a<(B-c)p| B=Ric | c=B-2 | p-_A_
D D B-C
Hfions Bl ke e
D D D A-B
A=g L By © o e, Be ©
D D D B-A
A<3*C | p_ap.c | c-apD-B| D=B*C
D A
B-C B-C
A== | B /pbe | BeBo AW | DT
D ki A

Obr. 5: Algebraické kvarteto

ZAVER

Uvedené aktivity zdaleka nevycCerpdvaji vSechny moZnosti uZziti her ve vyuce algebry.
Jisté Ize najit nebo vytvorit fadu dalSich variant. Ale vZdy bychom méli mit na zieteli di-
daktické uplatnéni vybrané hry, zejména jeji zacilenost na matematické dovednosti, které
chceme u z4kt rozvijet. Je vhodné, aby hra méla jednoducha pravidla a umoziovala volit
rtizné urovné obtiznosti. PTili§ snadna nebo naopak prili§ obtizna hra zdky neoslovuje.

PfestoZe matematicky obsah popsanych her je totozny s tim, co obsahuji cviceni
v ucebnici, neobvyklou prezentaci se stava pro zZaky zajimavéjSim. Novost a zabavnost
Zéky motivuje, do feSeni uloh se poustéji 1 Zaci, pro které je matematika obtiZnym a ne-
zajimavym predmétem. Pravidelné zarazovani uvedenych aktivit vede zaky k osvojenti si
algebraického ,,femesla“ a té€Z k sebehodnoceni. Na druhou stranu mohou ¢astym opako-
vanim zevSednét a stat se stejné nudnymi jako tradi¢ni formy procvi€ovani, proto je tieba
aktivity obmeénovat a tim davat zaktim stale nové podnéty k rozvoji jejich dovednosti.
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ROZVOJ PROSTOROVE PREDSTAVIVOSTI
NA VICELETEM GYMNAZIU!

JANA SLEZAKOVAZ

Prostorova ptedstavivost je pojem, ktery intuitivné chipe kazdy z nds. Predstava
o obsahu a rozsahu pojmu bude riizna, nebot’ zavisi na nasich zkusenostech, profesnim
zaméfeni a citovém vztahu k dané problematice.

Prostorové predstavivost se rozviji v souvislosti s rozvojem nékterych dovednosti
jako jsou grafickd komunikace, pouzivani didaktickych pomiicek, prace s matematickymi
pojmy, aplikace matematickych poznatki, objevovani a konstruktivni uceni.

Rizni autofi uvadéji razné definice pojmu prostorova predstavivost. Molnar (2004)
ji definuje jako soubor schopnosti tykajicich se reproduk¢nich 1 anticipacnich, statickych
1 dynamickych predstav o tvarech, vlastnostech a vzajemnych vztazich mezi geometric-
kymi ttvary v prostoru. Jirotkova (1990) ji specifikuje jako schopnost — dovednost

e poznavat geometrické utvary a jejich vlastnosti,

e abstrahovat z konkrétnich objekt jejich geometrické vlastnosti a vidét v nich geome-
trické utvary a jejich vlastnosti,

e na zdkladé€ rovinnych obrazu si predstavit geometrické dtvary v nejriiznéjSich vzajem-
nych vztazich.

Podle Duska (1970) ptedstavivost vypéstovand v jednom oboru neni vZzdy zarukou
Zadouci trovné této schopnosti v oboru jiném, proto nehovoii o prostorové predstavivosti,
ale uziva pojem geometricka predstavivost, tj. vénuje se rozvoji predstavivosti s geomet-
rickym obsahem. Kufina (1987) geometrickou predstavivosti rozumi tu slozku ndzorného
mysSleni, kterd spociva v dovednosti si geometrické ttvary a vlastnosti vybavovat.

S rozvijenim prostorové piedstavivosti je potfeba zac¢inat co nejdiive, a to uz v pred-
Skolni vychové. Je dobré vyuZzivat prostorovych stavebnic a dalSich her, pfi kterych se déti
uci pojmenovavat zdkladni geometricka télesa. Na zdkladni Skole a niZ§im stupni vicele-
tych gymndzii je jednim z hlavnich tkoli rozvoj schopnosti reprodukovat a anticipovat
spravné predstavy.

V soucasné dobé se stile vice projevuji nékteré pri¢iny nizké trovné prostorové
predstavivosti, a to:

!Clanek je souddsti feSeni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP ¥
2Slovanské gymnézium Olomouc, Tt. Jifiho z Podébrad 13, slezakov@seznam.cz
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e celkova doba, kterou je ve vyuCovani mozno vénovat rozvijeni prostorové predstavi-
vosti, je nedostatena,

e narozvijeni prostorové predstavivosti nejsou dostate¢né pripraveni ucitelé matematiky,
e 7aci nejsou dostateCné motivovani svymi uciteli,
e pii vyuce prostorové predstavivosti se nevyuZzivaji grafické programy,

e podceniuje se vyznam prostorové predstavivosti pro praxi.

PRACOVNI DILNA

Cilem pracovni dilny bylo poskytnout a ukazat posluchac¢tim nékteré zajimavé tlohy,
které umoznuji 1épe pochopit a rozvijet prostorovou predstavivost.

Jednou z moZnosti jak rozvijet prostorovou predstavivost jsou manipulativni ¢innosti
jak v roving, tak v prostoru. Je to jakasi aktivita, pfi které prichazi dit€ do styku s geo-
metrickymi objekty. Mezi velmi oblibené manipulativni ¢innosti v roviné patii tangram.
Tangram je Ctverec, ktery je rozd€len na 7 Casti, z nichz Ize sestavovat rizné geometrické
obrazce, lidské postavy a zvitata v charakteristickych postavenich. Poslucha¢i méli moz-
nost sami si vyzkouset libovolnou sestavu, podle zadané predlohy. Déle byli sezndmeni
se zjednoduSenou podobou tangramu, a to rozstithany ctverec podél uhlopficek na Ctyti
shodné pravouhlé rovnoramenné trojihelniky. Posluchac¢iim byl pfedveden model geobo-
ardu, na ktery se znazoriuji geometrické tvary pomoci gumicek. Byly feSeny nasledujici
ulohy:

1. uloha:
Kolik riznych tvard trojihelnik(i miiZeS vyznacit na geoboardu? (celkem 8)

2. uloha:
Kolik riznych tvara ¢tyfihelniki miize$ vyznacit na geoboardu? (celkem 16)

3. uloha:

Kolik riznych ttvarii s rovnhob€Znymi stranami miiZzeme vyznacit na geoboardu? (Pfi
feSeni posluchaci spravné urcili rozdéleni na skupiny s jednou dvojici rovnobéznych stran
—4 moznosti, se dvéma dvojicemi rovnobéznych stran — 6 moznosti a se tfemi dvojicemi
rovnobéznych stran — 1 moZnost.)

Daéle byla predvedena ucebni pomticka ,,krybox®, kterd je zaloZena na manipulaci
s trojrozmérnymi predmeéty, a to krychlemi. Cilem u¢ebni pomticky je vytvareni seskupeni
krychli v boxu podle pfedloZzenych karet, tj. umisténi krychli v boxu podle predem danych
sdruZenych priimétd, ¢i zakreslovani situace v boxu v pravouhlé projekci na tfi primétny
do pripravenych zdznamovych karet.

Na zavér byli posluchaci sezndmeni se dvéma ulohovymi situacemi: ,,Prochazky po
krychli* a ,,Odvalovani hraci kostky*. Obé ulohové situace se tykaly krychle. V prvnim
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ptipadé byl ikol ,,chodit* po hranédch a thloptickdch povrchu krychle od vrcholu k vrcholu
podle danych pokynt a krychli si pouze ve své mysli predstavovat.

Nez vSak probéhne vlastni feSeni tloh, je nutné
feSitele seznamit s dohodnutou terminologii. Pfi
klasickém oznaceni vrcholt krychle ABCDEFGH
pfedni sténou rozumime st€nu urcenou vrcholy
ABF F, dolni sténu reprezentuji vrcholy ABC'D,
pravou sténu vrcholy BCGF, smér dozadu je
napf. urcen useckou BC' apod.

Ulohy typu A:
Chodime od vychoziho bodu podle pokynt
a zapisujeme koncovy bod cesty.

1. uloha:

Zatiname v E' — dozadu — doprava — napiic¢
pravou sténou — jaky je koncovy bod?
2. uloha:

Zaciname v F'—napfiC pravou sténou —doleva
— dopiedu — nahoru — napfi¢ horni st€nou — jaky
je koncovy bod?
3. uloha:

Zaciname v A —nahoru — napfic¢ predni sté€nou
—napfic dolni sténou — doprava — doptfedu — napiic¢
pravou sténou — dolt — jaky je koncovy bod?

4. uloha:
Zacindm v F' — dozadu — doleva napfic st€nou — jaky je koncovy bod?

5. dloha:
Zaciname v D — doprava — nahoru napfi€ sténou — jaky je koncovy bod?
Reseni: 1B; 2G; 3C; 4E,D; 5F,H

Ulohy typu B:
V téchto tlohéch jsou naopak zaddny pokyny pro cestu a zapisujeme vychozi a kon-
covy bod cesty.

1. aloha:
Z t&chto tif krokti najdi vychozi a koncovy bod: dolii — dozadu — doleva.

2. uloha:
Z t&chto tif krokii najdi vychozi a koncovy bod: doleva — nahoru — dopfedu.
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3. uloha:
Z téchto tii kroki najdi vychozi a koncovy bod: napiic levou st€énou — nahoru — napiic
zadni sténou.

Reseni: 1F.D; 2C,E; 3E,C

Pti odvalovéni hraci kostky opét ,,prevracime* ve své mysli klasickou hraci kostku
pres jeji hrany a sledujeme sténu, na kterou se kostka praveé polozila. Mame zadanu
fadu hodnot, na kterou se ma kostka polozit, a Sipkami zaznamendvame do planu smér
prevraceni. Hraci kostku pritom ponechdvame ve stabilni poloze a prevracime ji pouze
ve své mysli. Ve vSech polohach se kostka odvaluje ze zdkladni polohy, tj. na dolni sténé
je 6, na horni sténé€ 1, na pravé sténé 3, na levé sténé 4, atd.

1. uloha:

6—-—5—-—4-1

Reseni: Cislo 6, Sipka smérem na sever, déle na zipad a nakonec opét na sever.
2. uloha:
6—3—-—2-1

Reseni: Cislo 6, Sipka na vychod, na jih, nakonec na vychod

Pracovni dilna nabidla ulohy, které mohou obohatit hodiny matematiky a soucasné
rozvijet u Zakl prostorovou predstavivost. VétSinu dloh je mozné vyuzit u déti riznych
vékovych kategorii, daji se rizné¢ obménovat a kazdy ucitel si je snadno miiZze sam
pripravit.
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UCEBNICE MATEMATIKY PRO 1. ROCNIK
7S PODPORUJICI TVORIVY PRISTUP
UCITELE — PROSTREDI KROKOVANI!

JANA SLEZAKOVA?Z

Uvop®

Vstupni branou aritmetiky je aditivni tridda. Tradicni vyucovani se zaméfuje na
vnimani triddy jako na algoritmicky nacvik spoji typu 2 + 3 = 5, resp. b — 3 = 2,
které jsou jenom Castmi budovdni triddy typu (2,3, 5). Tradi¢né je nacvik spoju, jehoz
cilem je automatizovat operaci s¢itani jednomistnych cisel, proviazen ulohami, v nichz
jsou tyto spoje vkladany do raznych kontexti. Velikou variabilitu kontextii je mozné
ruzné tridit a klasifikovat, coz najdeme u mnoha zahrani¢nich autord, napt. Vergnaud,
Bell, Cockburn, Schwarz, ale i nasich (Hejny a kol., 1989, s. 65-67, Hejny & Stehlikova,
1999). Ve vsech téchto studiich je ale na soucet nahlizeno jako na proces, ktery dvéma
¢isliam priradi ¢islo tfeti — jejich soucet, resp. jejich rozdil.

Z naSich experimenti vyplyva, Ze porozuméni aritmetice je mozné zvysit veétsi péci
o budovani aditivni triddy jako schématu (Hejny, 2008). Toto zvySeni souCasné vede
ke kultivaci aritmetickych znalosti a schopnosti a projevuje se napt. v efektivnéjSim
zachdzeni s Cisly v rGiznych vazbach. Myslenka budovéani schématu v jiné podobé je
pfitomna i v geometrii (Jirotkova, 2008) a sehrava diileZitou roli pfi tvorbé ucebnic mate-
matiky pro 1. stupeti ZS pro nakladatelstvi Fraus autorskou trojici M. Hejny, D. Jirotkova
a J. Slezakova. Bylo rozpracovano devatendct podnétnych prostiedich, napt. Souctové
trojuhelniky, Sousedé (Hejny, 2008) a Krychlové stavby (Jirotkova, 2008).

!"Tento prispévek vznikl s podporou grantu MSM 0021620862.
2Univerzita Karlova v Praze, Pedagogick4 fakulta, jana.slezakova@pedf.cuni.cz
3Vyzkum byl realizovén ve spoluprici s kolegy M. Hejnym a D. Jirotkovou.
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PROSTREDI KROKOVANI

Pivodni myslenka, zaméfend na didaktiku prace se sCitinim a odCitdnim vcetné
zévorek, byla objevena a didakticky zpracovavana jiz ve druhé poloviné 80. let pod
nazvem ,,Tajna chodba* a ,,Panacek* (Hejny, Nota, 1990). V poslednich dvou letech byla
tato prostfedi nové rozpracovana ve dvou vrstvach: procesudlni — tu nazyvame Krokovani
a konceptudlni — tu nazyvame Schody.

Vyhodou prostiedi Krokovan{ je, 7e jiz v 1. roéniku ZS miZe byt Zékovi otevieno
naro¢né schéma s operatory zmény a pak v dal§im vyucovani toto schéma mize kultivovat
nejen oblast operatori zmény, ale i dalsi poznatky (napf. absolutni hodnota). Pro ilustraci
operatorové situace, ve které vystupuji tfi Cisla jako operatory zmény, uvedeme napr.
ulohu: Do kasic¢ky tatinek Evé pifidal 2 koruny a maminka pfidala 3 koruny. Kolik
korun do kasi¢ky bylo Evé pridano celkem? Zamérné jsme ukézali operatorovou situaci
v jiném sémantickém prostiedi nez Krokovéni, abychom mohli zfeteln€ji poukazat na
jeji ndro¢nost. Zak se velmi Casto pii fedeni takovychto dloh doméh4 informace, kolik
méla Eva v kasi¢ce korun na zaGitku. Zék si neuvédomuje, Ze feSeni této ulohy je
nezavislé na jeho poZadované informaci. Vyzkum J. Ruppeldtové (2006) ukazuje, Ze
ulohy tohoto typu dé€laji problémy Zakiim i vyssiho ro¢niku. V prostiedi Krokovani byla
nastinéna etapizace jeho zavadéni v 1. roéniku s vyhledem do dal$ich ro¢nikt ZS. Ta byla
odzkouSena v experimentalnim vyucovani a pak nasledné dopracovana. V (Hejny, 2008)
jsou jako ilustrace uvedeny Ctyfi etapy vcetné pisemného zdpisu krokovani, kompletni
prehled Ctrnécti etap je v (Slezdkova, 2007).

EXPERIMENTY

Svou zkuSenost ,,prostredi vs. Zaci* doloZime komentovanymi experimenty, které se
odehraly v roce 2006 a 2007 v péti prvnich ro¢nicich. (Pro jejich rozliSeni je oznacujeme
A az E.) Prvni dva experimenty se tykaji etapy: Krokovani podle poveld.

Experiment 1. Ve tiidé A, kdyz se Zaci poprvé s prostiedim Krokovani seznamili,
krokoval ucitel a zaci v jeho rytmu pocitali: Jedna, dvé, tfi, ...Pak krokoval jeden,
pfipadné dva Zici podle povelu uclitele a tfida kroky rytmicky pocitala. Néktefi Zaci
pocitali potichu, nebo viibec ne. Kdyz byli pozadani o hlasité pocitani, ukéazalo se, Ze
jesté nemaji vytvoren synchron mezi pohybem a slovnim doprovodem pohybu.

Komenta¥ 1. Zakam, kteff nemaji vytvoren synchron kinestetiky a akustiky, je nutno
vénovat zvlasStni péci, napfiklad naucit je hry, kde je pohyb provazen fikdnkou. Ucitel
muize do vyucovani zafazovat zaméstnani, kde spole¢nd aktivita celé tfidy napomaha
budovani synchronu u téch zak, ktefi jej nemaji jest€¢ vybudovany.

Experiment 2. Ve tiidé C doslo k zajimavému jevu. Ucitelka udélala pét krokt a Zaci
méli fict, kolik krokl udé€lala. VEtSina zakh kiicela spravny vysledek: pét, ale Hana
prohlasila: ,,Pani ucitelka udé€lala Sest krokl.” Na to reagoval Dan, Ze to neni pravda,
Ze to bylo pét krokd. Pokus se opakoval a déti po¢italy nahlas. Cést tfidy skoncila své
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pocitani vyi¢enim pétky, ale ¢ast fekla Sest, kdyz ucitelka pfi patém kroku prinozila. Ve
tiidé vznikl spor. Cast zaka hajila tezi ,,pét krok* a ¢ast hajila tezi ,,Sest kroktu“. Dan fekl:
,»Ale to, co pocitate jako Sest, neni krok. Tim uz se pani ucitelka nedostane dopredu.
Eva fekla: ,,No, jo.“ Tento argument Zéci piijali a v dalSim za korektni povaZovali pouze
krokovani s pfinoZenim. Presto i po pul roce se v této tiidé stalo, Ze dva slabsi Zaci pfi
vétsim poctu kroktl pfinoZeni zapocitali jako krok.

Experiment 3. O své zajimavé zkuSenosti ndm vypravovala ulitelka ze tfidy D.
Rekla, e dvé divky ji piekvapily, kdyZ misto normélni chiize krokovaly zpisobem
,Jjeden po druhém®. Kazdy jejich krok se sklada ze dvou pohybii, nakro¢eni pravou nohou
a prinozeni levé. Kdyz ndm o tom vypravéla, dodala, Ze se jedna o divky matematicky
velice slabé a zptsob jejich krokovéani hodnotila jako méné vyspély. Tato ucitelka nés
informovala o dvou zkuSenostech, které s krokovanim ziskala jeji kolegyné ve tiidé E.
Zde jedna Zzdkyné na povel ,,Tii kroky, za¢ni, ted!* udélala pouze tfi kroky a zGstala
rozkrocend. Jiny zdk vibec nedé€lal kroky, ale skdkal snoZmo. Tento zplisob pohybu
ucitelka povazovala spiSe za roStarnu nebo predvadéni se zZaka.

Experiment 4. S prosttedim Krokovani jsme sezndmili vysokoSkolské studenty —
budouci uéitele prvniho stupné ZS. I zde jedna studentka pouZila krokovani ,,jeden po
druhém®. Ucitel dal tento zplisob krokovani k posouzeni studentiim a zejména slabsi
studenti jej podporovali s odiivodnénim, Ze je to jistéjsi neZ krokovani s pfinoZenim.

Komentar 2 ke tiem poslednim experimentim. Experimentalni vyu¢ovani ukazalo,
zZe povel ,,.Dva kroky dopredu, jdi!“ je mozné realizovat ¢tyfmi riznymi zpusoby: 1. bez
pfinozeni (figurant konci v rozkroeném postaveni), 2. s pfinoZzenim jen u posledniho
kroku (které neni pocitano jako krok), 3. jeden po druhém (krokem rozumime dva pohyby
— nakroceni a pfinozeni), 4. skoky (figurant skace snozZmo).

V dobé, kdy bylo prostfedi krokovani koncipovano, jsme byli pfesvédceni, Ze vSichni
Zaci budou pouZzivat pouze krokovani s pfinoZenim jen u posledniho kroku. Jiné zpisoby
krokovani, které se u experimentt objevily, se nam jevily jako nekorektni. Nicméné po
dalsim prozkoumanf situace se ukdzalo, Ze zpisob ,,jeden po druhém* nejen Ze ma své
prednosti, ale je z matematického hlediska korektné;jsi a z didaktického hlediska u¢inné;si
nez nas pavodni zptisob. Tyto teze bliZe rozvedeme.

A. Nedostatky zplisobu bez pfinoZeni jsou ¢tyfi: 1. Proces krokovani je neukoncen.
2. Povel ,,.Dva kroky, pak dva kroky, dopredu, jdi!*“ ma obé Casti odliSné. Nebot’ prvni
dva kroky zacinaji ze stoje spatného, druhé dva kroky z rozkroc€eni. 3. Po zavedeni ¢isel
jako adres neni jasné, na které adrese vlastné€ krokujici Zak stoji (jedna jeho noha je na
adrese n a druhd na n + 1). 4. Pfi krokovani bez pfinoZeni vznikd navic nejasnost, kdyz
krokujeme 1 dozadu, napiiklad kdyz krokovdnim modelujeme vztah 3 — 2 = 1.

B. Nedostatky zpiisobu s pfinoZzenim: 1. Nékteré déti pfinoZeni pocitaji jako krok (viz
experiment 2). 2. Ty déti, které prinoZeni nepocitaji jako krok, vidi, Ze posledni krok se
1i§1 od vSech predchazejicich, protoze se skladd ze dvou pohybii. 3. ,,Model Dva kroky,
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pak tfi kroky, dopfedu, jdi!‘“ neni de facto reprezentaci rovnosti 2+ 3 = 5, protoZe pohyb,
ktery reprezentuje soucet 2 + 3, md dvé pfinoZeni, zatimco pohyb, ktery reprezentuje
vysledek 5, ma jen jedno pfinoZeni. 4. V zédpisu 1 + 1 4+ 1 = 3 jsou tf1 jednicky, z nichz
by kazda méla reprezentovat stejny objekt. Pfi krokovani s pfinoZenim je posledni krok
jiny nez dva kroky predchozi. Proto tento zpiisob neni zcela matematicky korektni.

C. Zptsob jeden po druhém je matematicky zcela korektni, protoZe v obou pripadech
(jak krokovani, tak matematiky) jasné plati, ze 1 + 1 = 2 nebo 2 + 3 = 5. Skdkani je
sémanticky pochybné, protoze prikaz, ktery figurant dostane, jasné mluvi o krokovani.

Experiment 5. Ve tfidé B, kde jiz Zaci dokazi krokovat podle poveld, stali Adam
a Eva vedle sebe. Eva odkrokovala povel ,,Tfi kroky, za¢ni, ted!“. Adam mél fici povel
a realizovat jej, aby opét stdl vedle Evy. Adam zopakoval stejny povel, ale tfi kroky,
které udélal, byly tak kratké, ze se k Evé nedostal. Druhy den ve stejné situaci Adam na
stejnou vyzvu fekl: ,,Dva kroky, za¢ni, ted!* a ud€lal dva tak dlouhé kroky, Ze se dostal
do pozice vedle Evy.

Komentar 5. Zvlastni poc¢inani Adama miize byt zptusobeno tim, Ze hoch nechédpe
pravidla hry, nebo i tim Ze zdmérné chce hru trochu narusit. Popsany problém je feSen
etapou: Normovani krokti (znacky na podlaze stejn€ od sebe vzdalené).

DVA VYBRANE DIDAKTICKE ASPEKTY PROSTREDI KROKOVANI

A. Kognitivni specifika operatori. Cislo, které je jednim z prvnich objektd tvoficiho
se svéta matematiky ditéte predSkolniho a rané Skolniho véku, je budovéano v prvni etapé
v uzké vazbé na zivotni zkuSenost zdka. Slovo tii ma pro dité smysl jenom tenkrat, kdyz
je sémanticky ukotveno: tii jablka, tfeti Zidle, o tfi bonbony vice. Tyto tfi zdkladni typy
sémantického kotveni Cisla nazyvame ve shod¢ s (Hejny, Stehlikova, 1999) stav (S),
adresa (A) a operdtor (O). Skolskd matematika, zejména v prvnim ro¢niku, zdéraziiuje
&islo jako stav. Cislo jako adresa nebo operitor se vyskytuje ojedinéle, protoZe toto
ukotveni je nahlizeno jako pfili§ narocné. V naSich experimentech se ukazalo, Ze jak
adresa, tak operator je Sestiletému ditéti dobie dostupna, jestliZe tento typ Cisla zavadime
ve shodé ze zivotni zkuSenosti ditéte. Prostfedi, které je vhodné pro zavadéni Cisla jako
adresy 1 operdtoru, nazyvame Schody. Strucné feceno fiktivni schodi$té reprezentované
¢iselnou osou poloZenou na podlahu ve tfid€ pracuje s ¢islem jako adresou (4. schod =
schod ¢islo 4) a umoZnuje reprezentaci obou typil operdtoru: operator porovnani — napr.
Mirek stoji o 3 shody vySe nez Eliska, operdtor zmény — Jana vystoupila o 3 schody.

B. Krok jako nositel operatoru zmény. Krokovani jako pohyb je béZnou soucasti
Zivota ditéte. Krokovani v rytmu pisné€ nebo fikanky je néco, s ¢im se vétSina Sestiletych
déti postupné seznamuje, a tak dochdzi k postupné synchronizaci kinestetické a akus-
tické dimenze krokovéni. Pro dité, u kterého k synchronu pohybu a zvuku dojde, se tii
kroky provazané fikankou Jedna, dvé, tfi stavaji soucasti budovaného schématu pojmu
tii. Na rozdil od modelu tfi jablka, ktery je 1. konceptudlni a 2. permanentni, je model
tf1 kroky: 1. procesudlni a 2. pomijivy. Tti jablka nakreslend na obrazku umoziuji opa-
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kované vnimani, ale tfi kroky po ukonceni akce zanikaji. Jsou to zfejmé pravé tyto dvé
charakteristiky operatoru zmény, které pozdéji nepfipravenym zakiim puasobi veliké (az
nepiekonatelné) potize pii feSeni uloh s operatorem zmény. Jsme presvédceni, ze ZAaci,
ktefi se s operdtory zmény sezndmi jiZ v prvnich ro¢nicich zékladni Skoly, budou 1épe
pfipraveni na feSeni uloh s operatory ve vysSich roc¢nicich. Didaktickou opodstatnénost
téchto dloh potvrzuje i Vygotského teze, Ze 74k je silné motivovan témi aktivitami, které
spadaji do jeho zony nejblizsiho vyvoje (Vygotskij, 1976). ZkuSenosti nase 1 spolupra-
cujicich uciteld ukazuji, Ze prostfedi Krokovani ma na zaky prvniho a druhého ro¢niku
silny motivaéni vliv.

Poznamka: Miroslava Lebedové (ZS Jakutskd, Praha 10) se s prostiedim Krokovani
seznamila na jednom seminéfi pro ucitele a ndsledujici den ndm napsala: ,,Dnes jsem
s détmi (2. ro¢nik) zkusila krokovat a byly pfimo nadSené. Ted odpoledne jsem na lino
nalepila noticky — vzdalenost jednotlivych krokl — a uZ se t€$im na zitra, jak budeme
pokracovat. Jiz dnes se déti mohly ptetrhnout, abych je vyvolala opét zitra, délaly si
poradnik. Krokovani je bezva nipad.*

ZAVER

Vyhodou prostfedi Krokovéni je, Ze nabizi uciteli velky prostor pro tvorbu vlastnich
uloh (téz kaskadovitych) nejen pro zdky 1. rocniku ZS, ale i pro ziky starSi (v tomto
prostiedi 1ze fesit napf. jednoduché rovnice, ale i soustavy rovnic, vektorové rovnice,
pravdépodobnostni tlohy), coz ndm prostor ¢lanku neumoznil vice ilustrovat.

Pozndmka: Autorka bude zavazana kolegiim, ktefi se jiz bud’ touto nebo podobnou
problematikou zabyvaji nebo chystaji zabyvat, za jejich zkuSenosti, které by poskytli.
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VIDEOZAZNAMY VE VZDELAVANI
(BUDOUCICH) UCITELU MATEMATIKY!

NADA STEHLIKOVAZ

UvoD

Stejné jako se kazdy ucitel zamysli nad tim, jak nejlépe ucit rlizné predméty, i my se
zamyslime, jak nejlépe pripravovat budouci ucitele. V tomto ¢lanku se budeme vénovat
vyuCovani didaktice matematiky. Je to predmét, ktery je vice nez jiné Cisté matematické
predméty ovlivnén osobnosti uditele, jeho zkuSenostmi a jeho presvédcenim.

Na Pedagogické fakulté¢ Univerzity Karlovy 1 v Praze (a jisté 1 na jinych fakultich
pripravujicich ucitele) feSime problém, jak ,.nejlépe ucit didaktiku matematiky, resp.
jak nejlépe ucit budouci ucitele matematiky ucit. Ponechme stranou ted’ otdzku, co to
vlastné znamena ucit dobfe. SpiSe jde o to, jak co nejlépe pripravit studenty pro potieby
jejich budouci praxe. Je jisté, Ze fakulta nemize vychovat jiz hotové ucitele, ani nemutize
pripravit své studenty na vSechny situace, s nimiz se v praxi setkaji.

V minulém Skolnim roce jedna ze studentek zpracovala semindrni praci, v niz shrnula
vysledky dotazniku tykajiciho se ocekavani, ktera studenti maji u predmétu didaktika
matematiky. Ukdzalo se, Ze tato ofekdvani jsou rozmanitd. VétSinou vSak byla, z mého
pohledu nerealistickd. Studenti by si pfdli, aby se ,,naucili ucit“, ,,poznali, jak spravné
reagovat nartizna chovani zakt*, ,,zjistili, jak prfesné€ vyucovat jednotliva témata‘“ apod. To
samoziejmeé neni mozné. Domnivam se, Ze studium na fakulté mize zapocit cely proces
stavani se uéitelem®, ktery pokraduje ddle v praxi a vlastn& nikdy nekonéi. Ukolem
pfedmétu didaktika matematiky v tomto procesu je sezndmit studenty s pojmotvornym
procesem jednotlivych matematickych pojmu ze zdkladni a stiedni Skoly, s vyukovymi
metodami vhodnymi pro matematiku a zejména vést studenty k reflexi vlastni prace
i prace ostatnich uciteld. Tato reflexe jim umozni hluboce promyslet cely vyukovy proces,
pozndvat lépe své zdky a jejich zplisoby mySleni a pozndvani, a tak, snad, neustéle
zlepSovat svou praci ucitele.

ITento piispévek vznikl s podporou grantu MSM 0021620862.
>Univerzita Karlova v Praze, Pedagogick4 fakulta, nada.stehlikova@pedf.cuni.cz
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V posledni dobé fesime otazku, jakym zplisobem lze v ramci predmétu didaktika
matematiky schopnost reflexe rozvijet. Zkusenosti ukazuji, Ze nestaci studentiim predlozit
pedagogicky dokument ¢i uc¢ebnici. Podle mého nazoru jsou nejefektivnéjsi dva zptsoby.

Prvni z nich spociva v analyzdch videozdznamii z vyuky. Analyza videi se v pfipravé
uciteld (i v dal$im vzdélavani ucitelt) v posledni dobé pouZziva ¢im dal vice (napt. Moeller,
2005, Beck, King, Marshall, 2002, Santagata, Zannoni, Stigler, 2007). Zaznam vyucovani
je pomérné realisticky, i kdyZ samoziejmé nemiiZe zaznamenat vyukovou hodinu v celé
jeji komplexnosti. Na rozdil od hospitaci je mozné se k zajimavému useku hodiny
opakované vracet a analyzovat ho z riznych hledisek. No rozdil od pisemného popisu
¢asti vyuky nechava videozdznam interpretaci na kazdém jedinci. Pokud zaznamenévame
hodinu pisemné, uz tim, na co se zaméfujeme a co vynechdvame, provadime urcitou
interpretaci. Video je tedy autentict&jsi.

Druhy zptisob, ¢asové narocnéjsi, spociva v tom, Ze skupina studentil spole¢né pfi-
pravi hodinu, kterou skute¢né odudi.* Nejde viak o vyuCovani v rdmci pedagogické
praxe, ale o jakysi dopln€k k béZné vyuce didaktiky matematiky. Tedy jde o jednorazo-
vou vyuku, zato vSak peclivé pfipravenou a nasledné hluboce reflektovanou. Nazvéme
takovouto vyuku experimentdlni.

EXPERIMENTALNI VYUKA STUDENTU — ORGANIZACE

Experimentélni vyuku studenti, budoucich uciteli matematiky, jsem zorganizovala
v poslednich dvou letech u celkem 9 studentli — dobrovolnikd. Jeji piiprava, realizace
i nasledna reflexe byla organizovana ve volném Case studentil, proto se prihlasili jen
studenti skute¢né motivovani k ucitelské praci. Jejich hlavni motivaci bylo vyzkouSet
si vyuku pred tim, neZ pijdou na vyukovou praxi, a zejména ziskat podrobnou zpétnou
vazbu od své vyudujici i od ostatnich studenti.’

Ve Ctyfech piipadech se na pripravé podilela vZdy skupina studentt, v péti piipadech
si vyuku pfipravil vzdy student, ktery nasledné ucil. Téma hodiny i vék zakt byl dan
moZnostmi nasich spolupracujicich u¢iteld, ktefi ndim vyuku ve své $kole umoznili.®
Pripravu si studenti udélali s pomoci ucebnic a informaci o Zacich, které ziskali od
ucitele.

Vlastni hodinu vedl vzdy jen jeden student. Ve tfidé byli pfitomni néktefi dalsi
studenti, u¢itel a vétSinou i ja. Celd hodina se nahrdvala na video.” Kamera byla umisténa
vpravo nebo vlevo vzadu ve tfid€ na stativu a zabirala pokud mozno celou tfidu. Kamera

30 né&kterych technikdch vyuZitelnych pro rozbory videonahrivek pojednava ¢lanek Stehlikova (2006).

“Urcitou alternativou je tzv. mikrovyucovani, v niz student pfedvede kratkou vyucovaci etudu pred svymi spoluzaky (napf.
Mazicova, 2005/06.) Jednd se o Casove uspornéjsi alternativu, kterd umozZni, aby se vystiidali vSichni studenti, ov§em na druhé
strané jde o neautentickou situaci. Z4ky hraji ostatni studenti a mikrovyu¢ovéni probiha ve vysokoskolské uéebné.

>Tuto zp&tnou vazbu vétsinou u béZné vyukové praxe tak podrobné neziskaji (snad s vyjimkou budoucich ugiteld 1. stupné
ZS a jejich souvislé vyukové praxe).

6Slo vétsinou o kol. Miroslava Hricze, nejdiive ze $koly U Santoiky a nasledn& ZS Taborskd. Tieti §kola, na niZ jsme
experimentalni vyuku organizovali, byla ZS Campanus.

K tomu jsme méli souhlas vedeni $koly a rodi¢d déti.
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se nepohybovala po tfidé, obsluhujici jen obCas priblizil nebo oddalil obraz, aby bylo
vidét, co je napsdno na tabuli nebo co délaji Z4ci.® Nage poc¢dtecni obavy, Ze kamera
a pritomnost n&kolika dalsich lidf na hodin& vyrazné narusi jeji chod, se nenaplnily. Zaci
byli pfedem s touto skuteCnosti sezndmeni a navic Slo o Skoly, v nichZ jsou Zaci zvykli
na navstévy v hodinach.

REFLEXE EXPERIMENTALNI VYUKY A JEJi VYSLEDKY

Okamzité po skonceni vyuky byli vSichni pfitomni vyzvéni, aby sepsali své prvni
dojmy z hodiny. Tato prvni reflexe hodiny (v pfipadé vyucujiciho studenta sebereflexe)
nebyla nijak strukturovana. VEtSinou jsem si ji od studentd ihned vzala, aby ji nemohli
pozdéji doplnit. Zajimaly mé jejich prvni ni¢im nezkreslené dojmy.

Poté bylo nutno okamZité zpracovat videozdznam tak, aby ho kazdy ucastnik hodiny
dostal na CD nebo DVD co nejdiive. Videozdznam se nijak nestiihal ani jinak neupravo-
val. Kazdy ucastnik hodiny byl vyzvan, aby si hodinu prohlédl jesté jednou na pocitaci
a v klidu napsal dalsi reflexi. Pfed tim neprobihala Zadnd spolecna diskuse, aby si kazdy
mohl udélat vlastni usudek. Pokyny k této druhé reflexi byly vZzdy pomérn€ vagni ve
smyslu ,,napiSte cokoli, co vads v hodin€ zaujme, at’ uz negativné nebo pozitivné, co byste
udélali jinak apod.*.’

Néaslednd reflexe byla organizovana vzdy ve skupiné studentd, kteii byli hodiné
pritomni. Je nutné zdaraznit, Ze je nezbytné, aby mezi studenty navzdjem i s vyucujicim
existovaly dobré vztahy. Pti reflexi bylo nutno vytvofit pratelskou a otevienou atmosféru,
v nizZ jsou studenti schopni prijmout kritiku své prace i oteviené kritizovat ostatni véetné
vyucujici.

Spole¢n4 reflexe méla zhruba tuto podobu:!? Vyudujici student shrnul své pocity
z vyuky na zékladé své pisemné druhé reflexe. Pak se k hodiné vyjadfovali i ostatni
studenti a nakonec vyucujici, tedy ja. Kazdy student mohl okomentovat aspekty hodiny
podle svého vybéru. Ja jsem se snazila zdrzet se hodnoceni a spiSe jsem vedla studenty
otazkami ke zdGvodiiovani jejich stanovisek.

Pokud to bylo vhodné, ukdzala se pti reflexi ¢ast hodiny, ktera se diskutovala, pfimo
na videozdznamu. Nikdy se vSak nepfehrdvala celd hodina. Nakonec vyucujici student
dostal pisemné reflexe od ostatnich studentli i vyucujici (tedy ode mé¢). Moje reflexe
hodiny byla vzdy podrobn4, prakticky ke kazdé minuté ¢i ¢asti hodiny, kdy se néco délo.
Obsahovala jak kritické postrehy, tak ocenéni a nakonec byly shrnuty urcité tendence,
které se u vyuky studenta v této hodin& objevily.!! Samoziejmé jsem tuto piileZitost

8Videoz4dznam na jednu statickou kameru se ukézal jako dostateny. Ne viechny Ziky sice bylo na videu slyget, ale ucitele

a zéka u tabule vZzdy.

Reflexe mohou byt i strukturované. Studenti mohou dostat urcité otazky nebo kol analyzovat hodinu z n&jakého hlediska.

10Cel4 reflexe byla se souhlasem studentii nahravana.

llNapf. »,mald aktivizace zdku; fadu otazek, které fesi F. sdm, by zvladli Zaci (hodné se ,nadfe” a déld praci za né);
mald trpélivost v Cekani na odpovéd; p&knd dprav na tabuli, dobfe artikuluje, je ho dobfe slySet, drobné chyby v &esting;
z matematického hlediska v poradku.*.
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vyuzila také k tomu, abych studenty upozornila na urcité¢ didakticko matematické jevy,
které se mi jevi jako dilezité. Zde je napf. jeden takovy zapis mé reflexe: ,,J: Samoziejmé,
Ze vSechny cesty, které vedou ke sprdavnému vysledku, jsou mozné, ale protoZe dneska
mdme déleni desetinnych Cisel desetinnym Cislem, tak si ukdZeme jesté, jak se to MELO
pocitat. Co je toto za zdivodnéni? Pro¢ se to MA takto poéitat? Kdo to rozhodl? Jak
maji Zaci poznat, ktery zpisob je ten nejlepsi, za ktery budou ocenéni?*“ Na zdkladé této
¢asti hodiny jsme pak diskutovali o feSitelskych strategiich zZaki. Podobné€ dvahu o tom,
Ze se ma klast diraz na matematické zdiivodniovani, je mozné provést u uryvku z vyuky,
k némuz jsem si napsala: ,,J. se pta Jak jsi na to prisel?, coz zak interpretuje tak, ze to
md $patné. To je Castd reakce. Zdci si musi zvykat, Ze maji zddvodiiovat i spravn4 fesent.
J. spravné reaguje Jd nevim, jd to prosté nevidim.*

Data ziskana z experimentalni vyuky studentli (véetné naslednych reflexi) jesté nebyla
podrobné analyzovéana. Uvedu tedy jen nékteré prvotni postiehy.

OKAMZITE REFLEXE NASLECHU

VSichni vyucujici studenti méli okamzité po vyuce pomérné nepiijemny pocit a byli
k sob& prehnané kriti¢ti. Zdaraznovali, Ze nestihli, co si pfipravili, a Ze to zfejmé bylo
zmatené. Naopak prihliZzejici studenti méli tendenci vyzdvihovat spiSe kladné stranky
hodiny.

N2 4

k zakam, vyslovnost, hlasitost feci, komunikace se zaky, pohyb po tfid¢, dynamicnost
hodiny apod.). Matematickd stranka byla jen ziidka zminéna.

Studenti si (celkem pochopiteln€) v§imali spiSe toho, jak byla hodina vedena jejich
kolegou, nez toho, co délali Zaci.

Obecné byly tyto reflexe spiSe povrchni a nezminiovaly Zaddné urcité okamziky z ho-
diny podrobnéji.

NASLEDNA REFLEXE VIDEOZAZNAMU VYUKY A JEJi POROVNANI S OKAMZITOU RE-
FLEXI PO HODINE

Nasledné pisemné reflexe studentd mély rozdilnou uroven. Nékteré byly velmi po-
vrchni a bylo na nich vidét, Ze se jejich autor nad hodinou pfili§ nezamyslel a jen
popisoval, co se délo. Na druhou stranu byly 1 reflexe, které se snazily o interpretaci toho,
co hodina obsahovala, pfipadn€ navrhovaly alternativy.

Studenti vétSinou zpocatku vyjadrovali ndzor, Ze staci, kdyz hodinu vidi ve skute¢nosti
a Ze se jejich ndzor prece nemiZe lisit od toho, ktery si vytvori na zdkladé videozaznamu.
To se ukdzalo bez vyjimky jako Spatny pfedpoklad. Studenti (i j4) byli pfekvapeni, jakych
novych véci si na videozdznamu vSimli ¢i jak jinak hodnotili situaci, kdyz ji vidéli pfimo
v hodiné€ a kdy?z ji vidéli na videozdznamu.
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Témér vSichni studenti se v nasledné reflexi, na rozdil od té okamzité, vyjadrovali
1 k matematické strance, tedy zda byly dobfe vybrany ulohy, zda byly poznatky dobte
vysvétleny apod. Ke svym postifehiim zpravidla psali i své zdivodnéni.

Témér vSichni vyucujici studenti méli tendenci hodné prace udé€lat za zaky. Pri feSeni
uloh je vedli krok po kroku, coZ si pfi vlastni vyuce zpravidla neuvédomili. Nékdy
bylo nutno béhem spolecné reflexe projit urCitou ¢ast videozaznamu opakované, aby
k tomu doSlo. V nékolika pripadech vyucujici student doslova vnutil zdkovi u tabule
svou strategii, aniZ by si toho byl védom. Teprve pfi prohliZzeni videozdznamu si z reakci
zéka uvédomil, zZe 74k tuto strategii nepochopil a ze vlastné reaguje jen na dil¢i otazky
ucitele.

Vsichni studenti méli tendence formulovat Zakovy myslenky misto ného. Casto jim
stacilo ,,klicové slovo* od zdka, aby sami formulovali celou strategii, o niZ se domnivali,
Ze ji zak chce pouZzit. Zde je role videozdznamu opét nezastupitelnd. Téchto pfipadu si
ucitel Casto neni védom (sama nejsem vyjimkou) a bez zdznamu neni mozné jej o tom
presvédcit. Napriklad pfi zavadéni operaci se zapornymi Cisly se vyucujici student zeptal
poté, co zopakoval porovndvani zlomkd, jak se budou porovndvat zdpornd &isla. Zak
odpovédél ,,Uplné stejn&.“ a student sam zformuloval cely postup.

Pfi hodin€ si vyucujici studenti Casto nevSimli, Ze maji tendence urychlovat praci
zaka. Napf. studentka si teprve na videu uvédomila to, Ze pri své vyuce Uprav mocnin
Cisel (s¢itdni mocnin se stejnym zdkladem) se opakované snaZzila vést Zaky k tomu, aby
vynechavali nékteré kroky, které podle ni byly zbytecné (,,My uZz to nebudeme v priStich
prikladech takto rozepisovat, vytykat, ale rovnou budeme scitat.* ,,Ptisté uz budeme scitat
rovnou ty koeficienty.*, ,,Zkus to rovnou zpaméti.). Pro zaky vSak toto bylo pfiliS rychlé.

Témér vSichni vyucujici studenti uvadéli, Ze teprve na videozdznamu si vSimli, Ze
napft. Zaci ve tfidé nebyli zaméstndni, protoze pracovali vétSinou jen se Zaky u tabule,
nebo Ze pronéseli pokyny ¢i vysvétleni do doby, kdy méli Zaci pracovat sami, a tim je
vlastné rusili.

Studenti (az na vyjimky) pii své vyuce pouzivali viceméné jen jednu formu prace
(jeden Zdk u tabule, s nimZ pracovali, a ostatni v lavicich) a neuvédomili si, Ze to zacina
byt pro zaky nudné a zZe by méli formu prace zménit. Teprve pfi pohledu na videozdznam
byli schopni vidét hodinu také z pohledu Zdka a vétSinou se vyjadifovali v tom smyslu, Ze
mélo dojit k néjaké zméné.

Samoziejmé si na videozdznamu studenti v§imali svych nepfesnych ¢i nespisovnych
vyjadreni, vyplikovych slov apod., o nichz se v okamzité reflexi nezminovali.

ZAVER
Zavérem je nutné zdiraznit, Ze cilem reflexi neni ukazat, co udélal student ,,dobie*
i ,,Spatné®, ale spiSe vyuzit konkrétni piipady ke zvazovani alternativ, tedy klast otazky

typu ,,jak by tady mohla ucitelka reagovat jinak a pro¢?*, ,,jakd méla tato reakce disledky
a jaké by asi mély dtsledky jiné reakce?*, ,,JJaky jiny postup zde mohl byt zvolen a jaké
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by asi mél disledky?*. Ucitel se pii vlastni vyuce musi rozhodovat v okamziku, béhem
kratké chvilky, a tedy nemtiZze zvazovat prili§ alternativ. Rozhoduje se vSak na zakladeé
své zkuSenosti, kterou ziskal v podobnych situacich, a prave rozbor videozaznami a oka-
mzikl z vyucovani muze takové zkuSenosti vyznamné obohatit (a v pfipadé budoucich
ucitelli matematiky neexistujici zkuSenosti doplnit).

Vyhody vyuZiti videozdznamu ve vyuce budoucich ucitelli matematiky byly nazna-
¢eny nahofe. Samoziejmé 1ze najit 1 nevyhody. Tou nejvétsi je asova narocnost celého
procesu, kterd prakticky neumoziuje jej provést v rdmci bézné vyuky didaktiky mate-
matiky. Proto bude experimentdlni vyuka studentli v piiStim semestru organizovana opét
pro dobrovolniky v rdmci jejich vyukové praxe ve 4. ro¢niku.

Nutnou podminkou pouZiti videi je citlivé vedeni ndsledné diskuse. Nesmime vytvorit
dojem, Ze hodnotime studenta jako budouciho ucitele. Kone¢né, mame také k dispozici
jedinou vyucovaci hodinu a navic ve tiidé¢, jejiz zdky student neznd. Jde spiSe o to,
poskytnout studentovi konstruktivni zpétnou vazbu, jaké jsou tendence jeho tvoriciho se
vyucovaciho stylu, na co si ma davat pozor, co by mél naopak posilit apod.

Analyzy vyuCovacich hodin jak vlastnich, tak hodin jinych ucitelt pfinasi uciteli
1 budoucimu uciteli inspiraci pro jeho vlastni préci, ale zejména se jimi uci reflexi vyu-
covdni a sebereflexi, kterd by méla byt nedilnou soucdsti kazdodenni praxe (napt. Tich4,
HosSpesova, 2005).
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SHODNA ZOBRAZENI POMOCI CABRI!

JIRi VANICEK?

Hledani novych metod a organizace vyuky matematiky, aby byla zaméfena na klicové
kompetence, otevird nové moznosti pohledu na oblast pocitacem podporované vyuky
v Ceskych Skolach. V soucasné dobé je cela rada uciteli absolventy modulu Skoleni
,JCT ve vyuce matematiky* v ramci SIPVZ ¢i jinych odbornych kurzii matematického
software. Ti jsou sezndmeni s mozZnostmi vyuZiti informacnich technologii pfi vyuce
a potfebuji vidét ukazkoveé zpracovanou vyuku podporovanou pocitacem. Staci jim vi-
dét alespont nékteré zpracované celé tématické celky, aby si mohli udélat konkrétné;si
predstavu o vedeni a organizaci vyuky a aby byli schopni, zpoc¢atku na zdkladé analogie,
po nabyti vlastnich zkuSenosti tvofivym zpisobem vlastni vyuku pfipravovat a pozdéji
i planovat a promitnout do tvorby svych nebo $kolnich vzdélavacich programii.

V ramci projektu ESF ,,Podil u¢itele matematiky 2. stupné ZS na tvorb& Skolniho
vzdélavaciho programu® byly pro Skolici modul Cabri pro mirn€ pokrocilé vytvoreny
materidly, které celistvym zptisobem piedkladaji predstavu, jak l1ze cely konkrétni téma-
ticky celek ucit bud’ za dopliiujici podpory pocitace, nebo i z podstatné ¢asti zalozené
na praci s pocitacem. Takto byla zpracovana a frekventantim kurzu jsou poskytovana
dvé témata: ,,Konstruk¢ni dlohy* a ,,Shodnosti a osovd soumérnost®. Pravé druhé zmino-
vané téma bylo predmétem pracovni dilny v ramci konference. Tento ¢lanek seznamuje
s hlavnimi mysSlenkami a obsahovou néplni pracovni dilny.

Nasledujici vybér uloh je fazen chronologicky tak, jak by bylo mozno vést vyuku
tématického celku. V textu jsou zminovany pouze ty ulohy, které predstavu;ji urcitou me-
todu nebo pristup, ktery neni tradicni nebo bez pocitace obtizné nebo zcela neresitelny.
Jinymi slovy, nejsou zde uvedeny ulohy, které ucitele matematiky po sezndmeni s Cabri
automaticky napadnou, napf. dlohy vyuzivajici Cabri jako pomicku pro rychlé a presné
rysovani (misto rysovani na papir), nebo jako ucitelovu demonstracni pomucku (s pii-
pravenou hotovou konstrukci, slouzici k vykladu nebo pti dokazovéani nékterého tvrzeni,

'Clanek je souddsti feSeni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP ¥
2Jiho&eskd univerzita v Ceskych Bud&jovicich, Pedagogick4 fakulta vanicek @pf.jcu.cz
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pripadné s konstrukci nehotovou, jejiz ¢ast ucitel predvede pred tiidou na pocitaci misto
rysovani na tabuli).

SHODNA A NESHODNA ZOBRAZENI

ULOHA: VZOR A OBRAZ VE SHODNEM ZOBRAZENI

Obé kiivky jsou stale shodné.
Pohybujte €ervenymi body na modré elipse.

Obr. 1

Na obrazku jsou zkonstruovany dvé elipsy, jedna je obrazem druhé. Vzor lze libo-
voln€ ménit (pfemistovat, ménit tvar tazenim za defini¢ni body kiivky, tfeba 1 zménit na
hyperbolu). Zak vidi, Ze a& se tvar kiivky méni sebebizarngji, obraz je vzdy shodny se
vzorem.

Cilem ulohy je ukdzat zakiim, Ze i pomérné slozité kiivky, jako jsou kuZelosecky,
mohou byt shodné, 1 kdyZ nejsou ,,rovnobézné*. DalSim cilem je vyuZzit manipulace
experimentdlnim hleddnim tvaru vzoru tak, aby obé kiivky splynuly. Vzhledem k tomu,
Ze se jednd o otoceni o 60°, tvar vzoru bude muset byt kruznici. Cilem dlohy neni uréovat
druh pouzitého zobrazeni.

NESHODNE ZOBRAZENI

Obr. 2: Manipulace se vzorem a obrazem v neshodném zobrazeni
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Aby zak lépe chapal pojem shodné zobrazeni, je tieba mu hned zpocatku ukazat
néjakou ,,rozumné se chovajici® neshodnost. Dle naseho ndzoru nestaci ukizat napf.
podobnost, ale opravdu naprosto odliSné tvary vzoru a obrazu, aby bylo evidentni, Ze
nejde o jeden a tentyZ obrazec, jen pfemistény nebo pfiblizeny &i oddédleny. Z4k dostava
bezprostredni zkuSenost, Ze zobrazeni je vztah mezi dvéma objekty.

74k si pfi manipulaci s trojihelnikem v§imne, Ze jeho obraz md také tii ,,vrcholy* a tfi
,strany* a muze objevit topologické souvislosti. MiZe zjistit, Ze pohybuje-li vrcholem
vzoru po jedné ,,strané*“ obrazu, vrchol obrazu se bude pohybovat po strané trojihelnika,
zak tedy muaze vidét jakousi provazanost vzoru a obrazu. Pfitom je zbytecné zZakovi
sdélovat jakékoliv informace o povaze tohoto konkrétniho zobrazeni.

SHODNOST JAKO ZVLASTNI PRIPAD NESHODNOSTI

. ’
/ oviadat  /

Obr. 3: Ovladac dokaze zménit smér osy a ,,zkosit™ pivodni osovou soumérnost

Na obrazku 3 je, zd4 se, konstrukce obrazu ¢tverce v osové soumérnosti. Je mozno
manipulovat ¢tvercem - vzorem i osou, obraz je vZdy shodny se vzorem. OvSem po-
tdhnutim za ovladac 1ze doposud kolmy smér osy k hlavnimu sméru zobrazeni zménit,
takZe osova soumé&rnost piechdzi v osovou afinitu. Zak se mdZe pokusit vratit ovlada¢ do
takové polohy, aby neshodnost opét presla ve shodnost, a pfemistit vzor tak, aby mohl
vizualné zkontrolovat, zda vzor a obraz jsou totozZné ¢i nikoliv.

Uloha ukazuje blizkost pojmu shodné a neshodné zobrazenf a Zdkovi umozZiiuje v in-
tuitivni podobé nahlédnout hranici, ktera tyto pojmy od sebe oddé€luje. Podobnych tiloh
1ze nalézt vice 1 bez pocitae (napf. prechod zobrazeni ve valcovém zrcadle v rovinnou
soumeérnost ,,rozbalenim* valce do roviny nebo experimenty se zobrazovanim v mydlové
blané v draténém oku a na bublin€), ovSem v redlnych prikladech byva velice obtizné se
pokusem s neshodnosti limitné bliZit ke shodnému zobrazeni.

OSOVA SOUMERNOST

OVERENI SHODNOSTI MERENIM

Praktické ulohy s ovéfovanim geometrickych poznatkii méfenim mivaji velké obtiZe
v nékterych prikladech hraniCici az s neregulérnosti pouzit€ho postupu. Napf. ovéfeni
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soutu vnitfnich Ghld trojihelnika pomoci thloméru je slozeno ze tfi méfeni, kazdé
s chybou 0,5°, tedy celkovd chyba méfeni je 1,5°. Takové aktivity vnimavého Ziaka
t€Zko presveédci. PocitaC umi méfit presné, ovéreni poznatkd je prikazné, s konstrukei je
moZno manipulovat, a tfm potvrdit tvrzeni pro mnohem vice poloh objekti. Zdk miiZe
nejen mérit a ovérovat, ale také objevovat pro ného nové postupy (konstrukce obrazu
v osové soumérnosti mu nemusi byt sdélena, miiZe ji z hotové konstrukce vypozorovat
a méfrenim overit).

Zda se, ze je nevyhodou, kdyz Cabri umi sestrojit obraz v soumérnosti ,.kliknutim na
tlacitko*. Vypada to, Ze Zak pak nepotiebuje a tudiZ se nenauci algoritmus k sestrojeni
obrazu. Pfi vhodné vyuce je ale naopak mozné nechat zaky tento algoritmus objevovat
a Cabri vyuzit jako prostredi pro ovéfovani zakovskych hypotéz. Méni se pak zddanym
smérem cile vyuky matematiky obecné od uceni se zvladnout algoritmus k objevovani
vztahli mezi objekty a k rozvijeni prislusnych mentalnich schopnosti jedince.

HLEDANI OSY SOUMERNOSTI

V hotové konstrukci jsou dany dva trojihelniky, vzor a obraz v osové soumérnosti se
skrytou osou, cilem je nalézt tuto osu. ProtoZe obrazek je dynamicky, je moZno najit osu
,prekiizenim* vzoru a obrazu a néisledné diskutovat o obecnosti takové konstrukce osy
jako spojnice samodruznych bodi — prisecikli vzoru a obrazu.

Uloha m4 v&tsi u¢inek tehdy, kdyZ se Zzdci dosud neuéili konstruovat obraz v osové
soumérnosti a jsou stdle ve stadiu prizkumu. Néktefi z nich pak pouziji experiment, tedy
metodu, kterou ucitel v této uloze nepouzije nikdy: sestroji si novou libovolnou osu,
sestroji obraz v osové soumérnosti a nisledné manipuluje s osou do polohy, kdy novy
a stary obraz splynou.

pokusna osa

N

A B’
B

Obr. 4: Urceni osy soumérnosti dvou trojihelnikii pokusem

POCET OS SOUMERNOSTI

Experimentélni hleddni poctu os soumérnosti u pravidelnych mnohothelniki lze
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pouzit predev§im u mladsich zak, ktefi neznaji vlastnosti osové soumérnosti. Otacenim
osy se zak snazi ztotoZnit vzor s obrazem. Podobnym postupem miiZe byt feSena tloha,
jak se bude pohybovat obraz, jestlize se osa otoci napt. o 180°. Bez zkuSenosti a bez
dynamického modelu je tato iloha obtiZzna i pro vysokoSkoldka.

VICENASOBNA OSOVA SOUMERNOST

Jednoducha manipulace se vzorem (tfeba pouhé tdhnuti vzoru po pfimce) ukaze
chovéni obrazli podle riznych os. Uloha mtze vydustit v tkol vytvofit dalsi obrazy za
podminky, Ze je zakdzano rysovat dalsi osy.

KONSTRUKCE OBRAZU S OMEZENYMI NASTROJI

Cabri umoZznuje omezit nabidky konstrukénich ndstroja, takZe je mozno napf. odstra-
nit nastroj Osova soumérnost. Pfi takto omezené nabidce (nebo jesté vice omezené, kdy
Cabri neobsahuje ani nastroj Kolmice) se uloha sestrojeni obrazu provadi stejnym (nebo

vvvvvv

PROJEKTY

SOUMERNA PISMENA

Zadani problémové ulohy zni: sestrojte pruzné pismeno A (T, K, H, M apod.) tak,
aby jej bylo moZno riizné natahovat a pritom ztistalo soumérné (viz obrazek).

Obr. 5: Projekty Soumérna pismena, Pohyblivy obrazek.

POHYBLIVY OBRAZEK. POUZITIi SHODNEHO ZOBRAZENI JAKO KONSTRUKCNIHO KROKU

Pro 7éky posSilhdvajici po vypocetni technice mohou projekty zalozené na dynamic-
kych zakonitostech geometrické konstrukce byt odrazovym mistkem k vyuZiti pocitace
nejen konzumnim zpisobem a k propojeni matematiky s poc¢itacovymi aktivitami a praxi.
Sestrojit ruské kolo na obrdzku jako ota¢ivou kruznici neni v Cabri nijak obtizné. Pro-
blematiCté;si je zajistit, aby gondoly kola visely stale ve svislém sméru. Namisto opako-
vanych konstrukci 1ze pouZit jednoduchy princip: gondoly sestrojit jako obrazy statické
gondoly v posunuti. Vektory posunuti jsou pritom proménlivé, jejich pocatecni body jsou
umistény na pevné gondole a koncové body na odpovidajicich mistech kola.

Princip pouziti zobrazeni jako konstrukéniho kroku je bez pocitace nerealizovatelny,
protoZe pii standardni konstrukci se musi nejprve rysovat jednotlivé body a z jejich
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obrazii teprve obraz objektu vytvofit (a také fada pocitacovych aplikaci nevytvoii obraz
objektu v jednom kroku; v tom je Cabri nepfekonéna).
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JAK TVORIT ULOHY!

MARTA VOLFOVA?2

ULOHY NA PROCVICOVANT ALGORITMT

Tyto dlohy ucitelé bézné pfi svych hodinach vytvareji. Vyhodnou pomtckou jsou
riizné tabulky (napf. tabulka z uebnice E. Cecha pro 1. roénik gymndzii zr. 1946), v nichZ
jsou umisténa Cisla (pfirozend, celd, desetinnd, zlomky, . . . aj.) nebo algebraické vyrazy.
Ulohy lze tvofit lehce zad4nim napf. dvou sloupct (,,Seéti &isla, kterd Jsou umisténa v 3.
a 4. sloupci v témze fadku; od prvniho do posledniho fadku®). Zaci odpovidaji hned —
bud’ na vyzvu ucitele nebo podle stanoveného poradi. (Tabulku lze vyuZit vyhodné i za
pouZziti zpétného projektoru ¢i dataprojektoru a ,,masek®, které dovoluji promitnout jen
nékolik cifer.)

POZNAMKA: VYUZITI KARTICEK

Neékdy déti nelibé nesou, kdyZ nejsou dostateéné Casto vyzvany odpovidat na tkoly,
u nichzZ znaji odpovéd. Pomoci mohou karti¢ky s &isly, jimiz pak vytvéieji vysledek
a zvednutim karti¢ek ho oznamuji. (Pro ucitele to predstavuje zaroven zpétnou vazbu,
zda a jak z4ci ucivo ovladaji.) Vhodné je, aby kazdy zdk mél 2 soubory ¢islic od 0 do 9,

'Clanek je souddsti feSeni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé gVP.Ef

2PdF UHK, Marta.Volfova@uhk.cz
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znak pro +, —, také karticky ANO, NE a pro vybér nabizenych vysledki karticky A, B,
C (ty by se mély barevné na lici liSit a rub mit stejny).

Napf.: Vytvor dvojciferné cislo dé€litelné tiemi, jehoz posledni cifra je 7. Je Cislo
12342 délitelné tfemi? Ctyfmi? Deviti?

Pro zaokrouhlovani a dalsi préci s Cisly je vhodné vyuZzivat pokladnich listka (faktic-

kych nebo modelovanych na pocitaci) — napt. u tloh typu: stac¢i na tento nakup 200 K¢?
Kolik (asi) dostanu nazpét na 500 K4?

MOTIVACNI ULOHY K ALGEBRE

Vhodné jsou tlohy na nalezeni néjaké pravidelnosti pti operacich s ¢isly, kterou pak
algebraicky provéfime (dokdzeme).

Napft.: Napi$ tii po sobé jdouci &isla, od druhé mocniny prostiedniho ¢isla odecti
soucin krajnich Cisel. Jaky je vysledek? Proved totéZ s jinou takovou trojici. Co vychazi?
Je tomu tak vzdy?

Pi.: Ctyfi po sobé& jdouci &isla, ode&ist soudiny krajnich a prostiednich &fsel.

Pt.: Pét po sobé jdoucich Cisel; od druhé mocniny prostiedniho odecist soucin krajnich
Cisel.

Jinou skupinu uloh tvori hiicky ,,Uhodnu &islo*: Kazdy zak si mysli néjaké Cislo,
ucitel dava piikazy, napt. ,,vyndsob své myslené Cislo dvéma, pricti 8, vysledek opét
vynédsob dvéma, vydél vysledek ¢tyfmi a sdél mi, jaké Cislo vySlo — ja feknu, jaké bylo
to mySlené.*

Veliky motivacéni uspéch ma ,,Uhodnuti data narozeni.* (Poradové Cislo dne vynasob
dvéma, vysledek deseti, pricti 73, vysledek vyndsob péti a pricti poradové Cislo mésice.)

Vhodnost algebry ukézi i ulohy, které feSené bez jeji pomoci jsou zdlouhavé:

Napt.: PripiSi-li za pfirozené Cislo urcitou cifru, ziskam &islo, které je rovno souctu
ptivodniho ¢isla, hledané cifry a soucinu ptivodniho ¢isla s hledanou cifrou (napt. 15;
159 =15+ 94 15+ 9). (Kvant, 1980, ¢. 12).

Jinym piikladem jsou ,,rychlé zplisoby ndsobeni“ (99 - 101 = 100? — 1 apod.) nebo
umociiovani (252 = 2 - 3 - 10% + 25)

NESTANDARDNI ULOHY (LOGICKE, ZEBRY APOD.)
Mnohé déti zaujaly ulohy typu ZEBRA. Lze je vytvaret opravdu ,,ze Zivota“. Staci
se porozhlédnout po svém okoli, détech, psech v sousedstvi, kolegynich, . ..

Zajimavé je téZ doplnovani tabulky vysledki zapast, kde zname jen nékteré vysledky
(Ize vyuzit skutecnych vysledki)



180 M. Volfovd: Jak tvorit ilohy

Pt. (MO)
£ G | ML H
L | =]3:0 Tl .. 3wyhry
C X 2:3 ... 1wyhra, | remiza, 1 prohra
Il x 3:3 ... lwyhra, | remiza, 1 profhea
H H 1:4d ..., 0wvher, 0 remiz, 3 prohey

Pf. (MO) V utkani ziskalo 1. druzstvo 7 bod, 2. jen 5 bodi, 3. pak 3 body. (Hrélo
se “kazdé s kazdym”; za vyhru 2 body, za remizu 1 bod, za prohru 0 bodt.) Kolik bylo
druzstev a kolik bodu ziskalo posledni?

ULOHY § CISLY, ZISKANYMI MERENIM, VAZENIM, ZAOKROUHLENIM

Tyto dlohy uditel béZné vytvari Casto ve spojeni s praktickymi ¢innostmi zakul. Je
tieba vzdy uvazit, jak pfesny maze byt vysledek. Casté jsou chyby — napf. u piikladu
,,Pramér kruhového zdhonu ma byt 2,4 m. Urcete, kolik dodat zeminy, aby byl vysoky
20 cm*, udala studentka vysledek 0,90432 m?, jind dokonce 0,9047786 m3! Podobné
chyby se ovSem vyskytuji i v béZnych sbirkach tloh i uéebnicich.

MATEMATICKE ULOHY A REALITA (A POHADKY)

Casto se uvadi, 7e by kazdé téma mélo za¢inat motivaci a koncit aplikaci (kterd ovSem
miva sama velkou motivacni silu, pokud odpovida realit€ a chdpani a zkuSenostem déti).

U aplikacnich uloh je tieba vzdy uvazit jejich redlnost. Uvedu zde 2 velice nevhodné
ulohy.

,Pepik a Karel béhaji na atletickém ovalu. Karel obéhne jedno kolo za 6 minut,
Pepikovi to trva 10 minut. Za jak dlouho se opét oba setkaji na startu, jestlize oba vyb&hli
ve stejny okamZzik? Kolik kol kazdy ubéhne?*

Uloha jen 74d4 aplikovat nacvi¢eny postup pro hleddni nejmensiho spole¢ného na-
sobku. S realitou nemé spolecného nic - vzdyt se predpoklada, Ze hosi bézi pil hodiny
stile stejnou rovnomérnou rychlosti (!). Kdybychom odhadli, Ze ovdl m4a asi 1000 m,
musel by Karel (zdk 6. ro¢niku?) ubéhnout do nového setkédni na startu 5 km.

Podobné dloha: ,,Chlapci méli natdhnout mezi dvéma stromy drat. Ten, ktery pouZzili,
méfil 105,4 cm, ale byl o0 0,432 m kratsi, nez bylo potfeba. . . “ MizZe zdk pak povazovat
$kolni matematiku za smysluplnou, uZite¢nou a vyzadujici mysleni? Uloha 74d4 mezi
stromy natdhnout drat 0 43 cm a 2 mm del3{! — Uloha oviem Zékovi vlastné fika: nemysli,
neuvazuj, preved na stejné jednotky a secti ziskana desetinnd ¢isla, jak jsi byl trénovan.

Nékdy se dd maskovat neredlnost tiloh ¢i nesmyslnost popisovanych ¢innosti vyuzitim
postav Hloupého Honzy ¢i Mata a Pata (jak tomu bylo napft. v dloze 55. MO-Z7-1-1).
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Jind je situace, kdy matematickou ulohu vlozime do pohadkového déje, aby ziskala
pro déti vétsi pritazlivost. Tady déti chdpou, Ze nejde o realitu, ale uloha je pro né
zajimava.

Pt. z ulohy MO 2000/01, Z5-1-1

Nékolik oblasti, nabizejicich fadu zajimavych uloha:

Polyomina, Sachovnice, kalendéf, koza na provaze

Napft.: Kolik existuje riznych tvari tetramin, pentamin, hexamin?

Kterd hexamina jsou sitémi krychle?

Kterd pentamina jsou sitémi ,,oteviené krabicky* (krychle)?

Kterymi tetraminy lze ,,vyloZit* Sachovnici 4 x 4, 6 x 6?

Kolik ¢tverct (obdélnikil) sloZzenych z celych ¢tvercovych policek Ize najit na Sa-
chovnici 5 x 57

Muze byt rok, kde neni ani jeden patek 13.:

Je-1i Novy rok v pondéli, na ktery den ptfipadne 24. 12.?

Jak uvazat kozu, aby v trdvniku spdsla kruh, ¢tverec, obdélnik?

AKTUALNI REALNE ULOHY

Ulohy vztahujici se k oblastem:

— cestovani (vlak, MHD, Skolni vylet; prace s mapou)

— poStovni sluzby

— telefonovani (porovnani cen a vyhod rtiznych operatort)

— dovolend (katalogy cestovém)

— péce o domdcnost (malovani, natirdni, tapety; spotieba plynu, vody, elektfiny aj.)
— péce o psa

— péce o zahradu

— vafeni (kuchaiské recepty)

— ekologie

— ptiroda (rekordy pfirody)

— sportovni tématika

— finan¢ni matematika (slevy zbozi, plijcky, leasing, valuty,. . .)
— statistické prazkumy

Tyto tdlohy mohou vytvaret Zaci sami. Lze vyuZivat statistické rocenky, reklamni
materidly obchodnich domi, bank, cestovek, jizdni fady, idaje z novin a ¢asopist aj.

Mnohé z uloh pak mohou byt pfedstupném — pfipravnou fazi — pro projekt, ktery lze
v dalSim obdobi na Skole uskutecnit.

Vytvéreni a feSeni takovych dloh je velmi potfebné — z rtiznych mezinarodnich
prizkuma se ukazuje, Ze pravé v feseni podobnych praktickych tloh ,,ze Zivota® jsou
nasi Zaci Casto bezradni, zatimco pii ,,sterilnich* matematickych tlohéch, kde je vSe jasné
dano (a ¢asto jde jen o spravné vyuZiti znimého vzorce ¢i algoritmu), jsou vyborni.
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Vhodné je vytvaret takové ,,zivotné* ulohy, kde zZak navic musi potfebné udaje sam
dohledat v pfilozenych autentickych materidlech. (Témi mohou byt rtizné reklamni ma-
teridly, zarucni listy, jidelni listky, cestovni fady aj.).

Sami autofi uloh maji dobfe znat oblast, v niz tlohy tvori —1 zaci by s ni méli mit urcité
zkuSenosti a tlohy by mély byt pro né (aspon do urcit€ho stupné) osobné vyznamné.
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PRACE S MATEMATICKYMI TALENTY
JAKO SOUCAST PROJEKTU ESF!

JAROSLAV ZHOUF, LUCIE RUZICKOVA?Z

NAPLN DILNY

V soucasné dob¢ je ve vyuce matematiky kladen znacny dliraz na vyuziti t€ch vyu-
¢ovacich metod a postupti, které podporuji rozvoj samostatného mysleni zakt, zejména
na podnétnou praci s matematickymi tlohami. DtleZitou roli zde vSak hraje i matema-
ticka uloha samotnd, kterd nadale ziistava zakladnim materidlem a zaroven i pracovnim
nastrojem ucitele matematiky. Pokud ma ucitel v zasobé dostate¢ny pocet zajimavych ma-
tematickych tloh, ma moznost vhodné jimi obohacovat hodiny matematiky, a stimulovat
tak rozvoj tviir¢iho matematického potencidlu zakd.

Hlavnim cilem této pracovni dilny je nabidka ucitelim matematiky, jak by mohli
roz$ifit svou zdsobu o nékolik takovych zajimavych uloh a naznacit moznosti jejich
vyuziti v hodindch matematiky. Predkladané tlohy se mizou stit vychodiskem pro préci

!Clanek je souddsti feSeni projektu ESF: Podil ucitele matematiky ZS na tvorbé SVP ¥
2Univerzita Karlova v Praze, Pedagogicka fakulta, jaroslav.zhouf @pedf.cuni.cz, Lucie_Ruzickova@seznam.cz
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s talentovanymi zaky v ramci vyuky matematiky v bézné tfidé nebo ve tfidé se zaméfenim
na matematiku, pii vhodném pedagogickém vedeni vSak muzou slouZit ke zpestieni
hodin matematiky obecné v jakékoli tiidé. Zadn4 z tloh nevyZaduje zdlouhavé vypodty
ani vyuZziti specifickych matematickych znalosti, kli¢em k nalezeni feSeni je vzdy spiSe
schopnost podivat se na zadani s ur¢itym nadhledem, proto se prace s t€émito tlohami miiZe
stat napiiklad i soucasti diagnostickych ¢innosti sméfujici k identifikaci matematického
talentu. Kazda z tloh reprezentuje urcity typ, ktery nabizi celou fadu variant, a mize se
tedy pro ucitele stat inspiraci k obménovani.

NEKOLIK ZAJIMAVYCH ULOH
Vsechny déle uvedené tlohy byly inspirovany publikaci [1].

I Je dan kus dfeva tvaru obdélnika s rozméry 8 cm a 18 cm. Tiemi fezy rovnob€znymi
se stranami obdélnika jej rozdélte tak, aby se ze vzniklych casti dal sestavit Ctverec.

.

2 Obsah malého &tverce je 3 cm?. Jaky je obsah velkého &tverce?

3 Dva shodné jednotkové Ctverce se prekryvaji, vrchol jednoho z nich je umistén ve
sttedu druhého. Urcete obsah vybarvené ¢4sti.

Ve . pd e v /7 l L L L M4 4 v . e . () O v
4 Ktera z racionalnich Cisel 3, 5=, &7, 355 maji nekonecny desetinny rozvoj? Muzeme to

rozhodnout, aniZ bychom tento rozvoj ur¢ovali?

5 Deset zaku piSe test. Sedi kolem kulatého stolu a opisuji, takze miZeme predpokladat,
7e bodovy vysledek kazdého z nich bude primérem bodovych vysledkl jeho dvou
sousedd. Kolik nejméné testli (a které) musi ucitel opravit, aby mohl vSechny zdky
ohodnotit?

S5*a n zakl piSe test. Sedi kolem kulatého stolu a opisuji, takZze miZeme predpokladat,
Ze bodovy vysledek kazdého z nich bude primérem bodovych vysledkl jeho dvou
sousedd. Kolik nejméné testli (a které) musi ucitel opravit, aby mohl vSechny zaky
ohodnotit?

5*b Deset zakl pise test. Sedi v fadé vedle sebe a opisuji, takZe bodovy vysledek kazdého
z nich bude primérem bodovych vysledkl jeho sousedili. Jak budou vypadat bodové
vysledky zaka?
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5*c

6*

8a

8b

8*a

8*b

Sto zaku pise test. Sedi v deseti fadach po deseti a opisuji, takze bodovy vysledek
kazdého z nich bude primérem bodovych vysledkil vSech jeho sousedli (sousedem je
kazdy, kdo sedi vedle daného zdka, pred nim, nebo za nim). Jak budou vypadat bodové
vysledky z4k(?

Najdéte ptirozené Cislo, jehoZ prvni Cislice je 1, aby platilo: pfesuneme-li prvni ¢islici
na konec daného ¢isla, ziskame Cislo trikrat vétsi nez Cislo pivodni. Kolik takovych
Cisel je? Jak vypadaji?

Najdéte ptirozené Cislo, jehoZ prvni Cislice je 2, aby platilo: pfesuneme-li prvni ¢islici
na konec daného cisla, ziskdme Cislo tfikrat vétsi nez Cislo plivodni. Kolik takovych
Cisel je? Jak vypadaji?

ng N1 N2 N3
2 0 2 O
poctu nul ve spodnim fadku, n; (= 0) je rovno poctu jednicek, ny (= 2) je rovno poctu
dvojek, n3 (= 0) je rovno poctu trojek.

Ctyi¢lenny zapis ma tu zajimavou vlastnost, Zze ng (= 2) je rovno

Najdéte dalsi takové Ctyfélenné zapisy. Podobné dopliite nasledujici zéapisy:

No || Mo N1 | Mo N1 N2 ||Np N1 N2 N3 Ng N5 Ng N7

Jaky nejvétsi rovnostranny trojihelnik miizeme vepsat do pravidelného Sestidhelniku?
Jaky nejvétsi pravidelny Sestidhelnik miiZeme vepsat do rovnostranného trojihelniku?
Jaky nejvétsi rovnostranny trojihelnik mizeme vepsat do Ctverce?

Jaky nejvétsi rovnostranny trojihelnik mizeme vepsat do pravidelného pétithelniku?
Jaky nejvétsi Ctverec mizeme vepsat do rovnostranného trojihelniku?

Jaky nejvétsi ctverec miizeme vepsat do pravidelného Sestidhelniku?

Velkd kruznice ma polomér 1, kazda ze ¢tyt shodnych malych kruznic se dotyka velké

kruznice a dvou sousednich malych kruznic. Jaka nejvétsi kruznice se vejde do diry
uprostied?
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9* Reste stejnou dlohu pro nasledujici obrazky. ’ ’

*

10 V8echny hvézdicky oznacuji stejné Cislo. Dopliite:  — ¢ = 3.
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186



Dalsi prispévky

PREHLED EVALUOVANEHO VYUKOVEHO
SOFTWARE DISTRIBUOVANEHO FIRMOU
ELKAN, SPOL. S R.O.

Mathematica predstavuje programovy systém pro prova-
déni numerickych i symbolickych vypocti a vizualizaci dat.
Silnou strankou tohoto systému je vlastni programovaci jazyk
na bazi jazykd umélé inteligence. Diky tomu Mathematica na-
chazi Siroké uplatnéni v praxi zejména v oblastech védecko-
technickych vypocta, statistickém zpracovani dat, finanénim
managementu atd. Jednotné koncepce systému umoziuje stu-
dovat zavislost matematickych modeli realnych systémi na
parametrech jak symbolicky (parametry jsou reprezentovany
napf. pismeny) tak numericky (pro konkrétni ¢iselné hodnoty
parametrt). Tim se Mathematica stava nejen mocnym nastro-
jem pro vyzkum a vyvoj, ale téZ nazornou pomuckou pro vyuku matematiky a fyziky na
vSech stupnich skol.

//////

partii, jako je napiiklad diskuse feSeni rovnic a nerovnic zavislych na parametru, rov-
nice a nerovnice s absolutnimi hodnotami, logaritmické, exponencialni a linearni lomené
funkce, rovnice a nerovnice, analytickd geometrie, kombinatorika, ivod do diferenci-
alnitho a integralniho poctu a zdklady statistiky. Ve stfedoSkolské fyzice 1ze napriklad
sledovat zavislost trajektorie Sikmého vrhu na uhlu a pocatecni rychlosti, zobrazovat
zavislost rychlosti téles po srazce v zavislosti na poméru jejich hmotnosti, prostiednictvi
animace lze také 1€pe vysvétlit kmitavy pohyb a dalsi jevy.

JednoduSe modelovatelné jsou i aplikace v elektiin€é a magnetizmu. V rdmci samo-
statné prace studenti mohou snadno statisticky vyhodnocovat vysledky svych méteni
z fyzikélniho praktika. Vzhledem k tomu, ze systém Mathematica podporuje nasledujici
programovaci techniky: procedurélni (jako napt. C, FORTRAN, nebo Pascal), funkcio-
nalni (Jako napt. Lisp) a logické programovani (jako napt. Prolog), je také vhodny pro
vyuku programovini. Uvodni kurz programovini je veden v jazyce systému Mathema-
tica napt. na ETH v Curychu (Svycarsko) a Illinoisské univerzité v Champaign-Urbana
(USA). Ucitelé schopnosti a moznosti programovani oceni zejména pfi vytvareni hro-
madnych zadani domécich tkoll a pisemnych praci (1ze naptiklad generovat individudlni
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zadani kazdému studentovi, aby se zabranilo opisovani, a zaroven pro ucitele generovat
feSeni pro snadnou opravu).

Jazyk systému Mathematica je navrzen tak, Ze umoZiiuje velmi snadnou manipulaci
s grafickymi objekty. Vyuziti moZnosti grafického programovani vede k lepsi prezentaci
probraného uciva. Lze velmi jednoduSe vytvéret animace napf. u funk¢nich zavislosti
grafu funkce a zmény parametru.

Nad jadrem systému Mathematica existuje nékolik nadstaveb liSicich se cilovou sku-
pinou uZzivatell a cenou. Kazdy z nize uvedenych produkti zvySuje efektivitu a pestrost
vyuky a je vhodny pro vSechny typy skol. Vzhledem k tomu, Ze software Mathematica je
piitomen na v&t§ing univerzit a vysokych §kol v Ceské republice (a samoziejmé té7 v fadé
jinych podnikil), uplatni vasi studenti ziskané zkusSenosti s pouzivanim tohoto software
1 pti dalSim studiu a v préci.

STRUCNY POPIS JEDNOTLIVYCH PRODUKTU

MATHEMATICA FOR THE CLASSROOM

Software je urcen k vyuce matematiky, fyziky, chemie, ekonomie, zdklad programo-
vani a teorie pocitacu, zakladi kybernetiky a mnoha dalSich predméti. Zvlada symbolické
1 numerické vypocty, dvou a trojrozmérnou vizualizaci dat a skytd kompletni programo-

//////

partii sttedoSkolské matematiky.

Software Mathematica l1ze také pouzit k vytvareni strukturovanych dokumentt zva-
nych zapisniky (The Mathematica Notebook) obsahujicich specidlni matematické sym-
boly a grafiku v€etné animaci. ProtoZe systém Mathematica lze instalovat pod operacnimi
systémy Windows, Linux, Unix, Mclntosh atd., je struktura t€chto dokumentli navrzena
tak, Ze tyto dokumenty jsou nezavislé na platformé a miiZe je sdilet vice studentti, uciteld
¢i kolegti (napf. dokument napsany v Mathematice doma pod systémem Linux lze v praci
otevrit a editovat v Mathematice pod systtmem Windows a studenti si jej mohou doma
otevrit a editovat tfeba v Mathematice pod systémem Mclntosh). Zapisniky se osvédcuji
pfi prezentaci semindit, prednasek a nazornych ukédzek (animace). Protoze zobrazuji tra-
di¢ni matematicky zapis, hodi se dobie k sestavovani sylabd, testii a tloh, které se mohou
bud’ tisknout, promitat dataprojektorem nebo rozesilat e-mailem. Dale se tyto tlohy daji
reSit a sbirat elektronicky. Pokud studenti doma nedisponuji sw Mathematica, mohou
pouZzit prohlize¢ zapisniki MathReader, ktery 1ze volné ziskat z webovych stranek firmy
Wolfram; tento prohliZze¢ umoziiuje editaci textu a piikazii, ale neumoziuje tyto piikazy
zpracovavat.

S Mathematica for the Classroom lze vizualné zvyraznit dileZité pojmy za pomoci
barevné grafiky a interaktivnich cvifeni vytvafenych pomoci palet. Palety predstavuji
intuitivni zpisob vytvareni dokumentil a semindit.
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Vzhledem k tomu, Ze program je plné interaktivni, vede k aktivnimu pfistupu ke
studiu. Budete-li mit Mathematica for the Classroom k dispozici ve vasi pocitacové la-
boratofi, vasi studenti ziskaji prostfedek zkoumani v oblasti matematiky, fyziky a také
technickych a ekonomickych pfedméti. Mathematica for the Classroom prohlubuje pro-
ces vyuky zptisobem, jakym ucebnice nedisponuji. Je to nejlépe obsahla verze software
Mathematica urcena strednim Skolam.

MATHEMATICA CALCCENTER

Je samostatny produkt urceny ucitelim i zakim. Je jakousi zjednodusenou verzi
softwaru Mathematica (dal by se nazvat jakousi ,,Mathematicou Light*). SlouZi jako
numerickd a ¢aste¢né symbolicka kalkulacka, jako soubor néstrojt pro provadéni operaci
s vektory a maticemi, statistickou analyzu dat a grafického zobrazeni pribéht funkci a vi-
zualizaci naméfenych dat. Dale jej 1ze pouzit k psani matematickych a technickych texta
se specidlnimi matematickymi symboly. Lze v ném omezené programovat v rdmci pro-
cedurélniho a funkciondlniho programovani. Nejsilnéjsi stranka softwaru Mathematica,
coz je logické programovdni a tzv. pattern-matching, je u tohoto produktu zablokovéna.
Grafické mozZnosti jsou téZ ¢astecné omezeny.

Mathematica CalcCenter je velmi snadno ovladatelny prostiednictvim palet (uZivatel
se nauci software ovladat béhem 10 minut), cozZ oceni predevsim pocitaCové méné zbéhli
studenti a ucitelé] Samoziejmé, Ze jisté matematické znalosti jsou podminkou, nicméné
znalost jazyka Mathematica podminkou neni. Cely produkt je dobfe didakticky postaven.

Za zminku stoji pékné provedeny prevodnik jednotek mezi systémem SI, britskym
a americkym systémem mér a riznymi historickymi ¢i exotickymi mérovymi systémy.
Produkt je mimo jiné celkové vhodny pro vyuku technickych predmétii na ucilistich
a prumyslovych Skolach. Nové¢ je také k dispozici Ceska lokalizace (Czech language kit).

THE MATHEMATICAL EXPLORER

Je samostatny software pro ty, jimZ je matematika konickem a zaroven fascinujici
védou a vyzvou.

Je to v podstaté interaktivni ucebnice zabyvajici se do hloubky nékterymi nejdileZzi-
t€jSimi matematickymi poymy a slucuje v sobé text, grafiku a vzorce ve formatu zapisnik
(The Mathematica Notebook, viz vySe). Tato interaktivni uCebnice je psdna velmi pou-
tavou formou a student v ni nalezne souvislosti mezi matematikou a béZnym Zivotem,
jako naptiklad souvislost mezi teorii Cisel a ochranou dat v internetu, Cisly kreditnich
karet, ISBN (celosvétova identifikace kniznich tituld) a VIN (celosvétova identifikace
aut); mezi Hilbertovou kiivkou beze zbytku vypliujici ¢tverec (na prvni pohled zcela
neuziteCnd matematickd konstrukce), problémem obchodniho cestujiciho a poStovni do-
rucovaci sluzbou (nebo optimalnim planovéanim trasy na dovolenou); mezi matematikou
a jinymi védami, jako naptiklad mezi diferencidlnim poctem a archeologii.
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Diky schopnostem jadra software Mathematica, The Mathematical Explorer umoz-
nuje zménu parametrii v prezentovanych modelech, a tim vede k aktivnimu studiu.
Implementované Mathematica jadro umozni také realizovat mnohé numerické a symbo-
lické operace stejné jako u produktu Mathematica for the Clasroom. Dadle umoZiiuje praci
se zvukem (tvorba, editace a prehravani), animovanymi sekvencemi (tvorba animova-
nych grafli apod.). Jednotlivé lekce pokryvaji Sirokou Skalu témat a obsahuji podrobné
informace, v€etné velmi pékné zpracovaného historického uvodu k jednotlivym oblas-
tem matematiky a biografie vyzna¢nych matematikd. Vhodny pro samostatné studenty,
ale 1 pro ucitele a zajemce o netradi¢ni pohled na matematiku. Software je kompletné
prelozen do slovenstiny.

CALcuLuS WIZ

Je samostatny produkt ureny pedagogiim i studentim. Obsahuje material pro stan-
dardni vyucovani matematiky, seminéfe a cviceni, zejména vzorové piiklady pro ptfipravu
i1feSeni, kterd pokryvaji vétSinu stfredoskolskych témat; mimo jiné€ napiiklad: kuzelosecky,
poladrni soufadnice, parametrické rovnice, posloupnosti a fady, funkce jedné redlné pro-
ménné a jejich grafy, limity, diferencidlni a integrdlni pocet, vétu o stiedni hodnoté a jeji
aplikace, nevlastni integraly, diferencidlni rovnice (a mnoho dalSich). Pro tato témata
obsahuje ndstroje umoZziujici automaticky rozpis postupu feSeni (jemnost rozpisu jed-
notlivych kroki zavisi na tématu). Obsahuje také vzorové ukazky pro vyucujici, jak tyto
nastroje pro automaticky rozpis feseni vytvaret. Podle t€chto navodi si vyucujici snadno
vytvoii své vlastni nastroje pro generovani postupu svych vlastnich typovych piikladu,
pripadné si prizpisobi miru detaili, do které chce v rozpise feseni zachdzet.

Matematické koncepce ozZivuje trojrozmérnou grafikou a diagramy, které pomahaji
1épe pochopit fesené problémy. Poskytuje pruzna interaktivni feseni, ktera dovoluji pouze
zapsat problém a ziskat potifebnou odpovéd po nékolika kliknutich, coZ umoZiiuje osvétlit

//////

Student mtize program vyuZzivat jak pro opakovani vykladu, tak i pro procvi¢ovani.
Soucasti programu je i sada uloh (daji se i editovat), které muze student sam feSit a na-
sledné si nechat své feSeni zkontrolovat poc¢itacem. Obsahuje velice obsdhlou napovédu,
kde veskeré funkce jsou podrobné vysvétleny na fadé prikladt. Uzivatel i s minimalni ja-
zykovou vybavou (anglic¢tina) je schopen diky t€émto ukdzkdm snadno pochopit ovladéani
programu. Cely produkt je dobfe didakticky postaven.

MATHEMATICA FOR STUDENTS

Je urcen pouze studentim pro pouZiti na jejich osobnim pocitaci. Nova tladitka a palety
prikazli systému poskytuji rychly pristup k tisicim funkci, vzorcii a matematickych
symbolli pouhym najetim kurzoru a kliknutim. Mathematica for Students je idedlni pfi
studiu jakéhokoli oboru, ktery vyZaduje numerické a symbolické vypocty. Skola nemiZe
poridit tento software pro své studenty. Studenti si jej musi zaplatit ze svych prostiedkii.
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SROVNANI PRODUKTU FIRMY WOLFRAM RESEARCH

Mathematica CalcCenter Calculus Wiz | Math. Explorer
Proced. progr. Ano Ano Ano Ano
Funkcion. pro. Ano Ano Ano Ano
Deklar. pro. Ano Ne Ano Ano
Aritmetika F, AP, Z,Q,Int | F, Z, Q (pfichyt.) | F, AP, Z,Q,Int | F, AP, Z, Q, Int
Kontrola pfes. Ano Ne Ne Ano
Reseni ric Ano Ano Ano Ano
Dif. pocet Ano Ano Ano Ano
Int. pocet Ano Ano Ano Ano
Dif. rice Ano Ano Ano Ano
] Lin. algebra \ Ano \ Ano \ Ne \ Ano
Num. kvadrat. Ano F, AP Ano F Ano F Ano F, AP
Num. dif. rice Ano F, AP Ano F Ne Ano F, AP
Num. lin. alg. Ano Ano F Ne Ano
Num. fes ric Ano Ano F Ano kromé AP Ano
| Num. optimal. | Ano | Ano F | Ne | Ne |
| Disk. mat. | Ano | Ne | Ne | Ano — omezeng |
| Zprac. dat | Ano | Ano | m. nejm. tverci | Ne |
| Statist. | Ano | AnoF | Ne | Ne |
Vysvétlivky:

Procedurélni programovani je programovaci styl jako v jazycich FORTRAN, Pascal, C.
Funkcionalni programovani je programovaci styl jako v jazyce LISP.

Deklarativni programovaci styl je styl, v némz programator nepiSe program ve formé
algoritmu, ale ve formé piepisovacich pravidel, kterd jsou aplikovdna na vyrazy.

Tento zpisob programovani je vhodny pro realizaci symbolickych vypoctl na pocitaci.
Ptiklad: zapiSeme-li v programu Mathematica tento program

f [x+y]+1+Sin[x+2y]/.Sin[a_+b_] :>Sin[a]Cos[b]+Cos[alSin[b]
dostaneme jako vysledek f [x+y]+1+Sin[x]Cos[2 y]+Cos[x]Sin[2 y].

Pouzili jsme piepisovaci pravidlo Sin[a_+b_] :> Sin[a] Cos[b]+Cos[a]Sin[b]
na vyraz f [x+y]+1 + Sin[x + 2 y].

Zde Sin[a_ + Db_] je tzv. vzorek (Pattern), jemuz ve vyraze vyhovuje podvyraz
Sin[x + 2 yl],kdea = x,b = 2y, adojde k piepisu tohoto podvyrazu vyse uvedenym
pravidlem. Tento zptsob psani programt je idedlni prostfedek pro provadéni substitutici
ve vyrazech a ipravy vyrazl. Shoda vzorku s podvyrazem je testovana na zdkladé syntak-
tické shody s prihlédnutim napf. ke komutativité s¢itani. Kurz programovani v systému
Mathematica klade dliraz na zvladnuti deklarativniho programovaciho stylu.
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Pojmem ,,pfichytidvani* v programu CalcCenter rozumime automatickou konverzi Cisel
dostate¢né blizkych k néjaké matematické konstanté na symbol této konstanty, napf.
3.141592653589793 se konvertuje na Pi. Totéz plati pro zlomky.

Aritmetika:
F ... IEEE Floating Point Arithmetics, zavisi na procesoru
AP ... sw oSetfend aritmetika nezavisla na hw
Z ... celdisla
Q ... raciondlni Cisla
Int ... Intervalovd aritmetika
Ano X ... Operace jsou podporovany, ale pouze v aritmetice X z F, AP, Z, Q, Int.

EVALUACE A AKREDITOVANE VZDELAVACI KURZY

Vsechny vySe uvedené sw produkty tspésné prosly procesem evaluace a jsou zarazeny
a registrovainy MSMT CR v Seznamu vyukového a vzdélavaciho software.

Na evaluovany vyukovy software lze pouzit ucelové vazané financni prostiedky
MSMT (SIPVZ). Ovéfeni o evaluaci naleznete na strankdach MSMT CR web26.e-gram.cz.

Pro komplexnost nasi nabidky evaluovaného software poradame také v ramci DVPP
akreditované vzdé€lavaci kurzy pro ulitele matematiky na stfednich Skolach, které jsou
zaméfeny na vyuziti software Mathematica s ohledem na obsah uciva v pfedmétu mate-
matika na riiznych typech stfednich skol.

Aktudlni terminy kurzl se pravidelné zverejiuji na webové adrese

www.mathematica.cz/akce.php,

kde se lze prihlasit on-line. V soucasné dob¢ porddame tyto kurzy: Mathematica — za-
klady prace s programovym systémem: Uvodni kurz; Mathematica — programovani
v systému: Predpoklada absolvovani tvodniho kurzu nebo znalost programového sys-
tému Mathematica; Mathematica — grafické moznosti programového systému: Pred-
poklada absolvovani kurzu programovani nebo dobrou znalost programovani v systému
Mathematica; VyuZiti sw Mathematica ve vyuce: Tento kurz je vénovan pouze software
Mathematica CalcCenter.

Dodavatel: Wirobce:

JEIIA\N WOLFRAMRESEARCH

wantey wea| frarm. cam

% Tlnich 12, 120 00 Praha 2
Tel.: 221 999100

Fax: 224 989 101

E-mail: vzak@elkan.cz
www, elkan.cz
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STRANKY (SUMA JCMF)

HUDBA: JAN NEDVED TEXT: JIRI BURES

1. Pfed monitorem zoufale sedi,
premyS$li, na Sumu hledi,
ucitel, co pro ndpady nevi kam jit.

2. Kurzl ESF par a také v inoru Dva dny,
nadSeni mél, vSak ndpadnik prazdny,
citil se sam, kdyz kamarady pod heslem m¢l.

Refrén: Ted prichazi den, kdy jméno své vlozi,
heslo zada, poplatek slozi
a najednou se brédna rije otevira.

3. Pred monitorem nadsené sedi,
Clanky Cte, na ndpady hledi,
ucitel, co ¢lenem Sumy se stal.

Refrén: A snad kazdy den, kdy volnou ma chvili,
mu Suma a web dodava sily,
kamaradi ho na diskuzich vidaj’ radi.

Refrén: A nemine den, aby na stranky nesel,
Zije jen tim, 1 z hospody seSel,
objevil rdj, kde vSe, po ¢em touZzi, mu daj’.
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