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Uvod

Ve dnech 12. 2.-13. 2. 2004 usporadala katedra matematiky a didaktiky matematiky
Pedagogické fakulty Univerzity Karlovy v Praze spolu s matematickou pedagogickou
sekci JICMF iz osmy roénik celostatniho seminare pro ugitele zakl adnich astfednich kol
Dvadny s didaktikou matematiky.

Seminare se z(&astnilo 60 ugiteldl z celé Ceske republiky ataké ze Slovenska. Jednu
ze dvou hlavnich prednaSek proslovila dr. PeSova natéma Rétorika, druhou doc. BeCvar,
ktery hovoril natéma Jak pocCitali nasSi predkové. Obé prednasky byly velmi dobre pfijaty.

Program déle sestaval z prezentaci v sekcich a pracovnich dilen, které tradicné tvori
hlavni souCast seminére. Letos méli UCastnici moznost vybirat celkem ze 13 pracovnich
dilen narlizna témata. Jsme velmi rady, Ze fadu z nich vedli pfimo ucitelé z praxe.

V patek dopoledne probéhly oteviené hodiny na Ctyfech zakladnich a jedné stredni
Skole. Na oteviené hodiny navazovaly Casove i tématicky pracovni dilny.

V péatek odpoledne méli ucitelé moznost vyjadrit se k nékterym aktuanim otazkam
v ramci diskusi u kulatych stol{1. Tentokréat je vedli dr. Hruby (problematika zacingjicich
ucitelll), doc. Opravilova (pfechod mezi matefskou a zakladni Skolou) a doc. Slavik
(hodnocent).

Seznam prezentaci v sekcich adilnach stejnéjako fotografie z pribéhu akce je mozné
nal ézt nawebovskych strankach KMDM PedF UK : www . pedf . cuni . cz/kmdm/. Nékteré
prispévky ze seminare vam predkladame v tomto sborniku.

PFisti roCnik se uskuteCni jako jiz tradicné v poloviné inora 2005.

Zaprogramovy a organizacni vybor

Marie Kubinova, Darina Jirotkova, Michaela Kaslova, Nada Stehlikova






Jednani v sekcich

Projekt ,, Rok hudby v matematice"

Dagmar Juhasova’

Téma,, Rok hudby v matematice” jsem zvolilaproto, ze UNESCO vyhlasilo rok 2004
rokem hudby (pfedchazejici rok byl rokem vody, rok 2005 ma byt rokem fyziky).

NaSe kola — Osmileté gymnazium v Mladée Boleslavi — chysta na stfedu pred Ve-
likonocemi (7. dubna 2004) projektovy den zaméfeny na Ceskou hudbu. Vzhledem ke
svym aprobacnim predmé&ttim se spolupodilim na pfipravé ¢asti ,, Hudba a matematika'
a,,Hudba a poCitaCe".

Do matematiky jsem vyhledala nebo vymyslela tyto typy Gloh:

1. Muzikantské pocty — sGitani, od¢itani a nasobeni poctl kiizkl nebo bécek u jednotli-
vych durovych amollovych stupnic. Napr. Je spravnarovnost A+ B = ¢- D —e?(Pro
studenty, ktefi nejsou sbeéhli v hudebni nauce, jsem pripravila tabulku pottll kiizkl
a bécek jednotlivych stupnic, aby i pro né byly tyto Glohy Fesitelne.)

2. Klaviatura—zatneme-li u f, 1zerozdéit naklavesach klaviru mésice naty, které maji
31 dni (bil€) ameésice sjinym poctem dnil (Cerné). Pokud C' = Fijen 2003, ktery mésic
arok bude odpovidat C5?

3. Véera nedée byla — nékolik Ukoll k pisni dvou slavnych Jifi.

4. Soutadnice—hudebni nastroje, tj. poznavani druhli nastrojti ze schematickych obrazku
nakreslenych ve Ctvercove siti.

5. Klasikové— Glohy svyuzitim let narozeni a imrti klasikll ¢eské hudby.

6. Pop — (Ukoly souvisgjici s daty narozeni a znamenimi souc¢asnych interpretll popularni
hudby.

Pokud by studenti vyresili tyto Glohy azbyval Casdo pfesunu najiné pracovisté (napr.
,Hudbaafyzika"), planuji jg zaplnit Vennovymi diagramy s hudebni tematikou — napfr.
ve tfidé je 26 zakl, jen dva z nich nehraji na zadny z nastrojll kytara, fletnaaklavir . ..

Predem dékuji za jakékoli dalSi naméty, které mi budete ochotni zaslat mailem na
juhasova@g8mb.cz nebo postou na adresu PhDr. Dagmar Juhasova, Gymnazium, Palac-
kého 191/1, 293 01 Mlada Boleslav.

1Gymnézium Pal ackého, Mlada Boleslav, juhasova@g8mb.cz
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8 D. Juhasova: Projekt ,, Rok hudby v matematice®

Muzikantské pocty

Zaci Vi, ze durove stupnice se zapisuji velkymi a mollové malymi pismeny. Z&ci
sCita)i, odCita)i, nasobi posuvky stupnic bez ohledu na kiizky Ci bécka.
Napi. E+d=5
Ukoly: Z uvedenych rovnosti vyber ty, které jsou spravneé.
DA+B=c+ F
22A-B=c-D
YA+ B=c-D—ce¢
NA-A+c=d+FE+f
55A+B-c+d=e+f+yg
6)A-B—c+d=FE—-f—-G+H
Regen:
)Ne:3+2>3+1
2)Ano:3-2=3-2
3An0:3+2=3-2—-1
AH)Ne3-34+3>1+4+4
SNee3+(2-3)+1>1+4+2
6) Ano:3-2—-3+1=4—-4—-1+5

Zdroj: Internet www.webpark.czZHUDEBNINAUKA.
Priloha k Gloze muzikantské pocty

Pocty kFizklt u durovych a mollovych stupnic

Duroveé stupnice Mollové stupnice

Cdur O# amoll O#
G-dur 1# emoll 1#
D-dur 2# h-moll 2#
A-dur 3# fismoll 3#
E-dur 4# cismoll 4#
H-dur 5# gismoll 5#
Fisdur 6# dismoll 6#
Cisdur 7# asmoll 7#

Pocty bécek u durovych a mollovych stupnic

Durové stupnice Mollové stupnice
F-dur 1b d-moll 1b
B-dur 2b g-moll 2b
Es-dur 3b c-moll  3b
As-dur 4b f-moll  4Db

Desdur 5b b-moll 5b
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HGes-dur 6b essmoll 6b
Ces-dur 7b as-moll 7b

Klaviatura

Na Kacencine klaviru je 52 bilych a 36 Cernych klaves,

Jestlize Katka poloZi prst na Sestou bilou klavesu zleva (velké F), miize odpocitavat
meésice, které maji 31 dni, na bilych klavesach a ostatni mésice na cernych.

VyzkouSgjte u klaviru (od f do e = od ledna do prosince).

Pokud C;=fijen 2003, ktery meésic a rok bude odpovidat posledni klavese vpravo
(malé c;)?

ReSeni: ¢; = srpen 2010
Zdroj napadu: Mgr. Dagmar Brlizkova, Gymnazium Mnichovo Hradisté
VCera nedée byla

Interpret/autor: Jifi Suchy + Jifi Slitr
C G7
1. V&era nedéle byla, v&era byl hezky c&as,
C
vCera nedéle byla, za tyden bude zas.
2. Nikdy bych nevérila, Ze se to muZe stat,
vCera nedéle byla, fekl, Ze mé ma rad.
C ci F C
R: Poslal mi usmév letmy, tolik nesmély byl,
G7 i
pockal si, aZ se setmi, a pak mé peclibil,
Cc7 F i
laska cely svét zméni, v3echno je jinaci,
G7 |5

zima studena neni, tvrda mez netlaci.
Fo=]

Ukoly:
1) Pokud by tuto pisen zpivala ngaka divka letos druhé lednové pondéli,
a) kolik rliznych ¢idic by potfebovala, kdyby si chtéla poznamenat datum (den
ameésic) dne, jehoz priibéh je popisovan v pisni?
b) O kolik Cislic by potfebovala vice, kdyby se rozhodla zapsat i rok?
ReSent:
a) nedéle 11.1., vystaCila by sjedinou Cidlici
b) 2004 — navic 0,2,4, tj. dal§i tfi rlizné Cidlice.
2) Kolikrét byste museli pfehmatnout na jiny akord, kdybyste tuto pisen chtéli zahrat na
kytaru?
ReSeni: Sestnactkrét.
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Nas klasikovée

Josef Myslivetek 1737-1781
Bedfich Smetana 18241884
Antonin Dvorak 1841-1904
Zdenék Fibich 1850-1900
L eoS Janacek 1854-1928
Josef Bohudlav Foerster 1859-1951
Vitézslav Novak 18701949
Josef Suk 1874-1935
Bohuslav Martint 1890-1959
Ukoly:

1) Kdo z nich zil ngvice akdo nggméne let?

2) Kolik z nich zilo déle nez L eoS JanaCek?

3) Bedfich Smetana ztratil ve svych 50 letech sluch. Ve kterém roce to bylo ajakou
Cast zivota prozil v hluchoté?

4) Antonin Dvorak byl tchanem Josefa Suka. O kolik let byl jeho zet mladSi? Ktery
z nich se dozil vySSiho veku?

Zdroj dat: Jifi Pilka: Odznak odbornosti — hudebnik, nakladatelstvi Mlada fronta, Praha
1984,

Pop
Daniel Barta 14. prosince 1969 Strelec
Iveta BartoSova 8. dubna 1966 Skopec
BaraBasikova 17. Gnora 1963 Vodnar
MarcelaBFezinova  18. listopadu 1960 Stir
Karel Gott 14. Cervence 1939 Rak
Marcela Holanova 10. ¢ervna 1951 Blizenec
Zora Jandova 6. zari 1958 Panna
Bohous Josef 3. tnora 1962 Vodnar
Jifi Korn 17. kvétna1954  Byk
LuciANNA Krecarova 4. ledna 1965 Kozoroh
Marta Kubi%ova 1. listopadu 1942 Stir
Josef Laufer 11. srpna 1939 Lev
Janek Ledecky 27. Cervence 1962 Lev
VéraMartinova 2. Unora 1962 Vodnér
Zuzana Navarova 18. ¢ervna 1959 Blizenec
EvaPilarova 9. srpna 1939 Lev
Oldfich Riha 18. kvétna1948  Byk

LeSek Semelka 24. listopadu 1946 Strelec



D. Juhasova: Projekt ,, Rok hudby v matematice® 11

Kamil Strihavka 20. ledna 1965 Kozoroh
HelenaVondraCkova  24. Cervna 1947 Rak
Lucie Vondratkova 8. bfezna 1980 Ryba
Hana Zanakova = 7. dubna 1966 Skopec
= LucieBila

Ukoly:
1) Ktera znameni maji Cetnost vétsi nez 1?
2) Kdojiz odavil abrahamoviny (50. narozeniny)?

Zdroj dat: Hanka Kousalova, Martin Hrdinka: Zatim tajné. Nakladatelstvi X-EGEM,
Praha 1995.

Souradnice — Hudebni nastroje

/

1) Poznate, ktery hudebni nastroj vznikne, spojite-li seCkami body o soufadnicich (5,2)
a(9,2), (3,4) a(5,2), (9,2 a(11,4),. ..

Zdroj napadu; Casopis KVANT (ruskévydani), &slo 6, roénik 1979 —jsou tam na&tvercovée
siti schematické obrazky zviratek.

2) Varianta bez souradnic: Petr mél v batohu dfevéné tycky a provazky. Pomoci tohoto
vybaveni serozhodl znazornit hudebni nastroje. Nejprve zapichl tycku do pisku, pfivazal
k ni provazek asklubkem v ruce udélal 4 kroky doprava (4k—), zastavil, zastrcil druhou
tycku a pfivazal provazek i k ni. Pak udélal 2 kroky dopfedu a 2 doprava (2kT a 2k—),
zastrCil treti tyCku a pfivazal provazek . ..

Zdroj napadu: Mgr. Dagmar Briizkova, Mgr. Jana HanuSova, Gymnazium Mnichovo
Hradisté.
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Projekty —mozno sa in3pirujete

Barunka Missbachoval

,ZaCiatkom a koncom naSgl didaktiky nech je: hladat a nachadzat' sposob, podlia
ktorého by ucitelia meng ucili, ale Ziaci sa viac naucili; aby bolo v Skolach me-
ngj zhonu, nechuti a marngj prace, no viac volného ¢asu, poteSenia a zaruceného
Gspechu.”

Jan Amos K omensky

Projekt je pojem, ktory sav spojeni s vyucovanim pouZiva stale CastejSie. Vynimkou
nie je ani matematika.

Projekty vo vyucovani matematiky mdzu byt rozmanité— od aplikaCnych, pri ktorych
sa daju vyuzit medzipredmetové vztahy, az po projekty, v ktorych sarieSi matematicky
problém, ale zaroven sa rozvijajl viaceré schopnosti Ziakov.

Ako indpiraciu uvadzam niekolko tém, ktoré mdzu tvorivemu ucitel'ovi pomoct’ pri
navrhovani vlastnych projektov.

Uvedené projekty som realizovala vo vyucovani matematiky na prislusnom type
Skoly.

Projekt — Funkcie okolo nas

Projekt poskytuje moznost poukézat na aplikacie a moznosti vyuzitia funkcii v roz-
nych oblastiach zivota

Zadanie: Kde vsade sa mbzeme v zivote stretnlt’ s funkciami?

Projekt bol realizovany nastredngj Skole, nadvazoval natematicky celok Elementéarne
funkcie.

Vystupom projektu boli napriklad tieto prace Studentov:

e Grafikon zeleznicng dopravy

e Logaritmicka funkcia a zemetrasenie

e Funkcie v hudbe

e Kondiciogram

e Matematika v popul&cii ludstva

e Funkcie v inych predmetoch (v biol6gii, vo fyzike)

Projekt — Statistika

Statistika sa bezne vyuZiva pri spracovani dajov z rdznych odvetvi. Clovek sa
stretava s grafmi, tabul'kami, priemermi na kazdom kroku. Preto by mal tomuto spdsobu

1pF UPJSKogice, bmiss@post.sk
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spracovania vysledkov rozumiet. A ako inak sato nauCit, ako odsksat' si urobit viastny
Statisticky prieskum.

Zadanie: Poklste sa uskutocnit’ viastny Statisticky prieskum v oblasti, ktora vas zau-
jima.

Projekt bol realizovany na strednej Skole. Bol zadany namiesto vystupného testu zo
Statistiky.

Vystupom projektu boli napriklad tieto prace Studentov:

e Aké sl moznosti §portovania v nasom meste?
e VVyskyt zabavnych podnikov.

¢ Kto je ngjobl'lbengiSi ucitel’ na kole?

e Postoj mladych l'udi ku drogam.

Projekt — Ako Setrit’ vodou

Zaradenie tohto projektu mdze byt prijemnym spestrenim hodin, na ktorych sa Ziaci
oboznamuij s objemovymi jednotkami a s ratanim objemu roznych telies.

Zadanie: Po dohode s rodinnymi prislusnikmi zaznamenajte denn( spotrebu vody
a vypocitajte mesacné naklady spojené so spotrebou vody. Navrhnite sposob, ako by sa
dalo vodou Setrit.

Projekt bol realizovany na zakladnej Skole.

Pri tomto projekte je mozné oboznamit ziakov g s inymi objemovymi jednotkami
— historické objemoveé jednotky, jednotky, ktoré sa pouzivaju v inych krajinach. Deti s
mdzu vymysliet g vlastné objemové jednotky.

Projekt — Figuralne Cida

Cisla sl pre Ziakov nie&im samozrejmym — nieim ¢o tu vzdy bolo, je a bude. Tento
projekt im umozni uvedomit si, Zze g Cisla musel niekto ,vymydliet® atiez s mdzu
vyskusat, ake by to bolo bez nich.

Zadanie: Oboznamit' sa s figuralnymi ¢islami, pomocou zadanych Gloh (vedeckého
zaznamu) najst’ spdsob pocitania s takymito Cislami, formulovat’ tvrdenia a dokazovat
ich.

Ziaci skimali:

e ktoré Cisla st trojuholnikové — ako vytvaram dal&ie pomocou predodlych,
e aky je vyskyt parnych a neparnych Cisel medzi trojuholnikovymi cislami,
e sUCty dvoch susednych trojuholnikovych Cisdl,

e Co plati pre dvojnasobky trojuholnikovych Cisdl,

e ktoré Cisla st trojuholnikové a zaroven Stvorcove.
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Projekt — Pytagorova veta

Ako povedal jeden Student: , Pytagorova veta je ako acylpirin — ked uz je nagjhorSie
anevies, ¢o by pomohlo, pomdze Pytagorova veta. A kedze je tato vetatak pouzivana,
stoji zato sa s hou trochu ,, pohrat™.

Zadanie: Zistite, Ci Pytagorova veta plati aj preiné (tvary nad stranami pravouhlého
trojuhol nika.

V ramci projektu je mozné zamerat’ sa na rozne dokazy Pytagorove vety — niektoré
zaujimavée dokazy je mozné ngjst nawww strankach:

e http://math.about.com/gi/dynamic/offsite.ntm?site=
http%3A %2F%2Fwww.cut-the-knot.com%2Fpythagoras%e2F

e http://math.about.com/gi/dynamic/offsite.ntm?site=
http%3A %2F%2Fwww.ies.co.j p%2Fmath%2Fj ava%2Fgeo%2Fpythagoras.html

Samostatnatvorivapracastudentov savyuzije pri zovseobechovani Pytagorovej vety.
Studenti skimali podobné (tvary s koeficientom podobnosti ur&enym pomerom vel'kosti
prislusnych stran trojuholnika.

VyuZivanie projektov vo vyucovani matematiky s vyzaduje vel'a Casu a energie, ale
prindSa so sebou vel'a peknych zézitkov a neocenitel'nych sklsenosti. VSetkym, ktori to
chcli skisit, zelam vel'a odvahy.

Matematika s Premyslem Otakarem | 1.

Jaroslava Tenkratova, Lubomir Saral

NaSe zakladni Skola se iz sedm let snazi zakiim pribliZit vyznamné postavy ¢eskych
dgjin. Filosofii 3koly je formou tvorivé dramatiky seznamovat déti s Ceskymi dgjinami,
vyznamnymi osobnostmi nasich dé&jin v Gseku od prichodu Slovanii do ¢eské kotliny po
vladu Rudolfa Il. Habsburského. Cilem je péstovat v détech narodni hrdost a zaroven
jim pripomenout, ze od pradavna jsme byli soucasti Evropy. Pfipominka Ceské historie
se prolina véemi vychovami i predméty. Plisobi na déti nejen prostiednictvim rozumu,
ale predevdim emocionané, zprostfedkovanim nejrtizngjsich krasnych a romantickych
prozitkU.

S détmi pravidelné dvakrat rocné pobyvame na Skole v prirodé v romantickém pro-
stfedi hradu Svojanov. Strazni hrad Svojanov byl ve 13. stoleti zalozen Ceskym kralem
Premyslem Otakarem I1., prave tak jako kralovska meésta Chrudim, Policka a Vysoké

17akladni 3kola Lukavice, tenkratova@centrum.cz



J. Tenkratova, L. Sara; Matematika s Premyslem Otakarem 1. 15

Myto. Postava tohoto krale prezdivaného ,Kral Zelezny a zlaty“, ktery ma byt détem
moranim vzorem rytifskych ctnosti, seznamuje déti s zivotem ngjen na stfedovékych
hradech, alei ve stfedovékych méstech avesnicich. Vyhodou 3koly jei to, ze v ni plisobi
tym ucitel U, ktefi vzaemné spolupracuji. Dal$im pfinosem je dobre fungujici divadelni
soubor déti a dospélych. Na hradé Svojanove si déti zkusily tydenni pobyt jako panos
a kralovniny spolecnice. VSichni dospéli byli ngpomocni pfi dramatizaci jednotlivych
postav, které jsme prave potiebovali. Vyuzili jsme pobytu na stfedovekem hradé ngjen
jako atraktivniho vychovného prostfedi, ale také jako romanticke kulisy pro vyuku ma-
tematiky. ZdUraznili jsme détem, ze matematiku potfebovali lidé jiz ve 13. stoleti, ae
zaroven jsme dbali na to, aby vyuka po odborné strance splfiovala pozadavky pocCatku
21. stoleti. Da e uvadime nékolik konkrétnich matematickych Cinnosti, které jsme s détmi
zrealizovali.

Mérfeni arelativnost mérnych jednotek

Ukolem bylo nejen détem ukéazat, jak mohou pomoci primitivnich prostfedki &i
soucasti svého télanéco zmé¥it, ale zegménato, Ze pfi méfeni musi uZivat stejnou mérnou
jednotku a trvale se dohodnout na néjakém standardu.

Krél s krdlovnou seznamuji déti s novym Ukolem: ,Nedavno mné kupci prinedli
novou krasnou &ervenou | atku nanoveé gaty. Rikali, ze mi prodaji 25 loktdl. Vasim Okolem
ted bude naméfit aporovnavat 25 loktll.“ Kralovnavypravéla détem, do ¢eho se oblékali
a jak se obchodovalo. ,A my s ted zahrajeme na stfedovéké kupce. Tady mate latku
na zavoje pro meé spolecnice a vasim Ukolem je zméit, kolik ji vlastné je, abychom se
dohodli na cené.

Cinnost déti: méfi gazovinu, kterou kupujeme v desetimetrovych rolich

PomUcky: gazovina

Organizace: v hradnich jiznich zahradach

P: ,,Jak ho zméfime, kdyz nemame metr?*

D: ,,Metr lidé prece zavedli o mnoho staleti pozdgi.”

Kralovna: , Vi nékdo, jak se mé&filo nalokte?

Déti: ,, To umime, to uz jsme zkouseli — tfeba na kroky.*

Krélovna: , Déti, kdo je ngvetSi z vas? Jakub. Latku zméfi nejprve on.*

Jakub (mé¥i): ,, 25 loktd.“

Kralovna: , Ted zmé¥Fi sukno ten, kdo je z nas ze vSech nggmensi.“ (Déti se porovngji
podle velikosti — urCi ngimensi — Anicku.)

A: 28 loktl.”

M: ,No ajeto k nicemu.”

H: ,Jak je to mozné — oni maji jinak dlouhé lokty.”

Krélovna: ,,Opravdu to tak bylo u kazdého obchodnika a kazdy z nich mél jiné miry.
V prubéhu let se miry ménily. Lidée pouzivali palce, lokty, stopy. Teprve my dnes méfime
metrem, ktery je vzdy stejné dlouhy.”
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Se zvolenou mirou musel byt spokojen i kupec, déti pochopily nutnost kompromisu.
Skupcem jsme poté dojednali cenu zajeden loket aspocitali, kolik kral zaplati zavybrané
latky.

Seznameni se s pravdepodobnosti

Ukolem je seznamit i nejmendi déti na intuitivni Grovni, Ze na sobé nezavisle dge,
které nejsou néjakym zplisobem privilegovang, jako ¢isla na hraci kostce, se vzdy vy-
skytnou se stejnou Cetnosti; jejich pravdépodobnost je shodna. U starSich déti, které jiz
dokaZi sCitat, jsou nenasilné vytvareny predpoklady pro pozdgsi vyuku kombinatoriky.
Déti temér vzdy samy pozngji, jaky mlize byt maximalni a minimalni soucet Cisel na
Sesti hracich kostkach. Dojit k tomu, kolika rtiznymi zplisoby |ze sestavit stejny soucet,
dokéaze zpravidla jen nékolik nglbystfgjSich déti. S pomoci to vSak dokéaze vétSina déti.

Déti s krdlem plni kol v hradni vézi. Kral détem vysvétli, jak se hraly vrchcaby,
kterébyly oblibenou zabavou v kazdé stredoveke krémé. Zaci méli zjistit, kolikrat padnou
jednotlivacislapri dostateCném poctu hodll. Nejprvetypovali, které¢islo padne nejCastéji.
Zaci pracovali v tymech. ZpocCatku se jim priliS nevedlo rozvrzeni prace jednotlivym
¢lenlim, pak pochopili, Ze kazdy z nich je nezastupitelny a ze je nutna jejich vzgemna
kooperace.

Pomucky: stlll, kostky, tabulky, kFidy
Organizace: ve V&Zi, ha nadvori
Kral s détmi navstivi strazni véz, kde panos hraji v kostky.
Kral: , Déti, které Cislo padav kostkach nejCastgi ?
Ondra: ,,6, ale ne mné.”“ (smeje se)
J,L1"
D: , To prece nikdo nemiize védét. VSechny ¢isla padaji stejné ¢asto.”

Déti si na nadvori v pisku udélaly 6 velkych ¢tvercli a oznacily je ¢isly 1-6. Pak si
délaly carky, kolikrat padlo dané ¢islo. Po dostatecném poctu hodti (alespoin 300x) déti
spocitaly, kolikrat padlajednotliva Cidla.

D: , VidiS, Ze vSechna Cidla padgji priblizné stejné Casto.”

Kra détemvysvétlil, Zze pfi hfev kostky se sCitgji Cidla, kterapadnou naSesti kostkach.
Déti Cisla z kostek sCitaly a Cisla zapisovaly. Soutézily, kdo hodi nejvySSi soucet.

K: ,30."

J 31"

H: ,32."

P. ,,33. Vyhral jsem.”

Kral: , To jesté nic neznamena. Mné jednou vypravél mij zbrojnos, ze hodil 39."
D: ,Jo, jo, 39 —tak to pékné kecal .

Krél: ,,Ale on nekeca, mohl se ae splést v souctu.”

D: 6 kostek a 6 teCek — mohl mit ngjvic 36."
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Kral: ,Sestkrat Sest je tficet %est, ato je také maximani mozny souin. Byl to chytak.
Jaky soucin mlize byt v kostkach nejmensi?
L:,6-1=6."
Krd: ,Kolika zplisoby mlizeme hodit tak, aby soucet vech tetek byl 67
H: ,, No prece jenom jednim zplisobem — padne nam na vsech kostkach 1.
Krd: , A jak dosahneme souctu sedm?*
K: , Pét jedniCek ajednu dvojku. Jenom takhle a ne jinak.”
Kralovna , Jak bychom dosahli souctu 357
L: , P&t Sestek ajedna pétka., jinak to ngjde.”
Krd: , Spravné Lenko. Jak |ze dosdhnout souctu 87
P: ,5jednicek a 1 trojka.”
L: ,Nebo to mlize byt i jinak — 4 jednicky plus 2 dvojky.*
Krd: , Spravné. Jak |ze dosahnout souctu 97
L: ,5jednicek aplus 1 ctyrka.”
M: , 4 jednicky plus 1 dvojkaplus 1 trojka.”
J. , 3 jednicky plus 3 dvojky.”
Kral: , Spravné. Ted zjistéte, ktery souCet se vyskytuje nejcastéi. Podivejte se, co jste
zapsali .
H: ,NegjCastgji jsme dosahli souctu 21.“
D: , Tojejasné— 21 je primér, to uz prece zname, kdyz jsme pocitali vojaky aty nohy.*
H: , To musi byt tak.”
Krél: ,,Dnes vas musim vSechny pochvalit a zaroven tak chytré déti pozvat na zitfejsi
soupefeni v sedmeru rytifskych ctnosti.”
Stredoveka nasobilka

Ve stfedovéku byla znalost nasobilky povazovana za vyjimecny vykon a lide, ktefi
ji ovladali, byli povazovani za opravdové znalce. Neni proto divu, Ze se ujala metoda
nasobeni na prstech, ktera prezila az do dnesni doby alespon v nékterych knihach a na
internetu. Proto se krdl Pfremys Otakar I1. pokusil na podzim 2003 nauCit Zaky tuto
metodu. Zakladni nameét pro stfedovekou nasobilku jsme naCerpali asi pred Ctyfmi roky
z internetovych stranek www.numbershistory.com.

Nasobilka deviti

Obé ruce poloZime dlanémi na stll a pomysiné je ocislujeme zleva doprava ¢isly
1-10. Mame-li spocitat napfiklad 4 - 9, skréime Ctvrty prst. Prsty vievo od ného udavaji
pocet desitek a vpravo od ného pocet jednotek.

Zdlvodnéni:
Vlevo od skrceného prstu.. . . . ... (a — 1) desitek
Vpravo od skréeného prstu .... (10 — a) jednotek

Celkem ... 10-(a—1)+ (10 —a) = 10a — 10 + 10 — a = 9a
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Stejnym zplisobem miizeme dale vyzkouset priklady 12-9,13-9,14-9,15-9,16 -9,
17-9,18-9a19-9.

Malicek leve ruky znamena jednu stovku, dalSi prsty vievo od skréeného prstu jsou
desitky a prsty vpravo jednotky.

Zdbivodnéni:
Napriklad 15-9=135......... (a =5,10+a = 15)
100+ [10 - (@ — 2)] + (10 — @) = 100 + 10a — 20 + 10 — @ = 90 + 9a = 9 - (10 + a)

M ala nasobilka

Predpokladem pro Uspéch je umét nasobilkové spoje do 5 - 5 vCetné. Ty spoje, ve
kterych jsou oba Cinitele vétsSi nez 5, nebo jeden z nich jeroven 5 adruhy je vétsi nez 5,
|ze poCitat na prstech nasich rukou.

Mame-li spocitat napr. 9 - 7, naleve ruce vztyCime 4 prsty (9 je 0 4 vice nez 5) ana
pravé ruce 2 prsty (7 je o 2 vice nez 5). Celkovy pocet vztycenych prstll uréuje pocet
desitek ve vysledku a soucin skréenych prstll udava pocet jednotek.

Zdtvodnéni:
Pocet vztyCenychprstli . . ... .... a — 5 nalevéruce, b — 5 napraveruce
Jgjichsoucet ................ (a—5)+(b—-5)=a+b—-10
Pocet skréenychprstll ........... 10 — a nalevéruce, 10 — b na prave ruce
JgjichsouCin ................ (10 —a) - (10 — b) = 100 — 10a — 10b + ab

Soucet vztycenych prstil (desitky) plus soucin skréenych prsttl je hledany soudin, to
jea-b.
ab =10-(a—104b)+(10—a)-(10—b) = 10a—100+10b4+100—10a—10b+ab = ab

Velka nasobilka

Obdobnym zplisobem miizeme pocitat i dal$i spoje velkée nasobilky:
11-.11,12-11,13-11,14-11,15-11,11-12,12-12,13-12,14 - 12,1512, 11 - 13,
12-13,13-13,14-13,15-13,11-14,12 - 14,13 - 14,14 - 14, 15 - 14, 11 - 15, 12 - 15,
13-15,14 - 15,15 - 15.

Mame-li spoCitat napr. 13 - 14, nalevé ruce vztyCime 3 prsty (13 je 0 3 vice nez 10)
a na pravé ruce 4 prsty (14 je o 4 vice nez 10). Soucet vztycenych prstll udava pocet
desitek ve vysledku, soucin vztycenych prstll udava pocet jednotek a jesté pridame ¢islo
100. Tedy 3 + 4 = 7 desitek plus 3 - 4 = 12 jednotek plus 100, dohromady dostaneme
182.

ZdUvodnéni:

Poget desitek . ........ (a—10)+ (b—10) =a+b— 20

Poet jednotek . ...... (a —10) - (b — 10) = ab — 10b — 10a + 100

Soucet ............... 10 (a+b—20) 4 ab — 10b — 10a + 100 = ab — 100

ab — 100 + 100 = ab
S détmi z prvniho stupné jsme se naucili malou nasobilku a nasobilku deviti. Velkou



J. Tenkratova, L. Sara; Matematika s Premyslem Otakarem 1. 19

nasobilku jsme s vyzkouseli v jedné hodiné az pozdgi s kontrolou na kalkulactce. To
abychom provéili, zda-li stredovéci obchodnici neSidili. Plivodné jsme zamydeli uvést
toto pocitani jako historickou zajimavost. Déti vSak pocitani zaujalo, navzajem si vymys-
lely a zkousely rlizné priklady, , prstovou nasobilku predvadély ostatnim zakim i po
navratu ze Svojanova.

Stavime hradby

Na hradé jsme vybrali jednu z ochrannych bagt. Zaci méli ve skupinach odhadnout,
kolik kamenll bude tfeba pfivézt na stavbu stejné véze. Trvalo nam delsi dobu, nez jsme
prepoCitali kameny na obvodu v jedné fade, spocitali pocCet fad a zjitili, ze je tfeba vzit
v Gvahu cely objem. Spoluprace u tohoto Ukolu byla nutnosti.

Po skonceni vypoCtl bylo tfeba ovéFit, zda vsechny tymy postupovaly spravné. Tedy
z kamenll vystavét zaklad malé basty a presvédGit se o rozdilu pojmli obvod, obsah
aobjem.

Daejsmefesili problém dopravy kamend: kolik konskych povozii dopravi stanoveny
pocet kamenll z nedal ekého lomu, jakou vzdal enost celkem prekonaji, kolik grosti budeme
muset zaplatit za kamen, dovoz a za praci. Kolik dénikli budeme muset najmout, jak
dlouho budou pracovat. . . Rliznych (kol{i natoto téma se nabizi celarada,

Chrudimska krvava Cida

Podvecerni €as se vyborné hodil pro feSeni rliznych matematickych hlavolam.
Abychom je détem zpestrili, vlozili jsme je do regionalnich poveésti. Jednu z takto upra-
venych povesti uvadime. Celou povest jsme s spolu se zaky preCetli, ve zkracené verzi
jsmeji vytiskli astabulkou predlozili zakovskym tymiim k Feseni.

Podle povésti se v Chrudimi v domé &islo 66 v Siroké ulici zjevoval sam dabel.
Jednou tehdegjSi majitelce Doroté ustiihl kratiknotem v noci nos a napsal jim na sténu
krvavacida72, 27,42, 117. Kdyz se zohavenaneStastnice rano probralaz mdlob, zjistila,
Zze manos cely, ale krvava Cida na bilé sténé zarila:

72 42
117

27

Pod tabulkou byla zapsana jesté dalsi Cida: 57, 87, 102, 132, 147. Dorota nebyla
hloupa, fekla s, Ze to bude ziggmy pokyn osudu, Ci spiSe pekla. PfiSla totiz na to, ze
Cisla musi doplnit tak, aby vodorovnég, svise i Ghlopficné dostala stejny soucet. Pokud
to dokaze, vyhra ji nemine. Dokazete to i vy? Sazka Doroté pfinesla fantastickou vyhru
7 tisic zlatych. Penize z pekla ji vSak stésti neprinesly, nakonec vSechny prohytila ve
frgjich vaelikych.
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Putovani po hradech

Matematiku jsme vyuzili té€z v projektu, ktery propojil fadu vyucovacich predmétu.
Prevahu méla vlastivéda, jak jg1 zemépisna, tak déepisna Cast.

Z matematiky jsme procvicovali feSeni jednoduchych rovnic, do kterych jsme zafadili
pamétné potitani. Zaci museli dat pozor na Glohy, ve kterych nadli zaroven stitant,
nasobeni, odcitani a déleni. Co spocitat nejdrive?

Pokud tym spocital spravné tlohy, jako feSeni Ziskal jméno dal Siho hradu nebo zamku.
Jeho polohu nalezl namapéazakreslil ho do slepémapy. Prifadil k nému podlenal ezenych
znakll spravnou poveést a namaloval erb. Jednu z poveésti si pripravil k dramatizaci pro
ostatni.

Toto jsou jen namatkou vybrané Ukoly, které kral s détmi pfi vyuce matematiky na
hradé provadi. Je pfiznatné, Ze déti nepfipravuje pouze na zvladnuti pozdgjSich dozitéj-
Sich matematickych oblasti, jako je poCet pravdépodobnosti akombinatorika, ale vytvari
predpoklady i pro pozdgsi vyuku fyziky na druhem stupni: fyzikani méfeni, soustava
jednotek, ale dokonce i pro stfedni 3kolu: pochopeni pravdépodobnosti ma stézejni vy-
znam pro kvantovou fyziku.

Zavey

O propojovani vyuky jednotlivym predmétlim a zdlraziiovani souvislosti a vzajem-
nych vazeb jednotlivych oborll se snazime iz od nejltl€jSiho véku. Velky diiraz klademe
nejen na pochopeni latky na racionani Grovni rozumem, ale minimaneé stejny vyznam
klademe na emocionani prozitek, vychovné plisobeni arozvoj déti v citové a estetické
oblasti.

Myslime s, Ze prave specializace nasSi Skoly na Ceskou historii, na které budujeme
nasvychovné vzdé avaci program, pro ktery jsmejiz ziskali i fadu grantti, nam takovouto
romantickou, zabavnou a pfitom plnohodnotné moderni vyuku avychovu umoznuje aje
atraktivni pro déti i ucitele. Je pochopitelné, Ze tento pristup nemiize byt postaven pouze
na jednom nebo dvou kooperujicich ucitelich, ale ze programem musi zit cela skola,
feditelem poCinaje, pres vsechny pedagogy, uklizecky, kucharky. Velmi nutné je také pro
program ziskat nejen deti, alei jgich rodiCe a dalSi obyvatele obce. Nam se podarilo do
vychovné vzdél avaciho programu tyto lidi zapojit. Skola se tak stava skute&nou socialni
kotvou obce.

PriznaCné pro nas Skolu je trvalé rozvijeni prace déti v tymu, a to ngjen na 3kole
v prirodeg, ale v celém 3kolnim roce. Déti vedeme ke vzajemné spolupraci a komunikaci.
To povazujeme za dilezity predpoklad Uspéchu nejen ve Skole, ale zeiménav dospélosti,
v jgich osobnim i profesnim Zivoté. Je pochopitelng, Zze spontanni reakce déti jsou
pokazde jiné, uvadime je jen jako priklad typickée reakce.

Fotodokumentaci z naSeho projektu a dal&i podrobnosti miizete najit na nasich 3kol-
nich internetovych strankach www . zslukavice.wz. cz.
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Skimaniev skolskg matematike

Renata Ujhazioval

V dnednej dobeje snaha presiivat doraz z vyucby algoritmov narozvoj vyssich pozna
vacich funkcii a na oboznamovanie Ziakov s Cinnostami, ktoré st matematike blizke. Pri
presadzovani tychto snah by sa preto nemal o zabldat' hlavne nato, ze matematické tedrie
maju v Case svojho vzniku experimentane induktivny charakter a az vo chvili svojho
» koneCného" spracovanianadobldaj U rydzo deduktivny charakter. Preto ak chceme uké-
zat Ziakom, ako sa skutoCna matematika robi, mali by sme aspon trochu reSpektovat
to, ako matematicke tebrie vznikaj(, ako sa rozvijau a Ziskavaju deduktivny charakter.
Prave skimanie na hodinach matematiky k tomu moze v znatnel miere prispiet.

Cojeto skimanie?

V definovani pojmu skimanie saroznianazory odbornikov, apreto saani v literatre
nestretavame s jeho jednotnou definiciou. Laicky by sme vSak mohli skimanie popisat’
takto: Skimanie pozostava z aktivit a Cinnosti, ktoré pouzivame na odhalenie vztahov vo
vnutri matematicke oblasti definovang pomocou problémove situacie.

Okrem tejto laicke definicie sa v literatUre objavuje g operativna definicia tohto
pojmu vo vSeobecnej podobe, podla ktorgj: Zaviest’ skimanie znamena pomocou pro-
blémove situacie, zakladného problému a pouzitim réznych stratégii vytvarat’ nové pro-
blémy, ktoré mdzu dat’ vhi'ad do existujlcich vztahov vo vnitri danej oblasti matematiky.

Snad eSte vystizneiSiaje vsak definicia L. Frobishera, podl'a ktoregl o matematickom
skimani mdzeme hovorit, ak 1. poCiatocna situacia je presne popisana, 2. ciel’ nie je
presne zadany alebo nie je zadany vobec, 3. cesta k ciel’u nie je znama.

M atematické skimanie mbézeme graficky znazornit takto:

" . L -] . .
Cesta nie je Ciel nie je
znama znamy

Z uvedenych definicii je zrggme, ze skimanie si vyzaduje aktivne narabanie s pred-
kladanym materialom, aby samohli ngjst nové a nezname vztahy. Pri tejto praci je preto
rovnako dolezité vediet predkladat a sformulovat problémy ako ich vediet riesit.

Pociato¢na
situdcia je
dana

1stav matem. vied, rujhaziova@yahoo.com
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K edZejednym z hlavnych nastrojov metody skiimaniaje predkladaniea formulovanie
problémov, je dolezité naucit Ziakov g niektore stratégie na predkladanie aformulovanie
problémov. Bohuzial', tejto problematike sav odborng literatire venujeibamal o autorov,
preto ani znamych stratégii nie je vel'a. Ale uvedieme aspon tri z nich.

Stratégiatzv. ,direction“, t.j., smeru”

PouZzitie: Pri problémovych situéciach, kde chceme dat’ podnet na smer, v ktorom odpor-
GCame pracovat.

Predpoklady na vedomosti a schopnosti Ziakov: Predpokladame, Ze Ziaci bud schopni
vymy3lat’ nové problémy pomocou nami ,,zadaného smeru”.

Iniciativa pre pouzitie stratégie: Pochadza hlavne od ucitela. (Ale ked uz ziaci maj(
sklsenosti stouto stratégiou, tak sa predpoklada, Ze ju budl Uspesne pouZivat pri dalSom
skmani.)

Priklad pouzitia stratégie,, direction®: Mame dany nasledovny Ciselny trojuholnik.

Spominanl stratégiu pouzijeme tak, ze pred skimanim tohto trojuholnika ziakom
zadame takyto zakladny problém: Pozrite sa na prvy prvok kazdéeho riadku trojuholnika
a pokiste sa ngjst nejaky vztah medzi nimi.

Tento problém udavaziakom smer, ktorym by samohli vybrat pri formulovani dalSich
problémov.

Stratégia , variation of the parameters’, t.j. , obmena parametrov*
PouZitie: Pri problemovych situaciach, kde je mozné menit parametre zadaneho pro-
blému.

Predpoklady na vedomosti a schopnosti ziakov: Predpokladame, Ze ziaci su schopni
pouzit induktivnu pracu pri skimani a maju sklsenosti s tlohami, v ktorych museli
analyzovat' parametre problému.

Iniciativa pre pouzitie stratégie: Po splneni uvedenych podmienok je dost pravdepo-
dobng, Zze ng denie parametraatvorba potrebnych obmien budejednaz najprirodzengSich
stratégii pre ziakov.

Priklad pouZzitia stratégie, variation of the parameters‘: Majme dany obdl’Zznik anie-
kol'ko bodov vo vnitri obdlZnika.

Tieto body spolu s vrcholmi obdl'znika mdzeme pouZit na vykreslenie trojuholnikov,
pricom UseCky kreslime vzdy medzi dvomabodmi. UseCky sanemdzu navzgjom pretinat.
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Skimajte, kolko trojuholnikov dostanete.

Pri tejto problémove situacii za parameter povazujeme pojem , niekolko bodov*.
Postupnym dosadzovanim Cisel 1, 2, 3, ...dostavame novy problém: N§dite vztah
medzi vysledkami jednotlivych vySetrenych pripadov.

Stratégia,, what if not”, t.j. ,, o ak nige"

PouZitie: Pri problemovych situaciach, kde je mozné polozit otazku , Co ak nie?. Po-
mocou ngj mdzeme odstranit’ nejakt podmienku zo zakladného problému a tak mozeme
vytvéarat nove problémy.

Predpoklady na vedomosti a schopnosti ziakov: Predpokladéme, ze ziaci si schopni
klast otazky typu ,Co ak to nie je...? a maj( zaékladné poznatky z réznych oblasti
matematiky.

Iniciativa pre pouzitie stratégie: Pochadza od ucitel'a g Ziaka.

Priklad pouZzitia stratégie , what if not“, t.j. ,,Co ak ni€". Predpokladajme, Ze Ziaci
poznajU nasledujlcu vetu z planimetrie: Tri body, ktoré nelezia na tg istgf priamke
jednoznacne urcuju kruznicu.

ModZeme sa spytat ziakov: ,, Ako by ste charakterizovali tlto vetu?*
Mozné odpovede Ziakov:

1., Je to matematicka veta tykalca sa bodov.*
2. ,,Je to matematicka veta tykajica sa troch bodov, ktoré nelezia nategj iste priamke.”
3. ,Je to matematicka veta tykajlca sa kruznice.”

Dostali sme zoznam troch charakteristik tejto matematickej vety. Zoberieme zaradom
kazd( jednu charakteristiku a polozime otazku , Co ak nie?".

Charakteristika 1: , Co ak to nie je o bodoch?*

Potom uvazujme bud priamku a bod, dve priamky a bod, alebo tri priamky.

Charakteristika 2: , Co ak tietri body le¥ianatej istej priamke?*

Uvazujme tri body leziace natg istg priamke.

Charakteristika 3: , Co ak to nie je kruznica?

Tak uvazujme bud parabolu, elipsu, hyperbolu, alebo inl krivku.

Co mdzeme robit dalgj s takymto zoznamom? Ukazeme si to na charakteristike 1.

Uvazujme napr. priamku a bod. Potom novy problém by sme mohli sformulovat
takto: ,, Je mozné jednoznatne urcit kruznicu pomocou priamky a bodu?”

Ak by sme uvazovali dve priamky a bod, potom by sa dal novy problém sformul ovat
nasledovne: ,, Je mozné jednoznacne urcit kruznicu pomocou dvoch priamok a bodu?’
Analogicky by sme mohli sformulovat problém g v pripade troch priamok.

Uvedene stratégie s stratégie na formulovanie a predkl adanie problémov, osvojenie
ktorych moze ziakom do znaCnegl miery pomaoct pri formulovani vlastnych problémov.
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Zarovnako dolezité povazujeme ukazat Ziakom g stratégie narieSenie problémov, kto-
rymi s zname heuristické stratégie ako preformulovanie, analdgia, zovseobecnenie,
Specializacia, cesta spat, systematické experimentovanie a hl'adanie vzorca, znazornenie
a konkretizacia, zavedenie pomocného prvku, opakovanie urcitého postupu, . . . Znalost
tychto stratégii mdze vyrazne ul'ahCit rieSenie rdznych zadanych problémov.

PreCo by smemali zar adit’ metddu skimania do skolskg matematiky?

Hlavnym ddvodom pre zaradenie tejto metddy do Skolskej matematiky je skutoc-
nost, ze skiimanie umoznuje rozvijat schopnost ziakov predkladat, formulovat' a riesit
problémy, ale g rozvijat' u nich induktivhe myslenie a induktivne dokazovanie. NavySe
experimenty dokazuj(, Ze tento druh prace je pre ziakov velmi zaujimavy, umoziujeim
napredovat vlastnou rychlostou, vdaka nemu sau nich vytvaralepsi vztah k matematike,
uCiasapri ng pracovat samostatne g v skupinach ajeto vhodna metoda pre mnohé temy
na zékladnych i strednych Skolach.

Ako zaviest’ metodu skimania do vyucCovania matematiky?

V Skolskg matematike chapeme skimanie ako ngjaku aktivnu metodu, ktora je za-
loZzena na zrucnostiach a schopnostiach formulovat’ a riesit problémy. Tieto zruCnosti
a schopnosti musia byt postupne vytvarané a rozvijang, to znamena, ze tento vyvoj si
vyzaduje Cas a ucitel’ musi postupovat’ pri rozvijani tychto vlastnosti tempom, ktoré je
primerané schopnostiam ziakov.

OdporGca sa preto v prvom kroku rozvijat’ induktivne myslenie a induktivnu pracu
pomocou, tzv. , mini skimania*. Ziakom preto trebanajprv zadavat rozne (lohy, v ktorych
maj U nieCo pozorovat, ngjst dalSie priklady, sledovat nanichtieisté vlastnosti anakoniec
majU objavit ngjaké slvidosti medzi nimi a snazit sa vysvetlit pricinu daného javu.
Maju to byt teda Ulohy, resp. problémy, ktoré chceme pouzit na osvojenie potrebnych
schopnosti pri praci pri praci so skutoCnym skumanim. ,,Mini skUmani€e* je povazovane
zanevyhnutn( podmienku pri priprave Ziakov na objavitel'sk( pracu.

V druhom kroku by mal uGitel’ aplikovat' tzv. , riadené skimani€*, ¢o znamena, ze
spoCiatku sprevadza Ziakov cez niektoré Casti préce, zadava im problémy na rieSenie
apo nglakom Case sa pocet nim zadavanych problémov postupne znizuje, pricom vsetky
zadavané problémy maji mat' spolocny cidl: ,Ukazat' Ziakom, ktoré problémy stoja za
riesenie.”

AZ ked Ziaci nadobudli skisenosti stymito druhmi skiimania, potom mdze nasledovat
ta ngjvysSia forma skiimania, ,, samostatné skimanie a objavovanie”.
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Pythagorova vétal

Michaela Ulrychova?

Ve vyuce se snazim vyuzivat konstruktivistickych pristupli (Hejny & Kufina, 2001).
Domnivam se, Ze zak jetak motivovan k aktivité, k formulaci vlastnich nazorli, mysenek
anapadil, ale take rozviji schopnost oponovat, vytvorit protipriklad a diskutovat o dané
problematice. Tento pFistup jsem vyuZilai pro seznameni zakl sekundy osmiletého gym-
naziastématem Pythagorovaveéta. Inspiraci jsem Cerpalaz knihy Hegjny & Kufina(2001),
v niz autori predstavuji nékolik pristupll k vyucovani Pythagorovy véty od instruktivniho,
kde ucitel predklada zakiim pouze hotove poznatky a vztahy, az po konstruktivni, ktery
Zaka aktivizuje k FeSeni praktického problému.

Popis vyuky

Pro seznameni zak{l s Pythagorovou vétou jsem zvolila pfistup E, ktery je z mého
hlediska nejvice vhodny pro konstruktivisticky pristup — motivuje Zaka a nejvice vede
k vlastnimu objevovani. Zaci jsou motivovani lohou z praxe.

Uloha 1: Je mozné pronést skiii s rozméry 1,6 x 2,4 x 0,8 m (3 x v x h) dvefmi
srozméry 1,1 x 1,9 m (S x v)?

Uloha neginila velké obtize, avdak pri jejim FeSeni se néktefi 7aci nezabyvali skutet-
nymi rozméry skiinéadveri, alemodel ovali danou situaci napr. pomoci penalu akrabicky
od kalkulacky.

Uloha 2: Lze tuto skiif naklopit v mistnosti vysoke 2,5 m?

Ani feSeni druhé Glohy nebylo pro zaky obtizné. Objevilo se nékolik strategii FeSeni.
Neékteri zaci navrhovali naklapét skiin pomalu — méli dojem, Ze feSeni daného problému
jezavisdénarychlosti. Jeden zak dokonce domavyklidil skfinazkousedl, jestli |ze opravdu
skiin naklopenim zvednout. Postupné pak zaci dospéli k tomu, ze hlavni Glohu zde hragje
Uhlopricka obdéniku 2,4 x 0,8 m (vx h) a pomoci kruzitka lze zjistit, zda se da skfin
naklopit.

Autofi knihy navrhuji jako dalSi Glohu doplnit tabulku; viastné ovéfit, ze vztah
a’ 4 b?> = 2 pro dany pravodhly trojuhelnik plati. Mné se véak zdala tato Uloha uméla,
atak jsem zvolilallohu podle mého nazoru vhodnéjSi. Chtélajsem, aby zaci sami odvodili
vztah avyslovili Pythagorovu vétu. Zadalajsem ulohu 3.

Uloha 3: Vypotitejte obsahy trojuhelnikil Sy, Ss, ..., Sy (obr. 1) a soutty obsahll troj-
Ghelnik S1 + S, S3+ S4, Sy + Sg + S7 + Ss.

1Prispévek byl podpofen grantem GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
2PedF UK Praha, ulrychova.michaela@centrum.cz
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Z&ci spravné vypotitali pozadované obsahy trojihel nik{ jako jednu &tvrtinu obsahu
Ctverce se stranou délky 4 cm ajgich prislusné soucty.

Uloha 4: Vypogtitejte delky stran trojahelniku So.
V této Uloze se ukézala znaéna variabilita ve zplisobu FeSeni.

i

Z

Neékteri zaci se pokusili vyuZit vzorce
i pro obsah trojuhelnika (obr. 2, 3), jini ur-

N P

N
1

1

52
s9

covali delky stran pomoci pribliznych od-
hadl (obr. 4, 5) a sklapéni — opé&t zde
hraje roli pohyb (obr. 6). (Uvedené prace

S3| 54

X

S5
S6

S8

zaklijsou prevzaty z tabule.) Jednoho Zaka
také napadlo urCit délky stran trojuhel-

=7

X

D]

B

niku pomoci trojuahelnikové nerovnosti.
V priibéhu prvni hodiny vypodital Zak Petr
délky stran daného trojahelnika. Negjprve

\\ ~

Y

cm

NS

Obr. 1

/TN ~ s uvédomil, Ze trojuhelniky S; a.Sy tvoFi
Ctverec, seCetl jgich obsahy a potom jiz

odmocnénim obsahu ¢tvercevypocital pri-

sluSnou odveésnu trojahelnika. S Petrem jsem nadéle pracovala individuané. Znal tedy
délky tfi stran v trojuhelniku, a tak jsem mu zadala ukol, aby urCil vztah mezi témito
stranami v trojuhelniku, coz by mohlo vést k objevu Pythagorovy véty.

S = J_
A\ :
2
2

— ,To nikam nevede.”

Obr. 2

2 cineg

4 cm

Obr. 4

So =4 cm?
a.l.‘a

= 7 > A Va musi byt 8.¢

Obr. 3

— ,Priblizny odhad

,lento usek je o polovinu
té polovicky vétsi. Tedy 3 cm.“

Obr. 5

mezi 2 a 4.«
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Béhem druhé hodiny objevil Petr nadsledujici zakonitost: Vztah mezi délkami stran
v pravolhlém trojuhel niku vyjadril pomoci obsahti étvercli (obr. 7).

S1
So
\\ Bo H /
= < SQ =5 - Sl
4 cm S 8=16-(v/8)?
sSklopit usecku, obée
strany jsou potom 4 cm.”
Obr. 6 Obr. 7

Je zde vidét jakysi prechod v jeho zplisobu uvazovani. Zak jiz nepouziva prostredi
mozaiky, trojuhel nik uz neni rovnoramenny, avsak jesté stél e dosazuje do vztahu hodnoty
pro rovnoramenny trojuhelnik. Otazkou je, proc zvolil ve vyjadieni tu tézsi variantu —
vztah pomoci rozdilu druhych mocnin délek stran.

Zeptalajsem se na obecné feSeni. Po chvilce individuani prace Petr podal konkrétni
priklad (obr. 8) a pomoci ng zformuloval obecny vztah, i kdyz ne Uplné pfesné.

25

SZnam-li ty dvé kratsi, sectu je...”
16

»--.a od nejdelsi odectu tu druhou stranu.”

Obr. 8

Zadala jsem tedy Petrovi Ulohu, ve které jsou délky stran zadany desetinnymi Cidly.
Petr zvolil delky dvou stran v trojahelniku jako 0,8 a 0,5 cm (obr. 9) anezamy3d el se nad
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tim, jestli jsou zadany délky obou odvésen nebo délka prepony a odvésny, a fesil tuto
Ulohu nasledovné. Nejprve urcil obsahy Gtvercli nad odvésnami (pojmy odvésna a pre-
pona zatim neznal), pomoci souctu téchto obsahli vypocital obsah ¢tverce nad preponou
a odmocnénim Ziskal délku strany Ctverce, tedy preponu pravodhlého trojuhelniku. Tato
Ulohavlastné ovéfila, ze Petr majiz dobrou predstavu o Pythagorove véte.

M & B 0,89

0,8

0,25

J0.89 0,64

Obr. 9

Dasim problémem, ktery jsem nastinila, bylo, jestli tento vztah pro délky stran
v trojuhelniku plati i v obecném trojUhelniku. Petr si nakredlil rovnostranny trojuhelnik,
vyznacil prislusné ctverce nad jeho stranami a hned objevil, Ze dany vztah neplati. Doma
jesté zkusil narysovat obecny trojuhelnik, zméfil pravitkem délky stran trojuhelniku
a vypocital prisusné obsahy ¢tvercli. Po dosazeni vSak objevené pravidlo pro soucet
obsahll ¢tvercll neplatilo. PresvédCil setedy o tom, Ze dany vztah pro obecny trojhelnik
neplati.

NazaCatku tfeti hodiny jsme spoleCnésevsemi zaky shrnuli Ziskané poznatky utabule,
tedy Ze délky stran vypoCitame pomoci vztahu S; + S, = S5 (tento vztah byl vazan
k obrazku) a ze plati

Sl = CL2
SQ = b tedy Sl—|—52 :Sg,
Sy = c? a? + b =2

Na zakladé téchto poznatkll byli Zaci schopni vyslovit Pythagorovu vétu. Dale jsme
potom jiZ jen procvicovali a spolecné pocitali tlohy na tabuli. Za domaci Ulohu jsem
zvolila takovy Gkol, v némz by Zaci modelovali trojuhelnik, a vlastné tak dany Gkol
prakticky uchopili. DlleZitou roli tedy hraje manipulace s predméty.

Ulohanadoma: Na lané je uvazano 13 uzll tak, Ze kazdée dva uzly maji vzdy tutéz
vzdaenost (napf. 10 m). Spojime 1. a 13. uzel v jeden. Ve kterych uzlech budou vrcholy
pravouhlého trojahel niku?
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Ctvrtou hodinu jsme zah4jili domacim (kolem. Jedna zakyné vymodelovala z pro-
vazku pravouhly trojuhelnik (s vrcholy v uzlech 1, 4 a 8) a nalepila ho na papir. Petr
tentokrat doma nepracoval, ale byl inspirovan praci spoluzacky, atak s ustfihl prouzek
papiru (aby nahradil provazek), ktery slozil tak, aby prehyby predstavovaly dané uzly.
Pomoci tohoto modelu hledal pravodhlé trojahelniky. Objevil téz 1., 4. a 8. uzdl. ,To
znamena, Ze trojuhelnik ma délky stran 3, 4 a5 jednotek”, fekl. Néktefi Zzaci konkrétni
situaci pouze nacrtli na papir. Jina zakyneé se zaCala Glohou zabyvat az pfi hodiné. Pra-
covala na ¢tvereCkovaném papiru a stale uvazovala, ze provazek ma 13 uzlll. O dané
problematice mélanasledujici predstavu (obr. 10): ,, Ubereme-li jeden dilek apfidameten
dilek sem, trojuhelnik zlistane pravodhly.“ Navyzvani véak zakyné ukazala, zejeji Gvaha
nebyla spravna. Pokusila se vSak jesté uplatnit svou mySlenku anavrhlajiny trojuhelnik,
ve kterém zkousSi odebrat a pridat jeden dilek (obr. 11).

Dale nasledovaly procvicovaci Glohy z ucebnice.

ubereme
pridame

a2+b2ch

/ [ 02 + 32 = 2
7 4 ] 36 +9=¢2
7 45 =2
A /
ZEE / c = +45
T/ ,To neni celé cislo. Tak to asi nejde.”
Obr. 10

El ,Jo, ale to nemuze byt pravouhly, protoze
je rovnoramenny. To by slo jen v pripadé,

5 ze a = b.“
/l2 a b
5

Obr. 11
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Zaver

Pri procviCovani Pythagorovy véty jsem zaznamenala, ze nekteri zaci zapisuji aresi
Ulohy pomoci obsahii étvercli S; + Ss = S3 (ne objevenym vztahem pro vypocet délek
stran a? + b* = ¢?). U téchto zaki prevlada spise geometricka interpretace Pythagorovy
véty, zaci si opravdu pod druhymi mocninami predstavuji obsahy ¢tvercli nad danymi
stranami pravouhlého trojuhelnika (oznaCeni stran tedy neni formalni).

Ocekavala jsem, ze tento pristup, kdy zaci sami vyvodi Pythagorovu vétu, to zmeni.
U nékterych zakll jsem vypozorovala znaky formalniho poznani (Hejny & Kufina, 2001).
Zaci s pouze vztah a2 + b? = ¢ (abecednd) pamatuji, nechapou, co je timto vztahem
vyjadfeno, nerozumi mu. PresvédCilajsem se o tom tehdy, kdyZ jsem oznaCilatrojUhel nik
jinak nez ABC'. Néktefi zaci s trojuhelnik preznaCili na trojuhelnik ABC. VétsSina
téchto zak{, ktefi se neztotoznili sdanym odvozenim vztahu, se pak setkala s problémem
uveédomit si, cojeodvésnaaco prepona. Pri feSeni Uloh pak druhémocniny dvou zadanych
délek stran nahodné sCitali, méné Casto odCitali. Dllezitym jevem bylo také to, Ze tito
Z&ci odmitali ngpomoc obrazkem. Vypozorovala jsem, Ze se vétSinou jednalo o zaky,
které objevovani zatim moc nebavi, ktefi se neradi zabyvaji problémy a spise Cekaji, ze
to objevi nékdo jiny a Ze oni objev pfevezmou.

Nakonec mi dovolte jednu odbocku. Ve vyucovani se Casto potykam s nasledujicim
problémem. Z&ci jsou k nam nagymnazium prijati nazakladé prospéchu nazakladni skole
a (spésnosti u prijimacich zkousek. Potom chtéji i nadale patfit mezi ty nejuspesngsi,
jak tomu bylo na zakladni Skole. Je tedy tézké je pfimét k tomu, aby S navzgem
naslouchali a snazili se pochopit i feSeni Ci nagpady ostatnich. VétSinou uprednostiuji
pouze své pristupy, proto se pii feSeni rliznych problemli vyskytuje velké mnozstvi
napadll a my3enek. Stémito jedinci je tedy na zakladé této zkuSenosti ziejmé vhodngjSi
individualni forma prace.
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Heny M. & KufinaF. Dité, Skola a matematika. Praha, Portal 2001

Milllerova Jd., Cizmar J., Divisek J. & Machagek V. Matematika pro 7. roénik zakladni
Skoly. I. dil. Praha, SPN 1990



J. Zhouf: Figuralni ¢ida, Pascallv trojuhelnik, . . . 31

Figuralni ¢ida, Pascalllv trojthelnik, aritmetické
posloupnosti vySSich Fadot

Jaroslav Zhouf?

PascalQiv trojuhelnik je schéma prirozenych Cisel, ktera ma své vyuziti napr. v bino-
mickévete, avsak dasev ném ngjit fadadalSich zgjimavych vlastnosti. V tomto prispévku
sl vSimneme souvislosti mezi figuranimi Cisly a aritmetickymi posloupnostmi vysSich
radu.

Figuralni Cida

Pythagorejci hluboce zkoumali pfirozena Cisla. Pouzivali k tomu také geometrické

interpretace téchto Cisal. Ke znazornéni prirozenych Cisel pouZivali kaminky, které rov-

nali do geometrickych obrazcll. Podle toho rozeznavame ¢isla trojuhelnikova (obr. 1),
Ctvercova (obr. 2), pétithelnikova (obr. 3), . . ., Ctyfsténova, krychlovs, . . .

o
L ] [ )
] o0 o000
o [ ) o000 o000
] o0 o000 o000 00 00O
n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
Obr. 1
0000
o000 0000
(N N o000 0000
o0 o000 o0 00 0000
L ] N ) o090 o000 0000
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
Obr. 2

1Tento piispévek byl vytvoren s podporou grantu GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
2PedF UK Praha, jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz



J. Zhouf: Figuralni ¢isla, Pascallv trojUuhelnik, . . .

®
o o
& o o &
o & o o ® o
o o O o e o | N )
o o [ o0 o o000
® o0 o000 o000

n=1 n=2 n=3 n=4

Napisme s vzdy nékolik prvnich vySe uvedenych figuralnich Cisel ataké vzorec pro

prislusné n-té figurani cislo pro libovolné prirozené Cislo n.

., e 1
Trojuhelnikovacidajsou 1, 3, 6, 10, 15, ..., %,
Ctvercovadislajsou 1,4, 9, 16,25, ..., n2, ...

L, v 3n —1
Pétithelnikovacidajsou 1, 5, 12, 22, 35, ..., %,

~ : 1 2
CtyFstenovadidajsou 1. 4, 10, 20, 35, ..., " é(”Jr ) .

Krychlova&isajsou 1, 8,27,64,125, ..., n3, ...

Pascal (v troj ihelnik

Naobr. 4 aobr. 5 je Pascalliv trojlhelnik, ktery obsahuje binomické koeficienty.

1
| 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Obr. 4
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Obr. 5

Vamnémesi tfetiho Sikmého sloupce jdouciho zprava shoradolevadoll. V ném jsou
zapsana vsechna trojahelnikova Cisla

1, 3, 6, 10, 15, ..., w = @) (Z’) (;l) (Z) (g) (”“2”>

pro kazde prirozené €islo n.
Stejné tak ctvrty Sikmy sloupec jdouci zprava shora doleva dol i predstavuje véechna
Ctyrsténova cisla
nn+1)(n+2)

1, 4, 10, 20, 35, ... =
) ) ’ ) ’ ’ 6 )

00000 (3

pro kazdé prirozené ¢islo n.
Pro dalsi Uvahy s jetfeba uvedomit jesté jeden vztah mezi kombinaCnimi Cigly, ktery
plati pro vSechna pfirozenacidak an i pro k = 0:
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Aritmetické posloupnosti vysSich radi

V Pascalové trojuhelniku se nachazi aritmeticka posloupnost

nasn = (0000 ) -

Jgji n-ty Elenjen = (7)), coz jelinearni vyraz. Soucet prvnich n Elendl této posloupnosti

je Mt — (ni1) | coz je kvadraticky vyraz.

NapiSeme-li si posloupnost trojuhelnikovych Cisel z Pascal ova trojuhel niku

1,3, 6, 10, 15, ... w = (;) (Z’) (3) (Z) (g) (";1>

a vytvorime-li rozdily kazdych dvou sousednich ¢lenll této posoupnosti, dostaneme
aritmetickou posloupnost

avnn (000 0)-

Posloupnost

1, 3, 6, 10, 15, ..., w = @) (Z’) (;l) (2) (g) (”;1>

o . . ., . p vy ” s s on(n+l) _ n+l
patfi mezi tzv. aritmetické posloupnosti druhého Fadu. Jeji n-ty €len je “5—~ = () )
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coz je kvadraticky vyraz. Soudet prvnich n ¢lentl této posloupnosti je w = ("),
coz je kubicky vyraz.

Obdobné posloupnosti ¢tvercovych Cisel a pétithelnikovych Cisel patfi mezi aritme-
tické posloupnosti druhého fadu. Jejich n-té Cleny jsou také kvadraticke vyrazy.

Obecnéje(b,,),- , aritmetick& posloupnosti druhéhofadu, pravékdyzje (b, 1 — by,), -,
aritmeticka posloupnost. Kazda aritmeticka posloupnost druhého fadu je kvadraticka
funkce.

Proto nam znamou aritmetickou posloupnost miizeme nazyvat aritmeticka posloup-
nost prvniho Fadu. Kazda aritmeticka posloupnost prvniho fadu je linearni funkce.

Potom konstantni posloupnost, napf. 1, 1, 1, 1, ... v Pascalove trojahelniku, bychom
mohli nazvat aritmeticka posloupnost nultého Fadu. Kazda aritmeticka posloupnost nul-
teho fadu je konstantni funkce.

Vamnéme s jesté posloupnosti Ctyfsténovych Cisel v Pascal ove trojuhel niku

1, 4, 10, 20, 35, ..., ”("ng n+2)  _

000 (3

avytvorme rozdily kazdych dvou sousednich ¢lenli této pos oupnosti:

3.6, 10, 15, ..., @ = (;’) (;) (Z) (g) <”“2H)

Dostali jsme aritmetickou posloupnost druhého Fadu. Proto posloupnost

1, 4, 10, 20, 35, ..., ”("ng n+2)  _

L3\ (4 [5\ [(6\ (7 n+2
() () () () ) ("57): -
patii mezi tzv. aritmetické posloupnosti tfetiho fadu. Jgji n-ty élenjew = ("),
co? je kubicky vyraz. Souget prvnich n &lenl této posloupnosti je “MrUEE2)(nts)
= ("+?), coz je polynom Etvrtého stupné.
Obdobné posloupnost krychlovych Cisel patfi mezi aritmetické posloupnosti tretiho
fadu. Je to kubicka funkce.
Obecnéje(c,,), -, aritmeticka posloupnosti tretiho Fadu, pravekdyzje (¢, .1 — ¢,
aritmeticka posloupnost druhého fadu. Kazda aritmeticka posloupnost tretiho fadu je
kubicka funkce.

V Pascalovétrojuhel niku se pak dal e nachazeji aritmetické posl oupnosti vSech dalSich
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vySSich Fadu.

Pascalliv trojlhelnik poskytuje jen nékolik aritmetickych pos oupnosti vysSich radu.
Vytvorime-li si podle stejného pravidla obdobny trojuhelnik, mlizeme s vytvorit libo-
volné posloupnosti vysSich fadil. Jeden takovy trojahelnik je na obr. 6.

2
2 3
2 5 -1
2 7 4 0
2 9 11 4 5
2 11 20 15 9 -2
2 13 31 35 24 7 3
Obr. 6

Tento trojUhelnik byl vytvorentak, ze prvni Sikmy sloupec jdouci zpravashoradoleva
dol Ul se sklada ze samych stejnych ¢isel aprvni Sikmy sloupec jdouci zleva shoradoprava
dol{l je vytvoren z libovolnych Cisal. Ostatni Cislav trojuhelniku se doplni stejné, jako se
tvori Pascal Qv trojihel nik.

Otazkou je, jak |ze ngjit pro tento trojahelnik vzorce pro n-té Cleny prislusnych
aritmetickych posloupnosti vysSich radll. Tuto problematiku Fesi teorie tzv. diferenénich
rovnic. My zde tento postup provedeme, aniz bychom néco o teorii diferencnich rovnic
vedéli.

Vzorce pro n-ty ¢len a soucet prvnich n ¢lenll konkrétni aritmetické
posloupnosti vysSiho radu

Z predchozich odstavcl vime, Ze n-ty ¢len aritmetické posloupnosti k-tého fadu je
polynom k-tého Fadu a Ze soucet prvnich n ¢lenll této posloupnosti je polynom (k + 1)-
niho fadu. A prave této znalosti vyuzijeme v dalSich Gvahach. Vse s predvedeme na
konkrétnich posloupnostech v trojahelniku na obr. 6.

Posl oupnost
2,2,2,2.2. ...

je aritmeticka posloupnost nultého fadu, jeji n-ty ¢len je 2 asoucet prvnich n Clenti je 2n.
Posloupnost
3,5,7,9,11, ...
je aritmeticka posloupnost prvniho fadu, j€jiz n-ty ¢len je 2n + 1. Soucet prvnich n. ¢lent
je kvadraticky vyraz, tj.

34+5+7+...+2n+1)=an’+bn+c
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Kogficienty a, b, c mlizeme ziskat napr. dosazenim tfi prvnich hodnot proménné n do
této rovnosti:
3=a-1°4+b-1+c
34+45=a-22+b-2+c
34+5+7=a-3*+b-3+c
Toto je soustava tfi linearnich rovnic o tfech neznamych, jgiz feSenim jsou Cidlaa = 1,
b =2, c = 0. Proto soucet prvnich n ¢lenl této posloupnosti prvniho fadu je n? + 2n.
Posloupnost
—1,4,11,20,31, ...
je aritmeticka posl oupnost druhého Fadu. Jeji n-ty clen je kvadraticky vyraz an? + bn +c.
Koeficienty a, b, c opét mlizeme ziskat napf. z prvnich tfi ¢lenll této posloupnosti:

—1l=a+b+c
4=4a+2b+c
11=9a+3b+c

Odtud jea = 1, b = 2, ¢ = —4. Takze n-ty Clen této posloupnosti druhého fadu je
n? + 2n — 4.

Soucet prvnich n ¢lenli posloupnosti
—1,4,11,20,31, ...
je kubicky vyraz, takze plati
—14+44+11+20+... 4+ (n2—|—2n—4) = an® + bn® + cn + d.

Koeficienty a, b, ¢, d mlzeme analogicky ziskat napf. dosazenim &tyf prvnich hodnot
promeénné n do této rovnosti:

—l=a+b+c+d
3=8a+4b+2c+d
14 =27a+9b+ 3c+d
34 = 64a + 16b + 4c+ d

Odtudjea = 3, b =3, c = —, d = 0. Proto souget prvnich n €lenli této posloupnosti
druhého fadu je 3n® + 3n? — iin,

Vzorce pro n-ty ¢len a soucet prvnich n ¢lent aritmetickych posloupnosti dalSich
radt bychom dostali z trojhelniku na obr. 6 obdobnym zplisobem.
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Odvozeni vzorc&opro soucet prvnich n clent aritmetickych posloup-
nosti vyssich Fadu pomoci vzorcu pro soucet stejnych mocnin prvnich
n prirozenych Cisel

Metodu uvedenou v nadpisu tohoto oddilu si pfedvedeme na jednom konkrétnim
prikladu, a to na poslednim prikladu z predchoziho oddilu. Budeme zde potfebovat
znal ost téchto identit:

1
1—|—2—|—3—|—...—|—n:§n(n—|—1)

P+22+3%+ .. +n*= én(nJrl) (2n+1)
Ty se dgji ngjit v nékterych tabulkach nebo se dgji odvodit z Pascalova trojuhelniku, jak
s ukazeme v nasledujicim oddile.

Takze plati
—1+44+11+..+ (n®+2n—4) =
= (P42 1-4)+ (22 +2-2-4)+ (3 +2-3-4) + ..+ (n®+2n—4) =
1y 3, 17

:(12—1—22+32+...+n2)+2(1—|—2—|—3+...+n)—|—n-(—4):§n +gn - en

V zor ce pro soucet stejnych mocnin prvnich n prirozenych Cisel
Pomoci znameé identity
1
1+2—i—3+4+...—|—n:§n(n—|—1)
je mozné ziskat dalSi identity, které pfedstavuji soucet stejnych mocnin n prvnich pfiro-

zenych Cisdl:
2 2 2 2 2 1
1°+2°+ 3 +4°+ .. +n zén(n+1)(2n+1)

1
13+23—|—33+43+...+n3=ZTLQ(n—I—l)Q

Vime, Zev Pascal ovétrojhel niku pro soucet prvnich n ¢lent aritmetickée posl oupnosti
druhého Fadu plati

1 1 2
1+3+6+1o+...+”("2+ ) _nn+ 6)(”+ )

1(1+1) 2(2+1) 3(3+1) 4(4+1) nn+1) nn+1)(n+2)
R R e T T e e
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(124224 324+42+ .. +n?)+(1+2+3+4+...4n) nn+1)(n+2)

2 6 ’
1242432+ 24 4+ 2 (1) (n+2)
2 B 6 '

Odsud plyne

ﬂ+21+§+41+m+n2:2jﬂn+iyn+2y_nm;ﬂ):7Mn+1y%w+n.

Druhy vySe uvedeny vzorec se ziska analogicky ze Ctyrsténovych Cisel v Pascalové
trojuhel niku.

Jesté st ukazeme, jak se dgji tyto vzorce objevit , beze ov* (Nelsen, 1993). Snad je
to patrné z obr. 7, kde je znazornén soucet

3(P+22+ .. +nY) =2n+1)(14+2+...4+n),

az obr. 8, kde jsou znazornény soucty

14243+ ... +n=-n(n+1),

1
2

B+2 43+ . +n==[n(n+1).

1
4
Pétithelnikova Cida

Na prikladu pétithelnikovych Cisel s ukazeme, jak se da vzorcem vyjadfit n-té
pétiuhelnikove Cido.

Pétithelnikova Cislajsou postupné

1,5,12,22.35, ...
Rozdily mezi sousednimi €leny této posloupnosti jsou
4,7,10,13, ...,

coz jearitmetickaposloupnost prvniho fadu. Proto pétithel nikovacislatvori aritmetickou
posloupnost druhého Fadu. Takze n-té pétithelnikove Cislo se da vyjadrit ve tvaru an? +
+bn + c¢. Jiz znamym postupem ngjdeme koeficienty a, b, c:

l=a+b+c
5=4a+ 2b+c
12=9a+3b+¢c

Z této soustavy plyne, zea = 3, b = —3, ¢ = 0. Proto n-té pétithelnikové ¢islo matvar
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%
X/
\/ 7 \N%
/3
14+2+..+n

N\
%

14T

Obr. 7

2
L 1
2
2x2

3x3

nxn

nin+1)
Obr. 8
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Pro pétithelnikova ¢isla mlizeme vytvorit ¢iselny trojuhelnik podobny Pascalovu
trojahelniku (obr. 9). Pétithelnikova Cisla jsou ve tfetim Sikmém sloupci zprava shora
doleva doli. A soucet vzdy nékolika prvnich téchto ¢isdl je ve ¢tvrtém Sikmém sloupci
stgjné jako v Pascalove trojuhel niku.

3
3 1
3 4 1
3 7 5 1
3 10 12 6 1
3 13 22 18 7 1
3 16 35 40 25 8 1
Obr. 9

Vzorec, ktery jsme odvodili v tomto oddile pro pétithelnikova ¢isla, miizeme opét
odvodit , beze slov* (Nelsen, 1993), coz je dobfe patrné z obr. 10. Tento obrazek sice
znazornuje Cisla Sestithelnikova, pro pétithelnikova Cisla vsak plati stejna tvaha. PoCet
pétiUhelnikovych Cisel se da podle tohoto obrazku vyjéadrit vyrazem

(n—2)(n—1)

1+4(n—1)+3- 5 ,

co jerovno 221,

Ulohy

Uloha 1: Zvolte si ngjakou aritmetickou posloupnost (prvniho fadu) a k ni vytvorte
aritmetické posloupnosti vySSich fadil, jestlize si zvolite jejich konkrétni prvni ¢leny.
K témto posloupnostem téz vytvorte Ciselny trojuhel nik obdobny Pascal ovu trojGhel niku.

Uloha 2: Najdéte vztahy pro n-ty €len a soucet prvnich n &endl posloupnosti Zesti-
helnikovych Cisdl (obr. 10). Vytvorte k témto hodnotéam obdobu Pascal ova trojuhel niku.

Uloha 3: Necht aritmetickaposloupnost (prvniho fadu) maprvni &len a; adiferenci d.
Najdétek ni vztah pron-ty ¢len asoucet prvnich n ¢lenll aritmetické posloupnosti druhého
fadu, kteramaprvni clen b;.

Uloha 4: Zvolte si n&akou geometrickou posloupnost (prvniho fadu) ak ni vytvorte
geometrické posloupnosti vySSich Fadl, jestlize si zvolite jgjich konkrétni prvni Cleny.
K témto posloupnostem téz vytvorte Ciselny trojuhel nik obdobny Pascal ovu trojGhel niku.
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Pracovni dilny

Pro¢neni0,9 < 1?

Petr Eisenmann?!

Ve vyuce matematiky na stfedni Skole je Casto studenty diskutovanou otazkou pro-
blém:
Plati 0,9 < 1¢ 0,9 =17
Ze své praxe vysokoskolského ucitele vim, Ze valna vétsina cerstvych studenttl prv-
niho roCniku bez zavahani zvoli prvni variantu. Jgich argumentace je vétSinou vzdy
stejna: ,, Jestlize to desetinné ¢islo zatina nulou, nemtize byt rovno jedné, je mensi nez
jedna.“ Podobné pripominaji Mundy a Graham &asté vyroky studenttl ,, Cislo 0, 9 je pfi-
blizné 1, bliZi se 1, ale neni to pfesné 1“ (Mundy & Graham, 1994). Pfi nasledné diskusi
sestudenty (jesté sek ni vratime) je vhodné uvést, ze 0, 9 je mozné chapat jako nekonecny
soucet
0,9=0,9-+0,09+ 0,009 +0,0009 + ... (1)

Tak jsme se dostali k hekonecnym Ciselnym fadam. Klicova otazka nyni zni: Jsou
studenti schopni pfijmout tezi, ze souctem nekonecné mnoha (zde) kladnych rednych
Cisel je vlastni ¢islo? Ve vétsing pripadl zni odpovéd v tomto stadiu ne.

Bero uvéadi, Ze Uloha vypocitat soucet nekonetné fady vyzaduje koordinované pou-
Zivani vice pojml souvisicich s nekonetnem: pocet ¢lenli nekonetné fady, nekonetny
proces a soucet nekonecné fady (Bero, 1985). Tyto pojmy nejsou v psychice studenta
dostatecné diferencovang, tézkosti zplisobuje jenom jejich samostatné pouzivani av této
situaci je navic potfebné pouZivat i vazby mezi nimi.

Podle mého nazoru se daji vymezit tfi zakladni problémy studentll pri chapani pojmu
soucCet nekonecné fady.

Za prvé jde o postoj studentll, ze nekonetnou fadu seCist nelze. Tento nazor je
podminény zkuSenostmi studenti s konecnymi soucty:

, To nemlzeme urcit, kdyz to jde do nekonecna. Vzdyt to nemakonec.“ (Gymnazista
Ivan, 16 let)

, VZayt kdyz stitam Cisla do nekonecna, tak to ngjde seCist. Vzdyt k tomu vzdycky
jesté néco pripocitam.” (Gymnazistka Marta, 17 let)

Zadruhéjetu prirozenapredstava vétSiny studenttl, Ze posloupnost ¢astecnych souctl
nekonecné fady s kladnymi Cleny roste nade vSechny meze:

1pF UJEP Usti nad Labem, eisenmannp@pf.ujep.cz

43
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., Prece kdyz prictu jesté dalSi Cidlo, tak seto vzdycky zvétsi, to se porad zvétsuje, do
nekonecna.” (Gymnazista Petr, 16 let)

Tato predstava koresponduje z hlediskavztahu fylogeneze a ontogeneze pojmu soucet
fady s presvédCenim Zendna (asi 490430 pf. n. |.), Ze soucet nekonecného poctu Usetek
musi byt nekonecny (viz napf. Trojovsky, 1996).

Prekonat tuto predstavu Ize u studentti pomoci nazornych geometrickych postup.
Pfipomefnme ku prikladu Oresmeho (Nicole Oresme: 13237-1382) vtipné rozstfihani
jednotkového Gtverce (obr. 1) pii dilkazu rovnosti

Z%:——I— +;+ —1

M-
=

b | -

1
4

Obr. 1 Obr. 2

Totéz |ze samozigime ukazat i na UseCce (obr. 3).

(X1 B
E|l=
|-~
-

==

Obr. 3

Podobné uvadi napr. Kufina (1998) diikaz rovnosti

ii_li 1, _1
n:14”_4 16 64 3

zfegmym obrazkem 2.
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Po zvladnuti tohoto problému ve vyuce tu vSak vyvstane tfeti problem (Uzce spjaty
stim prvnim). Studenti napriklad u obr. 3 argumentuji:

, 10 stejné ale nikdy neni jedna, jenom se té jednicce porad priblizuju, ale nikdy to
do ni nedojde.” (Gymnazistka Marta, 17 let)

,VZdycky tam jesté kousek pred tou jednickou bude, i kdyZz budem sCitat porfad,
vzdycky do ni bude jesté kousek chybét.* (Gymnazista Ondra, 18 |et)

Uvedené vyroky studentll jasné vyjadruji jejich potencidlni chapani nekonetného
procesu obsazeného v této Uloze. Studenti jesté nemaji zaveden soucCet fady jako limitu
posloupnosti jejich ¢astecnych souctll. Ale i vétSina téch, ktefi jiz tuto partii ve vy-
uce absolvovali, reaguje pri feSeni nestandardnich Gloh o fadach podobné. K hlubSimu
pochopeni limity atedy i nekonecného souctu vede dlouha cesta.

Jak je mozné pri feSeni posledné uvedeného problému ve vyuce postupovat? Vratme

se k ivodnimu problému
Plati0,9 <16 0,9=17?

Korektnim postupem je probrat se studenty ucivo o limité posloupnosti, souctu fady,
ukézat vzorec pro vypocet souctu nekonecné geometrické fady a pomoci ng pak soucet
fady (1) spocitat: X .

wo—, =0 T T

Uvedeny problém je v&ak vhodné prezentovat ve vyuce jiz dfive nez po probrani pri-
slusnych partii, nemluveé o tom, Ze nafadeé stfednich Skol se od geometrické posl oupnosti
Jiz ten posledni skok k nekoneCné fadeé ani neudéla. Jesté podstatnégsi nevyhodou tohoto
postupu je vSak to, ze i presformalni zvliadnuti dovednosti sCitat vhodné (konvergentni)
geometricke fady pomoci vzorce (2) studenti obvykle nechapou podstatu toho, co délaji
asouvislost svyrokem 0,9 = 1 nevidi.

Ucitelé na stfedni Skole proto Casto pouzivaji pro zdlivodnéni rovnosti 0,9 = 1
»rovnicovy" postup

1 2)

r=0,9 |-10
10xr =9,9 |-
92 =9

r=1

~

Toto , elegantni “ FfeSeni obvykle na studenty zaplisobi. Je vSak zaloZzeno na drobném
podvodu, jelikoz zde kviili odstranéni nekonecné ¢asti desetinného ¢isla nasobime a ode-
¢itame nekonecné desetinné rozvoje €len po ¢lenu, aniz se ptame po opravnénosti tohoto
pocinani.

Je vhodné na tomto misté studentfim ukéazat na néjakem jednoduchém prikladu, ze
zcela mechanicky se v nékterych pripadech s nekoneCnymi soucty zachézet neda (napr.
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Vesely, 1996):
0o=1-D+1-D)+1-)+---=1-14+1-14+1-14---=
=14+ (-1+)+(-1+)+(-1+1D)+---=1

Jako prinosna vzhledem k aktua nimu vnimani nekonecného limitniho procesu stu-
denty se mi jevi diskuse vyvolana dotazem do fad zastancii vyroku 0,9 < 1:

,Je-li 0,9 < 1, musi byt rozdil 1 — 0,9 kladné redné ¢idlo, tak jako napr. plati

0,9<1al1-0,9=0,1>0.

Cemujetedy 1 — 0,9 rovno?*

V obvykle velmi zive diskusi dospgi studenti brzy k zaveéru, ze vysledkem nemtlize
byt zadné Cislo tvaru 0, 000 000 001, i kdyby tam téch 0 bylo sebevic (korektné feCeno —
libovolng, ale konetné mnoho). Dlivod je jasny — souctem takového Cislasisem 0,9 je
ziggme Cislo vetSi nez 1. Padgji tedy navrhy 0, 000 . . . 1 (vysvétleny vyrokem , nekonecné
mnoho nul a na konci jednicka') ¢i ,,deset na minus nekonetno* (coz se po diskusi
ukéze byt jako to samé). Tato diskuse se stéle tyka potencidniho a aktualniho vnimani
nekonecného limitniho procesu a je z hlediska formovani predstav o limitnim procesu
velice cenna

Silny argument ve prospéch zastancti vyroku 0, 9 = 1 nabizi vhodnainterpretace zna-
mého Zenbnova paradoxu Achillaazelvy (natuto souvislost upozoriiuje napr. v krasném
pfibéhu ze zakladni Skoly clanek Hejny (1978)). Vyuzijme zde tento paradox i my jako
argument pro pravdivost vyroku 0,9 = 1.

Achilles a zelva bézi zavod na 100 m. Protoze Achilles béZi desetkrét rychleji nez
zelva, dostane zelvanaskok 10 m. Kdo vyhraje? Nikoli Achilles, jak si vachni mysli,
ale zelva. Kdyz totiz Achilles dobéhne tam, kde v okamziku startu stéla zelva, bude
uz zelvao 1 m pred Achillem. Nez se Achilles dostane natoto misto, bude uz zelva
0 1 dm pred nim. A tak dale — Achilles zelvu nikdy nedohoni.

Upravme si pro naSe potfeby parametry tohoto ,, zavodu“ takto: Achilles a zelva od sebe
budou v okamziku startu vzdaeni o d = 0,9 m. Achilles pobéZi rychlosti v4 = 1 m/s
azelvarychlosti v; = 0,1 m/s. Zajaky Casav jaké vzdalenosti od startu Achilles Zzelvu
dobéhne? OznaCme si na obr. 4 tento bod pismenem C'. Vzdaenost | AC| si 0znatme z.

Obr. 4

Jak mUizeme vzdalenost = vypoCitat? Achilles potiebuje k dosazeni bodu, ze kterého
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startovala Zzelva (bod 7), Cast;. Ten lehce urCime:

d:UA'tl
0,9=1-%
t1 =0,9s

Zatento Cas zelva urazila drahu
di=vz7-t1=0,1-0,9=0,09m.
K dosazeni tohoto bodu (bod Z;) Achilles potfebuje z bodu Z Cast, = 0,09 s, nebot
plati

dlz’UA'tQ
0,0=1-1

Za tento Cas urazi zelva drahu d;, = 0,009 m. Takto bychom mohli pokraCo-
vat porad dal. Hledanou vzdaenost = tedy mizeme vyjadfit jako nekonecny soucet
r=0,940,09+0,009 ...,

tedy x=0,9m.
Tuto vzdalenost jsme ae schopni urcit i jinak. Achillesi zelva dosahnou bodu C' ve
stejném Case ¢. Porovnanim drah urazenych Achillem i Zelvou dostavame

vg-t=wvz-t4+0,9
1-t=0,1-t+0,9
t =1s.

Tedy plati
r=v4-t=1m.

Na zavér chci vyjadrit sve presvédCeni, Zze pro vyuku diskutovanych partii je vhodna
posloupnost kroki: Motivace pomoci problému souctu nekoneéné fady (napf. 0,9 = 1)
— limita posloupnosti — soucet fady (Pfi sestavovani definice limity posloupnosti se
pfimlouvam za jgi postupné vymezeni pres jednodussi pripad limity monotonni (napfr.
klesgjici) posloupnosti — klicova idea zavislosti z definice limity zde obsazena je a pri-
tomny jsou pouze dvakvantifikatory). Namitkou proti uvedenému, az na Gvodni motivaci
tradicnimu postupu, miize byt fakt, Ze tento postup nerespektuje princip souladu fyloge-
neze a ontogeneze pojmu soucet fady. Limita posloupnosti je zde nahlizena jako jedno-
dussi, zakladni pojem, jehoz zvladnuti je nezbytné pro pochopeni souctu nekonecné Fadly.
Pritom vSak napriklad Archimédes sCital nekonetné Ciselné fady, aniz mél (potfeboval)
limitu. Pfesngji feCeno, nemé k dispozici definici limity — limitni proces v podobnych
Uvahach pritomen byl jiZ pred Archimédem (napriklad Antifonliv vypocet obsahu kruhu
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pomoci postupného vepisovani mnoholhelnikt do kruhu (5. st. pf. n. |.) ¢ Eudoxova
exhaustatni metoda (4. st. pr. n. |.), podrobné viz napf. Guncaga (2002). Studenti se vSak
pred probiranim nekonetnych fad nesetkavaji ve vyuce sdostatetnym mnozstvim model {1
limitniho procesu a nemaji tedy na co navazovat. Princip genetické paralely navic neni
ve vyuce matematiky univerzalni, coz dokumentuje na tradicnim postupu Diferenciani
pocCet — Integralni poCet napr. Knoche a Wippermann (1986, s. 73).

Literatura

Bero, P. Nosné pojmy diferencialneho poctu z hl'adiska vyucovania. Disertacni prace na
MFF UK Bratislava, 1985.

Guncaga, J. Limitné procesy z didaktického hl'adiska. Rigorbzna praca, Katolicka univer-
zita Rozumberok, 2002.

Hejiny, M. Achilles a korytnaCka ako problém. Matematika a fyzika ve Skole, 9 (1978),
102-105.

Knoche, N. & Wippermann, H. Vorlesungen zur Methodik und Didaktik der Analysis. Bl
— Wissenschaftsverlag, Zirich, 1986.

Kufina, F. Matematika v obrazech (4). UCitel matematiky, 6 (1998), 193-202.

Mundy, F. J. & Graham, K. Researchin CalculusL earning: Understanding of Limits, De-
rivatives and Integrals. In MAA Notes 33, 1994, 31-45.

Trojovsky, P. Kofeny avyvoj pojmu konvergentni &iselnafada. In Clovék, uméni, mate-
matika. Prometheus, Praha, 1996, 167-177.

Vesaly, J. O nékterych dileZitych Fadach. In Clovék, uméni, matematika. Prometheus,
Praha, 1996, 137-154.

MATE vasteMATIKA?!

aneb
Dvétémata, ktera se nemohla rozhodnout, kam patri

Jan Herman, Magdalena Prokopova?
Na 8. rocniku seminafe Dva dny s didaktikou matematiky jsme usporadali pracovni

dilnu s nazvem MATE vas teMATIKA?, jgiz obsah byl rliznorody (o ¢emz vypovida
| jgji nazev). Zvolili jsme totiz takova témata, ktera spojuji nékolik oblasti matematiky.

1prace vznikla s podporou grantu GACR 406/02/0829.
2PedF UK Praha, hermos@c-box.cz, KM PF UJEP Usti nad Labem, prokopova@pf.ujep.cz



J. Herman, M. Prokopova: MATE vas teMATIKA? 49

Méli jsmek tomu nékolik diivodi. Jednak jsme presvédteni, Ze Cinnostmi, které vyzaduji
znalosti z nékolikamatematickych oblasti, | ze pfekonavat nékteré zaziteformalismy. Dale
véfime, Ze takove pocinani rozviji logické mySeni a predstavivost (zakd ¢i ucitelir?).
A v neposledni fadé doufame, Ze prostfednictvim takovych ¢innosti je mozné zakiim
ukazat krasu matematiky a presvedCit je, ze matematika je zgjimava.

Z celého obsahu dilny jsme pro tento Clanek vybrali dvé ucelena témata: Matema-
tika s papirem formatu A4 a Obsahy a vwrazy. Obé v sobé zahrnuji pfedevsim algebru
ageometrii, ato v rliznych podobéach arozsazich.

Doporucujeme étenarlim, aby sejednotlivevyzvy ¢ Gkoly, kteréjsou v textu uvedeny,
pokusili pInit samostatné apak seteprve seznamili snami navrhovanymfeSenim. Nejlépe
tak totiz poznaji smysl celého naSeho pocinani.

Matematika s papirem formatu A4

Bez velkého prekvapeni pljde skutetné o praci s obycejnym papirem formatu A4.
Budemejich potfebovat nékolik (€im vice, tim lépe) anebude vadit, pokud budou nékteré
jiz pouzité.

Prvnim Gkolemjeurcit pomér dél ek stran listu A42. K feSeni jemozné pouZit libovolné
mnozstvi listh, listy |ze prekladat, stiihat apod. Neni vSak povoleno pouZivat pravitko
s méfitkem.

Jisté vede mnoho cest, jak dospét ke spravnému zaveéru. NaznaCime tfi z nich. Je-li
naSim Ukolem urcit pomér dvou délek, mlizeme se snazit néjaky nasobek jedné strany
vyjadrit jako (jiny) nasobek té druhé. Budeme tak kléast vedle sebe kratSi a delSi strany
listu A4 a Gekat, az se tyto nasobky budou rovnat. Mame-li dost mista, miizeme dojit
k zajimavym vysedklim. Ozname krat$i stranu listu « a delSi b.

Obr. 1

Takovymto skladanim papiru dostaneme prvni odhad poméru. Na obrazku jsou nej-
blize délky 7a a 5b, odtud odhadujeme

3Presngji bychom méli Fici obdélniku, jehoZ je idedlni list formatu A4 modelem. Pro lepsi prehlednost textu budeme ale
nadal e pouZivat jednoduse ,, obdélnik A4“. Podobné i pro dalSi forméty.
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Budeme-li pokraCovat ve skladani papiru, dalSim odhadem bude Cislo

b1t 1,416.
a 12
LepSi odhad jiz asi neziskame, protoze by to vyzadovalo nelimérné velky prostor.
MUZeme také zvoalit zcela jiny pristup, tedy geome-
tricky. Mnoho lidi ma jisté ponéti o vztahu obdé niku

b g A4 aA5. Snadno mtizeme ukéazat, Ze jsou tyto obdél niky
D g C podobne. (Mladsi zaci by k tomuto zavéru mohli dojit,
pokud by prededly experiment zopakovali s listem A5.)

X B Dilkaz je totiz zigmy z obrazku 2 (resp. z prelozenych
K 5 listl). Obdélnik ABCD, resp. A’B'C' D', jeobdénik A4,

resp. A5. Bod S je stfed stgjnolehlosti, ktera obdélnik
Obr. 2 ABC'D zobrazi naobdénik A'B'C'D’.

Také mnozi dobfe vime, Ze obsah obdélniku A4 je
dvojnasobek obsahu obdélniku A5. (StaCi vhodné prelozit obdélnik A4 a porovnat s ob-
délnikem A5.) Tedy druha mocnina koeficientu podobnosti je 2. ProC to tak je, také
snadno odvodime (pokud tento vztah neni jesté znamy). OznaCme koeficient podobnosti
k, kratSi stranu obdéniku A5 o' a delSi stranu b'. Potom plati a = ka’, b = kb'. Navic
vime, Ze ab = 2a’b’. Odtud jiz k? = 2.

Dale vime (popfipadé to miizeme |ehce ovéfit), ze pro délky stran obdélnikli A4 a A5
plati « = ', b = 2a’. Nakonec pouzijeme vlastnosti podobnych obdélniku, totiz ze se
zachovava pomeér délek stran. Odtud uz snadno plyne

b_V_a
a ad g’
neboli
v’ = 242,
aprotoze se jedna o délky stran, plati
b_ 3
a

VSechny prededlé Glohy si miizeme zjednodusit, pokud kratsi stranu obdéniku A4
prohlasime za jednotku. Hledame pak délku delsi strany v téchto jednotkach (¢ = 1 =
= b =12).

K cili vede jesté dalSi cestaatou je prekladani. Mnozi tuto vlastnost zngji, nebylaale
vyslovenaexplicitné. Pokud si totiz chcete vyrobit Ctverec o strané délky 1 (tj. o stranéa),
pouzijete k tomu jeho Uhlopricku. Prave tato Ghlopricka ma shodnou délku jako delsi
strana obdélniku, tj. b.
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Pokud jsmedosli k tomuto zavéru pomaoci prehy-
bani, miizeme se zagjimat o to, jaky pomér budou mit
strany v obdélniku A5 atak dospét ke skuteCnosti ,
Ze obdélniky A4 aA5 jsou podobné. 4 Stejnou Givahu .
mUiZeme zopakovat samozigimé i pro jiné formaty, E
neboli vSechny forméty ,AX*“ s jsou podobné. Po- b -
znamengjme jesté, ze obdénik, jehoz strany jsou ,
pravé v pomeéru v/2 se nazyvéa normalizovany.® N

Pro zgjimavost se jesté vratme k plvodnimu
postupu. Tehdy jsme dospéli k odhadu 2 = 1T =
= 1,416. V&mnéte s, jak blizko jsme byli, protoze 1 -
ve skutecnosti 2 = 1,4142. . .°. boooood S RRREEE

Nyni mtizeme do obdélniku A4 doplnit nékteré L L
zajimavé déky stran a Uhlopricek. Prelozenim (po- J
moci Uhlopricky) vytvorte Ctverec o délce strany a Obr. 3
(neboli delky 1). Dale vyznacte (opét prelozenim)

Uhlopricku obdéniku A4. Tak jsme vytvorili neko-
lik UseCek. Jake jsou jeich délky?

ReSeni je zakresleno do obrazku 4.

e e

[FX|=?
2 X CX[=?

23 [EX|=?
|AX=?
1 ¥2-1
A E B

Obr. 4

Vypocet délek UseCek AX, EX, CX aF X ponechavame Ctenéri.

Pro zaky bude jisté snadné odpovédét na nasledujici otazky. Kolik listli A4 (pravé)
potfebuji k vytvoreni listu A3, A2, Al a A0? A jakou jeho Cast pro listy A5, A6, A7
aA8? Jake jsou koeficienty podobnosti téchto obdél nikl?.

Pro prehlednost zapiSeme vysledky do tabulky. Vypocty je vhodné zaCinat od listu
A3, resp. listu AS.

4Jaky je koeficient podobnosti? Tato otazka ma smysl, pokud jste postupovali ,,v opatném poradi“. NezéleZi tedy na tom,
odkud zatit, ale je zajimavé uvédomit si rlizné moznosti.

SNékomu se moznav tuto chvili vybavuje pojem zZlaty obdélnik, jehoz strany jsou v tzv. zlatém poméruy, tj. ¢ = %

6Stoji zazminku, Zejsmetak narazili na skutetnost, Ze existuje posloupnost racionalnich &isdl, jejiz limitou je /2, tedy &islo
iracionéni.
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 formét | je | poet listl A4 | koef. podobnosti k A4 |
A0 [2A1=16A4 21 22
Al | 22A2=8A4 23 22
A2 | 2A3=4.A4 22 2!
A3 2-A4 9! 22
A4 1.-A4 20 232
A5 1.A4 21 23
A6 | 2-A5=1.A4 272 271
A7 | $A6=1A4 2-3 272
A8 | LA7=LA4 91 272

Jesté chvili budeme pokratovat ve stejném duchu. Velikosti stran obdélniku AO jsou
zvoleny tak, aby byl jeho obsah 1m?. Mlzeme se tak ptat, jaké jsou obsahy dalSich
formatli nebo jaké jsou délky a, b stran obdénikt AX.

Vysledky opét usporadame do tabulky.

| formét | obsah [m?] a[m]|b[m] ]
A0 [20=1 ;
Al |271=0,5

A2 [272=0.25

A3 [273=0,125

A4 | 274 =0,0625

A5 | 275=0,03125
A6 |27 =0, 015625
A7 |277=0,0078125
A8 | 278 =10,00390625

|

DO | DO l\lD DO | DO
[N [N= BN N N N (o N |

DN DO NIJ DO DN
ST IFNT NS NS

—
—

—
—

IS =

SRR
SRR
el =l =

K dal§i praci s musime pripravit nékolik dalSich pomlicek. Jednak Ctverec o délce
strany a, nadale mu budeme fikat Ctverec A4 a analogicky pro ostatni formaty. Dale pak
alespon 4 trojuhelniky, které vzniknou preptilenim obdéniku A4 podle jeho GhlpFicky,
nadal e jim budemefikat O-trojuhelniky. Zdeje vhodng, aby byl papir, ze kterého budeme
O-trojuhelniky vyrabét, prave z jedné strany potistény nebo popsany. Na zavér budeme
potfebovat alespon 4 trojuhelniky, které vzniknou preplilenim ctverce A4 podle jeho
(hlopFicky. Takovym trojuhelnik&im budeme Fikat C-trojthel niky. Pokud by mohlo dojit
k nedorozumeéni, zdliraznime, Ze jde o O-trojlhelniky A4, resp. C-trojthelniky A4 apod.
(MUZete s pripravit i podobné ¢tverce atrojuhelniky z forméatu A5, resp. A3.)

Ukoly, které nas nyni éekaji, véechny souvisi se sestavovanim &tvercll z pripravenych
trojuhelnikll. Protoze tézisté téchto Ukoll spociva ve skutecné manipulativni ¢innosti,
predneseme zde jen vyzvy a ponechame Ctenare, aby si na né (pokud ho jesté papir A4
neomrzel) odpovedd sam. Nebo jeste |épe, aby podobné otazky sam kladl.
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Vyzvy aotazky: (1) Sestavte Etverec ze &tyF C-trojuhelnikdl (trojuhelniky se nesmi
prekryvat). Jakou délku ma jeho strana? Jaky ma obsah? Jaky ngmensi format papiru
AX je zapotfebi, aby bylo mozné vyrobit tento Ctverec z jediného dilu? (2) Sestavte
Ctverec ze Ctyf O-trojuhelnikll. Je ho mozné vyrobit, aniz by mél , diru“? Pro¢? Jakou
délku ma jeho strana? Jaky ma obsah? Je mozné ho sestavit bud jen z potisténych (resp.
nepotistéych) dilli nebo pravé ze dvou potisténych a ze dvou nepotisténych? Kdy to Ize
a proc? Jaky ngimensi forméat papiru AX je zapotfebi, aby bylo mozné vyrobit tento
Ctverec z jediného dilu? Je mozné sestavit i jiny Ctverec z téchto O-trojUhelnik{? atd.
(3) Je mozné take sestavit jiny Gtverec ze ¢tyt C-trojUhelnikli? atd. (4) Porovnejte obsahy
vech takto vzniklych ¢tverctl. (5) Prekladanim Gtverce A4 vytvorte Gtverec s poloviénim
obsahem. Jaka je délka jeho strany? Jaky ngimensi formét by byl zapotiebi, aby bylo
mozné vyrobit tento Ctverec z jediného dilu? atd.

Je zigimé, ze zde miizeme takto klast dalSi a dalsi otazky kolem obsahll a délek,
nejriiznéjSich formatd, étvercl i trojuhelnikll. Cennym prinosem takovych ¢innosti miize
byt rozvoj predstavivosti. Navic tim, Zze zak pracuje se skuteCnymi predméty, ziskava
primou zkuSenost siracionanimi Cidly asjgich velikostmi. Iracionani Cislatak mozna
pozbudou atribut neredl nosti.

Obsahy a vyrazy

Jak za okamzik zjigtite, toto téma v sobé zahrnuje vic, nez by se z nazvu mohlo
zdat. Zaci dostanou 4 rlizné druhy karticek: obrazky obdélnikd, tabulky hodnot, vyrazy
S proménnou a véty, které slovy popisuji provedeni poCetnich operaci s proménnou. (Na
obrazku jsou zobrazeny nékteré z karticek.”)

6
. n vyd&l dvéma, pak pricti Sest.
2
2(n+6) |nl1 2|3 |4
odp|6,5| 7 8
n +6 n|1]2 |3 |4 = 6
odp. 1001522 [1
2

Umocni n, pak pricti Sest.

Obr. 5

Ukolem Zak{l je seskupit kartiky, které spolu navzajem souvisi, tzn. vytvorit balicky
kartiCek, ve kterych vyraz s proménnou odpovida obsahu obdé niku na obrazku, tabulka

"Zkratka ,odp.“ v tabulce znamena ,, odpovida®.
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hodnot odpovida dosazeni Cisla do vyrazu avyraz je vlastné algebrai ckym zapi sem véty,
popisujici provedeni poCetnich operaci s proménnoul.

Karti¢ky jsou vytvoreny tak, aby se v nékterych baliccich objevilo vice riiznych kar-
tiCek stejného druhu (napf. 2 kartiCky svyrazy, které jsou ekvivalentni) aaby v nékterych
baliccich urCite druhy kartiCek chybély (napf. tabulka hodnot). Potom, co zaci vytvori
balicky, nasleduje dalSi vyzva: ,, Doplite nevyplnéna policka tabulek hodnot a vytvorte
kartiCky, které vam v balicku chybi.”

Proc plnit takové Ukoly?

Protoze spojuji znal osti z nékolika oblasti matematiky, jak jsmejiz uvedli. K vypoctu
obsahu obdélniku na obrazku je zapotfebi pracovat s proménnou v neocbvyklém, i kdyz
diivérné znamém prostredi (obsahy obdénikl), coz vede k lepSimu porozumeéni praci
S promennou.

Pri zafazovani kartiCek s tabulkami hodnot do nékteré skupiny musi zak dosazovat
Cidla za proménnou. To vede k lepSimu porozumeéni podstaty promeénné a zaroven se
jednai o pripravu k funkcim.

pruprava funkci

n |12 |3 |4
odp. 10| 15| 22

Cislo 4
. ’ A i
proménna v neobvyklém :

prostiedi ;

[ r promeénna :
@acni n, pak pricti @4—»

algebraicky jazyk

prirozeny jazyk
Obr. 6

Zavey

Obé uvedenatémata, i kdyz pripravenapro pouziti v hodinach matematiky, maji spise
souzit proinspiraci. Kolem nasjetotiz mnoho material 0, kteréje mozné zaradit do vyuky
s cilem propojit znalosti z rliznych oblasti matematiky. Casto se jedna o témata, ktera
bézné v hodinach probirame. StaCi se na né podivat jinak nez obvykle. Tento clanek mél
za Ukol presvedCit o tom, Ze to stoji zato.

Uprimné dékujeme naSemu kolegovi Johnu Gardinerovi z VelkaBritanie zainspiraci
anameéty.
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Algebraickée vyrazy 8. roéniku ZS

Miroslav Hricz!

Na zakladé prikladll z historie matematiky |ze ukéazat, jak dlouhou a narotnou ces-
tou pro3a symbolika matematického my3eni. SoucCasna symbolika algebry vznikla na
konci 16. stoleti. Jgjim objevitelem byl francouzsky matematik Francois Viéte (1540—
1603). Nahrazovani Cisel pismeny znamenal o velky pokrok. Jeho jazyk mimo jine prispél
k rozvoji infinitezimalniho poCtu a analytické geometrie.

Podle Hejného mlizeme z didaktického hlediskapraci salgebraickymi vyrazy rozdélit
do tfi hladin [1]:

e modelovani — vyjadrovani slovniho textu pomoci symbol (i

e standardni manipulace se symboly — Gprava algebraickych vyrazli podle danych pra-
videl

e strategickad manipulace se symboly — Upravy, pfi které nevystatime s nacvicenymi
Sablonami, potfebujeme objevit strategii postupu.

Pro zaky jsou Upravy a gebraickych vyrazli velmi abstraktni, aproto je nutné vénovat
dostatek Casu upeviovani a prohlubovani poznatkll z této oblasti matematiky. Je dobré
maximalné vyuzit zakovskou aktivitu, schopnost pracovat samostatné Ci spolupracovat
ve skupiné.

Otevrena hodina

V patek 13.2.2004 probghla oteviena hodina v 8.A tfidé ZS U Santosky 1, Praha
5. Byla zaméfena na Upravy vyrazl. Cilem prvni ¢asti hodiny bylo procvicovani sGi-
tani vyrazll (zabavngjsi formou pomoci stitaci pyramid), cilem druhé ¢asti hodiny bylo
vyvozeni algoritmu pro nasobeni mnohoclend.

PrUbéh hodiny

1. Rozcvicka
Zaci v ramci opakovani Fikali, co jsou vyrazy, jak je rozdélujeme, uréovali jednodleny
a mnohocleny.

2. Reeni s&itacich pyramid
Zaci dostali k vyplnéni stitaci pyramidu (néktefi pyramidu 1, jini pyramidu 2). Po
vyplnéni se nemohli shodnout na vyrazu, ktery je tfeba doplnit do ngvysSiho policka

178U Santodky 1, Praha 5, www.santoska.cz, miroslav.hricz@santoska.cz, miroslav.hricz@centrum.cz
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pyramidy. Podle oCekavani zacali své vypocty kontrolovat, nektefi , zkontrolovali“
vysledky sousedovi avysvétleni bylo na svéte.

Dalsi dveé sCitaci pyramidy (pyramida 3 a4) feSili Zaci ngjprve samostatng, pak porov-
navali vysledky ve tfi az Ctyfclennych skupinkach. Neéktefi zaci si vaimli toho, ze je
mozneé pri feSeni pyramidy 3 vyuzit néktere predchozi vypocty.

3. Vyvozovani algoritmu

Pro dalSi praci zakll byla pouzita pyramida 6. Néktefi zaci vyrazy sGitali (prehlédli
znaménko kréat), jini provedli pét vypocth a tvrdili, ze ,da uz to nejde”. Jini vyrazy
2 + 8 a6z + 4 vynasobili aziskali vysledky 1222 4 32 nebo 22 + 48x + 4 = 50x + 4.

Predpoklad, Ze Zaci odhali algoritmus pro nasobeni mnohoglentl, se nenaplnil. Uvahy
zakli byly mnohdy spravné, ale chybél tolik potfebny ¢as. Pyramida5 bylazadanajako
doméci priprava.

Nasledujici vyuCovaci hodina byla zahgena kontrolou domaci pripravy a feSenim
obdobné pyramidy jako pyramida6. Jeden zak se doma zeptal naalgoritmus pro nasobeni
aumél jg pouzit. Dvazaci ho v této nasledujici hodiné diky malé napovédeé odhalili. Pak
vysvétlili ostatnim spoluzaktim, jak postupovali.
~ Nédedné dilny se z(castnilo 6 zgemcll. Byla vénovana zabavnym formam vyuky.
Ucastnici si zahrdli , hru s vyrazy” [2] [5], doplhovali dalsi pyramidy [3] [4] a vyuZili
dalsi naméty [3] [4]. Shodli se, Ze je dlleZité toto ucivo propedeuticky pripravovat jiz
v nizsichrocnicich. K tomujedlemého nazoru dobré pouzit kvalitné zpracované ucebnice
Matematika s Betkou.

V dal§i ¢asti dilny sediskutoval o o dalSich moznostech motivace zak(l, o zkuSenostech
pritomnych ucitel 1. Diskuse se téz zaméfila na problematiku ¢eského Skolstvi obecné.
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ParketaZe, kachlicky, mozaiky a geometrial

Lucia llucova?

Pri vyuCovani planimetrie sa Casto stretavame s formanym vyuzitim vedomosti
a zrucnosti ziakov pri rieSeni slovnych tloh. Napr. pri vypocte obsahu zahrady sa po
prevedeni zapisu uz s danym rovinnym Utvarom pracuje ako s geometrickym Utvarom
anie ako s modelom zahrady. Preto sa detom Casto zda, Zze nauCené poznatky nevyuzi-
vaj( v redlnom Zivote. Ulohy tykajce satémy rovinné mozaiky st formulované tak, aby
riesitel riesil Ulohu z redlneho Zivota a matematiku pouzil ako nastro;.

Pod pojmom rovinna mozaika (alebo rovinna teselacia) rozumieme pokrytie roviny
Gtvarmi, ktoré sa neprekryvau a nie si medzi nimi ani medzery (teda maju spolocné
najviac svoje hranice). V anglicke literatire sa mdzeme stretnt s pojmami tessellation,
tiling, paving, parquetting alebo mosaic. V priestore hovorime analogicky o priestoro-
wych teselaciach. S rovinnymi mozaikami sa stretavame bezne; v architektare (dlazdice,
parkety, obkladacky), v umeni (vzory, obrazy, nastenné mozaiky), alei v prirode (vCei
plast, pavucing, difrakéné obrazce Ziskané stidiom kry&talov, rezy kryStalickych latok).
Skvelé ukazky rovinnych mozaik sbohatymi vzormi ponikamaurskaarchitektirav Spa-
nielsku (palac Alhambra) aislamska kultra na Strednom vychode. V- modernom umeni
20. storoCia sa vyskytujl v tvorbe holandského grafika M. C. Eschera (napr. Def a noc,
Jasterice). Viac informécii o rovinnych mozaikach v umeni mézeme ngjst' v [1], [3].
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Obr. 1: Maurské mozaiky

IPrispévek byl podpofen grantem GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
2PedF UK Praha, lucia_i@post.sk
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Na prvy pohl'ad rovinné mozaiky spgjaju s matematikou len tvary Utvarov, z ktorych
s vytvorené. No tebria, ktora skima ich vlastnosti, ponika vel'ké mnozstvo matema-
tickych problémov, ktoré mozu vyriesit Ziaci roznych vekovych kategorii zaujimavym
a netradicnym sposobom.

Popis aktivity

Priebeh aktivity vychadzal zo skiisenosti ziskanych pri realizacii projektov pre ZS
a SS z rigorozne prace [2], v ktorej som sa zaoberala rovinnymi mozaikami vytvore-
nymi mnohouholnikmi. Zo skupiny Gloh som vybrala tie, ktoré sa tykaj( nasledujlcich
poznatkov:

e klasifikacia mnohouhol nikov,

e velkost vnltornych uhlov v Stvorci, rovnostrannom trojuholniku, pravidelnom Sestu-
holniku (pre nizSe roCniky 2S),

e vety o slcte vel'kosti vnatornych uhlov v l'ubovol’nom trojuholniku a Stvoruholniku,
resp. mnohouholniku (pre stredné skoly),

e veta o vel'kosti vnitorného uhla v 'ubovol'nom mnohouholniku (pre stredné Skoly).

V&etky zadané Ulohy s formulované ako prakticky problém pre doméaceho , kutila'
resp. architekta a maj( rovnakl Struktru ako napr. pre obdlznik: Mohli by sme pouzt
parkety rovnakého obdlznikového tvaru na pokrytie podiahy? Ulohy mdzu byt riesené
jednotlivcom alebo dvojicou, na vyucovani pod dohl'adom ucitela alebo ako doméaci
projekt sjeho pripadnou pomocou.

Pri rieSeni ziaci (rieSitelia) postupne zistuj U, ktoré stvoruholniky, trojuholniky, patu-
holniky, Sest- a sedemuholniky pokryvaj rovinu, teda objavujl pravidla pre pokryvanie
roviny mnohouholnikmi. Tiemajuv ramci svojich vedomosti aschopnosti dokazat' (nejde
0 axiomaticky dokaz, skor o urcité overenie platnosti pravidiel). Poslednou tlohou je vy-
tvorenie mozaiky zlozengj z viacerych typov mnohouholnikov.

Pri praci je venovana pozornost g vSeobecnym mnohouholnikom (t.j. nepravidel-
nym, nepravouhlym, nerovnobeznym, nekonvexnym,. . . ), ktorésav skolskgf matematike
malo vyskytujU. Takisto teselacie zname detom z redlneho Zivota (kachlicky v kupel'ni
¢i kuchyni, dlazby chodnikov) s vagsinou vytvorené zo Stvorcov, obdl'Zznikov alebo pra-
videlnych Sestuholnikov. Vyuzitie vSeobecnych mnohouholnikov tak v Glohach mozno
vyuzit ako motivaciu a prebudit v rieSitel'och zvedavost arozvijat' tvorivost.

RieSitel mak dispozicii papierovi stavebnicu, farebné a stvoréekované papiere, noz-
nice, ceruzku, pravitko alepidio, pricom si sam vyberie, ktoré pomodcky pri praci vyuzije.
Stavebnicu tvoria rozne druhy mnohouholnikov (trojuholniky, Stvoruholniky, patuhol-
niky, Sestuholniky a sedemuholniky), ktoré predstavuju v Cinnosti modely kachliCiek,
parkiet alebo dlazdiCiek. Rozmery stavebnicovych dielov si navrhnuté tak, aby bolo
mozné diely I'ahko kombinovat a tak vytvarat g zloZitejSie mozaiky. Stvoruholniky
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a trojuholniky s zastUpené mnozstvom réznych tvarov, ostatné mnohouholniky st re-
prezentované ich pravidelnymi tvarmi a tvarmi, ktoré pokryvaju a nepokryvaju rovinu.
Pre kazdy tvar pouzitych mnohouholnikov je vhodné vytvorit 8 — 10 kusov Utvarov
z hrubSieho papiera, resp. z tenkych drevenych dostiCiek. PoCet roznych tvarov je mozné
upravit tak, aby rieSitel’ pracoval len stakym poctom, ktory je nevyhnutny na objasnenie
pravidiel pre pokryvanie roviny.

Tvorivym zakoncenim aktivity moze byt vlastny navrh parketaze alebo kachlickova
nia, pre stredoskolakov abstraktngSi navrh mozaiky. Vysedky Ziackych projektov mozu
byt hodnotené podl'akritérii, ktoré charakterizuji matematick Cast' (v pripade, ZerieSite-
lia spractvaj U tlohy pisomne) —rieSenie Uloh, ale g umeleckl — navrh rovinng mozaiky
(vid [2]).

Ulohy mozno vyuZit v réznych etapach vyugovania:

— motivacia — v Uvode tematickych celkov tykajlcich sa tvarov mnohouhol nikov alebo
viet o vel'kostiach vnitornych uhlov v mnohouhol nikoch aich siictoch,

— expoZicia — pri klasifikécii mnohouholnikov a odhalovani viet o sictoch vel'kosti
vnatornych uhlov v Stvoruholnikoch atrojuholnikoch,

— fixacia — na upevnenie a opakovanie ziskanych poznatkov a ich vyuzitie pri rieSeni
problému zo Zivota, narozvijanie tvorivosti arovinng predstavivosti.

Pri rieSeni Gloh je mozné pozorovat viacero kognitivnych ainteraktivnych javov:

— miera rieSitel'ova chapania daného Stvoruholnika ako rovinného Gtvaru, resp. modelu
Utvaru z redlneho Zivota,

— pouzitie matematickych pojmov rieSitelom pri praci a pochopenie tychto pojmov (od-
povedaj Uce danému veku),

— schopnost' rieSitel'a argumentovat),

— (roven rieSitel'ove rovinng predstavivosti,

— schopnost' rieSitel'a vyjadrit svoje mySlienky (verbane, neverbane),

— spravanie riesitel'a pri zmene stratégie a pri spochybneniach zo strany zadavatel'a.

Program arealizacia dielne

Ugastnici dielne pracovali len s jednym druhom mnohouholnika — &voruholnikom,
pretoZe praca s ostatnymi mnohouholnikmi je zaloZena na rovnakom principe. Stvoru-
holnik je vhodnym reprezentantom, pretoze vacsina parkiet a kachliCiek ma prave tento
tvar.

Jednotlivé tlohy boli formulované vo forme otazok, na ktoré bolo potrebné odpove-
dat' ano/nie, pricom dan( odpoved musdl rieSitel’ podlozit obrazkom alebo vytvorenou
mozaikou z papierovych Utvarov:

1. Keby sme cheedli vykachlickovat' stenu v kiipel'ni, mohli by sme pouzt’ kachlicky rovna-
kého Stvorcového tvaru?

2. Mohli by sme pouzit' parkety rovnakého obdl’znikového tvaru na pokrytie podlahy?
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/ .f’:

Obr. 2: Tvary pouzitych Stvoruholnikov

3. Mohli by sme poutZit’ parkety rovnakého kosodlznikového tvaru?

4. Mohli by sme pouzt’ parkety rovnakého lichobeznikového tvaru?

5. Mohli by sme pouzt’ parkety tvaru vseobecného konvexného Stvoruholnika?

6. Mohli by sme pouZzt’ parkety tvaru vSeobecného nekonvexného stvoruholnika?

(Pojem ,rovnaky* nahradzamatematicky presnejSi pojem,, zhodny*, pretozeje detom
bliZsi; pojem ,, vSeobecny* je ekviva entny s Ceskym pojmom ,,obecny*). Po kazdej Glohe
je vhodné polozit otazku, Ci je eSte mozné vytvorit z danych Stvoruholnikovych parkiet
inU parketaz, aby s riesitel’ uvedomil divergentnost’ Gloh.

Obr. 3: Priklady rovinnych mozaik vytvorenych obdlznikom

V&etci UCastnici si z pripravenych po-
mdcok vybrali papierovi stavebnicu a biely
alebo farebny papier ako podlozku pre svoju
pracu. Ich reakcie pri rieSeni (loh boli po-
dobné ako reakcie ziakov. Prvé dve Ulohy
sa Ucastnikom zdali velmi jednoduché; vy-
kachliCkovanie steny Stvorcovymi kachlic-
kami alebo vytvorenie parketaze z obdl'zni-
kovych parkiet odovodnili zhodnostou Gtva= ~ Obr. 4: Rovinnamozaika vytvorena
rov atym, zek sebe,, pasuj* prislusnéstrany. nekonvexnym Stvoruhol nikom
Pri dalSich typoch &voruholnikov vacsina
pracovala podl'a stratégie ,,rovnako dihé strany k sebe”, niektori si uvedomili g pouzitie
stredoveg simernosti, resp. otaCania. Napriek tomu mala asi tretina GCastnikov problém
s nekonvexnym Stvoruholnikom.
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Poslednou Ulohou Ucastnikov die'ne bolo pisomne odpovedat na otazky:

Je mozné pouzt’ parkety l'ubovol'ného Stvoruholnikového tvaru na pokrytie podlahy?
Ak ano, preco?

Ak nie, ngjdite také parkety Stvoruholnikového tvaru, ktoré nemdzeme pouzt na
pokrytie podlahy.

Ich odpoved sa mala skladat' z dvoch Casti: najprv mali odpovedat ako Ziak triedy,
v ktorgj ucia matematiku, potom mala nasledovat ich viastna odpoved. Predkladam
niektore zo ziackych odpovedi, s ktorymi som sa g sama navyucovani stretla:

Da sato, lebo sme s vaetky ,, druhy” Stvoruholnikov vyskiusali.

|deto, pretoze sa to niektorymv triede podarilo (mne ni€) a pani ucitelkaich pochva-
lila.

Ano, pretoze sa mi to zatial’ vzdy podarilo.

Ucitel'ské odpovede uz Ciastotne obsahovali spravne oddvodnenie, ktorym sme aktivitu
zakoncili:

Nech «, 3,~,6 sU vnatorné uhly Stvoru-

i holnika. Pre sliGet ich vel'kosti plati o + 5 +

" +~ + & = 360°. Kazdy &voruholnik mdzeme

pomocou stredovej simernosti podla stredov
"7‘ stran usporiadat pri vytvarani parketazetak ako
"' Stvoruholnik na obrazku:

Kazdy vrchol je vrcholom Styroch Stvoru-
holnikov a uhly, ktoré ho obklopujG, si navza
jom rozne. Spolu vytvargju plny uhol, preto
nevznika i medzery, ani prekrytia.

Obr. 5: Pokrytie roviny Stvoruholnikmi

Zaver

V zavere dielne sa (Castnici vyjadrili k Gloham, ktoré riesili. Za najzaujimavesi
Stvoruholnikovy Utvar pre pokryvanieroviny povazovali nekonvexny stvoruholnik, jedna
UCastniCka bola za Stvorec z dovodu viacerych moznosti pre jeho usporiadanie. Nacrtli
sme g moznosti vyuzitia dalSich mnohouholnikov v analogickych Ulohach a podstatu
pravidiel pre pokryvanie roviny.

Ciel'om tejto aktivity je ponUknut ziakom iny pohl'ad na matematiku, Specialne geo-
metriu v rovine a umoznit im prejavit svoju tvorivost. V projekte si Ziaci rozSiria svoje
poznatky o uhloch v mnohouholnikoch a tie potom vyuziji pri navrhu rovinnych mo-
zaik. Moznosti vyuzitia rovinnych mozaik vo vyucovani matematiky tymito Glohami ale
zdaleka nie si vycCerpané.
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Pismena v matematice na prvnim stupnit

Michaela Kaslova?

Uvod

Dilna byla provazana s otevienou hodinou ve 3. ZS Mikulandska v Praze 1 (ugitelka
Mgr. R. Nechanickd) a s dalSi ukazkou prace s zaky druhého rocniku béhem dilny.
Zaméfeni vychéazi ze studia védeckych studii vénovanych cesté k algebre, z pozorovani
vyucovacich hodin naprvnim stupni, z analyzy nékterych soucasnych evropskych ucebnic
a v nepodledni fadé z vlastni prace s zaky prvniho stupné v Klubu pratel matematiky.
VétSina tloh je soucasti souboru aktivit, které budou jesté obohaceny a realizovany na
Skolach v ramci projektu sitalskymi kolegy.

Role psaného

Pismeno, Cidlice, Caramaji zastupnou funkci. Jgjich interpretace zavisi na kontextu,
tradici, zvyku Ci dohodé. Nékdy je interpretace Cisté osobni (napf. poznamky), jedinetna
zejména pokud jde o interpretaci ¢ar a znakl jejich autorem, kdyZ Slo o produkt tvorive
cinnosti (vyvoj kresby a pisma u ditéte predskolniho veku). Jindy je na zakladé dohody
uréena Uzké skupiné osob (napf. Sifry). PouZivani znakll je vzdy vice ¢i méné vazano
pravidly. Néktera z nich zaci poznavaji po krocich, jina , naraz”, k nékterym se dopra-
covavaji intuitivng, s dalSimi jsou seznamovani prostiednictvim skoly (ucitelli, uéebnic)
¢i médii. Tvorba i volba znakll se podfizuje uréitym pozadavktim uzivatel &1; pozadavky
souvisgji s mirou snadnosti uzivani a dekddovani (nebo snahou po utagjent).

1Regeni otazek je soudasti Fedeni VZ 114 100004 aitalského projektu ArAl.
2PedF UK Praha, kaslovam@pedf.cuni.cz
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Zar azeni izolovanych pismen v predmétech na prvnim stupni

Z Gspornych divod pristupme k prehledu pomoci tabulky. Lépe si uvédomime, v ja-
kém mnoZzstvi situaci vystupuji pismena od prvniho rocniku. Nebudeme do ni vypisovat
roli pismene jako prvku abecedy, jako produktu transformace hlasky €i pojmenovani
pismene, transformace mluveného kddu do psaného, coz se dée na zatatku 3kolni do-
chazky pri nacviku psani. Pismenamimo tento proces maji funkci pojmenovani, oznaceni.
Prehled nezahrnuje vSechny situace na zakladni skole.

Wsvétlivky: M — matematika; Cj — Cesky jazyk; P, V — pfirodovéda, viastivéda,
prvouka; Hv — hudebni vychova; S—kola.

malé pismeno VELKE PISMENO

(p) psaci, (t) tiskaci

M: pojmenovani primky, UuseCky, strany, | M (t): pojmenovava bod, krajni body, po-
hrany, poloméru, priméru, kruznice, osy | ¢atek, priisecik, stied, vrchol (pozdgji vy-
rok, mnozinu)

M: oznaCuje délku Usecky, obvod (zastu- | M (t): oznaCuje objem, povrch, obsah (za-
puje dvojici ¢islo ajednotka) stupuje €islo a jednotku mérent)

Cj: slovo — spojka, prediozka (a, i, v, 2) Cj, P, V: zkratky, inicidlky, soufadnice

P, V: zkratky (I, m, h, s), soufadnice
Hv: tonina moll Hv: tonina dur
tony (pismenas Ciselnymi sindexy)
M: zastupuje Cido (nahrazuje postupné | M: znaky —fimskée Cislice
volné misto, 3 tecky, ramecek) — Cidlice v algebrogramech
S. znaCeni alternativ, vycCtu, pofadi, otézek | S: oznaCeni tfidy

nebo Ukolll v uGebnicich

Neni nutné zakiim uvedené rozdily vysvétlovat v takovém prehledu. Je dulezité,
aby ucCitelé byli seznameni s touto situaci. PfedevSim v prvni fazi uvedeni pismene do
matematiky je nutné zdlraznit zak{lim zménu kontextu pouziti pismene avést zaky k nové
interpretaci.

Zavedeni pismenejako znaku pro Cislo u nasi ve svéte.

Od prvnich krok prace s ¢islem zapsanym arabskymi Gislicemi v pozi¢ni desitkové
soustave prochazi zak nejdrive fazi numerace. Numerace v oboru pfirozenych Cisel za-
hrnuje fadu UkolU: zapis, kolik je tu. .., Fekni, kolik je tu..., ukaz pravé tolik (3)...,
nakresli (3). .., porovng dve Cisla, dokaz na (fadovém) pocitadle, rozhodni, které z Cisel
je ngvetSi (ngfmensi), usporade) (sefad) Cislaod ...po ..., Fekni, kolikaciferng, urci
pocCet desitek (jednotek). Je otdzkou, zda k numeraci fadit i poznavani vlastnosti Cisel,
atov souvidosti stfidenim Cisel, jako je byt sudy — lichy, nasobkem 10, 100, 1000, .. .,
byt symetricky (121, 7887). Numerace neprobéhne jen jednou, vyskytuje se cyklicky.
Napr. po uvedeni Cisel od 1 do 5 nasleduje zavedeni operaci sCitani a odCitani, pak dalsi
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kapitola numerace, v niz dojde k rozsifeni oboru, opét poCetni Ukony, numerace, operace
atd.

Pismeno se oviem v roli Cisla objevuje poprvé zpravidlaaz v kapitole operace! Wne-
chani jeho role v numeraci miizeme pokladat za jednu z pricin obtiZ prace s pismenem
v kapitolach operace, funkce (Kaslova, 2002). Na prvnim stupni se nenaznaCuje, ze by
pismeno mohlo zastupovat jiné Cislo nez prirozeng, av tomto smyslu chybi i pfemosteéni
v matematice druhého stupné.

Pismeno jako Cislo z pohledu zaka

Na prvnim stupni je pouziti pismen negjednotné v tom: a) kdy av jaké roli je poprvé
uvadime, b) ktera pismena pro praci volime (nékde jen z, jinde a, b, ¢, atak podobné),
c) jak pismeno pojmenovavame, cteme (odposlechnuto v praxi: a, b; proménnaa a pro-
meénna b; promenné a, b; neznama a; Cido a; Cidaa; x je Cido, které nelze ngjit, ale a
ano; a vysledek, co chybi).

Pestré, nekomentované a jakoby samoziejmeé pouziti pismene v roli Cisla, zegfména
v kratkém ¢asovém obdobi bez pFipravnych aktivit, mlize byt z pohledu zaka az matouci.
Zak Easto nema (dobry) poslechovy vzor, jak se zapis &te, avyjadrovani je pro ného séri
pokusli a omyl{, nebo se Gteni zapisu vyhyba a pouziva pouze charakteristiky toho, co
ma se zapisem provést. Priklady zadani a zakovskych interpretaci zapisu:

a) 10 + 23 = z —xje vysedek (pocetniho Ukonu); pro zaka x zastupuje jediné €islo nebo
pouze nahradilo predchozi rametek a zak x za ¢islo viibec nepovazuje;

b) 10 + y = 33 —v zadani chybi ¢islo, které musim zapsat misto y; co musim pricist, aby
..., spontanné to zjisti experimentovanim, docitanim, ¢i odcitanim;

10

/\
c) 2 b vramci tabulky popsa zak takto: ,Mam rozlozit 10 nadvé ¢asti“; to | ze zapsat
také jako 10 = a + b; zde nastava prvni Gskali plynouci z odlisného znaceni stitancl,
jsou-li pismena rlizna, |1ze nebo nelze pripustit feSeni 5 a 5; pro zaka jsou dvojice riizné
moznosti, které podmince vyhovuiji, avsak teprve vyplnéni celé tabulky je feSenim;

dz < 10,5 < n,3 < a < 9—mam ngjit Cido; toto je pro zaka zména, protoze zde
pismeno nezastupuije jediné Cislo, ale celou skupinu Cisel; nékdy koneCné mnozstvi Cisel,
jindy dokonce nekonetné mnoho; jen vyjimecné se vyskytuje situace, kdy nezastupuje
zadné prirozené Cislo napr. 3 < y < 4 ,to je §patny priklad”; , musime to opravit*; ,jeto
nula. .. feseni”;

e) tabulky spjaté s procvicovanim urCovani n-nasobku Cisla, pouzivaji pismeno ke zkra-
ceni pokyn(l; jeden fadek je oznaten napf. m adruhy 2m (nebo také 2 - m, 2 x m), Z&Ci
to nectou;

f) o = a + b+ c priklad z geometrie je vyjimkou, ponévadz zde zak pouziva také Cislo,
avsak ne dlisledné; nékdy dosadi za pismeno pouhé ¢ido, jindy ¢islo sjednotkou; i zapisy
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Vv ucebnici vypadaji nasledovné: a = 2cm,b=3cm,c=4cm,0=2+3+4,0=9cm.
Jde o nglednotnost. Jednou pismeno predstavuje velikost — Cidlo, jindy délku — tedy
Cislo s pouzitou jednotkou méfeni. V nékterych pfipadech, napfiklad @), b), jde o fazi
procesu zobecnéni a pismeno zastupuje ¢islo tak, Ze to umoziuje zakiim diskutovat nejen
o Uloze, dei o zadani. V jinych pripadech jako napriklad c), €) jsou pismena uzita autory
predevsim pro zkraceni pokynl, usnadnéni komunikace na intuitivni Grovni, a také tak
s danym typem ucitelé zpravidla pracuji, pismen si v podstaté nevSimaji, neupozoriuji
na né.

Nediskutujme, zda ma nebo nema byt pismeno pouzivano na prvnim stupni, ae
uvazujme o tom, jak by mohl start k pouZiti ¢isla vypadat. Malé pismeno se v ucebnicich
matematiky prvniho stupné vyskytuje. Velke tiskaci pismeno ve funkci Cislice uz je
vyjimecng, pokud ano, tak nesystematicky v Glohach pro zabavu. Moje osobni zkuSenost
je ta, ze pouziti velkych tiskacich pismen pred malymi je pro zaky vyhodngsi alze je
zaradit jiz ke konci prvniho roCniku. Pro toto zafazeni mluvi i relativni jednoduchost
kodovani, omezeny pocCet pismen v dané Uloze (negjvyse 10). Praci s velkym pismenem
je mozné vynechat, ae pak je tfeba zaCit o0 néco pozdgi. Nedoporucuji oboji michat
soucCasné.

Co chybi v prvnich letech prace s pismeny?

1. Wivareni vlastnich symbol U a znakt sméfujicich k pochopeni jgjich zastupnéfunkceve
spojeni sprocesem simplifikace, spochopenim charakteristik znakll jako rozliSitel nost,
snadna napodobitel nost a zapamatovatelnost, . . . (Laborde, Sciacovelli a dalsi)

2. Aktivity typické pro numeraci, na kterou jsou zaci zvykli: manipulace (s modely,
s kartami), manipulace v kombinaci s napsanym (s textem).

3. Pouziti barvy jako premosténi obtizi u nékterych typli zaka.

4. Prechod od prace s modely k praci s matematickymi symboly (€islicemi, operacnimi
znaménky apod. ...az k pismenu) a zpé od matematického symbolu k modellim
s odkazem na kontext a s podnécovanim feci.

5. Pouzti pismene a feci, respektive aktivit sméfujicich ngen k dekddovani, alei k in-
terpretaci zapisu pri feSeni Gloh, ato bez formalismil, (icelné a funkéné.

6. Porovnani rliznych zapisti feSeni napriklad pomoci modelli trojrozmérnych, dvojroz-
mérnych (obrazkovych), matematickée symboliky.

Ukazky vybranych aktivit

A. Aktivity vyuzivajici mala pismena

(Poznamka: Aktivity €. 1-13 byly ové&feny na 7-9letych zacich.) Pismena zastupuji
¢isla (zpravidlaprirozend); soubor aktivit neni chapan jako uzavieny povinny sled krokd,
ale jako inspirace k obohaceni procesu.
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1.1 Vychazi se z toho, Ze jedno &islo nezname. Rada karet s &isly, jen jedna karta je
rubem nahoru. Dité fika, které Cislo je zespodu. Kontrola oto¢enim. Doporucujeme od
pocatku plastove karty. Tak na né miizeme pozdgji psat a posléze mazat.

1.2 Karty jsou z druhé strany barevné (je na nich barevny papir), kazda jinou barvou.
Komunikace se méni. Pod Cervenou je €ido . . . Pro kontrolu kartu oto¢ime. Pak se hraje
ve dvojicich, kazdadvojice si zvoli své poradi barev a pak zapisuje Cisla. Pak hraje jedna
dvojice s druhou, v jednom kole se pouziva sada prvni dvojice, ve druném kole se sada
karet vymeni.

1.3 Karty s ¢isly neotatime. Mame navic rlizné barevné karty. Hraje se ve dvojicich.
Jeden za&k zakryje jedno z Cisel Zlutou, jiné Cervenou, atd. a nezakryje vsechna Cisla.
Druhy 7ak postupné zakryta &isla uréuje a odkryva zakryta &isla pro kontrolu. Cinnost
komentuje: ,,Pod Zlutou je 15 a podobné. Od této Cinnosti |ze prejit k zapisu pribéhu
hry s pouzitim pismen.

1.4 Pouzijeme karty s Cidly a prazdné pE— j —y

barevné papiry o formatu karet. Na barevné
papiry napiSeme pismena: na Zlutou z, Cer- i \/
venou ¢, modrou m, oranzovou o, hnédou Z
h. Cervenai Zlutajsou voleny zamérng, aby
dodlo k prvni dohodg, ze nebudeme pouzi- i

vat hacky. Pismena se nesmi opakovat. Pak

maji zaci sestavit fadu, ve kteréjsou néktera Obr. 1
Cislavynechanaamisto nich jsou barevné karty. Misto Gstni odpovédi pfistoupi prvni zak
k odpovédi pisemné: ¢ = 17, m = 12, 0 = 18, h = 11, z = 10. Pak dochéazi ke spolecné
kontrole. Hru Ize rozvinout pro praci ve skupiné nebo ve dvojicich se vzgemnym zada
vanim, feSenim a kontrolou. Totéz miizeme ovSem udélat jinou formou a vyprovokovat
takovou situaci, aby s vlastnétakovou hru zaci ,, sami vymysleli®. Pismeno chpeme jako
zjednoduSeni pro komunikaci zeménav pisemne podobé.

Zaci nedostanou barevné karty, ae jen bile. Na kazdou napi&i jedno pismeno (bez
hackl, carek, krouzkll). Ktera pismena si dvojice vybere, zavisi nani. Prvni hragi jdou
na poradu s ucitelem a dohodnou se, kterych 5 Cisdl v fadé zakryji. Je na zakovi, které
pismeno bude na karté. Druhy hraC napiSe feSeni. VSichni by méli objevit stgjna Cisla.
Pak dojde k vymeénéroli. Kolo od kola je pocitano jako nova tloha. Napriklad pismeno ¢
mliZe zastupovat tedy v jednom kole ¢ido 17, v jiném tfeba 39. Zastupnost neni tedy
navzdy, ale v zavidosti na kontextu Glohy. Tim, Ze |ze pismena mazat a pro totéz €islo
pristé volit jiné pismeno, nedochézi k deformaci ak fixaci — kdy jedno pismeno navzdy
zastupuje jediné Cidlo.

1.5 Postupujeme obracené. Zaci maji pred sebou Fadu &isel; jiz nemusi byt nakartach,
aemohou byt tfeba napsananajednom papiru v fade. Kazdy mav ruce karticku s pisme-
nem (tfebax). UCitel zadallohu. Napriklad = je vétSi nez 8 ajejednociferné. Zaci hledai,
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kam karticku s = umistit. Charakteristika neobsahuje vice nez 2 podminky. Ukazuje se,
Ze nékdy mame moznost volby, jindy ne. Postupné sméfujeme k pouziti prouzku papiru,
oznaceného jednim pismenem, ktery zakryje vSechna Cisla splnujici zadané podminky.
Takovy prouzek papiru (harmonika) se rozlozi nebo slozi podle potieby, v zavisosti na
tom, kolik z nabidnutych Cisel ma zakryt. K polozeni ,, pismene* nedojde tehdy, pokud
takové Cido v fadé neni.

BT 21 21 2| 5| 6] 721 B _ 1.6 I\vl_amagn,eti,ckétgl?ulijetabulka
TTrEEE R AR AR g@d. Ucitel umisti k,artlcku nebo kar-
50 1 21 ﬁ! TREEE tlcké/, (,barevnouws pismenem) a chce
30 |31 [ 32 |33 |34 || 35 |36 |37 |38 |39 po zacich, aby Cislo a (b, ¢, ...) po-

psali, charakterizovali. Po Z&cich poza-
dujeme, aby pfed odhalenim Cidatoto
Cidlo charakterizovali jednoznaCné, pri-
71 | 72 |73 |74 |75 | 76 | 77 | 78 2 padn_e'EL,JtOStuaCI prevedli natyp, mys-
: I lim s Cislo®.
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
9 |91 |92 [93 [94 |[95 [96 | 97 | 98 |99 1.7 Na obdénikovou tabulku Cisel
iﬁ; 101 1102 103 [104 |[105 [106 [107 [108 [109 od 0 po %OO poloil'lme listeCky f“bef‘
Obr. 2 nahoru, licem S pismenem dolu. Pri-
' klad: ListeCky jedné barvy dame na
vSechna ¢ida. Ucitdl fika ,Mysim si ¢islo. To ¢islo by mélo zlistat zakrytée. Nejdéte,
které pole v tabulce jsem zakryl. Moje &islo je sude. Zaci odkryji pole s lichymi &isly.
»Hledané Cido je dvojciferné.” Odkryji jednociferna a trojciferna cisla. ,Moje Cidlo je
mensi nez osmdesat. Pocet desitek je 0 5 vétsi nez pocet jednotek” (v tabulce zlistavaji
zakrytaCislas50a72)., Cislo neni nasobkem deseti. Ulohamaregeni —jedine &slo. Zkon-
trolujte.* Zaci otoCi posledni barevny papir a pod nim je hledané Cislo. Tatéaz aktivita
s bilym papirem vyrazné zpomaluje feSeni a zvy3uje chybovost pfi pouziti vyluCovaci
metody. Vhodna je tmava barva— hnédg, zelena nebo modra

20 | 41 | 42 | 43 | a4 |[ 45 |46 | 47 | 48 | 49

DUNL 5] 52 53 54 33 56 57 58 59

60 | 61 62 63 64 65 66 67 68 69

1.8 Pristé hrgemetotéz, myslim s Cislo, fikggme mu tfebay, ale pred odhalenim Cisla
nemusi zaci nic odkryvat, mohou si ukazovat, pracovat ve dvojici. Nazaver kontrolujeme,
zdamaji vSichni zakryté totéz pole kartickou (se zvolenym pismenem). Pozdgi chceme,
aby feSeni neukazovali, ale zapsali: y = 72.

1.9 Podive se na zapis a zakryj pole v tabulce. Slabsi zaci mohou mit barevné karty
s pismeny, rychlgi seto kontroluje. Zadani: a = 16, b = 61, ¢ = 6. V druhéfazi si sami
7aci davaji zadani akontroluiji je. Ukol miize byt formulovan tak, ze maji zvolit &islatak,
aby po zakryti vySel dekor, obrazek. K tomuto typu se vratime, az bude jedno pismeno
zastupovat skupinu Cisel.

1.10 Tato Uloha je obdobou Ulohy 8 stim, ze se v zavéru nabize)i 2 feSeni. Po zacich
se pozaduje, aby si vybrali jednu z moznosti adoplnili podminku tak, aby feSeni bylo jen
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jedno. Dosud nahrazoval o pismeno jen jedno cislo.

1.11 Hry s moznosti, v nichz je&té neuvazujeme vSechna feSeni. PouZivame spojku
nebo prfi hledani moZnosti. Sméfujeme zaka k tomu, Ze malé pismeno miize zastupovat
skupinu Cisel. Postupné zaky vedeme k tomu, aby nalezli vsechny moznosti. Aktivitu
mUiZeme propojit na poznavani nasobk{l. Napf. pri praci ve dvojici zakryjte listecky
v&echna pole v tabulce, kde plati: @) z je liche, mensi nez 15, b) x je mensi nez 100, je
sudé, ¢) y je nasobkem tfi, vétSi nez 10 a mensi nez 91, d) ¢ na misté jednotek O nebo
5, neni trojciferné. Vytvareji se barevné dekory, které se snadno kontroluji. Zde zapis
vynechavame.

1.12 Totéz, avSak zadani neni Gstni, ale pisemné. Pokryjeme vybrana pole listecky
a chceme po Z&cich, aby formulovali jgjich charakteristiku Ustné, v nékterych pripadech
I pisemné. Napr. a) 23 < = < 29, b) z je nasobkem 10, c) y je dvouciferné a ciferny
soucet je 10 ... adasi, kde jiz zasazujeme pismeno do pocetnich operaci 12 = a + b,
m - n = 24, nebo do popisu rozdil v, r je sudy.

1.13 Pokud uz zaci patého rocniku pracovali s velkym tiskacim pismenem a dospéli
k pochopeni ak zobecnéni v popisu pamétnych a pisemnych algoritmll, je mozneé zaradit
tlohy typu: « = GH, b = K. Dg navod, jak postupovat pri scitani a + b.

B. Aktivity svelkym tiskacim pismenem

(Poznamka: Aktivity €. 1-9 byly ovéfeny se 7-9letymi z&ky.) Pismena zastupuji
Cidlice, postupujeme od manipulace s kartami po zapis s komentafem; soubor aktivit
predpoklada tvorivou praci, vybér, adaptaci aktivit natfidu i dalSi obohaceni.

2.1 Uvodni aktivita. Rozdame karticky s &isly od 0 po 12. Zaci maji za Ukol je
prirozené — vzestupne usporadat. Ptame se: Kolikrat se nanasich kartach objevujetrojka,
kolikrat dvojka, nula, pétka, jednicka. Pak se ptame, co maji spolecného Cisla od nuly po
devét. Sméfujeme k tomu, aby si nyni zak jasné uvédomil, Ze v nasledujicich aktivitach
budeme dlisledné rozliSovat mezi ¢islem a ¢idici — znakem.

2.2 Sifra. Pod karty — &slice poloZime dal& karty, pod dvémarfiznymi &slicemi jsou
také dveé rtizna pismena. Hrajeme spoletné namagnetické tabuli. Mysim si ¢islo afikam
mu A. Které Cislo s myslim? Pokud jsme A pouzili, déti ngjdou prislusné Cislo nad nim;
pokud ne, mame dvé moznosti: bud odpovime, ze takové jednociferné ¢islo neni, nebo
mUzeme ¥ici, Ze sl zadavatel zadné jednociferné ¢iso nemyslel, nebo fekneme omyl.
Aktivitu obménime a pracujeme obracené: Jak zasifruji Cislo 5, jak 8 apod. Ukazujeme,
Ze volba pismene je otadzkou dohody a nikde neni feCeno, Ze pismenu A musi prisludet
Cislo 1 apismenu B 2 atak podobné. Zkratka k prirozené usporédanym jednocifernym
¢islim nemusi byt prifazena pismena, ktera sleduji poradi v abecedé.

2.3 Sifru s tvofi Zaci ve dvajicich tak, Ze pod karty davaji prazdné papiry a na
né pisi pismena podle jiz zavedenych pravidel. Musi davat pozor, aby se Zadné pismeno
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Obr. 3

neopakoval o. Pripravujeme se nasubstituci. Pak se uCitel pta, co se ukryvapod pismenem
A. Nékdo fekne 3, jiny 9, jiny Tika, ze A nepouzil. Poznavame, ze zastupnost je otazkou
dohody. Otazky pak zménime. Jak zaSifrujete 8? Kazdy majiny navrh. Zavér: Kdybychom
chtéli hrét spoletné, musime délat dohodu také spolecné.

2.4 Nakartach mamejednocifernacislav fade v prirozeném usporadani. Jedno z nich
prekryjeme bilou kartou a vyvolany zak na né doplni jedno tiskaci pismeno napf. V.
Ptame se, co o ¢isle V mlizemefict. (Jemensinez ..., jesudg, .. .).

_ 2.5Pouzijemesifry aporovnavame. Volimejen pismenapouzitav Sifre. Napr. MV D.
Z&ci voli prislusny vztah a Gstné své rozhodnuti zdtvodni.

2.6 Porovnavame bez pouziti Sifry, napfiklad: KVHR, BCVT, TVR, BCVCB,
HHVHH, KVK. Diskutujeme, zda miizeme vztah najit, nebo ne a pro¢. Uvadime
priklady, pripadné protipriklady. Pfirozené dvojciferné Cislo je vzdy vétsi nez jednoci-
ferné ¢islo. U dvou jednocifernych ¢isel zapsanych pomoci riiznych pismen nemiizeme
rozhodnout, které z nich je vétsi. Mizeme jen Tici, Ze nejsou stejné velka, protoze jsou
rlizna. Hledame rlizné moznosti feSeni.

2.7 Hrajeme hru , V&S nez“ po kruhu ve skupinach 6-8 zaki. Pripravna aktivita:
Prvni fekne Cidlo, druhy mafict véetsi, tfeti vetsi nez druhy atd., az hra obejde kruh. Hra:
Vyjadfujeme Cisla jen pomoci pismen. Uprostfed kruhu mame hromadu karet s jednotli-
vymi pismeny abecedy bez hackul, ¢arek, krouzkll. Mohou byt zastoupenai pétkrat. Prvni
zak fekne napriklad D. Vybere pismeno a polozi ho doprostfed na ur¢ené misto. Druhy
zak mafici Cido vétsi. Dobry zak fekne tfeba G H, nebo DD, nebo ABC,. ..V takovém
pripadé polozi vybrana pismena na kartach pod prvni Cislo a pokusi se fict proc. Pokud
fekne napf. E, navrhneme, Ze D mohlo zastupovat ¢islo 9, a E tedy nemiize byt veétsi.
Takze nemame jistotu, Ze F je opravdu VEtSI nez D, a zaka je nutné opravit. Hraje treti
atak dale. Kdyz hra obejde kruh, vratime se k zapislim. Tentokréat si Zaci vezmou karty
scislicemi akladou je pod pismena. Pozname, zdajsme nepouzili vice pismen, nez je Cis-
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lic. Respektujeme totiZ pravidlo dané Sifrou: pokud jednou pismeno A zastupovalo €islo
5, pak ve vSech nasledujicich zapisech Cisel musime pismeno A nahradit také Cislem 5.

2.8 Vztahy atady: Vite, Ze AB je vé&tSi nez BA, porovnejte A a B. Co mlizeme
fici 0 A ao B? (Jsou rlizné od nuly a jsou od sebe rlizna) K LL je mensi nez K LM.
Co plati pro K, M, L? K jertzné od nuly, od L i od M. M je vé&si nez L. Pokud
to nejde, pouzivame karty s Cislicemi a zkouSime, kterym moznostem zadani vyhovuje
akterym ne. Vite, ze XZT jemensi nez Y ZT'. Porovngjte X aY. Ulohy obmeénujeme
nebo nechame zaky podobné Glohy vymy3let. Slabsim zaklm staci zadat totéz s pouzitim
jinych pismen.

2.9 Zatneme s operacemi. a) A+ B = C,b) D+ F = E,¢c) H+ H = F,
d) G + T = NL. Hledame co nejvice moznosti, Cidlic, které mohou nahradit pouzita
pismena. Kazda Gloha je novou Ulohou. Nékterym Zzaklim vyhovuje feSeni jen fikat,
jini si je chtgi psat (tfeba do tabulky). Psani sice pomiize paméti a autokontrole, avsak
zpomaluje feSeni, oddaluje proniknuti do podstaty soustfedenim se na techniku psani.
Zkoumame pismeno po pismenu a sledujeme, ktera Cisla zastupovat miize, ktera ne,
pripadné, které Cislo zastupuje s urcitosti.

2.10 Nékolik Gloh spolecné. Mame zaSifrovany sloupeCek feSenych Gloh. Odhalte
Sfru.

A+ A+A=B, B+A=CD;0) K+L=M,M+M=LK;c)R-T =1V,
T+T+T=V.

Redime ve trojicich, experimentujeme, pouzivame karty, diskutujeme, nalezena fe-
Seni zapiSeme. Pokud zapisujeme cely priibéh, pouzivame i Skrt ve vyznamu neplati,
nevyhovuje.

Zaver

Aktivity podobné aktivitam uvedenym v odstavcich A a B miizeme zafazovat i u ji-
nych ¢iselnych oborl. VSechny uvedengé aktivity jsou vyzkouSené namalych vzorcich ve
druhém atfetim roCniku. Nékteré z aktivit byly zvladnuty 1 zaky prvnich tfid.

Cesta k algebre nezaCina zarazenim pismene do matematiky na prvnim stupni, ale
pristupem k aritmetice. ZaleZi natom, jak je rozvijeno my3Seni zak{l. Samotné zavedeni
a pouzivani pismene v matematice je podminéno fadou faktorl a nelze je presné nata-
sovat. Mezi podminky patfi zralost Zaka, jeho zkuSenosti s Cislem a (roven pouZivani
substituce. Podle zmapovanych obtiZi |1ze pfedpokladat, ze nékteré z nich maji kofeny jiz
v zavadeéni Cidic a pismen, nékteré dokonce v praci matefske skoly.
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Problémy a omyly naseho 3kolstvit

Frantisek KuFina?

Obecnymi otazkami naSeho vzdélavani jsem se v poslednich letech zabyval v fadé
praci. Jakys shrnujici pohled natuto problematiku jsem formuloval na konferenci v Li-
tomy3li v prispévku ,, Ramcové vzdélavaci programy a naSe 3kola“ [1]. Zde bych chté
obratit pozornost natfi otazky, které podle mého nazoru stoji zapovs mnuti. Pfitom viibec
netvrdim, Ze mé nazory jsou spravné. Prispge-li tento prispévek k diskusi o problematice,
spIni svijj cil.

Hlavni problémy nasi Skoly

Priklanim se k nazoru Daga Hrubého: ..., mezi hlavni problémy naSeho Skolstvi
patii problémy socialni. Zachovat existenci Skoly, udrzet zamestnanost pri stalém tbytku
zak{, udrZet platy na snesitelné Growvni, financovani provozu skoly. To vie vytvari klima,
které je méneé podnétné pro tvorivou pedagogickou ¢innost.” ([2], s. 58).

Ekonomickeé otazky se stavaji limitujicim Cinitelem pro préaci zakladni 3koly od prvni
tfidy (ruSeni vesnickych 3kol), pfes druhy stupen zakladni Skoly, viceleta gymnazia
a vsechny typy 3kol stfednich az po skoly vysoké. Otazka zachovani tridy nebo Skoly
nemlize nemit vliv na Groven absolventtl. Bylo by iluzi mydlet si, Ze potfebnou Uroven
vzdélani je mozneé zajistit administrativné, formulaci pozadavki, zadavanim jednotnych
testll avyhodnocovanim prace 8kol. Témito metodami |ze zjistit stav, ne viak zlepsit stav.
Pritom dodrZovani potfebné Grovné pozadavkll neni nic antihumanniho, naopak lidsky
gkodlivejejegjich snizovani, nebot to miize vést v dalSim vyvoji ditéte k problémiim nebo
dokonce k tragédiim. Stanoveni a dodrzovani Grovneé absolventa Skoly je ovsem obtizné

1prace vznikla s podporou grantu GACR 406/02/0829.
2Univerzita Hradec Kréalové, frantisek kurina@uhk.cz
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amulize byt i bolestivé, dotyka se prirozene lidské snahy dosahnout Gspéchu s minimem
namahy. To ovSem neni nic, co prinasi nova doba. Napf. Ladislav Quis pise ve svych
Vzpominkach o klesgjici Urovni vzdéani, nebot mnozi studenti vysokych kol se tehdy,
tj. koncem 19. stoleti ,,omezuji jen na ngjnutngjSi vydreni toho, ceho k ledajakému odbyti
zkousSek potFebovali“ ([3], s. 97). Mnohé soucasné pedagogi cké sméry zdliraziuji potfebu
prirozeného, postupného aradostného rozvijeni jednotlivce. Odbornici spjati s praxi vsak
vidi problematiku realisti¢tgji. MlZzeme to dolozit nazory védce, spisovatelei basnika.

N&S matematik Bohumil Bydzovsky napt. napsal: , Skola si musi stale byt védoma
toho, ze vychova se neobegjde bez jakéhosi tfeba sebe mirngSiho a zastfeng Siho natlaku.
Je kus moralniho nasili v tom, Ze musime tvora od prirody primitivniho, jako je dité,
v dobé nékolika let podzdvihnout ke kulturni Grovni, ke které se lidstvo probojovavalo
sobtizemi a oklikami po tisicileti“ ([4], s. 55).

Francouzsky spisovatel J. M. Alfroy charakterizuje ucitel ské presvédceni takto: ,, PFilis
dlouho véril, ze kdyz je Clovek uCitelem v posledni Ctvrtiné 20. stoleti, ze ma byt spis
moudrym humanistou, blahosklonnym u¢encem nez perfektnim mistrem drezlry. Osudna
mylka. Doba preje pravé zminénym mistrtim odbor niklm* ([5], s. 108).

NaSbéasnik (avedec) Miroslav Holub sevyjéadril lapidarné: ,, Bezmagneti ckého nadl oZi
nutnosti ani chlup rozumu se newylisuje.

Negjsem pritom zastancem 3koly zalozené na drilu a bezpodminecném formanim
plnéni povinnosti. Jsem presvédcen, Ze studenty na vSech Grovnich je nutno pozitivhé
motivovat k dosahovani vykonll a k navyku pracovat. To koneckoncli zdlrazioval jiz
Jan Amos Komensky: ... ,, neuCili-li se kdo, ne on tim, nez ucitel winen, Zze ho k uceni
chtiwého uciniti, a jemu rozsafné predkladati neumi® ([6], s. 93). Problémy vzdéavani
se tahnou celou kulturni historii lidstva. Sam Komensky pise: ,, Nerozwaziwe povedéd
Demokritos, Ze koren uceni horky, owoce ale ze dladkée. Malit byti owoce sladké, koren
horky byti nemusi® ([6], s. 85). Jak torealizovat v praxi, ato ve spolecnosti, kteraklidnému
soustiedéni se na promy3eni zakladl vzdé avani nepreje, je zakladni otazka, jejiz feSeni
bude patrné vzdy spocivat na podminkach prace skoly, postojich zaka a presvédceni
ucitele, nebot ,, vyucovani neni véda, ale uméni“ ([7], s. 101). Je pfitom nutno vidét, ze
Skola na kazdé Grovni pini i urcité kvalifikatni povinnosti (vzdéat obCana, pfipravit ho
pro praxi, pro povolani nebo pro dalsi studium). Minimalni pozadavky tohoto druhu je
nutno stanovit amél by je dosahnout kazdy absolvent prislusného typu skoly.

Hlavni omyly souCasné refor my

Terminem ,,souCasna reforma”“ rozumim pedagogickée Usili popsané v Bilé knize [8]
av Ramcovych programech [9]. Jsem presvédCen, Ze Bila kniha otevira prostor pro dalSi
rozvoj autonomie Skol, pro uplatnéni jgjich potencidlu a pro vyssi efektivitu vzdée avani.
Obavam se vsak, Zze nabizi i prilezitost pro postupné snizovani Grovné vzdéanosti u nas,
pro niZsi efektivitu vzdélavani. VSe zalezi narealizaci reformy v praxi.

Mé obavy prameni z nasledujicich dvou pristupll, které pokladam za chybné.
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|. Nastr. 18 Bileknihy semlizemedocist, Ze zajednu z hlavnich strategickych linii roz-
voje vzdéavani v Ceské republice |ze povaZovat: ,, Dosahnout vy&i kvality a funk&nosti
vzdélavani tvorbou novych vzdéavacich a studijnich programtl, které budou odpovi-
dat pozadavklim informacni a znal ostni spolecnosti, udrZitelného rozvoje, zaméstnanosti
a potiebamaktivni GCasti na zivoté demokr atické spoleCnosti vintegrované Evropea kieré
budou zaroven respektovat individualni odlisnosti a Zivotni podminky U¢astnikll vzdél a-
vani.”

Kazdému pedagogickému pracovnikovi je pritom jasng, Ze tvorbou sebel epSich pro-
gramll se rozvoj vzdéani nezgjisti. Ten se zgjisti teprve jgich realizaci v praxi. Do-
kumenty tvori jen prvni stupen, predpoklad Gspé&sného provedeni reformy. Mlizeme se
domy3let, ze prave takto byla citovana teze mySlena, jgi formulace vsak je nebezpetna,
nebot’ umoznuje soustredit Usili na viceméneé formalni sepsani urcitych dokumeng&, jme-
novité Skolnich vzdélavacich programll. Tato ,,akce" je jiz v plnem proudu: , Reditelé
se ptaji: Co presné po nas cheete? ([10]). Vyzkumny Ustav pedagogicky shrnul podle
citovaného ¢lanku pripominky Feditelli do deseti bodll, z nichz zde cituji:

e Popsat (vytvorit) systém povinného vzdé avani garantt a tvlircli kol niho vzdél ava-
ciho programu, jeho fungovani a harmonogram. (Libor Kyncl, ucitel roku 2003, pozaduje
natvorbu , vlastnich osnov“ ,, ngaky kurs")

e Navrhnout optimalni podobu 3kolniho vzdéavaciho programu na viceletych gym-
naziich.

Nebezpetni formalismu je zde prilis velké a zrod malo kvalitnich programti je v fadé
pripadll mozno ocekavat.

I1. Podle Ramcového vzdélavaciho programu jsou tzv. klicové kompetence hlavnim
vystupem zakladniho vzdélavani. Nakonci zakladniho vzdélani ,,je zak zplisobily napr.

e organizovat a fidit své uceni, vybirat a vyuZivat pro viastni uceni efektivni zplisoby,
metody a strategie,

e samostatné a kriticky myslet, samostatné se rozhodovat, zvazovat diisledky svého
rozhodnuti a nést za né odpovednost.

Takovychto kompetenci formuluje zminény dokument celkem 22.

Presun vystupll zakl adniho vzdél avani do nekontrol ovatel né apro vechny absolventy
zakladni Skoly nesplnitelné oblasti miize snadno vést k Upadku vzdélavaciho systéemu.
Perspektivni cile vzdélavani nelze zaménovat svystupy vzdé avani, konkrétni vzdél avaci
vystupy je podle mého nazoru nutno formulovat k dobrému fungovani skoly Ustredné.

Mozna vychodiska

Kazdou reformu vzdé avani realizuje ucitel. SpoleCnost mu musi vytvorit podminky,
v nichz bude moci tvorive pracovat. To je jedna stranka problému, ktera je slozita a na
niz nemtizeme mit bezprostfedni vliv. Orientace vzdélavani na kompetence ovsem zna-
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mena predevsim orientaci ucitel ského vzdélavani na ucitel ské kompetence. Obavam se,
Ze Oldrich Botlik a Daniel Soucek maji pravdu, kdyz pisi: Pro mnoho naSich ucitelll jsou
nékteré kompetence prakticky neviditel né. Na cilené rozvijeni mnoha dalSich nikdy nebyli
pripravovani a sami je Casto ani nemaji ([11], s. 93). V tomto prispévku neni prostor na
rozbor této problematiky, zda se mi v&ak, ze systém univerzitni pripravy ucitelli nevidi
zpravidla priority v rozvijeni kompetenci, ato ani kompetenci typu kritického my3leni,
feSeni problémd, Fizeni uceni, prace sinformacemi, komunikace, . . ., ale ani kompetenci
k vyuCovani a vychoveé, ani kompetenci osobnostnich. Systém tradicniho univerzitniho
vzdélavani ve formeé prednaska, cviceni a zkouska vede spise k encyklopedickému cha
pani matematiky (soubor definic, vét a diikazll) nez k jejimu chapani aplikacnimu, které
ma k rozvijeni kompetenci blize. Pfesto jsem presvédCen, Ze i v ramci souCasného sys-
tému je mozné klast dliraz na poznavani cest k matematickym pojm@im a poznatklim, na
rozdil od predavani Casti logicky usporadané matematickée discipliny, a na posileni ,, pra-
covniho* charakteru matematiky, na rozdil od charakterll reprodukéné memorovaciho.
Jde vlastné o moznosti konstruktivnich pristupli v ucitelském vzdéavani, o néz usiluji
podle publikace [12] napf. na prazské pedagogické fakulte.
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M etody Fazeni do hodin matematiky?*

Josef Molnar?

S metodami fazeni se setkavame v algoritmické matematice, zngji je programatori
I uCitelé vypocetni techniky. Mohly by se vSak také stéat motivacnim prvkem zejménave
volitelnych, nepovinnych i suplovanych hodinach matematiky, nebot' se zde neformalné
uplatiuji aspekty mezipredmeétovych vztahli mezi matematikou a vypocetni technikou,
posiluje se agoritmické mysleni, otvira se moznost ve vyuCovani uplathovat prvky
konstruktivniho pfistupu i introspekce my3eni. Tak mtizeme zaujmout i Zaky astudenty,
ktefi se orientuji spiSe na spoleCenské vedy.

Mame-li v matematice usporadat néjakou mnozinu, zajimanas, jak mavysednauspo-
fadana mnozina vypadat — pfilis se tedy nezabyvame procesem, kterym to provedeme.
A to je prave Ukolem Fazeni.

Pracujeme pfi tom s mnozinou reprezentovanou seznamem prvkll v poli. Seznamem
rozumime vycet prvkll mnoziny, pficemz kazdy prvek se v seznamu vyskytuje nejvyse
jednou. Polem nazyvame skupinu polozek stejného typu, které jsou pod spoleCnym
nazvem sefazeny v paméti jednazadruhou. PoloZky pole nemaji své vlastni pojmenovant,
odkazujeme se na né pomoci indext pripojenych ke jménu pole, napf. pole A miize mit
polozky A, Ao, ...

Pri vyuZziti tematu ve vyuce predpokladame, ze zaci zvladli algoritmus porovnavani
dvou prirozenych ¢isel. V hodiné miizeme postupovat tak, ze po kratkém Uvodu zaky
seznamime s Ukolem a podminkami FeSeni, které vychazeji z moznosti pocitace. Na po-
catku maji zaci seznam nékolikaprirozenych Cisel v poli (nejlépe nalisteCcich sefazenych
za sebou) a jejich Ukolem je usporadat tento seznam vzestupné, tj. nalézt k této Cinnosti
vhodny algoritmus. Mohou pfi tom porovnavat libovolna dvé Cisla a rozhodnout, které
z nich je mensi a které vétsi, jeden libovolné zvoleny prvek vyjmout z pole, odlozit si
jg na urcitou dobu mimo pole a opét jg navolné misto vlozit, posunout prvek navolné
misto o jednu pozici vpravo nebo vlevo (s vyjimkou prvku na prvnim miste, ktery nelze
posunout vlievo). Zaci pracuji individualné nebo ve dvojicich, k fegeni jim poskytneme
dostatek Casu, pripadné poradime.

Je znamo nékolik rliznych metod fazeni, z nichz nékteré si predstavime.

Pri uziti metody primeé vkladani (Insertion Sort) je pole prvki je rozdéleno na dva
Useky. V levem Gseku, tzv. setfidéné Casti, se vytvari usporadana posloupnost, vpravo
zUstavaji doposud nesetfidéné prvky (nazacatku tvori setiidénou ¢ast pouze prvni prvek).
V kazdem kroku vybereme prvni prvek nesetfidéne Casti a zaradime ho na prislusné misto
do setfidéné Casti. Jakmile je nalezeno misto pro jeho vlozeni, prvky pole od mistavlozeni

1Prispévek byl podpoien grantem GAUK 316/2001/A PP/PedF.
2PFF UP Olomouc, molnar @inf.upol.cz
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smérem doprava az po volné misto jsou posunuty o 1 pozici vpravo. Na takto uvolnéné
misto sevlozi (pravéjmenovany) prvek. Tento postup pouzivai hraci karet pri zafazovani
karet do ruky. Postupné odebiraji karty ze své hromadky (nesetfidéné Casti) a zafazuji je
do ruky (setfidéena posloupnost) podle jim znamého klice.

Priklad: (Svislou €arou je naznaCena hranice mezi setfidénou a nesetfidénou ¢asti.)

11 | 6 8 2 4 Zarazovany prvek: 6
6 11 | 8 ;) 4 8
6 8 1 | 2 4 2
2 6 8 n | 4 4
2 4 6 8 11

Metoda nazyvana primy vybér (Selection Sort) spocCiva v opakovanem vybirani
ngimensiho Cisla z doposud nesetfidéné Casti pole. Pri uziti varianty A této metody
nalezneme v nesetiidéném poli prvki negjmensi prvek aten vymeénime s prvkem na 1. po-
zici. Potom vybereme druhy nggmensi prvek aten vymeénime s prvkem na 2. pozici pole.
Tento postup aplikujeme postupné navsechny prvky pole. Ve varianté B opét nalezneme
nejmensi prvek (nan-tépozici) avlozimejg nal. pozici, kterou jsme uvolnili posunutim
prvnich n — 1 prvk{ o jednu pozici vpravo. Tim jsme pole rozdélili na dvé ¢asti podobné
jako pri uziti pfimého vkladani. V kazdem dalSim kroku pak vybereme ngimensi Cislo
z pravého Useku a pripojime je na konec levéeho, jiz setfidéného Gseku.

Priklad (varianta A):

31 fi 3 23 10 8
3 r: 31 bt 10 8
3 7 8 23 10 31
3 ¥ 8 10 23 31

Probublavani (Bubble Sort) se nazyva metoda, pfi niz postupné porovnavame sou-
sedni prvky pole zezadu dopredu. V pripadé, Ze prvky negjsou ve spravném poradi,
navzgem je vymenime. Tak , vybubla* prvek s ngnizsi hodnotou na levy konec pole.
Poté se opét opakuje porovnavani dvojic zezadu dopredu.

Priklad:

48 61 10 9 73 25 8 4
4 48 61 10 9 i 2 8
-+ 8 48 61 10 9 73 25
4 8 9 48 61 10 25 73
-+ 8 9 10 48 61 25 7
- 8 9 10 23 48 61 3

(Jako cviceni se pokuste vyl epsit tuto metodu zkracenim délek jednotlivych priichodi
polem.)

Jinym vylepSenim (modifikaci) pfedchoziho algoritmu je metoda pretiasani (Shake
Sort), pfi niz jeden prlichod polem probiha zprava doleva (nejmensi prvek , bublad na
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zacatek) adalSi hned zleva doprava (ngjvétsi prvek ,, probubla‘ na konec).
S dalSimi metodami fazeni, jako jsou napf. slévani (Merge Sort) Ci fazeni haldou
(Heap Sort) se mlizete seznamit v uvedenéi dal§i literature.
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Nebojme se pravdépodobnosti

Jana Petroval

V dilné jsme se prakticky seznamili s jednou z moznosti, jak

¥

N uvést téma pravdépodobnost do vyuky matematiky. VyzkouSeli
= Jjsmenékteréhry asnimi spojenéaktivity, kterédétem umozni vhled
T ’f_. do z&kladnich problémil pravdépodobnosti a ucitelim pomohou

) Lo |/ déti motivovat a zaujmout pro tuto latku.

-

Tyto aktivity je mozné uplatnit jiz v Sesté tfide zakladni 3koly.
Hra
Uvodni hraméatato pravida:

e Hraji dva hréci, ke hfe potfebuji dvé kostky.

e Hr&li stiidave hazi obéma kostkami a vysledek sCitgji.

e KdyZz padne soucet 2, 3, 4, 10, 11 nebo 12, ziskava bod prvni hrac.
e KdyZ padne soucet 5, 6, 7, 8 nebo 9, Ziskava bod druhy hréac.

¢ Wyhravaten, kdo prvni ziska deset bodt.

Klicovaotazka po skonceni jednoho i nékolikakol hry zni: ,, Jetato hraspravedliva?*
Na tuto otazku je dobré odpovidat na zakladé vysledkl nékolika dvojic. Vysedek byva
u Vetsiny dvojic takovy, ze vyhrge druhy hrac. To je ten, ktery si pocita body za soucty
5,6, 7, 8a9. Déti ale nazaCatku hry oCekavaly spis opatnou tendenci, ze bude vyhravat
hrag prvy, protoze ma,, vice souctll“ — Sest adruhy hrag jen pét. Timto je vzbuzen zgem
anavozen problém, ktery chceme vyjasnit.

LArcibiskupské Gymnazium, Praha 2, jaspe@seznam.cz
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Jak poznam, jestli jehraspravedliva? Naéem to zalezi? Napoctu souctl ¢i najinych
skuteCnostech?

Neékteré déti budou jiz tusit, v Cem tkvi nespravedinost hry, nékterym trva déle
nez ziskaji ,vhled“ do problému. Potfebuji se ngdfive presvédCit, Ze vysedek prvni
hry nebyla nadhoda, potfebuji pozorovat, které soucty padaji Castgji a které méne Casto,
porovnavat, ovérovat domnénky. Velice vhodnaje v tuto chvili nasledujici aktivita:

Experiment

V podstatéjde o zaznamenavani souctll, které padnou pfi hazeni dvou kostek astitani
padlych ok. Je dobré zaznamenat priblizné 70 hodtl, coz by nemél o trvat déle nez 5 minut.

Pokyny
Pracujte ve dvojici. Potfebujete dvé kostky a tuzku. Hazejte obéma kostkami a sCi-
tejte oka, ktera padnou. Vysledek zaznamenejte vyplnénim odpovidajiciho ¢tverecku do

tabulky. Dfive nez ale zaCnete hazet, zkuste odhadnout, jak bude asi po péti minutach
hazeni tabulka vypadat. Svoje oCekavani strucné zapiste.

Experiment jedné skupiny je na obr. 1.

AZ budete hotovi, odpovézte na nasledujici otazky:

1. Ktery soucCet se objevil ngjCastgji? Ktery ngjméne Casto?
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2. Jak byste popsali vzhled tabulky? Vypadatak, jak jste to pfedem odhadovali?
3. Je mozné dostat soucCet ok roven jedne?

4. Jak by asi tabulka vypadal a, kdybychom hazeli delSi dobu?

5. ProC tabulka takto vypada?

6. Co je pravdépodobngSi? Dostat soucet 7 nebo soucet 107?

Diskuse nad vysledky experimentu je velice dlilezita. VétSina déti zacina chapat, Zze
soucty je mozno tvorit riiznymi zplisoby aze nékteré maji téch zplisobli vic, nékteré méné.
Je ale dobré pocet zplisobl presné urcit, k tomu slouzi nasledujici tabulka ¢i diagram.

Diagram
Ngjlépe je prediozit détem diagram polovyplnény avyzvat je, at' jegf samy doplni.

Pokyn: Doplite diagram na obr. 2, ktery obsahuje vSechny zplisoby jak ziskat soucty 2
az 12 pomoci dvou kostek.

5+2

442 | 443 | 4+4

3+2 | 3+3 | 3+4 | 4+5 | 3+0

2+2 [ 2+3 | 2+4 | 245 | 2+6 | 5+5 | 5+6

2+ 2+1 | 3+1 | 4+1 | 5+1 [ 6+1 | 642 | 6+3 | 6+4 | 645
1+1 | 1+2 1+1 | 142 [ 1+3 | 1+4 | 1+5 | 1+6 | 2+6 | 3+6 | 4+6 | 5+6 | 616
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Obr. 2 Obr. 3

Vyplnény diagram je na obr. 3.
Po vyplnéni celého diagramu se pomoci nékolika otazek presvédCime, Ze déti pocho-
pily jeho funkci a vyznam. Spoletné odpovime na nékolik otazek, napr.:

¢ Ktery souCet ma ngjvice moznosti? Ktery ngfmeng?
¢ Jaky madiagram tvar?
e Je tu vidét podobnost s vysledky experimentu?
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¢ VV Cem setato tabulkalisi od experimentu a proc?

Pro ovéeni, Ze déti skuteCné objeveny princip pochopily, pouzijeme samostatnou
praci. Kazdy dopovi na nasledujici otazky a poté vysledky spolecné zkontrolujeme a pfi-
padné opravime.

K zodpovézeni nasledujicich otazek pouzij vyplnény diagram:

Hazime dvéma kostkami a sCitame padla oka.

1. Co je pravdépodobnéjsi, Ze padne — soucet 6, nebo soucet 9?

2. Ktery souCet ma stejnou pravdépodobnost, ze padne jako soucet 5?
3. Ktery soucet je dvakrat vic pravdépodobny nez soucet 27?

4. Co ziskame pravdépodobngji — soucet 2 ¢i 3, nebo soucet 77?

5. Co spiSe padne — soucet 2 az 6, nebo soucet 7 az 127?

Nyni je jiz mozno pomoci diagramu ovéfit, ze hra neni spravedliva, a ukazat proc. Je
vhodné na vyplnéném diagramu barevné vyznacit, které moznosti patfi hraci prvnimu,
které hraci druhému, a porovnat jejich pocet.

Ukol: zmé pravidla hry tak, aby byla spravedliva

Toto je velice motivujici Ukol a diky nému jesté vice ovéfime, zda déti problém
pochopily. Davamoznost aktivné vymy3Set pravidlatak, aby Sance navyhru byly pro oba
hréce stgjné, tedy aby kazdy z nich mél shodny poCet moznosti, jak dané soucty vytvorit.

Pokud by déti mély problémy se Gkolu zhostit, dame jim pomocnou otazku:

Byla by hra spravedliva, kdyby prvni hrac ziskal bod za soucty 2, 3, 4, 5, 10, 11 nebo
12 a druhy hrag za soucty 6, 7, 8 nebo 9? Zdlivodni.

Poté, co jiZ jsou objevena pravidla, pri kterych bude hra spravedliva, miizeme pridat
jesté jednu kontrolni otézku:

Byla by hra spravedliva, kdyby prvni hrac ziskal bod, kdyz je souCet sudé Cislo,
adruhy hréag, kdyz je soucet liché ¢islo? Zdlivodni.

V dilnéjsme se daevénovali zptisoblim, jak navazat natuto Gvodni motivatni hodinu
ajak naucit déti vypocitat pravdépodobnost a vyjadfit ji Ciselneé.

Poznamka: Sadu aktivit pro vyuku pravdépodobnosti jsem plivodné vypracovala pro
Ucely vyzkumu tykajiciho se vyuky matematiky v cizim jazyce. Zgemclim poskytnu
dalSi informace, pripadné pracovni listy v anglictiné ¢i nemciné.
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Hranové modely platonskych téles

JiFi Pribyl?

Predmétem tohoto prispévku je obsah didaktickeé dilny, ve které se UCastnici sezna-
mili s vrcholové-hranovym systémem modelovani pravidelnych téles, jehoz autorem je
Miyuki Kawamura (Kawamura, 2001).

Ve vyuce kolem nas vznikanemal o pomiicek pro model ovani riiznych geometrickych
objektil. Jenom v oblasti model ovani pravidel nych apolopravidel nych télesjsem se setkal
s nékolika typy. Mohu uvést napriklad modely ze $pejli a plasteliny, modely, kde se
nejprve na papir vytvorila sit, ktera se vystfihala a nasledné dlepila, stejné tak komercné
vyrabénémodely z plastu, kdejedinec madopredu danou hromadu vrcholll ahran akonce
,modernimi“ pomlickami nabéazi magnetu aloziskovych kuliéek. Kazdy z téchto model{i
ma své klady a zapory a jisté ngjednou prokazal své opravnéni k existenci. Komercné
vyrabéné modely jsou dostupné vsem, tedy i méné motoricky nadanym, ovsem za urcCity
poplatek, ktery leckdy neni zanedbatelny. Oproti tomu modely ze sité i Spgli, které
jsou vytvoritelné doma, zase vyzaduji urcitou zrucnost, ktera v predchozim pripadé neni
zapotiebi.

Systéem modelovani, ktery zde predkladam, v sobé kombinuje klady i zapory vSech
vySe uvedenych zplsobll modelovani. Tak v prvé fadé je nejdostupnési. Papir je dnes
dobie dostupny kazdému a oproti sitovéemu modelu nepotiebujeme nlizky, lepidlo ani
pravitko atuzku pro vytvoreni sité. Oproti modelu Spejle/plastelina byva obvykle stabil-
ngsi. Dale pracuje obdobneé jako plastovy model, tzn. Ze jedinec ma k dispozici hrany
a vrcholy a z nich tento model sestavuje a miize pfi tom zkoumat nami pozadované
zavidosti. Zminmei zapory. Nevyhodou je, Ze je kladen pozadavek na urcitou manual ni
zrucnost jedince. Tato nevyhoda se da odstranit skupinovym vyucovanim, kdy manualné
dlabsi jedinci vytvarg)i jednodussi moduly a tim zdokonaluji svoji motoriku, kdezto ti
zdatngSi pracuji rovnou na tézsich modulech. Druhou nevyhodou je potfeba naucit se
komunikacni jazyk. Tuto nevyhodu miize odstranit ucitel tim, Ze tento prostfedek se
nauci sam a dale détem jen predvadi (tlumoci z jazyka PP (pfekladani papiru)), jak maji
pracovat. Dovolil jsem si uvést na zacatek tohoto ¢lanku nékolik zakladnich pojmdi.

Neni predmétem, amyslim si, Ze by to ani nebylo Ucelng, uvadét klady a zapory, které
prinasi zapojeni dalSiho smyslu do poznavani, v nasem pripade téles ajgjich zakonitosti.
To lze nalézt v jinych ¢lancich, popf. se stim |ze setkat na rliznych prednaskach.

Nakonec vam popreji, abyste si vy i vad zaci uzili pri vytvareni modelli co nejvice
zabavy avyuka matematiky se tak stala zase 0 néco mensim ,, strasakem®.

1KMAT PF UJEP Usti nad Labem, pribyljap@seznam.cz
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Zakladni symbolika a znaceni v prekladani papiru

Tentotyp hrany -..ccooooe. oznaCuje tzv. ,,udolickové" prelozeni papiru —
nékdy se téz oznacuje jako lic k lici.
2D 3D
Tentotyp hrany - -~ - .- .- R con o - 0znaCuje tzv. , kopeCkove" prelozeni papiru —
nékdy se téz oznaCuje jako rub k rubu
2D 3D
c’.:.___--%—na- / ,.r’.

Tento typ hrany oznaCuje hranu jiz dfive vytvorenou

Pojmem hrana budeme obvykle rozumét i okragje listu papiru.

Tento typ Cary » 0znaCuje prelozeni papiru — po-
uziti viz vyse.
—— o —
Tento typ &ary - oznaluje prelozeni a opétovné

rozlozeni papiru

Tento typ Sipky oznacuje otevieni: <}:
Diagramy

Graficky zaznam algoritmu vytvareni skladanky se oznaCuje terminem diagram.
Diagram tedy je konetna, graficky zaznamenana, posloupnost krokli vedouci k pozado-
vanému tvaru.

Viytvoreni Ctverce z papiru formatu A4: Prelozime papir (forméatu A4) tak, aby se
bod B zobrazil nahranu AD. Nahrané BC' vznikne bod E jako prlise€ik hran BC' a AE
(obr. 1). PreloZzime papir tak, aby se bod C' zobrazil na hranu BE (obr. 2). Papir podle
hrany E'F' rozstfihneme (obr. 3).
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fa] [ el [ e Ly
E F E
A B A B A a2
Obr. 1 Obr. 2 Obr. 3

Modul hrany

Viz obr. 4 —obr. 8.

1. PfeloZime papir v poloving, podél diagonaly ctverce.
2. UCinime to stginé ve vertikanim smeéru.
3. Horni i spodni roh pfehneme do stfedu papiru.

O P

Obr. 4

4. Horni i spodni roh papiru prehneme k hrané vytvorené v minulém kroku. Jiz
nerozevirame.

5. Pfehneme podél hrany vytvorene v kroku 3. Skladanku obréatime.
6. Pfehneme pravy roh skladanky do stfedu papiru.

Obr. 5
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7. PfeloZime model podél nazna€enych hran do stfedu papiru.
8. PreloZzime skladanku podél hrany vytvorené v kroku 2.
9. PfeloZime pravou ¢ast modulu k hrané vytvorené v pfedchozim krokul.

= &S

Obr. 6

- -

10. Pfelozime modul v poloviné.
11. PreloZime levou €ast modulu k hrané vytvorené v kroku 8.
12. Pfelozime levy roh skladanky k hrané vytvorené v predchozim kroku.

e i
—E/wéi%} >

Obr. 7

13. Zasuneme levou &ast modulu do prave &asti. Sipky naznatuji vytvorené kapsy.

M odul — vrchol Sestisténu

Viz obr. 9 —obr. 11.

1. PfeloZime papir v poloviné (horizonta né).

2. Prelozime papir v polovineé (vertikalne)

3. Levy dolni apravy dolni roh preloZime ke stfedu.
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______________ PN
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Obr. 9

4. Pfelozime papir v poloviné podle hrany vytvorené ve 3.
5. Levy horni roh (vSechny vrstvy) preloZime podé naznaCené hrany.
6. Skladanku zevnitf rozevieme, Cimz prestane byt 2D, ale stane se 3D avytvori roh.

Obr. 10

7. Prelozenim podle naznacené hrany celou skladanku zpevnime.
8. Vysledny modul.

Obr. 11

Modul —vrchol Ctyrsténu

Viz obr. 12 —obr. 16.

1. PfeloZzime papir v polovine (vertikang).

2. PreloZime papir tak, aby levy dolni roh se zobrazil na hranu vzniklou v pfedchozim
kroku

3. PreloZime papir tak, aby pravy dolni roh se zobrazil do stejného mistajako levy
dolni roh.
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Obr. 12

4. PreloZime papir tak, aby pravy horni roh se zobrazil na hranu papiru.
5. Provedeme totéz na druhé straneé.
6. Vysledek. Papir zcelarozlozime.

Obr. 13

7. Pfehneme papir podle hrany vytvorené v kroku 4.
8. PreloZime papir podle hrany vytvorené v kroku 5.
9. Prelozime papir podle hrany vytvorené v kroku 2. Skladanku pootocCime.

= |
= 1
L
=
L
=
- -
- o
- -
B -
L

Obr. 14

-

10. Vytvorime hranu preloZzenim v poloviné.

11. Prelozime pouze jednu vrstvu papiru podle naznaCené hrany.

12. PfeloZime podle hrany vytvorene v kroku 10, pficemz trojahelnik vytvoreny
v kroku 11 zasuneme do kapsy.
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13. Model rozevieme do 3D podoby.
14. Pozadovany vysledek.

|..| :'.-
. '\,‘
L

M odul — vrchol osmisténu

Viz obr. 17 —obr. 20.

1. PfeloZime papir v poloviné (vertikang).

2. Pravou i levou stranu papiru prelozime ke stiedu.

3. Pravy dolni i levy dolni roh zobrazime na hrany vzniklé v predesiem kroku.

R it ., ¥ iy, T B ot i,
"__.-'" i :\“:\ P 1 - /'.
[ Lk
| N N [ Ay
Obr. 17

4. Pfelozime papir podle hrany z kroku 1.

5. PfeloZime papir tak, aby levy dolni roh se zobrazil na pravou hranu.

6. Vsunutim ruky dovnitf papir rozprostfeme naplocho tak, aby se levy okraj papiru
roztahl do roviny. Vysledek je na nasledujicim obrazku.

Obr. 18

7. Pfehneme jednu vrstvu papiru podle jiz dfive vytvorenych hran.

8. Trojuhelniky vpravo nahore pfehneme podle hrany okraje papiru — oba stejnym
smérem.

9. Oba trojuhelnicky vloZime do jedné kapsy (dovnitf skladanky).
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Obr. 19

10. Rozevienim skladanky ji zplostime do druhého sméru.
11. Rozevienim ziskame 3D tvar - pyramidu.
12. Pozadovany vysledek.

M odul —vrchol dvanactisténu

Viz obr. 21 — obr. 26.

1. Papir prelozime diagonané.

2. PreloZime po druhé diagonale.

3. VyznaCime s stied vysky trojUhel nika.

g: __.:,-_:15:-.3%

4 N N

Obr. 21

4. PreloZime horni roh do priiseciku hran vytvorenym v krocich 1 a 3.

5. PfeloZime papir tak, aby se pravy horni roh nove vzniklého trojuhel nika zobrazil
nalevou dolni hranu.

6. Rozevieme.
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A A\ S

Obr. 22

7. Papir ,,vsloZime" dovniti skladanky.
8. Vrchni stranu skladanky prelozime doprava, jak jen je to mozné.

9. Prelozime vrchni stranu do levého dolniho rohu.

10. Zbyvajici vrstvy papiru prelozime podél hrany vzniklé v minulém kroku.
Rozlozime. Skladanku otoCime.

11. Predni stranu skladanky pfehneme podle hrany na zadni strané — tzn. aby hrany
byly ,totozn€". A rozloZzime.

12. Papir ,,vdozime" dovnitf podle hrany vzniklé v minulém kroku.

Obr. 23

Obr. 24

13. Trojuhelnicek pfehneme podél hrany okraje papiru. Obé vrstvy stenym smérem.
14. Trojuhelnicek vloZime do kapsy.

15. Skladanku rozloZime, pfic¢emz slozengé zlistane pouze to, co bylo vytvoreno

v poslednim kroku. Vznikne ohraniCeni prostoru tfemi sténami.

Obr. 25
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16. Podle jiz dfive vytvorenych hran pfehneme papir dovnitf.

17. Na prehnutych stranach (prava a leva) vyznaime hrany tak, aby souhlasily
s hlavnimi hranami prehybll. Vrchni ¢ast pouze preklopime dolU.

18. Pozadovany tvar.

//:FKM}:T,H
>
N Y
R (A
-

o

M odul —vrchol dvacetisténu

Viz obr. 27 —obr. 31.

1. Pfelozime papir v poloviné (vertikane).

2. PfeloZime levou hranu papiru do stfedu.

3. PreloZime papir tak, aby se levy dolni roh papiru zobrazil na hranu vytvorenou
v predchozim kroku.

4. Prelozime papir tak, aby se levy dolni roh zobrazil na bod vznikly v pfedchozim
kroku.

5. Prelozime skladanku v poloviné.

6. Prelozime papir tak, aby se pravy dolni roh zobrazil na horni hranu, pficemz
vznikajici hrana prochazi stfedem dolni hrany.
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7. PreloZime podle naznaCené hrany, ktera , kopiruje* hranu papirul.
8. Prelozime papir tak, aby se pravy dolni roh skladanky zobrazil nalevy horni roh.
9. PfeloZime podle naznaCené hrany, ktera, kopiruje* hranu papiru

10. Vysledek. Skladanku zcelarozlozime.
11. PreloZime papir podle hrany vytvorene v kroku 4.
12. Pfehneme podél vytvorenych hran tak, aby vzniknul pravidelny SestiGhelnik.

# < A

Obr. 30

13. Horni trojuhelnik pfeloZzime v poloviné aprilozimek prave strané. Model se stane
prostorovym a vznikne pyramida nad pravidelnym pétithel nikem.

14. Vznikly trojahelnik vioZime pod druhy.

15. Pozadovany vysledek.
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Trocha statistiky

V zhledem k tomu, Ze sejednao modularni modely, jetfebapocCitat svetSim mnozstvim
papirll. Dovolim si ve zkratce uvést, kolik ¢eho bude zapotiebi.

hranové moduly vrcholové moduly

Ctyfstén 6 4
Sestistén 12 8
osmistén 12 6
dvanactistén 30 20
dvacetistén 30 12

VSechny modely se skladaji ze Etvercovych papirll stejné velikosti. Na kazdy modul
jetfebajeden list papiru.
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Geometricke etudy

Filip Roubicek!

Geometrické Utvary mtizeme a méli bychom reprezentovat riiznymi zplisoby. Vice
zplisobll reprezentace je uréitou zarukou, Zze geometricky pojem nebude ztotoznén s jeho
reprezentaci, tedy stim, cojgj v red ném svétéjen zastupuje. Geometrickéobrazce atélesa
nebo jejich Casti (strany, hrany, stény apod.) miizeme popsat slovy, nakredlit, vymodelo-
vat, ukazat na predmétech kolem nas, naznalit gestem . . . Mlizeme je vak také zosobnit
— personifikovat tim, Ze je nechame promlouvat. K uziti prvkd dramati zace ve vyucovani
geometrii a napsani nékolika geometrickych etud meé inspiroval ¢lanek o geometrickém
sci-fi romanu Flatland, ktery publikoval v roce 1884 v Londyné ucitel E. A. Abbott
(Kupc€akova, M. Tgjemné kruhové Ukazy oCimageometra. UCitel matematiky, fijen 1996,
roc. 5, €. 1, s. 41-46).

Geometricka etuda je kratka scénka, ve které vystupuji geometrické Utvary. Jegjich
dialogy jsou sestaveny tak, aby obsahovaly indicie Utvarti dlileZité pro jejich rozpoznani.
Popis vlastnosti nemusi byt ryze geometricky, Utvar mlize byt pripodobnén néakemu
reAlnemu predmétu. Pri tvorbé dialogll je tfeba vystihnout charakteristické vlastnosti
Utvaru a spravneé pouzit geometrickou terminologii. Dg etudy volime vétSinou podle
rea nésituace, v niz sevyskytuji predméty daného geometrického tvaru. Napriklad dgem
etudy, v niz vystupu;ji ¢tyfboké hranoly, miize byt stavba zdi nebo dlazdéni chodniku.

Geometrickée etudy |ze zaradit do vyuky jako formu evokace geometrického tématul.
Zaci mohou etudu predem nacviéit av hoding zahrat svym spoluzakim, jejichz tkolem je
rozpoznat, které geometrické Gtvary v etudé vystupovaly. Hledani argumentt, proc je to
tento anejiny Gtvar, jeidea ni podnét pro diskusi. StarSi Zaci astudenti mohou také napsat
vlastni etudu. Je vsak tfeba si uvédomit, ze tato Cinnost vyzaduje hlubSi geometrické
znalosti. Tvorba etudy miize byt soucasti opakovani nebo shrnuti geometrického tématu.
Prezentace vlastni etudy predstavuje také urcitou formu (sebe)reflexe. Prfi poslechu etud
na jedno zadané téma si zaci mohou uvédomit, do jaké miry porozuméli probiranému
ucivu, aucitel miize zjistit, jak hluboko se zaklim podafilo proniknou do tématu.

Pro nazornou predstavu uvadim nékolik etud, které si (€astnici dilny zahrali.

Krychle a koule
Filip Roubicek

Kutalgjici se Koule narazi do stojici Krychle.
Krychle Aul Kam koukas? Nevidis, Ze tu stojim?

IMU CSAV, roubicek@math.cas.cz
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Koule
Krychle
Koule
Krychle
Koule

Krychle
Koule

Krychle

Koule
Krychle
Koule

Kuzel
Jehlan
Kuzel
Jehlan
Kuzel
Jehlan
Kuzel
Jehlan
Kuzel
Jehlan
Kuzel
Jehlan

Kuzel
Jehlan

Kuzel
Jehlan

Alevidim. Jenom se neumim zastavit.

Tojsem s vaimla.

Diky, Ze tu tak pevné stojiS. Konetné si trochu odpoCinu.

Prosim, rédo se stalo.

Ach, ja nikde dlouho nepostojim. StaCi, aby do mne nékdo strCil nebo
zafoukal vitr, auz meé to zene jinam.

Bud rada. Poznas svét. To ja se nikam moc nepodivam. Kam mé postavi,
tam stojim.

Jak jabych rada stdla ajesté s mohla vybrat na které sténé. No jo, kdyz ja
Zadnou nemam.

V1%, jamam rada ,, Clovéte nezlob sel“. To s vzdycky vezmu ty své pun-
tikovane Saty a kutalim se sem atam. Ale pak mé boli vrcholy. Ngjsem na
takovy pohyb viibec stavéna.

Takové problemy ja nemam. Nevim, jaké to je mit vrcholy nebo hrany.
(kychne) Hepsik! (Koule se kutéli pryc.) Pocke! Kam jdes?

(vola z dalky) To bych take rada vedéla.

Kuzel ajehlan
Filip RoubicCek

Soji na zidlich dal od sebe (jako stfechy veéz).

(vola) Hej, pane kolego.

(ohliZi se) To volate name?

A nakoho? Vzdyt tady Siroko daleko nikdo jiny jako my neni?

Hm, méate pravdu. Ale stejné, podobni s moc nejsme.

Jeden obly, druhy hranaty. Co natom? Vrchol mame oba dva.

Hm, jen aby neprselo.

Koukam, ze mate novy plast.

Pekny, co? Médeny.

Stejné vam zezelena jako mne.

Snad nezavidite?

Ale kdepak. . . . Vypadato na bourku.

Stfihli mi ho akorat. VSechny trojahelniky mi pékné padnou a nikudy
nefouka. VSak ten stary byl uz pro ostudu.

Vam se to povida. Ja budu muset v tomhle jesté ngaky rok preckat. To
vite, mné muize stfihnout na plast jen mistr.

No, jen se nevytahujte. Co by podle vas mélafikat pani Kulova?

Nic mi do toho neni, pane kolego, ale kde mate hromosvod?

ProcC se ptate? Maji ho dodélat zitra.
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Kuzel
Jehlan
Kuzel

Kvadr
Hranol
Valec
Kvadr
Véaec
Kvadr
Valec

Hranol
Valec
Kvadr
Véaec
Hranol
Véaec
Kvadr
Hranol
Kvadr

Vaec
Hranol
Kvadr

Vaec

Kvadr
Hranol
Kvadr

Jenom Ze se sem Zene bourka. Podivejte, tamhle se uz blyska.
To je nadéleni. Co budu délat?
Modlit se, abyste z té parady nemé cary. Tak zitra.

Trojboky hranol, kvadr a valec
Filip RoubiCek

Kvadr sedi na zdli, Hranol stoji naklonén vedle ng§ a VValec stoji ze strany
za Hranolem (jako stavebnicové kostky). Nahle se vaichni zachvgji, Valec
spadne a zapre se 0 Hranal.
Co to bylo?
To nevim, ale je to dost tezke.
(omluvné) Nezlobte se, to jsem ja Sotva se drZim na nohou.
Peknatiha. Mé byste trochu zhubnout.
OvSem vy jste z nich ngjvykutadengsi.
Nechte s ty feCi. Podivejte se na svou sestru, zrovna tamhle s ni hrgi.
(ironicky) To je Stihlost sama.
(rozhliz se) Kde? Ja pres vas nic nevidim.
Prosim, nevrtte se. Nebo se skutdlim az kdovikam.
Ani bych se nedivil, na takové naklonéné roviné.
Vam seto mluvi. Méate Sest stén . . .
(skace mu do Feci) Jajich mam pét!
... ak tomu dvakrat tolik hran.
A vy snad neméte stény? Na Cem jste predtim asi stal?
A hrany méte taky, vite. Sice jen dvé, ae zato extra
To my takové nemame, vidte (Stouchne loktem do Hranolu), a nikdy mit
nebudeme.
OvSem dveé shodné stény mate stgjné jako ja.
Tojeadeads to jeding co mame svami spolecného.
(vychloubavé) Ja st mohu dokonce vybrat.
V&ichni se opét zachvgi.
A jetotady. (kutali se prycC)
Co?
(radostné) To je Uleva. Dobre, Ze uz musdl.
Konecné jen mezi svymi.
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Sestitihel nik
Ctverec

I?éti uhelnik
g:tverec
SestiUhelnik

Pétithelnik
Sesti(lhelnik
Ctverec

Péti Ghel nik
Ctverec
Sesti(lhelnik
Ctverec
Sesti(lhelnik
Pétithelnik
Sesti(lhelnik

Péti Uhelnik

Sesti (lhel nik
Ctverec

Vrchol A
Vrchol B

Pravidelné mnohothelniky
Filip Roubicek

Prichazeji trhavymi kroky (jako by se prevalovaly).

(jde napred, ohlizi se) Panové, trochu pohybu do toho umirani.

(jde jako posledni, tézce se preval uje a funi) Zastavme se nachvili, sotva
popadam dech.

(vesele, trochu namy3lené s prozpévuje) Ja jsem symbol harmonie.

(k Sestithelniku) Co se mu stalo?
Asi se z té své vyjimeCnosti zblaznil. Mydli s, Zze kdyZz ma dozitou
konstrukci, je néco vic nez my ostatni.

Copak to neni pravda? Vas zvladne i male dité, ale meé jen ucenec.
Prosim t&, kde ZijeS? Dnes, ve svété pocitacli . . .

...alhlomért?

Ty, mé nebudes poucovat, ty obrazku ze skolky.

Mozna obrazek, ale nebyt me, nevédéli bychom, kdo je jak velky.

Blh vi, pro¢ si vybrali pravé tebe.

To je pfece jasné. Protoze umim pokryt rovinu.

Tak to ja umim taky a mnohem zajimavéji.

Nepovidg.
Vezmi si tfebavcely, ty si vybraly pravé méjako vzor pro svou architek-
turu.

To je ale jedina architektura, kde se uplatnis. To ja, kdyz se spojim
V prostoru se svymi bratry, to je krasa.

No a co.

Pojdte uz radgji. Nebo si jesté vjedete do stran azadnakruznice uz s nami
nebude chtit nic mit.
Vsichni odchazei.

Vrcholy rovnoramenného trojuhelniku
Filip Roubicek

Vicholy A, B sedi po stranach a jsou natoCeni k tfetimu (Vircholu C), ktery
stoji uprostfed. Hovori mez sebou.

(mluvi k Vrcholu C) Povidam vam, ze méate nejlepsi rozhled.
(pripojuje se) A jesté vas oslovuji Hlavni.

Vrchol C' Prijde nato.
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Vrchol A

Vrchol B
Vrchol C
Vrchol B
Vrchol C
Vrchol A
Vrchol C
Vrchol A

. Vrchol C

Vrchol A
Vrchol B
Vrchol A
Vrchol B
Vrchol C

Ale kdybych to mél stgjné daleko k vam jako k nému, tak bychom byli

vSichni Hlavni.

No vidite, to mé nenapadlo. A nebudou si nas potom plést?

A pak se divite, ze vam Fikaji BE.

Hele, a mé neuradZi. Nebo tu zakladnu zkratim a bude mit po ptakach.,

To bych chtél védét jak?

N&jaky zplisob se urcité najde.

Nehodlam se s vami hadat, ale stejné by vam nefikali Hlavni.

Co neni, mlize byt.

Vircholy A, B se k sobé prisunou

Co seto dge? Co jeto zatransformaci?

VSichni vstanou a vymeni si mista (vznikne jako rovnostranny trojahelnik).
(stoji uprostied) Tady je opravdu pékny vyhled.

Jatam chci taky.

Bud ticho! Ted jsem Hlavni ja.

A proC neja?
(vstane a dlavnostné prohlasuje) Pratelé, Hlavni sice ngjsme nikdo, ale
povysili jsme do stavu pravidel nosti.

V druhé Casti dilny jgi UCastnici tvorili a hrali vlastni etudy. Jak se jim to podafrilo,
mUiZete posoudit sami.

VSechny

Prepona
Odvésnaa

Odvésnab
Prepona
Odveésnaa

Odveésnab

Prepona
Odvésnaa

Strany pravouhlého trojuhelniku
Milada Hudcova, Dana KubeSova a Renata NémeCkova

Prichazegji zetfi stran. Jedna brebenti presdruhou, poplacavaji se, obhlizeji
se, jedna méri pohledem druhou — prosté zenske.

Cau holky! Tak jak se mate? Jak se vede? To byla v&tnost, co jsme se
nevidély.

(namydlen€) Supr! Vidim, ze jsem z vas stoprocentné nejdelsi.

(dotCené, chytne odvésnu b za ruku) My jsme sice kratSi, ale kdyz se dame
dohromady, nemas narok.

(podpichuje) A navic svirame spolecné tajemstvi. (ulicnicky vyplazne
jazyk)

(uraZeng, rozmazlené) Ja mam také tgjemstvi. A mam ho uprostred.
To neni Zadné tgjemstvi. Vzdyt nas se to take tyka.

(vyhruzné, mirné stréi do prepony) A stejné, ten tviljj sejf v pohodé odha-
lime.

(bojovné) Tak to bych rada vedéla jak? Jste bez Sance.

(vitézné) Jednoduse! K azda najdeme ten svij trezor. . .
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Odvésnab
Prepona
Odvésny

Odvésny
Prepona
Odvésnaa
Odvésnab

Vepsana
Opsana
Vepsana
Opsana
Vepsana
Opsana

Vepsana
Opsana
Vepsana

(skoci ji do Feci a tocCi se sni dokoleCka) . . . apak vyrazime kolmo k cili!
(skoro plactive) No a?!
(posmivaji se) No nic, sgjdeme se u toho tvého sgifu. A pak to pékné
roztoCime. (opét se bezstarostneé toci)
Aby odveésny zazehnaly bliZici se konflikt, rychle zavedou feC na jiné téma.
(smiflivé se obraci k preponé) A co chlapi? Jak to jde?
Perfektné! Euklides podava stabilné spolehlivy vykon.
| Thales je docelave formé. Je to Spical
A ja? (plactive) Pythagoras uz je pod kytickama! (Usmév) | kdyz 2!

Kruznice opsana a vepsana
Kvéta Kriiger aMila Strakova

BéZ vedle sebe.

Jauz jsem cela uondana.

Nestézuj si, ja se nabéham vic.

Reklajsi, 7e se probéhneme spolu apak si tady |itas sama.

Za chvilku mé budou stejné bolet nohy.

To jsem réada, ze si trochu odpocCinu. Z toho ¢tverce se mi uz toCi hlava.
Nestézuj si, nemusiS davat pozor na cestu. To ja porad bézim, béZzim ana-
jednou vrchol — prvni, druhy, treti, Ctvrty. . .

Ja zase musim davat pozor, abych se neodfela.

Hele, tady jsme uz dneska potreti.

Neni divu, kdyz béhadme stale kolem jednoho bodu.

Rovnobéznik, lichobé&znik a rGiznobéznik
Viera MatuSincova, Jana Nepomucka a Marie VVykoukalova

Tri kamaradi — Rovnobémik, Lichobé&mnik a Rlznobémik (deltoid)
zasnéne povidaji o svych prednostech.

Rovnobéznik Jajsem krasny, pravidelny.

Lichobéznik Tojataky, amiizu mit vice podob.

Rlznobéznik Heg, ale jajsem mezi vami vyjimecny!

Lichob&znik  Cim ty mizes byt vyjimetny?

RUlznobéznik Jsem z vas nejméné pravidelny.

Rovnobéznik Alejdi. Jamam Ctyfi strany, avzdy dve shodné arovnobézné.
Lichob&znik To jamam vzdy dvé rovnobézné a dvé rliznobézné.
Rlznobéznik Jasice ne, ale se mnou si na podzim hraji déti.
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V&ichni Jsme sice kazdy jiny, ale v&ichni mame Ctyfi strany a soucet velikosti
naSich vnitfnich Ghll je 360°.

Krychle, kvadr a pravidelny ¢tyrboky hranol
Veronika Kremsova, Jan Zabkaa. . .

Krychle a Kvadr sedi, pfichazi Hranaol.

Hranol Ta hrozna hranaté kola a spoluzaci. Nebudu tam chodit! A vibec tohle
hrozné pravouhlé kralovstvi meé uz Stve.

Krychle Alevzdyt chodis do té nejlepsi Skoly, do kralovskeé!

Hranol No pravé. Vadi mi, ze mezi ostatnimi vycnivam.

Krychle Vidi§, ajajsemsi tvéhotatinkavybralaprave proto, zejetak vysoky astihly.
| tvlj dédeCek je stejné vysoky, ale tlustsi ajeho vyskatak nevynikne.

Kvadr  Taky kdyz sis mé privedla domt, tvym rodic¢lim se nelibilo, Ze nejsem tak
pravidelny jako vade kralovska rodina. A pfitom dokazu vyplnit prostor
stejné dobre jako vy.

Krychle To je pravda. Nakonec jsme rodicCe presvedcili.

Kvadr Aty (kHranolu) méasz nasto nejlepsi: podstavy po mamince. . .

Krychle ...avy3ku po tatinkovi.



Dalsi prispéevky

Zak vstupujici do skoly?
Michaela Kaslova?

Uvod

Do prvnich tfid dnes nastupuji déti velmi rlizné Grovné rozvoje schopnosti, kaly
navykll. Neni to dano pouze odlisnym vyvojem ditéte nebo rodinnym prostiedim. Jde
I 0 déti, které prody matefskou 3kolou, byly klasifikovany jako zralé pro vstup do koly
a presto bude jeden ucitel postaven pred slozitg§Si situaci nez druhy. Pro€ tomu tak je?
Existuji rozdily, které jsou dany filosofii matefske 3koly, stylem jgji prace. Nektefi ucitelé
budou nuceni ucit zaky sedét, uCit nebo preucovat, jak drzet v ruce tuzku, soustfedit
se, porozumét Sirsi Skale otazek, naucit je kooperaci ve dvojici, rozvijet u nich pamét,
schopnost pozorovat atd. V jinych prfipadech to tak byt nemusi a uCitel bude moci
postupovat vyrazné rychleii. Zaci se budou takeé li&it mirou zkugenosti podle toho, jak
je organizovan program predskolniho zafizeni (vylety, Skola v pfirodé, predplavecka
vychova, saunovani, vystavy, divadlo apod.).

Materské Skoly, které se orientuji pouze na volnou hru, spontanni pohyb ditéte,
nemohou vyhovovat fadeé déti. Jiné Skoly se orientuji jen narozvoj vybranych schopnosti
(zaméfenost najazyky, navytvarnou vychovu), jiné 3koly si zachovaly vestrannost. Vliv
rodiny na dité je nezavisle na matefské skole velky. Vstup ditéte do Skoly ovlivhuje jak
hodnoceni ditéte rodici, tak i oCekavani, které do ditéte vkladaji. Pro usnadnéni vstupu
ditéte do Skoly i pro naplnéni vlastnich predstav rodiCe dité specificky pfipravuji. To
ovSem materfska Skola ani ucitel prvniho rocniku nemusi veédét. UCitel prvniho rocniku
nema snadnou roli.

Vyjimecné dité v materské skole

Sledujme podrobngji osudy ,,vyjimecnych* déti, zefména téch, na které upozornili
rodicCe nebo ucitelky. Od druhé poloviny osmdesatych let mne takto kontaktoval o teméf
30 rodicll a 8 ucitelek matefskych 3kol. Rodice prichazeji pro potvrzeni osobniho na-
zoru, ze jejich dité je nedocenéné, nadprlimérné, dokonce nadpriimérné v matematice.
Pocet takovych rodicl narlista. Tuto zménu pricitam jednak opadnuti ostychu oslovit
osoby mimo matefskou Skolu, jednak i zUZeni podnétove Skaly na nékterych materskych
gkolach, coz se projevilo jak nespokojenosti urcitého typu déti, tak jejich rodicu.

IPrispévek navazuje nakulaty stlll, ktery probéhl v ramci seminéfe.
2PedF UK Praha, kaslovam@pedf.cuni.cz
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Na prani rodicl (kromé konzultaci na katedre a hodnoceni ucitelkou matefské skoly)
zhruba polovina déti prodataké pedagogickymi poradnami. Z déti, které byly oznaCeny
rodiCi zavyjimetng, bylo 20 nasledné sledovano po nékalik let jgjich Skolni dochazky. To
umoznilo zpétné hodnotit: a) charakteristiku ditéte podanou rodici, b) vlastni pozorovani
v rliznych situacich.

Jsou rodiCe, ktefi se o své déti prilisS nezajimai, jini své dité zatézuji ,, pfiméreng"
a tfetl skupina je protipblem k prvni a své dité trénuji (nékdy nadmiru). Takovi rodice
pribirgi k roli rodiCovskéi roli ucitelskou. Z poslednich dvou skupin se vymyka skupina
téch, ktefi své dité povazuji za vyjimetné v tom smyslu, Ze je nadprlimérné inteligentni
a ze je tfeba na to upozornit a toto dité specificky nadstandardné rozvijet. Rozvoj ditéte
vSak mlize mit nékolik podab.

Prudky rozvoj v urcité oblasti v predskolnim veku, ktery se zpomali ¢i ,normalizuje”
po vstupu do 3koly; rozvoj muize byt zcelanormalni (kfivka uceni maza pos edni obdobi
5-6 let tvar prudkého narlistu s naslednou stagnaci). Pricinou prudkého zdvihu oproti
ostatnim maize byt také intenzivni individualni prace ucitele a rodicli a dobra pamét
ditéte, i kdyz by za podminek srovnatelnych s ostatnimi byla kfivka nevymykajici se
priméru. Dité v prvnim rocniku jiz nevystati s mechanickou paméti. Zagina nastup
pozadavkl i na kvalitativni Grovni kognitivniho rozvoje. | dobfe vedeny prvni rocnik
znamena zménu. Pocateéni prudky rozvoj se miize na chvili pozastavit, a pak je opét
nasledovan dalSim vzestupem, nebo take i zpomaluje. Zalezi natom, v ktere fazi je dité
s ostatnimi porovnavano, v které oblasti a za jakych podminek.

Nadpr Gimérny preddkolak v prvnim roéniku ZS

Polovina ze sledovanych déti (14 chlapcll, 6 dévcat), které vykazovaly pri vstupu
do Skoly nadprliimérné vysledky ve znalostech €isel av orientaci v daném oboru, byla
opravdu nadpriimérnai po vstupu do $koly nejménév nasledujicichtfech letech, vevétsiné
pripadll pouze v oblasti intelektové, u 8 zaostavala grafomotorika, svalova koordinace,
rychlost orientace v prostoru pfi kinezi.

DalSich 10 déti, jak se ukazalo béhem prvniho rocniku, k nadprimérnym rozhodné
nepatfilo. Jednalo se o déti, které byly doma pouze trénované v pocitani po jedng,
pripadné po deseti nebo stech. Kroméjednoho ditéte byly vsechny bez schopnosti vytvaret
predstavy kvantity. Jgich predstavy nebyly vazany na modely Cisa. Prvni obtize se
ukéazaly pri FeSeni slovnich Gloh. Pokud déti umély Cist, vyhledavaly v zadani jen Cidlice
aty se snazily pouZzit v néjaké operaci. Zde se tedy neliSily jejich reakce od priimérnych
déti, avSak jgich pfehnana zaméfenost naizolovaneé Cidlo, Cidici jim branila zpracovani
vztahll mezi (dgji v zadani. Zminéni Zaci byli v&ak znevyhodnéni pred ostatnimi, ktefi
se nebranili pouziti poCitadla ¢i jiného modelu v pfipadé krize béhem feSeni. Na rozdil
od opravdu nadprlimérnych, ktefi fedi obCas vhledem, mgji tito zaci tendenci se jim
v rychlosti feSeni vyrovnat, atak neexperimentu;ji, nepocCitaji, alehadaji achybuji. Rozdily
se projevuji v metodach feSeni i mezi témito détmi a primérnymi zaky. S chybou se
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vyrovnavaji hlife nez déti, které nebyly rodic¢i oznatovany jako genialni.

Druha polovina sledovanych zakli béhem prvniho rocniku postupné ztracela sve vy-
sadni postaveni dané tim, ze ,,byli z domova naprfed” v nékterych tématech. Napriklad
Tonik i Martina (1994, 1995) prozivali pocit ztraty vyjimecnosti az pocCatkem tretiho
rocniku, k éemuz prispély dvafaktory: a) rodice se nechtéli vyrovnat jen s mirné nadpri-
mérnymi vykony ve 3kole a neustale détem tvrdili, Ze jsou nejlepsi, coz serozchazelo jak
s hodnocenim ucitelek, tak svlastnimi pocity zakli; b) oba méli o dvaroky mladsi souro-
zence, ktefi byli schopni feSit Glohy urcené pro konec druhého rocniku jiz pfi vstupu do
koly aktefi vykazovali od zagatku (do konce ZS) vysoce nadpréimérné vykony. V obou
pripadech se projekce rodictl podepsala na sourozeneckych vztazich.

U Natalie (1997) jsme zaznamenali prudky sestup z pozice ditéte, které vse vi, do
pozice ,normaniho” zaka. Zmeéna postaveni Natélie ve tfide, pres veskery pedagogicky
takt ucitelky, vedlak depresivnim stavlim, které byly umocnény odchodem otce od rodiny.
Ztratu otce si Natélie interpretovala jako dlsledek Ustupu z pozice vyrazné nejlepsi
zakyne tfidy proto, ze ji od predskolniho véku otec predstavoval jako genialni a sam ji
v roli ucitele driloval v pocCatcich matematiky. Ve tfetim rocniku, kdy byla neoblibena,
predla od silného sebeprosazovnani za kazdou cenu do stavu, kdy upadala do pasivity
s komentarem, Ze ,,. . . nema cenu se ucit*, kdyz nikdo ,,. . . nevidi, Ze je ngjlepsi“.

Honzik (1996) byl podobné povazovan za malého génia ataké tak oznacovan ucitel-
kou materske skoly. Nerad zpival, nerad kredlil, nerad se zapojoval do pohybovych her,
ale ra&d opakoval, co se mu feklo. Veskere situace, kde by se dal predpokladat nelispéch,
byly redukovany na minimum. UcCitelka mu ,,chtéla udélat radost” a ucila ho pocCitat do
100, sCitat do 10, umél Cist Cislaod 1 do 20. Honzik byl sice ve vsem pozadu, ale vynikal
v téchto pocCetnich aktivitach. Do Skoly Sel provazen ucitel inym hodnocenim, nakterési
davno zvykl: ,, Jsi tak strasné chytry. Tobé ptjde viechno snadno. Nikdo toho neumi tolik
jako ty.* Svét skoly se mu dopfedu redukoval na svét Skolni matematiky, schopnost ucit
se na schopnost reprodukovat. Jeho zklamani po mésici skolni dochazky bylo zigimé,
podobné jako u jeho rodicl. Neni tieba rozebirat Honzikliv novy vztah k matematice
ak dal&im predmeéttim.

Suverenita déti, védomi nadpriimérnosti nemusi byt vysledkem zrani a vynikajicich
dispozic, ale mohou byt produktem nejen zvySené péte rodicll, alei jejich viry ve vykon
téchto déti. ProcC tato vira Zene dité do vykonu nad jeho hranici? A. Marchive (2003)
uvadi ve své studii, ze efekt Pygmalion plisobi predevsim v predSkolnim véku a prvnich
roénicich prvniho stupné. Cim je Zak stardi, tim se pohled rodi&l na dité méné odrazi
v jgich vykonu. Je tfeba zdlraznit, Ze efekt Pygmalion je schopen v daném obdobi od
sebe odliSit dva stejné schopné a stejné vykonne zaky. Ten, co se citi byt povazovan za
nadprtimérného, matendenci, chut takové vykony podavat, chovat setak. Zaujal-li rodic
roli uCitele surcitymi rysy chovani, dochazi k Pygmalion efektu. Pygmalion efekt je tedy
dvojsecny pro rodinnou vychovu. Najedné strané dité citi podporu, ktera se ovéem miize
stét pro dité zavazuijici, a ve vykonu pak je negjen podplirng, ale i svazujici. Virarodicl
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spojena se ctizadosti blokuje realny pohled na dité a meéni se pojeti vychovy — od prace
s otevienou budoucnosti k pojeti determinované budoucnosti (Langmajer & MatéjCek,
1986).

Zavey

Pygmalion efekt miize ovlivnit ucitelovo diagnostikovani nadprlimeérnosti predskol-
nich déti a zakt mladsiho Skolniho véku. Na zakladé prenosu (prechod z matefskée skoly
nazakladni Skolu) mlizemei mylnéinterpretovat zaktv vykon. Proto je dobré nenechat si
oznadit jednotlivce a ke véem pristupovat stejné, jakoby vaichni byli nadpriimérni. Jinak
nelze vykony zejména malych zakl porovnavat. Marchive popisuje, Ze ani zkuSeni uci-
telé po dobu experimentu neodhalili nepravdivou charakteristiku zakl a diky Pygmalion
efektu ,, nadprlimérne zaky“ dedovali, pracovali s nimi diferencovang, jakoby opravdu
nadpriimérni byli, i kdyZz So o z&ky nahodné vybrané.

Pokud se rodiCe ujali role ucCitele u predskolnich déti, mohou ditéti vstup do Skoly
jak usnadnit, tak zkomplikovat. Podobné muize plisobit i prace ucitelky v matefské skole,
ktera nastartovala extrémni pristup k ditéti a nechala deformované vzniknout plisobeni
Pygmalion efektu (napriklad prave tim, ze redukuje vSestranny rozvoj ditéte na rozvoj
jediné schopnosti s vysokym osobnim nasazenim a nepfiméfenou chvalou). UcCitel prv-
niho rocniku, zejména zaCateCnik, nema snadnou roli a v matematice navic ztizenou ve
vySe zminénych oblastech. Usiluje o vytvoreni vztahu ke 3kole, k uCeni, ke spolupraci ve
tfidé, dobrém klimatu $koly amimo jinéi k péknemu vztahu k jednotlivym predmétiim,
tedy i k matematice. Ne vzdy ma moznost poznat rodinné zazemi zaka a spravné vyhod-
notit Zakovy reakce. Prvni nadpriimérné ¢i podpriimérné vykony zaka je tfeba hodnotit
citlive, stfizlivé. Neni vzdy snadné pripustit si, zei vyjimecny vykon miize byt provazen
¢i nasledovan sérii nemalych obtizi zefménav oblasti socialni, ato s disledky v dalSich
oblastech.
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Nékteré typy chyb studentt pfi FeSeni Gloh z poctu
pravdéepodobnosti
Macigj Major

Predmétem pocCtu pravdépodobnosti je konstruovani a zkoumani tzv. pravdépodob-
nostnich prostortl. Pravdépodobnost jevu je nékterou vlastnosti jistého pravdépodobnost-
niho prostorul.

Uvod
Necht (2 je libovolnhou aspon dvouprvkovou konecnou mnozinou. Rozdé enim prav-

dépodobnosti na mnoziné @ = {wy,ws, .. .ws} Nazyvame kazdou nezapornou funkci p
na mnoziné () takovou, ze

p(wr) + p(we) + -+ plws) = 1.

Dvojici {2, p} kde p je rozdélenim pravdépodobnosti na mnoziné (2, nazyvame
pravdépodobnostnim prostorem.

Pokud Q = {wy,ws,...,ws}ap(w;) =1/sproj =1,2,...s, pak funkci p nazyvame
klasickym rozdélenim pravdépodobnosti na mnoziné 2 a dvojici {2, p} — klasickym
pravdépodobnostnim prostorem.

V pravdépodobnostnim prostoru (€2, p) je kazdy jev podmnoZinou mnoziny €2. Necht
A C (). Pravdépodobnost jevu A je v tomto pravdépodobnostnim prostoru €islo > p(w)

weA
(viz [4], s. 98). Pokud (€2, p) je pravdépodobnostnim prostorem a €2 je mnozinou vsech

vyd edkll nahodného pokusu d afunkce p prifazuje kazdému vysedku pravdépodobnost,
sjakou mtize pokus d skoncit timto vysledkem, pak ho nazyvame stochastickym modelem
pokusu d.

Pravdépodobnostni prostor (€2, p), kde Q = {0,1}, p(0) = 2/3 ap(l) = 1/3, je
stochastickym modelem losovani koule z urny, ve které jsou dveé koule oznacené Cislem 0
ajedna oznaCenacCisem 1.

ReSeni kazdé tlohy navypoget pravdépodobnosti jevu se za&ina od konstrukce prav-
dépodobnostniho prostoru. Tento prostor je stochastickym modelem nahodného pokusu,
se kterym se spojuje zmineny jev.

Nékdy je tento prostor modelem nékteré mimomatematicke situace. Jako napf. v pri-
padé Uloh tykajicich se nahodnych her a procesu rozhodovani v podminkéach rizika.
V této situaci zaCina feSeni prekladem zadani z bézného do matematického jazyka. Pak
nastupuje vySe zminéna konstrukce pravdépodobnostniho prostoru. Preklad i konstrukce
pravdépodobnostniho prostoru tvori prvni fazi fesitel skeho procesu, tzv. matematizace.

I nstytut Matematyki, Akademia Pedagogiczna w Krakowie, mmajor @wsp.krakow.pl
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pravdépodobnosti jevu, vzdy provadi v urenem pravdépodobnostnim prostoru. Vysledky
téchto vypoctt viak mohou byt interpretovany v kontextu zadané Ulohy, a pak mluvime
o interpretaci. ReZeni Glohy z po&tu pravdépodobnosti miize obsahovat formulovani
vérohodnych Gsudkl vyplyvajicich z vypoCtl. Tato interpretace se miize tykat zaroven
svéta matematiky i vychozi mimomatematickée situace.

Kontrola stochastickych kompetenci — schopnost matematizovat a in-
terpretovat vysdedky vypoctll jako pfedmét této kontroly

Objektem kontroly ahodnoceni znal osti z poctu pravdépodobnosti je konkrétni feSeni
studenta, ve kterém nam nejde jen o jeho formalni znalosti, tzn. znalost definic, tvrzeni
aalgoritmd, ale o jeho schopnost matematizace, vypottll ainterpretace. Predmétem této
prace jsou typické chyby, jakych se dopoustgji zaci pri organizaci tfech uvedenych fazi
feSeni (loh z poctu pravdépodobnosti.

Pri feSeni Gloh z poctu pravdépodobnosti se studenti dopoustéji chyb tykajicich se:
1. matematizace, 2. vypottll a dedukce, 3. interpretace.

Priklady Gloh areflexe nad chybami v jgich reSeni

Prace se tyka jisté reflexe nad feSenim dvou Uloh na vypocet pravdépodobnosti
jevu. Tato feSeni obsahuji zaroven organizaci matematizace, i nékteré interpretace, tj.
formulovani Gsudkl, jaké vyplyvaji z velikosti této pravdépodobnosti pro racionalni
rozhodnuti, atedy pro praxi.

1. Gloha

Danéjsou dveurny U aV. UrnaU obsahujejednu kouli sCislem 6 adveékoulescisem
1, urna V obsahuje jednu kouli s ¢islem 0 a dvé koule s ¢islem 4. Cislo na vylosované
kouli z urny je vylosovanym ¢islem. Z téchto dvou uren miizes vybrat jednu, zbylou urnu
bere tvijj soupef ve hie. Kazdy z vas bude losovat ¢islo ze své urny a zvitézi ten, kdo
vylosuje vétsi ¢islo. Kterou urnu si vyberes pro tuto hru, jestlize méas prednostni pravo?
Jak zdlivodni$ svoje rozhodnuti?

2. Uloha

Z urny, ve kteréje Sest kouli oznaCenych Cidly 1, 2, 3, 4, 5, 6, budou |osované soucasné
dvé koule. Vypocitej pravdépodobnost jev:

a) soucet Cisel na vylosovanych koulich bude sudé Cislo (jev A),

b) soucet Cisel na vylosovanych koulich bude liché Cislo (jev B).

Tyto Ulohy byly FeSeny na prijimacich zkouskach z matematiky v krakovské Pedago-
gické akademii.
Spravnéreseni 1. tlohy

Predpokladejme, Ze jsem zvolil urnu U, mljj soupef ma urnu V. Vysledek losovani
dvou kouli, jedné z urny U, druhé z urny V, je dvojice Cisel, atedy Q2 = {1,6} x {0,4}.
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Rozdéleni pravdépodobnosti namnoziné ) uréime tzv. metodou stejné moznych pripadi
(viz [4], s. 33). Koule se stejnym ¢islem miizeme na chvilku rozlisit. V této (teoreticke)
situaci v urné U jsou tfi koule: 17, 17, 6, v urnéV jsou tfi koule: 0, 47, 477. Mg me tedy
devét stejné moznych pripadi:

(1[, 4[), (1], 4][), (1[, 0), (]-II; 4]), (1[[, 4][), (1[], O), (6, 4[), (6, 4][), (6, O)

Vysledku (1,4) jsou priznive pripady: (17,47), (1r,47r), (111, 41), (111, 411), atedy
pravdépodobnost vysledku (1,4) serovna4/9.

Analogicky najdeme pravdépodobnosti zbyvajicich vysledkil. Jestlize p je funkce,
ktera kazdemu vysledku prifazuje jeho pravdépodobnost, pak:

w (1,4) | (1,0) | (6,4) | (6,0)
P(w) [4/9 [2/9 [2/9 [1/9

V urCeném pravdépodobnostnim prostoru (€2, p) pfedstavuje jev A = {zvitéZi hréac,
ktery ma urnu U} mnoZina
A ={(6,4),(1,0),(6,0)},
atedy z definice pravdépodobnosti jevu vyplyva, ze
P(A) =p(6,4)) +p(1,0)) + p(6,0) =2/9+2/9+1/9=5/9.
Spravnéreseni 2. tlohy

Obrazek 1 predstavuje klasicky pravdépodobnostni prostor
jako model losovani dvou kouli z urny, o které se mluvi v Uloze
2.

Kazda UseCka predstavuje vysledek losovani jako dvouprv-
kovou kombinace mnoziny Sesti kouli. Moznych vysledk{i mame
tedy tolik, kolik je UseCek spojujicich dvavrcholy Sestithelniku,
tedy (6 - 5)/2, tj. 15.

Jevu B jepriznivych devét vysledkl, atedy P(B) = 9/15 =
= 3/5. Jevy A a B jsou opaCné, atedy P(A) = 1 — P(B) =
—1-3/5=2/5.

Chyby tykajici se matematizace danych situaci

Hlavni chybou pfi FeSeni tohoto typu Uloh je opomenuti faze matematizace, tj. kon-
strukce pravdépodobnostniho prostoru jako modelu popsaného v Uloze nahodného po-
kusu. Mnoho studentli si neuvédomuje, ze pravdépodobnost jevu se vzdy vypoCitava
v urCenem pravdépodobnostnim prostoru.

Této chyby setykaji také preklady nematematického (redlného) problému do jazyku
matematiky, tj. formulovani matematické Ulohy a také konstrukce stochastického mo-
delu nahodného pokusu, s nimz je tento problém spojovan. Chyby tohoto typu ukazuji
nasledujici navrhy studentti nafeSeni uvedenych Gloh navypocet pravdépodobnosti jevu.
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llustracel

Regeni Glohy 1

Student A. ,, Vybral bychsi urnuV, ponévadz pravdépodobnost vylosovani koulescislem 4
z urny V je vétSi nez pravdepodobnost vylosovani koule s Cislem 6 z urny U.*

Student B. ,,Z obou uren U aV vybiram urnu V, protoze mam vétSi Sanci na vylosovani
koule s Cisem 4, nez souper kouli s Cislem 6. Pravdépodobnost, ze i ja vylosuji kouli
scCisdem 4, je 2/3, a pravdépodobnost, Ze on vylosuje kouli s ¢islem 6, je 1/3."

Student C. , Vybiram urnu U, (protoze) moznost vylosovani koule s Cislem 6 mi dava
Sanci na 100% vyhru a vylosovani koule s Cislem 1 mi dava Sanci na 33,33% vyhru

(souper vylosuje kouli s Cislem 4 — pravdépodobnost 2/3, nebo soupef vylosuje kouli
s Cislem 2 — pravdépodobnost 1/3).”

Je zigimég, Ze tito studenti nekonstruuji pravdépodobnostni prostor jako model 1oso-
vani koule. Nevidi, ze o vitézstvi je moznée mluvit pouze tehdy, kdyz oba hraci losuji
koule kazdy ze sve urny. Pouze se pokousgji jistym zplisobem pouZzit dana cislav zadani.

llustracell

Student D. ,,Rozhodnul bych se pro vybér urny U, nebot mozné vysledky losovani dvou
kouli, jedné z urny U, druhé z urny V, jsou: (6,0), (6,4), (1,0), (1,4), atedy tfi vyhry
ajedna prohra.”

Komentér: Student chybné konstruuje pravdépodobnostni prostor. Tento prostor neni
stochastickym model em nahodného pokusu, ktery seve hie provadi. Problemy svybérem
spravneho modelu se projevuji predevsim v téch situacich, kdy model neni klasickym
pravdépodobnostnim prostorem. Neékteri studenti se domnivaji, ze kazdy vysledek kaz-
dého ndhodného pokusu je stejné pravdépodobny, a dochazeji k tomuto zavéru bez
jakékoli reflexe nad argumentaci tohoto faktu.

ReSeni 2. Glohy
NegCastgi byla analyzovana nasledujici (chybnd) feSeni Glohy 2.

Q= {3,4,5,6,7,8,9,10,11}, A = {4,6,8,10}, B = {3,5,7,9, 11}, P(A) = 4/9,
P(B) = 5/9.

V tomto feSeni je vysledkem losovani soucet Cisel nadvou vylosovanych koulich. Bez
jakékoliv reflexe je pritom uvedeno, ze vSechny vysledky jsou stejné pravdépodobné. Jde
tedy o rozhodnuti, Ze stochastickym model em popsaného losovani je klasicky pravdépo-
dobnostni prostor. Je to chyba, nebot vysledky (jako soucty vylosovanych Cisel) nejsou
stejné pravdépodobné (staci tady porovnat Sanci vysledkl 3 a 7). Chyby tykajici se kon-
strukce modelu vznikaji take pfi poCitani pravdépodobnosti jevu spojeného s nahodnym
pokusem, ktery probiha po etapach. V tomto pripadé se konstruuji modely pro kazdou
etapu oddélené. Chybu tohoto typu predstavuje obrazek 2 (feSeni Glohy 1).
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Obrazek napovida (chybné) rozhodnuti: Volim urnu V, protoze pravdépodobnost
vylosovani Cisla 4 z urny V je vétsSi nez pravdépodobnost vylosovani Cisla 6 z urny
U. Studenti Casto pouzivaji pri vypoctech stochasticky strom, ale bez znalosti toho, co
Zznamena soucet a co znamena soucin ziskanych (pomoci pravidel spojenych s timto
stromem) Cisel. Tento strom pomaha jediné pri zkoumani, jak probiha nahodny pokus.
Interpretaci pravidel, pomoci kterych se konstruuje pravdépodobnostni prostor, studenti

pritom viibec nechapou.

Chyby tykajici se vypoctll a dedukce

V FeSeni uvedenych Gloh byly také aritmetické
chyby (kraceni zlomki) achyby kombinatorické po-
vahy (poCet prvkll dané mnoziny). Nékteré chyby
vyplyvaji ze zvlastnosti terminologie prijaté v te-
orii pravdépodobnosti (elementarni jev neni jev).
Hlavné vsak musime konstatovat, Zze zaci maji velké
problémy sformul ovanim svych argumentaci v rod-
ném jazyku. V feSeni jsou uvadény jen vzorce, mno-
Ziny avypocty bez jakychkoli komentaru.

Nékdy zakem vypocCitana pravdépodobnost jevu
jeisem vétsim nez 1. Tento fakt neni pfitom viibec
komentovan. Zminénou chybu zobrazuji nasledujici
priklady tykajici se feSeni 2. tlohy.

Chyby tykajici sefazeinterpretace
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Obr. 3

Problémy spojené s formulovanim spravné odpovédi na otédzky formulované v Gloze
vyplyvaji hlavné z chybného feSeni této Glohy. V uvedenych Glohach se fazeinterpretace
tyka procesu rozhodovani v podminkach rizika (vyber Cisla, na ktera se sazi, vyber
urnu, ktera dava vétsi sanci na vitézstvi). Jestlize student ziskal spravné feSeni Glohy
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Obr. 4

na vypocet pravdépodobnosti jevl, pak Gsudky tykajici se racionalniho rozhodnuti, jsou
VESMES Spravné.
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Predskolni vychova v souCasnosti
(Od predskolni vychovy k predskolnimu vzdélavanti)

Eva Opravilova'

Podle ISCED (International Standard Classification of Education — Mezinarodni
norma pro Klasifikaci ve vzdéavani), pfijaté UNESCO 1997, je predskolni vychova
charakterizovana trovni ISCED 0: ,Uvedeni déti raného veéku do prostiedi Skolniho
typu.“ Znamena rlizné typy vzdélavacich programll uréené pro déti predskolniho véku
arealizovane v matefskych skolach.

Predstavuje:

— soucast celozivotniho vzdélavani, a proto se vytvargji programy, které svymi obsahy
pfipravuji déti na Skolni vzdéavani,

—dlouhodobé pozitivni diisledky pro dal$i Zivot arozvoj déti, aproto ovliviujei Skolskou
politiku,

—zmeénu v tradi¢nim pohledu naobdobi raného détstvi, které byl o drive chapano pfevazne
jako objekt vychovatel ské péce, nyni se stava subjektem vzdél avani.

Ve vétsiné zemi jsou materske skoly samostatnymi institucemi, vyjimecné (Dansko)
jsou pripojeny ke Skolam, anebo pfimo obsahove integrovany do primarniho vzdél avani
(Nizozemsko od roku 1985 primarni Skoly nového typu od 4-12 let, Irsko).

VEétSinou jsou urceny pro déti od 3 do 6 Ci 7 let (Finsko, Polsko, podle doby zahgjeni
skolni dochazky), v nékterych zemich zaCina iz od dvou | et véku. Ve vyspélych zemichje
mira (€asti détské populace v preddkol nim vzdél avani pomérné vysoka. Ceskarepublika
patfi k zemim s vysokou Ucasti. Délka predskolniho vzdélavani je rlizna, nejdelsi je ve
Francii, Belgii aMadarsku, nejkratsi v Kanadg, Finsku a Portugalsku. VV Ceské republice
jeto 2,7 roku, coz je nékde uprostied.

Pojeti predskolniho vzdéavani

Zakladni cil je ve viech rozvinutych zemich v zasadé shodny: pfipravit dité pro zivot
ve spoleCnosti, vybavit je urCitymi poznatky adovednostmi pro vlastni rozvoj avzdéani.
Tento cil je deklarovan v rtiznych dokumentech narodni vzdéavaci politiky jako jsou
Ustava, listina prav ditéte, narodni vzdél avaci programy akurikularnich materialy urCené
pro predskolni vzdélavani.

Rozdily jsou ve zplisobu realizace cile av mitfe, podle které se fidi stanovené vzdé-
lavaci obsahy.

Zakladni pristupy:

'PedF UK Praha, eva.opravilova@pedf.cuni.cz
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e prvotni Uloha predskolni vychovy je chapana jako doplnék rodinné vychovy a ne-
redizuje se jako systematické vyucovani, ale jako socializaéni plisobeni (Némecko,
Dansko, Nizozemsko),

e poslani predskolni vychovy spoCiva v postupném seznamovani se ,,svétem 3koly*,
proto se do predskolniho vzdélavani zaclenuje zamérné uceni urCitym dovednostem,
které tvori zaklady elementarni gramotnosti jako napr. zaklady Cteni, matematiky
(Belgie, Francie, Itélie, Spanélsko).

Zakladni modely:

e Skolsky model — pfedskolni vzdélavani je organizovano ve vékoveé homogennich tfi-
dach (Francie, Spanélsko, Recko, Britanie, Slovensko, Madarsko),

e rodinny model — predskolni vzdélavani se uskutecnuje v heterogennich skupinach
(Finsko, Dansko, Némecko),

e spojeni obou modeltl podle prani rodich ¢i zfizovatelll (Belgie, Itdlie, Nizozemsko,
Portugal sko).

Jednoznaénéklady ¢i zapory jednotlivych model i nebyly spolehlivé prokazany. Roz-
hodujici neni organizaCni hledisko ale pfedevSim personalni podminky (Uroven a zameé-
feni pFipravy pracovnikll predskolni vychovy), mira spoluprace s rodici a sociokulturni
Uroven rodiny, z niz déti pfichazeji. Evropske vyzkumy predskolni vychovy se dnes zaby-
vaji pfedevsim otazkou, jakou kvalitu by méy mit pfedskolni instituce ajgjich pracovnici,
aby monhli predskolni vzdélavani Uspésné realizovat.

K faktortim, které pozitivni G¢inky predskolniho vzdéavani ovliviji, dale patfi:

e délka predskolni vychovy (Cim déle ji dité prochazi, tim je vétSi pravdépodobnost
pozitivnich efektl),

e kvalita vzd&avacich programli (typ a preference aktivit, které jsou zabudovany v ku-
rikulech predskolniho vzdélavani),

e podpora predskolni vychovy ze strany rodicl (rodice musi s instituci spolupracovat
aposilovat to, co se déti v materské skole nauci).

Predskolni vzdélavani tvori prvni fazi celozivotniho vzdélavani, ktera probiha opti-
malné zefména tehdy, kdyz se rodina a matefska Skola doplnuji. Proto je institucionalni
predskolni vzdélavani i vzhledem k dosavadnim mezinarodnim zkuSenostem vSeobecné
podporovano.

Jednim z prikladtl nového pristupu miize byt i soucasna diskuse o kompetencich
(zplisobilostech) probihajici na svétovem i doméacim foru. Od roku 1997 probiha pod
zastitou OECD vyzkumny program, jehoz Ukolem je vytvorit teoretickou zakladnu pro
pojmové vymezeni avybér kompetenci potrebnych k tomu, aby kazdy jedinec mohl vést
Uspésny a odpovedny Zivot. Syntézu vSech dosavadnich stanovisek predstavuje zakladni



E. Opravilova: Predskolni vychova v souCasnosti 113

univerzalni trideni klicovych kompetenci, které bylo prediozeno na mezinarodnim sym-
posiu v Zeneveé v Unoru 2002. | kdyz zahrnuje zejména obdobi Skolni, 1ze poZzadované
principy vztahnout i na obdobi pfedskolni.

Podle tohoto tfideéni je tfeba umét:

e jednat autonomne,
e UZivat interaktivni nastroje,
e uplatnovat se v sociané heterogennich skupinach.

Vychovné plisobeni sméfuje predevsim k rozvoji:

e komunikacnich dovednosti,

e rozhodovacich dovednosti,

e interpersonalnich dovednosti,

e dovednosti celozivotniho uceni.

Z tohoto pojeti vychazi i Ramcovy vzdéavaci program pro predskolni vzdéavani,
ktery byl od roku 2002 ovéfovan a jehoz souCasna upravena verze vstoupi v platnost
spolu se skolskym zakonem pravdépodobné v lednu 2005.

V Ceské republice deklaroval strategické zaméry v oblasti vychovy a vzddavan
Narodni program rozvoje vzd&lavani v Ceské republice (Bila kniha, 2001). V ném je
konstatovano, Ze predskolni vzdélavani rozvoji ditéte prospiva. Ovliviuje je v intelek-
tovych schopnostech, socianich a komunikacnich dovednostech i v pfiznivgjSim postoji
k uCeni pfi zahgeni 3kolni dochazky. Vzhledem k tomu, Ze tento dokument neni exe-
kutivné zavazny, nelze zatim soudit, do jaké miry budou zaméry naplnény tak, aby se
podminky pro predskolni vzdélavani, chapane jako proces probihajici od narozeni ditéte,
skutecné naplnily. Nové legidativni Upravy, které by mély zarucit bezplatnou dochazku
do materské skoly pro déti pétileté, i navrh zajistit povinnou dochazku do materské
gkoly pro déti, u nichz lze otekavat problémy, by mohl k naplnéni progresivnich cilli
predskolniho vzdélavani prispét.
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Odvozeni analytického vyjadieni podobného zobrazeni*
Nada Stehlikova?

Uvod

V posledni dobé sei v Ceske didaktice matematiky stale Castéji hovori o vétSim uplat-
novani tzv. konstruktivistickych pristupll ve vyuce matematiky (napf. Heiny & Kufina,
poznatk{l. Podle moZnosti se snazime o zvySeni podilu vlastni prace studentai na Grovni
vysoké 3koly u budoucich ucitelli matematiky, protoze véfime ,,ze i v ramci soucasného
systému je mozné klast dliraz na poznavani cest k matematickym pojmim a poznatkim,
na rozdil od predavani Casti logicky usporadané matematicke discipliny, a na posileni
,pracovniho* charakteru matematiky, na rozdil od charakterdi reprodukéné memorova-
ciho* (Kufina, 2004). Dge se tak v ramci kurzu pro budouci ucCitele druhého stupné
zakladni 3koly a stfedni 3koly Analyticka geometrie |1, ktery je zaméfen na geometrické
transformace (shodnosti, podobnosti a afinni transformace pfimky a roviny) (Hejny, Ji-
rotkova & Stehlikova, 1997; Stehlikova, 2003).

Popisovany zplisob vyuky vyZzaduje od studenta hledani novych pristuptl, tvorbu
novych strategii i V&SI aplikaci své tvorivosti. Vyucujici se pak ¢asto docka rliznych
neotekavanych feSeni a kreativnich pristupll. Na druhou stranu je tento pristup k vyuce
Casove naroCng 8l nez tradicni pristup. Proto jsou nékteré Glohy, které maji vést k ob-
jeveni poznatkl, zadavany jako domaci tkoly.® Jiné koly jsou zpracovavany v ramci
seminarnich praci a studenti si mohou vybrat, zda cht&i pracovat ve skupinach nebo in-
dividuané. V tomto textu se podivame najednu ze seminarnich praci, jez bylazaméfena
na odvozeni analytického vyjadreni podobnosti, a nato, jak ji studenti uchopili.

Nejdiive se vsak podivejme, jak riizni autori pristupuji k problematice analytického
vyjadfeni podobnosti azejménajak tuto otazku nastoluji. Vybér knih je nutné subjektivni
azavidy natom, co je autorce k dispozici.

Analytické vyjadreni podobnosti

Kurina (2002) podobnost nejprve definuje a odvozuje nékteré vlastnosti. Analytické
vyjadfeni je zavedeno v jednom prikladu, ktery se tyka jedné konkrétni podobnosti, jez
vzniklajako slozeni rotace kolem pocatku o Uhel 60° a stejnohlosti se stfedem v pocatku
a koeficientem 2. Reeni prikladu je ud&ano na zakladé rovnic otogeni a stejnolehlosti,
které jsou uz Ctendfi v této chvili znamé. Analytické vyjadreni obecné podobnosti neni
FeSeno.

Tento pFispévek byl vytvoren s podporou grantu GAUK 500/2004/A-PP/PedF.

2PedF UK Praha, nada.stehlikova@pedf.cuni.cz

3Redlitajetakova, ze nevaichni studenti tkol splni nebo se o ng aespon pokusi. Nicméng véFfime, Ze student, ktery odvozeni
prevezme od spoluzaka, miize i takovy poznatek uchopit smysluplné a miize byt inspirovan k vlastni matematické praci.
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Gans (1969) nedava Ctenafi Zadny Ukol hledat analytické vyjadreni podobnosti, ale
podrobné toto vyjadreni odvozuje pomoci slozeni shodnych zobrazeni a stejnolehlosti.
Dospivak obecnym rovnicim pro podobné zobrazeni. Student mapak za kol procvicovat
tyto rovnice v konkrétné zadanych tlohéach.

Cederberg (2001) predklada analytickée vyjadreni podobnosti ve formeé veéty, kterou
maji studenti pouze dokazat.

Klasikou v oblasti geometrie a geometrickych transformaci zlistava kniha Sekanina
a kol. (1988). Autori odvozuji analytické vyjadreni podobnosti pomoci poznatku, ze
kazdou podobnost s koeficientem & mlzeme dloZit ze stejnolehlosti s koeficientem %
a libovolnym stfedem, napf. v pocCatku soustavy souradnic, a ze shodnosti. Dospivaji
k témto rovnicim.

v’ = kxcosa —kysina+p=mx —ny +p (m,n) # (0) (1)
y = kxsina + kycosa +q=nz +my +q podobnost pfima
m —n p x x’
Maticové: [ n m ¢ yl=1v
0 0 1 1 1
' =krcosa+ kysina+p=mz+ny+p (m,n) # (0) (2)
Yy = kxrsina — kycosa+q=nx —my +q podobnost nepfima
m n p x a’
Maticové: | n —m ¢ yl =19
0 0 1 1 1

Pro koeficient k plati &k = vm? +n? > 0.

Podobnost a seminarni prace

Do kurzu Analyticka geometrie Il prichazeji studenti z kurzu syntentické geometrie
vybaveni nasledujicimi poznatky tykajicimi se podobného zobrazeni.
Definice: Zobrazeni p roviny p na rovinu p je podobnou transformaci (podobnosti)
roviny p, pravé kdyz existuje kladné ¢islo % tak, ze pro libovolné dva rlizné body X, Y
ajgiichobrazy X', Y’ plati | X'Y'| = k| XY|. Pokud k # 1, mluvime o viastni podobnosti.
V1. Podobnost s pomérem podobnosti k£ Ize rozlozit na stejnolehlost se stfedem S
a koeficientem £ a shodné zobrazeni.

V2: Vlastni pfimou podobnost, ktera neni stejnolehlosti, |ze rozlozit na stejnolehlost
arotaci stymz stredem. Vlastni nepfimou podobnost | ze rozl ozit nastejnolehlost aosovou
soumeérnost s osou prochazejici stfedem stejnolehl osti.
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V3: Mame-li v roviné dany dvé dvgjice rliznych bodli (A, B) a (A’, B'), pak existuje
pravé jedna pfima a pravé jedna neprima podobnost, ktera zobrazi bod A do bodu A’
abod B do bodu B'.

Studenttim byly zadany dvé Glohy, které méli v prlibéhu nékolika tydnli zpracovat
jako seminarni praci.
Uloha 1. Odvodte analyticke vyjadieni podobnosti s koeficientem k v E2.
Vysledek: Viz (1) a(2).
Uloha 2. Najdéte anal yticke vyjadieni véech podobnosti v £2, pfi kterych se bod X [1; 0]
zobrazi do bodu X'[4; —2] abod Y'[2; 3] do bodu Y’[2; —8§].
Vysledek: Existuji dvé podobnosti. Pfima podobnost ma rovnice 2/ = —2x + 6, ¢/ =

= —2y — 2 (stg nolehlost se stfedem |[2; ] akoefi cientem —2) anepfima podobnost ma
rovnices’ = Sz — Sy + 22, ¢/ = 8 — 8y — 1 (samodruzny bod je [ 12; 1], koeficient
je2).

V dobé psani seminarni prace studenti zngji analytické vyjadreni vSsech shodnosti
V roving, ato pomoci rovnic i pomoci matic 3. fadu.

| lustrace studentskych praci

Nize uvedené ilustrace studentskych FeSeni obou Gloh seminarni prace pochazeji ze
gkolniho roku 2002/03 a 2003/04. Prace byly analyzovany z hlediska zplisobu odvozeni
analytickéeho vyjadieni podobnosti.

Dva pristupy k odvozeni

Prekvapivé se objevila jen jedna préace, v niz student pouzil definici podobnosti
k odvozeni jejiho anal ytického vyjadreni. StrucnéfeCeno, vychazel z toho, Zze vzdal enosti
jsou nasobeny koeficientem podobnosti, ato u konkrétniho trojuhelniku O1.J (obr. 1).

DEIE) oG BT Otem kRl
7/ Cr A \4 1=240] 03l =4 T'=rpny 1091 ~[cIOJI k. = 17,3 ,Sr.
Flo] T '=0481 (T =L 10 = file =

(L-y)% (A-;s)?- }

Wt (-8 = T jan, 4R 2(4gan ) = Y -2(t9iny)
Obr. 1
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Pri FeSeni Ziskané soustavy rovnic fesitel vyuzil toho, 2_e§/ektory 7[’ a O_T:’ jsou na
sebe kolmé, tj. jgjich skalarni soucin jeroven nule, atedy O’ J'(—r; p), nebo O’ J'(r; —p).
Tak dospél ke dvéma maticim, které prohléasil za matice podobnosti (obr. 2). Nepokousel
se je geometricky charakterizovat.

bt -~ (ni bttt [t X  m
& o X Q%Q{ (—LMV‘( f—t.w:'d( ]
Q

4

Obr. 2

V&ichni ostatni studenti pouzili fakt, Ze podobnost 1ze rozlozit na shodné zobrazeni
astginolehlost. Analyticke vyjadieni stejnolehlosti s libovolnym stfedem vétSinou nepd-
sobilo problémy (obr. 3). V jednom pripadé skupina studentll odvodila toto analytické
vyjadieni zobecnénim analytickych vyjadieni péti konkrétnich pripadll stejnolehlosti.

S
A 0 0 ¢ A
[ L g (1-L)
Sl 0 kg @-b)
LA A
Obr. 3

Ti studenti, ktefi pouzili vétu V1 (menSi Cast), vétSinou nedokézali své vysedky
interpretovat tak, aby objevili dvatypy analytického vyjadieni (1) a(2).

Ti, ktefi pouzili vétu V2, dva typy objevili. Zgjimavé bylo, ze fada z nich nevolila
stfed rotace shodny se stfedem stggnolehlosti a osu soumérnosti prochézej'lc'l stfedem

M v
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a)P=RoH

cosp —sing a(l-cosg)+bsing) (k 0 m—km
P.(a.b,@.m,n.k)=R(a.b,p)- H(m,n.k)=|sing cosp b(l-cosp)-asing|-|0 k n-kn
0 0 1 0 0 1

kcosp —ksing ka(l—cos@)+ kbsing +m(l - k)
P.(a,b,o.m.n.k)=| ksing kcosep kb(l-cosg)-kasing +n(l-k)
0 0 1

Obr. 4

Konecny tvar analytického vyjadreni

Bylo prekvapive, ze zadny ze studentli nebyl schopen zjednodusit vysledné analy-
tické vyjadreni natvar (1) a (2) a vSichni ponechali vysledek v tom tvaru, ktery ziskali
vynasobenim matice shodnosti a matice stejnolehlosti (obr. 4 a 5). Neuvédomili si, Ze
nas nezajima, jak se da podobnost rozlozit, e jaky tvar majgji analytickée vyjadreni.

;é 04 /ﬂ' ég /J-f%-fm«/
= 3 ~ A / -‘4’3 /(’/4' /’/-—3/1 v

Aol 4 e R- 524} A,Beo 1 'ﬂ”}m/Agféﬁf
/é'»? Y's EAX» LBY + AL 3'/4,,,_‘,
y - “‘é'ay'?"é/#y-fﬁi/ — 8 4w

Obr. 5

Ono zjednoduSeni pak muselo byt udélano pfi prednasce napr. takto (vzhledem
k obr. 4): Vime, Ze plati cos? ¢ + sin® p» = 1. Vynasobime rovnost &islem k2 aoznatime
k-cosp =mak-sinp = n. Pak k* = m? + n? adostavame analytické vyjadreni (1)
a(2.

ReSeni Glohy 2

Mnoho studentll nespojilo feSeni 1. a 2. Ulohy a 2. Glohu FeSili bez ohledu na to,
ze jiz znali analytické vyjadreni vSech podobnosti v roviné. Pokouseli se nejdfive spise
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o syntetickéfeseni, tj. fesili Ulohu zkusmo, ateprve pak vyjadrovali analytické vyjadreni.
To zplisobilo, Ze nalezli jen jedno feSeni (stejnolehlost) (obr. 6).

A 0orpen,

dalle % Ao X3 Ll oot "&' 200 A la\' marle oL | ARomn Ao
Asuman NomsrA ("-\s\ O 5 - WRIEAS PPN i~;\‘ Al (:y)

N MC‘\&W& Apu A~ o L] L ( Adng P T S 6 d. e ae i {}& Al gl)

)w—l_l\ lrh /Ll_l_\&‘ Ma-‘Q-l L\_LO_P—L.L M L:‘-\ )S‘ .,,\%f ,bL_‘.m: i_\-\
fei= D |
Si[d; = [0 8]
O 8 : TL%@”; (3,5)
G-KE}‘ -.5)
t T )'q’__' T T
l ’,'JJ. Q_—

Obr. 6

Neékteri studenti se dokonce domnivali, ze existuje nekoneCné mnoho feSeni na z&
kladé toho, ze st mlizeme volit stfed stejnolehlosti libovolné.

Zaver

Mohlo by se zdat, Ze chyby a nepfesnosti, které se objevily ve studentskych pracech,
jsou spise dokladem toho, Ze studenti ngjsou schopni samostatné Ulohu FeSit a Zze to byla
ztréta Casu. Opak je pravdou. Jisté, bylo by byvalo jednoduSSi prezentovat odvozeni
analytického vyjadieni podobnosti v pekné a elegantni podobg, v jaké je napf. uvadi
Sekanina a kol. (1988). Nicméné domnivame se, ze teprve na zakladeé vlastni préace,
vlastniho bloudéni a nelispédnych pokusti student krasu tohoto odvozeni spravné oceni.
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Nekteré poznatky, které vyplynuly z anayzy studentskych feSeni Gloh seminarni
prace, byly prezentovany i pred studenty samymi. Ucelem bylo, aby oni sami se ngjen
poucili z chyb svych i svych spoluzakill, ale také aby se inspirovai a uvédomili si,
jaké spektrum pristupll se mlize pri FeSeni takto oteviené Glohy objevit. Tuto zkuSenost
pak vyuziji i pfi své ucCitelské praxi. Netfeba dodavat, ze podobné analyzy pomahaji
| vyuCujicimu k tomu, aby lépe volil navodne Glohy aaby byl [épe pfipraven na pfipadna
nestandardni FeSeni.
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