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Dvořák, P.: Vepsaná nebo připsaná . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Kuřina, F.: Dvě matematické kultury? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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Váženı́ a milı́ čtenáři,
jsme moc rádi, že seminář „Dva dny s didaktikou matematiky“, který pořádá pro uči-

tele matematiky katedra matematiky a didaktiky matematiky Univerzity Karlovy v Praze,
Pedagogické fakulty, ve spolupráci s Matematickou pedagogickou sekcı́ JČMF, má už
svou tradici a majı́ o něj zájem i učitelé, kteřı́ se předchozı́ch ročnı́ků nezúčastnili.

Seminář proběhl ve dnech 13. a 14. února 2003 a zúčastnila se ho téměř stovka
učitelů matematiky ze základnı́ch a střednı́ch škol z celé České republiky a kolegové
z Itálie, Polska a Slovenska. Po dobrých zkušenostech z roku předešlého jsme se snažili
uspořádat program semináře tak, aby poskytoval co nejvı́ce možnostı́ pro aktivnı́ podı́l
každého účastnı́ka – byly připraveny pracovnı́ dı́lny a kulaté stoly k aktuálnı́m problémům
vyučovánı́ matematice, znovu bylo otevřeno „Tržiště dobrých nápadů“.

Atmosféra semináře i diskuse s jeho účastnı́ky nám opakovaně potvrzujı́, že na
našich školách pracujı́ obětavı́ učitelé, kteřı́ věnujı́ vyučovánı́ matematice mnoho ze
svého volného času a jsou ochotni se o své zkušenosti podělit se svými kolegy. Nesmı́rně
si vážı́me toho, že zájem o náš seminář trvá, a jsme moc rádi, že je mı́stem, kam se učitelé
rádi vracı́ a kde otevřeně hovořı́ o své práci. Proto chceme v přı́štı́m ročnı́ku poskytnout
daleko většı́ časový prostor pro diskusi. Možná, že tento sbornı́k bude prvnı́ výzvou k nı́.

Všem účastnı́kům semináře přejeme, aby jim tento sbornı́k připomněl přı́jemnou
pracovnı́ atmosféru, která podle našeho názoru i podle názoru mnoha účastnı́ků seminář
provázela. A ostatnı́m čtenářům přejeme, aby je náš sbornı́k potěšil, aby v něm našli
podněty pro svou vlastnı́ práci a možná i pozvánı́ na dalšı́ seminář Dny s didaktikou
matematiky, který plánujeme na 12. a 13. únor 2004.

Přihláška na seminář je k dispozici u sekretářky KMDM (M.D. Rettigové 4, 116 39
Praha l, tel. 221 900 248) a v elektronické podobě na www-stránkách KMDM PedF UK
(http://www.pedf.cuni.cz./k_mdm/index.htm). Tam také naleznete aktuálnı́ infor-
mace o přı́pravě 8. ročnı́ku našeho semináře „Dva dny s didaktikou matematiky“.

Se všemi, kterým nenı́ lhostejný stav vyučovánı́ matematice na našich školách, se
těšı́m na shledanou v únoru 2004 na 8. ročnı́ku semináře „Dva dny s didaktikou mate-
matiky“.

Marie Kubı́nová

předsedkyně programového výboru semináře

Vydánı́ sbornı́ku bylo podpořeno výzkumným záměrem „Kultivace matematického
myšlenı́ a vzdělanosti v Evropě“ J13/98:114100004.





Přednáška

Kolektivnı́ reflexe ve vyučovánı́ matematice

Alena Hošpesová, Marie Tichá1

Úvodem
V centru diskusı́ o matematickém vzdělávánı́ jsou obecné otázky kolem nabývánı́

poznatků s porozuměnı́m a dovednosti využı́vat matematické poznatky pro řešenı́ mate-
matických úloh i úloh aplikačnı́ho charakteru. Odpovědı́ se zdá být uplatňovánı́ konstruk-
tivistického přı́stupu. V České republice byl formulován „didaktický konstruktivismus“
(Kuřina, 1995; Hejný & Kuřina 2001), jehož autoři vycházejı́ z přesvědčenı́, že hlavnı́m
cı́lem každého vzdělávánı́ je kultivace žákova duševnı́ho světa, že důležité pro poro-
zuměnı́ je, aby poznatky vznikaly jako individuálnı́ konstrukty v mysli poznávajı́cı́ho
člověka. V matematickém vzdělávánı́ jde minimálně o tři oblasti: porozuměnı́ matema-
tice, zvládnutı́ matematického řemesla a aplikace matematiky. Kuřina a Hejný ve zmı́něné
práci formulovali v „desateru konstruktivismu“ faktory, které podporujı́ vytvářenı́ sı́tě
poznatků. Jedná se zvláště o vytvářenı́ podnětného prostředı́ podporujı́cı́ho samostatné
intelektuálnı́ činnosti žáků, jejich zvı́davost, tvořivost, nabývánı́ a využı́vánı́ zkušenostı́,
konstrukce poznatků a jejich strukturovánı́, objevovánı́, pěstovánı́ různých reprezentacı́,
rozvı́jenı́ sociálnı́ch interakcı́ a prostředků komunikace. Učitel zaujı́má v tomto procesu
roli tvůrce klimatu, nositele výzev. Role učitele dostává nové dimenze a stává se, podle
našeho soudu, stále náročnějšı́.

Proto se naše pozornost obracı́ k učiteli a vyučovánı́. Když mluvı́me o učitelı́ch,
nemáme na mysli jen jejich teoretické znalosti matematiky, didaktiky matematiky a
metodiky (vyučovacı́ch metod). Máme na mysli vždy, možná dokonce hlavně, aktivity
učitelů při vyučovanı́ matematice, jejich hodnocenı́ a posouzenı́. Došli jsme k závěru,
že chceme-li změnit charakter matematického vzdělávánı́ a vyučovánı́ matematice, mu-
sı́me se předevšı́m snažit ovlivňovat učitele, kultivovat jejich nazı́ránı́ a přesvědčenı́
o podstatě, smyslu a cı́lech vyučovánı́ matematice, a jejich kompetence. V souvislosti
s úvahami v tomto článku vyzdvihujeme zejména kompetenci „kvalifikované pedago-
gické sebereflexe s důrazem na analýzu vlivu vlastnı́ho smýšlenı́ a jednánı́ na žáky
spojenou se schopnostı́ projektovat své celoživotnı́ vzdělávánı́.“ (Helus, 2001).

1PF JU České Budějovice, hospes@pf.jcu.cz, MÚ AV ČR, ticha@math.cas.cz
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Projekt programu Socrates Comenius
Od roku 1999 spolupracujeme s kolegy ze SRN a Itálie na řešenı́ projektu programu

Socrates – Comenius „Porozuměnı́ kultuře matematického vzdělávánı́ a vyučovánı́ ma-
tematice v různých zemı́ch“ („Understanding of mathematics classroom culture in di-
fferent countries“). Cı́lem projektu je přispět ke zkvalitněnı́ permanentnı́ho vzdělávánı́
učitelů-elementaristů a dalšı́ch odbornı́ků, kteřı́ se zabývajı́ vyučovánı́m matematice na
1. stupni základnı́ školy. Důležitou charakteristikou projektu je zapojenı́ učitelek, které
přı́mo na 1. stupni učı́. V každém „národnı́m“ týmu pracujı́, jak učitelé z univerzit, resp.
pracovnı́ci z výzkumu, tak učitelky. (Dalšı́ informace o projektu je možné zı́skat na
www.pf.jcu.cz/umccdc.)

V návrhu projektu jsme přepokládali, že cı́lem bude pochopit specifické rysy kultury
vyučovánı́ matematice v jednotlivých zúčastněných zemı́ch, že se proto zaměřı́me na
popis a analýzu těchto charakteristik v každé ze zúčastněných zemı́ a na základě zváženı́
vzdělávacı́ch tradic i na možnosti využitı́ nejefektivnějšı́ch postupů v jiných zemı́ch.
Cı́le našı́ práce se během řešenı́ projektu (podrobněji Hošpesová, Tichá, 2003) posunuly
k vytvářenı́ cest jak ovlivňovat činnosti učitele ve vyučovánı́ (Scherer, Steinbring, 2003),
a to zejména na:

• kultivaci činnosti učitelů prostřednictvı́m sebereflexe a kolektivnı́ reflexe,
• formovánı́ citlivějšı́ch učitelských přı́stupů k žákovským způsobům myšlenı́ a schop-

nostı́ využı́vat je ve vyučovánı́,
• uvědomovánı́ si momentů hodnotných z hlediska žákova poznávacı́ho procesu.

V současné době probı́há práce na projektu v několika fázı́ch. Na setkánı́ celého týmu
připravujeme vyučovacı́ experiment. Z vyučovánı́ jsou pořizovány videozáznamy. Učitelé
navzájem hospitujı́ (i když ne tak často, jak bychom si představovali). Na společných
setkánı́ch českého a pak celého mezinárodnı́ho týmu diskutujeme o videozáznamech a
zkušenostech ze škol. Učitelé působı́ v trojı́ roli: jako učitelé, studenti i jako výzkumnı́ci.
Jsou silně „zataženi“ do práce na přı́pravě nových experimentů (podrobněji v Hošpesová,
Tichá, 2003).

Při rozboru videozáznamů z vyučovánı́ často evidujeme momenty, které ilustrujı́, jak
se žáci učı́ a uchopujı́ matematické pojmy. V tomto přı́spěvku bychom chtěli porovnat
z tohoto pohledu dvě vyučovacı́ch epizody z 1. ročnı́ku 1. stupně ZŠ, zamyslet se nad
nimi a naznačit, jak probı́há kolektivnı́ reflexe v české části týmu.

Plánovánı́ a průběh vyučovacı́ho experimentu na konci 1. ročnı́ku
Český tým tvořı́ 6 pracovnı́ků z Prahy a Českých Budějovic, z toho 4 učitelky 1. stupně

ZŠ. Ve školnı́m roce 2001/2002 vyučovala v každém městě jedna učitelka v 1. ročnı́ku.
Cı́lem vyučovacı́ho experimentu, který jsme připravili společně s celým českým

týmem, bylo aktualizovat potřebné dětské zkušenosti a vytvořit podnětnou situaci pro
rozvı́jenı́ uchopovánı́ vztahů celek – část a pro rozvı́jenı́ dovednosti rozdělovat na stejné
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části. Jedná se o propedeutiku pojmu zlomek. Vycházeli jsme z úvahy, že mnoho činnostı́
v každodennı́m životě žáků (nematematickém i matematickém) vyžaduje pochopenı́
vztahu části a celku a že se tedy jedná o dětem blı́zkou tématiku. Tak napřı́klad ve
vyučovánı́ matematice na 1. stupni je spojovánı́ dvou (nebo vı́ce) disjunktnı́ch částı́
v celek užı́váno jako jeden z přı́stupů k zavedenı́ operace sčı́tánı́/odčı́tánı́. V dalšı́ch
oblastech, kde je vztah části a celku základem (násobenı́, dělenı́, zlomek, poměr), se
školnı́ vyučovánı́ zaměřuje vı́ce na nácvik početnı́ch technik než na vytvářenı́ představ
o pojmech. Jednou ze zmı́něných aktivit je dělenı́ na stejné části.

Byly jsme proto přesvědčeny, že žáci budou schopni vyřešit úlohu na dělenı́ na stejné
části bez předchozı́ho výkladu učitele na základě svých praktických zkušenostı́ i her.
Zajı́malo nás, jaké postupy řešenı́ budou žáci volit: dělenı́ „po částech“ (je stanovena
velikost části) nebo „na části“ (rozdělovánı́ na určený počet částı́).

Rozhodli jsme se začı́t geometrickým pohledem (kontinuálnı́ prostředı́), ale hlavně
se soustředit na aritmetický pohled (řešit úlohy v diskrétnı́m prostředı́). Po diskusi bylo
vybráno „reálné“ prostředı́ zahrady jako přirozené prostředı́, se kterým má většina dětı́
zkušenosti. V přı́pravě na hodinu jsme naplánovali tři činnosti:

(a) Dělenı́ ve spojitém prostředı́ (Rozděl záhon na dvě stejné části.)
(b) Dělenı́ v diskrétnı́m prostředı́ (Sázı́me kedlubny.)
(c) Diskuse nad různými řešenı́mi a jejich vysvětlenı́ (Co jsme dnes dělali?)

Zde si ukážeme, jak se lišilo zadánı́ úloh (a) a (b) a jak byly děti schopné zvládnout
dělenı́ na stejné části v diskrétnı́m prostředı́.

V hodině nejprve děti dostaly arch papı́ru, který byl modelem záhonu, a přeložily
ho na dvě stejné části. Pro řešenı́ úkolu (b) učitelky připravily pro děti obrázky sazenic
kedlubnů a hrášku vystřižené z papı́ru. Děti měly řešit úkol s těmito obrázky a na závěr
„sazenice“ přilepit na „záhon“.

Ačkoliv při společné přı́pravě panovala mezi učitelkami shoda a mohlo by se zdát,
že vyučovacı́ hodiny budou až na detaily stejné, realizace se značně lišila.

(a) Rozděl záhon na dvě stejné části
Úlohu (a) zadaly učitelky zdánlivě obdobně. Požadovaly přeloženı́ (resp. ohnutı́)

papı́ru. Nicméně požadavek na to, jak majı́ být záhony rozděleny, nenı́ identický.

Učitelka ve třı́dě P2: „Já vás poprosı́m, abyste mi jednı́m jediným ohnutı́m papı́ru,
jak budeš chtı́t, rozdělili zahradu na dva stejně velké záhony. Nějakým způsobem
si ten list ohněte, aby vám vznikly dva stejně velké záhony.“

Učitelka v C: „Ty se o ten záhon se svým kamarádem rozdělı́š. Abyste se nehádali,
že jeden má menšı́ a druhý většı́. A vı́te, jak si ho rozdělı́te? Ten papı́r si prostě
přeložı́te, tak abyste měli spravedlivou část záhonu.“

2Pro rozlišenı́ obou třı́d, kde probı́halo experimentálnı́ vyučovánı́m a vyučujı́cı́ch učitele, použı́váme P (Praha) a C (České
Budějovice).
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V obou třı́dách v rámci závěrečné diskuse zaznělo slovo „půlka“ a přeloženı́m papı́ru
se ověřovala shodnost polovin. Dialog byl ale veden vždy jiným směrem. Zatı́mco v di-
alogu ve třı́dě P slovo „půlka“ nabı́dly samy děti (záznam 1) a učitelka se jej pak snažila
precizovat (záznam 2), ve třı́dě C byla diskuse vedena tak, aby se k tomuto pojmu došlo
(záznam 3).

Záznam 1

Učitelka P . . . Kdo mi dokáže, že tento záhon je stejně velký jako tento? Lucko.
Lucka Že je to rozpůlený na dvě půlky.
Učitelka P Co je to půlka? Pavlo – my jsme narazili na slovo, které já vůbec

neznám. Co to je, že to „je na dvě půlky“?
Lucka Že je to rozpůlený.
Tom No – ano.
Učitelka P A dokáže mi někdo řı́ct, jestli řı́kám totéž. Já řı́kám, že to jsou dva

stejné záhony a ty řı́káš, že to jsou dvě půlky. A vždycky platı́, že
půlky jsou stejný?

Lucka Kroutı́ hlavou, že ne.
Učitelka P Může být většı́ a menšı́ polovina?
Hlasy Ano. Jo. Ne.
Pavla Ne.
Učitelka P Ukažte mi, že ty záhony jsou stejné. (Bere papı́r a přehýbá jinak.)

Později se v této třı́dě ještě jednou k pojmu polovina vrátili a učitelka se snažila
aktualizovat neformálnı́ představy dětı́ o zlomcı́ch a jejich vztazı́ch.

Záznam 2

Učitelka P Jak to vypadá, když jdeš koupit půlku chleba? Helenko? Můžeš mi
to tady ukázat. (Kreslı́ obrázek.) Kolik půlek chleba z bochnı́ku?

Hlasy Dvě.
Učitelka To by byla jedna půlka toho chleba. Já si koupı́m jednu část z kolika

nabı́zených?
Hlasy Ze dvou.
Učitelka Ze dvou. Protože z jednoho chleba můžeš udělat kolik?
Hlasy Dvě.
Učitelka Rozdělı́m ho na polovinu a když si vezmu dvě poloviny, tak jsem

koupila co? Tomáši?
Hlasy Chleba. Celej.
Exp. Na kolik částı́ je, když dělı́te na půlky?
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Hlasy Na dvě.
Učitelka A co kdybych měla koláč. (Kreslı́ kruh.)
Mı́ša Tak ho rozdělı́me na čtyři půlky. Třeba.
Učitelka Jak rozdělı́m na 4 půlky?
Markéta Na čtvrtiny?
Markéta To je čtvrtina.
Učitelka Co že to je?
Hlasy Čtvrtina!!!
Učitelka Vybarvı́š mi tu jednu čtvrtinu?
Markéta Vybarvuje.
Učitelka Mohla bys vytečkovat dvě čtvrtiny?
Markéta Vytečkovává.
Učitelka A co jsou to ty dvě čtvrtiny?
Hlasy Půlka.
Učitelka Kolik? Dvě čtvrtiny je kolik těch půlek?
Markéta. Jedna.
Učitelka A co mi zbylo nevytečkováno?
Hlasy Jedna čtvrtina.

Pozn.: Je zajı́mavé, že téměř totožný dialog jsme zachytili v experimentálnı́m vyučo-
vánı́ realizovaném v jiné třı́dě na počátku probı́ránı́ zlomků ve 4. ročnı́ku.

Záznam 3

Učitelka C A když se podı́váme na ten záhon. Věděl bys jakou část zaujı́-
majı́ kedlubny z toho celého záhonu? Na jakou část jsi vlastně ty
kedlubny zasadil?

Tomáš Půlka. . . (mimo záběr kamery)
Učitelka C Jsou tam vlastně dvě části. Jedna pro tebe a jedna pro kamarády.

Přišel bys na to, jakou část vlastně Románek osázel? Co myslı́š,
Michale?

Michal Tu jednu.
Učitelka C A věděl bys, jaká je to část celého záhonu, Tomášku?
Tomáš Ta s tima kedlubnama.
Učitelka C To je část s kedlubnama. Ale já se ptám, jestli bys přišel na to, jaká

je to část z toho celého velkého záhonu.
Tomáš Půlka (mimo záběr).
Učitelka C Lubošku.
Luboš Obdélnı́k.
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Učitelka C To je celý záhon a část záhonu. Ale jaká je to část? Tomášku.
Tomáš To je půlka.
Učitelka C Jak jsi na to přišel?
Tomáš No, když je půlka kedlubnů, tak, . . .
Učitelka C Že ten záhon má dvě části . . .
Tomáš No.
Učitelka C Jak bych mohla řı́ct, že je to přesně půlka. Veroniko, pojd’nám to

ukázat.
Veronika Že to přiložı́me.
Učitelka C Pojd’nám to ukázat.
Veronika. . . . že si to takhle přiložı́me, aby z toho vznikla půlka.

(b) Sázı́me kedlubny
Zadánı́ úkolu (b) se v obou třı́dách značně lišilo. Učitelka ve třı́dě C předem s dětmi

počı́tala několik přı́kladů na sčı́tánı́ stejných sčı́tanců. Pak zadala otevřenou úlohu, ve
které nebyl explicitně vyjádřen požadavek na dělenı́ na stejné části. Předpokládala, jak
později řekla, že na základě praktických zkušenostı́ budou děti v tomto „prostředı́“
vytvářet řádky se stejným počtem sazenic.

Učitelka ve třı́dě C: „Představte si, že maminka má pořád na zahradě ještě jeden
záhon volný a ještě jı́ zbyly nějaké sazenice fialových kedlubnů. Vı́š, co musı́ s těmi
sazenicemi udělat? “

Při vysvětlovánı́ a upřesňovánı́ úkolu učitelka ještě dodala, že: „. . . (sazenice) musı́
mı́t dost mı́sta, aby mohly růst.“

Učitelka ve třı́dě P se rozhodla zasadit všechny činnosti do situace „Zahrádka“.
Připravila pro děti projekt (3 vyučovacı́ hodiny) – děti kreslily zahradu, obrázky třı́dily,
půlily záhony, sázely sazenice, prodávaly vypěstovanou zeleninu, . . . Ve formulaci úlohy
zdůraznila požadavek dělenı́ na stejné části a zadala kvantitativnı́ údaje:

Učitelka ve třı́dě P: „Každá skupina dostane 18 kedluben. Budeme sázet na záhon,
který jste si vybrali. A já mám pro vás jednoduchý úkol. Já bych chtěla, abyste
ty kedlubny, které jste dostali, rozdělili do třech řádků. Zvládneme rozdělit ty
kedlubny na tři stejné části? To znamená do třech řádků.“

Když jsme začali vyhodnocovat průběh jednotlivých hodin, uvědomili jsme si, že to,
jak učitelky formulovaly úkol, by nám mohlo umožnit sledovat v jednotlivých třı́dách
odlišné jevy:
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1. ve třı́dě C

(a) jakou úlohu žáci vytvořı́, to znamená:

– úlohu na dělenı́ na (stejné) části, napřı́klad: rozdělit kedlubny do třı́ řádků tak, aby
v každém řádku byl stejný počet;

– úlohu na dělenı́ po (stejných) částech, napřı́klad: rozdělit kedlubny do řádků po třech;

– jinou úlohu (napřı́klad: hrášek jen rozhodit na záhon);

(b) strategii řešenı́ sestavené úlohy;

2. ve třı́dě P

jak budou žáci řešit úlohu, kterou formulovala učitelka. To znamená, zda užijı́ dělenı́
„na části“ nebo „po částech“ nebo jiný postup; úloha byla zadána tak, že bylo možné
očekávat oba uvedené, ale i jiné postupy řešenı́.

Při podrobném několikanásobném sledovánı́ videozáznamů jsme evidovali zajı́mavé
jevy, které podle našeho názoru dokumentujı́ a ilustrujı́ některé etapy procesu postupného
uchopovánı́ vztahu části a celku (třı́děnı́, klasifikace, „spravedlivé rozdělovánı́“, dělenı́
po několika, . . . ).

Ve třı́dě C se řešenı́ lišila podle toho, zda měli žáci „vysadit“ 15 sazenic kedluben
nebo 20 hrášků. 15 sazenic téměř všechny děti rozmı́stily do pravoúhelnı́ka třikrát pět.
Nejčastěji použitou strategii bychom mohli nazvat „dorovnávánı́“: děti rozmı́stily obrázky
několika sazenic na papı́r do řádků a pak upravovaly tak dlouho, až měly na každém
řádku stejný počet obrázků. V situaci „hrášek“ se objevila různá rozmı́stěnı́: dvakrát
deset, čtyřikrát pět, i nestrukturovaná rozmı́stěnı́.

Ve třı́dě P (rozděl 18 kedluben do 3 řádků) jsme předpokládali, že děti budou větši-
nou „rozdělovat“. Avšak děti, které pracovaly ve skupinách, si navzájem zasahovaly do
práce a jejich postup (pokud se práce neujal dominantnı́ žák, který dělal vše sám) působil
chaoticky. Při rozboru videozáznamů práce žáků se zdá, že děti kombinujı́ rozdělovánı́ a
dělenı́ po několika. Na mnoha mı́stech je patrný proces volby strategie: žák se rozhoduje
pro určitý postup nejen tehdy, když má odpovědět na otázku „jak začı́t“, ale i v prů-
běhu řešenı́, když se rozhoduje „jak pokračovat“. Modifikuje svá rozhodnutı́ na základě
informacı́ od úlohy, jakoby s úlohou komunikoval.

Závěrečné poznámky
V provedeném experimentu se ukázalo, že organizace vyučovánı́ do značné mı́ry

omezuje nebo dokonce určuje, jakou metodu řešenı́ žáci užijı́. Organizace vyučovánı́
(skupinové vyučovánı́ a práce ve dvojicı́ch) zřejmě ovlivnila i rozhovory se žáky pod-
něcujı́cı́ žákovské reflexe o dosažených výsledcı́ch („Co jsme dneska dělali.“)a způsob
argumentovánı́. Děti ze třı́dy C často uváděly estetické („lı́bı́ se mi to tak“, možná ale ve
smyslu, „tak je to správně“) a sociálnı́ („babička mi to řekla“) důvody. Děti ze třı́dy P se
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snažily situaci „matematizovat“ (napřı́klad přeloženı́m papı́ru ukázat shodnost). Důleži-
tou roli hrajı́ i praktické zkušenosti žáků s prostředı́m, které mohou ovlivnit řešenı́ úlohy
(např. zda se „sázejı́ kedlubny“ nebo „sejı́ hrášek“).

Při aktivnı́m objevovánı́ nových poznatků přinášejı́ žáci do vyučovánı́ vlastnı́ strate-
gie, které se mohou lišit od postupu, který si předem připravı́ (a na který je připraven)
učitel. Porozuměnı́ strategiı́m žáků a jejich využitı́ ve vyučovánı́ klade značné nároky
na flexibilitu učitele a jeho profesionálnı́ zdatnosti. Na základě našich dosavadnı́ch zku-
šenostı́ z práce na projektu Socrates doufáme, že jednou z možnostı́, jak pěstovat tyto
schopnosti, je sebereflexe a kolektivnı́ reflexe. Naše přesvědčenı́ potvrzuje i výpověd’
učitelky C: „Velice pozitivnı́ jsou následné diskuse s ostatnı́mi, protože řadu věcı́ si ani
neuvědomı́m, nenapadnou mě. Někdy mě ani nenapadne hledat jiný způsob, pokud ho
nevidı́m v práci kolegyně nebo se o něm „nějakým“ způsobem nedozvı́m.“

Zdá se, že učitelky spolupracujı́cı́ v našem týmu si během řešenı́ projektu stále vı́ce
uvědomujı́ význam systematické sebereflexe a kolektivnı́ reflexe a možnosti diskutovat
svou práci s kolegy. To můžeme doložit např. tvrzenı́m učitelky C: „Výborné jsou video-
záznamy, které jsou autentické a umožňujı́ mi např. sledovat moji práci v hodině v jiné
pozici, v rovině pozorovatele efektivity a kvality mojı́ vyučovacı́ práce – vyjadřovánı́
se, přesnost a správnost – či nepřesnost v zadávánı́ práce žákům, kvalita komunikace se
žáky a mezi žáky; jak se žáci zapojujı́ a reagujı́ na mé výzvy, atd.“ Učitelka J zdůraznila:
„Pro mne je sebereflexe a pomoc kolegů důležitá. V některých situacı́ch nejsem schopná
se změnit, i když chci.“ Také oceňujı́ možnost diskutovat o tom, jak učı́, s členy celého
týmu. Učitelka P napsala: „. . . možnost komunikovat nad pracovnı́mi problémy je pro
mě obrovským hnacı́m motorem.“ Učitelky ale současně upozorňovaly, že kvalifikovaná
kolektivnı́ reflexe je možná jenom v některých školách; vyžaduje podporu vedenı́ školy
i dobré pracovnı́ vztahy.

Během řešenı́ projektu jsme všichni ocenili, že spolupráce v mezinárodnı́m týmu
umožňuje kolektivnı́ reflexi nejen učitelů z jedné školy, přı́padně učitelů z různých škol,
ale dokonce reflexi učitelů z různých zemı́. Umožňuje sledovat jejich vyučovánı́, které
vycházı́ z jiné kultury, založené na jiných tradicı́ch vzdělávánı́. Učitelka C napsala:
„Zejména je výborné, že mohu poznávat odlišnost kultury jiných zemı́, která se prolı́ná
školnı́ pracı́ a ovlivňuje tak celkové klima ve třı́dě.“ Učitelka P: „Jsem přesvědčena, že
kultura vzdělávánı́ neoddělitelně souvisı́ s kulturou daného národa.“
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A. Hošpesová, M. Tichá: Kolektivnı́ reflexe ve vyučovánı́ matematice 15
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Jednánı́ v sekcı́ch

Iracionálne čı́sla a integrované tematické vyučovanie

Jaroslava Brincková1

Ústredným činitel’om tvorivého vyučovania a je učitel’, ktorý pozná teóriu tvorivosti
a didaktické prostriedky rozvı́jania tvorivosti žiakov a uplatňuje ich v praxi tvorivého
vyučovania. Využitie tvorivých metód integrovaného tematického vyučovania (ITV) na
ZŠ predpokladá zmenu štýlu práce školy. Predovšetkým učitel’ov ochotných pracovat’na
sebe, dobrú spoluprácu učitel’ov školy v rámci predmetových komisiı́ a snahu rozvı́jat’
tvorivost’svoju a svojich žiakov.

Základom tvorivého vyučovania je utváranie podmienok pre rozvoj tvorivosti žia-
kov a uplatnenie rôznych druhov tvorivých činnostı́ vo vyučovanı́ [2]. To predpokladá
uskutočnit’ didaktickú analýzu obsahu učiva z hl’adiska možnostı́ rozvı́jania tvorivosti
a metodické postupy orientovat’ tak, aby žiaci zı́skali poznatky vlastnými aktivitami a
prostrednı́ctvom tvorivých vyučovacı́ch metód. Tvorivost’ predstavuje určitú zručnost’,
ktorej sa môžu žiaci naučit’, resp. ktorú môžu vo vyučovanı́ prostrednı́ctvom učebnej
činnosti zdokonal’ovat’. K tomu však musia byt’oboznámenı́ s obsahom učiva a s tvori-
vým postupom riešenia učebných úloh. Tento postup sa musia naučit’ aktı́vne použı́vat’
(napr. v matematike treba žiakov najprv naučit’riešit’úlohy určitého typu, až potom môžu
vytvárat’nové riešenia daných úloh).

Učitelia môžu rozvı́jat’tvorivost’žiakov predovšetkým cez obsah učiva jednotlivých
predmetov. Z neho sa vyčleňujú problémy a odvı́jajú sa rôzne metódy tvorivého vyučo-
vania, najmä:

• problémové metódy – problémový výklad, metóda riešenia problémových úloh

• dialogické problémové metódy – tvorivé dielne, tvorivé semináre

• výskumná metóda, metóda autentického výskumu, metóda riadeného objavovania

•metóda zmeny úloh netvorivého charakteru na úlohy divergentného typu

•metóda tvorby diferencovaných úloh

• inšpiratı́vne metódy – čı́tania životopisov vedcov, umelcov, . . .

• demonštratı́vne a laboratórne metódy (pokusy v škole)

• heuristické metódy – metóda heuristického rozhovoru, hry ako metóda, didaktické hry

1Katedra matematiky PdF UMB, Banská Bystrica, jbrinckova@pdf.umb.sk
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• aktivizujúce metódy – situačná metóda, inscenačná metóda, simulačná metóda, dra-
matizácia a i

• projektové metódy

Pre objasnenie medzipredmetových vzt’ahov prı́rodovedných predmetov môže učitel’
použit’ l’ubovol’nú z uvedených tvorivých metód. Dá sa predpokladat’, že v praxi v urči-
tej etape je preferovaná vždy niektorá metóda. Po čase ju vystrieda preferencia d’alšej
a d’alšej metódy. Tento cyklus striedania pokračuje špirálovite a zabezpečuje variabi-
litu vo vzdelávacom procese. Núti učitel’ov, aby vo svojom poznanı́ neustrnuli a hl’adali
najoptimálnejšı́ spôsob sprostredkovania učiva v danej triede. Jedným z nich je aj inte-
grácia medzi predmetmi, ktorá umožňuje odhalit’duplicitu vo vzdelávanı́ a zı́skat’väčšı́
časový priestor pre nácvik zručnostı́ a rozvoj osobnosti v matematike. Zı́skaný čas umož-
ňuje pracovat’žiakom samostatne, pri riešenı́ komplexných problémov, pričom zı́skavajú
skúsenosti s praktickou činnost’ou a experimentovanı́m. Máloktorá vyučovacia metóda
umožňuje učitel’ovi rozvı́jat’ takú škálu zručnostı́ a schopnostı́ žiakov ako práve projek-
tové vyučovanie. Súčasne máloktorá mu dáva väčšiu prı́ležitost’premárnit’množstvo času
zle riadenými činnost’ami. Preto je potrebné zlepšit’prı́pravu učitel’ov na prácu pomocou
tvorivých metód vyučovania aj v matematike.

Takúto možnost’ poskytujú práve projekty ako súčast’ integrovaného tematického
vyučovania prı́rodovedných predmetov. V prı́prave študentov učitel’stva matematiky pre
ZŠ sme spracovali matematický projekt: Čo skrývajú kocky. Projekt sme realizovali
v rámci priebežnej praxe v 8. ročnı́ku ZŠ po prebratı́ učiva o mocninách a odmocninách a
učiva o kruhu, valci a premene jednotiek objemu. Vlastný projekt vyplynul z učiva fyziky
v ktorom žiaci hl’adali odpoved’na otázku: „Prečo sa musia kalibrovat’odmerné nádoby
v pohostinstve?“ Projekt si kládol matematický ciel’: Modelovanie množiny iracionálnych
čı́sel. Ukázat’, že iracionálnych čı́sel je nekonečne vel’a okolo nás. Nie je to len

√
2,
√
3

a π.
Vychádzali sme z modelovej situácie:

Najvhodnejšı́m telesom pre meranie objemu je kocka. Z kociek môžeme stavat’
postupným pridávanı́m nové stavby, ktorých objem vieme merat’ (je násobkom
počtu použitých kociek). Ak hrany kocky majú dĺžku 1 cm, akú dĺžku majú jej
uhlopriečky? Skúmajte aké dĺžky budú mat’ stenové a telesové uhlopriečky telies
zostavených z 2 až 10 kociek?

Čiastkové úlohy:

1. V drôtenom modeli kocky modelovat’pomocou špajdle jednotlivé uhlopriečky. Určit’
ich dĺžku v mm.

2. Modelovat’rôzne stavby z 2 až 9 kociek tak, že prikladáme celé steny k sebe. Pomocou
špajdlı́ modelovat’ich uhlopriečky a zistit’ich dĺžku.
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3. Údaje spracovat’do tabul’ky č. 1.

4. Sformulovat’záver svojho pozorovania.

Obr. 1

Obr. 2

Potom sme hl’adali odpoved’na otázku: „Prečo je potrebné kalibrovat’všetky poháre
v pohostinstve? Prečo potrebujeme poznat’prevod 1dm3 = 1 liter? “

Odpoved’ou bolo skúmanie násobkov iracionálnych čı́sel.
Obvod kruhu = 2 · π · r násobok iracionálneho čı́sla je iracionálne čı́slo.
Obsah kruhu S = π · r2 . . . iracionálne čı́slo.
Objem valca V = π · r2 · v . . . iracionálne čı́slo.
Povrch valca S = 2 · π · r · (r + v) . . . iracionálne čı́slo.
Objemy valca sa nedajú presne vyjadrit’.
Môžeme v praxi merat’presne?
Menia kvapaliny svoj objem v závislosti od teploty?

Škola v novom tisı́cročı́ má vytvárat’prı́ležitosti k individuálnemu rozvoju slobody
prejavu realizáciou takých vyučovacı́ch metód a foriem, aby mal žiak možnost’:
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• verejne prezentovat’ svoje návrhy a obhajovat’ ich, pričom sa učı́ kultivovanému
prejavu,

• verejne vyslovovat’ hodnotiace súdy tak, aby neurazil iných, aby jeho prejav nebol
agresı́vny, ale konštruktı́vny ( vie v ňom naznačit’východiská, resp. lepšie riešenie),

• naučit’sa pohotovo reagovat’na otázky a pripomienky iných,

• vediet’aktı́vne počúvat’a byt’tolerantný k názorom iných.(Brincková, 2002)

Tabul’ka č.1

Počet ko-
ciek

Stavba us ut

1
√
2

√
3

2
√
5

√
6

3 1, 1, 1
√
10

√
11

3 2, 1
√
8

√
9

4 1, 1, 1, 1
√
17

√
18

4 2, 1, 1
√
13

√
14

4 2, 2
√
8

√
9

5 1, 1, 1, 1, 1
√
26

√
27

5 2, 1, 1, 1
√
20

√
21

Zaujı́mavé bolo sledovat’nadšenie žiakov pre experimentálne overovanie dĺžok uh-
lopriečok v stavbách z drôtených modelov kociek. Vo svojom skúmanı́ pokračovali aj
doma. Na obr. č. 2 sú dve stavby z troch kociek, ktoré rozprúdili diskusiu o definı́cii
uhlopriečok a potrebách presného vyjadrovania sa.

Projektové vyučovanie dalo žiakom možnost’verejne prezentovat’svoje návrhy a ob-
hajovat’ich, pričom sa učili kultivovanému prejavu, verejne vyslovovali hodnotiace súdy
tak, aby neurazil iných, naznačili východiská, resp. lepšie riešenie. Učili sa pohotovo
reagovat’na otázky a pripomienky iných, pričom sa snažili aktı́vne počúvat’ a byt’ tole-
rantný k názorom iných. Táto metóda by nemala chýbat’ aspoň v záverečnom zhrnutı́
tematického celku. Nám sa osvedčila.
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Konstruktivnı́ přı́stupy v praxi – šance pro školy či

utopie?

Jana Cachová1

Uplatněnı́m konstruktivnı́ch přı́stupů ve vyučovánı́ matematice se může školnı́ výuka
přiblı́žit přirozenému způsobu poznávánı́ dětı́, může rozvı́jet a kultivovat jejich myšlenı́, a
alespoň částečně tak oprostit žáky od formálnı́ch znalostı́ a dovednostı́. Je však v současné
době reálné plošnějšı́ rozšı́řenı́ konstruktivnı́ch přı́stupů do škol?

V rámci své doktorandské práce jsem prováděla šetřenı́ mezi učiteli matematiky na
různých typech a stupnı́ch škol s cı́lem zjistit, jaký je jejich názor na možnost využitı́
konstruktivnı́ch přı́stupů v praxi.

Jako reakci na rozeslaný dotaznı́k jsem obdržela 20 odpovědı́, což sice nenı́ statisticky
nijak významné, na druhou stranu však podrobný rozbor jednotlivých odpovědı́ skýtá
celkem zajı́mavý náhled na tuto problematiku.

Zı́skala jsem 7 výpovědı́ od učitelů SOŠ a VOŠ, 5 od vyučujı́cı́ch na gymnáziı́ch,
6 odpovědı́ učitelů 2. stupně ZŠ a konečně 2 od učitelek 1. stupně. (Odpovědi však
nelze takto přı́sně dělit, nebot’ mnozı́ z dotazovaných majı́ zkušenosti s různými typy
a stupni škol.) Obdržela jsem spı́še obsáhlé odpovědi než strohé, a ačkoli se někde
učitelé nevyjadřujı́ přı́mo k věci, majı́ zapotřebı́ napsat o své dlouholeté práci, o svém
pedagogickém snaženı́, o svých zkušenostech. Zdá se, že je dotaznı́k přece jen oslovil.
Každý se většinou snažil co nejvı́ce ospravedlnit přı́stup, který zvolil a léta jej užı́vá.
Jen málo učitelů je k sobě opravdu kritických. Ovšem i z nepřı́mých odpovědı́ se dajı́
vyčı́st podstatné informace o dotazovaném učiteli, jeho práci a přı́stupu, který uplatňuje
ve výuce.

Odpovědi, budu-li je posuzovat podle postoje respondentů k otázce možnosti uplat-
něnı́ konstruktivnı́ch přı́stupů v běžné výuce matematice na našich školách, lze rozdělit
do následujı́cı́ch skupin:

• od velice přı́znivých odpovědı́, kde učitelé považujı́ svou výuku za odpovı́dajı́cı́ či
blı́žı́cı́ se konstruktivnı́mu vyučovánı́,

• přes učitele, kteřı́ věřı́, že takové vyučovánı́ je realizovatelné v praxi, lı́bı́ se jim a snažı́
se svou výuku alespoň zčásti k němu přiblı́žit,

• po učitele, kteřı́ by tak chtěli učit, ale v praxi se jim to nedařilo,

• dále po ty, kteřı́ udávajı́ argumenty proti možnosti realizace tohoto přı́stupu v praxi,
ačkoli uvádějı́, že by bylo pěkné tak učit,

• až konečně po některé, kteřı́ takovou výuku přı́mo odsuzujı́.

1Univerzita Hradec Králové, cach@spse.cz
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Chtěla bych za všechny uvést alespoň tři různé názory na konstruktivnı́ přı́stupy ve
vyučovánı́:

• „Když jsem začı́nala učit, měla jsem dvakrát problém, že na začátku hodiny jsem
neuvedla vzdělávacı́ cı́l – tı́m bych si ale zkazila vše, čeho jsem chtěla dosáhnout –
aby ten cı́l žáci našli sami; na ředitele a inspekci jsem nedala, a vyplatilo se – alespoň
myslı́m. Takové vyučovánı́ nenı́ nové, probı́há. Je reálné, ale je časově, psychicky i
fyzicky náročné. . . “

• „Co se týče konstruktivnı́ho přı́stupu k matematice, o to jsem se opravdu snažila, ale
myslı́m si, že to v současném tradičnı́m školském systému moc nejde. O tom by se
dalo povı́dat hodiny. . . Často mě přepadala beznaděj, že je to marná práce. A i když
jsem se opravdu snažila udělat zajı́mavé hodiny a ty studenty vtáhnout do procesu,
bylo to stále málo a bez výsledků. Myslı́m si, že by chtělo změnit předevšı́m postoj či
vztah učitele a žáka, pak by konstruktivnı́ přı́stup k vyučovánı́ matematice byl zcela
automatický. . . “

• „Diskuse se žáky při hodině M je možná na ZŠ v omezené mı́ře, rozhodně ne na povel.
Na ZŠ žáci poznatky teprve zı́skávajı́, a proto jich na účelnou, obsažnou diskusi majı́
jen omezeně. Mohlo by se snadno stát, že diskutujı́ k danému problému 1 – 2 žáci,
ostatnı́ mlčı́, protože nevědı́, o čem je řeč, nebo se zabývajı́ jiným problémem, nebo
rušı́. Připravit dobrou a účelnou diskusi v M je velmi náročné. Je vhodná pro menšı́
kolektiv, ne celou třı́du, pro žáky s přibližně stejnými znalostmi k problému, který se
řešı́. Pak může být učitelova úloha úlohou koordinátora. . . “

Uvedené odpovědi charakterizujı́ tři skupiny, do kterých se dajı́ odpovědi respondentů
dotaznı́ku rozdělit, a sice:

• učitelé spokojenı́ se sebou a svou pracı́,

• učitelé vnitřně nespokojenı́ – chtěli by učit jinak, ale nejde jim to tak – chyby hledajı́
jednak u sebe, jednak u žáků, jednak ve stávajı́cı́m školském systému,

• učitelé, kteřı́ svou práci ospravedlňujı́ např. splněnı́m osnov, přı́pravou žáků na přijı́-
macı́ zkoušky, jsou nespokojeni hlavně se žáky, chyby hledajı́ spı́še u nich než u sebe.

Z provedeného šetřenı́ mezi učiteli vyplývá, jak výrazně záležı́ na osobnosti každého
učitele, zda dokáže a zda je ochoten ve své výuce uplatnit konstruktivnı́ přı́stupy či
nikoli.
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Vepsaná nebo připsaná1

Petr Dvořák2

V rámci semináře zaměřeného na řešenı́ matematických úloh jsem narazil na jednu
zajı́mavou úlohu, při jejı́mž řešenı́ mě napadlo, že by se dala zobecnit. Úlohu nejprve
vyřešı́me a ve druhé části přı́spěvku zobecnı́me.

Původnı́ úloha
Poloměr kružnice vepsané trojúhelnı́ku ABC je 4 a úseky, na které je jedna strana

trojúhelnı́ku rozdělena bodem dotyku s touto kružnicı́, majı́ délky 6 a 8. Určete délky
zbývajı́cı́ch dvou stran. (Loren C. Larson, 1990)

Řešenı́:
Označme 6 ABC = β, 6 BAC =

= α, 6 ACB = γ, AB = c′, BC = a′,
CA = b′.

Podle obr. 1 platı́

tg
β

2
=
4
6
=
2
3
, tg

α

2
=
4
8
=
1
2
.

Dále pokračujeme pomocı́ elementár-
nı́ch vztahů a úprav a dostaneme

γ

2
=
180◦ − (2 arctg 23 + 2 arctg 12)

2
= 90◦ − arctg

2
3 +

1
2

1− 2
3 ·
1
2

= 90◦ − arctg
7
4
,

|LC| = 4
tg γ
2

= 7,

|AB| = 14, |AC| = 15, |BC| = 13.

Jiné řešenı́:
Označme |MC| = |LC| = x, |PS| = r. Dále platı́ |AM | = 8, |BL| = 6,

s =
a′ + b′ + c′

2
=
14 + 8 + x+ 6 + x

2
= 14 + x,

1Psáno s podporou grantu: GAUK 316/2001/A-PP/PedF.
2PedF UK Praha, petr.dvorak@pedf.cuni.cz
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S =
√
s(s− a′)(s− b′)(s− c′) =

√
(14 + x) · 8 · 6 · x,

kde S je obsah trojúhelnı́ku ABC.

Protože platı́ r = S
s =

√
(s−a′)(s−b′)(s−c′)

s , můžeme psát 4 =
√
6·8·x
14+x . Po jednoduchých

úpravách zı́skáme rovnici 14 = 2x, což vede k výsledku x = 7 a již uvedenému řešenı́
zadané úlohy, tedy

|AB| = 14, |AC| = 15, |BC| = 13.
Snadnost řešenı́ konkrétnı́ho zadánı́ nás přivede k myšlence tuto úlohu zobecnit.

Zobecněnı́
Poloměr kružnice k vepsané (připsané) trojúhelnı́ku ABC je c a úseky, na které je

jedna strana trojúhelnı́ku rozdělená bodem dotyku s touto kružnicı́, majı́ délky a a b.
Určete délky zbývajı́cı́ch dvou stran.

Řešenı́:
a) Je zřejmé, že jediný přı́pad, kdy
nelze trojúhelnı́k ABC sestrojit,
je situace, kdy přı́mky p, q (obr. 2)
jsou rovnoběžky, má-li bod C le-
žet na p i q.
Pak ale platı́

4APS ∼= 4AKS,
4BPS ∼= 4BLS,
|6 KSL| = 180◦.

Z toho zı́skáme vztah 2χ = 180◦−
−2β, tedy χ = 90◦ − β.
Ale v trojúhelnı́ku APS platı́, že
α = 90◦ − β = χ. Dopočtenı́m
úhlu BPS zı́skáme vztah δ = β.
Proto platı́, že trojúhelnı́kABS je

pravoúhlý. Je tedy zřejmé, že podmı́nka rovnoběžnosti přı́mek p, q souvisı́ s velikostı́
úhlu ASB. Jestliže má mı́t tento úhel velikost 90◦, pak nutně musı́ platit Euklidova věta
o výšce ve tvaru ab = c2.

b) Pro kružnici trojúhelnı́ku vepsanou (obr. 3) musı́ tedy platit, že ab > c2, protože
trojúhelnı́k ABC je tupoúhlý.
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Pro trojúhelnı́k ABC platı́ S =
√
s(s− a′)(s− b′)(s− c′), kde a′, b′, c′ jsou strany

trojúhelnı́ka ABC. Pak platı́
s = a′+b′+c′

2 =
= b+x+a+x+a+b

2 = a+ b+ x.
Pro poloměr kružnice trojúhel-

nı́ku vepsané platı́:

r =

√
(s− a′)(s− b′)(s− c′)

s
.

Jelikož r = c, tak platı́:
c2 = (s−a′)(s−b′)(s−c′)

s = abx
a+b+x

c2(a+ b+ x) = abx
c2(a+ b) = x(ab− c2)
x = c2(a+b)

ab−c2 .
Jelikož pravá strana rovnosti

nemá smysl pro přı́pad ab = c2,
potvrzuje se tı́mto náš předpoklad
neexistence řešenı́ při naplněnı́ této
podmı́nky, což je ekvivalent rov-
noběžnosti přı́mek p, q. Také je z tohoto vztahu patrné, že musı́ platit ab > c2, jelikož
čitatel pravé strany je kladné čı́slo a x musı́ být také kladné čı́slo.

c) Při konkrétnı́m zadánı́ jsme použili k výpočtům trigonometrických vztahů. Jejich
zobecněnı́m dospějeme ke stejnému výsledku, jak si nynı́ předvedeme.

Z trojúhelnı́ků APS a BPS (obr. 3) zı́skáme tgα = c
a , tg δ = c

b , tedy α = arctg c
a ,

δ = arctg c
b .

Pro trojúhelnı́k ABC platı́ 2φ = 180◦ − (2 arctg c
a + 2 arctg c

b), což lze upravit na

φ = 90◦−( arctg
c

a
+ arctg

c

b
) = 90◦− arctg

c
a +

c
b

1− c
a ·

c
b

= 90◦− arctg
c(a+ b)
ab− c2

=
c2(a+ b)
ab− c2

.

Z trojúhelnı́ka CLS plyne cotgφ = x
c , odkud pomocı́ předchozı́ rovnosti dostaneme

x = c cotgφ = c cotg ( arccotg
c(a+ b)
ab− c2

) = c
c(a+ b)
ab− c2

=
c2(a+ b)
ab− c2

.

Tı́mto jsme se opět dostali ke stejnému vztahu jako v bodě b). Nynı́ stačı́ dopočı́tat
jednotlivé strany: a′ = b+ x, b′ = a+ x, c′ = a+ b.

d) Protože pro kružnici připsanou straně trojúhelnı́ku platı́, že c2 > ab, nebot’trojúhelnı́k
ABS je ostroúhlý, nabı́zı́ se zde otázka, jestli nestačı́ „otočit“ pořadı́ členů ve jmenovateli
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ve výrazu pro výpočet x. Ukážeme, že tato myšlenka je správná.
Nejdřı́ve si ale problém kružnice při-

psané trojúhelnı́ku drobnou „fintou“ pře-
vedeme na nám již známý stav, kdy kruž-
nice k je kružnicı́ vepsanou trojúhelnı́ku.
Toho docı́lı́me narýsovánı́m rovnoběžky
s přı́mkou AB v bodě D tak, jak to vi-
dı́me na obr. 4. Vzniknou nám dva nové
body E, F . Jestliže nynı́ najdeme vztah
mezi čı́sly z, v a čı́sly a, b, c, můžeme
úlohu řešit již známým způsobem.

Protože |6 PSD| = 180◦, platı́ tedy
2γ = 180◦ − 2β, tj. γ = 90◦ − β =
= α (z 4APS), odkud η = β. Platı́ tedy
4APS ∼ 4SDE, proto a

c =
c
z a odtud

z = c2

a . Analogicky je v = c2

b .
Protože jsme prokázali výše požado-

vanou podmı́nku, můžeme dále tuto úlohu
řešit jako v b), kde x = m+ a = n+ b.

Následujı́ tyto vztahy:

x =
c2(z + v)
zv − c2

=
c2

(
c2

a +
c2

b

)
c2

a ·
c2

b − c2
=
c2

(
c2

a +
c2

b

)
c2(c2−ab)

ab

=
c2(a+b)

ab
(c2−ab)

ab

=
c2(a+ b)
c2 − ab

Tı́mto se potvrdila výše uvedená hypotéza. Nynı́ stačı́ dopočı́tat strany trojúhelnı́ka
ABC. Platı́:

m =
c2(a+ b)
c2 − ab

− a =
c2a+ c2b− c2a+ a2b

c2 − ab
=
b(c2 + a2)
c2 − ab

n =
c2(a+ b)
c2 − ab

− b =
c2a+ c2b− c2b+ ab2

c2 − ab
=
a(c2 + b2)
c2 − ab

e) Tyto závěrečné vztahy vedou k možnosti pozměnit zadánı́:
Určete strany trojúhelnı́ka ABC, jestliže vı́te, že poloměr kružnice k vepsané troj-

úhelnı́ku ABC je c a přı́čka rovnoběžná s jednou ze stran trojúhelnı́ka ABC je tečnou
této kružnice a je bodem dotyku kružnice rozdělena na úseky o velikosti a, b.

Takto modifikovaná úloha by mohla být vrcholem série gradovaných úloh.

Literatura
Loren C. Larson: Metódy riešenia matematických problémov, Svornost’, Bratislava, 1990
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Učitel matematiky a historie matematiky

Petr Emanovský1

Postavenı́ matematiky v současné informačnı́ společnosti již nenı́ zdaleka tak neotře-
sitelné, jak tomu bylo ještě před poměrně nedávnou dobou, kdy byla praktická využitel-
nost matematiky uznávána širokou laickou veřejnostı́. Praktické užitı́ matematiky je dnes
totiž zcela v područı́ informatiky a výkonné výpočetnı́ techniky. Přestože matematika
stála u zrodu počı́tačů a stále významnou měrou přispı́vá k jejich dalšı́mu zdokonalovánı́,
neodbornı́kovi se může zdát, že dalšı́ pěstovánı́ matematiky a jejı́ výuka na školách ve
stávajı́cı́m rozsahu jsou již přežitkem. Tento názor může být bohužel ještě utvrzován
některými přı́znaky každodennı́ho života. Prodavačka v supermarketu celý den přejı́ždı́
laserem čárkové kódy a nemusı́ prakticky vůbec umět počı́tat. Modernı́ technika ji tak
zbavuje jedné z poslednı́ch nutnostı́, která ještě zpohodlnělému člověku zůstala – nut-
nosti myslet. Podobnou situaci můžeme vidět i ve škole, pokud zcela odbouráme počı́tánı́
zpaměti. Jiné situace, které by měly být pro každého matematika zvláště alarmujı́cı́, jsou
výroky některých mediálně známých osobnostı́ na adresu matematiky. Bohužel, veřejná
přiznánı́ jejich negativnı́ho vztahu k matematice se stala téměř módnı́ záležitostı́.

Podı́váme-li se na výše popsanou situaci očima učitele matematiky, musı́me otevřeně
konstatovat, že tato situace nenı́ přı́liš optimistická. Přesto se domnı́vám, že právě uči-
tel matematiky by zde mohl sehrát klı́čovou pozitivnı́ roli. Nezájem, či dokonce odpor
k matematice může být totiž často také důsledkem nezajı́mavého způsobu výkladu, ne-
smyslného drilu či vytvářenı́ atmosféry strachu v hodinách matematiky. V současné,
pro matematiku ne přı́liš přı́znivé, situaci by se měl každý učitel matematiky tı́m vı́ce
snažit udělat maximum pro to, aby u svých žáků vzbudil zájem o svůj předmět. O mo-
tivaci ve vyučovánı́ matematice toho již bylo napsáno mnoho. Všimněme si nynı́ pouze
jedné z mnoha možnostı́ vedoucı́ch k zvýšenı́ zájmu o matematiku, a sice historického
přı́stupu k vyučovánı́ matematice. Význam matematiky totiž nespočı́vá pouze v jejı́m
bezprostřednı́m praktickém využitı́. Matematiku a jejı́ historický vývoj je třeba chápat
jako součást kulturnı́ho bohatstvı́ lidstva podobně jako napřı́klad uměnı́. V tomto duchu
by se měl také každý učitel matematiky snažit působit na své žáky. O nutnosti historic-
kého přı́stupu k vyučovánı́ matematice řı́ká výstižně profesor Vopěnka: „Studovat dějiny
Evropy je nejlepšı́ na dějinách matematiky. Proto by se matematika na školách měla učit
úplně jinak než dosud. Jako přı́běh, jako součást humanitnı́ho vzdělávánı́ a ne jako vzdě-
lávánı́ technického. Technické využitı́ je pouze takový artefakt, který samozřejmě stál
u kolébky moci Evropy, ale podstata matematického vzdělánı́ to nenı́. Uvědomte si, že
všichni velcı́ evropštı́ myslitelé byli stejně velcı́ matematici jako filosofové – Descartes,
Leibniz, Spinoza, . . . Tihle lidé dělali Evropu. Myslı́m, že má většı́ smysl ve školách učit
o Descartesovi než o Ludvı́ku XIII., byt’jsou o něm zajı́mavé pavlačové historky.“

1Pedagogická fakulta Univerzity Palackého Olomouc, eman@risc.upol.cz
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Uskutečněnı́ této vize v blı́zké budoucnosti zřejmě nedovolı́ tradičnı́ přı́stupy k vý-
uce v našem školstvı́. Přesto má každý učitel matematiky možnost uplatňovat historický
přı́stup k výuce svého předmětu prostřednictvı́m historických poznámek v učivu. Tyto
poznámky můžeme nalézt ve většı́ či menšı́ mı́ře prakticky ve všech učebnicı́ch mate-
matiky. Vhodné a nenásilné zařazovánı́ historických poznámek do výuky však vyžaduje
jistou učitelovu erudici v oblasti historie matematiky. Nezbytná je alespoň orientace
v základnı́ch etapách historického vývoje matematiky od obdobı́ vzniku a formulace
základnı́ch abstraktnı́ch matematických pojmů, přes obdobı́ matematiky konstantnı́ch
veličin, obdobı́ matematiky proměnných veličin až po současné obdobı́ nazývané ob-
dobı́m matematiky zobecněných kvantitativnı́ch a prostorových vztahů (viz např. [1]).
Ideálnı́ by byl samozřejmě učitel, kterému by se stala historie matematiky konı́čkem a
který by se jı́ soustavně zabýval. Takový učitel by totiž bezesporu prostřednictvı́m his-
torie matematiky rozvı́jel nejen svoje znalosti historické, nýbrž i odborně matematické.
Pokud by se mu navı́c podařilo přenést svůj zájem o matematiku a jejı́ historii i na jeho
žáky, mohl by mı́t dobrý pocit z toho, že alespoň trochu přispěl k úspěchu v oprávněném
boji matematiky o mı́sto na slunci.

Literatura

[1 ] Struik, D.J. Dějiny matematiky. Praha: Orbis, 1963.

[2 ] Vopěnka, P. Smysl matematiky. In Sbornı́k z 8. setkánı́ učitelů matematiky všech typů
a stupňů škol, Prachatice, 2002. s. 35 – 54.

Jak efektivně vyučovat informatice na ZŠ

Zdeněk Lauerman1

Do přı́spěvku jsem vybral část 6. kapitoly ze své práce nazvané „Jak efektivně
vyučovat informatice na ZŠ“. Kapitola dále pokračuje částı́ „MS Excel na ZŠ“, ale
protože respektuji rozsah 2 str., tuto část jsem vynechal stejně jako množstvı́ úloh,
kterými je text doplněn.

Kapitola šestá – Motivace žáků
6.0. Motivace v informatice

Vzhledem k přirozené zvı́davosti dětı́, chuti poznávat nové věci a experimentovat
nenı́ těžké motivovat žáky ZŠ k práci s počı́tačem – je to často mnohem snazšı́ než mo-
tivovat dospělé. Někdy se ale stává, že když se děti naučı́ použı́vat dovednosti popsané

1ZŠ Roztoky, lauermannzdenek@seznam.cz
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v předchozı́ch kapitolách, majı́ pocit, že se už nic dalšı́ho učit nemusı́, že jiné programy
jsou přı́liš náročné (a to často jen proto, že k jejich efektivnı́mu využitı́ je třeba použı́t
postupy, na které nejsou zvyklı́) nebo zbytečné (protože nevědı́, jak využı́t jejich mož-
nosti). Proto chápu motivaci v informatice jako probuzenı́ zájmu o stále zajı́mavějšı́, vı́ce
specializované a náročnějšı́ programy.

V následujı́cı́m textu se pokusı́m nastı́nit, jak některé z takových programů přiblı́žit
dětem na základnı́ škole.

6.1. Prezentace – PowerPoint

K vytvářenı́ prezentacı́ nabı́zı́ školnı́ prostředı́ mnoho přı́ležitostı́. Jednak pro žáky
(vytvořit prezentaci školy, své třı́dy, zájmového kroužku, školnı́ho sportovnı́ho druž-
stva,. . . ), jednak pro učitele (vytvářenı́ efektnı́ch přednášek, má-li škola potřebné pro-
jekčnı́ zařı́zenı́). Program PowerPoint umožňuje snadno a rychle navrhnout, kvalitně
esteticky ztvárnit a následně spouštět prezentace s obrázky, grafy, vloženými objekty
a podobně. Každý, kdo umı́ pracovat s programem Word, se s programem PowerPoint
naučı́ pracovat bez problémů, proto je snadné žáky motivovat k práci s tı́mto programem,
zvláště pak poté, co zjistı́, jak snadno lze vytvářet velmi efektnı́ prezentace. U tohoto
programu začnou žáci rychle vnı́mat velké možnosti jeho využitı́ v běžném mimoškolnı́m
životě – prezentace turistického, skautského, atletického,...atd. oddı́lu, dále např. prezen-
tace rodinné firmy nebo možnost vytvořit prezentaci sbı́rky svých modelů a podobně.
V praxi majı́ prezentace vytvořené v programu PowerPoint většinou za úkol představit
konkrétnı́ firmu, produkt, služby nebo pomáhat při přednáškách, školenı́ch a tak dále.
PowerPoint je přesně tı́m programem, který umožňuje dětem dělat to, co je bavı́ – živé,
barevné, nápadité dokumenty. Jednotlivé snı́mky mohou „oživit“ vhodným nastavenı́m
přechodů a efektů – např. může obrázek „přijet“ z různých stran, text se může zobrazovat
postupně atd.

S dětmi lze začı́t pracovat v PowerPointu v podstatě hned poté, co zvládnou práci
s textem a vkládánı́ objektů. Doporučuji začı́t hned s vytvářenı́m nové prezentace –
program nabı́dne po spuštěnı́ 3 možnosti :

– Stručný průvodce
– Se šablonou
– Prázdná prezentace
Vybereme tedy Prázdná prezentace a můžeme začı́t pracovat. Jakmile děti zjistı́, že

dokument, který vytvářejı́, je vlastně posloupnost na sebe navazujı́cı́ch snı́mků, což je pro
lidi zvyklé pracovat ve Wordu nebo v jiném textovém editoru zpočátku nezvyklé, začnou
se zajı́mat o to, jakým způsobem lze již hotové nebo rozpracované snı́mky zobrazovat.
Brzy zjistı́, že existuje způsobů několik, jako nejpřehlednějšı́ a pro začátečnı́ky patrně
nejvhodnějšı́ způsob doporučuji „Zobrazit řazenı́ snı́mků“ – pak lze snadno pouhým
taženı́m myši měnit pořadı́ snı́mků, nepotřebný snı́mek klepnutı́m označit a klávesou
DELETE smazat. Doplňovat do prezentace nové snı́mky lze pomocı́ nástroje „NOVÝ
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SNÍMEK“ (bud’přı́mo v panelu nástrojů nebo Vložit – Nový snı́mek . . . nebo Ctrl+M).
V okně, které se následně zobrazı́, jsou jednotlivé snı́mky typově rozděleny:
Prvnı́ snı́mek má připravená textová pole pro nadpis a podnadpis, dalšı́ snı́mky majı́

kromě připraveného textového pole pro nadpis ještě dalšı́ připravená pole pro seznamy
s odrážkami, pro vkládánı́ obrázků, grafů a jiných objektů. Vkládat nadpisy a vytvářet
seznamy je tak velmi jednoduché – mnohem jednoduššı́ než v textovém editoru.

Bude-li učitel působit na své žáky vhodným způsobem (tj. vhodně volit úkoly, poradit
při hledánı́ vhodného grafického provedenı́, pomoci s optimálnı́m nastavenı́m časovánı́
a podobně), mohou při práci s PowerPointem naplno uplatnit fantazii, tvořivost, hravost,
naučı́ se jednotlivé snı́mky uspořádat tak, aby na sebe navazovaly (což je myslı́m velmi
užitečná dovednost do praktického života – umět přehledně a srozumitelně formulovat a
prezentovat myšlenky) a na závěr podle vlastnostı́ jednotlivých snı́mků nastavit časovánı́,
přechody a efekty. Tı́m zı́skajı́ velmi pěkný konkrétnı́ výsledek své práce, ze kterého
budou mı́t radost a který je bude sám o sobě motivovat k vytvářenı́ dalšı́ch prezentacı́.

Program PowerPoint považuji za ideálnı́ pro použitı́ na ZŠ a je velká škoda, že
na mnoha základnı́ch školách je mu věnováno jen málo času nebo je dokonce zcela
opomı́jen. Domnı́vám se, že je to způsobeno tı́m, že učitelům často chybı́ osobnı́ zkušenost
s tı́mto programem. Doufám, že tato kapitola přiměje alespoň některé z nich k seznámenı́
s PowerPointem.

6.2. Digitálnı́ fotografie

Jak se postupně stávajı́ digitálnı́ fotoaparáty dostupné i lidem s průměrnými přı́jmy,
docházı́ poslednı́ dobou v mnoha českých domácnostech ke změně v použı́vánı́ osobnı́ho
počı́tače. Počı́tač sloužı́ stále častěji ke zpracovánı́ digitálnı́ch fotografiı́. Tomuto trendu
by se podle mého názoru měla přizpůsobit i výuka informatiky na základnı́ch školách.
V osnovách předmětu informatika by měl být dán přiměřený prostor různým způsobům
práce s digitálnı́m fotoaparátem a zpracovánı́ digitálnı́ch fotografiı́ tak, aby žáci byli
schopni jak pořizovat snı́mky, tak je i následně upravovat a zpracovávat. Je vhodné, aby
byla škola vybavena jak digitálnı́m fotoaparátem, tak i kvalitnı́ tiskárnou. Pro děti je
velkou motivacı́, mohou-li si odnést hmatatelný výsledek své práce.

6.3. Skenovánı́

6.3.1. Práce s obrázkem

Scanner je zařı́zenı́ umožňujı́cı́ (laicky řečeno) převést informaci uchovanou v tištěné
podobě do podoby, kterou lze zpracovat a uchovat prostřednicvı́m počı́tače. Škola by měla
mı́t scanner dispozici jak z důvodů výukových (žáci by se s nı́m měli naučit v hodinách
informatiky pracovat), tak z důvodů ryze praktických (provoz školy často vyžaduje
zpracovávat na počı́tači informace uchované v tištěné podobě). Skenovat a zpracovávat
obrázky je velmi jednoduché. Součástı́ zakoupeného scanneru je přı́slušné programové
vybavenı́, které to umožňuje. Ovládánı́ těchto programů bývá intuitivnı́ a většinou nečinı́
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žádné vážnějšı́ problémy. Naskenovaný obrázek je zpravidla možné uložit v různých
typech formátů.

6.3.2. Práce s textem

Chceme-li skenovat text, činı́me tak zpravidla proto, abychom ho mohli následně
upravovat. Proto potřebujeme program, který převede naskenované informace do ně-
jakého textového editoru, kde je můžeme upravovat tak, jak je v textových editorech
obvyklé (měnit velikost nebo typ pı́sma, formátovat odstavce, vkládat nadpisy a po-
dobně). Takovým programem je napřı́klad ABBYY FineReader. Vytvářı́-li žák referát ve
Wordu, může se stát, že je potřeba začlenit do referátu nějaký odstavec z novin, z knihy
nebo z časopisu. Protože je nepraktické ručně text přepisovat, je výhodné ho pomocı́ pro-
gramu ABBYY FineReader naskenovat a převést do Wordu. Odtud můžeme připravený
text snadno začlenit do cı́lového dokumentu známou metodou „vyjmout – vložit“.

Skládanky v geometrii

Jaroslav Perný1

Při výuce matematiky a zejména geometrie má velký význam představivost žáků.
Proto je vhodné využı́vat všech přı́ležitostı́ pro jejı́ rozvı́jenı́. Jednou z možnostı́ jsou
také „Geometrické skládanky“, kdy žáci řešı́ úlohu složit z jednotlivých částı́ požado-
vaný útvar. Představivost je zde doplňována manuálnı́ činnostı́ a experimentovánı́m, což
přispı́vá k aktivitě žáků.

Geometrická představivost je rozvı́jena např. skládankou v rovině, kdy je žákům
předložen soubor 5 obrazců z papı́ru (viz obr. 1), ze kterých má být složen postupně:
a) čtverec, b) obdélnı́k, c) trojúhelnı́k, d) rovnoběžnı́k, e) lichoběžnı́k, f) různoběžnı́k.
Přitom musı́ být použity všechny dı́ly souboru.

Obr. 1

Řešenı́ na obr. 2a a 2b.

1TU Liberec, Fakulta pedagogická, KMD, jaroslav.perny@vslib.cz
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a) čtverec b) obdélnı́k c) trojúhelnı́k

Obr. 2a

d) kosodélnı́k e) lichoběžnı́k f) různoběžnı́k

Obr. 2b

Jinou skládankou v rovině je úloha kolika způsoby lze z rovinných papı́rových „tetra-
min“ složit požadovaný obrazec (viz obr. 3). Rovinné „tetramino“ je obrazec ze 4 shod-
ných čtverců, které majı́ společnou stranu. Dı́lčı́m úkolem může být i samotné vytvořenı́
všech možnostı́ „tetramin“. (Obr. 4)
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                                                                Obr. 1 
Řešení na obr. 2. 
   a) čtverec                    b) obdélník                         c) trojúhelník 

 
    d) kosodélník                   e) lichoběžník                          f) různoběžník 

 
 
 Jinou skládankou v rovině je úloha kolika způsoby lze z rovinných papírových 
"tetramin" složit požadovaný obrazec (viz obr. 3). Rovinné "tetramino" je obrazec ze 4 
shodných čtverců, které mají společnou stranu.  
 Dílčím úkolem může být i samotné vytvoření všech možností "tetramin". (Obr.4) 
 
                                                                                     I                  T                      O     
 
 
 
                                                                                                         L                    Z  
 
 
                         Obr. 3                                                                      Obr. 4 
 Obr. 3 Obr. 4
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Řešenı́:

Řešení:     Obr. 5 
 
 
 
 
 
 
 Prostorová představivost je rozvíjena např. skládankou v prostoru, kdy je žákům  
předloženo několik částí těles (viz obr. 6), které mají složit na celé těleso, přičemž nic nesmí 
chybět ani přebývat.  
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 Na obrázku vždy dvě části těles tvoří krychli. Které dvojice to jsou a která část je navíc. 

Řešení:   1-7,  2-5,  3-9,  4-8.    Navíc je část 6. 
 
 Jinou prostorovou skládankou, obdobně jako v rovině, je úloha složit všechna 
prostorová "tetramina" (obr. 7). Prostorová "tetramina" jsou tělesa složená ze 4 shodných 
krychlí, které mají společnou stěnu.  
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 Tyto geometrické skládanky mohou být zařazovány do hodin matematiky jako 
rozcvičky, nebo pro zpestření, i když není probíráno geometrické učivo. 
 Lze je rovněž zařazovat pro žáky různého věku, jenom je nutno přiměřeně upravit 
formulaci zadání a volit vhodné pomůcky. 
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Obr. 6

Na obrázku vždy dvě části těles tvořı́ krychli. Které dvojice to jsou a která část je
navı́c?

Řešenı́: 1-7, 2-5, 3-9, 4-8. Navı́c je část 6.

Jinou prostorovou skládankou, obdobně jako v rovině, je úloha složit všechna pro-
storová „tetramina“ (obr. 7). Prostorová „tetramina“ jsou tělesa složená ze 4 shodných
krychlı́, které majı́ společnou stěnu.

Obr. 7

Tyto geometrické skládanky mohou být zařazovány do hodin matematiky jako roz-
cvičky, nebo pro zpestřenı́, i když nenı́ probı́ráno geometrické učivo.
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Lze je rovněž zařazovat pro žáky různého věku, jenom je nutno přiměřeně upravit
formulaci zadánı́ a volit vhodné pomůcky.
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Vondráčková, D.: Vhled žáků do prostorové představivosti. Diplomová práce, Liberec
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Jarkovská, Z.: Geometrická skládanka. Semestrálnı́ práce, Liberec 2002.

Využitı́ internetu při osvojovánı́ učiva o dělitelnosti

přirozených čı́sel

Bronislava Růžičková1

Tak jako se před časem stalo zcela běžným použı́vánı́ kapesnı́ch kalkulátorů všude,
kde to člověku usnadňovalo zdlouhavé výpočty a šetřilo čas a dokonce po zdlouhavých
debatách, zda kalkulačky ve vyučovánı́ matematice ano či ne, se s touto otázkou vyrov-
nalo i naše školstvı́, tak se v současné době stávajı́ počı́tače zcela nepostradatelné ve
většině oblastı́ našeho života. Dostaly se i na základnı́ školy a každá z nich se pyšnı́ počı́-
tačovou učebnou. Ovšem i ve většině domácnostı́ se již stává počı́tač nepostradatelným
pomocnı́kem. A což teprve s připojenı́m na Internet! Pak jsou to mnohdy hodiny, které
lidé trávı́ u počı́tače. Ale jsou naše děti, žáci či studenti vedeni k tomu, aby jejich surfo-
vánı́ nebylo jen ztrátou času, či pouhou zábavou, nýbrž i zdrojem, zprostředkovatelem,
dodavatelem informacı́ a obrovskou motivacı́? Připojenı́ základnı́ch škol na internetovou
sı́t’ dává možnost využı́t Internetu téměř ve všech předmětech, tudı́ž i v matematice.
Měnı́ se však i role učitele. Učitel již nenı́ jediným zprostředkovatelem a dodavatelem
informacı́, a tı́m se snižuje závislost žáků na jeho osobě. Takto se z něj stává pomocnı́k
a rádce. Musı́ mnohdy zodpovı́dat otázky žáků a vysvětlovat nejasnosti, kterých žáci
nabudou prostřednictvı́m Internetu.

Já bych se zde chtěla zmı́nit o jedné možnosti využitı́ Internetu při výuce učiva
o dělitelnosti přirozených čı́sel.

V učebnı́ch osnovách vzdělávacı́ho programu Základnı́ škola v 6. ročnı́ku je zařazen
celek „Dělitelnost přirozených čı́sel“. Tento tématický celek je rozdělen na základnı́
učivo a rozšiřujı́cı́. Žák by měl po probránı́ tohoto celku ovládat pojmy násobek, dělitel,

1PdF UP, Olomouc, ruzickova@risc.upol.cz
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prvočı́slo, čı́sla soudělná a nesoudělná, znaky dělitelnosti 2, 3, 5, 10. Dále by měl umět
rozeznat prvočı́slo a čı́slo složené, provést rozklad přirozeného čı́sla na prvočinitele, určit
největšı́ společný dělitel dvou až třı́ přirozených čı́sel, určit nejmenšı́ společný násobek
dvou až třı́ přirozených čı́sel, řešit jednoduché slovnı́ úlohy vedoucı́ k určenı́ nejmenšı́ho
společného násobku 2 až 3 přirozených čı́sel nebo největšı́ho společného dělitele 2 až 3
přirozených čı́sel. Rozšiřujı́cı́m učivem je určovánı́ znaků dělitelnosti čtyř, šesti, osmi,
devı́ti a řešenı́ náročnějšı́ch slovnı́ch úloh vedoucı́ch k využitı́ vlastnostı́ dělitelnosti
přirozených čı́sel.

Tento tématický celek patřı́ k těm méně oblı́beným. Po zvládnutı́ učiva dle předepsa-
ných osnov lze však využı́t tzv. „Pari systém“ pro zpestřenı́ výuky a pro řešenı́ složitějšı́ch
úloh či pro rychlou kontrolu správnosti řešenı́.

Základem tohoto výukového programu je počı́tačový systém GP/ PARI CALCULA-
TOR (Copyright c©1989-1999 by C. Batut, K. Belabas, D. Bernardi, H. Cohen a M.
Olivier) v jeho nejnovějšı́ verzi: 2.0.20 (beta). Tento systém je sice určen pro řešenı́ úloh
z teorie čı́sel na vyššı́ úrovni, napřı́klad pro vědecké pracovnı́ky použı́vajı́cı́ oblast teorie
čı́sel, ale může pomoci i žákům na základnı́ škole. Systém obsahuje mnoho instrukcı́,
které lze použı́t tak, jak bylo uvedeno výše. Některé dalšı́ přı́kazy jsou komplikovanějšı́ a
přesahujı́ rámec osnov základnı́ školy, ale řadu z nich však lze využı́t pro nadanějšı́ žáky
jako rozšiřujı́cı́ učivo.

Z přı́kazů, které systém nabı́zı́, jsem vybrala jen takové, které jsou vhodné pro využitı́
při výuce dělitelnosti, a jejich názvy vycházejı́cı́ z angličtiny jsem převedla do české verze
tak, aby byly pro žáky srozumitelné. Žáci se tak seznámı́ předně s přı́kazy použı́vanými
v PARI systému pro základnı́ operace: sčı́tánı́ (+), odčı́tánı́ (−), násobenı́ (·) a dělenı́ (/);
k tomu je ještě připojeno umocňovánı́ celého čı́sla přirozeným exponentem.

Z dalšı́ch přı́kazů, jež mohou žáci v PARI systému využı́vat:

• přirozenı́ dělitelé přirozeného čı́sla n . . . dc(n),

• počet kladných dělitelů čı́sla n . . . pocetd(n),

• součet kladných dělitelů čı́sla n . . . soucetd(n),

• dělenı́ se zbytkem . . . dsz (x,y),

• test na prvočı́selnost čı́sla x . . . prvocislo(x),

• rozklad čı́sla x na prvočinitele . . . rozklad(x),

• největšı́ společný dělitel . . . nsd(x1, x2, . . . ),

• nejmenšı́ společný násobek . . . nsn(x1, x2 . . . ),

• nejblı́že většı́ prvočı́slo k čı́slu x . . . vetsip(x),

• nejblı́že menšı́ prvočı́slo k čı́slu x . . . mensip(x).

Dále si ukážeme řešenı́ některých základnı́ch typů úloh učiva o dělitelnosti přiroze-
ných čı́sel využitı́m „Pari systému“. Poznamenejme, že – jak je u počı́tače obvyklé –
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zadánı́ každého údaje nebo přı́kazu ukončujeme klávesou Enter (v našich ukázkách jejı́
použitı́ neuvádı́me).

1. Dělenı́ dvou čı́sel
Pro přirozená čı́sla x, y označı́me q jejich neúplný podı́l při dělenı́ x : y a r zbytek při

dělenı́, tedy x = y ·q+r. V následujı́cı́m přı́kladu máme zjistit q a r pro čı́sla x = 37 453,
y = 27.

Přı́klad: Zjistěte neúplný podı́l a zbytek při dělenı́ čı́sla 37 453 čı́slem 27.

Zadáme: x = 37453, y = 27, dsz(x,y)
a na obrazovce se objevı́:
Deleni se zbytkem

37 453 : 27 = 1 387 a zbytek 4.
Pro kontrolu můžeme zadat přı́kaz: y ∗ 1387 + 4
Objevı́ se: 37 453

Přirozené čı́slo y dělı́ čı́slo x, právě když zbytek r po dělenı́ čı́sla x čı́slem y je roven
0, tedy právě když čı́slo y je dělitelem čı́sla x neboli čı́slo x je násobkem čı́sla y. Všechna
tato vyjádřenı́ by se pro žáky měla stát běžná.

Přı́klad: Zjistěte, zda čı́slo 13 je dělitelem čı́sla 173.
Zadáme: dsz(173,13)
Na obrazovce se objevı́:
Deleni se zbytkem

173 :13 =13 a zbytek 4.
Odpověd’: Čı́slo 13 nenı́ dělitelem čı́sla 173.

Text úlohy lze pro žáky formulovat i takto:
Přı́klad: Zjistěte, zda je čı́slo 1 431 násobkem čı́sla 27.

Zadáme: dsz(1431,27)
Na obrazovce se objevı́:
Deleni se zbytkem

1 431 : 27 = 53 a zbytek 0.
Odpověd’: Čı́slo 1 431 je násobkem čı́sla 27.

2. Prvočı́slo a čı́slo složené
Přı́klad: Zjistěte, která z následujı́cı́ch čı́sel jsou prvočı́sla a která jsou čı́sla složená: 18,
23, 31, 68, 73, 120, 135.

Zadáme: prvocislo(18)
Na obrazovce se objevı́: Cislo 18 není prvocislo.
Podobně si žáci ověřı́, že čı́sla 68, 120, 135 nejsou prvočı́sla a čı́sla 23, 31 a 73 jsou

prvočı́sla.
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3. Rozklad čı́sla na prvočinitele
Přı́klad: Rozložte na prvočinitele čı́slo 140.

Zadáme: rozklad(140)
Na obrazovce se objevı́:
Rozklad na prvocinitele
140 = 2 * 2 * 2 * 5 * 7.
Žáky jistě zaujme zadávánı́ i většı́ch čı́sel.

Přı́klad: Rozložte na prvočinitele čı́slo 1 347 259
Zadáme: rozklad(1347259)
Na obrazovce se objevı́:
Rozklad na prvocinitele
1 347 259 = 563 * 2 393.
Na tento výsledek by žáci bez počı́tače asi nepřišli.

Žáci budou jistě ochotni si i pohrát. Např. mohou zjistit jedenácté prvočı́slo přı́kazem
ntep(11) (zjistı́, že to je 31) a podobně třeba devatenácté (67) a třicáté (113) a pak zadat
třeba výpočet čı́sla x = 31*31*31*67*67*67*113*113.

Na obrazovce se objevı́: 114 410 629 875 877.
A hned si mohou ověřit rozklad čı́sla x na prvočinitele pomocı́ přı́kazu: rozklad(x)

systém „Pari“ sdělı́:
Rozklad na prvocinitele
114 410 629 875 877 = 30 * 31 * 31 * 67 * 67 * 67 * 113 * 113.

4. Největšı́ společný dělitel a nejmenšı́ společný násobek
Zadáme: x = 630, y = 3500, z = 2730.
Chceme verifikovat tvrzenı́ D(x, y, z) = D(D(x, y), z). Po přı́kazu nsd(x,y,z) se

objevı́: Nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 70.
Po přı́kazu nsd(x,y) se objevı́: Nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel

je 70.
Po přı́kazu nsd(70,z)se objevı́: Nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel

je 70.

Podobně pracujeme s nejmenšı́m společným násobkem, kde budeme verifikovat vzo-
rec n(x, y, z) = n(n(x, y), z).

Levou stranu dostaneme přı́kazem nsn(x,y,z) s odpovědı́:
Nejmensi spolecny nasobek zadanych cisel je 409 500.Pravou stranu přı́-

kazem nsn(x,y) s odpovědı́:
Nejmensi spolecny nasobek zadanych cisel je 31 500. – a přı́kazem

nsn(31500,z) s odpovědı́
Nejmensi spolecny nasobek zadanych cisel je 409 500.
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Nynı́ ukážeme praktické využitı́ „PARI systému“ při řešenı́ dvou slovnı́ch úloh.

Přı́klad: Tři auta vozila pı́sek z pı́skovny na stavbu dálnice. Každé jezdilo na jiný úsek
stavby, proto se prvnı́ vracelo za 40 minut, druhé za hodinu a třetı́ dokonce za 1 hodinu 20
minut. V kolik hodin se auta opět potkajı́ v pı́skovně, když se naposledy setkala v 8 hodin?
Řešenı́: Hledáme nejmenšı́ společný násobek čı́sel 40, 60, 80. Proto zadáme přı́kaz:
nsn(40,60,80).

Na obrazovce se objevı́: Nejmensi spolecny nasobek cisel je 240.
Odpověd’: Auta se v pı́skovně potkajı́ za 4 hodiny po poslednı́m setkánı́ tj. ve 12 hodin.

Přı́klad: V aleji zbyly jen čtyři stromy, mezi kterými jsou vzdálenosti 35 m, 14 m a 91
m. Do mezer majı́ být vysázeny nové stromy tak, aby vzdálenosti mezi všemi stromy
byly stejné a měly co největšı́ rozestupy. Jaká je vzdálenost mezi stromy a kolik nových
stromů bude vysázeno?
Řešenı́: Hledáme největšı́ho společného dělitele čı́sel 35, 14, 91. Zadáme přı́kaz:
nsd(35,14,91).

Na obrazovce se objevı́: Nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 7.
Řešitel přı́kladu pak musı́ zjistit, kolik stromů se vejde do které mezery, sečte je a

může řı́ci:
Odpověd’: Vzdálenost mezi stromy je 7 metrů a tudı́ž se musı́ vysázet 17 nových stromů.

Na předcházejı́cı́ch přı́kladech a textu je prezentována skutečnost, že někdy zdánlivě
i zcela neatraktivnı́ učivo lze pro žáky (napřı́klad využitı́m počı́tačů a Internetu ve výuce
matematiky) učinit zajı́mavé a zejména že v něm lze žáky vést k aktivnı́mu způsobu
práce.
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Projektová metóda a skúmanie v školskej matematike

Renáta Ujháziová1

V dnešnej dobe sa projektová metóda stáva bežnou súčast’ou vyučovania matematiky
na rôznych stupňoch škôl a zároveň sa silno prejavuje aj snaha chápat’ školskú mate-
matiku predovšetkým ako vzdelávanie žiakov v činnostiach, ktoré sú charakteristické
pre matematickú prácu. Preto je otázne, či je možné aplikovat’projektovú metódu aj pri
skúmanı́ v školskej matematike.

To, že je to skutočne možné, ukážem na konkrétnom projekte, ktorý má názov Po-
sledné cifry násobkov čı́sel a bol navrhnutý nasledovne:
Názov projektu: POSLEDNÉ CIFRY NÁSOBKOV ČÍSEL
Veková kategória: Projekt je určený pre žiakov stredných škôl
Tematický celok: Projekt nadväzuje na témy „Delitel’nost’prirodzených čı́sel“, „Najväčšı́
spoločný delitel’“, „Najmenšı́ spoločný násobok“
Predpoklady na vedomosti žiakov: Žiaci majú ovládat’násobilku čı́sel. Majú vediet’určit’
najmenšı́ spoločný násobok a najväčšı́ spoločný delitel’, prı́padne poznat’ aj iné čı́selné
sústavy.
Povaha projektu: Divergentná objavitel’ská práca
Forma výstupu: Spracovanie výsledkov v pı́somnej forme
Časové rozpätie: Krátkodobý projekt plánovaný na dve vyučovacie hodiny
Forma práce: Skupinová (žiaci pracujú vo dvojiciach)
Zásahy učitel’a: Učitel’usmerňuje prácu žiakov v minimálnej miere
Ciele výchovné:

• rozvı́jat’schopnost’formulovat’a riešit’problémy
• rozvı́jat’logické a tvorivé myslenie žiakov
• dat’možnost’všetkým žiakom pocı́tit’radost’z matematiky
• rozvı́jat’prácu vo dvojiciach

Ciele vzdelávacie:

• objavit’nové vlastnosti čı́sel
• propedeutika pojmu kongruencie

Návrh realizácie:
Na prvej vyučovacej hodine sa celej triede zadá problematika skúmania posledných

cifier násobkov čı́sel od 1 do 10 a učitel’ oboznámi žiakov so spôsobom a hodnotenı́m
ich práce. Spoločné skúmanie by malo prebehnút’ na celej prvej hodine a na záver by

1Ústav matem. vied, rujhaziova@yahoo.com
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mal učitel’ spolu so žiakmi navrhnút’ možné smery skúmania. Tie im budú slúžit’ ako
pomôcka pri skúmanı́, ale žiaci sa môžu sa vybrat’ aj inými smermi počas skúmania.
Samotné objavovanie vlastnostı́ má prebehnút’ na druhej vyučovacej hodine, ale žiaci
svoje pı́somne spracované výsledky majú odovzdat’až na nasledujúcej hodine.

Obsahová štruktúra projektu:
Základný problém: Vypı́šte násobilky čı́sel od 1 do 10 a skúmajte posledné cifry násobkov
týchto čı́sel.
Výsledok: Posledné cifry násobkov týchto čı́sel sú napı́sané v poradı́ v nasledujúcej
tabul’ke:

Násobky Posledné cifry násobkov čı́sel 1 až 10
1 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, . . .
2 2, 4, 6, 8, 0, 2, 4, 6, 8, 0, . . .
3 3, 6, 9, 2, 5, 8, 1, 4, 7, 0, 3, 6, 9, 2, 5, 8, 1, 4, 7, 0, . . .
4 4, 8, 2, 6, 0, 4, 8, 2, 6, 0, . . .
5 5, 0, 5, 0, 5, 0, 5, 0, 5, 0, . . .
6 6, 2, 8, 4, 0, 6, 2, 8, 4, 0, . . .
7 7, 4, 1, 8, 5, 2, 9, 6, 3, 0, 7, 4, 1, 8, 5, 2, 9, 6, 3, 0, . . .
8 8, 6, 4, 2, 0, 8, 6, 4, 2, 0, . . .
9 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0, . . .
10 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, . . .

Tabul’ka 1

Úloha 1: Skúmajte tieto cifry a skúste nájst’ nejakú zákonitost’, vlastnost’, ktorá pre ne
platı́. Napr. porovnajte cifry násobkov čı́sel 4 a 6, 2 a 8, . . .
Možné závery: V opačnom poradı́ sa vyskytujú cifry v násobkoch čı́sel: 2 a 8; 7 a 3; 6 a
4; 1 a 9.

Úloha 2: Spočı́tajte, kol’ko rôznych posledných cifier majú násobky čı́sel 1 až 10. Platı́
nejaká zákonitost’? Počty rôznych cifier zapı́šte do tabul’ky.
Záver:

Násobky čı́sla x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Počet čı́slic 10 5 10 5 2 5 10 5 10 1

Tabul’ka 2

Počas skúmania posledných cifier násobkov čı́sel 1 až 10 l’ahko zistı́me, že vždy stačı́
určit’cifry až do prvého výskytu nuly (vrátane 0). Všetky tieto cifry sú rôzne a po výskyte
nuly už nedostaneme žiadnu inú rôznu cifru.
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Úloha 4: Skúmajte tabul’ku 2.

Úloha 5: Porovnajte čı́slo 10 s čı́slami v nasledujúcich množinách: {1, 3, 7, 9},{2, 4, 6, 8},
{5}, {10}. Vyslovte všeobecný záver.
Možný výsledok skúmania: Čı́sla 1, 3, 7, 9 sú nesúdelitel’né s čı́slom 10, tzn. napr.
D(3, 10) = 1 a majú 10 rôznych cifier. Čı́sla 2, 4, 6, 8 sú súdelitel’né s čı́slom 10, najväčšı́
spoločný delitel’ každého z nich s čı́slom 10 je dva, tzn. napr. D(6, 10) = 2 a počet
rôznych posledných cifier násobkov týchto čı́sel je 5. Pre čı́slo 5 platı́: D(5, 10) = 5 a má
dve rôzne posledné cifry. Pre čı́slo 10 platı́: D(10, 10) = 10 a má jednu rôznu poslednú
cifru.

Úloha 6: Výsledok skúmania vyslovte ako vetu.
Možná formulácia: Pre každé čı́slo x od 1 do 10 platı́:

Počet rôznych posledných cifier v násobkoch čı́sla x · D(x, 10) = 10.
Po takto navrhnutom projekte nasledovala jeho realizácia vo vyučovanı́ a následné

vyhodnotenie jej priebehu. Kedže formulované problémy žiakov boli rôznorodé a tvorivé,
preto spôsob hodnotenia prác žiakov nebola jednoduchá záležitost’. Isté riešenie sme videli
v slovnom hodnotenı́ a v nami navrhnutom 5-stupňovom modely hodnotenia, v ktorom
sme za kritéria hodnotenia zvolili obsah, formu a ústny prejav. Napokon sa tento model
nepoužil (žiaci boli hodnotenı́ na základe vzájomného porovnávania jednotlivých prác),
pretože sa zameriava na počet a formálne spracovanie výsledkov skúmanı́ a nezohl’adňuje
originálnost’a širokost’problémov. Tie sú však z hl’adiska matematického skúmania ovel’a
dôležitejšie.

Na druhej strane treba povedat’, že hodnotenie práce žiakov z pohl’adu projektovej
metódy má svoje opodstatnenie. Ak sa majú žiaci naučit’ pracovat’ aj na projektoch, je
nevyhnutné ich prácu nejakým spôsobom ohodnotit’. Ale ako, to zostalo nad’alej otvo-
rené. Za najdôležitejšı́ záver však považujem zistenie, že dobre pripravený projekt môže
byt’vhodným nástrojom pri skúmanı́ v školskej matematike. Netreba však zabudnút’na
skutočnost’, že realizácia projektu je zložitá záležitost’s radom ovplyvňujúcich činitel’ov,
ktoré majú neraz dopad na výsledky a na jej úspešnost’.

Aritmetika v desı́tkové soustavě s neobvyklými čı́slicemi1

Jaroslav Zhouf2

Úvod
V mládı́ se naučı́me chápat hodnotu čı́sel, jejich stavbu z jednotlivých čı́slic a jejich

aritmetiku. Naučı́me se to automaticky a dále většinou nepřemýšlı́me o možnostech jiné

1Přı́spěvek byl vytvořen v rámci grantu GAUK 316/2001/App/PedF
2PedF UK Praha, jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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stavby čı́sel. Tento přı́spěvek by měl vést k zamyšlenı́ se nad stavbou čı́sel v našı́ pozičnı́
desı́tkové soustavě.

Tato stavba je v podstatě dokonalá. Máme k dispozici deset čı́slic 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,
9 a každé dalšı́ čı́slo je z nich jednoznačně vyjádřeno. V minulosti to ale tak jasné nebylo.
Např. dlouho neexistoval znak pro nulu. Čı́sla se většinou zapisovala slovně a později při
čı́slicovém pozičnı́m zápisu čı́sel se mı́sto pro nulu nechávalo prázdné, později se psala
na tomto mı́stě tečka a ještě později kroužek, z něhož se nakonec vyvinul znak pro nulu.
Ani s jedničkou to nebylo jednoduché. Dlouho nebyla chápána jako rovnocenná čı́slice
ve skupině těch ostatnı́ch, ale byla považována za znak pro základnı́ množstvı́, z něhož
je vytvořen většı́ celek.

Zamysleme se nynı́ nad tı́m, jak by to možná vypadalo, kdyby byl historický vývoj
našı́ pozičnı́ desı́tkové soustavy poněkud jiný.

Aritmetika celých čı́sel
Nejprve si uvědomme, že kdyby chyběla některá z námi použı́vaných čı́slic, že by se

nám nepodařilo všechna čı́sla vyjádřit. Kdyby např. chyběla zmiňovaná nula, nešla by
vyjádřit čı́sla 10, 20 atd. Stejné by to bylo při absenci jiných čı́slic.

Co kdyby ale byl vývoj takový, že by chyběla čı́slice 0, avšak mı́sto nı́ by se vyvinula
čı́slice A (s hodnotou 10)? Jak by se pak počı́talo v pozičnı́ desı́tkové soustavě s čı́slicemi
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A(=10)? V tom přı́padě by nešlo vyjádřit čı́slo nula, ale dalšı́ čı́sla
by byla vyjádřena takto: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 1A,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 2A, 31, 32, . . .

A jak by vypadaly jednoduché operace s těmito čı́sly? Vyzkoušejme je na několika
přı́kladech:

Aritmetika v desítkové soustavě s neobvyklými číslicemi 
 

Jaroslav Zhouf, Pedagogická fakulta, Praha 
 
 

1. Úvod 
 
V mládí se naučíme chápat hodnotu čísel, jejich stavbu z jednotlivých číslic a jejich arit-

metiku. Naučíme se to automatiky a dále většinou nepřemýšlíme o možnostech jiné stavby 
čísel. Tento příspěvek by měl vést k zamyšlení se nad stavbou čísel v naší poziční desítkové 
soustavě. 

Tato stavba je v podstatě dokonalá. Máme k dispozici deset číslic 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
a každé další číslo je z nich jednoznačně vyjádřeno. V minulosti to ale tak jasné nebylo. Např. 
dlouho neexistoval znak pro nulu. Čísla se většinou zapisovala slovně a později při číslicovém 
pozičním zápisu čísel se místo pro nulu nechávalo prázdné, později se psala na tomto místě 
tečka a ještě později kroužek, z něhož se nakonec vyvinul znak pro nulu. Ani s jedničkou to 
nebylo jednoduché. Dlouho nebyla chápána jako rovnocenná číslice ve skupině těch ostatních, 
ale byla považována za znak pro základní množství, z něhož je vytvořen větší celek. 

Zamysleme se nyní nad tím, jak by to možná vypadalo, kdyby byl historický vývoj naší 
poziční desítkové soustavy poněkud jiný. 

 
2. Aritmetika celých čísel 
 
Nejprve si uvědomme, že kdyby chyběla některá z námi používaných číslic, že by se nám 

nepodařilo všechna čísla vyjádřit. Kdyby např. chyběla zmiňovaná nula, nešla by vyjádřit 
čísla 10, 20 atd. Stejné by to bylo při absenci jiných číslic. 

Co kdyby ale byl vývoj takový, že by chyběla číslice 0, avšak místo ní by se vyvinula čís-
lice A (s hodnotou 10)? Jak by se pak počítalo v poziční desítkové soustavě s číslicemi 1, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9, A(=10)? V tom případě by nešlo vyjádřit číslo nula, ale další čísla by byla vy-
jádřena takto: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 1A, 21, 22, 23, 24, 
25, 26, 27, 28, 29, 2A, 31, 32, ...  

A jak by vypadaly jednoduché operace s těmito čísly? Vyzkoušejme je na několika pří-
kladech: 

12 + 15 = 27     47 − 17 = 2A    
12 + 18 = 3A     6A − 2A = 3A   
3A + 5A = 9A     A23 − 6A1 = 322   
AA + 19A = 2AA    314 − 1A5 = A 
 

                       15                                  2A                                4AA : 17 = 2A 
                     ⋅ 14                                ⋅ A3                                 16A 
                      5A                                  8A 
                    15__                            29A 
                    1AA                            2A8A 
 

Při řešení těchto příkladů jsme se mohli přesvědčit, že i ty pro nás nejjednodušší aritme-
tické operace při změně jedné číslice tvoří značné problémy. Pro rychlé zvládnutí operací by 
bylo nutné naučit se tabulky s malou sčítalkou a násobilkou s novými číslicemi tak, jak se to 
učíme v mládí. Budeme-li nyní provádět již zmíněné operace s čísly podle těchto tabulek, 
jasně se přesvědčíme, že se nám počítání s novými číslicemi jeví jako jednodušší. V následu-
jících tabulkách je tato sčítalka a násobilka uvedena: 

Při řešenı́ těchto přı́kladů jsme se mohli přesvědčit, že i ty pro nás nejjednoduššı́
aritmetické operace při změně jedné čı́slice tvořı́ značné problémy. Pro rychlé zvládnutı́
operacı́ by bylo nutné naučit se tabulky s malou sčı́talkou a násobilkou s novými čı́slicemi
tak, jak se to učı́me v mládı́. Budeme-li nynı́ provádět již zmı́něné operace s čı́sly podle
těchto tabulek, jasně se přesvědčı́me, že se nám počı́tánı́ s novými čı́slicemi jevı́ jako
jednoduššı́. V následujı́cı́ch tabulkách je tato sčı́talka a násobilka uvedena:
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+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 A 11
2 3 4 5 6 7 8 9 A 11 12
3 4 5 6 7 8 9 A 11 12 13
4 5 6 7 8 9 A 11 12 13 14
5 6 7 8 9 A 11 12 13 14 15
6 7 8 9 A 11 12 13 14 15 16
7 8 9 A 11 12 13 14 15 16 17
8 9 A 11 12 13 14 15 16 17 18
9 A 11 12 13 14 15 16 17 18 19
A 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A

 
 
 

. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A 
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A 
2 2 4 6 8 A 12 14 16 18 1A
3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 2A
4 4 8 12 16 1A 24 28 32 36 3A
5 5 A 15 1A 25 2A 35 3A 45 4A
6 6 12 18 24 2A 36 42 48 54 5A
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 6A
8 8 16 24 32 3A 48 56 64 72 7A
9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 8A
A A 1A 2A 3A 4A 5A 6A 7A 8A 9A

 
 
Postupme dále a zaměňme vedle číslice 0 ještě i číslici 1 číslicemi A(=10) a B(=11). Čís-

licemi 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B se pak vyjádří přirozená čísla takto: *, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, 
B, *, *, *, *, *, *, *, *, *, *, *, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 2A, 2B, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 
38, 39, 3A, 3B, 42, 43, ..., 99, 9A, 9B, A2, A3, A4, ..., AB, B2, B3, ..., B9, BA, BB, *, *, *, 
..., 222, 223, ... Hvězdičky znamenají, že příslušná čísla nelze danými číslicemi vyjádřit. 

I zde vypočítáme několik příkladů s operací sčítání: 
55 + 16 = 6B 
2B + B8 = nelze sečíst (bylo by to 149) 

  A6 + B4 = nelze sečíst (bylo by to 1BA) 
 
Opět jsme se přesvědčili o obtížnosti provádět jednoduché operace s neobvyklými čísli-

cemi. A opět nám mohou pomoci tabulky pro malou sčítalku a násobilku: 
 
 
 

 
 

+ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 A 11
2 3 4 5 6 7 8 9 A 11 12
3 4 5 6 7 8 9 A 11 12 13
4 5 6 7 8 9 A 11 12 13 14
5 6 7 8 9 A 11 12 13 14 15
6 7 8 9 A 11 12 13 14 15 16
7 8 9 A 11 12 13 14 15 16 17
8 9 A 11 12 13 14 15 16 17 18
9 A 11 12 13 14 15 16 17 18 19
A 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1A

 
 
 

. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A 
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A 
2 2 4 6 8 A 12 14 16 18 1A
3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 2A
4 4 8 12 16 1A 24 28 32 36 3A
5 5 A 15 1A 25 2A 35 3A 45 4A
6 6 12 18 24 2A 36 42 48 54 5A
7 7 14 21 28 35 42 49 56 63 6A
8 8 16 24 32 3A 48 56 64 72 7A
9 9 18 27 36 45 54 63 72 81 8A
A A 1A 2A 3A 4A 5A 6A 7A 8A 9A

 
 
Postupme dále a zaměňme vedle číslice 0 ještě i číslici 1 číslicemi A(=10) a B(=11). Čís-

licemi 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B se pak vyjádří přirozená čísla takto: *, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, 
B, *, *, *, *, *, *, *, *, *, *, *, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 2A, 2B, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 
38, 39, 3A, 3B, 42, 43, ..., 99, 9A, 9B, A2, A3, A4, ..., AB, B2, B3, ..., B9, BA, BB, *, *, *, 
..., 222, 223, ... Hvězdičky znamenají, že příslušná čísla nelze danými číslicemi vyjádřit. 

I zde vypočítáme několik příkladů s operací sčítání: 
55 + 16 = 6B 
2B + B8 = nelze sečíst (bylo by to 149) 

  A6 + B4 = nelze sečíst (bylo by to 1BA) 
 
Opět jsme se přesvědčili o obtížnosti provádět jednoduché operace s neobvyklými čísli-

cemi. A opět nám mohou pomoci tabulky pro malou sčítalku a násobilku: 
 
 
 

Postupme dále a zaměňme vedle čı́slice 0 ještě i čı́slici 1 čı́slicemi A(=10) a B(=11).
Čı́slicemi 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A, B se pak vyjádřı́ přirozená čı́sla takto: *, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, A, B, *, *, *, *, *, *, *, *, *, *, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 2A, 2B, 32, 33, 34, 35,
36, 37, 38, 39, 3A, 3B, 42, 43, . . . , 99, 9A, 9B, A2, A3, A4, . . . , AB, B2, B3, . . . , B9,
BA, BB, *, *, *, . . . , 222, 223, . . . Hvězdičky znamenajı́, že přı́slušná čı́sla nelze danými
čı́slicemi vyjádřit.

I zde vypočı́táme několik přı́kladů s operacı́ sčı́tánı́:

55 + 16 = 6B
2B + B8 = nelze sečı́st (bylo by to 149)
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A6 + B4 = nelze sečı́st (bylo by to 1BA)

Opět jsme se přesvědčili o obtı́žnosti provádět jednoduché operace s neobvyklými
čı́slicemi. A opět nám mohou pomoci tabulky pro malou sčı́talku a násobilku:

+ 2 3 4 5 6 7 8 9 A B 
2 4 5 6 7 8 9 A B * * 
3 5 6 7 8 9 A B * * * 
4 6 7 8 9 A B * * * * 
5 7 8 9 A B * * * * * 
6 8 9 A B * * * * * * 
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. 2 3 4 5 6 7 8 9 A B 
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4 8 * * * 24 28 32 36 3A 44
5 A * * 25 2A 35 3A 45 4A 55
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9 * 27 36 45 54 63 72 7B 8A 99
A * 2A 3A 4A 5A 6A 7A 8A 9A AA
B 22 33 44 55 66 77 88 99 AA BB

 
 
Kdybychom zaměňovali další číslice, situace by byla stále složitější a stále více čísel by 
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Kdybychom zaměňovali dalšı́ čı́slice, situace by byla stále složitějšı́ a stále vı́ce čı́sel
by nešlo novými čı́slicemi vyjádřit. A to nás přesvědčuje o dokonalosti našı́ pozičnı́
desı́tkové soustavy.
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Závěr
Počı́tánı́ v pozičnı́ desı́tkové soustavě s jinými čı́slicemi než s těmi, na něž jsme

zvyklı́, bud’ vůbec nenı́ možné, nebo je pro nás velmi nezvyklé. Přitom si však zajisté
uvědomı́me, že postupným procvičovánı́m operacı́ s neobvyklými čı́slicemi bychom stále
vı́ce tento problém uchopovali. A dokonce kdybychom se učili takto počı́tat od mládı́,
zdálo by se nám naopak složité počı́tat tak, jak jsme zvyklı́ nynı́.
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Pracovnı́ dı́lny

Integrujeme v matematike ZŠ (ITV ako most pri

prechode žiakov z 1. na 2. stupeň ZŠ)

Jaroslava Brincková1

Anotácia: V pokusoch i integrovanú tematickú výučbu (ITV) prı́rodných vied možno
registrovat’dva smery:

• Ponechat’klasickú štruktúru vyučovacı́ch predmetov odvodených od prı́rodných vied.
Tento model doplnit’integrovaným predmetom s názvom Prı́rodoveda (Prı́rodné vedy),
ktorý by nadväzoval na poznatky žiakov z 1. stupňa ZŠ v jednotlivých predmetoch.
V podstate by išlo o spájanie poznatkov žiakov, ktoré v predchádzajúcom školenı́
vnı́mali izolovane.

• Integrovat’ celú základnú výučbu klasických predmetov (matematika, fyzika, ché-
mia, biológia, geografia) do väčšieho vyučovacieho predmetu s názvom Prı́rodoveda
(Nauka o prı́rodných vedách). Matematika a informatika v tomto modeli preberá úlohu
prostriedku spracovania informáciı́.

Prvý model je jednoduchšı́, vyžaduje menej zmien a zásahov do učebných plánov
a má väčšı́ priestor pre realizáciu. Niektoré možné cesty integrácie vedú cez: spoločné
pojmy prı́rodných vied, životné prostredie a jeho súčasti, metodológiu prı́rodných vied,
výber niektorej disciplı́ny ako dominujúcej, selekciu významných procesov v prı́rode.
Úplná integrácia učiva umožňuje učitel’om objavit’ značné časové rezervy v učebnom
pláne a umožnit’ aj využitie metód a postupov nácviku sociálnych zručnostı́ a práce
v skupine, ktoré sú prı́pravou na skupinovú prácu a uplatnenie detı́ v budúcom pracovnom
procese. Táto forma spolupráce obohacuje efekt vyučovania tým, že mnohé poznatky si
žiaci osvojujú a upevňujú vzájomnou komunikáciou. V prı́prave učitel’ov matematiky
tvorı́me matematické slovné úlohy umožňujúce integrovat’ poznatky prı́rodovedných a
humanitných predmetov.

Na úvod
Otázky koordinácie a integrácie vyučovania prı́rodovedných predmetov sa stávajú

dôležitým prvkom modernej prestavby nášho školstva. Je nepochybné, že lepšia koordi-
nácia prı́rodovedných predmetov prispieva k skvalitneniu vyučovania. Časopis Science
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    Otvoreným problémom zostáva určiť základné východiskové princípy  koordinácie a 
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Otvoreným problémom zostáva určit’základné východiskové princı́py koordinácie a
integrácie, rozriešit’problém, kde a za akých podmienok pristúpit’k vytvoreniu integrova-
ných predmetov, ako včlenit’takýto predmet do súčasnej sústavy vyučovacı́ch predmetov,
ako organizačne zabezpečit’ realizáciu predmetu, vytvorenie obsahu, prı́pravu učitel’ov,
učebnı́c a pod. Snahy zaviest’ do škôl vyučovacı́ predmet Prı́rodoveda (Prı́rodné vedy)
nie sú nové. V matematike sa v minulosti tieto snahy prejavili aj pri tvorbe matematickej
čı́tanky, ktorá sa na školách v Rakúsko – Uhorsku objavila okolo roku 1870. Je to vlastne
čı́tanie pre žiakov spojené s riešenı́m matematických úloh, prevažne slovných problémov
(Kováčik, 2000). Na prvom stupni ZŠ sa úspešne vyučuje aj elementárna prı́rodoveda a
ako predmet a sa osvedčila. V pokusoch i integrovanú výučbu prı́rodných vied možno
registrovat’dva smery.

1. Ponechat’klasickú štruktúru vyučovacı́ch predmetov odvodených od prı́rodných vied.
Tento model doplnit’integrovaným predmetom s názvom Prı́rodoveda (Prı́rodné vedy),
ktorý by nadväzoval na poznatky žiakov z jednotlivých predmetov. V podstate by išlo
o spájanie poznatkov žiakov, ktoré v predchádzajúcom školenı́ vnı́mali izolovane.

2. Integrovat’celú základnú výučbu klasických predmetov (matematika, fyzika, chémia,
biológia, geografia) do väčšieho vyučovacieho predmetu s názvom Prı́rodoveda (Nauka
o prı́rodných vedách).

Model a) je jednoduchšı́, vyžaduje menej zmien a zásahov do učebných plánov a má väčšı́
priestor pre realizáciu. Tomuto čiastočne zodpovedá aj zavedenie predmetu Prı́rodoveda
v 9. ročnı́ku ZŠ.

1. Integrujúci faktor – VESMÍR
Integračné snahy v prı́rodných vedách sa premietli vo vzdelávacı́ch systémoch niek-

torých krajı́n do projektov integrovanej výučby, ktoré zahŕňajú predovšetkým nižšie
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ročnı́k základnej školy, ale často aj stredné školy a prı́pravu budúcich učitel’ov. K sta-
noveniu obsahu a časovej postupnosti učiva sa pristupuje v jednotlivých vzdelávacı́ch
projektoch rôznymi cestami,ktoré sa spravidla neopakujú a každá obsahuje prvky zvlášt-
nosti a výnimočnosti. K faktorom, ktoré najviac ovplyvňujú obsahovú náplň učiva patrı́
predovšetkým vol’ba integrujúceho faktora.

Niektoré možné cesty integrácie:

• cez spoločné pojmy prı́rodných vied

• cez životné prostredie a jeho súčasti

• cez metodológiu prı́rodných vied

• výberom niektorej disciplı́ny ako dominujúcej

• selekciou významných procesov v. prı́rode.

V učitel’skej obci pre 2. a 3. stupeň školy vyvoláva diskusiu otázka hlavného integru-
júceho predmetu. Má to byt’fyzika, ekológia, environment, či matematika? Katedra fyziky
FPV UMB v Banskej Bystrici vypracovalav rámci projektu Tempus návrh na integráciu
prı́rodovedného učiva v 9. ročnı́ku ZŠ a zaradila do študijného programu učitel’ov pre
5.–12. ročnı́k volitel’ný predmet Prı́rodoveda. Pri výbere obsahu predmetu zohrával vý-
znamnú úlohu aj adresát, ktorému sú texty určené. Vypracované nové texty sú vyvážené
tak, aby boli vhodné pre všetkých učitel’ov prı́rodovedných predmetov. Túto požiadavku
pomohla splnit’aj vol’ba integrujúceho faktora – vesmı́ru, ktorý je vlastne našim ekologic-
kým prostredı́m a akceptovanie evolúcie vesmı́ru ako modelu pre vytváranie časového a
obsahového členenia predmetu (Holec, 1998, s. 5). Ekológovia navrhujú ako integrujúci
faktor ekologické princı́py, predovšetkým princı́p jednoty živého s neživým. V tom má
integrácia prı́rodovedného vzdelávania hlboký poznávacı́ zmysel a dlhodobo pozitı́vny
praktický význam.

Integrujúci faktor vesmı́r ako východisko pre štruktualizáciu predmetu umožňuje pri
vysvetl’ovanı́ postupovat’od jednoduchšieho k zložitejšiemu. Preto „pochopitel’ný svet“
značı́, že vieme vysvetlit’, prečo niečo je práve také ako je, prečo nemá iné vlastnosti
a prečo sa čosi deje práve tak a nie naopak. Ak sa neuspokojı́me len s kvalitatı́vnymi
odpoved’ami, ale radi by sme poznali aj kvantitatı́vnu stránku všetkého diania vo svete,
tak ako uvádza P. Klenovčan (2000), nevyhnutne potrebujeme vhodný „jazyk“, ktorý
nám poznané zákonitosti sprostredkuje v kvantitatı́vnej podobe. Týmto jazykom je ma-
tematika. Nevyžaduje znalost’ konkrétneho významu použı́vaných pojmov, ale len ich
kvantitu. Pre matematiku nie je dôležité, či skúmame kamene, jablká, zvieratá alebo l’udı́,
ale iba ich počet. Matematika teda nerozlišuje predmet skúmania tej – ktorej vedy, ale
všetkým poskytuje rovnaký formalizmus na „spracovanie“ údajov. Je preto prirodzeným
a vel’mi účinným integračným činitel’om. Predstavuje najúspornejšı́ spôsob generovania
a sprostredkovania informáciı́, preto by sa jej malo v procese rozvı́jania integračných
tendenciı́ vo vyučovanı́ venovat’dostatok pozornosti.
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Prax si vyžaduje rôzne kvantifikátory, ako sú prirodzené čı́sla, zlomky, komplexné
čı́sla a na vyššej úrovni aj také matematické nástroje, ako funkcie, množiny, grupy,
vektory, tenzory, atd’. Práca s nimi si vyžaduje časovo náročné osvojenie poznatkov,
zručnostı́ a schopnostı́ vykonávat’rozličné operácie. Skúmanie vzt’ahov v rámci matema-
tických štruktúr viedlo k tomu, že sa matematika postupne vyprofilovala ako zložitá vedná
disciplı́na, ktorá si plným právom nárokuje na určitú autonómiu, čiže rozvoj na vlast-
nom „piesočku“, a to nezávisle od toho, či takto zı́skané výsledky možno bezprostredne
aplikovat’, alebo nie.

Pri kvantifikácii rozličných v praxi použı́vaných pojmov sa stretávame s viacerými
problémami. Možnost’ vyjadrenia čı́slom si vyžaduje definı́ciu vhodnej jednotky. Na
definı́cii sa možno dohodnút’, ale nie vždy sa počı́talo s tým, že prı́slušná jednotka by
mohla závisiet’aj od okolnostı́ merania. Výrazne sa to prejavilo v súvislosti so zvolenými
jednotkami na meranie hmotnosti, dĺžky a času, čo potom viedlo k známym tvrdeniam,
že hmotnost’telies závisı́ od ich pohybu a že pohybom sa deformuje aj samotný priestor
a čas. Ako základné integrujúce prvky vesmı́ru z aspektu Prı́rodovedy a ich vplyv na
Zemi určujeme preto čas, priestor, hmotu, energiu a informáciu. Vzt’ahy k jednotlivým
predmetom môžeme znázornit’nasledujúcou schémou:

Predstavuje najúspornejší spôsob generovania a sprostredkovania informácií, preto by sa jej 
malo v procese rozvíjania integračných tendencií vo vyučovaní venovať dostatok pozornosti. 
     Prax si  vyžaduje rôzne kvantifikátory, ako sú prirodzené čísla,  zlomky, komplexné čísla a 
na vyššej úrovni aj také matematické nástroje, ako funkcie, množiny, grupy, vektory, tenzory, 
atď. Práca s nimi  si vyžaduje časovo náročné osvojenie poznatkov, zručností a schopností 
vykonávať rozličné operácie. Skúmanie vzťahov v rámci matematických štruktúr viedlo 
k tomu, že sa matematika postupne vyprofilovala ako zložitá vedná disciplína, ktorá si plným 
právom nárokuje na určitú autonómiu, čiže rozvoj na vlastnom “piesočku“, a to nezávisle od 
toho, či takto získané výsledky možno bezprostredne aplikovať, alebo nie.  
     Pri kvantifikácii rozličných v praxi používaných pojmov sa stretávame s viacerými 
problémami. Možnosť vyjadrenia číslom si vyžaduje definíciu vhodnej jednotky. Na definícii 
sa možno dohodnúť, ale  nie vždy sa počítalo s tým, že príslušná jednotka by mohla závisieť 
aj od okolností merania. Výrazne sa to prejavilo v súvislosti so zvolenými jednotkami na 
meranie hmotnosti, dĺžky a času, čo potom viedlo k známym tvrdeniam, že hmotnosť telies 
závisí od ich pohybu a že pohybom sa deformuje aj samotný priestor a čas. Ako základné 
integrujúce prvky vesmíru z aspektu Prírodovedy a ich vplyv na Zemi  určujeme preto čas, 
priestor, hmotu, energiu a informáciu. Vzťahy k jednotlivým predmetom môžeme znázorniť 
nasledujúcou schémou: 
 
Schéma č.2:  
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    Plná integrácia učiva v škole predpokladá rozpracovať obsah učiva v škole tak, aby 
celoročná téma školy a vybrané podtémy umožňovali učiteľom vo všetkých ročníkoch a 
predmetoch využiť nové vedomosti na rozvoj osobnosti žiaka. Celoročná téma je stanovená 
na zjednocujúcom pojme, napríklad v 7. ročníku ZŠ téma Človek - súčasť prírody skúma 
vzájomné závislosti okolo nás a v nás, ( ako nám určité vedomosti pomáhajú chápať svet).   
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Má organizujúci  aspekt: cesty – súvislosti, poznanie a ochrana životného prostredia. Má 
logické zdôvodnenie: všetko so všetkým súvisí. Minulosť, prítomnosť, budúcnosť sú pojaté 
dynamicky. Vedomosti idú spolu s uvedomením si seba samého.  
     Prírodu a človeka v nej  môžeme skúmať vo vyšších ročníkoch ZŠ aj v integrácii poznania 
v rámci prírodného prostredia: 
 
Schéma 3. Vybrané prvky prírodného prostredia a možnosti ich integrácie 
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Plná integrácia učiva v škole predpokladá rozpracovat’obsah učiva v škole tak, aby
celoročná téma školy a vybrané podtémy umožňovali učitel’om vo všetkých ročnı́koch a
predmetoch využit’nové vedomosti na rozvoj osobnosti žiaka. Celoročná téma je stano-
vená na zjednocujúcom pojme, naprı́klad v 7. ročnı́ku ZŠ téma Človek – súčast’prı́rody
skúma vzájomné závislosti okolo nás a v nás, ( ako nám určité vedomosti pomáhajú
chápat’ svet). Má organizujúci aspekt: cesty – súvislosti, poznanie a ochrana životného
prostredia. Má logické zdôvodnenie: všetko so všetkým súvisı́. Minulost’, prı́tomnost’,
budúcnost’sú pojaté dynamicky. Vedomosti idú spolu s uvedomenı́m si seba samého.

Prı́rodu a človeka v nej môžeme skúmat’ vo vyššı́ch ročnı́koch ZŠ aj v integrácii
poznania v rámci prı́rodného prostredia:

Schéma č. 4. Príklad celoročnej témy realizovanej na cvičnej  ZŠ  
 

Obr.č.2 
 
 
 
 
  
    
 
 
  
 

         
    Takýto rámcový plán školy umožňuje v jednotlivých ročníkoch na každý týždeň vo 
všetkých predmetoch spracovať vyučovací obsah tak, aby texty úloh a bádateľské práce spolu 
s pojmami preberanými podľa učebných osnov sa stali pre žiakov zmysluplné. Táto neľahká 
úloha v matematike predpokladá, že učitelia sú  dostatočne oboznámení s obsahom učiva 
matematiky v jednotlivých ročníkoch školy. Poznajú logické súvislosti medzi jednotlivými 
zložkami daného budovaného pojmu a tiež poznajú obsah učiva ostatných predmetov 
vyučovaných na ZŠ. Ľahšie sa jej zmocnia študenti 1. stupňa ZŠ. 
           Pri tvorbe podtém sme v príprave učiteľstva matematiky pre ZŠ volili integrujúce 
učivo mesiaca a týždňa matematiku, slovenský jazyk, zemepis a prírodopis. Zostavili sme 
kľúčové pojmy, fakty a zručnosti jednotlivých predmetov, ktoré si má žiak v plnom rozsahu 
osvojiť na veku primeranej úrovni. V 7. ročníku ZŠ v téme „Prebúdzanie prírody“ bol na  
vybraný človek na potulkách Amerikou. Tému mesiaca sme rozdelili do štyroch týždňov:  
1. Život je mozaika,  2. Hľadáme stredy,  3. Osi v nás a mimo nás, 4.Liečia nás a nie sú lekári. 
Záver 
    Úplná integrácia učiva umožňuje učiteľom pri práci v predmetovej komisii objaviť značné 
časové rezervy v učebnom pláne. Ponúka aj využitie metód a postupov nácviku sociálnych 
zručností a práce v skupine, ktoré sú prípravou na skupinovú prácu a uplatnenie žiakov 
v budúcom pracovnom procese. Táto forma spolupráce obohacuje efekt vyučovania tým, že 
mnohé poznatky si žiaci osvojujú a upevňujú vzájomnou komunikáciou. V matematike je táto 
integrácia prínosom predovšetkým pri tvorbe motivačného rámca vyučovacej hodiny a pri 
tvorbe textov slovných úloh z prostredia, ktoré je žiakom známe a veku primerané. Pracovná 
dielňa bola zameraná na nácvik tvorby pojmových máp a slovných úloh s využitím 
medzipredmetových javov. Z jej záverov vyplynulo, že za najrealizovateľnejší postup 
v bežnom školskom prostredí pri voľbe aktivít  sprístupňujúcich matematické učivo 
považujeme v súčasnosti postup v ktorom je integrované vyučovanie významným doplnkom, 
umožňujúcim syntézu nadobudnutých poznatkov o aplikácii učiva v praxi ale nie je len 
jedinou formou vyučovania. 
Literatúra: 
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Takýto rámcový plán školy umožňuje v jednotlivých ročnı́koch na každý týždeň vo
všetkých predmetoch spracovat’vyučovacı́ obsah tak, aby texty úloh a bádatel’ské práce
spolu s pojmami preberanými podl’a učebných osnov sa stali pre žiakov zmysluplné.
Táto nel’ahká úloha v matematike predpokladá, že učitelia sú dostatočne oboznámenı́
s obsahom učiva matematiky v jednotlivých ročnı́koch školy. Poznajú logické súvislosti
medzi jednotlivými zložkami daného budovaného pojmu a tiež poznajú obsah učiva
ostatných predmetov vyučovaných na ZŠ. L’ahšie sa jej zmocnia študenti 1. stupňa ZŠ.

Pri tvorbe podtém sme v prı́prave učitel’stva matematiky pre ZŠ volili integrujúce
učivo mesiaca a týždňa matematiku, slovenský jazyk, zemepis a prı́rodopis. Zostavili
sme kl’účové pojmy, fakty a zručnosti jednotlivých predmetov, ktoré si má žiak v plnom
rozsahu osvojit’na veku primeranej úrovni. V 7. ročnı́ku ZŠ v téme „Prebúdzanie prı́rody“
bol na vybraný človek na potulkách Amerikou. Tému mesiaca sme rozdelili do štyroch
týždňov: 1. Život je mozaika, 2. Hl’adáme stredy, 3. Osi v nás a mimo nás, 4. Liečia nás
a nie sú lekári.
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Záver
Úplná integrácia učiva umožňuje učitel’om pri práci v predmetovej komisii objavit’

značné časové rezervy v učebnom pláne. Ponúka aj využitie metód a postupov nácviku
sociálnych zručnostı́ a práce v skupine, ktoré sú prı́pravou na skupinovú prácu a uplat-
nenie žiakov v budúcom pracovnom procese. Táto forma spolupráce obohacuje efekt
vyučovania tým, že mnohé poznatky si žiaci osvojujú a upevňujú vzájomnou komuni-
káciou. V matematike je táto integrácia prı́nosom predovšetkým pri tvorbe motivačného
rámca vyučovacej hodiny a pri tvorbe textov slovných úloh z prostredia, ktoré je žiakom
známe a veku primerané. Pracovná dielňa bola zameraná na nácvik tvorby pojmových
máp a slovných úloh s využitı́m medzipredmetových javov. Z jej záverov vyplynulo, že
za najrealizovatel’nejšı́ postup v bežnom školskom prostredı́ pri vol’be aktivı́t sprı́stup-
ňujúcich matematické učivo považujeme v súčasnosti postup, v ktorom je integrované
vyučovanie významným doplnkom, umožňujúcim syntézu nadobudnutých poznatkov
o aplikácii učiva v praxi, ale nie je len jedinou formou vyučovania.
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Přı́spěvek k rozvoji funkčnı́ho myšlenı́ studentů

Petr Eisenmann1

Tento přı́spěvek si klade za cı́l poskytnout materiál, který může ve výuce matematiky
sloužit k motivaci, ilustraci i hlubšı́mu porozuměnı́ základnı́m pojmům a idejı́m diferen-
ciálnı́ho a integrálnı́ho počtu a rozvoji funkčnı́ho myšlenı́. Podnětem k sestavenı́ tohoto
celku byla zmı́nka o kreslenı́ a interpretaci grafů reálných funkcı́ ve [Schmidt 1993].

1PF UJEP, Ústı́ nad Labem, eisenmannp@pf.ujep.cz
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Výchozı́ situacı́ je naplňovánı́ nádoby tekutinou. Na úvod uvažujme těleso tvaru
rotačnı́ho válce s poloměrem podstavy R a výškou H. Nechme do této nádoby shora
přitékat konstantnı́m přı́tokemQ kapalinu a ptejme se: Jak vypadá závislost výšky hladiny
na čase?

Je zřejmé, že se jedná o lineárnı́ funkci (viz obr. 1), jejı́ž graf procházı́ počátkem
soustavy souřadnic. Necht’se válec naplnı́ za čas t do výšky h. Objem V (h) této části je
zřejmě roven

V (h) = πR2h = Qt.

Z této rovnice zı́skáváme hledanou lineárnı́ funkci

h(t) =
Q

πR2
· t,

která splňuje jak uvedenou počátečnı́ podmı́nku h(0)= 0, tak i fakt, že v čase naplněnı́
celého válce

T =
πR2H

Q

platı́

h(T ) = H.

Za pozornost stojı́, že podı́l objemového přı́toku Q a obsahu kolmého průřezu πR2

vyjadřuje rychlost zvyšovánı́ hladiny, která je v tomto přı́padě konstantnı́. Definičnı́m
oborem funkce h(t) je uzavřený interval 〈0,T 〉, oborem hodnot uzavřený interval 〈0,H〉.

Z metodického hlediska má význam nechat studenty nakreslit do jednoho souřadni-
cového systému obrázky grafů funkcı́ h(t) pro dva válce lišı́cı́ se jednı́m parametrem (viz
obr. 2).
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Obrat’me nynı́ pozornost k rotačnı́mu kuželi (viz obr. 3). Jak bude zde vypadat průběh
naplňovánı́? Jaká elementárnı́ funkce jej bude popisovat?

Zřejmě platı́

V (h) =
1
3
π(r(h))2 · h = 1

3
π

(
h · R

H

)2
· h = 1

3
π
R2

H2
· h3.

Z rovnosti

V (h) = Q · t
dostáváme hledanou funkci

h(t) =
3

√
3H2Q
πR2

· t

vyjadřujı́cı́ závislost výšky hladiny h na čase t. Zřejmě i ona vyhovuje okrajovým pod-
mı́nkám h(0) = 0 a h(T ) = H , kde doba naplněnı́ je

T =
πR2H

3Q
.

Podle očekávánı́ je to funkce rostoucı́. Nemělo by nás překvapit ani to, že je konkávnı́
- kužel takto na špičku postavený se přece s rostoucı́ výškou rozšiřuje a hladina tedy bude
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stoupat stále pomaleji. Takové úvahy mohou pozitivně přispı́vat k rozvoji funkčnı́ho
myšlenı́ a studenti by měli mı́t možnost je ve výuce provádět.

Zastavme se nynı́ na okamžik u chovánı́ této funkce v okolı́ počátku. Jakou tečnu
má funkce h(t) v tomto bodě zprava? Z obrázku 3 je zřejmé, že jı́ je svislá osa h. Ano,
vždyt’korektně řečeno, platı́ h′+(0) =∞. Tuto úvahu lze využı́t ve výuce k propedeutice
infinitezimálnı́ho počtu. Nevlastnı́ derivace funkce h(t) v okolı́ počátku přece odpovı́dá
tomu, že rychlost zvyšovánı́ hladiny je v „nekonečně malé špičce“ kužele nekonečné
velká.

I zde lze opět kreslit do jednoho systému obrázky grafů funkcı́ h(t) pro různé kužely,
komolý kužel, válec a „vepsaný kužel“ atd.

Čtenář už jistě cı́tı́, že čas nazrál pro obecné řešenı́ celého problému.
Necht’ tedy je r(h) spojitá funkce definovaná na uzavřeném intervalu 〈0,H〉, která

je na intervalu (0, H) kladná. Nazývejme ji nadále tvarovou funkcı́. Rotacı́ grafu této
funkce kolem osy nezávisle proměnné h vznikne rotačnı́ těleso s objemem QT a výškou
H (viz obr. 4).

Dojde-li při naplňovánı́ tohoto tělesa konstantnı́m přı́tokem kapaliny Q ve výšce h
za elementárnı́ čas dt k elementárnı́mu přı́růstku objemu Qdt (viz obr. 5), je možné jej
aproximovat objemem elementárnı́ho válečku o poloměru r(h) a výšce dh.

Z rovnice Qdt = πr2(h)dh(1) dostáváme diferenciálnı́ rovnici
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dh

dt
=

Q

πr2(h)
, (1)

jejı́mž jednı́m partikulárnı́m řešenı́m je hledaná funkce h(t), kterou budeme nazývat
výšková naplňovacı́ funkce. K nı́ inverznı́ funkcı́ na intervalu 〈0,H〉 je tzv. časová
naplňovacı́ funkce t(h), která udává, za jaký čas se těleso naplnı́ do výšky h.

Čtenář si může sám vyzkoušet, že diferenciálnı́ rovnice (1) vede u již elementárnı́m
způsobem vyřešeného válce a kužele ke správným výsledkům.

Jaké vlastnosti má naplňovacı́ funkce obecně? Vzhledem k tomu, že se jedná
o navzájem inverznı́ funkce, budeme se nadále vyjadřovat napřı́klad pouze o výškové
naplňovacı́ funkci h (t).

Za prvé: Funkce h (t) je diferencovatelná, tedy i spojitá.

Tento závěr plyne ze spojitosti funkce na pravé straně rovnice (1) a tedy i spojitosti
funkce h′(t). Podı́vejme se v této souvislosti na těleso z obrázku 7. Tvarová funkce r(h)
je pro studenty cenným přı́kladem neelementárnı́ funkce

r(h) =
R

H1
· h, proh ∈ 〈0, H1),

r(h) = R, proh ∈ 〈H1, H〉.

Těleso samo je složeno z kužele o výšce H1 a na něj navazujı́cı́ho válce o poloměru
R. Z hlediska rozvoje funkčnı́ho myšlenı́ bude přı́nosné, zkusı́-li studenti odhadnout tvar
naplňovacı́ funkce ještě před výpočtem. I funkce h(t) bude zřejmé „složená“ z již výše
určené naplňovacı́ funkce pro samotný kužel a válec. Vzhledem k tomu, že v čase naplněnı́
kužele T1 je hladina ve výšce H1, je třeba umı́stit počátek grafu lineárnı́ naplňovacı́
funkce pro navazujı́cı́ válec do bodu [T1, H1]. Funkce h(t) bude rovněž neelementárnı́,
ale diferencovatelná na celém intervalu (0, H) (viz obr. 8).
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h(t) =
3

√
3H21Q
πR2

· t, pro t ∈ 〈0, T1) ,

h(t) = H1 +
Q

πR2
(t− πR2H1

3Q
), pro t ∈ 〈T1, T 〉 ,

kde

T1 =
πR2H1
3Q

a T =
πR2H1
3Q

+
πR2 (H −H1)

Q
.

Bude užitečné, ověřı́-li si studenti, že funkce h(t) splňuje opravdu vše, co od nı́
očekáváme. Platı́:

h(0) = 0 , h(T1) = H1 , h(T ) = H , lim
t→T−

1

h(t) = H1.

Rovnost

h′−(T1) = h
′
+(T1) =

Q

πR2

dále potvrzuje skutečnost obsaženou v rovnici (1), že totiž derivace výškové naplňovacı́
funkce h(t) (rychlost přibývánı́ hladiny) závisı́ pouze na poloměru tělesa v dané výšce
r(h), tedy možná překvapivé zjištěnı́, že kruhová hladina daného poloměru přibývá stejně
rychle v tělesech libovolných tvarů. Táž rovnost vyjadřujı́cı́ diferencovatelnost funkce
h(t) v bodě T1 splňuje naše očekávánı́: Při spojité změně poloměru se i rychlost zvyšovánı́
hladiny měnı́ spojitě.

Za druhé: Funkce h(t) je rostoucı́. Plyne to z názoru i z rovnice (1), jejı́ž pravá strana
je na intervalu (0, H ) většı́ než nula. Derivace výškové naplňovacı́ funkce h(t) je tedy
na intervalu (0,T ) kladná a funkce h(t) rostoucı́.
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Třetı́ a čtvrtý závěr lze vyvodit z rovnice

d2h

dt2
= −2Q

2

π2
1

r5(h)
dr

dh
,

kterou obdržı́me po zderivovánı́ rovnice (1) podle času. Protože znaménko 2. deri-
vace výškové naplňovacı́ funkce podle času ovlivňuje pouze znaménko derivace tvarové
funkce podle výšky, lze vyslovit následujı́cı́ tvrzenı́.

Je-li tvarová funkce r(h) rostoucı́ (resp. klesajı́cı́), je výšková naplňovacı́ funkce h(t)
konkávnı́ (resp. konvexnı́).

Tato věta je v souladu s našı́m očekávánı́m. Jestliže se těleso při naplňovánı́ rozšiřuje
(r(h) je rostoucı́), rychlost zvyšovánı́ hladiny se zmenšuje (h(t) je konkávnı́). Jestliže
se naopak se zvyšujı́cı́ hladinou těleso zužuje (klesajı́cı́ r(h)), bude hladina stoupat stále
rychleji (konvexnı́ h(t)).

Přı́mým důsledkem této věty je dalšı́ tvrzenı́:
Má-li tvarová funkce r (h) ve výšce h0 lokálnı́ extrém, má časová naplňovacı́ funkce

t (h) v této výšce h0 inflexnı́ bod.
Nakreslete si v této souvislosti graf výškové naplňovacı́ funkce h(t) u prostřednı́ch

dvou těles z obrázku 9!

Čtveřice právě uvedených vět nám umožňuje bez potı́žı́ načrtnout obrázky grafů
naplňovacı́ch funkcı́ u různých těles. Dovedete je nakreslit pro všechna tělesa z obrázku
9?

Pro rozvoj funkčnı́ho myšlenı́ studentů bude přı́nosné, budeme-li postupovat i opačně,
tj. načrtneme-li tvar těles, která majı́ naplňovacı́ funkce tvaru zachyceného např. na
obrázku 10.
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Lze jistě vyvodit či z obrázků grafů vypozorovat celou řadu dalšı́ch souvislostı́ mezi
vlastnostmi tvarové funkce r(h) a chovánı́m naplňovacı́ch funkcı́ h(t) a t(h). Je napřı́klad
patrné, že symetrická tělesa podle roviny kolmé na rotačnı́ osu majı́ středově souměrnou
naplňovacı́ funkci.

Závěrem chci vyjádřit přesvědčenı́, že prezentace uvedeného problému ve výuce
může přispět k motivaci či hlubšı́mu pochopenı́ pojmů funkce, inverznı́ funkce, konvexnı́
a konkávnı́ funkce, spojitost a diferencovatelnost funkce, lokálnı́ extrém, parametrický
systém funkcı́. Výhodou je i to, že se dá prezentovat v téměř libovolné šı́ři – přes pouhé
intuitivnı́ kreslenı́ obrázků grafů navzájem si odpovı́dajı́cı́ch naplňovacı́ch a tvarových
funkcı́ až po vytvářenı́ a dokazovánı́ hypotéz u závěrem zmı́něného (a jistě ne jedineč-
ného) zobecněnı́. Navı́c může pozitivně posloužit rozvoji funkčnı́ho myšlenı́ studentů.

Literatura

Schmidt, G. : Kommt das auch in der Arbeit dran?, Der Mathematikunterricht 39 (1993),
10 – 28

Projekty v hodinách matematiky (6.–9. ročnı́k ZŠ)

Miroslav Hricz1

Na Dva dny s didaktikou matematiky 2003 jsem připravil dı́lnu „Projekty v hodinách
matematiky“.

V rámci výuky matematiky se snažı́m maximálně využı́t žákovskou aktivitu, tvořivost
i schopnost pracovat samostatně či spolupracovat ve skupině. To umožňuje mj. projektová
metoda. Žákovský projekt dle [6]:

1ZŠ U Santošky 1, Praha 5, www.santoska.cz, miroslav.hricz@santoska.cz, miroslav.hricz@centrum.cz
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• je část učiva, jejı́ž osvojenı́ směřuje k dosaženı́ určitého cı́le

• se vyznačuje otevřenostı́ v procesu učenı́

• je sestaven tak, že program učenı́ nenı́ před prováděnı́m projektu do všech jednotlivostı́
pevně stanoven, takže žáci nemohou projektem projı́t jako fixnı́m a shora daným

• vzniká a je realizován na základě žákovské odpovědnosti

• souvisı́ s mimoškolnı́ skutečnostı́, vycházı́ z prožitku žáků

• vede ke konkrétnı́m výsledkům.

1. Projekt „Slovnı́ úlohy“
Slovnı́ úlohy provázı́ žáky druhého stupně základnı́ školy ve vyučovánı́ velmi často.

Nacházejı́ je jednak v hodinách matematiky, ale též v jiných vyučovacı́ch předmětech.
Přestože mnohé tyto úlohy spojujı́ běžný život s tı́m školnı́m, bývajı́ pro žáky velmi
obtı́žné. Často už jen skutečnost, že žák má řešit slovnı́ úlohu, může být stresujı́cı́ a
přı́činou neúspěchu. Toto byla východiska pro přı́pravu projektu „Slovnı́ úlohy“ pro žáky
7. třı́dy v roce 2002. Podobný projekt byl realizován již v lednu 2001 a je popsán v [8].

Cı́lem projektu je procvičenı́ početnı́ch operacı́, které žáci již znajı́, ale také prope-
deutika učiva 8. ročnı́ku – slovnı́ úlohy řešené rovnicı́. Projekt byl volen jako dlouhodobý
(začátek dubna – pilotnı́ úloha, v průběhu května – realizace dalšı́ch úloh). Řešenı́ byla
použita i v 8. ročnı́ku při výuce kapitoly „slovnı́ úlohy řešené rovnicı́ “. Vhodné úlohy
jsem vybı́ral z dostupné literatury, učebnic a pracovnı́ch sešitů. Projekt byl zadáván
jako uzavřený. Úlohy ovšem umožňovaly žákovskou tvořivost a možnost vytvářet různé
interpretace řešenı́.

Pilotnı́ úloha byla řešena žáky jednotlivě, dalšı́ část projektu řešili žáci ve skupinkách.
Byl připraven následujı́cı́ harmonogram realizace:

• začátek dubna – pilotnı́ úloha, řešena jednotlivě

• květen – řešenı́ ve skupinách, sada prvnı́ch čtyř úloh

– dalšı́ úlohy, dle výběru žáků

• prezentace výsledků – před třı́dou, argumentace jednotlivých skupin

• k výsledkům projektu se vrátı́me v 8. ročnı́ku

Realizace projektu probı́hala ve škole v pěti vyučovacı́ch hodinách matematiky.
Předpokladem bylo, že se žáci některými úlohami budou zabývat i doma (mimo školu).
Pilotnı́ úloha byla zadána ústně celé třı́dě a žáci se nad řešenı́m zamýšleli samostatně.
Dalšı́ úlohy už řešili ve skupinkách.

V úterý 2. dubna 2002 jsem zadal následujı́cı́ pilotnı́ úlohu: Ve skladu bylo v pondělı́
ráno 25. března 2 850 beden zbožı́. Zbožı́ se ze skladu vydává nejpozději ve 13 hodin.
Zásoby se pravidelně doplňujı́ vždy v úterý a ve čtvrtek ve 14 hodin. Kolik beden bude ve
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skladu dnes (úterý 2. dubna) v 16 hodin? Vypočı́tej průměrný dennı́ stav zásob ve skladu
ve 13 hodin. Znázorni pomocı́ vhodného diagramu.

Žáci nejprve chvı́li nechápavě kroutili hlavou, ale pak se pustili do řešenı́. Řešili
samostatně. Jejich odpovědi na prvnı́ otázku by se daly rozdělit do dvou skupin. Jedni
řı́kali, že takový nesmysl nelze vůbec řešit, druzı́ přicházeli s konkrétnı́mi výsledky.
Občas se objevili formulace „kdyby přivezli/odvezli určitý počet, pak. . . “ Vše jsme
zapisovali na tabuli. Trvalo asi 10 minut, než někdo řekl, že je málo informacı́. Připustil
jsem, že je to pravda. Dalšı́ informace jsem byl ochoten poskytnout pouze jako odpověd’
na konkrétnı́ dotaz. To už nebyl problém. Do konce hodiny bylo zadánı́ na světě. Žáci
dostali za úkol řešit doma. Za týden jsme v hodině matematiky věnovali řešenı́m asi
10 minut. Vybraná řešenı́ byla vystavena na nástěnkách.

Řešenı́ dalšı́ch úloh probı́halo v květnu. Byla zdůrazněna důležitost myšlenkových
pochodů a schopnosti vysvětlit je. Mimořádně nebyl kladen důraz na zápis. Žáci pracovali
v maximálně čtyřčlenných skupinkách. Rozdělenı́ do skupin nebylo nijak ovlivňováno
a bylo plně v režii žáků. A nutno podotknout netrvalo snad ani minutu. Vzniklo sedm
čtyřčlenných skupin. Vzhledem k časovým možnostem jsme věnovali řešenı́ úloh 3 vy-
učovacı́ hodiny. Proto se na některé úlohy nedostalo.

Prvnı́ hodinu dostali žáci list 1 se čtyřmi úlohami. Dalšı́ hodinu dostali zbývajı́cı́
3 listy (celkově 15 úloh). Nabı́zı́m stručný komentář k některým řešenı́m.

Oráč s koňským povozem zorá pole za šest dnı́. Traktorista zorá totéž pole za dva
dny.

a) Jaký zlomek pole zorá oráč za jeden den?

b) Jaký zlomek pole zorá traktorista za jeden den?

c) Jak velkou část pole zorajı́ oba dva za jeden den?

d) Za jak dlouho zorajı́ celé pole, jestliže budou orat současně?

Řešenı́ a), b), c) pro většinu žáků nebyl většı́ problém. Výhodou byla práce ve
skupinkách. Vždy byli schopni vysvětlit si a obhájit svá řešenı́. Někteřı́ žáci měli problém
s úlohou d). Po vysvětlenı́ jedné ze skupin pochopili, že lze vyjı́t z výsledku úlohy c).

Ondra a Honza se při prázdninovém pobytu na chatě rozhodli, že půjdou do kina.
Chata, v nı́ž je ubytován Ondra, je 2 km od kina, Honza bydlı́ v chatě 3,5 km od
kina. Protože Ondra má kino blı́ž, vyšel o 20 minut později než Honza. Vzdálenost
ušel Ondra za 20 minut. Oba dorazili ke kinu současně.

a) Který z kamarádů šel rychleji?

b) Jakou rychlostı́ šel Honza?

Tato úloha byla pro žáky komplikovanějšı́. Jako matoucı́ se ukázal údaj 20 minut, což
vedlo často k odpovědi a): „Honza i Ondra šli stejně rychle“ nebo „Honza šel rychleji,
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protože ušel delšı́ vzdálenost za stejnou dobu jako Ondra kratšı́ vzdálenost“. Pouze jedna
skupina měla správné řešenı́ s jednoduchým zápisem:

Honza . . . . . . 3,5 km za 40 minut

Ondra . . . 2 km za 20 minut . . . 1km za 10 minut

Honza by musel ujı́t vzdálenost za 35 minut, ušel ji za 40 minut. Proto šel Ondra
rychleji.

Nádoba s vodou měla hmotnost 11 kg. Po odlitı́ poloviny množstvı́ vody byla jejı́
hmotnost 6 kg. Vypočtěte hmotnost prázdné nádoby.

Řešenı́ úlohy bylo téměř bezproblémové. Pouze jedna skupina vznesla připomı́nku,
že 6 kg nenı́ polovina z 11 kg.

Vašek má v prasátku 46 mincı́ s hodnotami 2 Kč a 5 Kč. Celkem v něm má 149 Kč.
Kolik kterých mincı́ má?

Věra má v kasičce 17 mincı́ s hodnotami 2 Kč a 5 Kč. Kolik kterých mincı́ v nı́ může
mı́t, jestliže vı́me, že v nı́ nenı́ vı́ce než 58 Kč?

Tyto dvě úlohy žáci často řešili zkusmo, většina z nich zapisovala údaje do tabulky.
Třı́da, ve které byl projekt realizován, je v matematice spı́še podprůměrná (přišla na

2. stupeň do 6. ročnı́ku jako sloučená, z původnı́ch dvou pátých třı́d odešlo mnoho dětı́
na gymnázium, tato skutečnost ovlivňuje i kvalitu znalostı́ a schopnostı́ žáků). Realizaci
projektu žáky i výsledky, ke kterým docházeli (byt’ se na některé úlohy nedostalo),
hodnotı́m jako úspěšnou. Žáci pochopili, že je dobré hledat souvislosti mezi jednotlivými
úlohami a že úlohy nemusı́ být vždy řazeny podle náročnosti. Také si opět potvrdili tezi, že
neplatı́: „čı́m delšı́ zadánı́, tı́m složitějšı́ a náročnějšı́ řešenı́“. Tyto informace jsem zı́skal
po skončenı́ projektu z odpovědı́ žáků v jednoduchém dotaznı́ku. Některé části projektu
budu přı́ště modifikovat (předpokládám realizaci tohoto projektu i v roce 2003/04 – opět
v 7. ročnı́ku). Napřı́klad bych omezil počet dotazů při zı́skávánı́ informacı́ v pilotnı́ úloze,
v prospěchově slabé třı́dě jsem to záměrně neudělal. Vı́ce bych určoval, které úlohy se
budou řešit, zvýšil počet skupin (dvojice, trojice), možná zařadil některé složitějšı́ úlohy.

2. Projekt „ZOH Salt Lake City 2002“
Součástı́ učiva matematiky je i kapitola Statistika. Učitelé se jı́ často obávajı́, „odučı́“

ji jen formálně. A přitom se děti se statistikou, zpracovávánı́m dat, tabulkami, grafy
apod. setkávajı́ téměř denně. Mimo jiné ve sportu. Cı́lem projektu, který spojuje výuku
matematiky a zájem dětı́ o sport, je zpracovánı́ dat, ale též upevněnı́ schopnosti žáků
spolupracovat ve skupinách, diskutovat, prosadit svůj názor, přistupovat na kompromisy,
uznat chybu, prezentovat své myšlenky, výsledky své práce apod. V roce 2002 jej řešili
žáci dvou paralelnı́ch třı́d 8. ročnı́ku. Zajı́mavé bylo i srovnánı́ práce v obou třı́dách.
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Projekt byl volen jako dlouhodobý, začı́nal v lednu, dále probı́hal po dobu trvánı́
olympiády (8.2.–25.2.) i po jejı́m skončenı́. Realizován byl ve vyučovánı́ (v hodinách
matematiky, rodinné a výtvarné výchovy) i mimo něj. K přı́pravě tohoto projektu mne
vedly dvě skutečnosti. Prvnı́ je kapitola Statistika v učivu 8. ročnı́ku ZŠ a druhý je konánı́
Zimnı́ch olympijských her v Salt Lake City. Projekt začı́nal diskusı́, pokračoval řešenı́m
pilotnı́ úlohy a skupinovou pracı́ (úlohy ze Sady 1 a Sady 2). Úlohy byly zadány jako
uzavřené, přesto byla možná tvořivá práce žáků. Harmonogram realizace a zadánı́ (Sada
1 a 2) projektu je popsán v [9].

Realizace projektu „ZOH Salt Lake City“ začala v lednu 2002 diskusı́ o vztahu
sportu a matematiky, která trvala jednu vyučovacı́ hodinu. 8. února 2002 pokračovala
otázkou „Čı́m je významný dnešnı́ den?“. Diskutovalo se opět téměř celou hodinu,
přičemž padlo i slovo statistika. V závěru diskuse bylo hlasovánı́m rozhodnuto, že třı́dy
budou zpracovávat pouze hokejový turnaj (v obou třı́dách zcela jednoznačný výsledek
hlasovánı́). Na následujı́cı́ch téměř 20 dnı́ byl uložen úkol sbı́rat informace, sledovat
zápasy a informace. 25. února (prvnı́ hodina matematiky po skončenı́ olympijských her)
byla zadána pilotnı́ úloha:

Ve středu 20. února 2002 ukončili naši hokejisté své působenı́ na ZOH 2002 prohrou
s Ruskem. Jediný gól zápasu padl v jeho 25.minutě (bylo odehráno 24:48). Jaká
část zápasu byla odehrána ve chvı́li, kdy padl gól? Jaká část zápasu zbývala do jeho
konce?

Pilotnı́ úloha předpokládala různorodost žákovských řešenı́ a tento předpoklad se též
naplnil. Milým překvapenı́m bylo, že žáky tato různorodost nijak nevyvedla z mı́ry a
vedla k diskusi o tom, jak jednotlivé skupiny postupovaly.

Na dalšı́ hodině věnované projektu (cca 20 minut) byly zadány úlohy ze Sady 1. Tyto
úlohy žáci řešili ve skupinách, které si sami vytvořili. Nebylo stanoveno žádné omezenı́
pro jejich sestavenı́. Po týdnu obdrželi žáci úlohy Sady 2.

Po skončenı́ práce a odevzdánı́ pracı́ jsme se vrátili k projektu asi po měsı́ci. V ho-
dině rodinné výchovy žáci diskutovali o možnostech využitı́ zjištěných a zpracovaných
informacı́. Obě třı́dy se rozhodli pro transparent zachycujı́cı́ tyto informace a vyvěšený
na chodbě. V jedné třı́dě byly vytvořeny dvě skupiny, druhá třı́da pracovala jako jedna
skupina.

Projektu bylo věnováno 5 hodin matematiky (2 hodiny diskusnı́, 1 hodinu řešenı́
pilotnı́ úloha, 2 hodiny – části, diskuse, prezentace dı́lčı́ch výsledků), 2 hodiny rodinné
výchovy a 2 hodiny výtvarné výchovy. Výsledky prezentovali žáci spolužákům z jiných
skupin a zpracované informace pak vyvěsili na chodbu. 1.část prvnı́ úlohy projektu byla
zadána hned po skončenı́ olympiády, za týden sada 1, za dalšı́ týden sada 2. Projekt byl
úspěšný a kapitolu Statistika nikdo z žáků nepovažuje za nudnou.

Pilotnı́ úloha byla řešena ve skupinách. Žáci ji řešili různými způsoby – použili
procenta, zlomky či desetinná čı́sla. Žáci ostatnı́m sdělovali své postupy a sami došli
k závěru, že některá řešenı́ jsou stejná, jen jinak vyjádřená.
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Úlohy Sady 1 byly řešeny ve skupinách, pro jejichž vytvořenı́ nebyla stanovena žádná
omezenı́. Úlohy Sady 2 byly řešeny v maximálně čtyřčlenných skupinách – jednotlivé
skupiny mohly spolupracovat. Zároveň bylo dovoleno měnit složenı́ skupin. Spolupráce
skupin byla žádoucı́ a výhodná. Nebylo v silách jednoho žáka sesbı́rat všechny potřebné
podklady pro vyřešenı́ úloh .

Prvnı́ třı́da (řı́kejme jı́ třeba 8. D) vytvořila pro závěrečné zpracovánı́ jednu skupinu.
Vybı́rali materiály pokud možno od co nejvı́ce žáků, vystavili i méně podařené práce.
Nutno podotknout, že žáci si práci rozdělili a opravdu velice dobře spolupracovali.
Společně pak vyvěsili vytvořený transparent na nástěnku na chodbě školy.

Ve druhé třı́dě (řı́kejme jı́ 8. E) byl patrný rozdı́l v práci skupin. Tato třı́da vytvořila
v závěrečné fázi projektu 2 skupiny. Prvnı́ skupina kladla důraz (zejména chlapci) na
úhledné grafy a digramy, většinou zpracované na počı́tači. Někteřı́ chlapci měli sklon práci
pouze dirigovat a řı́dit (vystřihni, nalep, dokresli apod.). Zbylým členům skupiny se to
však nelı́bilo a přiměli je k aktivnějšı́ spolupráci. Na chodbě však transparent připevňovala
jen část skupiny. Druhá skupina vybrala naopak vı́ce obrázků než informačnı́ch materiálů,
vı́ce však zvažovali různé varianty a vyslechli názor každého z členů. Společně pak
vyvěsili výsledek své práce.

Z diskuse se žáky o souvislostech sportu a matematiky je patrné, že děti vnı́majı́ statis-
tiku jako součást života (statistika zápasů, statistické zpracovánı́ voleb apod.). V hodinách
matematiky se s tı́mto pojmem zatı́m nesetkali. Statistické zpracovánı́ (tabulky, grafy,
diagramy) znajı́ od 6. třı́dy, kdy se společně potkáváme v hodinách matematiky. Pojmy
statistické šetřenı́, statistický soubor, rozsah souboru, modus, medián jsem nevysvětlil
já, ale žáci si jejich vysvětlenı́ vyhledali sami. Někteřı́ hledali na internetu, v encyklope-
diı́ch, všechny pojmy se však daly nalézt v učebnici Matematika s Betkou 3 pro 8. ročnı́k
základnı́ školy. Žáci zpočátku učebnici nepoužili, protože „nepředpokládali, že by tam
toto vysvětlenı́ našli“.

Moje působenı́ (role učitele) bylo následujı́cı́. Do diskuse na téma Sport a matematika
jsem přı́liš nezasahoval, všechny diskusnı́ přı́spěvky byly věcné. Do diskuse 8. února jsem
vstoupil několika otázkami „Čı́m je významný dnešnı́ den?“ „Bylo by možné připravit
projekt, který by spojoval ZOH a matematiku (resp. statistiku)?“ V závěru diskuse žáci
obou třı́d hlasovánı́m rozhodli, že budou zpracovávat pouze hokejový turnaj. Připravil
jsem úlohy Sady 1 a sady 2 a 25. února jsem zadal pilotnı́ úlohu. Při práci skupin byl
učitel spı́še v pozadı́.

Při realizaci projektu jsem spolupracoval se dvěma kolegyněmi. Já sám jsem vyučoval
matematice v obou třı́dách a rodinné výchově v jedné z nich (8. E – 23 žáků). Jedna
z kolegyň vyučovala rodinné výchově v druhé třı́dě (8. D – 21 žáků) a druhá výtvarné
výchově v obou třı́dách. Jednalo se o kolegyně, se kterými jsem spolupracoval i v oblasti
zájmové mimoškolnı́ činnosti (školnı́ KLUB SANTOŠKA – odpolednı́ činnost, sportovnı́
turnaje, vědomostnı́ soutěže, vı́kendové a letnı́ pobyty – www.sweb.cz/santoska.klub).

Cı́lem projektu bylo upevnit schopnost žáků spolupracovat ve skupinách, prosadit svůj
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názor, přistupovat na kompromisy, prezentovat své myšlenky a výsledky své práce. To
se, myslı́m, podařilo. Je možné pozorovat rozdı́ly v práci třı́d nebo i skupin v jedné třı́dě.
Ty byly patrné zejména v závěrečné fázi realizace při prezentaci. Mé celkové hodnocenı́
práce žáků bylo pochvalné. Je obdivuhodné, kolik volného času a energie někteřı́ žáci
věnovali sbı́ránı́, třı́děnı́ a zpracovávánı́ materiálů. I sami žáci byli s výsledkem své práce,
který stále visı́ na chodbě našı́ školy, velmi spokojeni.

3. Zjišt’ovánı́ názorů spolužáků
Žáci 9. třı́dy v hodině rodinné výchovy při diskusi na téma Rodina navrhli vytvořit

dotaznı́k, zadat jej žákům 8. třı́d, poté vyhodnotit a výsledky zpracovat. Tvorba dotaznı́ku
byla náročná, padlo mnoho návrhů, probı́hala výměna názorů. Učitel byl spı́še v roli
pozorovatele. Nakonec se žáci shodli na této verzi. Paralelnı́ třı́da v ročnı́ku připravila
dotaznı́k na téma Drogy. O průběhu a výsledku vyhodnocovánı́ bych rád referoval na
některém přı́štı́m setkánı́ učitelů matematiky.

Rodina – dotaznı́k

Jsem chlapec – dı́vka věk:
1. Pod pojmem rodina si představuji • manžel, manželka

• rodiče(manžel, manželka) a děti
• něco jiného – napiš co
. . . . . .

2) Kolik máš sourozenců? . . . . . .
3) Chceš mı́t přı́tele, přı́telkyni ano – ne
Pokud ano – chceš s nı́m v budoucnu žı́t
ve společné domácnosti?

ano – ne

Pokud ano – v manželstvı́ ? ano – ne
Chceš mı́t vlastnı́ děti ? ano – ne, pokud ano, kolik . . .
Chtěl (a) bys adoptovat děti? ano – ne, pokud ano, kolik . . .
Myslı́š si, že jsou tvé nároky na part-
nera/partnerku vysoké?
Děkujeme za vyplněnı́ dotaznı́ku.

Dı́lna se uskutečnila 14.2. a zúčastnilo se jı́ 15 zájemců. Po představenı́ následujı́cı́ch
projektů se rozproudila diskuse. Napřı́klad o tom, jak ovlivňovat tvorbu skupin, kdy
zařazovat do výuky problémové úlohy, projekty či podobné metody výuky.

Závěrem chci zdůraznit, že se při realizaci projektů opět potvrdilo, že projektová
metoda má své mı́sto ve vyučovánı́ matematice. Jedná se o motivujı́cı́ a účinnou formu
výuky. Žáci prokazovali schopnost spolupracovat ve skupině, dohodnout se, argumen-
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tovat, vysvětlovat své myšlenkové pochody atd. A měli velkou radost z toho, když se
jim dařilo. Zasloužili si pochvalu, nebot’ řešenı́ projektů a zpracovávánı́ jejich výsledků
věnovali mnoho času i energie.
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Úlohy s nejistými daty — nové podněty pro vědu a výzva

pro školskou matematiku1

Jan Chleboun2

Rozvoj matematického modelovánı́ a numerických metod vede v poslednı́ch letech
k tomu, že se stále většı́ důraz klade na posouzenı́ kvality matematického modelu a přı́-
slušného přesného i numerického řešenı́.

Zajı́má nás, jak velké nepřesnosti vůči skutečnosti se dopouštı́me tı́m, že ji mode-
lujeme jistým způsobem, např. rovnicı́ určitého typu a složitosti. Studujeme vlastnosti
přesného řešenı́ a jeho závislost na parametrech modelu. Zabýváme se vztahem mezi přes-
ným řešenı́m a jeho numerickým přiblı́ženı́m, zejména chybou, která takovou aproximacı́
vzniká. Obecně se v této souvislosti hovořı́ o validaci („Použı́váme správné rovnice?“)
a verifikaci („Řešı́me rovnice správně?“), viz např. [1], [2].

Součástı́ úsilı́ o posouzenı́ nepřesnostı́ a jejich zdrojů je i snaha o ucelenou analýzu
toho, jak je výsledek modelovánı́ ovlivněn nejistotou v údajı́ch, které do modelu vstupujı́.
Často se vyskytujı́ situace, kdy vstupnı́ data (např. materiálové koeficienty v rovnicı́ch,
okrajové podmı́nky, zatı́ženı́ aj.) nejsou známa přesně, protože jsou obtı́žně měřitelná,
nebo dokonce hypotetická.

Nejisté vstupy, tj. různé možné hodnoty vstupnı́ch údajů, se ovšem projevı́ tı́m, že
vznikne množina řešenı́. Tedy množina sestávajı́cı́ z řešenı́ generovaných těmi vstupy,
jež v rámci nejistoty považujeme za přı́pustné (možné).

Je-li nejistota v datech nápadná a závažná, nelze před nı́ zavı́rat oči. V praxi často
použı́vaným postupem je najı́t řešenı́ aspoň pro několik vzorků z množiny přı́pustných dat,
vytvořit „optimistický“ a „pesimistický“ scénář chovánı́ modelu. Odpovědnějšı́ a také
ovšem obtı́žnějšı́ je důsledné propátránı́ množiny přı́pustných vstupů a využitı́ dal-
šı́ch informacı́, které o této množině máme – mohou být známy pravděpodobnosti či
váhy vstupů nebo informace podobného charakteru. V těchto souvislostech se uplat-
ňuje teorie pravděpodobnosti a modelovánı́ metodou Monte Carlo, teorie fuzzy množin,
Dempsterova-Shaferova teorie, přı́padně metoda nejhoršı́ho scénáře, viz např. [2], [3],
[4], [5].

Horšı́ situace nastává, když je nejistota nenápadná nebo opomı́jená. Napřı́klad v tech-
nické praxi se běžně použı́vajı́ tabulky, v nichž jsou jednotlivé materiálové koeficienty
(vlastnosti) vyjádřeny jednı́m čı́slem. Přitom tato hodnota byla odvozena z měřenı́ (nej-
častěji je jejich průměrem), má tedy jistı́ (ale neuváděnı́) rozptyl. Navı́c parametry jsou
obvykle měřeny za zjednodušujı́cı́ch podmı́nek, jež se lišı́ od skutečných, složitých pod-
mı́nek, v nichž se materiál použı́vá. Podobně v jiných oborech lidské činnosti, výrazně

1Přı́spěvek vznikl při práci na grantovém projektu 201/02/1058 Grantové agentury České republiky.
2MÚ AV ČR a ústav technické matematiky, Fakulta strojnı́ ČVUT, chleb@math.cas.cz
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např. v lékařstvı́, je zvykem počı́tat jen s průměry a neptat se, jak vlastně vznikly a jakou
majı́ vypovı́dacı́ schopnost. V praktických aplikacı́ch matematiky se tak často setkáváme
s paradoxnı́ situacı́, kdy se provádějı́ stále složitějšı́ výpočty a na základě jejich výsledků
činı́ stále důležitějšı́ rozhodnutı́, aniž by se odpovědně brala v potaz neurčitost vstupnı́ch
dat a závažné důsledky z toho plynoucı́.

Tento rozpor začı́ná být alespoň v odborném světě vı́ce pocit’ován a motivuje hlubšı́
studium nejistot. Zdá se tedy, že posuzovánı́ vlivu nejistoty a neurčitosti nejen ovlivňuje
směr výzkumu v matematice, jak o tom svědčı́ zvýšený počet publikacı́ na toto téma, ale
bude se muset stát i nezbytnou soušástı́ odpovědného použı́vánı́ matematických modelů.
Cesta k tomuto cı́li však nebude snadná, protože setrvačnost lidského myšlenı́ a zažitého
způsobu jednánı́ je značná.

Autor tohoto přı́spěvku si matně pamatuje školu základnı́ před třiceti a střednı́ před
pětadvaceti lety a nenı́ si vědom toho, že by jej kdy škola upozornila na to, že svět je
plnı́ nejistých dat, ale že přesto nemusı́me propadat zoufalstvı́, protože i s nejistotami
lze počı́tat. Autor nevı́, jaká je dnešnı́ výuka matematiky a fyziky, ale obává se, že v nı́
všechna auta jezdı́ přesně definovanou rychlostı́, dělnı́ci pracujı́ celý den stejně usilovně
a sı́la působı́cı́ na lano se soustavou kladek je známa na mnoho desetinných mı́st. Nebylo
by však vhodné aspoň někdy zabrousit do světa nejistých dat, do světa, v němž se denně
pohybujeme?

Aniž bychom usilovali o ucelenou koncepci, spokojme se s několika přı́klady použi-
telnými a modifikovatelnými ve výuce.

Jı́zda městem (metoda Monte Carlo). Na tabuli vyznačı́me mı́sta A a B a spojı́me je
trasou s několika světelnými křižovatkami (cca deseti). Vzdálenost mezi A a B je 5 km,
což znamená 6 minut jı́zdy autem (dodržujeme předpisy), ale na křižovatkách se můžeme
zdržet, pokud nemáme zelenou. Průjezd křižovatkou modelujeme vrhem kostky, např. 1,
2, 3 – zelená (zdrženı́ 0 minut), 4, 5, 6 – červená (zdrženı́ 1 minuta), nebo 1, 2 –
žádné zdrženı́, 3, 4 – jedna minuta, 5, 6 – dvě minuty. Žáci mohou městem „projı́ždět“
samostatně nebo ve dvojicı́ch, zapisujı́ si zdrženı́ na jednotlivých křižovatkách a spočı́tajı́
zdrženı́ celkové.

Úlohu zakončı́me tı́m, že na tabuli sestavı́me přehled celkových zdrženı́, nakreslı́me
histogram a s žáky se nad nı́m zamyslı́me. Už před pokusem je vhodné s žáky určit, jaké
nejkratšı́ a nejdelšı́ zdrženı́ může nastat (metoda nejhoršı́ho scénáře).

Na střednı́ škole (kde se snad základy statistiky a pravděpodobnosti probı́rajı́(?)) tak
můžeme ilustrovat relativnı́ četnost a rozdělenı́ pravděpodobnosti a pokusit se předem
odhadnout, jaké zdrženı́ bude nejčastějšı́.

Starosti Bořka Stavitele. Bořek má panu Novákovi postavit dřevěnou zahradnı́ besı́dku,
jejı́ž plochá střecha má mı́t plošný obsah 10 m2. Pan Novák souhlasil s Bořkovým
projektem, ale zároveň dal najevo, že za materiál na besı́dku chce zaplatit co nejméně.
Bořek připravil čtyři varianty a ted’ o nich přemýšlı́. Starosti mu dělá předevšı́m zima,
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bojı́ se, aby besı́dka vydržela zátěž sněhu a ledu, ale nechce zbytečně utrácet za materiál.
Bořek si pamatuje, že loni najednou nachumelilo i půl metru prachového sněhu (hustota
100 kg/m3) a že letos i předloni se dalo týdny sáňkovat a lyžovat, protože starého sněhu
bylo dobrých 20 cm (hustota 400 kg/m3) a dlouho ležel. Bořkovy stavebnı́ varianty se lišı́
nosnostı́ konstrukce a ovšem i cenou: besı́dka z levné lat’oviny jistě snese 750 kg sněhu
a bude stát 1 900 korun; kombinace latěk a trámků přijde na 2 500 korun a unese zátěž
o hmotnosti 1 200 kg; celá besı́dka ze štı́hlých trámků sice stojı́ 3 000 korun, ale odolá
1 500 kg sněhu; nejdražšı́ varianta, za 4 600 korun, bude i nejodolnějšı́, neuškodı́ jı́ ani
1 900 kg. Porad’te Bořkovi a panu Novákovi, kterou ze čtyř variant majı́ postavit.

Úloha záměrně nevede k jednoznačnému řešenı́. Všechny konstrukce snesou i tak
neobvyklou nadı́lku čerstvého sněhu (500 kg), s jakou se Bořek setkal loni. Bořek by
však měl počı́tat s tı́m, že na střeše se může navrstvit aspoň 20 cm starého sněhu (800 kg),
což v kraji nenı́ nijak zvláštnı́ a což nejlevnějšı́ varianta neunese. Též však nelze vyloučit,
i když by to bylo výjimečné, že na cca 20 cm starého sněhu jednorázově připadne
cca 50 cm sněhu nového (celkem 1 300 kg), čemuž nevyhovuje ani druhá varianta.
Ještě vyjı́mečnějšı́ situace by nastala, kdyby na starý snı́h dvakrát za sebou napadl
přı́val nového sněhu (celkem 1 800 kg), to by snesla jen nejdražšı́ konstrukce. Vzhledem
k malé pravděpodobnosti výskytu takové zimy se jako vhodný kompromis mezi odolnostı́
a cenou jevı́ třetı́ varianta, ale, je-li pan Novák z těch, kdo dávajı́ přednost pocitu jistoty
před uspokojenı́m z ušetřenı́ch peněz, rád zaplatı́ nejdražšı́ variantu.

Žáci by si měli mj. uvědomit, že posuzovánı́ výsledků, které model poskytuje, se děje
prostřednictvı́m nějakého kritéria, v našem přı́padě je jı́m nosnost konstrukce, a že do
procesu rozhodovánı́ mohou vstupovat i těžko matematicky vyjádřitelné vlivy, v našem
přı́padě osobnı́ postoj pana Nováka k riziku abnormálnı́ho průběhu zimy.3

Investice (metoda nejhoršı́ho scénáře). Pan Novák zvažuje investici 10 000 korun do
investičnı́ho fondu. Přečetl si analýzu dlouhodobého výhledu ziskovosti fondu, podle nı́ž
se v přı́štı́m roce výnos odhaduje na −1% až +3%, v dalšı́m roce na +2% až +4%,
a konečně v třetı́m roce na −1% až +6%. Pana Nováka zajı́má, jak po třech letech může
vypadat jeho nynějšı́ investice za předpokladu, že skutečný výnos bude v odhadovaných
mezı́ch.

Jde o modifikaci úlohy nejhoršı́ho scénáře: kromě scénáře nejhoršı́ho (nastane v přı́-
padě nejnižšı́ch výnosů) nás zajı́má i scénář nejpřı́znivějšı́ (nastane v přı́padě nejvyššı́ch
výnosů). Úloha je usnadněna tı́m, že budoucı́ hodnota investované částky závisı́ mo-
notonně na výnosech v jednotlivých letech, investice se zhodnocuje tı́m vı́ce (méně),
čı́m vyššı́ (nižšı́) je ročnı́ výnos. Pro vypočı́tánı́ možných mezı́ budoucı́ hodnoty dnes
investované částky tedy stačı́ počı́tat jen s dolnı́mi a hornı́mi mezemi ročnı́ch výnosů.

3Žáci, kteřı́ toto pochopı́, by v běžném životě měli zı́skat určitou ostražitost vůči „optimálnı́m variantám“, o nichž hovořı́
sdělovacı́ prostředky, aniž by čtenáře informovaly o kritériu použitém pro stanovenı́ oné optimálnosti. Téma je také vhodnou
přı́ležitostı́ k pomoci češtině, totiž boji proti logickému nesmyslu – výrazu „nejoptimálnějšı́“.
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Nejhoršı́m scénářem je kombinace −1% v prvnı́m roce, +2% v druhém roce a −1%
v třetı́m roce. Pro pana Nováka by to znamenalo, že z dnešnı́ investice 10 000 korun by
po třech letech bylo 9 997,02 korun. Nejlepšı́ scénář sestává z výnosů+3%,+4% a+6%,
čemuž odpovı́dá výsledek 11 354,72 korun. Jelikož odbornı́kovy odhady ročnı́ch výnosů
nejsou doplněny dalšı́ informacı́, je nejhoršı́ a nejlepšı́ scénář vše, co z dostupných dat
bezprostředně zı́skáme. Pan Novák může uvažovat o tom, že pesimistické a optimistické
meze ročnı́ch výnosů jsou méně pravděpodobné než „zlatá střednı́ cesta“, a spočı́tat
např. chovánı́ své investice při průměrných ročnı́ch výnosech, ale tı́m do vstupnı́ch dat
projektuje vlastnı́ přesvědčenı́.

Žáci by si z řešenı́ tohoto typu přı́kladů měli odnést poznatek, že při nejistých vstupech
daných jen dolnı́ a hornı́ mezı́, lze aspoň určit dolnı́ a hornı́ mez možného výsledku,
přičemž úvahy a výpočty usnadňuje monotónnı́ závislost na vstupnı́ch datech. Také by si
měli uvědomit, že ke vstupnı́m datům leckdy přidáváme dalšı́ subjektivnı́ předpoklady,
které sice mohou být logické a správné, avšak i tak by ve výsledné analýze vlivu nejistoty
mělo být patrné, které závěry byly zı́skány z dat z původnı́ho zdroje a které po našı́
doplňujı́cı́ interpretaci.

Závěr
Problémové úlohy s nejistými daty jsou realitě blı́že než úlohy s daty idealizovanými,

tj. přesnými. Řešenı́ úloh s nejistotami sice obvykle zabere vı́ce času a bývá i náročnějšı́ na
logické myšlenı́ než řešenı́ standardnı́ch slovnı́ch úloh, ale přinášı́ žákům nový a prakticky
využitelný pohled na aplikace matematiky.
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Komunikace v geometrii1

Darina Jirotková, Graham Littler2

Cı́l pracovnı́ dı́lny
Pracovnı́ dı́lna byla zaměřena na některé možnosti práce s geoboardem a čtvereč-

kovaným papı́rem3 v hodinách geometrie prvnı́ho stupně ZŠ s důrazem na různé typy
komunikace. Cı́lem bylo ukázat nezastupitelnou roli komunikace pro rozvoj hlubšı́ho
porozuměnı́ geometrickým pojmům, vztahům a jevům. Byly realizovány čtyři aktivity,
hry, které vyžadovaly různé typy komunikace.

Partneři verbálnı́ komunikace bývajı́ psychology nazýváni podle svých rolı́: komuni-
kátor – autor mluvené či psané řeči a recipient – přı́jemce sdělenı́. Činnost komunikátora
se nazývá kódovánı́ a recipienta dekódovánı́ (Mareš, Křivohlavý, 1995). My zvolı́me
vzhledem k charakteru úloh terminologii použitou v Hurtové (1991) vysı́lač a přijı́mač.

Hra na vysı́lače a přijı́mače I. – zvuková forma verbálnı́ komunikace
Materiál: Každý účastnı́k má k dispozici jeden geoboard s devı́ti „hřebı́ky“ (3x3) a
barevnou gumičku.
Scénář: Účastnı́ci dı́lny pracujı́ ve dvojicı́ch a sedı́ zády k sobě. Jeden ze dvojice vymo-
deluje pomocı́ gumičky libovolný obrazec (označme jej A). Potom svůj obrazec ústně
popı́še svému partnerovi. Přitom smı́ volit jakékoliv prostředky ústnı́ komunikace kromě
přesného geometrického názvu obrazce, pokud tento nějaký má. Druhý partner, přijı́-
mač, podle popisu modeluje na svém geoboardu obrazec (označme jej B), který má být
samozřejmě shodný s obrazcem A. Přijı́mač nesmı́ klást žádné otázky, může pouze řı́ci
„potřebuji vı́ce informacı́ “ nebo sdělit „mám to hotovo“. Po tomto sdělenı́ si partneři
své obrazce na geoboardech porovnajı́. V přı́padě, že obrazce A a B nejsou shodné, oba
partneři pak diskutujı́ o tom,

• v čem se obrazce lišı́,

1Přı́spěvek byl podpořen grantem GAUK 309/2002 A PP/PedF.
2PedF UK Praha, darina.jirotkova@pedf.cuni.cz, Univ. of Derby, UK, graham.littler@msn.com
3Geoboardem rozumı́me desku (dřevěnou, plastovou), na které jsou rozmı́stěny „hřebı́ky“ do tvaru čtverce např. 3x3,

5x5 apod. tak, že jednotlivé hřebı́ky jsou mřı́žovými body čtvercové sı́tě. Sloužı́ jako pomůcka pro modelovánı́ rovinných
geometrických obrazců.
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• zda došlo někde v komunikaci k nedorozuměnı́,

• která instrukce vysı́lače byla nejednoznačná a vedla k možnosti odlišné interpretace a

• jak byla přijı́mačem dekódována,

• čı́m byla instrukce nejednoznačná a

• jak by měla znı́t, aby byla jednoznačná,

• která instrukce vysı́lače, ačkoliv byla správně a jednoznačně formulována, byla chybně
dekódována.

Partneři si v dalšı́ hře vyměnı́ role.
Komentář: Úkolem vysı́lače bylo kódovánı́ graficky znázorněného obrazce do slov. Úko-
lem přijı́mače bylo ústnı́ sdělenı́ dekódovat. Následná společná diskuse byla vedena
těmito otázkami:

Jakým způsobem byl obrazec kódován? Proč vysı́lač volil daný útvar? Jak vnı́mali
obrazec, když jej zrovna tvořili? Jak se změnilo jejich vnı́mánı́ obrazce, když jej začali
popisovat?

V diskusi bylo zmı́něno několik zajı́mavých kognitivnı́ch jevů:

1. Dvojı́ způsob kódovánı́ obrazce – bud’procesuálně, nebo konceptuálně

V prvnı́m přı́padě byl různým způsobem popsán postup, jak obrazec sestrojit. Napřı́klad
„Vyznač vlevo dole bod. Pak jdi tři kroky nahoru a jeden doprava. Vyznač dalšı́ bod.
. . . “ Ve druhém přı́padě byl obrazec popisován pomocı́ některých vlastnostı́, a to jak
globálnı́ch, napřı́klad „Má tvar domečku, který je na geoboardu umı́stěn našikmo.“
tak i analytických, napřı́klad „Obrazec má čtyři strany, dvě a dvě sousednı́ strany jsou
stejně dlouhé, . . . “ apod.

2. Schopnost empatie

Při volbě způsobu kódovánı́ se účastnı́ci v roli vysı́lače snažili zohlednit úroveň a
schopnosti přijı́mače. Volili takové prostředky, o nichž se domnı́vali, že jsou přijı́mači
srozumitelné a jemu přiměřené. Rovněž tak při dekódovánı́ obdržené informace v roli
přijı́mače zohledňovali úroveň vysı́lače a často si kladli otázku „Jak to mohl myslet?“
nikoliv „Jak tomu rozumı́m já?“

3. Převaha estetického hlediska při tvorbě obrazce

Účastnı́ci dı́lny se shodli na tom, že při tvorbě obrazce je nenapadlo uvažovat o počtu
vrcholů, pravých úhlech či rovnoběžnosti stran, ale byli vedeni pouze estetickým
hlediskem. Obrazec se jim z nějakého důvodu lı́bil, nebo jim připadal něčı́m zvláštnı́.

4. Změna vnı́mánı́ obrazce při komunikaci

Až při společné diskusi si účastnı́ci uvědomili, že teprve nutnost komunikovat o obrazci
je dovedla od globálnı́ho vnı́mánı́ obrazce k analytickému. To znamená, že si začali
všı́mat vlastnostı́ jako je napřı́klad počet vrcholů, stran, přı́tomnost ostrého či tupého
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úhlu, rovnoběžnost či kolmost stran apod. až tehdy, když hledali, jak obrazec co
nejvýstižněji popsat.

Hra na vysı́lače a přijı́mače II. – pı́semná forma verbálnı́ komunikace
Materiál: Každý účastnı́k má k dispozici jeden geoboard 3x3, tečkovaný papı́r4, čistý
papı́r a psacı́ potřeby.
Scénář: Účastnı́ci dı́lny pracujı́ ve dvojicı́ch a sedı́ zády k sobě. Každý ze dvojice vy-
modeluje pomocı́ gumičky na geoboard „svůj“ nový obrazec – A. Potom jej pı́semně
na čistý papı́r popı́še. Přitom smı́ volit jakékoliv prostředky pı́semné komunikace, tedy i
znaky, kromě přesného geometrického názvu obrazce, pokud tento nějaký má, a kromě
nakreslenı́ obrazce. Pı́semný popis si oba partneři vyměnı́ a kreslı́ podle nich obrazec na
tečkovaný papı́r – B. Žádná ústnı́ komunikace nenı́ dovolena. Nakonec oba porovnajı́
dvojici obrazců – jeden vymodelovaný na geoboardu (A) a druhý nakreslen na tečkova-
ném papı́ru (B). Jestliže si obrazce A a B neodpovı́dajı́, diskutujı́ obdobně jako v přı́padě
hry I.
Komentář: Oba partneři v této hře jsou ve stejnou dobu nejdřı́ve v roli vysı́lače, a pak v roli
přijı́mače. Nedostávajı́ tedy žádnou okamžitou zpětnou vazbu o tom, jak srozumitelný je
jejich způsob kódovánı́ pro přijı́mače, a nemohou jej tedy v průběhu komunikace měnit či
upřesňovat. To vede k otázce, která byla společně diskutována. Která z forem komunikacı́
pı́semná či ústnı́, je snazšı́ pro vysı́lače a která pro přijı́mače.

Následná společná diskuse směřovala k odhalenı́ efektivnı́ho způsobu pı́semného
kódovánı́, a to k šipkovému zápisu mřı́žového útvaru na čtverečkovaném papı́ru (viz
Hejný, Jirotková, 1999). Efektivnost tohoto zápisu spočı́vá v tom, že tı́m, že je ikonický,
je srozumitelný i mladšı́m žákům a nenı́ závislý na dorozumı́vacı́m jazyce. Tento šipkový
zápis je velmi vhodnou přı́pravou na zavedenı́ souřadnic.

Hra SOVA pro skupiny – komunikace ve skupině
Materiál: Každý účastnı́k má k dispozici

Obr. 1

list čtverečkovaného papı́ru s deseti vyzna-
čenými mřı́žovými obrazci (viz obr. 1).
Scénář: Účastnı́ci jsou rozděleni do dvou
skupin a hrajı́ hru SOVA (viz Jirotková,
2002, s. 29).
Komentář: Tato modifikace hry SOVA (oba
hráči jsou skupiny osob) je zaměřena zejména
na komunikaci uvnitř skupiny. Ta se týká
nejdřı́ve volby objektu, a pak hledánı́ a po-
pisu vhodných vlastnostı́ obrazců a dekó-
dovánı́ informace obdržené od protihráče.

Vı́ce nebudeme o této hře psát, nebot’mnohé bylo napsáno v článku Jirotková (2002).

4Tečkovaným papı́rem rozumı́me papı́r, na kterém jsou vyznačeny pouze mřı́žové body čtvercové sı́tě.
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Hra SOVA pro jednotlivce – neverbálnı́ komunikace
Materiál: Každý účastnı́k má k dispozici kromě obrázku s deseti objekty hry SOVA
z minulé hry (obr. 1) dalšı́ list papı́ru se schématem uvedeným na obrázku 2 a se seznamem
osmi otázek. Jedná se o úplnou strategii hry SOVA.

Obr. 2

Otázky:

1. Procházı́ alespoň jedna osa souměrnosti útvaru jeho vrcholem?
2. Má útvar alespoň dvě úhlopřı́čky, které jsou uvnitř útvaru?
3. Má útvar právě dvě dvojice shodných sousednı́ch stran?
4. Je v útvaru alespoň jedna dvojice protějšı́ch vnitřnı́ch úhlů, jejichž součet je menšı́ než

přı́mý úhel?
5. Jsou alespoň dvě strany útvaru na sebe kolmé?
6. Existujı́ v útvaru alespoň dvě úhlopřı́čky, které se překrývajı́?
7. Existuje v útvaru alespoň jedna trojice vnitřnı́ch úhlů, pro které platı́, že součet jejich

velikostı́ je menšı́ než 180◦?
8. Je obsah útvaru vyjádřen sudým čı́slem? (Jednotka obsahu je jeden čtvereček.)

Scénář: Účastnı́ci dı́lny pracujı́ individuálně. Do prázdných rámečků doplňujı́ čı́sla útvarů,
které vyhovujı́ bud’kladné (+) nebo záporné (–) odpovědi na otázku, která je ve schématu
uvedena čı́slem.
Komentář: Nevýhodou hry SOVA pro dva hráče je, že po několika opakovánı́ch jedné
hry si hráči vytipujı́ účelné otázky, a ty pak v každé dalšı́ hře opakujı́. Aby hra sloužila
svému vzdělávacı́mu cı́li, je třeba nejen obměňovat objekty hry, ale také modifikovat
jejı́ formu. Zde uvedená hra je jednou možnostı́. Jejı́ výhodou je, že autor otázek, učitel,
může v jednotlivých otázkách použı́t mnoha vlastnostı́ objektů hry a může se zaměřit
na ty vlastnosti, na které z nějakého důvodu potřebuje obrátit pozornost žáků. Je třeba
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dodat, že z hlediska komunikace má tato forma hry nevýhodu, a to, že osoba, která
úkol řešı́, nekomunikuje verbálně. Tı́m tato forma hry SOVA málo přispı́vá k rozvoji
komunikačnı́ch dovednostı́ hráčů.
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Prožitkem k poznánı́1

Michaela Kaslová2

O vyučovánı́ matematiky se v laické veřejnosti soudı́, že je to pouze otázkou rozumu,
trpělivosti, pozornosti a vůle. Současně je tato představa pro některé ekvivalentem nudy a
dřiny. Snad i proto se tak často volá po matematice hrou. Proč? Protože se zapomnělo, že
vyučovánı́ nikdy nenı́ oproštěno od emocı́. Emoce, které vyučovánı́ provázejı́, mohou
být ovšem i pozitivnı́. Jde o vyvolánı́ takových prožitků, na kterých lze i dále stavět, a to
jak v oblasti rozumové, tak emocionálnı́.

Experimentovánı́ je jen jednı́m z nástrojů, které tato strategie využı́vá. Kooperativnı́
řešenı́ úkolů, nestandardnı́ prostředı́ a netradičnı́ pomůcky patřı́ k dalšı́m. Úskalı́ spočı́vá
v tom, že by se mohly emoce vázat na jevy nepodstatné, nežádoucı́. Lze je překonat
jednak připravenostı́, jednak vhodnou zpětnou vazbou. Následné ukázky by měly být

1Přı́spěvek byl podpořen VZ J13/98:114100004.
2PedF UK Praha, kaslovam@pedf.cuni.cz
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mimo jiné i přı́kladem toho, že prožitkové vyučovánı́ lze použı́t v hodinách matematiky
s náznakem gradace i zpětné kontroly.

Námět 1
Téma: Poznáváme jednotky měřenı́ – plošné jednotky. Odzkoušeno na čtvrtých třı́dách
a učitelı́ch matematiky.
Prostředı́ A: Atrium u Národnı́ho divadla
Prostředı́ B: Karlovo náměstı́
Prostředı́ C: tělocvična školy
Organizace: práce v šestičlenných skupinách
Pomůcky: poznámkový blok a tužka

Úkoly:
A. Práce ve skupinách po 5 (6) žácı́ch

1. Jedna skupina dostane za úkol postavit od sebe 2 členy na 10 m, ostatnı́ diskutujı́,
kontrolujı́, pak majı́ podobně jako prvnı́ skupina postavit dvojici žáků vzdálených10
m od sebe, ale v různých směrech (ne rovnoběžně s prvnı́).

Pozn. Diskuse o dlažbě, které lze k odměřenı́ využı́t (čtvercová dlaždice o straně
cca 80 cm).

2. Vybraná skupina má doplnit dvojici na čtveřici vymezujı́cı́ čtverec o straně 10 m.
Ostatnı́ vymezujı́ stejné čtverce kdekoliv v prostoru atria tak, aby se čtverce nepřekrý-
valy.

Pohyb čtverců v ploše – vybraný žák podle pokynů učitele, nebo sám učitel stojı́cı́ ve
vrcholu jednoho ze čtverců se pohne libovolným směrem, ostatnı́ ve čtverci se musı́
pohnout tak, aby zůstal čtverec zachován.

Podobně reagujı́ i dalšı́ skupiny (krok vpřed, úkrok stranou, krok přes úhlopřı́čku
dlaždice apod.)

3. Seznámenı́ s pojmem ar.

Skupiny majı́ za úkol vymezit plochu 1 aru tak, aby to nebyl čtverec. Skupiny se poradı́,
a pak pracuje vždy jen jedna, ostatnı́ diskutujı́ o jejich práci.

Pozn. Podle vyspělosti žáků můžeme zabrousit do historie. Ar od slova area, který měl
význam plocha, prázdný pozemek, nádvořı́, vnitřek atria.

4. Určenı́ plochy. Pozorujeme plochu atria. Skupiny odhadujı́ celkovou plochu atria a
snažı́ se svůj odhad podložit argumenty.

5. Ar ve svislé poloze. Skupiny pozorujı́ fasády Nové scény a zkušeny Národnı́ho divadla.
Pokoušejı́ se na nich vymezit plochu jednoho aru a toto vymezenı́ jednoznačně popsat,
podložit argumenty.

B. Práce ve dvojicı́ch
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1. Odhady 10 m na výšku, na šı́řku a to v různých vzdálenostech. Napřı́klad 10 m od
stromu dál, od sochy k nám, 10 m na domě, na věži a to jak od země, tak od shora
apod.

2. Odhad šı́řky náměstı́, výšky Novoměstské věže.
3. Odhad plochy Karlova náměstı́.

Poznámka: Po každé činnosti hledánı́ nejlepšı́ch odhadů a porovnánı́ strategie při
určovánı́ odhadu. Lze připojit i poznámky z historie o velikosti náměstı́ v Čechách a
ve světě.

C. Jednotlivci

1. Lehneme si v tělocvičně na záda (např. při relaxaci v závěru hodiny). Provádı́me odhady
šı́řky, délky stropu. Klademe otázky typu: je – nenı́ plocha stropu 2 ary? O kolik by se
musel strop tělocvičny změnit (do šı́řky, délky), aby jeho plocha byla . . . arů?

2. Ve stoji se ptáme žáků, jakou plochu má podlaha tělocvičny. Zde majı́ někteřı́ žáci obtı́že
uvažovat o tom, že stejnou jako strop, poněvadž neuvažujı́ o tom, že jsou „uvnitř
tělesa podobného kvádru“, nedovedou promı́tnout strop do podlahy, majı́ problémy
vyhledávat analogie apod.

Organizačnı́ poznámka: Je možné použı́t i techniku předsunuté expozice (je možné
u „půlených“ hodin, nebo v době, kdy je zvýšená nemocnost). Aktivit předsunutého
expozice, které jsou poměrně detailně propracované předem, se zúčastnı́ jen část třı́dy,
na kterou je přenesena zodpovědnost za to, že dané téma zvládnou i nepřı́tomnı́. V tomto
přı́padě se předpokládá, že zúčastněnı́ budou ve stejném prostředı́ rozděleni do skupin
žáků dřı́ve chybějı́cı́ch a v rámci těchto skupin budou organizovat stejné nebo obměněné
aktivity tak, aby jejich členové byli schopni na konci odpovı́dat na dotazy (ústně nebo
pı́semně). Žákům – učitelům musı́ být ovšem jasno, co a proč je nutné předat. Také by
měla být jasná terminologie, aby bylo zřejmé, kde v následujı́cı́ komunikaci budou moci
použı́t vlastnı́ jazyk a kdy ne.

Námět 2
Téma: Plošné geometrické útvary. Odzkoušeno na žácı́ch třetı́ch a pátých ročnı́ků a na
studentech PedF UK.
Prostředı́: třı́da
Organizace: práce ve skupině a ve dvojicı́ch
Pomůcky: nůžky, barevné desky z PVC, zpětný projektor

Úkoly se opı́rajı́ o spojenı́ estetických zážitků ve spojenı́ s plošnými útvary. Měly by
napomoci k rozlišenı́ plošných a prostorových útvarů tam, kde oba světy trojrozměrný a
dvojrozměrný z nejrůznějšı́ch důvodů splývajı́.

1. Vytvářı́me skládanku z různých dı́lů různých barev. Vystřı́hejte každá skupina 2 (3,
4, 5) stejné dı́ly stejné barvy: kruhové, obdélnı́kové apod. Dalšı́ dı́ly můžeme mı́t
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v zásobě jako série kruhových dı́lů různých velikostı́. Šikovnějšı́ si dělajı́ náčrtky na
folie a střı́hajı́ pak oba listy naráz. Musı́ najı́t techniku, která jim zaručı́ shodné útvary.

2. Sestavte návrh vitráže, dı́lky se mohou překrývat. Rám může být zadán. Lze spojit
s vlastivědou. Výsledky práce rovnáme mezi dva listy průsvitných „bı́lých desek“, a
pak je promı́táme na projektoru. Vybranou kompozici lze udělat jako reprodukci podle
diktátu.

3. Umı́te pojmenovat všechny dı́ly? . . .
4. Vyberte si deltoid a kruh, dva deltoidy, dva trojúhelnı́ky a pokaždé chceme, aby

překrytı́ tvořilo trojúhelnı́k, čtverec, obdélnı́k, n-úhelnı́k pro co největšı́ n. Výsledky
práce promı́táme, diskutujeme o nich. Můžeme je nechávat vedle sebe a ukazujeme, že
mohou být trojúhelnı́ky různých tvarů, v různých polohách i barvách. Toto je zážitek,
který zpravidla vede k tvořivosti i mimo hodinu matematiky. Vyhovuje i chlapcům,
kteřı́ neradi črtajı́, rýsujı́ kvůli nižšı́ úrovni drobné motoriky.

5. Z deseti jmenovaných dı́lů máme komponovat co největšı́ trojúhelnı́k. Tentokrát nejde
o překrývánı́, ale o celek, kam patřı́ každá část promı́tnutého obrazu.

Žáci musı́ intuitivně pracovat s úhlem, s uvědoměnı́m si, že strana čtverce je úsečka
a ne křivka. Pokud chtějı́ uplatnit estetická, nejen ekonomická hlediska, trvá to déle.
Úloha má vı́ce řešenı́. Jsou situace, kdy úloha mı́t řešenı́ nemusı́.

Technická poznámka: dı́lky lze slepovat izolepou a mı́t poskládaný celek trvalejšı́ho
charakteru.

Námět 3
Téma: Poznávánı́ vlastnı́ch rozměrů. Odzkoušeno na dětech předškolnı́ho věku, žácı́ch
druhých a třetı́ch ročnı́ků ZŠ a studentech PedF UK.
Prostředı́: třı́da a chodba školy nebo školnı́ zahrada, nebo tělocvična
Organizace: práce ve dvojicı́ch nebo v trojicı́ch, oblečenı́ kalhoty nebo leginy
Pomůcky: noviny, knoflı́ky, lepenka, nůžky, fix, přı́padně balicı́ papı́r a vodové barvy

Úkoly (nevyčerpáme všechny):

1. Obkreslete se na noviny nebo balicı́ papı́r (upažit ponı́ž, stoj mı́rně rozkročný). Lze
ve stoje u zdi, kde je lepenkou při lepen, nebo v leže na zemi. Postavu vystřihneme
a komentujeme. Pozor, většina má o sobě rozměrově jiné představy. U dospělých žen
navı́c o šı́řce boků a délce nohou.

2. Vezměte si knoflı́ky a umı́stěte je na obličej tam, kde si myslı́te, že máte oči, nos, ústa.
Pozn.: Většina je umı́st’uje jinam.

Při zpochybněnı́ a podnětu ohmatat si dlaněmi a prsty vlastnı́ obličej, někteřı́ začnou
části obličeje poměřovat a přenášet tyto vztahy na papı́r. Ostatnı́ kopı́rujı́, což nevadı́.
Nenapovı́dáme. Pak majı́ za úkol si obličej zakreslit. Ve výtvarné výchově lze tyto
osoby ozdobit, obléci, pomalovat.
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3. Výzdoba třı́dy – nalepit panáky vedle sebe. Pak se ptáme: kolik takových osob by se
vešlo na sebe při stavbě lidské pyramidy? Kolik by jich tvořilo řetěz podél stěny třı́dy,
kdyby leželi jeden za druhým pata – hlava? Kolik by se jich vešlo na žı́něnku?

Toto lze opět spojit s historiı́, jak se dřı́ve měřilo aneb mı́rou všech věcı́ je člověk.

Závěr
Při práci s jednotkami chceme vždy, aby si žák nejdřı́ve jednotky měřenı́ vybavil,

pantomimicky ukázal, naznačil, nebo představu slovně popsal. Tato cvičenı́ jsou nutná
před převody jednotek. Proč? To snad nenı́ nutné uvádět. Hezké a přı́jemné zážitky ve
vyučovánı́ matematice.

Skládánı́ z papı́ru – symetrie a podobnost1

Jana Kratochvı́lová, Darina Jirotková2

Úvod
Vzdělánı́ v geometrii bylo považováno ve starém Řecku za nezbytnou průpravu pro

královnu věd – filosofii. Nápis na slavné Platónově akademii „Nevzdělaný v geometrii
nevstupuj“ byl toho výmluvným důkazem. Geometrie byla považována za prostředı́, ve
kterém lze „trénovat“ mozek, rozvı́jet schopnosti jako odhalovánı́ souvislostı́, tvořenı́,
formulovánı́ a ověřovánı́ hypotéz, argumentovánı́ apod. Bohužel tento status geomet-
rie v modernı́ době vymizel ze škol a geometrie se mnohdy stává samostatný předmět
oddělený od ostatnı́ matematiky, který je pouhou snůškou pouček a vzorců, bez jejichž
zapamatovánı́ si nelze řešit geometrické problémy. Velmi často se geometrie ve škole
zaměňuje za rýsovánı́ a přesnost rýsovánı́ určuje žákovu úspěšnost v geometrii. Nenı́ tedy
divu, že je geometrie mnohem méně oblı́bená část matematiky než aritmetika či algebra.
Tento pocit převládá, podle našich průzkumů, u učitelů jak 1. stupně, tak i 2. stupně zá-
kladnı́ch škol. Bariéru mezi geometriı́ a ostatnı́mi matematickými disciplı́nami podporujı́
i osnovy a následně i mnohé učebnice, které zužujı́ geometrii pouze na trénink jistých
geometrických pojmů, schopnost dosazovat do vzorců a schopnost konstrukce pomocı́
pravı́tka a kružı́tka. Neláska učitelů ke geometrii se samozřejmě promı́tá do jejich přı́-
stupu k výuce geometrie, která je pak ryze instruktivnı́ a to vše se přenášı́ na jejich žáky
či studenty. Administrativnı́ zásahy jako je ubı́ránı́ hodin tomuto předmětu činı́ z tohoto
problému začarovaný kruh.

1Přı́spěvek byl podpořen grantem GAUK 309/2002 A PP/PedF.
2PedF UK, jana.kratochvilova@pedf.cuni.cz, darina.jirotkova@pedf.cuni.cz
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Realizovanou pracovnı́ dı́lnou jsme chtěli nepatrným dı́lem přispět k řešenı́ této
situace. Záměrem dı́lny bylo nabı́dnout účastnı́kům zajı́mavé geometrické prostředı́, které
je neobyčejně vhodné rovněž pro rozvoj komunikačnı́ch a manipulativnı́ch dovednostı́,
kromě tradičnı́ho rozvı́jenı́ prostorové představivosti, schopnosti orientace v prostoru,
schopnosti třı́dit jevy podle jistých kritériı́, rozvoje pojmotvorného procesu apod. Dalšı́m
cı́lem této pracovnı́ dı́lny bylo inspirovat učitele k hledánı́ dalšı́ch zajı́mavých prostředı́
pro geometrii základnı́ školy.

Ilustrace
Obě autorky byly inspirovány pracovnı́ dı́lnou vedenou prof. B. Wollringem z Uni-

verzity v Kasselu v rámci mezinárodnı́ konference SEMT’01 [Wollring, 2001]. Na této
dı́lně několika ilustracemi bylo prezentováno skládánı́ z papı́ru jako zajı́mavé prostředı́
pro vyučovánı́ geometrie. Nejednalo se pouze o návody, jak složit jisté zajı́mavé objekty
z papı́ru, ale též o obohacenı́ tohoto didaktického prostředı́ např. tı́m, že tyto objekty
(dı́ky náročnosti či objemnosti) mohou v rozumném čase vzniknout pouze při skupinové
práci a tudı́ž skupina se musı́ dohodnout o postupu práce, a tı́m docházı́ ke komunikaci
o geometrii. Jednu z těchto ilustracı́ autorky použily pro svoji dı́lnu na Dvou dnech
s didaktikou matematiky 2003.

Obsah dı́lny
Účastnı́ci dı́lny se rozdělili do čtyř 4-5tičlenných skupin. Každá

Obr. 1

z nich dostala barevné papı́ry, nůžky, arch papı́ru A1, lepidlo a
hvězdičku složenou z papı́ru (viz obr. 13). V prvnı́ části dı́lny byly
skupinám zadány následujı́cı́ úkoly:

1. Společně odhalit, jakým způsobem je hvězdička složena, a
složit si svou hvězdičku.

2. Zaznamenat proces skládánı́ vytvořenı́m návodu z meziproduktů hvězdičky tak, aby
nezasvěcený mohl podle něj hvězdičku složit. Podmı́nkou bylo do něj nic nevpisovat, tzn.
ani čı́sla označujı́cı́, jak jednotlivé kroky skládánı́ na sebe navazujı́, ani slova popisujı́cı́
činnost při skládánı́.

Ve druhé části dı́lny si účastnı́ci jednotlivých skupiny jednak porovnali své návody,
ověřili jejich srozumitelnost, vyměnili své zkušenosti ze skupinové diskuse nad tvorbou
návodu a také se zamýšleli nad aplikacı́ tohoto didaktického materiálu do vyučovánı́
nejen geometrie, ale i výtvarné či pracovnı́ výchovy.

Komentáře
1. Odhalenı́, jak je hvězdička složena, bylo poměrně obtı́žné. Obtı́žnost spočı́vala

v tom, že hvězdička je ze dvou částı́, které jsou nepřı́mo shodné. Ty jsou pak do sebe
jistým způsobem zasunuty. Pokud se účastnı́ci dı́lny rozhodli hned od počátku soustředit
na dekompozici hvězdičky, aby zjistili, jak vypadá vstup procesu skládánı́, tj. jaký tvar
papı́ru na hvězdičku potřebujı́, tak stěžı́ mohli postřehnout, jakým způsobem se do sebe

3Oba uvedené obrázky byly převzaty z materiálů prof. Wollringa.
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Obr. 2

skládajı́ jejı́ dvě části. Proto museli celý proces rozkladu obdržené hvězdičky několikrát
opakovat. Účastnı́ci dı́lny poměrně rychle zjistili, že k zahájenı́ skládánı́ je třeba dva
shodné obdélnı́ky. Ovšem problémem bylo, že se nejednalo o jakékoliv obdélnı́ky, nýbrž
o obdélnı́ky o stranách v poměru 1:2 neboli o dva obdélnı́ky tvořı́cı́ čtverec. Oba obdélnı́ky
jsou dále skládány symetricky, čehož si též někteřı́ nevšimli. Teprve nezdar mnohdy
vı́cekrát opakovaný při hledánı́ finálnı́ podoby hvězdičky, tj. hledánı́ způsobu, jak jsou
jejı́ dvě části do sebe složeny, způsobil objev symetrie. Za zmı́nku stojı́ i jev, který se
objevil u většiny skupinek. Byla jı́m nepřesnost skládánı́, což způsobovalo překážky při
skládánı́ či alespoň nepěkný vzhled hvězdičky.

2. Největšı́ překážkou pro vytvořenı́ návodu (viz ukázku na obr. 2) hned na počátku
byla podmı́nka, že nelze nic vpisovat do návodu a že návod se skládá pouze z mezi-
produktů hvězdičky. Přesto, že tato podmı́nka byla jasně vyslovena, některé skupiny se
nedokázaly vyhnout tomu, že vepsaly alespoň čı́sla do návodu. Dalšı́m problémem ve
skupině bylo domluvit se, které kroky procesu skládánı́ jsou pro neverbálnı́ komunikaci
důležité, a tudı́ž se majı́ znázornit, jakými meziprodukty se majı́ reprezentovat a jak
tyto meziprodukty rozvrhnout na papı́r. Napřı́klad ten krok, co byl jednomu účastnı́kovi
natolik zřejmý, že by jej nevyznačoval, tak druhému se jevil jako zásadnı́. To vedlo k dis-
kusi s argumenty pro a proti a ke společnému rozhodnutı́, zda uvažovaný krok procesu
skládánı́ vyznačit tak, aby komunikovaný proces byl jednoznačný.

3. Účastnı́ci dı́lny byli překvapeni, jak moc se některé návody od sebe lišily. Napřı́klad
jedna skupina zaznamenala proces skládánı́ na papı́r položený na šı́řku, a sice v časové
posloupnosti tak, jak hvězdičku sami skládali. Nejdřı́ve znázornili krok po kroku, co se
musı́ udělat s jednou částı́ hvězdičky. Poté podobně popsali, co se musı́ udělat s druhou
částı́ hvězdičky, a nakonec způsob složenı́ obou částı́. Ostatnı́ skupiny zaznamenaly celý
postup na výšku papı́ru a skládánı́ obou částı́ hvězdičky zaznamenaly paralelně. Jedna
skupina vytvořila návod pro složenı́ hvězdičky většı́ než byla původně zadaná.

4. Všechny skupiny se shodly na tom, že při práci na návodu došlo k diskusı́m,
při nichž jejich členové zcela přirozeně použı́vali jednak zavedené geometrické pojmy
vztahujı́cı́ se jak k označenı́ mnohoúhelnı́ků a vlastnostı́ (např. obdélnı́k, poměr, symet-
rie), ale i nezavedené výrazy popisujı́cı́ proces skládánı́ (přelož na polovinu, vlož tento
cı́p hvězdičky do druhé části). Pokud někdo nepoužı́val zavedenou geometrickou termi-
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nologii, obvykle se dostal do komunikačnı́ch problémů. To znamená, že se brzy střetl
s nedorozuměnı́m a musel několikrát vysvětlovat, co tı́m vlastně myslı́.

5. Při následné debatě o tom, pro jak staré žáky je toto skládánı́ vhodné, se vyjasnilo,
že skládánı́ hvězdičky a tvorba návodu jsou přı́nosné jak pro žáky 1. stupně, tak i 2. stupně.
Pouze s tı́m rozdı́lem, že u žáků 1. stupně se mimo jiné jedná o propedeutiku symetrie a
podobnosti (v přı́padě, že žáci složı́ různě velké hvězdičky), kdežto na 2. stupni by žáci
tyto pojmy měli použı́vat již s plným porozuměnı́m.

6. K této diskusi jedna z autorek mohla přidat svou zkušenost při skládánı́ hvězdičky
se žáky 4. a 7. ročnı́ku ZŠ. Ve 4. ročnı́ku si žáci během jedné vyučovacı́ hodiny na
základě návodů vytvořených jinými dětmi zkonstruovali několik hvězdiček. Jedna žákyně
si vytvořila tři poměrně malé hvězdičky různých velikostı́, což též ukazovalo na jejı́
zručnost ve skládánı́. V 7. ročnı́ku byly vymezeny dvě vyučovacı́ hodiny s tı́m, že žáci
majı́ k dispozici hotovou hvězdičku a majı́ ve skupinách odhalit způsob, jak je hvězdička
složena. Dále měli vytvořit svoji vlastnı́ hvězdičku a pokusit se o vypracovanı́ návodu.
Na konci druhé vyučovacı́ hodiny většina žáků neměla hvězdičku složenu. Problémem
byla jejich nevelká zručnost, dále neviděli symetrii obou částı́ hvězdičky, přičemž učivo
o osové souměrnosti již bylo probı́ráno. Tudı́ž autorčina původnı́ předpověd’, že skládánı́
hvězdičky žákům 7. ročnı́ku půjde snadněji, nebyla správná. Navı́c použité komunikačnı́
prostředky nejsou závislé na věku žáků. Účastnı́ci dı́lny tuto zkušenost obohatili svými
zážitky z vyučovánı́ a konstatovali, že dovednost skládat z papı́ru u staršı́ch žáků na
rozdı́l od mladšı́ch žáků postrádajı́. Pravděpodobně je to dáno tı́m, že na 1. stupni ZŠ je
tato činnost daleko vı́ce trénována v nematematických předmětech napřı́klad v pracovnı́
či výtvarné výchově.

Závěr
Nabı́zı́ se otázka, zda aktivity, které vymizely ze škol a které bezesporu rozvı́jejı́

mnohé kognitivnı́ schopnosti z oblasti geometrie, nejen prostorovou představivost, jsou
nahrazeny ve staršı́m školnı́m věku něčı́m jiným, kvalitativně lepšı́m. Pokud ne, hle-
dejme taková vhodná pracovnı́ prostředı́ v geometrii, abychom u žáků rozvı́jeli nejenom
geometrickou představivost, ale též kultivovali jejich schopnost komunikace at’verbálnı́
či neverbálnı́. S tı́m samozřejmě souvisı́ rozvoj hlubšı́ho porozuměnı́ geometrickým
pojmům a procesům.
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Modelı́na a geometrické zkušenosti

Marie Kupčáková1

V úvodu do stereometrie je modelı́na malým zázrakem. Umožňuje žákům a studentům
zprostředkovat s minimálnı́mi finančnı́mi nároky různé i netriviálnı́ geometrické pojmy.
Dokonalý obrázek ani virtuálnı́ model nenahradı́ hroudu tvárné hmoty. Pracovali jsme
s nı́ ve vyučovánı́ od prvé třı́dy základnı́ školy, přes všechny ročnı́ky druhého stupně,
v prvém ročnı́ku gymnázia a ve studiu učitelstvı́ všech stupňů škol na PdF Univerzity
Hradec Králové a většinou jsme zaznamenávali spontánnı́ radost, zvı́davost a živou
soutěživost. Řešitelé mnohdy zı́skávali prostorové geometrické zkušenosti nutné pro
rozvoj geometrické představivosti tı́mto přirozeným způsobem poprvé.

Ve svém přı́spěvku nabı́zı́m metodickou posloupnost modelovánı́ prostorových útvarů,
která byla určena studentům učitelstvı́ matematiky. Lze ji však brát pouze jako inspiraci
a podle potřeby obměňovat. Průvodnı́ slovo je samozřejmě zkráceno.

K práci je potřeba modelı́nu JOVI (nenı́ lepivá), oboustranně zahrocená párátka,
plı́šek na řezánı́ a papı́r jako podložku. Sestavené modely nenı́ třeba hned rozebı́rat,
k některým se lze vracet (záležı́ na návaznosti, která je vybrána).

.

Úloha – obr. 1 a obr. 2

• Seznamte se s modelı́nou, vymodelujte kouli, z koule vyřežte krychli (hexaedr).
item Z odřezků vytvořte štı́hlý váleček, nařežte jej na kousky a z nich si připravte
kuličky velké asi jako plané třešně. To budou vrcholy mnohostěnů. Párátka (špejle)
budou hrany.

•Vymodelujte žebrový neboli hranový model krychle (kolik potřebujete vrcholů, kolik
hran).

• Proměňte model krychle v rovnoběžnostěn.

Při rozdávánı́ pomůcek se vždy najde pár jedinců, kteřı́ bleskově vymodelujı́ něco
pro zasmánı́ (obr. 1) a atmosféra je navozena.

1PedF UHK, marie.kupcakova@uhk.cz
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Obr. 1 Obr. 2

Úloha – obr. 3

•Odřežte vrcholy krychle tak, aby ve všech stěnách zůstaly pravidelné osmiúhelnı́ky.

•Ved’te řezy tak, aby ve stěnách krychle zůstaly čtverce.

•Vymodelujte znova krychli a rozřežte ji na tři shodné jehlany.

Prvé dva úkoly směřujı́ k vyvozenı́ pojmu polopravidelné mnohostěny, speciálně
archimedovské mnohostěny, které vzniknou ořezánı́m vrcholů a hran pravidelných
mnohostěnů.

Prvému mnohostěnu řı́káme ořezaná krychle.

Obr. 3

Druhý se nazývá kubooktadr, protože jsme jej
mohli zı́skat jednak ořezánı́m krychle (kubus),
nebo ořezánı́m pravidelného osmistěnu – okta-
edru (můžeme jej také takto vymodelovat).

Poslednı́ úkol je motivačnı́m pro ty studenty,
kterým se zdálo zařazenı́ modelı́ny do semináře
nepatřičné, avšak tento úkol nenı́ triviálnı́. Často trvá i čtvrt hodiny, než se objevı́ prvé
řešenı́. Připravujeme si důkaz vzorce pro výpočet objemu jehlanu.

Úloha – obr. 4

•Vymodelujte pravidelný čtyřstěn – tetraedr (vyřežte jej třeba z koule nebo vytvarujte
v prstech).

•Odřežte jeho vrcholy tak, aby ve stěnách zůstaly pravidelné šestiúhelnı́ky.

•Vymodelujte hranový model tetraedru. Porovnejte jeho pevnost s pevnostı́ hranového
modelu krychle.
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Úkol vymodelovat čtyřstěn patřı́ k jistým „chytákům“. Často se jako řešenı́ objevı́
čtyřboký jehlan. Když je jasné, co je to čtyřstěn, dá modelářům dost přemýšlenı́, jak jej
vytvarovat. Také ořezaný tetraedr leckoho potrápı́.

Úloha – obr. 5

• Připravte si válec s průměrem asi 3 cm a nařežte z něj dva nı́zké válce (asi 4 mm). Vy-
modelujte plášt’ rotačnı́ho válce jako přı́mkovou plochu, připravené destičky budou
podstavami válce.

• Položte dlaň na hornı́ podstavu a šikmo ji posuňte. Jak se bude jmenovat nový útvar?

•Vrat’te podstavu zpět a otáčejte ji kolem osy tělesa. Jaký útvar vzniká?

Rotačnı́ válec můžeme nazývat kolmý kruhový válec. Odpověd’na otázku pak znı́
– vymodelovali jsme šikmý kruhový válec (v deskriptivnı́ geometrii jej často zobrazu-
jeme). Třetı́ útvar bývá v určitých (politických) obdobı́ch spontánně nazýván Temelı́n.
Vcelku trefné označenı́, protože chladicı́ věže atomových elektráren skutečně majı́ po-
dobu jednodı́lného rotačnı́ho hyperboloidu.

Obr. 4 Obr. 5

Úloha – obr. 6

•Vymodelujte plný rotačnı́ válec.

• Řežte jej dvěma rovnoběžnými šikmými řezy (jako veku). Řezné plochy jsou podsta-
vami tělesa. Jaký majı́ tvar? Je to stejný typ válce, jako v předcházejı́cı́ úloze?

•Vyřežte z válečku pravidelný čtyřboký hranol.
•Vyřežte z něho pravidelný osmiboký hranol.

Málo studentů se dosud setkalo s jiným než rotačnı́m válcem. Ten námi vymodelovaný
je šikmý eliptický válec. Jeho podstavami jsou elipsy, kdežto v předcházejı́cı́ úloze to
byly kruhy.

Osmiboké hranoly řada studentů chybně vyřezává už po zadánı́ úlohy Ú3.
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Úloha – obr. 7

•Vymodelujte rotačnı́ kužel.
• Řežte jej tak, aby byla v řezu elipsa (kružnice), parabola, hyperbola. Co je to komolý

kužel?

Pro většinu studentů je pojem kuželosečka spojen bud’to s rovnicı́, nebo definicı́
kuželosečky jako množiny bodů jistých vlastnostı́. Je proto vhodné předvést kuželosečky
také jako průsečné křivky roviny a rotačnı́ plochy kuželové.

Obr. 6 Obr. 7

Úloha – obr. 8

•Vymodelujte plný komolý pravidelný čtyřboký jehlan. Čı́m začnete?

•Vytvořte hranový model pravidelného pětibokého jehlanu.

•Vymodelujete ze shodných špejlı́ pravidelný šestiboký jehlan? (pouze přemýšlejte)

Je dobré zastavit se u pozapomenutého pů-

Obr. 8

vodu slova „komolý“. Podle Etymologického slov-
nı́ku jazyka českého (ČAV 1971) to znamená bez-
rohý – dokonce „gomol’a“ byla označována bez-
rohá kráva. Modelujeme tedy jehlan bez „rohu“.
V geometrii se slovo „roh“ už dávno nepoužı́vá,
musı́me řı́ci, že odřı́zneme vrchol jehlanu rovinou
rovnoběžnou s rovinou podstavy.

Je zajı́mavé, jak málo studentů dokáže pouze z představy rozhodnout, jak by to bylo
s pravidelným šestibokým jehlanem, který by měl všechny hrany stejně dlouhé.



88 M. Kupčáková: Modelı́na a geometrické zkušenosti

Úloha – obr. 9

•Mnohostěny, jejichž povrch tvořı́ pouze rovnostranné trojúhelnı́ky, se nazývajı́ delta-
stěny. Doplňte hranové modely čtyřstěnu, čtyřbokého jehlanu a pětibokého jehlanu
tak, abyste dostali konvexnı́ deltastěny.

• Jakou valenci majı́ vrcholy těchto deltastěnů?

Doplnı́me hrany a vrcholy a dostaneme

Obr. 9

trojici nových mnohostěnů. Všı́máme si, že
jedině v pravidelném osmistěnu (oktaedru)
se v každém vrcholu sbı́há stejný počet hran
(vrcholy majı́ stejnou valenci). U delta –
šestistěnu a delta – desetistěnu tomu tak
nenı́.

Úloha – obr. 10, obr. 11

•Vymodelujte pravidelný pětiboký hranol.
•Vymodelujte čtyřboký antihranol.
•Vymodelujte pětiboký antihranol.
• Podı́vejte se ještě jednou pozorně na ležı́cı́ osmistěn.

Uvažujme n-boký hranol se stejnými délkami hran. Je konvexnı́, všechny jeho stěny
jsou pravidelné mnohoúhelnı́ky (2 pravidelné n-úhelnı́ky a n čtverců) stýkajı́cı́ se v kaž-
dém vrcholu stejným způsobem. Takové hranoly (prizma) patřı́ mezi polopravidelné
mnohostěny a je jich nekonečně mnoho. Čtyřboký hranol s těmito vlastnostmi již máme
vymodelovaný (krychle).

Pootočenı́m jedné podstavy o 180◦/n kolem osy hranolu a doplněnı́m pláště tak,
aby jej tvořily rovnostranné trojúhelnı́ky, dostaneme n-boký antihranol (antiprizma).
Všechny takové antihranoly (bude jich nekonečně mnoho) jsou polopravidelnými mno-
hostěny. Jejich povrch tvořı́ 2 pravidelné n-úhelnı́ky a 2n rovnostranných trojúhelnı́ků.

V tomto novém úhlu pohledu vidı́me oktaedr jako trojboký antihranol.

Obr. 10 Obr. 11
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Úloha – obr. 12

•Doplňte čtyřboký antihranol tak, abyste dostali konvexnı́ deltastěn.

Musı́me být připraveni na to, že se mohou ve skupině objevit tři různá řešenı́ (a je
dobře, když se najdou). Spočı́táme stěny a tři nové mnohostěny pojmenujeme jako delta
– dvanáctistěn, delta – čtrnáctistěn a delta – šestnáctistěn. Čtyři deltastěny jsme měli
už dřı́v; delta – čtyřstěn (Ú4), delta – šestistěn, delta – osmistěn, delta – desetistěn (Ú9).

Obr. 12

Úloha – obr. 13

•Konvexnı́ch deltastěnů je právě osm. Který scházı́? Vymodelujte jej.

Scházı́ deltastěn, který dostaneme doplněnı́m pětibokého antihranolu. Je to poslednı́
konvexnı́ deltastěn, delta - dvacetistěn, který však častěji nazýváme pravidelný dvace-
tistěn nebo z řečtiny ikosaedr.

Úloha – obr. 14

•Během řešenı́ předcházejı́cı́ch úloh jsme vymodelovali čtyři konvexnı́ mnohostěny,
které patřı́ mezi platónské, tedy pravidelné mnohostěny. Chybı́ pátý pravidelný mno-
hostěn. Který to je? Jaké má stěny? Vytvořte jeho hranový model.

• Jaké vlastnosti má každý pravidelný mnohostěn? Formulujte definici pravidelného
mnohostěnu.

Zopakujme si: modelovali jsme již tetraedr, hexaedr, oktaedr, ikosaedr a chybı́ pra-
videlný dvanáctistěn – dodekaedr. Jeho stěny jsou navzájem shodné pravidelné pětiú-
helnı́ky stýkajı́cı́ se po třech v každém vrcholu.
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Obr. 13 Obr. 14

Úloha – obr. 15

•Vrat’te se k pravidelnému osmistěnu. Připojte nad každou jeho stěnu pravidelný čtyř-
stěn. Na nový vrchol použijte modelı́nu jiné barvy.

•Vymodelovali jste nekonvexnı́ útvar – tzv. Keplerovu stellu octangulu – hvězdu
osmicı́pou. Jaký tvar by měla krabička, do které bychom ji mohli zabalit?

• Postavte nynı́ všechny vymodelované hvězdy vedle sebe a na sebe. Zdá se, že vyplňujı́
prostor, ale zůstala mezi nimi prázdná mı́sta. Jaký majı́ tyto mezihvězdné prostory
tvar?

Každou stellu octangulu (vytvořenou z jednoho os-

Obr. 15

mistěnu a osmi čtyřstěnů) bychom mohli vepsat do
krychle, ty pak lze v prostoru řadit vedle sebe i nad
sebe. Uvnitř zůstávajı́ konvexnı́ mnohostěny, které majı́
12 shodných hran a 6 vrcholů – jsou to osmistěny. Tedy
celý prostor lze vyplnit pravidelnými čtyřstěny a pravi-
delnými osmistěny.

Věřı́m, že učitelé si sami vymyslı́ a připravı́ dalšı́
úlohy a že čas, který byl v geometrii věnován modelo-
vánı́, se určitě vrátı́. A když ne – nabı́dli jsme žákům či

studentům zážitek, který se vrývá do paměti.
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Dvě matematické kultury?

Zpráva o dı́lně „Je možné naučit řešit úlohy?“1

František Kuřina, Hana Lišková2

Na tradičnı́ Dva dny s didaktikou matematiky 2003 jsme připravili pracovnı́ dı́lnu
o řešenı́ úloh. Dı́lna se uskutečnila ve čtvrtek 14. 2. 2003, trvala 90 minut a pracovalo
v nı́ asi 20 učitelů. Pro každého z nich byl připraven text [1] vydaný katedrou matematiky
Pedagogické fakulty Univerzity v Hradci Králové. Tato brožura v rozsahu 15 stránek
obsahovala odstavce:

1. Úvod
2. Vzdělávacı́ proces a řešenı́ úloh
3. Co a jak testujı́ nejlepšı́ gymnázia ČR
4. Úlohy k řešenı́
5. Závěr.

Dı́lna byla organizována ve dvou částech. V prvnı́ jsme hodnotili několik vybraných
úloh z publikace [2]. Tato část dı́lny byla podnětem k přı́spěvku, který zde publikujeme.
V druhé části jsme se soustředili na diskusi o 4 úlohách z brožury [1]. Prvnı́ dvě úlohy byly
klasickou aplikacı́ ve škole probı́rané teorie (úlohy 1 a 7), dalšı́ dvě „o dotyku čtyřstěnů“
vyvolala živou diskusi. Zbývajı́cı́ch 6 úloh jsme doporučili zájemcům k samostatnému
promyšlenı́.

Publikace „Řešené testy nejlepšı́ch gymnáziı́ ČR“
Knihu [2] uvádějı́ „zaměstnanci nakladatelstvı́ Pierot“ předmluvou, z nı́ž citujeme
„Váženı́ rodiče, . . . aby se Vaše děti mohly dobře připravit k přijı́macı́m zkouškám,

vybrali jsme pro Vás testy těch opravdu nejlepšı́ch škol v republice. Pokud je žák zvládne,
určitě uspěje v přijı́macı́m řı́zenı́ na kterékoliv jiné škole.“

Ponecháváme bez komentáře smysl a oprávněnost těchto slov. Nám vůbec nejde
o hodnocenı́ úrovně výuky a vůbec ne o rozhodovánı́, které gymnázium je nejlepšı́. Jde
nám o to ukázat, s jak rozdı́lnými matematickými požadavky přistupujı́ dvě různé školy
k absolventům základnı́ch škol, jaké od nich očekávajı́ vědomosti a dovednosti. Nepřı́mo
tak dokládajı́, co je pro přı́slušnou školu důležité, jakou matematickou kulturu vlastně
chce pěstovat. Termı́n kultura zde nebudeme vysvětlovat, jeho intuitivnı́ smysl asi každý
učitel matematiky cı́tı́; zájemce o tuto problematiku odkazujeme na publikaci [4].

Kniha [2] informuje na 199 stránkách o přijı́macı́ch testech z českého jazyka, mate-
matiky, přı́padně jiných předmětů na šesti pražských gymnáziı́ch (Gymnázium Christiána
Dopplera, Gymnázium Jana Keplera, Prvnı́ obnovené reálné gymnázium, Akademické

1Práce vznikla s podporou grantu GAČR 406/02/0829
2Univerzita Hradec Králové, frantisek.kurina@uhk.cz; VOŠP a SPgŠ Litomyšl, liskova@lit.cz
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gymnázium Štěpánská, Gymnázium na Vı́tězné pláni a Gymnázium Voděradská). My se
zde soustředı́me na informace o přijı́macı́ch testech z matematiky na Gymnázium Jana
Keplera a Prvnı́ obnovené reálné gymnázium.

Test z matematiky na GJK
V úvodu se zdůrazňuje ([2], str. 27), že obtı́žnost testu nepřekračuje úroveň ZŠ.

Celkem se skládá test z 19 úloh, sedm z nich má klasickou formu, u dvanácti jsou
předloženy možnosti A,B,C,D,E pro volbu odpovědı́. Uved’me zde přı́klady úloh.
Texty úloh žádným způsobem neupravujeme, některé úlohy stručně komentujeme.
1. Na obrázku je lichoběžnı́k ABCD (AB||CD), průsečı́k jeho úhlopřı́ček je E. Obsah
trojúhelnı́ku ABE je 72 cm2 a obsah trojúhelnı́ku CDE je 50 cm2. Vypočı́tejte poměr
výšek PE a QE v trojúhelnı́cı́ch ABE a CDE. Svůj výpočet zdůvodněte.

(Text úlohy doprovázı́ obrázek lichoběžnı́ku.)
Vzhledem k tomu, že žáci ZŠ neznajı́ větu o poměru obsahů podobných útvarů, jevı́

se nám úloha velmi náročná.

2. Kulatý stůl má průměr 1m a výšku 75 cm. Je pokryt čtvercovým ubrusem o rozměrech
140 cm × 140 cm tak, že střed ubrusu a střed stolu se kryjı́. Jak vysoko nad zemı́ je
nejnižšı́ cı́p ubrusu? Proved’náčrt situace.

Tuto úlohu považujeme za vhodnou. Žák si musı́ představit situaci a použı́t základnı́
poznatky, které má znát.

3. (6. úloha testu) Do karty odpovědı́ doplňte chybějı́cı́ termı́ny.
Ropa vznikla v průběhu mnoha miliónů let rozkladem organizmů za .............. vzdu-
chu. Ropa je směsı́ nejrůznějšı́ch .................... s různě dlouhými přı́mými i rozvětvenými
.................
(7. úloha testu) Topný olej, který vzniká při zpracovánı́ ropy, může obsahovat 1,3 % sı́ry.
Vypočı́tejte hmotnost oxidu siřičitého, který unikne do okolı́ spálenı́m deseti tun tohoto
paliva. (Molárnı́ hmotnost sı́ry je 32 g/mol a kyslı́ku 16 g/mol).
A) 26 kg. (Celkem je nabı́dnuto 5 výsledků.)

Obě předcházejı́cı́ úlohy předpokládajı́ znalosti z chemie. Přesto, že jsme přesvědčenı́
o nutnosti výuky jednotlivých předmětů ve vzájemných vztazı́ch, nemyslı́me si, že test
z matematiky měl prověřovat úroveň poznatků z chemie.

4. (9. úloha testu) Které tvrzenı́ platı́ o řešenı́ rovnice:

16x3 + 24x2 + 9x = 0

A) jedno řešenı́ 34 , B) jedno řešenı́ 43 , C) tři řešenı́ 34 , 0,
3
4 , D) právě jedno řešenı́ 0,

E) dvě řešenı́ −34 , 0.
Vzhledem k tomu, že řešenı́ kvadratických rovnic nenı́ v osnovách základnı́ školy

a otázka počtu řešenı́ se obvykle upravuje konvencı́ o násobnosti kořenů, považujeme
úlohu za zcela nevhodnou.
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5. (11. úloha testu) Operace ∗ je definována předpisem:

x ∗ y = x−y
2 , x ∗ 5 = −3. (V textu je chybně uvedeno x ∗ d).

Čemu se rovná x ∗ 7?
A) −2, 5, . . . (Celkem je nabı́dnuto 5 výsledků.)

Ani tuto úlohu nepokládáme za vhodnou. Jejı́ jádro tkvı́ v „algebraickém formalismu“,
který nenı́ v souladu s matematikou základnı́ školy; např. význam symbolu = je v této
úloze pro žáka zcela nezvyklý.

6. (13. úloha testu) Na obrázku 1 (kóty v metrech) je nakreslena dráha („osmička“) pro
drezúru konı́. Kolik metrů ujde kůň, když tuto dráhu absolvuje desetkrát?

Obr. 1

A) 10R(4 + 3π)m, · · ·

Tato úloha je po obsahové stránce vhodná. Formulace, které zdůrazňujı́ rozměry „hřiš-
tě“, o něž vůbec nejde, a geometricky nesprávný obrázek by se neměly u přijı́macı́ch
zkoušek vyskytovat.

7. (15. úloha testu) Z výrazu f = ab
a+b vypočı́tej a.

A) bf
b−f , · · ·

Úloha je dosti náročná, „rovnice“ tohoto typu se obvykle na ZŠ neřešı́.
8. (19. úloha testu) Tolerancı́ označujeme schopnost živých organizmů snášet určité
rozpětı́ libovolného faktoru prostředı́. Prohlédněte si pozorně graf na obr. 2 vyjadřujı́cı́
toleranci dvou druhů organizmů k danému faktoru a rozhodněte, která tvrzenı́ jsou platná.

A) Druh X je na daný faktor choulostivějšı́ než druh Y.

B) DruhX je k danému faktoru přizpůsobivějšı́, a proto bude v daném areálu početnějšı́.

C) Druhy X a Y si budou na daném stanovišti tvrdě konkurovat.
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Obr. 2

Úloha má zjišt’ovat grafickou gramotnost budoucı́ch studentů. Podle našeho názoru
k tomu nejsou uvedené grafy vhodné.

Dalšı́ úlohy testu se týkajı́ řešenı́ rovnic, úprav algebraického výrazu, grafu lineárnı́
funkce, procent a slovnı́ch úloh.

Test z matematiky na PORG

Test obsahuje 15 úloh, které se tematicky vážı́ k desetiboji. Informace o tomto odvětvı́
sportu jsou uvedeny v tabulce o výkonech Šebrleho a Dvořáka.

Uved’me některé typy otázek z testu.

Který z atletů zvládl lépe prvnı́ tři disciplı́ny?

O kolik bodů je lépe zvládl?

Matematicky nejnáročnějšı́ úkol se týká této otázky:

Kdyby chtěl někdo překonat Šebrleho světový rekord alespoň o 4 body, kolik bodů by
musel průměrně zı́skat v každé disciplı́ně?

V testu se vyskytuje i úkol „logického?“ charakteru:

Napiš šest smysluplných informacı́ o Kanadě, kde se konalo mistrovstvı́ světa. Informace
mohou být libovolné, musı́ však být pravdivé a mı́t nějakou informačnı́ hodnotu. Správně:
O jiných zemı́ch by bylo správně třeba: V Brazı́lii se mluvı́ hlavně portugalsky. V Čı́ně
žije nejvı́ce lidı́ na světě. Chybně: V Čı́ně žije hodně lidı́. V Argentině jsou velká města.
V Kanadě je Edmonton.

Úlohy tohoto typu stěžı́ mohou přispı́vat k posouzenı́ úrovně porozuměnı́ textu nebo
dokonce matematické gramotnosti žáků.

Přı́klad „geometrické úlohy“: Zakresli do obrázku (kruhové výseče, který je před-
tištěn) jedno mı́sto, na které mohl dopadnout Dvořákův disk při pokusu zachyceném
v tabulce, a označ ho D. (S přesnostı́ si nelam hlavu.)



F. Kuřina: Dvě matematické kultury? 95

Obr. 3

Ani autoři úlohy si s přesnostı́ hlavu nelámali: stupnice na výseči je „podivuhodně
nerovnoměrná.“

Závěry
Jak si vysvětlit, že školy v podstatě stejného typu testujı́ připravenost pro studium

u absolventů základnı́ch škol pracujı́cı́ch podle jednotných osnov tak rozdı́lným způso-
bem? Podle našeho názoru patrně tı́m, že každé z gymnáziı́ chápe smysl matematické
přı́pravy na základnı́ škole jinak, má patrně i jinou koncepci matematické kultury, kterou
bude u svých budoucı́ch studentů rozvı́jet.

Prvnı́ obnovené reálné gymnázium vůbec „nepřihlı́žı́ k prospěchu žáků na základ-
nı́ch školách“, neprověřuje ani úroveň matematických dovednostı́ např. v řešenı́ rovnic,
v úpravách algebraických výrazů, v řešenı́ch úloh o procentech nebo v geometrii. To-
muto ústavu jde pouze o úroveň „zdravého selského rozumu“ a schopnost pozorného
soustředěnı́ se budoucı́ho studenta, naučené vědomosti a dovednosti jakoby nebyly pro
dalšı́ studium potřebné. Nechceme a ani nemůžeme rozhodovat, zda je to správné. Patrně
je to z hlediska úspěšného působenı́ školy vyhovujı́cı́.

Gymnázium Jana Keplera prověřuje naopak mimo úroveň řešenı́ běžných typů úloh
z matematiky základnı́ školy i vědomosti, které osnovy základnı́ školy přesahujı́.

Kniha [2], která byla podnětem k těmto úvahám, vysı́lá jistý signál rodičům žáků,
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kteřı́ končı́ povinnou docházku i žákům samotným. Nenı́ účelem této stati posuzovat,
jaké tyto signály jsou. Kniha však může určitým způsobem ovlivnit i učitele základnı́ch
škol. Pomáhá dotvářet jejich přesvědčenı́ o tom, co je pro jejich absolventy důležité.

Z textu řady úloh je možné učinit si představu i o úrovni jazykové kultury některých
našich gymnáziı́.

Podle našeho názoru nenı́ v současné době hlavnı́ úkol podporovat individuálnı́ cha-
rakter jednotlivých škol, ale spı́še považujeme za důležité stanovit závazná kritéria pro
úroveň absolventů. Delegovánı́ tvorby osnov na jednotlivé školy, jak to zamýšlı́ Bı́lá
kniha ([3]), by tomu ovšem neprospělo. Rovněž v otázce stanovenı́ zásad pro dalšı́ rozvoj
vzdělanosti v našem státě pokládáme za důležité formulovat obecně platná kritéria pro
hodnocenı́ žáků, které by nebylo založeno předevšı́m na všestranné diagnóze jejich do-
savadnı́ho vývoje. Máme obavy, že přes řadu velmi pozitivnı́ch trendů otevı́rá realizace
myšlenek Bı́lé knihy v praxi i možnost faktického snı́ženı́ úrovně vzdělanosti u nás.
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Metody řešenı́ a komunikace1

Carlo Marchini2

Komunikace
K osvětlenı́ toho, o čem mluvı́me, pokusme se vytvořit modely komunikace a vysvět-

lit, jak ovlivňujı́ řešenı́. Komunikace předpokládá alespoň dva aktéry, vysı́lač a přijı́mač
spojené vzkazem, zprávou. Takovýto model byl nabı́dnut před mnoha lety Jacobsonem.

1Přeložila Michaela Kaslová
2University of Parma, Italy, carlo.marchini@unipr.it
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Zpráva má jeden směr a udává rozdı́l mezi přı́jemcem a vysı́lačem. Zpráva může mı́t
různý charakter, může být: verbálnı́, ikonická, gestická a podobně.

Tento jednoduchý model musı́ být zpřesněn a prohlouben. Vysı́lač musı́ být vybaven
aparátem pro tvorbu zpráv a dalšı́m pro jejich vysı́lánı́. Právě tak přijı́mač musı́ mı́t
aparát na přı́jem zpráv, jejich rozluštěnı́ a zpracovánı́ toho, co bylo ve právě obsaženo.
Přı́jemce musı́ často užı́t aktivity v souslednosti a v souvislosti s předchozı́mi, musı́ být
tedy vybaven operačnı́m aparátem.

Můžeme použı́t vhodnou metaforu: satelit vynesený na oběžnou dráhu je řı́zený ze
země. Pozemnı́ stanice je vysı́lačem a satelit přijı́mačem. Zpráva vyslaná ze Země dı́ky
elektromagnetickým signálům dosáhne satelit, a to funguje dı́ky tomu, že byla napřı́klad
satelitu upravena dráha. Pozemnı́ stanice pro to, aby mohla vysı́lat signály, musı́ být vy-
bavena vysı́lacı́ anténou a satelit anténou pro přı́jem. Transformace zprávy se odehrává
podle dispozic uvnitř satelitu. Analyzujme, jak probı́há vysı́lánı́ zprávy. Vyberme jeden
vysı́lacı́ kanál; napřı́klad na bázi elektromagnetického vlněnı́ v prostoru, nebo telefo-
nický kabel, nebo prostor k vysı́lánı́ tónů. Napřı́klad satelitnı́ anténa je předurčena ještě
před vysı́lánı́m pro přı́jem pouze určitého typu signálu dané frekvence a také nepřijı́má
nežádoucı́ signál, který by mohl poničit zařı́zenı́. To se také předvı́dá při vysı́lánı́. Signál
má svůj vlastnı́ jazyk, kód, ve kterém reaguje aparát, který ho vytvořil. Ale toto se dařı́
jen tehdy, pokud vysı́lač a přijı́mač použı́vajı́ stejný kód. Nestačı́, aby vedoucı́ pracovnı́k
pozemnı́ho střediska řekl nahlas, že se satelit musı́ posunout vpravo, tyto přı́kazy musı́
být kodifikovány domluveným způsobem, pak satelit provede danou operaci. Pozemnı́
personál rozhodne, že je třeba uhnout doprava, tento přı́kaz bude zakódován domluve-
ným způsobem a vyslán k anténě, která přijı́má zprávy na bázi elektromagnetických vln
dané frekvence.

Zpráva přicházı́ do satelitu, je dekódována a toto zpracovánı́ vede satelit k tomu, aby
aktivoval pulsary, které tento satelit pohnou vpravo. Toto je pouze model, i když dost
výstižný, a může být užitečný pro analýzu některých obtı́žı́ komunikace a individualizovat
některé jevy spojené s komunikacı́.

Didaktická komunikace

Po dlouhou dobu měl ve škole úspěch typicky transmisivnı́ model: vysı́lač jako učitel,
přijı́mač jako žák a zpráva to, co učitel předával jako učebnı́ látku. Týká se to ovšem
modelu, který má mnohé limity a který se jevı́ jako neadekvátnı́.

(a) Učitel může být nahlı́žen jako vysı́lač. Jeho možnost vypracovávánı́ zpráv je zalo-
žena na znalostech argumentů, na knihách, ve kterých hledá, na nástrojı́ch, pomůckách,
které si připravuje. Pak přicházı́ fáze kódovánı́, kdy učitel připravuje hodinu, organizuje
ji z hlediska časového, rozhoduje se čı́m začı́t, co zařadit potom, jaký typ jazyka (kódu),
se rozhodne použı́t, (slovnı́, symbolický, gestický). Na základě tohoto výběru, tak jako
vysı́lač, zvolı́ pı́semný projev, mluvený, obrázek, pohyb apod. Ale jednou se ve třı́dě
stane, že si učitel všimne změny klimatu. Všimne si, že klima nenı́ tak vhodné k plněnı́
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cı́lů dané lekce nebo lekce předpokládané, plánované. V takovém přı́padě již nenı́ učitel
vysı́lačem, ale stává se přijı́mačem. Musı́ tomu tedy přizpůsobit kód, který předtı́m zvolil
pro to, aby mohl uskutečnit svoji didaktickou aktivitu. Dalšı́m významným momentem je
ten, kdy se učitel stává přijı́mačem, a to je moment hodnocenı́. Jakmile vyšle své zadánı́
s použitı́m určitého kódu, napřı́klad slovnı́ho, žákovi, musı́ ho žák převést do jiného
kódu, napřı́klad symbolického nebo grafického. A ten je pak hodnocen.

(b) Schematizace žáka jako přijı́mače je přı́liš zjednodušujı́cı́. Na základě nedávných
didaktických výzkumů nenı́ učenı́ pouhou reprodukcı́, jinak by totiž přı́stroje zachycu-
jı́cı́ hlas nebo videokamery, které také opakujı́ perfektně, co zaznamenaly, musely být
nejlepšı́mi studenty. Učenı́ se neprojevuje prováděnı́m úkolů, které byly zadány. Nikdo
by neposuzoval jako učenı́ to, co dělá přı́stroj na přı́pravu expressa, který je oproti tomu
specializován na přı́pravu hrnku kávy. Podle francouzských modelů řazených ke kon-
struktivismu se učenı́ realizuje v přı́mém kontaktu s žákem s tı́m, že jsme v „a-didaktické
situaci“, ve které učitel zůstává do jisté mı́ry v pozadı́. Jinak řečeno žák nenı́ pasivnı́m
přijı́mačem, ale ze své vlastnı́ vůle vysı́lá signály učiteli způsobem chovánı́ po celou
hodinu, zájmem o argumentaci, důkazy apod.

(c) Programovánı́ satelitu je dı́lem těch samých techniků, kteřı́ ho později použı́vajı́
jako přijı́mač. Programovánı́ žáka nezávisı́ na učiteli, ani na prvnı́ch letech školnı́ do-
cházky. Když to později nastane, mluvı́me o didaktické úmluvě „contract didactique“
(viz Brousseau).

(d) Žák nenı́ pouze v škole, ale je začleněn mezi své blı́zké. Přı́tomnost a význam
tohoto typu interakce byl osvětlen ve studiı́ch týkajı́cı́ch se kooperativnı́ho učenı́ a soci-
álnı́ho konstruktivismu. V této fázi každý žák zı́skává i vysı́lá zprávy sloužı́cı́ k učenı́.
V takových přı́padech nenı́ kód determinován učitelem, ale je produktem společné řeči,
volné úmluvy mezi blı́zkými, a pouze následně je upravován k potřebám učitele.

(e) Role kódu by měla být dále hlouběji analyzována. Jazyková analýza strukturalismu
(De Saussure) vyčlenila aspekty jako je intonace, intenzita, výška tónu, objem, které jsou
parciálně zastoupeny v pragmatické komunikaci, takové aspekty majı́ velký didaktický
význam. V didaktické komunikaci je kód zaznamenáván vyučujı́cı́m, i když tvořı́ tentýž
předmět učenı́, ale nenı́ zaznamenán studentem.

(f) V socio-konstruktivnı́m kontextu nenı́ žák vyzýván k tomu, aby opakoval, na-
vı́c didaktická filosofie vytvářı́ situaci destabilizace, moment, kdy naučené kódy nejsou
adekvátnı́, nejsou vhodné k dekódovánı́ zprávy, což je chápáno jako souslednost episte-
miologických překážek. Obohacenı́ vnitřnı́ho i vnějšı́ho jazyka (nejen pasivnı́ a aktivnı́
slovnı́ zásoba) se rozvı́jı́ jen v rámci vymezené oblasti následného rozvoje.

Metody řešenı́

V základech filosofie didaktického sociálnı́ho konstruktivismu je jednı́m nástrojem,
jehož cı́lem je realizace déle trvajı́cı́ho a vědomého učenı́, problém pojatý jako přı́ležitost
k myšlenı́ a k užitı́ znalostı́. Rozdı́l mezi cvičenı́m a problémem je založen na adekvátnosti
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kódů známých žákovi. Pro žáka může být problémem také cvičenı́, pro něž nemá v daném
okamžiku nástroje pro řešenı́. Rozdı́l mezi cvičenı́m a problémem je tedy závislý na
osobě, která je vyzvána k jeho řešenı́ nebo provedenı́, nezávisı́ na otázce. Problém musı́
být nahlı́žen z širšı́ho hlediska, nejde pouze o školnı́ matematický problém, i když role
matematického problému je dost významná.

Při interakci ve dvojici a předevšı́m malých skupinách předpokládaných v koopera-
tivnı́m učenı́ lze konstatovat, že fáze analýzy problému již od počátku obsahuje propojenı́
předložená společně skupinou. Nenı́ jasné, co se má propojit. Podle mé interpretace jde
o společnou představu (imagini mentali). V tento moment musı́ proběhnout fáze heu-
ristické explorace, ve které ještě jednou musı́ každý (by měl) přispět do diskuse, do
nové konstrukce nebo rekonstrukce spojené (sdı́lejı́cı́) se starými mentálnı́mi obrazy. Na
základě modelu komunikace se každý současně vyskytuje jako vysı́lač a přijı́mač a komu-
nikace se stane významná, pouze pokud jsou všechny komunikačnı́ kódy v souladu. Na
konci všichni souhlası́ s nabı́dnutým řešenı́m a prostřednictvı́m mluvčı́ho reprezentujı́
závěr této fáze, ve které je dokompletován kód sociálně přijatý a adaptovaný na kaž-
dého z členů skupiny. V závěrečné diskusi celé třı́dy za přı́tomnosti učitele je jedinečná
přı́ležitost k ověřenı́ adekvátnosti kódu.

Vyvstává otázka, proč by měla být užitečnějšı́ interakce ve dvojicı́ch než transmisivnı́
cesta, ve které má učitel zaručeně vyššı́ kulturnı́ úroveň než kamarád ve skupině a kdy
tedy učitel musı́ zasahovat s většı́ efektivitou než žákův kamarád. Jedna z možných
odpovědı́ je, že takovým způsobem se tvořı́ přesný jazyk, odpovı́dajı́cı́ situacı́m, a co je
velmi významné, ne opakovánı́m, reprodukcı́, ale učenı́m, v akci.

Tak se vyzdvihne význam verbalizace procesů řešenı́. Pouze jsou-li tyto procesy
vysvětleny, přispějı́ pozitivnı́m způsobem k pochopenı́ (konstrukci toho, čemu řı́kám
vı́m). Kdyby býval napřı́klad Fermat neřekl, že řešenı́ jeho problému bylo jednoduché,
ale dlouhé a byl by býval přestavil metodu řešenı́, jistě by býval zanechal matematice a
matematikům roky k uzoufánı́.

Jaká očekávánı́ má matematická komunikace

Jak již bylo řečeno, matematická komunikace by mohla způsobit bezradnost učitele
nebo toho, kdo bude učit. Nenı́ to učitel, kdo je řemeslnı́kem, strůjcem učenı́, žák se učı́, i
když on nenı́ přı́tomen. Učitel nemá způsob jak interreagovat se žákem, poněvadž nezná
způsob, jakým by opravdu spolupracoval (spolureagoval). Dělá něco pozitivnı́ho, dařı́ se
mu rozvı́jet kompetence (někdy i talenty) tı́m, že vnášı́ do vzdělávánı́ rozvoj schopnostı́
algoritmických a přinášı́ žákovi vybavenı́ nástroji.

Podle mého mı́něnı́ základnı́ roli lze přičı́st mentálnı́m obrazům.
Historické kořeny problému mentálnı́ch obrazů pravděpodobně prvnı́, který pře-

stavil dobře uspořádanou teorii toho, čemu řı́káme mentálnı́ obrazy, byl Aristoteles.
Problém, který tehdy vysvětloval, byl, jak dosáhnout objektivnı́ znalosti universáliı́ (ideı́)
bez zdůrazňovánı́ toho, že existujı́ ve světě Hyperurania, jak navrhoval Platon. Sofisté
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tvrdili, že znalost byla založena výlučně na smyslovém vnı́mánı́, což znemožňuje všeo-
becné pravdy, což je dáno jedinečnostı́ vnı́mánı́. Tı́mto Sokrates oponoval teorii pojmu:
matematické pojmy a metafyzické pojmy vytvářejı́ nepochybné jistoty a stavějı́ se oproti
nevěrohodnosti (nejsou věrné) znalostı́ zı́skaných na základě smyslového vnı́mánı́. Tı́mto
způsobem považoval za možnou komunikaci mezi lidmi a přičı́tal vědě (matematice) a
filosofii univerzálnı́ hodnotu.

Aristoteles tak jako Sokrates přijı́mal to, že člověk má intelektuálnı́ znalosti obecných
pojmů a specifických imanentnı́ch pojmů (in re - tkvı́cı́ch v samé podstatě věci) a také
pojmů matematických a metafyzických, ale na rozdı́l od Platona neodmı́tá přı́nos smys-
lového vnı́mánı́. K ověřenı́ toho, co pozoruje, a toho, co je jedinečné, vlastnı́ danému
smyslu, nevytvářı́ intelektuálnı́ znalost objektů, které jsou přijaty chybějı́cı́m smyslem.
Kromě toho potvrzuje, že znalost vzniklá smyslovým vnı́mánı́m je lepšı́ než znalost
vzniklá intelektuálnı́ cestou: smysly zapisujı́ na Tabulu rasu (prázdnou desku) intelektu
tak, že spolupracujı́ takovým způsobem, který je vlastnı́ lidskému intelektu.

Zůstává otázka, jak se odvozujı́ pojmy od smyslových vjemů. Aristotelova hypotéza
řı́ká, že existuje specifická inteligence, která vytvářı́ intelektuálnı́ znalost pojmů (myš-
lenky, podstaty věcı́). Použı́vá pro to metaforu: bez světla oči nevidı́ předměty. Jestliže
se světlo aktivnı́ho intelektu a předměty nahradı́ fantasma, ověřı́ se přı́tomnost pojmů
v duši. Aristoteles pı́še v dı́le O duši:

„Předměty vnı́matelné působı́ na naše smysly, stejným způsobem působı́ fantasma na
náš intelekt, proto v duši nenı́ intelekt, nejsou-li tam fantasma3. V intelektu jsou pojmy
dı́ky podstatě abstrakce. Totéž se děje matematickými entitami obsaženými v látce, ale
které jsou chápané jako abstrakta a oddělené od hmoty samé. V našı́ společné zkušenosti
nejsou věci vnı́matelné bez rozměrů, proto pochopitelné aspekty, pokud existujı́ v abs-
trakci jako matematické entity nebo reprezentujı́ vlastnosti vnı́matelných věcı́, existujı́ i
ve formě vnı́matelné. Pojmy nejsou fantasma, ale bez fantasmat nenı́ možné mı́t pojmy.“

Tato prezentace je koherentnı́ s dosaženými výsledky výzkumů zaměřených na men-
tálnı́ obrazy. Napřı́klad Fichsbein v roce 1993 uvedl k definici pojmu: „Jedna symbolická
reprezentace (téměř vždy verbálnı́) použitá v abstraktnı́m myšlenı́, obsahuje obecnějšı́
význam odpovı́dajı́cı́ jedné množině konkrétnı́ch reprezentacı́ s odvolánı́m na to, co tyto
majı́ společného.“ Tentýž autor definuje mentálnı́ obraz jako „smyslovou reprezentaci
jednoho objektu nebo jednoho jevu“.

Je dost snadné kontrolovat, jaký respekt k Aristotelově terminologii zůstává, i když
byl termı́n fantasma nahrazen mentálnı́mi obrazy.

Neoplatonský filosof Prokles v 5. stoletı́ dal filosofický význam tomuto tématu. Mezi
jeho dı́ly je kniha komentujı́cı́ prvnı́ knihu Eklidových Základů. V nı́ řešı́ jeden delikátnı́
problém základů geometrie. Hypoteticko deduktivnı́ formulacı́ v knize Základy (Ele-
menti) opustil Euklides ve studiu Geometrie jejı́ původnı́ filologický význam – měřenı́

3Poznámka překladatele: termı́n fantasma má v češtině specifický význam a je užı́ván pouze v psychoanalýze, jde o specifický
druh představ, které nemajı́ odraz v realitě; zde jde o historický termı́n blı́zký slovu představa.
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Země. Útvary, o kterých se Euklides zmiňuje, již nejsou konkrétnı́ útvary nakreslené
v pı́sku nebo na desce, jsou to geometrické útvary. Vyvstává problém, zda takové útvary
existujı́ a v přı́padě kladné odpovědi, kde. Jedna „bezelstná naivnı́ “ odpověd’ takzvaná
platonicko eukleidovská řı́ká, že takové útvary jsou spolu uloženy ve stejném světě Hy-
perurania, ve kterém žijı́ ideje. Ale takovým způsobem to nemůže být. Platon mluvı́val
o myšlence koule sama o sobě dokonalé. Tedy jedinečné! To samé platı́ pro dalšı́ geome-
trické útvary, každý je jedinečný. Jeden jediný trojúhelnı́k (což napadal J. Lock), jediná
kružnice atd. Vidı́me nynı́, jak dělá konstrukce středu úsečky AB. Konkrétnı́ konstrukce
jedné úsečky s použitı́m části osy úsečky zı́skáme bod, který ji půlı́. S Euklidovskou
úsečkou to nenı́ možné takovým způsobem: opišme dvě kružnice o stejném poloměru
jako je úsečka, a to kolem krajnı́ch bodů úsečky. Ved’me přı́mku průsečı́ky těchto kružnic
(takto jsme našli osu úsečky). Průsečı́k přı́mky s úsečkou AB je hledaný střed. Kon-
strukce, kterou jsem popsal slovy, nenı́ na papı́ře, dı́ky popisu přı́padně bez reprezentace,
se děje v neviditelném světě (hyperuraniu), ve kterém existuje jediná kružnice. Prokles
prohlašuje, že taková konstrukce se vytvářı́ v našı́ představě a že geometrické útvary majı́
svoji reálnou existenci tak jako myšlenky a konkrétnı́ objekty, ale jsou jiného charakteru
a nacházejı́ své mı́sto v mysli, v takové možné volnosti podoby vyvolává představy. Ještě
jednou jsme u toho, čemu dnes řı́káme mentálnı́ obrazy.

Význam mentálnı́ch obrazů v učenı́. Podle Aristotela tvorba mentálnı́ch obrazů
(fantasmat) má společné kořeny s humanitou a dı́ky tomu je možné vytvořit objektivnı́
znalost. Relevance mentálnı́ch obrazů v učenı́ geometrie byla zcela prokázána v mnohých
výzkumech. Ale nenı́ korektnı́ zúžit oblast aplikace na geometrii. V některých přı́padech
jsou komplexnı́ situace, které mohou být znázorněny prostřednictvı́m obrázku, napřı́klad
Eulerovy a Gorgonnovy reprezentace sylogismů. V některých jiných přı́padech to nenı́
možné.

Mentálnı́ obrazy reprezentujı́ základ, dı́ky kterému se může zrodit komunikace. Jsou
takové, které se stávajı́ použı́vanými učitelem, když se z důvodu motivace odvolávajı́ na
zkušenost žáka. Mentálnı́ obrazy se rozvı́jejı́ kompletnı́m způsobem v pojmech (objek-
tivnı́ch), způsobem nekompletnı́m ve vı́ře v pojmy a v individuálnı́ch snech, projektech,
a jsou tedy dobrým východiskem.

Také ve škole interakce ve dvojicı́ch je možná jen tehdy, když dojde k souladu
v tom, o čem jsme mluvili. Z pohledu problému (úlohy) spočı́vá fáze dekódovánı́ textu
v individualizovánı́ adekvátnı́ch mentálnı́ch obrazů a ve sledovánı́ použitı́ pojmů. Avšak
nenı́ řečeno, že jedna představa odpovı́dá jedinému pojmu, může nastat taková situace,
kdy se student splete v použitı́ pojmu, i když individualizoval konkrétně obraz, o kterém
měl vypovı́dat.

Fáze řešenı́ v sociálnı́m konstruktivismu je založena na transformaci vı́ry v pojmy, na
převodu mentálnı́ch obrazů na nové pojmy, a tudı́ž na konstrukcı́ch nových mentálnı́ch
obrazů, na základě jedné neznámé situace, že vznikajı́ nové představy, které jsou pak
transformovány na nové pojmy.
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Jeden jednoduchý přı́klad (hra „Na schovaný předmět“) ukazuje, jak se pracuje s men-
tálnı́mi obrazy. Proto potřebujeme, aby žádný z přı́tomných si nic nepsal k tomu, co se
řı́ká. V neprůhledném sáčku jsou uloženy předměty: malá hračka, disketa, guma na gu-
movánı́, dvě pera, lı́stek na autobus. Nikomu je neukáži. Nynı́ vytáhnu jeden objekt a
uložı́m ho jinam, aniž by ho bylo vidět. V sáčku jsou právě ted’: hračka, disketa, guma,
dvě pera. Když se ptám, co jsem vyndal ze sáčku, banálnı́ odpověd’znı́, že jsem vyndal
lı́stek na autobus.

Řešenı́ je založeno na porovnánı́, ale čeho? Na porovnánı́ slov, která jsem vyslovil
(Roscelin de Compiege)? Nebo na mentálnı́ch obrazech? Sledujte, že jste neviděli ani
jeden z předmětů, které jsem jmenoval a o to méně ten, který jsem vyndal ze sáčku.
Přesto jste výborně porozuměli tomu, o čem jsme ve hře mluvil. To proto, že máme
„spolusdı́lené“ mentálnı́ obrazy či spı́še obecný pojem o těchto objektech. Avšak v sáčku
byla dvě pera a nenamı́tali jste, že se tı́mto způsobem spojily vaše pojmy v jeden, protože
platonické pero je jediné.

Tato hra má svoji jazykovou dohru, protože popis objektů v sáčku může být zadán
žákovi a přesný jazyk se stane nezbytným, jsou-li objekty podobné a je-li třeba je odlišit.
Napřı́klad bych mohl doplnit informace, které jsem prve zadával, že prvnı́ pero bylo
modré a druhé červené. A zdalipak jsou dvě lžı́ce v téže sadě přı́borů (po 6 nebo 12
kusech) stejné? Dalšı́ závěr je takový, že je třeba vnést do konstrukce mentálnı́ obrazy.
A co kdyby byl v sáčku čtverec, obdélnı́k, lichoběžnı́k? Nebo dalšı́ matematické objekty:
derivace, nespojitá funkce, funkce spojitá a funkce konstantnı́?

Metody řešenı́ II
V teorii řešenı́ úloh Polya označil četné procedury řešenı́. To samé presentoval Laktos,

když vysvětloval metodu kontroly (k pochopenı́, použitı́) falsifikovaných či překrouce-
ných výsledků. Pokud analyzujeme pečlivě tyto metody, je snadné tvrdit, že kterákoli
z nich je založena na přı́tomnosti mentálnı́ch obrazů, vı́ce či méně rozpracovaných ve
formě představ. Napřı́klad analogické myšlenı́ nenı́ závislé na dobře ustáleném představě,
je dáno tı́m, že z nich těžı́ pro odhalenı́ problému a pro jeho řešenı́, použitı́ analogie je
možné, poněvadž dva pojmy, ten popsaný a ten determinujı́cı́, majı́ společný mentálnı́
obraz. To také umožnı́ komunikaci ve dvojici a mezi učitelem a žákem.
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Za zlatým řezem

Magdalena Prokopová1

„Geometrie má dva poklady: Pythagorovu větu a zlatý řez. Prvnı́ má cenu zlata,
druhý připomı́ná spı́še drahocenný kámen.“ Johannes Kepler

Z historického hlediska sehrál zlatý řez velmi důležitou roli. Zabývalo se jı́m mnoho
matematiků. Spis o něm sepsala pravděpodobně i Pythagorova žena Theano (5. stol.
př. Kr.). Eukleides (kolem 300 př. Kr.), podle Servı́tova překladu, zformuloval úlohu
o „poměru krajnı́ a střednı́“ ve Druhé knize svých Základů [Servı́t 1907]. Po Eukleidovi
to byli hlavně Hypsikles a Pappos (kolem 300 po Kr.). Velkou pozornost mu věnovali
v obdobı́ renesance předevšı́m architekti, sochaři či malı́ři. Termı́n zlatý řez pocházı́ snad
od Leonarda da Vinci (1452-1519) [Bečvář, Fuchs 1994].

Tento článek obsahuje krátké seznámenı́ s danou problematikou a náměty, které lze
zahrnout do výuky jako motivačnı́ či zpestřujı́cı́ prvek nebo může posloužit jako materiál
pro zájmové kroužky.

Původnı́ problém
Připomeňme si krátce matematickou podstatu problému. Úkol by mohl znı́t takto:
Úsečku délky a rozděl na dvě různé části tak, aby poměr délky celé úsečky a k délce

jejı́ většı́ části x byl roven poměru délky x k délce menšı́ části (a-x), tj. aby platilo

a : x = x : (a− x).

Úlohu můžeme řešit jak geometricky, tak algebraicky. Oba způsoby řešenı́ vedou
k dalšı́m zajı́mavým problémům, a tak se vydáme po obou cestách.

Algebraické řešenı́
Původnı́ poměr délek úseček si můžeme vyjádřit následujı́cı́ rovnicı́:

x2 + ax− a2 = 0.

1Katedra matematiky a didaktiky matematiky PedF UK, Katedra matematiky PF UJEP, prokopova@pf.ujep.cz
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Jejı́m řešenı́m dostáváme dva kořeny

x1 = a
−1 +

√
5

2
, x2 = a

−1−
√
5

2
.

Druhý z kořenů nevyhovuje zadánı́, nebot’je záporný a my hledáme délku úsečky. Čistě
formálně s nı́m ale pracovat můžeme a jak později uvidı́me, bude to pro nás i zajı́mavé.
Použitı́m prvnı́ho kořene dostaneme hledaný zlatý poměr

a

x1
= ϕ =

1 +
√
5

2

s čı́selnou hodnotou přibližně ϕ = 1, 618. Použitı́m druhého kořene dostaneme jakýsi
„pseudozlatý poměr“

a

x2
= ψ =

1−
√
5

2
.

Jedinečnost čı́sla ϕ a ψ
Čı́slo ϕ má mnoho zajı́mavých vlastnostı́. K jedné z nich můžeme dospět řešenı́m

úlohy „o rozdělenı́ rozdělené úsečky“.
Uvažujme úsečku AB, kterou bod C roz-

děluje ve zlatém řezu tak, že úsečkaAC je delšı́
než usečka CB. Rozdělme úsečku AB bodem
D znovu zlatým řezem tak, že bod B bude
krajnı́m bodem delšı́ z obou vzniklých úseček.

V jakém poměru budou délky úseček AC a AD? Snadno nahlédneme, že bod D dělı́
úsečku AC opět zlatým řezem. Z toho vyplývá následujı́ vlastnost

ϕ− 1 = 1
ϕ
.

Tuto vlastnost má jedině čı́slo ϕ a ψ, což lze velmi snadno dokázat řešenı́m přı́slušné
kvadratické rovnice.

Zlatý obdélnı́k
Právě objevenou vlastnost čı́sla ϕmůžeme využı́t při zkoumánı́ vlastnostı́ tzv. zlatého

obdélnı́ku, tj. takového obdélnı́ku, jehož délky stran jsou ve zlatém poměru.
Oddělı́me-li od obdélnı́ku čtverec o straně délky kratšı́ strany obdélnı́ku, tak jak je to

naznačeno na obrázku, vzniklý obdélnı́k bude opět zlatý.
Ověřenı́ je nasnadě. Je také zřejmé, že tento úkon můžeme libovolněkrát opakovat a

nově vzniklé obdélnı́ky budou opět zlaté.
Námět: Spojı́me-li tři zlaté obdélnı́ky tak, že každý je kolmý na zbylé dva, můžeme si
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vytvořit pravidelný dvacetistěn. Vrcholy zlatých obdélnı́ků totiž tvořı́ vrcholy pravidel-
ného dvacetistěnu. Jeho hrany můžeme vytvořit např. pomocı́ bavlnky. Lze to udělat tak,
že každou hranu projdeme jen jednou? Jaká je délka hrany pravidelného dvacetistěnu,
když znáte délku strany zlatého obdélnı́ku?

Racionalita čı́sla ϕ

Když už jsme se blı́že s čı́slem ϕ seznámili,
bylo by záhodno zjistit, z jakého oboru čı́sel je.
Zdá se, že jde o čı́slo iracionálnı́, ale to musı́me
dokázat. Máme na výběr opět několik důkazo-
vých prostředků. Jednı́m z nich je ten, kde využi-
jeme výše zmı́něné vlastnosti zlatých obdélnı́ků.

Předpokládejme, že čı́slo ϕ je racionálnı́, tzn.
že existujı́ přirozená nesoudělná čı́sla m, n ta-
ková, že ϕ = m

n , kde d(m, n) = 1. Nic nám
nebránı́, abychom zkonstruovali obdélnı́k, jehož strany budou mı́t délky právěm a n. Jak
předpokládáme, tento obdélnı́k bude zlatý. Podle předcházejı́cı́ úvahy musı́ být i obdélnı́k
se stranami n a (m− n) zlatý, tj.

ϕ =
n

m− n
,

m

n
=

n

m− n
.

Odtud n|m2. To jsme ale dospěli ke sporu s předpokladem, že d(m, n) = 1.

Mocniny čı́sla ϕ a Fibonacciho posloupnost

Zůstaňme ještě chvı́li u zajı́mavých vlastnostı́ zlatého čı́sla. Vypočtěme několik prv-
nı́ch mocnin (přı́p. záporných) čı́sla ϕ.

ϕ−1 ϕ0 ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 ϕ5 ϕ6 ϕ7

ϕ-1 1 ϕ ϕ+ 1 2ϕ+ 1 3ϕ+ 2 5ϕ+ 3 8ϕ+ 5 13ϕ+ 8

Snadno můžeme objevit pravidelnost ve tvaru kté mocniny čı́sla ϕ a obecně zapsat
rekurentnı́ vztah

ϕk+1 = ϕk + ϕk−1.

S připomenutı́m známé Fibonacciho posloupnosti, pro kterou platı́ stejné rekurentnı́
pravidlo a jejı́ž prvnı́ dva členy jsou F1 = 1, F2 = 1, můžeme ktou mocninu čı́sla ϕ
zapsat jako

ϕk = Fk · ϕ+ Fk−1.

Námět: Pracujte stejně s čı́slem ψ a najděte vztahy mezi čı́sly ϕ a ψ.
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Geometrická konstrukce
Vrat’me se nynı́ ke slibovanému geometrickému řešenı́ původnı́ úlohy. Sestrojme bod

M , který ležı́ na kolmici k úsečceAB vedené bodemB ve vzdálenosti 12|AB| od boduB.
Dále sestrojme bod N , který je průsečı́kem kružnice se středem v bodě M a poloměrem
|MB| a spojnice bodů A a M .
Povedeme-li nynı́ kružnici se středem v bodě A bodem N , průsečı́k s úsečkou AB je
hledaným bodem C, který dělı́ úsečku AB zlatým řezem. Zajı́mavou úlohou je, dokázat,
že tato konstrukce opravdu vede k rozdělenı́ dané úsečky ve zlatém řezu.

Úlohy lze řešit i pomocı́ skládánı́ papı́ru. Papı́r tvaru čtverce přeložı́me na půl a znovu
rozložı́me. Podle obrázku přehneme stranuDC na přehybBD. Na závěr přeložı́me stranu
BA na stranu BD, kde ji bod C rozdělı́ ve zlatém poměru.

Opět bychom měli ukázat, že tento postup skutečně vede ke konstrukci zlatého řezu.
Námět: Podobné úlohy můžeme vyslovit tak, že známe již delšı́ (AC) či kratšı́ (CB)

z obou úseček a máme zkounstruovat úsečku původnı́ (AB). Proved’te tyto konstrukce
pomocı́ pravı́tka a kružı́tka, resp. pomocı́ papı́ru a vyslovte přı́slušné důkazy.
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Zlatý trojúhelnı́k

Jistě nám nic nebránı́, abychom si zavedli i jiné „zlaté útvary“, např. zlatý trojúhelnı́k.
Nejprve se zamysleme, jaká definice bude vhodná. Návrh by mohl znı́t:

Definice 1: Zlatý trojúhelnı́k je takový trojúhelnı́k, jehož jedna strana je ke druhé ve
zlatém poměru stejně jako jeho druhá strana ke třetı́.

Záhy však zjistı́me, že takový trojúhelnı́k neexistuje. Strany takto definovaného troj-
úhelnı́ku totiž nesplňujı́ trojúhelnı́kovou nerovnost. Zlatý trojúhelnı́k je ve skutečnosti
definován takto:

Definice 2: Zlatý trojúhelnı́k je rovnoramenný trpjúhelnı́k, jehož základna ku ramenu
je ve zlatém poměru.

Tento trojúhelnı́k můžeme dělit, podobně jako zlatý obdélnı́k, na menšı́ zlaté troj-
úhelnı́ky. Máme-li zlatý trojúhelnı́k ABC, kde AB je jeho základna, potom stačı́ najı́t
bod D náležejı́cı́ straně AC a |AD| = |AB|. Trojúhelnı́k DAB je podobný trojúhelnı́ku
ABC a tudı́ž je také zlatý. Ještě zajı́mavějšı́ je z tohoto hlediska pravidelný pětiúhelnı́k,
kde strana ku úhlopřı́čce jsou ve zlatém poměru, stejně tak úhlopřı́čky se vzájemně dělı́
zlatým řezem. Průsečı́ky úhlopřı́ček jsou vrcholy dalšı́ho pravidelného pětiúhelnı́ku. Mů-
žeme se napřı́klad ptát, v jakém poměru jsou strany původnı́ho a takto nově vzniklého
pětiúhelnı́ku. Vlastnosti pravidelného pětiúhelnı́ku by ovšem vystačily na samostatný
článek.

Námět: Zkoumejte vlastnsti pravidelného pětiúhelnı́ku a vlastnosti trojúhelnı́ku se
stranami délky

√
ϕ, 1 a ϕ jednotek.

Několik úloh

Úloha 1

Mějme zlatý obdélnı́k ABCD o stranách délky 1
a ϕ jednotek. Sestrojme čtverec nad jeho delšı́ stra-
nou. Již vı́me, že vzniklý obdélnı́k ABEF je zlatý.
Opakujme tento postup znovu, znovu zı́skáme zlatý
obdélnı́k. Pokračujme takto nkrát.

Nynı́ si představme, že stojı́me v boděA a začneme
obcházet kolem zlatých obdélnı́ků dokola jako po spi-
rále tak, abychom prošli všechny strany všech zla-
tých obdélnı́ků. Kolik jednotek bude měřit naše cesta,
obejdeme-li n zlatých obdélnı́ků?

Řešenı́

Vyjdeme-li z bodu A, bude naše cesta následujı́cı́:

A B C D A B E F A G H F I J . . .
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Délka cesty v daných jednotkách bude potom

On = 1 + ϕ+ 1 + ϕ+ (ϕ+ 1) + ϕ+ (ϕ+ 1) + (2ϕ+ 1) + (ϕ+ 1) + (2ϕ+

+1) + (3ϕ+ 2) + (2ϕ+ 1) + (3ϕ+ 2) + (5ϕ+ 3) + . . .+ (Fnϕ+ Fn−1) =

= 1 + ϕ+ 1 + ϕ+ ϕ2 + ϕ+ ϕ2 + ϕ3 + ϕ2 + ϕ3 + ϕ4 + ϕ3 + ϕ4 + . . .+ ϕn =

= 2 + 3
n∑

i=0

ϕi = 2 + 3
ϕ(n−1)
ϕ− 1

= 2 + 3ϕ2(ϕn − 1).

Úloha 2
Podobně můžeme vyslovit úlohu tak, že budeme obcházet zlaté obdélnı́ky, tentokrát

však směrem dovnitř. Vyjdeme opět od obdélnı́ku se stranami 1 a ϕ jednotek. Dalšı́
obdélnı́k bude mı́t velikost stran ϕ − 1 a 1 jednotka. A tak dále. Jaká bude délka našı́
cesty, obejdeme - li všechny zlaté obdélnı́ky, které lze postupným vpisovánı́m zı́skat?
Řešenı́ je obdobné jako v předcházejı́cı́ úloze, jen tentokrát sčı́táme nekonečnou řadu.

Úloha 3: Lotrinský křı́ž
Lotrinský křı́ž se skládá z 15 jednotkových čtverců. Bo-

demA je vedena přı́mkaXY , dělı́cı́ křı́ž na dvě části o stejném
obsahu. V jakém poměru dělı́ bod X úsečku BC?
Řešenı́ najde čtenář v [Kowal 1975].

Na závěr
Problematika zlatého řezu je neuvěřitelně bohatá. K řešenı́

problémů spjatých se zlatým poměrem lze využı́t nejen geo-
metrie, ale i algebry, matematické analýzy nebo teorie grafů.
Nabı́zı́ tak široké základy pro pohled do světa matematiky.
Je silným motivačnı́m prostředkem. Dı́ky tomu ji lze snadno
použı́t v rozšiřujı́cı́m učivu matematiky na střednı́ i základnı́
škole či v zájmových kroužcı́ch. Toto téma je také vhodné

pro různé mezipředmětové projekty s historiı́, biologiı́ či výtvarnou výchovou. Jednou
z lákavých otázek je zlatý poměr na lidském těle. Poměr výšky celé postavy ku výšce
k pupı́ku se totiž blı́žı́ čı́slu ϕ. Studenti tak mohou provést statistické měřenı́ (na sobě,
svých spolužácı́ch, rodičı́ch) a podle svých možnostı́ ho vyhodnotit. Své závěry mohou
pak porovnat s proporcemi nejslavnějšı́ch uměleckých děl jako je např. socha Davida od
Michelangela Buonarrotiho (1475-1564).
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Grafy v učivu základnı́ školy

Jana Přı́honská1

Námětem dı́lny bylo předloženı́ souboru úloh, kde bylo ukázáno možné využitı́ grafů
v učivu základnı́ školy. Soubor byl rozčleněn do třı́ částı́, které na sebe navazovaly. Prvnı́
část se týkala vlastnı́ho zavedenı́ grafů pomocı́ tzv. bludišt’ barevných bran, druhá část
byla zaměřena na ilustraci grafového kódovánı́ u několika aplikačnı́ch úloh a třetı́ část
obsahovala sérii úloh aplikačnı́ch, které byly řešeny výhradně za použitı́ grafů. Pojem
„grafové kódovánı́“ nenı́ možné nalézt v žádné dostupné literatuře. Zavádı́me jej pro naše
účely a vyjadřuje vı́ceméně záměr o přeformulovánı́ zadané úlohy do grafové podoby.
Snahou přitom je obsáhnout co možná nejširšı́ oblast matematiky a vzájemně propojovat
různé tématické okruhy s ohledem na praktickou využitelnost. Soubor předložených úloh
a jejich řešenı́ je možné použı́t jako propedeutiku základnı́ch pojmů z teorie grafů.

Vzhledem k omezenému prostoru pro prezentaci úloh a jejich řešenı́, uvádı́m dále
vždy jen ukázku některých úloh s řešenı́m a poté pouze zadánı́ některých problémů.

Úlohy typu bludiště barevných bran
Zde vycházı́me z [He], kde jsou zmı́něná bludiště popsána. Grafické řešenı́ úloh

tohoto typu uvádı́m na následujı́cı́m přı́kladě.

1TUL v Liberci, jana.prihonska@vslib.cz
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Grafy v učivu základní školy 
Jana Příhonská, KMD TU v Liberci 

 
Námětem dílny bylo předložení souboru úloh, kde bylo ukázáno možné využití grafů 

v učivu základní školy. Soubor byl rozčleněn do tří částí, které na sebe navazovaly. První část 
se týkala vlastního zavedení grafů pomocí tzv. bludišť barevných bran, druhá část byla 
zaměřena na ilustraci grafového kódování u několika aplikačních úloh a třetí část obsahovala 
sérii úloh aplikačních, které byly řešeny výhradně za použití grafů. Pojem „grafové kódování“ 
není možné nalézt v žádné dostupné literatuře. Zavádíme jej pro naše účely a vyjadřuje 
víceméně záměr o přeformulování zadané úlohy do grafové podoby. Snahou přitom je 
obsáhnout co možná nejširší oblast matematiky a vzájemně propojovat různé tématické 
okruhy s ohledem na praktickou využitelnost. Soubor předložených úloh a jejich řešení je 
možné použít jako propedeutiku základních pojmů z teorie grafů. 

Vzhledem k omezenému prostoru pro prezentaci úloh a jejich řešení, uvádím dále 
vždy jen ukázku některých úloh s řešením a poté pouze zadání některých problémů. 

Úlohy typu bludiště barevných bran. 
Zde vycházíme z [He], kde jsou zmíněná bludiště popsána. Grafické řešení úloh tohoto typu 
uvádím na následujícím příkladě. 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

Bludiště je charakteristické svými barevnými bránami, které lze odemknout pouze klíčem 
stejné barvy. Pod zadaným bludištěm jsou vždy uvedeny klíče, které máme k dispozici a které 
musíme použít pouze v daném pořadí. Grafické řešení bylo ukázáno na několika příkladech. 
Abychom mohli vytvořit graf daného bludiště, očíslujeme jednotlivá nádvoří (ohraničený 
prostor v bludišti, kam je možné se dostat spojovacími dveřmi) v bludišti podobně, jak je 
ukázáno na obrázku. Uzel v daném grafu potom odpovídá stejně očíslovanému nádvoří, hrana 
se shodně označenou barvou odpovídá spojovacím dveřím mezi jednotlivými nádvořími. 
Místo indexování jednotlivých hran je možné používat barevných čar shodných s barvami 
klíčů. Je vhodné použít ještě jeden uzel, který reprezentuje vnější prostředí a který shodně 
označujeme jako „0“. 

Zadání úloh je pro všechny úlohy tohoto typu stejné: projít z vnějšku do středu bludiště při 
použití zadaných klíčů. Každá z úloh obsahuje dále ještě dílčí úkoly, které se vztahují 
k danému bludišti. 

Pro ilustraci uvádím pouze jedno bludiště, které patří mezi komplikovanější a na jehož řešení 
je zřejmá výhodnost grafové formulace problému. 
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Obr. 1:  Barevné bludiště s grafem Obr. 1

Bludiště je charakteristické svými barevnými bránami, které lze odemknout pouze
klı́čem stejné barvy. Pod zadaným bludištěm jsou vždy uvedeny klı́če, které máme
k dispozici a které musı́me použı́t pouze v daném pořadı́. Grafické řešenı́ bylo ukázáno na
několika přı́kladech. Abychom mohli vytvořit graf daného bludiště, očı́slujeme jednotlivá
nádvořı́ (ohraničený prostor v bludišti, kam je možné se dostat spojovacı́mi dveřmi)
v bludišti podobně, jak je ukázáno na obrázku. Uzel v daném grafu potom odpovı́dá
stejně očı́slovanému nádvořı́, hrana se shodně označenou barvou odpovı́dá spojovacı́m
dveřı́m mezi jednotlivými nádvořı́mi. Mı́sto indexovánı́ jednotlivých hran je možné
použı́vat barevných čar shodných s barvami klı́čů. Je vhodné použı́t ještě jeden uzel,
který reprezentuje vnějšı́ prostředı́ a který shodně označujeme jako „0“.

Zadánı́ úloh je pro všechny úlohy tohoto typu stejné: projı́t z vnějšku do středu
bludiště při použitı́ zadaných klı́čů. Každá z úloh obsahuje dále ještě dı́lčı́ úkoly, které se
vztahujı́ k danému bludišti.

Pro ilustraci uvádı́m pouze jedno bludiště, které patřı́ mezi komplikovanějšı́ a na
jehož řešenı́ je zřejmá výhodnost grafové formulace problému (viz obr. 2).

Obr. 2 Obr. 3
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Řešenı́:
Na obr. 3 vidı́me přı́slušný graf.
Trasa procházenı́ je následujı́cı́: 0 – f – 6 – m – 5 – č – 2 – h – 4 – b – 2 – z – 1

Dı́lčı́ úkoly:

1. Změnilo by se řešenı́ v předchozı́m přı́padě, jestliže byste měli k dispozici univerzálnı́
klı́č, kterým se dá odemknout kterákoli brána? Pokud ano, napište jak, pokud ne,
zdůvodněte svoji odpověd’.

Počet možných tras, vedoucı́ch do středu bludiště, se mnohonásobně zvětšı́.

2. Jaký klı́č můžete ztratit, abyste se při použitı́ zbylých klı́čů v daném pořadı́ dostali do
středu bludiště?

Ztratit nelze žádný klı́č.

3. Při jakém pořadı́ klı́čů F, M, Č, H, B, Z se určitě nikdy nedostanete do středu bludiště?

Stačı́ si všimnout barev, které se nemohou vyskytovat následně za sebou.

Jsou to např. kombinace začı́najı́cı́ F – Č, M – Č, F – Z – Č, F – B – Č . . . , M – H
(resp. Č, B, Z, F) a dalšı́.

4. Změňte pořadı́ daných klı́čů (F, M, Č, H, B, Z). Uměli byste určit počet všech různých
možnostı́ pořadı́ klı́čů? Pokuste se o to. Počet všech možných pořadı́ je dán počtem
permutacı́ ze šesti prvků, tj. P (6) = 6! = 720 možnostı́.

Ilustrace grafového kódovánı́
Pro ilustraci jsem vybrala úlohy, z jejichž řešenı́ je patrný význam námi zavedeného

grafového kódovánı́. Úlohy členı́m po skupinách bud’z hlediska použité metody řešenı́
(např. prohledávánı́ grafu) či z hlediska tématického celku, kterého se týkajı́. U některých
uvádı́m pouze zadánı́, řešenı́ je možné nalézt v uvedené literatuře.

I. Hledánı́ počtu cest v daném grafu

Ú1: Turisté stoupajı́ do kopce. Na kopec vedou serpentiny – cesta se samými zatáčkami,
doprava, doleva (viz obr. 4). Z mı́st, v nichž se serpentiny ohýbajı́, můžeme na výstupu
pokračovat i přı́mou cestou.

Úkol: Ke každému bodu, ve které se cesty větvı́, napiš, kolika způsoby se tam turisté
mohou dostat. Nebudou se přitom nikdy vracet, půjdou stále vzhůru, ve směru daném
některou ze šipek. Na prvnı́ dvě rozhranı́ jsou již správná řešenı́ napsána. Ke startu je
připsána 1, protože nikde před startem nebylo rozcestı́ a dalo se tam dostat pouze jedinou
cestou.
Řešenı́: Pro zjišt’ovánı́ čı́sla, které se připı́še k dalšı́mu rozcestı́, si pomůžeme překreslenı́m
plánku jako grafu. Do každého následujı́cı́ho bodu se dostaneme pouze přes předcházejı́cı́
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body, a to součtem počtu cest, které vedou do obou předcházejı́cı́ch dohromady. Počet
cest vedoucı́ch do vrcholu je na obr. 4.  

1
2 

1 S1

 2 

 5 

13 

34 

1 

3 

8 

21 

55 

Obr. 7 – Umístění grafů v síti bodů 

Řešení: Pro zjišťování čísla, které se připíše k dalšímu rozcestí, 
si pomůžeme překreslením plánku jako grafu. Do každého 
následujícího bodu se dostaneme pouze přes předcházející 
body, a to součtem počtu cest, které vedou do obou 
předcházejících dohromady. Počet cest vedoucích do vrcholu je 
na obr. 4. 
 
Obr. 4 Plánek a jeho graf 

 
II. Úlohy typu polynomin 

Ú2: Z daných šesti dílů sestavte čtverec 5x5. 
 

 

 

Řešení: Jedno z možných řešení vidíme na obr.5. Je zřejmé, že otáčením o 90° získáme další 
tři řešení. „Grafové kódování“ umožní každému z dílů přiřadit graf- čtverečku odpovídá uzel, 
dva uzly spojíme hranou tehdy, pokud mají čtverečky společnou stranu. Pro lepší názornost 
jsou příslušné grafy umístěné přímo do daného dílu (obr.6).  

Úlohu je možné přeformulovat následovně: 

Do čtvercové  sítě 25 bodů umístěte 6 daných grafů tak, aby žádné dva neměly ani jeden 
společný uzel a byly využity všechny body dané sítě.  
Řešení:  
je evidentní z obr.7 

 
 

III. Pravděpodobnostní úlohy - [Pl] 

Ú3: Jak simulovat hod klasickou hrací kostkou? 

Problém 1: Klasická hrací kostka má pravidelný tvar krychle, na každé stěně je jedno z čísel 
1, 2, 3, 4, 5, 6. Představme si, že kostku ztratíme a potřebujeme simulovat hod kostkou 
pomocí 4 koulí různé barvy. Koule umístíme do urny a táhneme 2 z nich. Tažené koule 
nevracíme zpět. 
Problém 2: Máme k dispozici 4 stejné koule. Jak je možné nyní simulovat hod kostkou? 
Problém 3: K dispozici máme 3 koule různé barvy. Jak nyní můžeme hod kostkou 
simulovat?         

Obr. 5 -čtverec Obr. 6 - grafové kódování

Obr. 4: Plánek a jeho graf

II. Úlohy typu polynomin

Ú2: Z daných šesti dı́lů sestavte čtverec 5x5.
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Řešenı́: Jedno z možných řešenı́ vidı́me na obr. 5. Je zřejmé, že otáčenı́m o 90˚ zı́skáme
dalšı́ tři řešenı́. „Grafové kódovánı́“ umožnı́ každému z dı́lů přiřadit graf– čtverečku
odpovı́dá uzel, dva uzly spojı́me hranou tehdy, pokud majı́ čtverečky společnou stranu.
Pro lepšı́ názornost jsou přı́slušné grafy umı́stěné přı́mo do daného dı́lu (obr. 6).

Obr. 5 Obr. 6

Úlohu je možné přeformulovat následovně:

Do čtvercové sı́tě 25 bodů umı́stěte 6 daných grafů tak, aby žádné dva neměly ani
jeden společný uzel a byly využity všechny body dané sı́tě.

Řešenı́: je evidentnı́ z obr. 7.
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Obr. 7

III. Pravděpodobnostnı́ úlohy – [Pl]

Ú3: Jak simulovat hod klasickou hracı́ kostkou?

Problém 1: Klasická hracı́ kostka má pravidelný tvar krychle, na každé stěně je jedno
z čı́sel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Představme si, že kostku ztratı́me a potřebujeme simulovat hod
kostkou pomocı́ 4 koulı́ různé barvy. Koule umı́stı́me do urny a táhneme 2 z nich. Tažené
koule nevracı́me zpět.

Problém 2: Máme k dispozici 4 stejné koule. Jak je možné nynı́ simulovat hod kostkou?

Problém 3: K dispozici máme 3 koule různé barvy. Jak nynı́ můžeme hod kostkou
simulovat?

IV. Úlohy se sportovnı́ tématikou

Problém 1: Na turnaji ve volejbale hraje šest družstev systémem každý s každým jeden
zápas. Kolik zápasů se celkem odehraje?

Řešenı́: Jde o vytvořenı́ úplného neorientovaného grafu na šesti uzlech, jak ukazuje
obrázek – počet hran je 15. Při výpočtu je možné využı́t kombinačnı́ch čı́sel

(6
2

)
= 15

(obr. 8).

Problém 2: Do soutěže v košı́kové bylo zapojeno 7 družstev ze 7 různých měst. Kolik
zápasů bylo sehráno, když se hrálo v sı́delnı́m městě každého družstva?

Obr. 8 Obr. 9

Řešenı́: Jedná se o vytvořenı́ úplného orientovaného grafu. Vzhledem k podmı́nkám
úlohy jsou šipky obousměrné. Celkový počet zápasů je dvojnásobný, tj. v našem přı́padě
42 (obr. 9).
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V. Hledánı́ Eulerovského tahu

Ú4: Přes řeku Pregelja vede sedm mostů, z nichž pět vede na ostrov (O). Situace je
zakreslena na obrázku 10.

1. Bylo by možné udělat si takovou procházku, při nı́ž by se všechny mosty přešly
pouze jednou a žádný nebyl vynechán? Svoji odpověd’zdůvodni.

2. Jak musı́me jı́t, když má procházka začı́t a skončit v bodě A, žádný most se nesmı́
vynechat a co nejméně mostů se má projı́t dvakrát?

Řešenı́:
1. Obrázek 10 je možné překreslit pomocı́ grafu (obr. 11), kde hrany odpovı́dajı́

mostům a jednotlivé oblasti, které řeka vzájemně odděluje jsou uzly. Ostrov a výchozı́
mı́sto jsou v grafu shodně označené.Hledáme eulerovský tah. Ten však vzhledem ke
stupňům jednotlivých uzlů neexistuje, tedy procházka možná nenı́.

2. Jedno z možných řešenı́ je barevně vyznačeno přı́mo do grafu.
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IV. Úlohy se sportovní tématikou 

Problém 1:  

Na turnaji ve volejbale hraje šest družstev systémem každý s každým jeden 
zápas. Kolik zápasů se celkem odehraje? 
Řešení: Jde o vytvoření úplného neorientovaného grafu na šesti uzlech, jak 
ukazuje obrázek – počet hran je 15. Při výpočtu je možné využít 
kombinačních čísel : 

Problém 2: 

Do soutěže v košíkové bylo zapojeno 7 družstev ze 7 různých měst. 
Kolik zápasů bylo sehráno, když se hrálo v sídelním městě každého 
družstva? 
Řešení: Jedná se o vytvoření úplného orientovaného grafu. Vzhledem 
k podmínkám úlohy jsou šipky obousměrné. Celkový počet zápasů je 
dvojnásobný, tj. v našem případě 42. 

V. Hledání Eulerovského tahu 

Ú4: Přes řeku Pregelja vede sedm mostů, z nichž pět vede na ostrov (O). Situace je 
zakreslena na obrázku. 
1. Bylo by možné udělat si takovou procházku, 

při níž by se všechny mosty přešly pouze 
jednou a žádný nebyl vynechán? Svoji 
odpověď zdůvodni.  

2. Jak musíme jít, když má procházka začít a 
skončit v bodě A, žádný most se nesmí vynechat a co nejméně mostů 
se má projít dvakrát? 

Řešení:  

1. Obrázek je možné překreslit pomocí grafu, kde hrany odpovídají 
mostům a jednotlivé oblasti, které řeka vzájemně odděluje jsou uzly. 
Ostrov a výchozí místo jsou v grafu shodně označené.Hledáme 
eulerovský tah. Ten však vzhledem ke stupňům jednotlivých uzlů 
neexistuje, tedy procházka možná není. 

2. Jedno z možných řešení je barevně vyznačeno přímo do grafu. 
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Kolik zápasů bylo sehráno, když se hrálo v sídelním městě každého 
družstva? 
Řešení: Jedná se o vytvoření úplného orientovaného grafu. Vzhledem 
k podmínkám úlohy jsou šipky obousměrné. Celkový počet zápasů je 
dvojnásobný, tj. v našem případě 42. 

V. Hledání Eulerovského tahu 

Ú4: Přes řeku Pregelja vede sedm mostů, z nichž pět vede na ostrov (O). Situace je 
zakreslena na obrázku. 
1. Bylo by možné udělat si takovou procházku, 

při níž by se všechny mosty přešly pouze 
jednou a žádný nebyl vynechán? Svoji 
odpověď zdůvodni.  

2. Jak musíme jít, když má procházka začít a 
skončit v bodě A, žádný most se nesmí vynechat a co nejméně mostů 
se má projít dvakrát? 

Řešení:  

1. Obrázek je možné překreslit pomocí grafu, kde hrany odpovídají 
mostům a jednotlivé oblasti, které řeka vzájemně odděluje jsou uzly. 
Ostrov a výchozí místo jsou v grafu shodně označené.Hledáme 
eulerovský tah. Ten však vzhledem ke stupňům jednotlivých uzlů 
neexistuje, tedy procházka možná není. 

2. Jedno z možných řešení je barevně vyznačeno přímo do grafu. 

Literatura: 
[He] Hejný, M.: Barevná bludiště. PedF UK, Praha 1998. 
[Pl]  Plocki, A.: Pravděpodobnost kolem nás.Počet pravděpodobnosti v úlohách a 

problémech. Ústí nad Labem, 2001. 
[Př] Příhonská, J.: Teorie grafů v učivu základní školy. In: Sborník Mezinárodní věd. konf. 

"Matematika v príprave učiteľov 1.st. ZŠ", Liptovský Trnovec, 2001. 
[Pří] Příhonská, J.: Řešitelské strategie s využitím teorie grafů v učivu základní školy. 

In: Sborník Mezinárodní věd. konf. „Matematika v přípravě učitelů primární školy“. 
Olomouc, 2002. 

Kontaktní adresa: 
RNDr. Jana Příhonská, TUL v Liberci, Hálkova 6, 461 17 Liberec 
Tel.: 048-5352370, e-mail: jana.prihonska@vslib.cz 

O

A

O 

A 

Obr. 10 Obr. 11

Literatura
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Olomouc, 2002.
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Grafické kalkulačky a propedeutika funkcı́

Jarmila Robová1

Grafické kalkulačky se již téměř dvacet let použı́vajı́ ve výuce matematiky u nás i
ve světě na různých typech škol. Postupně zı́skané zkušenosti ze školské praxe ukazujı́,
že hlavnı́ přı́nos zařazenı́ této pomůcky do vyučovánı́ spočı́vá ve zvýšenı́ názornosti vy-
učovánı́, vizualizaci některých pojmů, odstraněnı́ mechanických a zdlouhavých postupů
a také v možnosti experimentovánı́ a modelovánı́ s matematickými objekty. Školská
témata, ve kterých je grafický kalkulátor vhodným pomocnı́kem, souvisejı́ předevšı́m
s pojmem funkce. Pedagogické experimenty potvrzujı́, že studenti použı́vajı́cı́ grafické
kalkulačky dosahujı́ lepšı́ch výsledků při:

• pochopenı́ obecných vlastnostı́ funkcı́

• čtenı́ a interpretaci grafických informacı́ (z grafu funkce zı́skajı́ vı́ce poznatků)

• přiřazovánı́ grafů funkcı́ k jejich předpisům

• porozuměnı́ souvislostı́ mezi grafickou, numerickou a algebraickou reprezentacı́ pro-
blému

Zkušeného pedagoga tyto závěry nijak nepřekvapı́, nebot’ze své praxe dobře vı́, že
studenti potřebujı́ pro osvojenı́ nových pojmů a vztahů dostatek konkrétnı́ch zkušenostı́
i modelů, jinak docházı́ k formálnı́mu osvojenı́ látky bez hlubšı́ho porozuměnı́. Grafická
kalkulačka je učebnı́ pomůckou, která snadno a rychle zprostředkovává názorné modely
předkládaných pojmů a vztahů v řadě témat, avšak učitelé často hledajı́ vhodné metodické
postupy pro začleněnı́ této pomůcky do vyučovánı́ matematiky.

Úvod
Pracovnı́ dı́lny, která byla věnována propedeutice funkcı́ za podpory grafických kal-

kulaček, se zúčastnili učitelé základnı́ch, střednı́ch i vysokých škol. V úvodu dı́lny byly
probı́rány základnı́ dovednosti při práci s grafickou kalkulačkou, které by si uživatel této
pomůcky měl osvojit. Jde předevšı́m o numerické dovednosti (např. problém zobrazenı́
iracionálnı́ch čı́sel) a dalšı́ dovednosti, které souvisejı́ s nastavenı́m rozsahu souřadnic na
obrazovce kalkulačky (např. problém zobrazovánı́ nespojitých funkcı́). Zvládnutı́ těchto
dovednostı́ je nezbytným předpokladem k tomu, aby studenti na obrazovce kalkulačky
dokázali zobrazit tzv. kompletnı́ graf dané funkce, tj. graf s význačnými vlastnostmi
zkoumané funkce (nulové body, extrémy aj.).

V dalšı́ části dı́lny byly diskutovány možnosti využitı́ grafických kalkulaček ve škol-
ské matematice při různých činnostech:

1MFF UK, Praha, robova@karlin.mff.cuni.cz
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• jako pomůcky při zaváděnı́ nových pojmů, které majı́ grafickou reprezentaci a lze je
tedy zobrazit na obrazovce kalkulačky

• jako nástroje pro „experimentovánı́ v matematice“, kdy studenti na základě vlastnı́
činnosti s matematickými objekty formulujı́ poznatky, které následně učitel ve společné
diskusi zpřesňuje

• jako efektivnı́ho prostředku pro vı́cenásobnou reprezentaci zkoumaného problému
(numerickou, grafickou a algebraickou)

Konkrétnı́ přı́klady využitı́ grafické kalkulačky
Na obrazovce grafické kalkulačky lze snadno zobrazit všechny běžné způsoby zadánı́

funkce – funkčnı́m předpisem, tabulkou funkčnı́ch hodnot i grafem. Jednoduchým způ-
sobem lze také demonstrovat grafickou reprezentaci některých základnı́ch pojmů jako je
pojem rostoucı́ a klesajı́cı́ funkce (pouhým pohybem kurzoru po grafu funkce můžeme
zkoumat vzájemný vztah mezi hodnotami nezávislé i závislé proměnné) či pojem prosté
funkce (s využitı́m tzv. „horizontálnı́ho testu“).

Grafickou kalkulačku je vhodné využı́vat nejen k ilustraci zaváděných pojmů, ale
také k tomu, aby se studenti na základě vlastnı́ činnosti postupně seznamovali s někte-
rými vlastnostmi elementárnı́ch funkcı́. Účastnı́ci dı́lny proto postupně řešili následujı́cı́
přı́klady, v nichž byly ukázány možnosti formulovánı́ problémů z této oblasti.

Přı́klad 1

a) Zobrazte grafy funkcı́ f1 : y = x, f2 : y = 2x, f3 : y = 3x v rozsahu souřadnic
〈−4, 4〉 × 〈−10, 10〉 a zkoumejte, co majı́ grafy společného a v čem se lišı́.
b) Jaký vliv má koeficient u proměnné x na graf funkce?
c) Zkuste odhadnout na základě předchozı́ho pozorovánı́, jak vypadajı́ grafy funkcı́
f1 : y = −x, f2 : y = −2x, f3 = −3x. Zkontrolujte pomocı́ kalkulačky svůj odhad.
d) Jak bude vypadat graf funkce f : y = ax, kde a je konstanta?

Přı́klad 2

a) Zobrazte grafy funkcı́ f1 : y = x + 1, f2 : y = x + 2, f3 : y = x + 3 např. v rozsahu
souřadnic 〈−3, 3〉 × 〈−4, 6〉 a zkoumejte, co majı́ grafy společného a v čem se lišı́.
b) Jaký vliv má přičı́taný koeficient 1, 2 a 3 na graf funkce?
c) Zkuste odhadnout na základě předchozı́ho pozorovánı́, jak vypadajı́ grafy funkcı́
f1 : y = x− 1, f2 : y = x− 2, f3 = x− 3. Zkontrolujte pomocı́ kalkulačky svůj odhad.
d) Jak bude vypadat graf funkce f: y = x+ b, kde b je konstanta?

Přı́klad 3

Určete průsečı́ky grafů následujı́cı́ch funkcı́ s osami x i y.
a) y = x− 1
b) y = 2x+ 4
c) y = 3x+ 5
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Přı́klad 4

Zobrazte grafy funkcı́:
a) f1 : y = x+ 1, f2 : y = −x+ 2,
b) f3 : y = −2x+ 3, f4 : y = 0, 5x− 2
c) f5 : y = 2x/3 + 1, f6 : y = −3x/2− 2

v rozsahu souřadnic 〈−15, 15〉 × 〈−10, 10〉. Jaká je vzájemná poloha grafů v každé
dvojici? Jaký je vztah mezi koeficienty u proměnné x v každé dvojici? (Pozor na rozsah
souřadnic!)

Na základě řešenı́ těchto přı́kladů byly pro účastnı́ky dı́lny připraveny dalšı́ úlohy
k samostatné práci, ve kterých měli účastnı́ci vytvořit sadu přı́kladů na zkoumánı́ vlivu
jednotlivých koeficientů a, b, c z předpisu kvadratické funkce y = ax2 + bx+ c (a 6= 0)
na graf této funkce. Postupně měly být zkoumány grafy funkcı́ y = a · x2, y = x2 + c,
y = (xb)2, y = (xb)2 + c, y = a(xb)2 + c.

S využitı́m předchozı́ch pozorovánı́ byly formulovány závěry pro tvar grafů některých
polynomických funkcı́ y = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0, kde ai ∈ R, n ∈ N,

jejichž speciálnı́m přı́padem jsou lineárnı́ i kvadratické funkce:

• pro n = 1 existujı́ pouze dva možné typy grafu

• pro n = 2 také existujı́ dvě možnosti pro tvar grafu

Vzhledem k tomu, že řešenı́ předchozı́ch přı́kladů zabralo vı́ce času, než bylo předpo-
kládáno, byly v závěru dı́lny pouze nastı́něny dalšı́ možnosti využitı́ uvedených postupů
při zkoumánı́ vlastnostı́ a grafu kubické funkce.

Přı́klad

Zkoumejte pomocı́ kalkulačky, jaké jsou možné typy grafů pro kubickou funkci
y = ax3 + bx2 + cx+ d, kde a 6= 0, a, b, c, d ∈ R.

Návod pro řešenı́

– nejdřı́ve zkoumejte funkce y = ax3
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– dále funkce y = ax3 + bx2

– nakonec zkoumejte funkce y = ax3+ bx2+ cx (absolutnı́ člen d způsobı́ jen vertikálnı́
posuv grafu)

• pro n = 3 existujı́ čtyři možnosti pro tvar grafu

Závěr
Grafická kalkulačka je užitečný pomocnı́k ve výuce matematiky v přı́padě, že je

použı́vána racionálně (vı́m, kdy je rozumné ji použı́t a kdy naopak řešit problém klasickou
metodou) a zodpovědně (za řešenı́ problému jsem zodpovědný já a ne kalkulačka a vı́m,
co mohu od kalkulačky očekávat).
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[2 ] Robová, J.: Vyšetřovánı́ vlastnostı́ elementárnı́ch funkcı́ s využitı́m grafického kalku-
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Didaktická hra STAVÍME DŮM aneb Proč bychom jen

rýsovali . . .

Filip Roubı́ček1

Dı́lna věnovaná problematice stereometrických kompetencı́ žáků základnı́ školy byla
koncipována jako praktická ukázka skupinových aktivit s žáky. Cı́lem dı́lny bylo seznámit
jejı́ účastnı́ky s didaktickou hrou Stavı́me dům – aktivitou zaměřenou na rozvoj některých
geometrických dovednostı́, jako jsou modelovánı́ a zobrazovánı́ trojrozměrných objektů
a také komunikačnı́ch dovednostı́ v rámci vyučovánı́ geometrii.

Úvod
Geometrie je považována za nejkonkrétnějšı́ a s realitou nejvı́ce spjatou část mate-

matiky. Děti přicházejı́ do školy s řadou geometrických - stereometrických zkušenostı́.
Prostor je dětem bližšı́ než rovina, protože jsou s nı́m v neustálém kontaktu. Setkávajı́
se se situacemi, kdy je třeba vymodelovat, nakreslit nebo popsat trojrozměrný objekt,
nejprve ve svých hrách, později ve vyučovánı́ geometrii a budou se s nimi setkávat i
nadále. Jednou z možnostı́, jak tyto zkušenosti náležitě využı́t pro rozvoj některých ge-
ometrických kompetencı́, je zařazovat do vyučovánı́ geometrii aktivity, při nichž žáci
pracujı́ se stavebnicı́.

Didaktická hra Stavı́me dům
Aktivita, s nı́ž byly účastnı́ci dı́lny seznámeni, byla původně určena k experimen-

tálnı́m účelům v rámci zkoumánı́ problematiky znakových reprezentacı́ geometrických
objektů (Roubı́ček, 2002). Poté byla v upravené podobě použı́vána i v hodinách geome-
trie. Hra Stavı́me dům je založena na spolupráci třı́ žáků v rolı́ch zákaznı́ka, architekta a
stavitele. Zákaznı́k slovně popı́še architektovi model domu, architekt vytvořı́ na základě
jeho popisu nákres a stavitel podle jeho nákresu sestavı́ model. Žáci se v těchto rolı́ch
střı́dajı́. Jejich úkolem je zı́skat dva modely téhož domu.

Žáci majı́ k dispozici dvě stejné stavebnice, centimetrová měřı́tka a listy papı́ru se
čtvercovou sı́tı́. Stavebnici tvořı́ modely různých geometrických těles, pomocı́ kterých lze
modelovat reálné stavby. Obsahuje modely krychlı́, kvádrů, trojbokých hranolů, jehlanů
a dalšı́ch atypických těles pro modelovánı́ střech. Tvary a rozměry stavebnicových dı́lů
jsou navrženy tak, aby bylo možné dı́ly snadno kombinovat (některé modely lze sestavit
i vı́ce způsoby) a vytvářet z nich rozmanité stavby a také aby jejich pravoúhlé průměty
byly snadno zobrazitelné ve čtvercové sı́ti.

Didakticky nejzajı́mavějšı́ částı́ této aktivity je komunikace mezi žáky v rolı́ch zákaz-
nı́ka a architekta. Připomı́ná rozhovor po telefonu, nebot’žáci na sebe navzájem nevidı́ –

1MÚ ČSAV, roubicek@math.cas.cz
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jsou odděleni zástěnou nebo sedı́ zády k sobě. Tento způsob komunikace je pro žáky ve
vyučovánı́ geometrii nejen neobvyklý, ale v přı́padě popisovánı́ trojrozměrného objektu
poměrně náročný (zvláště nesmı́-li architekt vstupovat do zákaznı́kova popisu svými do-
tazy). Učiteli může poskytnout cenné informace o úrovni žákova osvojenı́ geometrických
pojmů a poznatků.

Žákům na prvnı́m stupni, pro něž by bylo zobrazovánı́ trojrozměrného objektu na
základě jeho slovnı́ho popisu přı́liš obtı́žné, je možné úkol zjednodušit vynechánı́m role
architekta. Žáci tedy pracujı́ ve dvojici: žák v roli zákaznı́ka model popisuje a žák v roli
stavitele sestavuje model podle jeho popisu. Protože oba žáci pracujı́ se stejnou stavebnicı́,
mohou se snadno přesvědčit o shodnosti svých modelů jejich porovnánı́m.

Program a realizace dı́lny
Dı́lna zahrnovala čtyři na sebe navazujı́cı́ aktivity, které vycházejı́ z výše popsané

didaktické hry Stavı́me dům. Při jejich prezentaci, zaměřené na vlastnı́ prožitek, byl uplat-
něn třı́fázový model procesu učenı́, tj. model tvořený fázı́ evokace (E), fázı́ uvědoměnı́
si významu (U) a fázı́ reflexe (R) (Košt’álová, 2003). S tı́mto modelem jsem se sezná-
mil v kurzu Čtenı́m a psanı́m ke kritickému myšlenı́, který pořádalo občanské sdruženı́
Kritické myšlenı́ na škole, kde vyučuji.

1. Fáze evokace

Dı́lna byla uvedena následujı́cı́m úkolem: Prohlédněte si soubory předmětů na lavi-
cı́ch označených pı́smeny A, B, C, D a pojmenujte tyto soubory. Lı́stečky s názvy souborů
nalepte na tabuli, a potom si přečtěte, co napsali ostatnı́. Cı́lem této nenáročné aktivity
bylo evokovat prostřednictvı́m různých modelů a předmětů určitého tvaru geometrické
pojmy krychle, kvádr, hranol a jehlan. Vybavenı́ si těchto pojmů bylo důležité pro nava-
zujı́cı́ skupinovou aktivitu.

2. Fáze uvědoměnı́ si významu

Hlavnı́ část dı́lny tvořily dvě skupinové aktivity. Při prvnı́ aktivitě účastnı́ci dı́lny
vytvořili trojčlenné skupiny a ve skupinách si rozdělili role zákaznı́ka, architekta a
pozorovatele. Jednotlivé role byly popsány následovně:
Zákaznı́k

• Sedı́ zády k architektovi tak, aby neviděl jeho nákres domu.
• Sestavı́ model domu (doporučuje se použı́t 4 až 6 stavebnicových dı́lů).
• Popisuje architektovi, jak dům vypadá (tj. tvar domu včetně rozměrů).
•Na sdělenı́ popisu domu má 5 minut.

Architekt

• Sedı́ zády k zákaznı́kovi tak, aby neviděl jeho model domu.
•Naslouchá zákaznı́kovi - na nic se ho neptá.
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• Popis řı́dı́ slovy „Počkej. Zopakuj. Nerozumı́m.“ apod.
•Vytvářı́ nákres domu podle zákaznı́kova popisu.
•Kreslı́ od ruky na papı́r se čtvercovou sı́tı́.

Pozorovatel

• Sedı́ nebo stojı́ tak, aby mohl dobře sledovat činnost zákaznı́ka i architekta.
• Jejich činnost nekomentuje, pouze pozoruje.
• Zaznamenává průběh komunikace a strategie, které použı́vajı́.
•Nezasahuje do jejich rozhovoru.
• Sleduje čas.

V rolı́ch se účastnı́ci střı́dali následovně: zákaznı́k → architekt → pozorovatel → zákaz-
nı́k. Každá skupina měla k dispozici dvě stejné stavebnice (popis viz výše), centimetrová
měřı́tka a listy papı́ru se čtvercovou sı́tı́.

Při druhé aktivitě nejprve účastnı́ci v trojčlenných skupinách společně vytvořili nákres
a popis modelu domu, který sestavili. Potom si skupiny nákresy a popisy svých modelů
navzájem vyměnily tak, aby každá skupina pracovala s nákresem a popisem dvou různých
modelů, a měly za úkol sestavit jednak model podle nákresu, jednak podle popisu.

3. Fáze reflexe

Závěrečnou aktivitou dı́lny byla pı́semná reflexe. Každý z účastnı́ků se měl zamyslet
nad tı́m, jaké strategie použil při práci on a jaké by použili jeho žáci. Poté následovala
diskuse, ve které účastnı́ci sdı́leli své prožitky a poznatky z dı́lny a hovořili o významu
jednotlivých aktivit a možnostech jejich uplatněnı́ ve vyučovánı́.

Závěr
Dı́lna byla uzavřena jejı́m zhodnocenı́m. V hodnocenı́ se účastnı́ci vyjadřovali k tomu,

co si uvědomili, co jim vrtá hlavou a co je inspirovalo.

•Uvědomili si, že popsat trojrozměrný objekt nenı́ tak snadné, jak by se mohlo na
prvnı́ pohled zdát („nenı́ jednoduché přesně řı́ci i jasné věci“) a že je třeba rozvı́jet
komunikačnı́ dovednosti (jako jsou volba strategie nebo použı́vánı́ terminologie).

•Vrtá jim hlavou, kde zı́skajı́ stavebnici pro tyto geometrické aktivity.
• Inspirovalo je propojenı́ různých aktivit, metoda „jeden popisuje – druhý kreslı́“, práce

ve skupinách . . .
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Dalšı́ přı́spěvky

Vnı́mánı́ jevu nekonečno v geometrii budoucı́mi učiteli

1. stupně ZŠ1

Darina Jirotková2

Nekonečno jako provokujı́cı́ pojem
Nekonečno patřı́ k nejnáročnějšı́m jevům nejen matematiky, ale i filosofie. Ve všech

dobách pojem nekonečno a s tı́m souvisejı́cı́ zvláštnı́ kvalita některých jevů jako je
nevyčerpatelnost, neskončitelnost, neomezenost, znepokojoval mnohé velké myslitele.
Tı́m, že vždy provokoval mnoho kontroverznı́ch názorů, tvořil důležité směry lidského
poznánı́. Výsledky, k nimž se velcı́ matematici a filosofové dopracovali, patřı́ k inte-
lektuálně nejhlubšı́m myšlenkám lidstva. „Žádná jiná otázka nikdy neprobouzela tak
hluboce lidského ducha, žádná jiná myšlenka nepodněcovala tak hodně jeho intelekt,
žádný jiný pojem nevyžadoval doposud vı́ce objasněnı́ než pojem nekonečno.“ – prohlá-
sil vynikajı́cı́ německý matematik David Hilbert koncem 19. stoletı́. Pojem nekonečno
rovněž provokoval nejrůznějšı́ pocity, strachem a obavami z blouděnı́ počı́naje, přes
pocit nemohoucnosti, úcty a konče touhou proniknout do neznámého a překonat meze
nepoznatelného.

Ve školské matematice se s jevem nekonečna setkáváme velmi sporadicky a po-
vrchně. Neznáme žádnou českou ani zahraničnı́ učebnici základnı́ ani střednı́ školy, která
by tomuto pojmu věnovala zvláštnı́ pozornost. Rovněž žádné učebnı́ osnovy nevyčleňujı́
pojmu nekonečno žádný tematický celek, ani nezdůrazňujı́ kognitivnı́ činnosti, které by
přispěly k rozvı́jenı́ porozuměnı́ jevu nekonečno. Přitom se jev nekonečna vyskytuje
v mnoha kontextech jak aritmetických, tak geometrických. Napřı́klad o posloupnosti při-
rozených čı́sel se řekne, že nemá žádný konec, že jde stále dál a dál. O přı́mce se ve škole
řı́ká, že vede na obě strany do nekonečna, a o rovině, že jde do nekonečna všemi směry
apod. Hlouběji se jev nekonečnosti v žádném kontextu nezkoumá, pravděpodobně proto,
že je to jev velmi náročný. Pro nedostatečně připraveného a navı́c autoritativnı́ho učitele
mohou být rozhovory o něm i choulostivé, mohou se pro něj stát nebezpečným pohybem
na tenkém ledě a hrozbou oslabenı́ jeho autority. Domnı́váme se, že tak jako v historii,
kde zkoumánı́ jevu nekonečna vedlo mnohdy přes důrazná odmı́tnutı́ a nepřijetı́ nových

1Přı́spěvek byl vytvořen v rámci grantu GAUK 316/2001/APP/PedF
2PedF UK Praha, darina.jirotkova@pedf.cuni.cz
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myšlenek k pozoruhodnému rozvoji lidského intelektu, mohou diskuse provázejı́cı́ uva-
žovánı́ nad jevy nekonečnými v rámci školské matematiky přispět i ke kognitivnı́mu
rozvoji žáka. Podle našı́ celkem bohaté zkušenosti jak se žáky různého věku, tak i se stu-
denty – budoucı́mi učiteli jsou debaty o jevu nekonečna většinou velmi přitažlivé. Avšak
od učitele vyžadujı́ důkladnou přı́pravu a hluboké promýšlenı́ jevu nekonečna v růz-
ných kontextech, k čemuž může napřı́klad pomoci vnitřnı́ dialog s vhodnými knı́žkami
(Kuzansky, 1979, Peter, 1958, Pospı́šil, 1948, Vopěnka, 1989, Zlatoš, 1995). Rovněž
je důležité, aby měl učitel dobře promyšlenu strategii řı́zenı́ takové diskuse. K tomu je
dobré, když má alespoň základnı́ znalosti o tom, jak žáci vnı́majı́ jev nekonečna, co která
jejich vyjádřenı́ znamenajı́ nebo mohou znamenat, které myšlenky je oslovujı́ a které ne
a jaké modely jevu nekonečna a jaké kontexty motivujı́ jejich zvı́davost.

O našem výzkumu

Jsme přesvědčeni, že zkoumánı́m procesu chápánı́ pojmu nekonečno v různých kon-
textech se nám otvı́rá přı́stup do světa zvláštnı́ch a kvalitativně odlišných mentálnı́ch
činnostı́, které se týkajı́ neexistujı́cı́ch jevů, které postrádajı́ přı́mé empirické zkušenosti
a které jsou založeny na zkušenostech s jevy existujı́cı́mi.

Je nutno podotknout, že zcela původnı́m záměrem zadaného úkolu v rámci výzkumu:
Napiš vlastnı́mi slovy, co si představuješ pod pojmem přı́mka bylo zı́skat pı́semnou in-
formaci o tom, jak naši posluchači chápou daný geometrický pojem přı́mka a jak dokážı́
své geometrické myšlenky formulovat. Druhým cı́lem bylo dovést studenty k hlubšı́mu
zamyšlenı́ nad pojmy, které běžně intuitivně užı́vajı́. Avšak již při prvnı́ch analýzách
studentských odpovědı́ nás velice zaujalo to, jak mnoho studentů použilo v popisu geo-
metrického objektu slovo „nekonečno“ a jeho různé odvozeniny. Dalšı́ analýzy jsme tedy
zaměřili na tento jev.

Zpočátku byli do výzkumu zapojeni pouze studenti učitelstvı́ pro 1. stupeň ZŠ Pe-
dagogické fakulty v Praze, později jsme pro možnost porovnánı́ rozšı́řili výzkum i na
studenty oborové matematiky a v poslednı́ době zejména také na žáky základnı́ školy
od 5. do 9. třı́dy. Pracovali jsme se žáky na třech základnı́ch školách v Praze a na dvou
v Derby a Nottinghamu ve Velké Británii, přičemž jsme použili takové spektrum úloh
(viz nı́že), které nám umožnilo lépe prokreslit představy žáků či studentů o nekonečnu a
které také přivedly řešitele k hlubšı́mu promýšlenı́ problému.

Slovo nekonečno češtı́ žáci či studenti (nikoliv však angličtı́) použı́vajı́ zcela sa-
mozřejmě, i když v jejich smyslových zkušenostech přı́má zkušenost s nekonečnem
z reálného světa zcela scházı́. Do slova nekonečno jsou promı́tány zkušenosti z reálného
světa a mentálnı́mi procesy jako je abstrakce, absolutizace, idealizace se vytvářı́ myšlen-
kový konstrukt. V tomto smyslu slovo nekonečno v našem článku použı́váme. Neřešı́me
tedy otázku, co je nekonečno, jaké má postavenı́ v různých matematických strukturách,
jaké představy studentů jsou správné nebo chybné. Budeme se však snažit představy žáků
či studentů o pojmu nekonečno v geometrickém prostředı́ nějak charakterizovat, budeme
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hledat a popisovat jevy, které zkoumanou představu vytvářejı́, a studentské odpovědi
podle těchto jevů třı́dit.

Studenti z UK ve svých pı́semných pokusech o vymezenı́ pojmu přı́mka nepoužili
slovo nekonečno ani v jednom přı́padě z 27 dotázaných žáků 5. ročnı́ku. Důvody pro to
jsme našli dva. Jeden je jazykový – slovo nekonečno v hovorové mluvě je spı́še vyjádřeno
jako bez konce (endless). Druhý důvod spočı́vá v koncepci výuky geometrie v UK, ve
které se nerozlišuje důsledně mezi pojmy úsečka a přı́mka.

Odpovědi studentů

Připomeňme zde stručně metodu analýz studentských pı́semných odpovědı́ na pů-
vodnı́ výzvu Napiš vlastnı́mi slovy, co si představuješ pod pojmem přı́mka, která byla
vypracována autorkou článku pod vedenı́m M. Hejného (Jirotková, 1999, Jirotková,
Littler, 2003). Ze všech odpovědı́ studentů jsme nejdřı́ve vybrali ty, v nichž se objevo-
valo slovo nekonečno, nekonečný, nekonečně apod., ale také slovo konečno v různých
odvozeninách, pochopitelně ve smyslu své absence (jako „nemá konec“, „bez koce“,
„nekončı́cı́ “ apod.), a rozložili je na jednoduché myšlenkové jednotky. Ty, které byly po-
dobného významu, jsme seskupili a reprezentovali je jedinou autentickou výpovědı́. Po
dlouhém hledánı́, jak tyto dále třı́dit, jsem zvolili hledisko gramatické. Do prvnı́ skupiny
– A jsme zařadili všechny výpovědi, v nich se vyskytlo podstatné jméno nekonečno. Do
druhé skupiny – B jsme zařadili všechny výpovědi, v nichž se vyskytlo přı́davné jméno
nekonečný a jeho tvary, nebo přı́slovce nekonečně. Do třetı́ skupiny – C jsme zařadili ty
výpovědi, v nichž existence konce byla popřena.

Toto kritérium třı́děnı́ se ukázalo být velmi vhodné, nebot’umožnilo odhalit mnoho
dalšı́ch jevů popisujı́cı́ch porozuměnı́ pojmu nekonečno, jako je napřı́klad potenciálnost
či aktuálnost nekonečna, nekonečno jako proces nebo lokalita, a to pouze jediná nebo
jedna z mnoha možných.

Je zajı́mavé nahlédnout do historie a podı́vat se do kultury Starého Řecka, o jaké roli
nekonečna zde svědčı́ různá gramatická vyjádřenı́. Pojem nekonečno se objevoval již
u Aristotela, ale pouze jako filosofická kategorie s potenciálnı́m charakterem a nikoliv
jako objekt matematiky. Nekonečno se jako podstatné jméno mohlo objevit pouze v my-
tologii, teologii a metafyzice, nebot’ „nekonečno přı́slušı́ pouze do řı́še bohů“ a pouze
bohové majı́ schopnost vidět věci mimo realitu.

Jako přı́davné jméno popisujı́cı́ nějaký objekt bylo použito později při popisu abso-
lutna jako je vesmı́r, bytı́, prostor a čas, a to ve smyslu odmı́tnutı́ jejich reálné existence.

Ve formě přı́slovce způsobu je nekonečno použito k popisu mentálnı́ch činnostı́, jako
napřı́klad prodloužit, dělit, přidávat, pokračovat, aproximovat, . . .

V Řecké matematice se nekonečno mohlo objevit pouze jako přı́slovce „nekonečně“,
které bylo vázáno na proces (Moreno, 1999). Diskusi o možnostech uvažovat o nekonečnu
jako matematickém objektu otevřel až Bolzano svou pracı́ Paradoxy nekonečna (1851).
O legálnı́ „pobyt“ aktuálnı́ho nekonečna v matematice, které bylo vyjádřeno podstatným
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jménem, se zasloužil teprve Cantor až v roce 1877svojı́ teoriı́ množin.

Soubor úloh vhodných k diagnostice i k diskusi o nekonečnu se žáky
Výše zmı́něnou etapu výzkumu jsme ukončili formulacı́ souboru úloh, který jsme

jednak použili jako nástroj našeho dalšı́ho výzkumu pro diagnostiku představ žáků či stu-
dentů o pojmu nekonečno, ale také se tento soubor úloh osvědčil jako vhodný k diskusı́m
se žáky různého věku, ale i se studenty – budoucı́mi učiteli. Úlohy lze snadno modifikovat
pro různé věkové kategorie tak, aby odpovı́daly úrovni geometrických poznatků řešitelů.

Úloha 1.

Adam a Boris diskutujı́. Rozhodni, které z dětı́ má pravdu.
Adam: „Přı́mka má dvě nekonečna. Když jdu jednı́m směrem, přijdu do nekonečna. Když
jdu opačným směrem, přijdu také do nekonečna.“
Boris: „Jenže obě ty nekonečna jsou totéž. Takže přı́mka má pouze jediné nekonečno.
V něm se uzavı́rá jako kružnice.“

Pravdu má: Proč?

Úloha 2.

Tři dı́vky diskutujı́. Rozhodni, která z nich má pravdu.
Cecı́lie: „Dvě rovnoběžné polopřı́mky končı́ ve dvou různých nekonečných bodech.“
Dana: „Nesouhlası́m. Končı́ ve stejném nekonečném bodě.“
Eva: „Ani jedna z vás nemá pravdu. Polopřı́mka jde pořád, nikde nekončı́.“

Pravdu má:
Proč?

Úloha 3.

Je dána úsečka AB. Představme si, že ji prodloužı́me 2krát, 3krát, . . . , tisı́ckrát, . . . ,
nekonečně mnohokrát.

Napiš, co vznikne: . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Úloha 4.

Je dána úsečkaAB, ale bez krajnı́ch bodůA,B. Představme si, že ji opět prodloužı́me
2krát, 3krát, . . . , tisı́ckrát, . . . nekonečně mnohokrát.

Napiš, co vznikne: . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Porovnej objekty, které vznikly v úloze 3. a 4. Jsou stejné?

Úloha 5.

Franta tvrdı́, že umı́ napsat nejmenšı́ kladné reálné čı́slo. Je to možné?
Pokud si myslı́š, že ANO, napiš které je to čı́slo . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Pokud si myslı́š, že NE, napiš proč.
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Úloha 6.

Je dána úsečka AB. Uvažujme všechny možné pravoúhlé trojúhelnı́ky ABC, kde
body A, B jsou krajnı́ body dané úsečky. Sestroj ten z uvedených trojúhelnı́ků, jehož
obsah je (a) největšı́, (b) nejmenšı́ možný. Co nejpřesněji popiš polohu bodu C. Co
nejpřesněji popiš polohu bodu C.

Úloha 7.

Je dána přı́mka b a bod A, který na nı́ neležı́. Uvažujme všechny možné čtverce
ABCD s vrcholem B na přı́mce b. Sestroj ten z uvažovaných čtverců, jehož obsah je
(a) nejmenšı́, (b) největšı́ možný. Polohu bodu B v obou přı́padech co nejpřesněji popiš.
(c) Načrtni úhlopřı́čku AC a BD a střed čtverce ABCD, který je řešenı́m úlohy (b).
Pokud se některý prvek nevejde na papı́r, naznač šipkou směr jeho pohybu.

Analýza úlohy 6. a 7.
Věnujme trochu pozornosti dvěma z úloh – 6. a 7., nebot’otázka (a) u obou daných

úloh patřı́ ke standardnı́m úlohám geometrie druhého stupně ZŠ. Po přı́slušné modifikaci
je lze zařadit i do geometrie prvnı́ho stupně ZŠ. Zde otázky (a) plnı́ klimatickou roli,
nebot’ dajı́ řešiteli přı́ležitost uvažovat tak, jak se běžně při řešenı́ geometrických úloh
uvažuje. Nevyžadujı́ žádné abstraktnı́ spekulace a svojı́ náročnostı́ nepřesahujı́ standardnı́
geometrické úlohy a jsou spı́še triviálnı́. Je zřejmé, že těžiště úloh tkvı́ ve spekulativnı́ch
otázkách (b), jejichž zařazenı́m se úloha stává úlohou netradičnı́ (použito v intuitivnı́m
slova smyslu).

Ukážeme některé výsledky analýz úlohy 7., ve kterých řešitel vyjadřuje své před-
stavy o přı́mce a zejména o „nekonečnu na přı́mce“, proto, aby je čtenář mohl porovnat
s výsledky ve zmı́něných článcı́ch (Jirotková, 1999, Jirotková, Littler, 2003).

Analýza zadánı́ úlohy č. 6

Je zřejmé, že obsah trojúhelnı́ku závisı́ na výšce, když strana trojúhelnı́ku přı́slušná
k uvažované výšce je konstantnı́. Odpověd’ na otázku (a) je jedy jednoduchá. Výška
trojúhelnı́ku ABC je nejdelšı́ v tom přı́padě, když bod C ležı́ na ose úsečky AB.

Obsah trojúhelnı́ku ABC je tı́m menšı́, čı́m kratšı́ je úsečka AC, resp. BC, resp.
výška trojúhelnı́ku. Tı́m je úloha redukována na jednoduššı́ úlohu – najı́t na polokružnici
bod C tak, aby úsečka AC (resp. BC, resp. výška) byla nejmenšı́ možná. Řešenı́ této
úlohy úzce vázáno na řešitelovu představu o tom, jak jsou uspořádány body na kružnici,
v těsném okolı́ jednoho bodu, na nekonečně malé úsečce, která je našimi smysly bez
použitı́ napřı́klad zvětšovacı́ho skla neuchopitelná. Tomuto typu nekonečna budeme řı́kat
nerozlišitelně malé nekonečno neboli infinitesimálnı́ nekonečno.

Analýza zadánı́ úlohy č. 7

Je zřejmé, že obsah čtverce bezprostředně závisı́ na velikosti jeho stranyAB. Odpověd’
na otázku (a) je triviálnı́. Úsečka AB je nejkratšı́ v tom přı́padě, když AB je kolmá k b.
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Těžiště úlohy tkvı́ v otázce (b).
Obsah čtverceABCD je tı́m většı́, čı́m delšı́ je úsečkaAB. Tı́m je úloha redukována

na jednoduššı́ úlohu – najı́t na přı́mce b bod B tak, aby úsečka AB (resp. vzdálenost
bodu B od A) byla největšı́ možná. Pak je řešenı́ této úlohy úzce vázáno na řešitelovu
představu o přı́mce, na představu o tom, co se děje s přı́mkou, když tato mizı́ za obzor.

Snad nejpřesvědčivěji tuto myšlenku vyjádřila respondentka Cecı́lie, studentka –
budoucı́ učitelka na prvnı́m stupni ZŠ, když napsala:

„sestojı́m čtverem tak, aby B ležel na b. S ctverce = a2 ⇒ velikost čtverců závisı́ na
straně a⇒ musı́m hledat nejkratšı́ a nejdelšı́ vzdálenost bodu A od přı́mky“

(Poznámka. Přı́tomnost „překlepů“ je signifikantnı́ pro orientaci energie na podstatu
úlohy.)

ÚsečkaAB se může neomezeně zvětšovat, když se bodB po přı́mce b vzdaluje at’již
na jednu nebo na druhou stranu. Problém je usoudit a vypovědět něco o výsledku tohoto
procesu. Naše usuzovánı́ můžeme řı́dit těmito otázkami:

– Může proces „vzdalovánı́“ se bodu B po přı́mce b skončit?
– Jestliže ano, v jakém mı́stě bude pak bod B?
– Jak lze toto mı́sto popsat?
– Jak bude v tom přı́padě vypadat čtverec ABCD?
– Jak lze ten čtverec sestrojit?
Odpovědět na položené otázky můžeme v tom přı́padě, když si vytvořı́me představu

o tom, co se bude dı́t s bodem B, když dojde do „nejvzdálenějšı́ch mı́st“ přı́mky b.

Nejvzdálenějšı́ bod na přı́mce

Představy, s nimiž se setkáváme ve filosofických pracı́ch a v odpovědı́ch studentů,
lze rozdělit do třı́ skupin:

I. Nepřipouštı́ řešenı́ úlohy. Nutno rozlišovat tři přı́pady:
Ia. Bod B (nebo objekt s nı́m vázaný) neexistuje.
Ib. Bod B (nebo objekt s nı́m vázaný) nelze najı́t (určit, popsat).
Ic. Bod B (nebo objekt s nı́m vázaný) neumı́m najı́t (určit, popsat).
II. BodB ležı́ za obzorem. (S pojmem obzor pracujeme ve smyslu P. Vopěnky: „Obzor

je hranicı́ našeho pohledu a je rovněž ho vykládat jako hranici nevlastnı́. Zároveň je však
mezı́, oddělujı́cı́ osvětlenou část světa od části neosvětlené. Konec – ustrnutı́, hranice –
pobı́dka k návratu, mez — pobı́dka k překročenı́.“ (1989, s. 446)

Tı́m pádem je bod B nedostupný smyslovému vjemu a stejně tak čtverec ABCD.
Je to objekt existujı́cı́, ale nevnı́matelný smysly. Jediné, co vnı́mat můžeme, je tendence
vzdalujı́cı́ho se bodu B, když je tento ještě před obzorem.

IIa. Tato tendence je vyjádřená slovesem označujı́cı́m pohyb.
IIb. Tato tendence je vyjádřená slovnı́m spojenı́m „co možná“, nejdále, největšı́,

nejvzdálenějšı́, nejmenšı́ apod., nebo „čı́m dále“, většı́, menšı́ apod.
III. Bod B ležı́ na pevném mı́stě přı́mky b, toto mı́sto je označeno symbolem ∞ a
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nazýváme je „nekonečno“.

V dalšı́m se podı́váme, jak jsou tyto představy konkretizovány v odpovědı́ch studentů.
Z didaktického hlediska nás zajı́majı́ dvě věci:

a) vysvětlenı́ mechanismu vzniku přı́slušné představy,
b) nalezenı́ prostředku, jak tuto představu dále kultivovat.
Záměrně zde nepoužı́váme slovo reedukovat. Běžný přı́stup učitele k uvedené před-

stavě studenta je osnován na tezı́ch: daná představa je zcela mylná a učitel ji musı́ kori-
govat. My tento uvedený přı́stup učitele považujeme za ne zcela vyhovujı́cı́. Jestliže se
studentova představa jevı́ z hlediska učitelovy interpretace jevu nekonečno jako chybná,
je nutné si uvědomit, že tento náročný abstraktnı́ pojem nelze studentovi jednorázově
vysvětlit, že představa o nekonečnu se musı́ v kognitivnı́ sı́ti studenta dlouhodobě vyvı́jet.
Pak jistě dojdeme ke korekci tohoto názoru. Žádná představa se nedá vytvořit bez přı́sluš-
ných zkušenostı́. Čı́m je pojem abstraktnějšı́, tı́m většı́ spektrum zkušenostı́ jeho kvalitnı́
představa vyžaduje. Abstraktnı́ pojem, který je osnován na malém vzorku zkušenostı́, je
nedokonalý, stěžı́ však můžeme řı́ct, že chybný. Je vývojovým stadiem. Bude-li spektrum
přı́slušných zkušenostı́ obohaceno, změnı́ se (zkvalitnı́) i přı́slušná abstraktnı́ představa.
Právě dodánı́ takovýchto zkušenostı́ do kognitivnı́ sı́tě studenta máme na mysli, když
mluvı́me o kultivaci. Poznamenejme, že způsob, kterým přı́slušné zkušenosti studentovi
dodáváme, by měl být spı́še konstruktivnı́ (kladenı́m otázek) než instruktivnı́ (přı́mé
vysvětlenı́).

Přı́klady studentských výroků
Ia. Bod B (nebo objekt s nı́m vázaný) neexistuje.

Anička: „Největšı́ čtverec je asi nesmysl protože přı́mka je nekonečná – čı́m dál umı́stı́m
bod B tı́m většı́ bude obsah S (na obě strany).“

Ib. Bod B (nebo objekt s nı́m vázaný) nelze najı́t (určit, popsat).
Barbora: „největšı́ čtverec (s největšı́m obsahem) nejde podle mne najı́t. (Přı́mka je
nekonečná).“
Cecı́lie: „největšı́ vzdálenost nelze určit, přı́mka nemá ani začátek ani konec ⇒ jde do
nekonečna.“

Poslednı́ ukázku zapı́šeme jako trojici myšlenek, nebot’si zasluhuje podrobnou ana-
lýzu.

Dana: „největšı́ <čtverec>: nelze určit;“ (a)
„B můžeme po přı́mce posouvat do nekonečna;“ (b)
„protože přı́mka nemá nekonečná.“ (c), (c’)

(Slovo nemá je škrtnuté.)

Komentář k ukázce Dana.
Slova vložená do závorek <>, jsou naše interpretace.
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Původnı́ výrok „protože přı́mka nemá<konec(?)>“ označı́me (c). Korigovaný výrok
„protože přı́mka <je> nekonečná“ označı́me (c’).

Rozbor přı́čin škrtnutı́ slova „nemá“ nás dovedl k potřebě upřesnit a diferencovat
dva způsoby popisu pohybu. Budeme je ilustrovat ukázkou. Výroky „Jdu na sever“ (S)
a „Jdu na západ“ (Z) nemajı́ stejný charakter. Sever je určen pevným bodem zeměkoule
– severnı́m pólem. A tedy pohyb na sever je tı́mto bodem omezen a ukončen. Západ je
určen pouze směrem. Jı́t na západ je činnost neomezená, žádným mı́stem neukončená.
Výrok „Jdu do nekonečna.“ lze chápat oběma způsoby:

Cı́leně – „Jdu k cı́li“ (jako u výroku S); předpokládám tedy, že nekonečno je pevné
mı́sto, k němuž jdu. Představu, že přı́mka obsahuje nekonečno jako hraničnı́ bod, inter-
pretujeme jako představu aktuálnı́ho nekonečna.

Směrově – „Jdu směrem“ (jako u výroku Z); směr mého pohybu je stále určen, ale
neexistuje cı́l, ke kterému bych mohl dojı́t a možnost chůze tak vyčerpat. Představa,
že na přı́mce neexistuje žádné pevné mı́sto s označenı́m „nekonečno“, je představa
potenciálnı́ho nekonečna.

Výpověd’„přı́mka je nekonečná“ můžeme tedy interpretovat dvěma odlišnými způ-
soby – cı́leně nebo směrově (explicitně to uvádı́ Cecı́lie).

Vrat’me se zpátky k přı́čině škrtnutı́ slova „nemá“, tedy ke změně (c) → (c’). Domnı́-
váme se, že Dana jej škrtla v důsledku konfliktu myšlenek (b) a (c). Při psanı́ myšlenky
(b) si Dana nedostatečně uvědomila, že slova „do nekonečna“ chápe směrově. Při psanı́
myšlenky (c) se pamět’ová stopa „do nekonečna“ spojila s představou cı́lové interpretace
a vyvolala konflikt: jak mohu jı́t do nekonečna, když přı́mka nemá konec? Uvedený
konflikt je pouze zdánlivý, protože slovo „nekonečno“ ve výroku (b) je nekonečnem
směrovým, s možnostı́, potencı́ stále pokračovat v nějakém pohybu, a to nazýváme neko-
nečno potenciálnı́. Uvedený výrok se nám jevı́ jako nadějný vstup do diskuse na semináři.
Bylo by vhodné ukázat studentům celý výrok a vyzvat je, aby komentovali pravdivost či
nepravdivost jejı́ch myšlenek. Přı́tomnost konfliktu je dobrým přı́slibem kultivace těch
představ, které se v našem výzkumu ukázaly jako nejvyspělejšı́.

Ic. Bod B (nebo objekt s nı́m vázaný) neumı́m najı́t.

Franta: „Čtverec nakreslit neumı́m. Nemám tak velký papı́r.“

Přı́klady ze skupiny II. (Vědı́, že existuje obzor a pustı́ bodB za obzor. Silně zdůrazňujı́
pohyb.)

IIa. Hana: „čı́m je B vı́ce vzdáleno od A, tı́m je čtverec většı́. B musı́me posouvat do
nekonečna“

IIb. Eva: „– aby byl čtverec co největšı́, potřebuji zvětšit stranu AB, proto zvolı́m bod B
na přı́mce, co nejdál od bodu A. → v nekonečnu“

Ve všech uvedených odpovědı́ch se vyskytujı́ obě tyto myšlenky: bod B, pokud je
před obzorem, se vzdaluje od bodu A, a proto se obsah čtverce zvětšuje. Tento proces
dospěje do terminálnı́ situace, bod B bude v nekonečnu. Uvedené nekonečno ležı́ již
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za obzorem, protože ani v náznacı́ch nenı́ ukázáno, jak jej lze přesněji lokalizovat. Svět
za obzorem nenı́ dostupný popisu použı́vajı́cı́ho objekty před obzorem. Toto je jediná
skupina těch, kteřı́ majı́ vı́ru, že za obzorem něco je.

Mechanismus: Podstata mechanismu vzniku a rozvoje těchto představ ležı́ v oblasti
metakognice. Je to zkušenost s omezenostı́ nejenom našich smyslů, ale i našeho rácia.
Jevy světa nás obklopujı́cı́ho a stejně tak jevy konstruovaných abstraktnı́ch světů jsou
dvou typů – ty, které jsou nám dostupné at’ již smyslově nebo spekulativně, a ty, které
jsou nám takto nedostupné a jsou uchovány pouze našı́ vı́rou. Aplikováno na náš přı́klad
– pohybujı́cı́ se bod před obzorem je jevem dostupným, nekonečno za obzorem jevem
nedostupným a existenci mu přiznáváme pouze vı́rou.

Kultivace: Výchozı́ základnı́ paradigma o polaritě rácia a vı́ry nenahlı́žı́me jako něco
vadného. Nedostatkem tohoto pohledu je jistá rezignace na možnost analýzy jevu neko-
nečno. Úlohou učitele je ukázat studentovi některé nadějné přı́pady spekulace o pojmu
nekonečno a povzbudit jej k samostatné aktivitě v tomto směru.

Přı́klady ze skupiny III.
Jana: „Největšı́ obsah čtverce bude když bod B bude ležet v nekonečnu.“
Mechanismus: Člověk, který se nad jevem nekonečno nezamýšlel, nahlı́žı́ na geo-

metrické jevy pouze jako na jevy konečné, což vyplývá z jejich možnosti vizualizace.
Přı́mka je pro něj dostatečně dlouhá úsečka Při zacházenı́ s pojmem přı́mka žák opako-
vaně nabývá následujı́cı́ zkušenost. Nakreslı́ omezenou přı́mou čáru, na které na rozdı́l
od úsečky nejsou vyznačeny koncové body. V přı́padě potřeby tuto čáru přı́slušně pro-
dloužı́. Tedy akce prodlužovánı́ je manuálnı́ zkušenostı́, která zakládá pojem přı́mka.
Přı́mka se tak stává výsledkem (oboustranného) prodlužovánı́ úsečky. Ve shodě se zku-
šenostı́ s jinými činnostmi z reálného světa, které majı́ začátek i konec, si žák přı́mku
představuje jako úsečku, která má začátek i konec ve dvou bodech nejvı́ce vzdálených
a označených ∞. Potvrzenı́ uvedeného mechanismu nacházı́me v mnoha odpovědı́ch
z původnı́ho experimentu, které byly typu: „přı́mka: úsečka, jejı́ž oba krajnı́ body jsou
v nekonečnu“.

Kultivace: Za nejvýznamnějšı́ charakteristický prvek uvažované představy považu-
jeme tu skutečnost, že student si nenı́ vědom obzoru. Nemá zatı́m zkušenost se situacı́,
kdy vztahy před obzorem při nekonečném prodlužovánı́ měnı́ svoji kvalitu. Proto je
potřebné o takové situace obohatit jeho zkušenostnı́ spektrum.
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pedagogiky. Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, 43, č. 4, s. 326–334
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Moreno, L., Waldeg, G. (1999). The conceptual evolution of actual mathematical infinity.
Educational studies in Mathematics, Vol. 22, Kluwer Academic Pub., pp. 211–231

Peter, R. (1958). Hry s nekonečnom. Osveta, Martin
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Elektronická zbierka úloh

Ingrid Mindaková1

Na Ústave matematických vied Prı́rodovedeckej fakulty UPJŠ v Košiciach je vy-
tváraná elektronická zbierka úloh zo stredoškolskej matematiky. Táto zbierka zatial’
obsahuje asi 600 úloh zaradených k téme Funkcie a k téme Rovnice, nerovnice a ich
sústavy k podtéme Kvadratické rovnice a nerovnice, ale na dopl’ňanı́ d’alšı́ch tém sa
intenzı́vne pracuje.

Minimálne hardwarové a softwarové požiadavky pre aplikáciu sú počı́tač s proce-
sorom aspoň 80486DX; minimálne 8 MB pamäte RAM; grafická karta VGA; systém
Windows 95, 98 alebo Unix; prı́stup na Internet a nainštalovaný prehliadač Intemet
Explorer 4.0 a vyššı́ alebo Netscape Navigator 4.6 a vyššı́.

Zbierka úloh je optimalizovaná pre prehliadač Intemet Explorer a je prı́stupná na Inter-
nete na adrese Školského informačného servisu: http://kekule.science.upis.sk
alebo priamo na serveri http: //kma07.science.upjs.sk/zbierka/.

Po spustenı́ zbierky na adrese http://kekule.science.upjs.sk sa objavı́ hlavná
stránka užı́vatel’skej časti zbierky. Užı́vatel’ má právo prezerat’, vyberat’ úlohy podl’a
zvolených kritériı́, vytlačit’ úlohy a takisto stiahnut’ si úlohy s kompletným riešenı́m
vo formáte Word 95. Zbierka sa ovláda kliknutı́m na odkazy alebo prı́slušné polı́čka
formulárov. Hlavná stránka zbierky obsahuje 4 položky: Úvod (hypertextový odkaz
spät’na úvodnú stránku pre použı́vatel’a), Matematika (odkaz na stránku, ktorá ponúka

1PF UPJŠ, Košice, mindakova@pobox.sk
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výber tém stredoškolskej matematiky), Informatika (odkaz na stránku, ktorá ponúka
výber tém stredoškolskej informatiky), Napı́šte nám (odkaz na stránku s e-mailovými
adresami správcov zbierky).

Kliknutı́m na odkaz Matematı́ka sa dostaneme do ponuky tém učiva stredoškolskej
matematiky. Tuje možné vybrat’tému, ku ktorej chceme vyberat’úlohy. Výber témy (ako aj
výber podtémy a elementu učiva) potvrdı́me kliknutı́m na tlačidlo Potvrd’ výber. Objavı́
sa stránka sponukou podtém a potom sponukou elementov učiva, ktoré patria k zvolenej
podtéme. Po výbere elementu učiva nasleduje stránka na výber didaktických fimkciı́
a poznávacı́ch úrovnı́. Odporúčame vyberat’ úlohy podl’a jednej didaktickej funkcie a
jednej poznávacej úrovne (je možné vybrat’úlohy podl’a viacerých didaktických funkciı́
a viacerých poznávacı́ch úrovnı́, ale ked’že je v zbierke zaradených ešte málo úloh, tak
sa môže stat’, že z databázy nebudú vybrané žiadne úlohy).

Po potvrdenı́ výberu sa na nasledujúcej stránke objavia všetky úlohy spl’ňajúce zvo-
lené kritériá a tlačidlo ponúkajúce tlač zadanı́ vybraných úloh. Vedl’a zadania úlohy sa
nachádzajú 4 tlačidlá: info o úlohe (kto úlohu vložil, dátum poslednej modifikácie), ná-
vod na riešenie úlohy, výsledok úlohy, download (možnost’ stiahnutia word-ovského
súboru, ktorý obsahuje zadanie, návod, riešenie a výsledok vybranej úlohy).

Ak Vás zaujala myšlienka využı́vania našej elektronickej zbierky úloh, chceli by sme
Vás požiadat’o zapojenie sa do experimentu, ktorý je zameraný na zistenie využitel’nosti
tejto zbierky úloh vpraxi. Vašou úlohou by bolo podl’a možnostı́ použı́vat’zbierku úloh a
zostavit’stručnú dokumentáciu využı́vania elektronickej zbierky úloh. Dokumentácia
zahrňa

• kópie sériı́ úloh, ktoré ste použili na vyučovacı́ch hodinách;
• dátum, kedy ste sériu použili;
• názov tematického celku, pri výučbe ktorého ste sériu zaradili na vyučovaciu hodinu;
• formy práce so sériou (či mal každý študent k dispozı́cii kópiu série úloh alebo ste

s ňou pracovali len Vy,. . . );
• poznámky k úlohám;
• návrhy úprav zadanı́ úloh;
• reakcie študentov;. . .

Užı́vatel’ské prostredie bolo vytvorené pred dvoma rokmi ako diplomová práca a nie
vo všetkých aspektoch splňa naše terajšie požiadavky. V tomto smere privı́tame Vaše
pripomienky a návrhy týkajúce sa vylepšenia použı́vatet’skej časti zbierky úloh. Takisto
budeme radi, ak nás upozornite na chyby v úlohách a ak navrhnete úlohy, ktoré by podl’a
Vás mali byt’ do zbierky zaradené. V závere našej spolupráce Vám položı́me niekol’ko
otázok formou dotaznı́ka.

Ak máte otázky týkajúce sa použı́vania elektronickej zbierky úloh alebo máte záujem
o spoluprácu s nami, prosı́m, kontaktujte nás na adrese mindakova@pobox.sk.
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Některé komunikačnı́ jevy v hodinách matematiky1

Nad’a Stehlı́ková2

Pokusı́me se přehledově podat zprávu o některých komunikačnı́ch jevech, k nimž
nezřı́dka docházı́ v hodinách matematiky a které výrazně ovlivňujı́ kvalitu a rozsah toho,
co se žáci/studenti naučı́. Byly identifikovány výzkumem zabývajı́cı́m se interakcemi ve
třı́dě, a v české literatuře, pokud je autorce známo, zatı́m popsány nebyly. Domnı́váme
se, že si je často učitelé ani studenti neuvědomujı́, a nemohou tak brát v úvahu jejich
účinky na vyučovánı́.

Soustředı́me se na tři z nich, a to Topaze efekt, Jourdain efekt a „funneling“ efekt.

Topaze efekt
Topaze efekt pojmenoval Brousseau (Brousseau, 1997). Jedná se o jev, při němž

učitel (či učebnı́ text) podává odpověd’ přı́mo ve své otázce. Jméno pocházı́ z hry od
Marcela Pagnola3 s názvem „Topaze“. Topaze byl učitel v soukromé internátnı́ škole
a chtěl, aby jeho žáci prospı́vali. V jedné scéně hry diktuje něco slabšı́mu žákovi, a to
takovým způsobem, že se mu snažı́ co nejvı́ce napovědět, některá slova téměř hláskuje.
Postupně se tak ztrácı́ jeho původnı́ úmysl naučit děti pravopisu.

Učitel je veden těmi nejlepšı́mi úmysly, ovšem způsob, který volı́, vede sice k pro-
dukci správné odpovědi, ne nutně však i ke správnému pochopenı́ látky. Zodpovědnost
za podstatnou část látky je na učiteli. Ten se snažı́ stále lehčı́mi otázkami vést žáky k od-
povědi na původnı́ otázku, která se však neustálým rozmělňovánı́m ztratila ze žákova
obzoru.

Ilustrace 1: Prvnı́ přı́klad se vztahuje k přı́běhu, který je publikován v monografii Hejný
& Kuřina (2001), str. 24–27. Jedná se o přı́běh označený A.

Chlapec řešı́ u tabule následujı́cı́ úlohu:

V tramvaji jelo 31 lidı́. Na zastávce 4 osoby vystoupily a 13 osob přistoupilo. Kolik
lidı́ jelo dále?

Učitelka, mı́sto aby vedla žáky k objevu tı́m, že upozornı́ na sémantiku (vystoupily
– ubylo, přistoupilo – přibylo), zdůrazňuje pouze předponu „-vy“ a „-při“. Tı́m dětem
v otázce přı́mo napovı́, kdy majı́ sčı́tat a kdy odčı́tat, když odhlédneme od toho, že jim
současně vytvářı́ špatný spoj. Autoři uvádějı́ přı́klad jiné úlohy, v nı́ž pak předpona „-při“
působı́ jako antisignál (tj. navádı́ ke sčı́tánı́, ale správně je odčı́tánı́):

1Přı́spěvek byl podpořen grantem GAUK 309/2002/A PP/PedF.
2PedF UK Praha, nada.stehlikova@pedf.cuni.cz
3Marcel Paul Pagnol, 1895–1974, francouzský spisovatel, producent a režisér.
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Do tramvaje přistoupilo 5 lidı́, takže ted’ jich tam je 21. Kolik lidı́ jelo v tramvaji
předtı́m?

Ilustrace 2: Druhý přı́klad pocházı́ z autorčiny experimentálnı́ činnosti. Při sérii experi-
mentů s Janou, studentkou vysoké školy, měla tato zkoumat netradičnı́ aritmetiku a řešit
v nı́ různé úkoly. Když měla Jana řešit lineárnı́ rovnice v netradičnı́ aritmetice, pronesla
autorka poznámku: „Můžeme vlastně někdy řı́ci, že to nemá řešenı́?“ Slovo „vlastně“,
autorkou zdůrazněné, jasně naznačuje, že to řı́ci nemůžeme, a Jana to také tak pochopila.

Ilustrace 3: Z vlastnı́ praxe vı́me, že otázka „Je to všechno?“ u úlohy, kdy má student
např. nalézt několik řešenı́ rovnice, nevyznı́ neutrálně, ale jako nápověda, že tomu tak
nenı́. Studenti na ni často reagujı́ slovy „Asi ne, když se takto ptáte“. Je těžké najı́t
nějaký ekvivalent, který by nic nenaznačoval. Snad otázka „Jak bychom ukázali, že to je
všechno?“ by mohla být pocit’ována jako neutrálnı́.

Ilustrace 4: Dalšı́ ukázka pocházı́ z vlastnı́ výše zmı́něné experimentálnı́ činnosti au-
torky. Při zaváděnı́ operace dělenı́ si Jana uvědomuje souvislost s převrácenými čı́sly.
Experimentátorka položila otázku „Existujı́ převrácená čı́sla pro všechna čı́sla z této
aritmetiky?“, čı́mž okamžitě navozuje pochybnost, zda tomu tak je. Mnohem vhodnějšı́
by byla otázka „Jak můžeme hledat převrácená čı́sla?“, při jejı́mž plněnı́ by Jana k výše
zmı́něnému poznatku dospěla sama.

Jourdain efekt
Jourdain efekt byl opět popsán Brousseauem (Brousseau, 1997) a spočı́vá v tom, že

triviálnı́ činnosti dáváme vědecké jméno. Jméno pocházı́ ze hry od Moliéra4 jménem
„The Cit turned Gentleman“ („Měšt’ák šlechticem.“). Hra se zabývá hřı́chem marnivosti.
Pan Jourdain je prostý, nepřı́liš vzdělaný muž, který se velmi toužı́ stát členem vyššı́
společnosti alespoň způsoby a vzdělánı́m, když jı́m nenı́ rodem. Najme si tedy učitele
hudby, tance, šermovánı́ a filozofie. Jourdain efekt se vztahuje ke scéně, kdy se pan
Jourdain při vysvětlovánı́ rozdı́lu mezi poeziı́ a prózou dozvı́dá, že, aniž si toho byl
vědom, mluvil vlastně celý život prózou.

Ilustrace 1: Sierpinska (Sierpinska, 2000) uvádı́, že k tomuto jevu docházı́ vždy, kdy
pojmenováváme činnost studentů matematickými pojmy, které vyžadujı́ složitou pojmo-
vou činnost, aniž máme nějaký důkaz, že k nı́ opravdu došlo. Např. řekneme, že student
vydělil jeden zlomek druhým a přitom by bylo přesnějšı́ řı́ci, že student změnil znak
dělenı́ na znak násobenı́, převrátil druhý zlomek a použil pamět’, aby našel součin dvou
čı́sel nad a pod zlomkouvou čárou.

Ilustrace 2: K podobnému jevu došlo v době tzv. modernizace matematiky. Brousseau
(1997) uvádı́ přı́klad, kdy se žáci po určité manipulaci s barevnými obrázky dozvěděli,

4Moliér, vlastnı́m jménem Jean-Baptiste Poquelin, 1622–1673, francouzský herec a autor divadelnı́ch her.
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že „právě objevili Kleinovu grupu“. Zatı́mco žáci se zabývali konkrétnı́mi, částečnými
úkoly, jejich učitel za nimi viděl celou matematickou strukturu.

Ilustrace 3: V rámci předmětu Analytická geometrie II se

Obr. 1

studenti zabývajı́ geometrickými transformacemi. Před-
pokládá se, že syntetický přı́stup ke shodnostem majı́
zvládnutý z předchozı́ho ročnı́ku. Na dotaz o rozkladu
posunutı́ na osové souměrnosti, Pavel rozložil posunutı́
o vektor ~v na dvě osové souměrnosti sa ◦ sb podle ob-
rázku 1. Vyučujı́cı́ si učinı́ závěr, že Pavel chápe větu:

Pro libovolnou translaci t~u a osové souměrnosti sa, sb platı́ t~u = sa ◦ sb, právě když
jsou přı́mky a, b kolmé na směr translace a jejich orientovaná vzdálenost je rovna polovině
velikosti translace.

Za chvı́li má však Pavel řešit úlohu, v nı́ž má

Obr. 2

složit posunutı́ o vektor ~v a osovou souměrnost sm.
Chápe sice, že by pro zjednodušenı́ situace měl po-
sunutı́ rozložit na dvojici osových souměrnostı́, nenı́
však schopen odpoutat se od toho určitého rozloženı́,
při němž jsou dvě osy osových souměrnostı́ nakres-
leny kolmo na umı́stěnı́ vektoru (obr. 2). Nechápe,
že z výše zmı́něné věty plyne, že jednu z os a, b
můžeme volit kolmo ke směru translace libovolně
a druhá je tak jednoznačně určena. Má jen znalost

jednoho přı́padu, byt’toho „nejběžnějšı́ho“.
Jedná se také o přı́pad formálnı́ znalosti matematiky.

„Funnelling“ efekt
Efekt zvaný „funnelling“ (Wood, 1998) je do češtiny obtı́žně přeložitelný. Z mnoha

významů slovesa „funnel“ je asi nejblı́že posı́lat, předávat, zužovat se; podobně podstatné
jméno „funnel“ znamená nálevka, trychtýř. Laicky řečeno, jev „funnelling“ znamená, že
učitel rozdělı́ řešenı́ složitějšı́ho matematického problému na jednoduššı́ kroky, v nichž
stačı́ aplikovat algoritmy. Provede pak studenta celým řešenı́m krok po kroku a když
tento dospěje ke správnému výsledku, často se mylně domnı́vá, že student pochopil
celý problém. Ten se zatı́m soustředil pouze na jednotlivé kroky řešenı́, jednotlivé kroky
algoritmu.

Ilustrace 1: Voigt (1985) uvádı́ přı́pad, kdy se učitel, který upřı́mně věřı́, že vyučuje v kon-
struktivistickém duchu pomocı́ otevřených problémů, ve skutečnosti naváděl studenty ke
správnému řešenı́ pomocı́ nepřı́mých narážek a neverbálnı́ch nápověd (docházelo k „fun-
nelling“).
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Ilustrace 2: Druhý přı́klad uvádı́ Wood (1998). Jim řešı́ úlohu 9 + 7. Zde je úryvek
z hodiny:

Jim: 14.

Učitelka: Dobrá. 7 plus 7 je 14. 8 plus 7 je jen přičtenı́ jedné ke 14, což je . . . ?
(tázavě)

Jim: 15.

Učitelka: A 9 je o jednu vı́c než 8. Takže 15 plus 1 je . . . ?

Jim: 16.

Učitelka nechce poskytnout Jimovi správnou odpověd’, ale snažı́ se na ni Jima při-
vést. Ovšem činı́ to tak, že Jim si jejı́ snahu může interpretovat takto: „Mám přičı́st 1
k čı́slu, které mi učitelka řı́ká.“ Učitelka chtěla Jima přivést na strategii, která by mu
umožnila podobné úlohy řešit bez pomoci, ovšem mı́sto toho Jimovi stačilo doplňovat
čı́sla v systému, který mu zřejmě nebyl vůbec jasný.

Závěr
Cı́lem přı́spěvku bylo seznámit pedagogickou veřejnost s některými jevy, ke kterým

podle našich zkušenostı́ často docházı́ v hodinách matematiky na různých stupnı́ch škol.
Věřı́me, že obeznámenost s podobnými jevy může přispět ke zvýšenı́ citlivosti učitele
k podobným situacı́m a ke zlepšenı́ jeho práce.
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Zajı́mavé vlastnosti druhých mocnin v netradičnı́

aritmetice1

Nad’a Stehlı́ková2

Úvod
Podı́váme se na jednu z oblastı́ zkoumánı́ netradičnı́ aritmetické struktury, tzv. zúžené

aritmetiky (zde nadále A2), a navážeme tak na již publikované přı́spěvky zaměřené na
jiné oblasti (např. Stehlı́ková, 2001a; 2001b; Ťupová, 2001; Ulrychová, 2003).

Zúžená aritmetika
Autorem netradičnı́ aritmetické struktury, v rámci které se budeme nadále pohybovat,

je Prof. Milan Hejný. Nejdřı́ve si zavedeme základnı́ pojmy.
Základem zúžené aritmetiky je zobrazenı́ r : N→ N, tzv. redukce, které je zavedeno

takto:

• když n < 100, n ∈ N, pak r(n) = n,

• když n ≥ 100, rozdělı́me čı́slo odzadu na dvojčı́slı́ a ty spolu sečteme. Pokud je
výsledné čı́slo většı́ než 99, opět ho rozdělı́me odzadu na dvojčı́slı́ a ty spolu sečteme
atd.

Např. r(171) = r(1+71) = 72, r(1 356) = r(13+56) = 69, r(8 869) = r(88+69) =
= r(157) = r(1 + 57) = 58, r(57 865) = r(5 + 78+ 65) = r(148) = r(1 + 48) = 49

Necht’A2 = {1, 2, 3, . . . , 99} je množina prvnı́ch devadesáti devı́ti přirozených čı́sel.
Pomocı́ redukce r zavedeme binárnı́ operace z-sčı́tánı́ ⊕ a z-násobenı́ ⊗ v A2 takto:

∀x, y ∈ A2, x⊕ y = r(x+ y) a x⊗ y = r(x · y).
Např. 78⊕ 56 = r(134) = 35, 7⊗ 55 = r(385) = 88.
SymbolA2 bude nadále použı́ván pro označenı́ množiny i strukturyA2 = (A2,⊕,⊗).

Čı́sla z množiny A2 budeme nazývat z-čı́sla. Pokud neřekneme jinak, budeme nadále
pracovat výhradně v množině A2.

Zaměřı́me se na druhé mocniny z-čı́sel a jejich strukturu.

1Přı́spěvek byl vytvořen v rámci grantu GAUK 316/2001/APP/PedF
2PedF UK Praha, nada.stehlikova@pedf.cuni.cz
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Úkol prvnı́: najděte všechny druhé mocniny v A2

Jednoduchými výpočty dospějeme k následujı́cı́ tabulce druhých mocnin (symbol x2

znamená x⊗ x).

x2 x x2 x x2 x
1 1, 10, 89, 98 34 23, 32, 67, 76 67 34, 43, 56, 65
4 2, 20, 79, 97 36 6, 27, 39, 60, 72, 93 70 13, 31, 68, 86
9 3, 30, 36, 63, 69, 96 37 35, 46, 53, 64 81 9, 24, 42, 57, 75, 90
16 4, 40, 59, 95 45 12, 21, 45, 54, 78, 87 82 26, 37, 62, 73
22 11, 88 49 7, 29, 70, 92 88 22, 77
25 5, 50, 49, 94 55 44, 55 91 17, 28, 71, 82
27 15, 18, 48, 51, 81, 84 58 16, 38, 61, 83 97 14, 41, 58, 85
31 25, 47, 52, 74 64 8, 19, 80, 91 99 33, 66, 99

Z tabulky okamžitě vidı́me řešenı́ rovnice x2 = a, kde x, a ∈ A2. Tato rovnice má
v A2 v závislosti na parametru a žádné, 2, 3, 4, nebo 6 řešenı́ (na rozdı́l od řešenı́ vR).

V tabulce je také možné vyčı́st některé zajı́mavé vlastnosti.

• Z-čı́slo a z-čı́slo k němu opačné (a je opačné čı́slo k čı́slu a, právě když a = 99− a)
majı́ stejnou druhou mocninu. Analogie s aritmetikou celých čı́sel je zjevná (např.
32 = 9, (−3)2 = 9).

• Z-čı́sla se stejnými čı́slicemi majı́ stejnou druhou mocninu 492 = 25, 942 = 25).

• Z-čı́sla typuB aB0, kdeB je čı́slice 1, 2, . . . , 9, majı́ stejnou druhou mocninu 52 = 25,
502 = 25).

Máme-li již nějaké zkušenosti s redukcı́, uvědomı́me si, že druhé a třetı́ pravidlo lze
vyjádřit jednı́m společným pravidlem: Z-čı́sla a a 10 ⊗ a majı́ stejnou druhou mocninu
(při z-násobenı́ deseti se v z-čı́slu změnı́ pořadı́ čı́slic).

Úkol druhý: má množina druhých mocnin v A2 nějakou strukturu

Tento úkol můžeme řešit různými způsoby. Např. se můžeme ptát, jaké je rozmı́stěnı́
druhých mocnin v rámci všech z-čı́sel. Uspořádáme všechna z-čı́sla v tabulce a vyznačı́me
druhé mocniny.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
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61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99

Zdá se, že podobně jako v tradičnı́ aritmetice ani tady se nám nepodařı́ najı́t nějakou
zjevnou zákonitost. Zkusı́me to tedy jinak. Vytvořı́me graf, kde z-čı́sla budou uzly, a
tyto spojı́me šipkou, která bude vyjadřovat vztah ‘být druhou mocninou’. To už vypadá
zajı́mavě. Brzy dospějeme např. k tomu, že čı́sla 1, 10, 89 a 98 jsou spojena způsobem
patrným z obr. 1.

Obr. 1

Při troše trpělivosti se nám podařı́ zjistit, že všechna z-čı́sla se dajı́ vyjádřit podobným
způsobem a že tvořı́ jakési klastry (obr. 2). Ted’už máme pocit, že do struktury druhých
mocnin začı́náme vidět.

Úkol třetı́: zkoumejte diagram druhých mocnin

Nasnadě je otázka, podle jakého kritéria se dajı́ klastry rozdělit. Jednı́m z nich je
rozdělenı́ na dělitele nuly (tedy násobky třı́ nebo jedenácti, kromě čı́sla 99) a 99 na jedné
straně a ostatnı́mi čı́sly na straně druhé. Podle druhých mocnin, které tvořı́ základ klastru,
můžeme klastry rozdělit na ‘čtyřúhelnı́kové’, ‘úsečkové’ (ty, které tvořı́ řešenı́ soustavy
rovnic a2 = b ⇔ b2 = a, tedy dvojice (34, 67), (22, 88)) a ‘se smyčkou’ (takové, které
tvořı́ řešenı́ rovnice a2 = a, tedy 1, 55, 45, 99.

Dalšı́ otázka, kterou můžeme řešit, je, jakým způsobem dopočı́táme všechny druhé
odmocniny nějakého z-čı́sla, pokud známe jednu z množiny jeho druhých odmocnin,
např. vı́me-li, že do množiny druhých odmocnin čı́sla 4 patřı́ čı́slo 2. Zbylá čı́sla dopo-
čı́táme za použitı́ vztahů uvedených v řešenı́ prvnı́ho úkolu jako: 2 = 97, 2 ⊗ 10 = 20,
97⊗ 10 = 79 (symbolicky na obr. 3).

Tato metoda však bude fungovat jen pro čı́sla, která nejsou děliteli nuly ani 99.
Uděláme-li si podobné schéma např. pro čı́slo 9, dostaneme dva oddělené ‘útvary’ na
obr. 4. Je možné najı́t nějaké pravidlo, jak jsou spojeny?
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Obr. 2
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Obr. 3 Obr. 4

Po určitém experimentovánı́ můžeme dospět k následujı́cı́ tabulce, v niž jsou za-
znamenány všechny součiny mezi čı́sly z množiny druhých odmocnin čı́sla 9 (operace
z-násobenı́ je komutativnı́, nemusı́me tedy doplňovat celou tabulku).

⊗ 3 30 96 69 36 63
3 9 90 90 9 9 90

30 9 9 90 90 9
96 9 90 90 9
69 9 9 90
36 9 90
63 9

Je zajı́mavé, že zı́skáme pouze dva součiny, a to čı́slo 9 a 90. Lze tuto tabulku uchopit i
jiným způsobem? Jednı́m z nich je např. dvojice rovnic 3⊗x = 90, 3⊗y = 9 (mı́sto čı́sla
3 můžeme dát libovolné čı́slo z množiny druhých odmocnin čı́sla 9). Po jejich vyřešenı́
dostaneme množiny řešenı́ x1 = 30, x = 63, x3 = 96 a y1 = 3, y2 = 36, y3 = 69, což
jsou druhé odmocniny čı́sla 9.

Dáme-li dohromady oba výše uvedené přı́klady, dostáváme následujı́cı́ tvrzenı́: Necht’
A je množina všech z-čı́sel, které majı́ stejnou druhou mocninu, tedyA = {x ∈ A2, x2 =
= a, a ∈ A2}. Pak x, y ∈ A, právě když x⊗ y ∈ {a, a, 10⊗ a, 10⊗ a}, kde a je opačný
prvek k a.

Napřı́klad, vı́me-li, že 22 = 4, pak x = 2, a = 4. Vyřešenı́m čtyř rovnic 2 ⊗ y = 4,
2 ⊗ y = 95, 2 ⊗ y = 40, 2 ⊗ y = 59, dostaneme druhé odmocniny čı́sla 4, tedy
{2, 97, 20, 79}.

Podobně, vı́me-li, že 32 = 9, pak x = 3, a = 9. V tomto přı́padě máme pouze dvě
rovnice (protože 9 = 10⊗ 9 a 9 = 10⊗ 9) 3⊗ y = 9, 3⊗ y = 90. Řešenı́m jsou druhé
odmocniny čı́sla 9, tedy {3, 36, 69, 30, 63, 96}.

Lze ověřit, že tvrzenı́ platı́ pro všechny druhé mocniny v A2. Zůstává otázka, zda
nelze najı́t nějaký ‘elegantnějšı́’ způsob dopočı́tánı́ druhých odmocnin v A2. To zatı́m
zodpovědět neumı́me.
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Úkol čtvrtý: zkoumejte čı́sla z jednotlivých klastrů z hlediska vlastnostı́ algebraic-
kých struktur

Multiplikativnı́ tabulka, která vznikla při řešenı́ předchozı́ho úkolu, nás inspirovala
ke zjišt’ovánı́, zda některé množiny čı́sel z diagramu druhých mocnin a odmocnin netvořı́
aditivnı́ či multiplikativnı́ grupu.

Podařilo se nám najı́t pouze tři multiplikativnı́ grupy.

{a2}, kde a 6= 99 nenı́ dělitel
nuly

{1, 4, 16, 25, 31, 34, 37, 49, 58, 64, 67, 70, 82,
91, 97}, jednotkový prvek je 1

{a2}, kde a je množina děli-
telů nuly bez násobků 11

{9, 27, 36, 45, 81}, jednotkový prvek je 45

{a2}, kde a je množina děli-
telů nuly bez násobků 3

{22, 55, 88}, jednotkový prvek je 55

Úkol pátý: řešte kvadratické rovnice

Ted’, když umı́me vA2 ‘odmocňovat’, můžeme se podı́vat na řešitelnost kvadratických
rovnic vA2. Problematika kvadratických rovnic vA2 je poměrně složitá a vyžaduje většı́
úsilı́ než předchozı́ úkoly. Bez řešenı́ uvedeme několik otázek, kterými bychom mohli
začı́t tuto oblast zkoumat.

• Řešte kvadratické rovnice s neznámou x ∈ A2:
x2 ⊕ 4⊗ x = 99, 2⊗ x2 ⊕ 3⊗ x = 99, 9⊗ x2 ⊕ 33⊗ x = 99,

x2 ⊕ 2⊗ x⊕ 6 = 99, 7⊗ x2 ⊕ 6⊗ x⊕ 93 = 99, 9⊗ x2 ⊕ 2⊗ x⊕ 66 = 99.

• Popište obecné řešenı́ kvadratických rovnic.

• Klasifikujte kvadratické rovnice v A2 podle počtu jejich kořenů.

• Zjistěte, zda pro kořeny kvadratické rovnice v A2 platı́ Viètovy vztahy.

• Zkoumejte vztahy mezi kořeny kvadratické rovnice v A2.

Závěr
Tı́mto přı́spěvkem jsme se snažili ukázat na některé možnosti, které v sobě skrývá

zúžená aritmetika. Pokud již čtenář v průběhu řešenı́ úloh objevil, že se vlastně jedná
o „skryté“ kongruence modulo 99, kde je mı́sto čı́sla 0 čı́slo 99, může tohoto faktu využı́t
ke zjišt’ovánı́ dalšı́ch vlastnostı́ zúžené aritmetiky. Naše zkušenosti však ukazujı́, že
studenti raději vymýšlejı́ své vlastnı́ strategie řešenı́ a postupy, než aby nejdřı́ve studovali
kongruence a pak aplikovali poznatky na svou konkrétnı́ strukturu (samozřejmě pokud již
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poznatky o kongruencı́ch nemajı́). Navı́c je čı́slo 99 složené čı́slo a většina matematických
knih se zabývá kongruencemi, kde je modulo prvočı́slo.

Naše znalosti zúžené aritmetiky jsou dosud neúplné a stále se objevujı́ nové otázky,
které by mohly být řešeny.
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Magické čtverce v netradičnı́ aritmetice1

Michaela Ulrychová2

V tomto přı́spěvku se budu věnovat rozpracovánı́ jedné oblı́bené partie rekreačnı́
matematiky, magických čtverců, v netradičnı́ aritmetice, tzv. zúžené aritmetice. Do určité
mı́ry tak naváži na přı́spěvky Ťupová (2001b) a Stehlı́ková (2001), které byly zaměřeny
na pythagorejské trojice.

Zavedenı́ zúžené aritmetiky je uvedeno v přı́spěvku Stehlı́ková (2003) v tomto sbor-
nı́ku.

Přı́pravná úloha

Definujte z-rozdı́l 	 a z-dělenı́ � v A2.

Řešenı́: Operaci z-rozdı́l 	 můžeme zavést např. jako přičtenı́ opačného čı́sla:

∀a, b ∈ A2, a	 b = a⊕ b, kde b je opačné čı́slo k b a b = 99− b

1Přı́spěvek byl podpořen grantem GAUK 316/2001/A PP/PedF.
2PedF UK v Praze, ulrychova.michaela@centrum.cz
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Operaci z-dělenı́ � můžeme zavést jako násobenı́ inverznı́m čı́slem:

∀a, b ∈ A2, kde a 6= 99 nenı́ dělitel nuly; b� a = b⊗ a−1

Inverznı́ prvky zı́skáme z řešenı́ rovnice x⊗ x−1 = 1 (inverznı́ prvky neexistujı́ pro
čı́slo 99 a dělitele nuly, což jsou násobky čı́sla 3 a 11).

Magické čtverce3v A2
Na úvod zaved’me magické čtverce v množině A2. Magický čtverec v A2 je takový

soubor čı́sel z A2 uspořádaných do tvaru čtverce, že z-součet čı́sel v každém řádku,
v každém sloupci a v každé úhlopřı́čce je týž.

Magické čtverce se rozdělujı́ podle počtu čı́sel v jednom řádku. Počet čı́sel v jednom
řádku se nazývá řád čtverce, který budeme značit n. V tomto textu se omezı́me na řád
z množiny A2. Magické čtverce dělı́me na sudé a liché (podle řádu magického čtverce).

Z-součet čı́sel v každém řádku, v každém sloupci a v každé úhlopřı́čce nazveme
konstanta magického čtverce. Konstantu magického čtverce v N budeme značit k,
konstantu magického čtverce v A2 budeme značit k′.

Úloha 1

Vypočı́tejte z-součet čı́sel v každém řádku, v každém sloupci a v každé úhlopřı́čce,
magického čtverce na obr. 1.

Obr. 1

Řešenı́: Tento součet je roven čı́slu r(176) = 77.

3Magickými čtverci v běžné aritmetice se zabývajı́ např. publikace Bachelová (1992), Coufal (1995), Kowal (1995), Maláč
& Kurfürst (1981), Müller (1965), Novoveský (1971), Sedláček (1960).
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Úloha 2

Necht’je zadán magický čtverec 4. řádu v oboru přirozených čı́sel (obr. 2). Převed’te
tento čtverec do A2 a vypočı́tejte jeho konstantu.

Obr. 2 Obr. 3

Řešenı́: Převedeme čı́sla z magického čtverce vN na čı́sla z množinyA2 (tedy redukujeme
všechna čı́sla čtverce) (obr. 3).

Konstanta tohoto magického čtverce je k′ = 8. Vypočı́táme-li konstantu původnı́ho
čtverce, dostaneme k = 800, tedy k′ = r(k) = r(800) = 8.

Poznámka: Vyskytujı́-li se v magickém čtverci v N čı́sla mimo množinu A2, po zre-
dukovánı́ těchto čı́sel na čı́sla z množiny A2 dostaneme magický čtverec v A2 a jeho
konstantu k′ najdeme jako redukci konstanty k. Vlastně tı́m řı́káme, že nezáležı́ na tom,
zda uděláme redukci jednotlivých sčı́tanců a ty sečteme, nebo nejprve vše sečteme a pak
zredukujeme:

∀n ∈ N,∀i ∈ {1, . . . , n},∀ai ∈ N; r(a1 + a2 + a3 + · · ·+ an) =
= r(r(a1) + r(a2) + +r(a3) + · · ·+ r(an))

Úloha 3

Doplňte chybějı́cı́ čı́sla z A2 v magickém čtverci na obr. 4

Obr. 4

tak, aby jeho konstanta byla 30.

Řešenı́: Nejprve doplnı́me polı́čka a, c, d, která jsou jedno-
značně dána.

20⊕ 50⊕ a =30 20⊕ 80⊕ c =30 50⊕ 80⊕ d =30
70⊕ a =r(129) 1⊕ c =30 31⊕ d =r(129)

a =59 c =29 d =98

Poté již obdobným způsobem dopočı́táme polı́čka b, e, f .
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59⊕ 29⊕ b =30 41⊕ 80⊕ e =30 20⊕ 8⊕ f =30
88⊕ b =r(129) 22⊕ e =30 28⊕ f =30

b =41 e =8 f =2

Pro kontrolu provedeme součet ve zbylých směrech: 29⊕98⊕2 = 30, 59⊕80⊕2 =
= 42.

Zde vidı́me, že daný magický čtverec nemá řešenı́ (součet v některých směrech se
nerovná čı́slu 30).

Úloha 4

Doplňte chybějı́cı́ čı́sla z A2 v magickém čtverci na obr. 5

Obr. 5

tak, aby jeho konstanta byla 63.

Řešenı́: Nejprve opět vypočı́táme jednoznačně dané hodnoty
čı́sel v polı́čkách f , d.

72⊕ 87⊕ f =63 42⊕ 87⊕ d =63
r(159)⊕ f =r(162) r(129)⊕ d =r(162)

f =3 d =33

Potom doplnı́me zbývajı́cı́ polı́čka a, b, c, e.

72⊕ 42⊕ a =63 72⊕ 33⊕ b =63 3⊕ 42⊕ c =63 3⊕ 33⊕ e =63
r(114)⊕ a =r(162) r(105)⊕ b =r(162) 45⊕ c =63 36⊕ e =63

a =48 b =57 c =18 e =27

Pro kontrolu provedeme součet ve zbylých směrech:

Obr. 6

57⊕ 87⊕ 18 = 63, 48⊕ 87⊕ 27 = 63.
Existuje právě jedno řešenı́ (obr. 6).

Úloha 5

Pro výpočet konstanty k magického čtverce skládajı́cı́ho
se ze všech přirozených čı́sel od 1 do n2 platı́ vztah mezi konstantou k magického čtverce
a řádem n magického čtverce: k = 1

2n(1 + n
2). Zjistěte, zda podobný vztah platı́ i pro

výpočet konstanty k′ magického čtverce v A2.
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Řešenı́: Při převáděnı́ vzorce doA2 můžeme postupovat např. tak, že najdeme čı́slo, které
odpovı́dá vA2 čı́slu 12 . Jedná se vlastně o kořen lineárnı́ rovnice 2⊗x = 1, což je x = 50.
Čı́slo 50 nahrazuje ve vzorci racionálnı́ čı́slo 12 . V A2 tedy zřejmě platı́ obdobný vztah
pro výpočet konstanty k′ magického čtverce skládajı́cı́ho se ze všech z-čı́sel od 1 do n2:

k′ = 50⊗ n⊗ (1⊕ n2), kde n ∈ A2 a n2 = n⊗ n.

Vypočı́tejme např. konstantu k magického čtverce

Obr. 7

5. řádu (obr. 7): k = 1
2n(1 + n

2) = 1
2 · 5(1 + 25) = 65, a

konstantu k′ přı́slušného magického čtverce v A2: k′ =
= 50⊗n⊗(1⊕n2) = 50⊗5⊗(1⊕25) = 50⊗5⊗26 =
= r(6 500) = 65. Tedy k = k′.

Úloha 6

Využitı́m vztahů z úlohy 5 sestavte tabulku, která
bude pro daný řád nmagického čtverce udávat konstantu

k magického čtverce vN a konstantu k′ magického čtverce v A2 (n ∈ {3, 4, 5, . . . , 99}).
Řešenı́: Např. pro n = 3 v N platı́: k = 1

2n(1 + n2) = 1
2 · 3 · 10 = 15, v A2 platı́

k′ = 50⊗n⊗ (1⊕n2) = 50⊗ 3⊗ 10 = r(1 500) = 15. Dalšı́ řešenı́ udává tabulka dole.

n k k’ n k k’ n k k’
3 15 15 7 175 76 11 671 77
4 34 34 8 260 62 12 870 78
5 65 65 9 369 72 . . . . . . . . .
6 111 12 10 505 10

Poznámka: Protože výše uvedený vztah pro výpočet konstanty k′ magického čtverce vA2
platı́ pouze pro magické čtverce skládajı́cı́ se ze všech z-čı́sel od 1 do n2, budeme nadále
pracovat s tı́mto typem magických čtverců.

Úloha 7

Sestavte magický čtverec 11. řádu v A2 a vypočı́tejte jeho konstantu k′.

Řešenı́: Nejprve sestavı́me magický čtverec 11. řádu v N. Při vytvářenı́ tohoto čtverce
využijeme následujı́cı́ho pravidla pro sestavovánı́ lichého magického čtverce skládajı́cı́ho
se ze všech přirozených čı́sel od 1 do n2 (Bachelová, 1992):

Čı́slo 1 zapı́šeme do střednı́ho čtverečku prvnı́ho řádku. Čı́slo 2 napı́šeme v sousednı́m
pravém sloupci poslednı́ho řádku. Dalšı́ čı́sla se pı́šı́ tak, jak za sebou následujı́, úhlopřı́č-
kou napravo vzhůru od čtverečku, kde je čı́slo 2. Když je dosaženo okraje čtverce, přejde
se o řádek výše v prvnı́m levém sloupci. Odtud se pokračuje úhlopřı́čkou. Když narazı́me
na úhlopřı́čce na jedničku, sestoupı́me o jeden řádek dolů a opět jedeme po úhlopřı́čce,
dokud nenarazı́me na hornı́ okraj čtverce. Pak začı́náme zase o sloupec vpravo na dolnı́m
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řádku atd.
Magický čtverec 11. řádu vN je na obr. 9.

Obr. 9

Potom převedeme daný magický čtverec na magický čtverec 11. řádu v A2 (obr. 10).

Obr. 10

Vypočı́táme konstantu čtverce k′ = 50⊗ 11⊗ (1⊕ r(121)) = 50⊗ 11⊗ 23 =
= r(12 650) = 77.
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Úloha 8

Je možné určit jednoznačně hodnotu středového čı́sla (čı́sla v polı́čku uprostřed
magického čtverce) v lichém magickém čtverci v A2?

Řešenı́: Nejprve vyjdeme z lichého magického čtverce v N. Středové čı́slo s lichého
magického čtverce vypočı́táme podle vzorce s = k/n, kde n je řád magického čtverce,
k je konstanta čtverce. Např. středové čı́slo magického čtverce 5. řádu je s = 65/5 = 13,
protože k = 1

2n(1 + n
2) = 1

2 · 5 · (1 + 25) = 65 a n = 5.
V lichém magickém čtverci n-tého řádu obsahujı́cı́m z-čı́sla od 1 do n2 v A2, kde

n nenı́ dělitel nuly, ani 99, platı́ s′ = k′ � n, kde s′ je středové čı́slo a k′ je konstanta
daného magického čtverce. Pro n = 99 nebo n, které je dělitelem nuly, musı́me vztah
zapsat jako rovnici s′ ⊗ n = k′, kde n ∈ A2, a s′ zı́skáme jako jejı́ řešenı́.

Pro názornost uvedeme přı́klady pro několik různých n.
Přı́klad 1: Pro n = 3 v N platı́: s = k/n = 15/3 = 5

Obr. 11

Dostaneme tak magický čtverec na obr. 11. VA2 platı́ s′⊗3 =
= 15, tedy s′1 = 5, s

′
2 = 38, s

′
3 = 71. Dostaneme tedy 3 typy

magických čtverců na obr. 12.

Obr. 12

Důsledek: Chceme-li najı́t magické čtverce 3. řádu pro k′ = 15 vA2 se středovým čı́slem
38, vyjdeme ze „základnı́ho“ magického čtverce se středovým čı́slem 5 (např. čtverce na
obr. 13) a ke každému čı́slu ve čtverci přičteme čı́slo 33 (nebot’33 · 3 = 99, což plyne
z řešitelnosti multiplikativnı́ch rovnic vA2, viz závěr nı́že, čı́slo 33 je pak diference mezi
středovými čı́sly). Pak se konstanta magického čtverce zvětšı́ o čı́slo 99, tj. o nulový
prvek: k′ ⊕ 99 = k′. Dostaneme tak magický čtverec na obr. 14.

Obr. 13 Obr. 14
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Kdybychom přičetli ke každému čı́slu tohoto magického čtverce opět čı́slo 33, dostali
bychom magický čtverec se středovým čı́slem 71.

Přı́klad 2: Pro n = 5 vN platı́ s = k/n = 65/5 = 13. Středové čı́slo magického čtverce
5. řádu je 13. V A2 platı́: s′ = k′ � n = 65� 5 = 65⊗ 5−1 = 65⊗ 20 = r(1 300) = 13.
Středové čı́slo tohoto magického čtverce je také 13.

Přı́klad 3: Pro n = 7 v N platı́: s = k/n = 175/7 = 25. Středové čı́slo magického
čtverce 7. řádu je 25. VA2 platı́ s′ = k′�n = 76�7 = 76⊗7−1 = 76⊗85 = r(6 460) =
= 25. Středové čı́slo tohoto magického čtverce je také 25.

Přı́klad 4: Pro n = 9 v N platı́: s = k/n = 369/9 = 41. Středové čı́slo magického
čtverce 9. řádu je 41. V A2 platı́ s′ ⊗ 9 = 72, tedy s′1 = 8, s

′
2 = 19, s

′
3 = 30, s

′
4 = 41,

s′5 = 52, s
′
6 = 63, s

′
7 = 74, s

′
8 = 85, s

′
9 = 96. Středová čı́sla tohoto magického čtverce

jsou 8, 19, 30, 41, 52, 63, 74, 85, 96. Magické čtverce 9. řádu v A2 lze opět odvodit
ze „základnı́ho“ magického čtverce se středovým čı́slem 8. Ke každému čı́slu ve čtverci
přičteme čı́slo 11 (nebot’9 · 11 = 99). Pak se konstanta magického čtverce zvětšı́ o čı́slo
99. Přičı́tánı́m čı́sla 11 bychom opět dostali magické čtverce se středovými čı́sly 8, 19,
30, 41, 52, 63, 74, 85, 96.
Závěr: V oboru přirozených čı́sel existuje pro daný řád lichého magického čtverce vždy
právě jedno středové čı́slo. Na množině A2 existuje i vı́ce středových čı́sel pro daný
řád lichého magického čtverce. Souvisı́ to s řešitelnostı́ lineárnı́ multiplikativnı́ rovnice
s′ ⊗ n = k′. Podrobněji viz Ťupová (2001a), zde si jen uvedeme, že multiplikativnı́
lineárnı́ rovnice v A2 může mı́t 0, 1, 3, 9, 11, 33 nebo 99 řešenı́.

Z řešitelnosti multiplikativnı́ch lineárnı́ch rovnic v A2 také vyplývá, že pro dané n
a dané k′, pro které platı́ vztahy k′ = n ⊗ s′ a k′ = 50 ⊗ n ⊗ (1 ⊕ n2), najdu vždy s′.
Lineárnı́ multiplikativnı́ rovnice n⊗ s′ = 50⊗n⊗ (1⊕n2) s neznámou s′ má řešenı́ pro
každé n ∈ A2.

Úloha 9

V oboru přirozených čı́sel se můžeme setkat s aritmetickým průměrem čı́sel. Jak
souvisı́ středové čı́slo lichého magického čtverce v N s aritmetickým průměrem řádku,
sloupce či úhlopřı́čky? Platı́ něco podobného v A2?

Řešenı́: Středové čı́slo lichého magického čtverce vN se rovná aritmetickému průměru
řádku, sloupce či úhlopřı́čky. Pro n ∈ A2, které nenı́ dělitel nuly ani 99, je aritmetický
průměr d čı́sel a1, a2, . . . , an ∈ A2 definován obdobně jako vN d = (a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕
⊕ · · · ⊕ an)� n.

Pro n, které je dělitel nuly či 99, je aritmetický průměr d čı́sel a1, a2, a3, . . . , an ∈ A2
definován jako čı́slo, které splňuje rovnici d⊗ n = a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ · · · ⊕ an.
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Např. pro magický čtverec 5. řádu na obr. 15 platı́:
– aritmetický průměr čı́sel např. v 1. sloupci:

Obr. 15

(17⊕ 23⊕ 4⊕ 10⊕ 11)/5 = 13 = s
– aritmetický průměr čı́sel např. ve 4. řádku:
(10⊕ 12⊕ 19⊕ 21⊕ 3)/5 = 13 = s

Úloha 10

Vyberte vhodná čı́sla z čı́sel 3, 21, 33, 48, 57, 87 a doplňte je do

Obr. 16

obr. 16 tak, abyste zı́skali magický čtverec v A2. Vypočı́tejte jeho
konstantu k′.

Zadánı́ úlohy 10 bylo upraveno podle úlohy z Novoveský (1971,
str. 196–7).

Řešenı́:
– součet čı́sel v 1. řádku se musı́ rovnat součtu čı́sel ve 3. sloupci, tj. 72⊕ a⊕ 42 =
= 42⊕ 18⊕ e, a tedy r(114)⊕ a = 60⊕ e, tj. 15⊕ a = 60⊕ e.

Ze zadaných čı́sel vybereme a = 48, e = 3.
Konstanta magického čtverce je k′ = 63.

– dopočı́táme polı́čko c, c = 63	 (48⊕ 27) = 87
– dopočı́táme polı́čko b, b = 63	 (117⊕ 87) = 57
– dopočı́táme polı́čko d, d = 263	 (27⊕ 3) = 33

Existuje právě jedno řešenı́.
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