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Vazeni amili Ctendfi,

jsmemoc radi, Zze seminar ,, Dvadny s didaktikou matematiky*, ktery porada pro uci-
tele matematiky katedramatematiky adidaktiky matematiky Univerzity Karlovy v Praze,
Pedagogicke fakulty, ve spolupraci s Matematickou pedagogickou sekci JCMF, ma uz
svou tradici amaji o ng zgem i ucitelé, ktefi se predchozich rocnikt neziicastnili.

Seminal' probéhl ve dnech 13. a 14. (nora 2003 a zUCastnila se ho témér stovka
ucitelll matematiky ze zakladnich a stfednich kol z celé Ceské republiky a kolegové
z Italie, Polska a Slovenska. Po dobrych zkuSenostech z roku pfedeslého jsme se snazili
usporadat program seminare tak, aby poskytoval co nejvice moznosti pro aktivni podil
kazdéeho Ucastnika—byly pfipraveny pracovni dilny akulaté stoly k aktual nim problémim
vyucovani matematice, znovu bylo otevieno , Trzisté dobrych napadll”.

Atmosféra seminare i diskuse s jeho UCastniky nam opakované potvrzuji, ze na
naSich Skolach pracuji obétavi uCitelé, ktefi vénuji vyucovani matematice mnoho ze
svého volného Casu ajsou ochotni se 0 své zkuSenosti podélit se svymi kolegy. Nesmirné
s vaZimetoho, Ze zgjem o nas seminar trva, ajsme moc radi, Ze je mistem, kam se ucitelé
radi vraci a kde oteviené hovori o své praci. Proto chceme v pristim roCniku poskytnout
daleko vétsi Casovy prostor pro diskusi. Mozn4, ze tento sbornik bude prvni vyzvou k ni.

VSem (castniklim seminare prejeme, aby jim tento sbornik pripomné prijemnou
pracovni atmosféru, ktera podle naseho nazoru i podle ndzoru mnoha Ucastnikt seminar
provazela. A ostatnim Gtenaflim prejeme, aby je nasS sbornik potésil, aby v ném nasli
podnéty pro svou vlastni praci a mozna i pozvani na dalsi seminaf Dny s didaktikou
matematiky, ktery planujeme na 12. a 13. Gnor 2004.

PrihlaSka na seminar je k dispozici u sekretarky KMDM (M.D. Rettigové 4, 116 39
Prahal, tel. 221 900 248) av elektronické podobé na www-strankach KMDM PedF UK
(bttp://www.pedf.cuni.cz./k_mdm/index.htm). Tam také naleznete aktualni infor-
mace o priprave 8. rocniku naseho seminare , Dva dny s didaktikou matematiky*”.

Se vSemi, kterym neni Ihostginy stav vyuCovani matematice na nasich skolach, se
téSim na shledanou v Unoru 2004 na 8. rocniku seminare ,,Dva dny s didaktikou mate-
matiky*.

Marie Kubinova

predsedkyné programového vyboru seminére

Vydani sborniku bylo podporeno vyzkumnym zamérem ,, Kultivace matematického
my3leni a vzdélanosti v Evropé* J13/98:114100004.






Prednaska

Kolektivni reflexe ve vyuCovani matematice

Alena Ho3pesova, Marie Tichal

Uvodem

V centru diskusi o matematickém vzdéavani jsou obecné otazky kolem nabyvani
poznatkll s porozuménim a dovednosti vyuzivat matematické poznatky pro feSeni mate-
matickych Glohi Gloh aplikatniho charakteru. Odpovedi se zda byt uplathovani konstruk-
tivistického pristupu. V Ceské republice byl formulovan ,, didakticky konstruktivismus®
(Kufina, 1995; Heiny & Kufina 2001), jehoz autofi vychazeji z pfesvédCeni, ze hlavhim
cilem kazdéeho vzd&avani je kultivace zakova dusevniho svéta, Ze dllezité pro poro-
zumeni je, aby poznatky vznikaly jako individuani konstrukty v mysli poznavgjiciho
Cloveéka. V matematickém vzdéavani jde minimalné o tfi oblasti: porozumeéni matema-
tice, zvladnuti matematického femeslaaaplikace matematiky. KufinaaHejny vezminéné
préci formulovali v ,desateru konstruktivismu® faktory, které podporuji vytvareni sité
poznatk{l. Jedna se zvla&té o vytvareni podnétného prostredi podporujiciho samostatné
intelektualni innosti zak, jejich zvidavost, tvofivost, nabyvani a vyuzivani zkuenosti,
konstrukce poznatkil a jejich strukturovani, objevovani, péstovani rliznych reprezentaci,
rozvijeni socialnich interakci a prostredk{l komunikace. UCitel zaujimav tomto procesu
roli tvlirce klimatu, nositele vyzev. Role ucitele dostava novée dimenze a stava se, podle
naSeho soudu, stale narotngjsi.

Proto se naSe pozornost obraci k uciteli a vyucovani. Kdyz mluvime o ucitelich,
nemame na mysli jen jgich teoretické znalosti matematiky, didaktiky matematiky a
metodiky (vyuCovacich metod). Mame na mysli vzdy, mozna dokonce hlavng, aktivity
ucitelll pfi vyucovani matematice, jejich hodnoceni a posouzeni. Dodli jsme k zavéru,
Ze chceme-li zménit charakter matematického vzdélavani a vyucovani matematice, mu-
sime se predevSim snazit ovliviovat uCitele, kultivovat jejich nazirani a presvedcCeni
0 podstaté, smyslu a cilech vyuCovani matematice, a jgjich kompetence. V souvidosti
s Uvahami v tomto ¢lanku vyzdvihujeme zejména kompetenci ,, kvalifikované pedago-
gické sebereflexe s dirazem na analyzu vlivu vlastniho smySeni a jednani na zaky
spojenou se schopnosti projektovat své celozivotni vzdélavani.” (Helus, 2001).

1pF JU Ceské Budgovice, hospes@pf.jcu.cz, MU AV CR, ticha@math.cas.cz
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Proj ekt programu Socrates Comenius

Od roku 1999 spolupracujeme s kolegy ze SRN a Italie nafeSeni projektu programu
Socrates — Comenius ,, Porozumeéni kultufe matematickéeho vzdéavani a vyucovani ma-
tematice v rliznych zemich® (, Understanding of mathematics classroom culture in di-
fferent countries’). Cilem projektu je pfispét ke zkvalitnéni permanentniho vzdéavani
ucitel i-elementaristl a dalSich odbornikil, ktefi se zabyvaji vyucovanim matematice na
1. stupni zakladni Skoly. Dulezitou charakteristikou projektu je zapojeni uGitelek, které
pfimo na 1. stupni uci. V kazdem ,,narodnim® tymu pracuji, jak ucitelé z univerzit, resp.
pracovnici z vyzkumu, tak uCitelky. (Dalsi informace o projektu je mozné ziskat na
www.pf.jcu.cz/umccdc.)

V navrhu projektu jsme prepokladali, ze cilem bude pochopit specificke rysy kultury
vyucovani matematice v jednotlivych zUCastnénych zemich, Ze se proto zaméfime na
popis a analyzu téchto charakteristik v kazdé ze zlCastnénych zemi a na zaklade zvazeni
vzdélavacich tradic i na moznosti vyuziti nejefektivnéSich postupll v jinych zemich.
Cile naSi préace se béhem feSeni projektu (podrobnéji HoSpesova, Ticha, 2003) posunuly
k vytvareni cest jak ovlivhovat Cinnosti uCitele ve vyucovani (Scherer, Steinbring, 2003),
ato zgménana:

e kultivaci ¢innosti ucitelli prostfednictvim sebereflexe a kolektivni reflexe,

e formovani citlivéjSich ucitel skych pristupli k zakovskym zplisoblim my3leni a schop-
nosti vyuzivat je ve vyucovani,

¢ uvédomovani st momentt hodnotnych z hlediska zakova poznavaciho procesu.

V soucasné dobé probiha prace na projektu v nékolikafazich. Na setkani celého tymu
pripravujemevyucovaci experiment. Z vyucovani jsou pofizovany videozaznamy. UCitelé
navzajem hospituji (i kdyz ne tak Casto, jak bychom si pfedstavovali). Na spolecnych
setkanich Ceského a pak celého mezinarodniho tymu diskutujeme o videozaznamech a
zkuSenostech ze 3kol. UCitelé plisobi v troji roli: jako ucitelé, studenti i jako vyzkumnici.
Jsou silné,, zatazeni“ do prace napripravé novych experimentl (podrobnéji v HoSpesova,
Ticha, 2003).

Pri rozboru videozaznamll z vyucovani ¢asto evidujeme momenty, kteréilustruji, jak
se zaci uci a uchopuji matematické pojmy. V tomto prispévku bychom chtéli porovnat
z tohoto pohledu dvé vyugovacich epizody z 1. ro¢niku 1. stupné ZS, zamyslet se nad
nimi a naznaCit, jak probiha kolektivni reflexe v Ceské Casti tymu.

Planovani a prabéh vyucovaciho experimentu na konci 1. roéniku

Cesky tym tvori 6 pracovnik{i z Prahy aCeskych Budgovic, z toho 4 ugitelky 1. stupné
ZS. Ve 8kolnim roce 2001/2002 vyutovalav kazdem mésté jedna utitelka v 1. roéniku.

Cilem vyuCovaciho experimentu, ktery jsme pripravili spoleCné s celym Ceskym
tymem, bylo aktualizovat potfebné détské zkuSenosti a vytvorit podnétnou situaci pro
rozvijeni uchopovani vztahtl celek — ¢ast a pro rozvijeni dovednosti rozdéovat na stejné
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Casti. Jedna se o propedeutiku pojmu zlomek. Vychazeli jsme z Gvahy, Ze mnoho Cinnosti
v kazdodennim Zivoté zakll (nematematickém i matematickém) vyzaduje pochopeni
vztahu Casti a celku a Ze se tedy jedna o détem blizkou tematiku. Tak napriklad ve
vyucovani matematice na 1. stupni je spojovani dvou (nebo vice) digunktnich casti
v celek uzivano jako jeden z pristupll k zavedeni operace sGitani/odCitani. V dalSich
oblastech, kde je vztah Casti a celku zakladem (nasobeni, déleni, zlomek, pomer), se
Skolni vyuCovani zaméfuje vice na nacvik pocetnich technik nez na vytvareni predstav
o pojmech. Jednou ze zminénych aktivit je déleni na stejné Casti.

Byly jsme proto presvédCeny, Ze zaci budou schopni vyfeSit Ulohu na déleni na stejné
Casti bez predchoziho vykladu ucitele na zakladé svych praktickych zkuSenosti i her.
Zajimalo nas, jaké postupy feSeni budou Z&ci volit: déleni ,,po Castech® (je stanovena
velikost Casti) nebo ,,na Casti“ (rozdélovani na urceny pocet Casti).

Rozhodli jsme se zaCit geometrickym pohledem (kontinuéni prostfedi), ae hlavné
se soustredit na aritmeticky pohled (fesit Glohy v diskrétnim prostfedi). Po diskusi bylo
vybrano ,realné" prostfedi zahrady jako prirozené prostfedi, se kterym ma veétSina deti
zkuSenosti. V pripravé na hodinu jsme naplanovali tfi Cinnosti:

(a) Déeni ve spojitém prostiedi (Rozdél zahon na dvé stejné Casti.)
(b) Déleni v diskrétnim prostiedi (Sazime kedlubny.)
(c) Diskuse nad riiznymi feSenimi ajejich vysvétleni (Co jsme dnes délali?)

Zde s ukazeme, jak selisilo zadani Gloh (a) a (b) ajak byly déti schopné zvladnout
déleni na stgné Casti v diskrétnim prostredi.

V hodiné nejprve déti dostaly arch papiru, ktery byl modelem zahonu, a prelozily
ho na dvé stgjné Casti. Pro feSeni Ukolu (b) uCitelky pripravily pro déti obrazky sazenic
kedlubnll a hrasku vystfizené z papiru. Déti mély Fesit kol s témito obrazky a na zaveér
»sazenice" prilepit na, zahon".

Ackoliv pfi spolecné pripraveé panovala mezi ucitelkami shoda a mohlo by se zdat,
Ze vyucovaci hodiny budou az na detaily stejné, realizace se znacné lisila.

(a) Rozdé zahon na dveé stejné Casti

Ulohu (a) zadaly utitelky zdanlivé obdobngé. Pozadovaly prelozeni (resp. ohnuti)

papiru. Nicméneé pozadavek nato, jak maji byt zahony rozdéleny, neni identicky.
Ucitelka ve tfidé P?: , Ja vas poprosim, abyste mi jednim jedinym ohnutim papiru,
jak budes chtit, rozdélili zahradu na dva stejné velké zahony. N&akym zplisobem
s ten list ohnéte, aby vam vznikly dva stejné velké zahony.*
Ucitelkav C: , Ty se o ten zahon se svym kamaradem rozdélis. Abyste se nehadali,
Ze jeden ma mensi a druhy Vétsi. A vite, jak si ho rozdélite? Ten papir si prosté
prelozite, tak abyste méi spravedlivou ¢ast zahonu.”

2Pro rozli%eni obou tfid, kde probihalo experimentalni vyugovanim a vyuéujicich utitele, pouzivame P (Praha) a C (Ceské
Budgovice).
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V obou tfidach v ramci zavéretné diskuse zaznélo slovo , plilka"“ a prel ozenim papiru
se ovérovala shodnost polovin. Dialog byl ae veden vzdy jinym smérem. Zatimco v di-
alogu vetiidé P slovo , ptlka‘ nabidly samy déti (zaznam 1) aucitelka sejg pak snazila
precizovat (zéznam 2), ve tfide C byla diskuse vedena tak, aby se k tomuto pojmu dodlo
(zaznam 3).

Zaznam 1

UcitelkaP ...Kdomi dokéaze, zetento zahon je stejné velky jako tento? Lucko.

Lucka Ze jeto rozplileny nadvé pliky.

UcitelkaP Co je to plilka? Pavlo — my jsme narazili na slovo, které ja viibec
neznam. Cotoje, zeto , je nadvé pllky“?

Lucka Zejeto rozplleny.

Tom No — ano.

UcitelkaP A dokaze mi nékdo fict, jestli fikam totéz. Jafikam, ze to jsou dva
stejné zahony aty Fikas, Ze to jsou dvé pllky. A vzdycky plati, Zze
pllky jsou stejny?

Lucka Krouti hlavou, Ze ne.

UcitelkaP MUZze byt vé&tsi a mensi polovina?
Hlasy Ano. Jo. Ne.

Pavla Ne.

UcitelkaP Ukazte mi, ze ty zahony jsou stejné. (Bere papir a prehyba jinak.)

Pozdgji se v této tride jesté jednou k pojmu polovina vrétili a uCitelka se snazila
aktualizovat neformalni predstavy déti o zlomcich ajgjich vztazich.

Zaznam 2

UcitelkaP  Jak to vypada, kdyZz jdes koupit pllku chleba? Helenko? M UizeS mi
to tady ukazat. (Kresli obrazek.) Kolik plilek chleba z bochniku?

Hlasy Dveé.

Ucitelka  To by bylajednaplilkatoho chleba. Jasi koupim jednu ¢ast z kolika
nabizenych?

Hlasy Ze dvou.

Ucitelka  Zedvou. Protoze z jednoho chleba miizeS udéat kolik?

Hlasy Dveé.

UcCitelka  Rozdé&im ho na polovinu a kdyz s vezmu dvé poloviny, tak jsem
koupila co? Toméasi?

Hlasy Chleba. Celg.

Exp. Nakolik ¢asti je, kdyz délite na pllky?
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Hlasy

Ucitelka
Misa

Ucitelka
Markéta
Markéta
Ucitelka
Hlasy

Ucitelka
Markéta
Ucitelka
Markéta
Uditelka
Hlasy

Uditelka
Markéta.
Uditelka
Hlasy

Nadve.

A co kdybych méakolac. (Kredli kruh.)
Tak ho rozdé&ime na ¢tyfi pllky. Treba.
Jak rozdélim na 4 plilky?

Na Ctvrtiny?

Toje Ctvrtina.

Cozetoje?

Ctvrtinal!!

Vybarvi§ mi tu jednu Ctvrtinu?
Wharwuje.

Mohla bys vyteCkovat dvé Ctvrtiny?
Wteckovava.

A cojsou to ty dveé Ctvrtiny?

Plilka.

Kolik? Dvé ¢tvrtiny je kolik téch plilek?
Jedna.

A co mi zbylo nevyteCkovano?

Jedna Ctvrtina.

Pozn.: Je zajimave, ze teémér totozny dialog jsme zachytili v experimenta nim vyuco-
vani realizovaném v jiné tfidé na pocatku probirani zlomk{ ve 4. ro¢niku.

Zaznam 3

UCitelka C

Tomas
UcitdkaC

Michal
UcitelkaC
Tomas
UcitelkaC

Tomas
UcitelkaC
Lubos

A kdyz se podivame na ten zahon. Védé bys jakou Cast zauji-
ma]i kedlubny z toho celého zahonu? Na jakou Cast jsi viastné ty
kedlubny zasadil?

Pllka. . . (mimo zabér kamery)

Jsou tam vlastné dvé Casti. Jedna pro tebe a jedna pro kamarady.
Prisel bys na to, jakou Cast vlastné Romanek osazel? Co mydlis,
Michae?

Tu jednu.

A vedd bys, jaka jeto Cast celého zahonu, Tomasku?

Ta s tima kedlubnama.

Toje Cast s kedlubnama. Ale ja se ptam, jestli bys prisel nato, jaka
jeto Cast z toho celého velkého zahonu.

Plilka (mimo zabér).

L ubosku.

Obdélnik.
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UcitelkaC To je cely zahon a Cast zahonu. Alejakaje to Cast? Tomasku.
Tomas Toje pllka

UcitelkaC Jak jsi nato prisel?

Tomas No, kdyz je plilka kedlubnll, tak, . . .

UtitelkaC Zeten zahon madvé &asti . . .

Tomas No.
UcitelkaC Jak bych mohlafict, Ze je to presné pllka. Veroniko, pojd nam to
ukéazat.

Veronika ~ Zeto piloZime.
UcitelkaC Pojd nam to ukazat.
Veronika. ... Zesd totakhle prilozime, aby z toho vznikla plilka.

(b) Sazime kedlubny

Zadani Ukolu (b) se v obou tfidach znacne lisilo. UCitelka ve tfidé C pfedem s détmi
pocitala nékolik prikladll na stitani stejnych stitancll. Pak zadala otevienou Glohu, ve
které nebyl explicitné vyjadien pozadavek na déleni na stejné Casti. Predpokladala, jak
pozdgji fekla, Zze na zakladé praktickych zkuSenosti budou déti v tomto ,, prostredi”
vytvaret fadky se stejnym poctem sazenic.

R N

zahon volny ajeitéji zbyly néjake sazenice fialovych kedlubnil. Vi, co musi stémi
sazenicemi udélat? “

Pri vysvétlovani a upfesnovani Gkolu ucitelkajesté dodala, ze: ,,. . . (sazenice) musi
mit dost mista, aby mohly riist.

UcCitelka ve tfidé P se rozhodla zasadit vsechny Cinnosti do situace ,, Zahradka'.
Pripravila pro déti projekt (3 vyucovaci hodiny) — déti kreslily zahradu, obrazky tridily,
pllily zahony, sazely sazenice, prodavaly vypéstovanou zeleninu, . . . Veformulaci Glohy
zdUraznila pozadavek déleni na stejné ¢asti a zadala kvantitativni daje:

Ucitelka ve tfide P: , Kazda skupina dostane 18 kedluben. Budeme sazet na zahon,
ktery jste si vybrali. A ja mam pro vas jednoduchy Gkol. Ja bych chtéla, abyste
ty kedlubny, které jste dostali, rozdélili do tfech radkt. Zvladneme rozdélit ty
kedlubny naftfi stejné ¢asti? To znamena do tiech Fadka.”

KdyZz jsme zatali vyhodnocovat priibéh jednotlivych hodin, uvédomili jsme si, Zeto,
jak ucitelky formulovaly tkol, by nam mohlo umoznit sledovat v jednotlivych tfidach
odlisné jevy:



A. HoSpesova, M. Ticha: Kolektivni reflexe ve vyuCovani matematice 13

1.vetfidéC
(@) jakou Ulohu Zaci vytvori, to znamena:

— Ulohu na déleni na (stejné) ¢asti, napriklad: rozdélit kedlubny do tFi Fadkl tak, aby
v kazdem rfadku byl stejny pocCet;

— (Ulohu nadé eni po (stejnych) Castech, napriklad: rozdélit kedlubny do Fadkt po tfech;
—jinou Ulohu (napfiklad: hrasek jen rozhodit na zahon);
(b) strategii FeSeni sestavené Ulohy;

2.vetrideP

jak budou zaci fesit Ulohu, kterou formulovala ucitelka. To znamena, zda uziji déleni
»nacasti“ nebo ,,po Castech” nebo jiny postup; Gloha byla zadana tak, Ze bylo mozné
oCekéavat oba uvedené, alei jiné postupy Feseni.

Pri podrobném nékolikanasobném sledovani videozaznamtl jsme evidovali zgjimave
jevy, které podle naseho nazoru dokumentuji ailustruji nékteré etapy procesu postupného
uchopovani vztahu Casti a celku (tfidént, klasifikace, ,, spravedlive rozdélovani®, déleni
po nékolika, .. .).

Ve tfidé C se feSeni lisila podle toho, zda méli zaci ,, vysadit” 15 sazenic kedluben
nebo 20 hraskdl. 15 sazenic témé&F vSechny déti rozmistily do pravolhelnika tfikréat pét.
NgCastgji pouzitou strategii bychom mohli nazvat ,, dorovnavani“: déti rozmistily obrazky
nékolika sazenic na papir do fadkll a pak upravovaly tak dlouho, az mély na kazdém
radku stejny pocet obrazkill. V situaci ,hrasek” se objevila rlizna rozmisténi: dvakrat
deset, Ctyrikrat pét, i nestrukturovanarozmisteni.

Ve tfidé P (rozdé 18 kedluben do 3 fadkil) jsme predpokladali, Ze déti budou vétsi-
nou ,rozdélovat”. Avsak déti, které pracovaly ve skupinach, si navzajem zasahovaly do
prace ajejich postup (pokud se prace neujal dominantni zak, ktery délal vse sam) plisobil
chaoticky. Pri rozboru videozaznamil prace zakil se zda, ze déti kombinuji rozdéovani a
déleni po nékolika. Na mnoha mistech je patrny proces volby strategie: zak se rozhoduje
pro urcity postup nejen tehdy, kdyz ma odpovédét na otazku ,jak zacit“, alei v pri-
béhu FeSeni, kdyz se rozhoduje ,,jak pokraCovat”. Modifikuje sva rozhodnuti na zakladé
informaci od Ulohy, jakoby s Ulohou komunikoval.

ZavereCné poznamky

V provedeném experimentu se ukazalo, Ze organizace vyucovani do znatné miry
omezuje nebo dokonce urCuje, jakou metodu feSeni zaci uziji. Organizace vyucovani
(skupinové vyucovani a prace ve dvojicich) zigimé ovlivnilai rozhovory se zaky pod-
nécujici zakovske reflexe o dosazenych vysledcich (, Co jsme dneska délali.“)a zplisob
argumentovani. Déti ze tfidy C Casto uvadely esteticke (,,libi se mi to tak”, moznaaleve
smyslu, , tak je to spravné‘) asocialni (,, babicka mi to fekla*) diivody. Déti ze tfidy P se
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snazily situaci ,, matematizovat“ (napriklad prel ozenim papiru ukazat shodnost). Dlezi-
tou roli hraji i praktické zkuSenosti zakll s prostfedim, které mohou ovlivnit feSeni Glohy
(napf. zda se ,, sazeji kedlubny” nebo ,, sgji hrasek™).

Pri aktivnim objevovani novych poznatki prinaseji zéaci do vyucovani vlastni strate-
gie, které se mohou liSit od postupu, ktery si predem pripravi (a na ktery je pripraven)
ucitel. Porozuméni strategiim zak{l a jejich vyuziti ve vyucovani klade znatné naroky
na flexibilitu uCitele a jeho profesionani zdatnosti. Na zékladé nasich dosavadnich zku-
Senosti z prace na projektu Socrates doufame, ze jednou z moznosti, jak péstovat tyto
schopnosti, je sebereflexe a kolektivni reflexe. NaSe presvédCeni potvrzuje i vypoved
ucitelky C: ,, Velice pozitivni jsou nasledné diskuse s ostatnimi, protoze fadu véci s ani
neuvédomim, nenapadnou mé. Nékdy mé ani nenapadne hledat jiny zplisob, pokud ho
nevidim v préaci kolegyné nebo se o ném , ngjakym* zplisobem nedozvim.*

Zda se, ze ucitelky spolupracujici v naSem tymu si béhem feSeni projektu stéle vice
uvedomuji vyznam systematicke sebereflexe a kolektivni reflexe a moznosti diskutovat
svou praci skolegy. To miizeme dolozit napf. tvrzenim ucitelky C: , Vyborné jsou video-
zéznamy, které jsou autentické a umoznuji mi napf. sledovat moji praci v hodiné v jiné
pozici, v roviné pozorovatele efektivity a kvality moji vyucovaci prace — vyjadfovani
se, presnost a spravnost — ¢i nepresnost v zadavani prace zakiim, kvalita komunikace se
zaky amezi zaky; jak se zaci zapojuji areaguji namévyzvy, atd.“ Ucitelka J zdlraznila:
, Pro mne je sebereflexe a pomoc kolegli dlilezita. V nékterych situacich nejsem schopna
se zmenit, | kdyz chci.” Takée ocenuji moznost diskutovat o tom, jak uci, s Cleny celého
tymu. UcCitelka P napsala: ,,. . . moznost komunikovat nad pracovnimi problémy je pro
meé obrovskym hnacim motorem.” UCitelky ale souCasné upozornovaly, ze kvalifikovana
kolektivni reflexe je mozna jenom v nékterych skoléach; vyzaduje podporu vedeni Skoly
| dobré pracovni vztahy.

Béhem feSeni projektu jsme v&ichni ocenili, ze spoluprace v mezinarodnim tymu
umoziuije kolektivni reflexi nejen ucitelli z jedné Skoly, pripadné ucitel i z rtiznych Skol,
ale dokonce reflexi ucitelti z rliznych zemi. Umozhuje sledovat jejich vyucovani, které
vychézi z jiné kultury, zalozené na jinych tradicich vzdélavani. UCitelka C napsaa
»Zeménaje vyborng, Ze mohu poznavat odlisnost kultury jinych zemi, ktera se prolina
Skolni praci a ovliviuje tak celkove klima ve tfidé.* UcCitelka P: ,, Jsem presvédCena, ze
kultura vzdéavani neoddélitelné souvisi s kulturou daného naroda.”
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Jednani v sekcich

|racionalne Cisla a integrované tematické vyucovanie

Jaroslava Brinckoval

Ustrednym &initel'om tvorivého vyugovania aje ugitel, ktory pozna tedriu tvorivosti
a didakticke prostriedky rozvijania tvorivosti ziakov a uplathuje ich v praxi tvorivéeho
vyucovania. Vyuzitie tvorivych metod integrovaného tematického vyucovania (ITV) na
ZS predpoklada zmenu &ylu prace skoly. Predovaetkym ugitelov ochotnych pracovat na
sebe, dobrl spolupracu ucitelov 3koly v ramci predmetovych komisii a snahu rozvijat
tvorivost svoju a svojich ziakov.

Zakladom tvorivého vyucovania je utvaranie podmienok pre rozvoj tvorivosti zia-
kov a uplatnenie roznych druhov tvorivych ¢innosti vo vyucovani [2]. To predpoklada
uskutocnit’ didaktickll analyzu obsahu uCiva z hl'adiska moznosti rozvijania tvorivosti
a metodické postupy orientovat’ tak, aby ziaci Ziskali poznatky viastnymi aktivitami a
prostrednictvom tvorivych vyucovacich metod. Tvorivost predstavuje urcitl zruCnost,
ktorg) sa mbzu ziaci naucit, resp. ktorl mdzu vo vyucovani prostrednictvom ucebnej
¢innosti zdokonal'ovat. K tomu vS&ak musia byt' oboznameni s obsahom uciva a s tvori-
vym postupom rieSenia ucebnych tloh. Tento postup sa musia naucit aktivne pouzivat
(napr. v matematike treba ziakov najprv naucit riesit tlohy urcitého typu, az potom mdzu
vytvarat nove rieSenia danych Gloh).

Ucitelia mdzu rozvijat tvorivost ziakov predovsetkym cez obsah uciva jednotlivych
predmetov. Z neho sa vyclenuju problémy a odvija U sa rézne metddy tvorivého vyuco-
vania, nggma:

e problémové metddy — problemovy vyklad, metbda rieSenia problémovych Gloh

e dialogickeé problémové metody — tvorive dielne, tvorivé seminare

e Vyskumna metoda, metoda autentického vyskumu, metdda riadeného objavovania

e metodda zmeny Uloh netvorivého charakteru na tlohy divergentného typu

e metdda tvorby diferencovanych Gloh

e in3pirativne metddy — Citania zivotopisov vedcov, umelcoy, . . .

e demonstrativne a laboratérne metody (pokusy v 3kole)

e heuristické metddy — metoda heuristického rozhovoru, hry ako metdda, didakticke hry

!Katedra matematiky PdF UMB, Banska Bystrica, jbrinckova@pdf.umb.sk
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e aktivizujlce metbdy — situatna metdda, inscenatna metdda, simulacna metoda, dra-
matizaciaai
e projektové metody

Pre objasnenie medzi predmetovych vztahov prirodovednych predmetov moze ucitel
pouzit 'ubovol'nl z uvedenych tvorivych metod. Da sa predpokladat, ze v praxi v urci-
tg) etape je preferovana vzdy niektora metdda. Po Case ju vystrieda preferencia dalSe)
a dalSg metobdy. Tento cyklus striedania pokracuje Spirdovite a zabezpeCuje variabi-
litu vo vzdelavacom procese. N(ti ucitel'ov, aby vo svojom poznani neustrnuli a hl'adali
najoptimalnejsi spodsob sprostredkovania uciva v dang triede. Jednym z nich je g inte-
gracia medzi predmetmi, ktora umoznuje odhalit duplicitu vo vzdelavani a ziskat' vacsi
Casovy priestor pre nacvik zrucnosti arozvoj osobnosti v matematike. Ziskany ¢as umoz-
nuje pracovat ziakom samostatne, pri rieseni komplexnych problémov, pricom ziskavaj(
sklsenosti s praktickou €innostou a experimentovanim. Maloktora vyucovacia metbda
umoznuje uCitel'ovi rozvijat tak( Skalu zrucnosti a schopnosti ziakov ako prave projek-
tove vyuCovanie. SiCasne maloktoramu davavacsiu prilezitost premarnit mnozstvo Casu
zle riadenymi Cinnostami. Preto je potrebné zlepsit pripravu ucitel'ov na pracu pomocou
tvorivych metdd vyuCovania g v matematike.

Takito moznost poskytuju prave projekty ako stCast integrovaneho tematického
vyuCovania prirodovednych predmetov. V priprave Studentov ucitel'stva matematiky pre
ZS sme spracovali matematicky projekt: Co skryvaji kocky. Projekt sme realizovali
v ramci priebeznej praxe v 8. roéniku ZS po prebrati ugiva o mocninach aodmocninach a
ucivao kruhu, valci apremenejednotiek objemu. Vlastny projekt vyplynul z uCivafyziky
v ktorom Ziaci hl'adali odpoved na otazku: ,, PreCo sa musia kalibrovat odmerné nadoby
v pohostinstve?* Projekt si kladol matematicky ciel: M odel ovanie mnoziny iracionanych
¢isal. Ukazat, Ze iraciondlnych &isel je nekonetne vel'a okolo nés. Niejeto len v/2, v/3
arm.

Vychadzali sme z modelove situécie:

NajvhodnejSim telesom pre meranie objemu je kocka. Z kociek mdzeme stavat
postupnym pridavanim nové stavby, ktorych objem vieme merat (je nasobkom
poCtu pouzitych kociek). Ak hrany kocky maj dizku 1 cm, ak( dizku maj jei
uhlopriegky? Skimajte aké dizky budl mat stenové a telesové uhlopriecky telies
zostavenych z 2 az 10 kociek?

Ciastkové Glohy:

1.V drotenom modeli kocky modelovat pomocou Spajdle jednotlivée uhlopriecky. UrCit
ich dlzku v mm.

2. Modelovat rozne stavby z 2 az 9 kociek tak, ze prikladame celé steny k sebe. Pomocou
Spajdli modelovat ich uhlopriecky a zistit ich dizku.
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3. Udaje spracovat do tabulky &. 1.
4. Sformulovat zaver svojho pozorovania.

Obr. 2

Potom sme hl'adali odpoved na otazku: ,, PreCo je potrebné kalibrovat' vietky pohéare
v pohostinstve? Preto potrebujeme poznat' prevod 1dm? = 1 liter?“

Odpovedou bolo skiimanie nasobkov iracionalnych Cisel.

Obvod kruhu = 2 - 7 - r nasobok iraciondneho Cislajeiracionéne Cislo.

Obsah kruhu S = 7 - r? .. . iracionalne ¢islo.

ObjemvacaV =7 -r?-v...iracionane ¢igo.

PovrchvalcaS =2 -7 -r- (r +v)...iracionalne Ciso.

Objemy valca sa nedaju presne vyjadrit.

Mozeme v praxi merat presne?

Menia kvapaliny svoj objem v zavidosti od teploty?

Skola v novom tisicro&i ma vytvarat prileZitosti k individualnemu rozvoju slobody
prejavu realizéciou takych vyucovacich metod a foriem, aby mal Ziak moznost:
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e Vergine prezentovat svoje navrhy a obhagovat ich, pricom sa uci kultivovanému
prgavu,

e vergine vyslovovat hodnotiace sidy tak, aby neurazil inych, aby jeho prejav nebol
agresivny, ale konstruktivny ( vie v hom naznaCit vychodiska, resp. lepSie riesenie),

¢ naucit sa pohotovo reagovat na otazky a pripomienky inych,

e vediet aktivne poClvat a byt tolerantny k ndzorom inych.(Brinckova, 2002)

Tabulka ¢.1

PocCet ko- | Stavba | u, Uy
ciek

1 V2 V3
2 V5 V6
3 1,1,1 V10 V11
3 2,1 V8 V9
4 1,1,1,1 |17 V18
4 2,1,1 V13 V14
4 2,2 V8 V9
5 1,1,1,1,1 v/26 V21
5 2,1,1,1 |20 V21

Zaujimave bolo sledovat nadZenie Ziakov pre experimentalne overovanie diZzok uh-
loprieCok v stavbach z drotenych modelov kociek. Vo svojom skimani pokraCovali g
doma. Na obr. €. 2 si dve stavby z troch kociek, ktoré rozprudili diskusiu o definicii
uhloprieCok a potrebach presného vyjadrovania sa.

Projektove vyucovanie dalo ziakom moznost vergjne prezentovat svoje navrhy a ob-
hajovat ich, pricom saucili kultivovanemu prejavu, verejne vyslovovali hodnotiace sidy
tak, aby neurazil inych, naznacili vychodiska, resp. lepSie riesenie. UCili sa pohotovo
reagovat’ na otazky a pripomienky inych, pricom sa snazili aktivne poClvat' a byt tole-
rantny k nazorom inych. Tato metdéda by nemala chybat’ aspon v zavereCnom zhrnuti
tematického celku. Nam sa osvedCila
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Konstruktivni pristupy v praxi — Sance pro skoly Ci
utopie?

Jana Cachoval

Uplatnénim konstruktivnich pristuptll ve vyucovani matematice se mtize kolni vyuka
pribliZit prirozenému zplisobu poznavani déti, mlize rozvijet akultivovat jejichmySeni, a
alespon CasteCnétak oprostit zaky od formalnich znal osti adovednosti. Je vsak v soucasné
dobé realné plodngjsi rozsireni konstruktivnich pristupll do $kol?

V ramci své doktorandske prace jsem provadéla Setfeni mezi uciteli matematiky na
rliznych typech a stupnich kol s cilem zjistit, jaky je jejich nazor na moznost vyuziti
konstruktivnich pristupll v praxi.

Jako reakci narozeslany dotaznik jsem obdrzela 20 odpovédi, coz sice neni statisticky
nijak vyznamné, na druhou stranu vsak podrobny rozbor jednotlivych odpovedi skyta
celkem zajimavy nahled natuto problematiku.

Ziskala jsem 7 vypovédi od ugiteltl SOS a VOS, 5 od vyugujicich na gymnaziich,
6 odpovédi uitelll 2. stupné ZS a konetné 2 od utitelek 1. stupné. (Odpovédi viak
nelze takto prisné délit, nebot mnozi z dotazovanych maji zkuSenosti s rliznymi typy
a stupni 3kol.) Obdrzela jsem spiSe obsahlé odpovedi nez strohg, a atkoli se nékde
ucitelé nevyjadruji pfimo k véci, maji zapotrebi napsat o své dlouholeté praci, o svém
pedagogickém snazeni, 0 svych zkuSenostech. Zda se, Ze je dotaznik prece jen oslovil.
Kazdy se vétSinou snazil co nejvice ospravedinit pristup, ktery zvolil a |éta jg uZiva
Jen malo ucitell je k sobé opravdu kritickych. Ovsem i z nepfimych odpovédi se daji
vyCist podstatné informace o dotazovaném uciteli, jeho praci a pristupu, ktery uplathuje
ve vyuce.

Odpoveédi, budu-li je posuzovat podle postoje respondentll k otazce moznosti uplat-
néni konstruktivnich pristupll v bézné vyuce matematice na nasich 8koléach, 1ze rozdélit
do nasledujicich skupin:

e od velice pfiznivych odpovedi, kde ucitelé povazuji svou vyuku za odpovidgici Ci
bliZici se konstruktivnimu vyucovani,

e presucitele, ktefi veri, ze takove vyucovani jerealizovatelnév praxi, libi sejim asnazi
se svou vyuku alespon zC€asti k nemu priblizit,

e po uCitele, kteri by tak chtéli ucit, ale v praxi se jim to nedafilo,

e dale po ty, ktefi udavaji argumenty proti moznosti realizace tohoto pristupu v praxi,
ackoli uvadgi, ze by bylo pékné tak ucit,

e a7 koneCneé po nektere, ktefi takovou vyuku pfimo odsuzuyi.

tUniverzita Hradec Kralové, cach@spse.cz
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Chtéla bych za vSechny uvést alespon tfi rlizné nazory na konstruktivni pristupy ve
vyucovani:

e ,KdyZ jsem zaCinala ucit, méla jsem dvakrat problém, Zze na zaCatku hodiny jsem
neuvedla vzdélavaci cil — tim bych s ale zkazila vse, ¢eho jsem chtéla dosahnout —
aby ten cil Zzaci nadli sami; nafeditele ainspekci jsem nedala, avyplatilo se — aespon
myslim. Takové vyucovani neni nove, probiha. Je reang, ae je Casove, psychicky i
fyzicky narocné. . . “

e, Co se tyCe konstruktivniho pfistupu k matematice, o to jsem se opravdu snazila, ale
myslim g, Ze to v soucCasném tradicnim Skolském systemu moc nejde. O tom by se
dalo povidat hodiny. . . Casto mé prepadala beznadgj, Ze je to marna prace. A i kdy?
jsem se opravdu snazila udélat zajimavé hodiny aty studenty vtahnout do procesu,
bylo to stale malo a bez vysedkl. Myslim si, Zze by cht&o zménit predevéim postoj Ci
vztah uCitele a z&ka, pak by konstruktivni pfistup k vyucovani matematice byl zcela
automaticky. . . “

e , Diskuse se 7&ky pfi hodiné M je moznanaZSv omezené mife, rozhodné ne napovel.
Na ZS Zaci poznatky teprve ziskavaji, a proto jich na i&elnou, obsaznou diskusi maji
jen omezené. Mohlo by se snadno stat, Ze diskutuji k danému problému 1 — 2 Zaci,
ostatni mici, protoze nevédi, o Cem je feC, nebo se zabyvaji jinym problémem, nebo
rusi. Pripravit dobrou a Ucelnou diskusi v M je velmi narocne. Je vhodna pro mensi
kolektiv, ne celou tfidu, pro zaky s priblizné stejnymi znalostmi k problému, ktery se
fesi. Pak muze byt ucitelova Uloha (lohou koordinatora. . .

Uvedené odpovédi charakterizuji tfi skupiny, do kterych se daji odpovédi respondent
dotazniku rozdélit, asice:

e UCitelé spokojeni se sebou a svou praci,

e uUCitel€ vnitfné nespokojeni — chtéli by ucit jinak, ae ngjde jim to tak — chyby hledaji
jednak u sebe, jednak u zaki, jednak ve stavajicim Skolském systemu,

e UCitel €, kte¥i svou praci ospravediniuji napr. splnénim osnov, pripravou zakt na priji-
maci zkousky, jsou nespokojeni hlavné se zaky, chyby hledaji spiSe u nich nez u sebe.

Z provedeného Setfeni mezi uciteli vyplyva, jak vyrazneé zalezi na osobnosti kazdého
ucitele, zda dokéze a zda je ochoten ve své vyuce uplatnit konstruktivni pristupy Ci
nikoli.
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Vepsana nebo pripsanal
Petr Dvorak?

V ramci seminafe zaméfeneho na feSeni matematickych Gloh jsem narazil na jednu
zajimavou Ulohu, pfi jegjimz FeSeni mé napadlo, Ze by se dala zobecnit. Ulohu ngjprve
vyfeSime a ve druhé Casti prispévku zobecnime.

PCvodni (loha

Polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC je 4 a Useky, na které je jedna strana
trojuhelniku rozdélena bodem dotyku s touto kruznici, maji délky 6 a 8. UrCete délky
zbyvajicich dvou stran. (Loren C. Larson, 1990)

Regeni:
Oznatme /ABC = 3, /BAC =
=a, /ACB=v,AB =¢,BC =d, A 8 P b ,
CA=V. RN P ~. 7
\\\\ 1"“1&_ / 4 /:_‘;,:’ rf,-"f
Podle obr. 1 plati A A AN
% { ﬂ-._‘_“§ -

4 2 4 1 N ’ .
gl -t -2 gt 7 //L
26 3 °2 8 2 M y

) - ) ) a;‘:::-—__“,*__—-' i Ia'{
Dae pokraCujeme pomoci elementar- N \:
nich vztahtl a Gprav a dostaneme ot S

Obr. 1 H"x\ I| y
¥
C
180° — (2arctg 2 + 2arctg 2 2,1 7
¥ = ( I3 g2):90‘°—arctg—3 2+ =90° — arctg —,
2 2 1-2.1 4
4
g5

|AB| = 14,|AC| = 15, |BC| = 13.
JinéreSeni:
Oznatme |MC| = |LC| = z, |PS| = r. Ddeplati |AM| =8, |BL| = 6,

Cd+V+d 14+8+r+6+1
N 2 N 2

S =14+,

1Psano s podporou grantu: GAUK 316/2001/A-PP/PedF.
2PedF UK Praha, petr.dvorak@pedf.cuni.cz
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S=v/s(s—a)(s—V)(s—c)=+(14+2)-8-6-x,
kde S je obsah trojahelniku ABC.

Protozeplatir = 5 = \/ (=)E=) miizemepsit 4 = 4/ &5 Pojednoduchych
Upravach ziskame rovnici 14 = 2z, coz vede k vysledku x = 7 a iz uvedenému feSeni
zadané Ulohy, tedy

|AB| = 14, |AC| = 15, |BC| = 13.
Snadnost feSeni konkrétniho zadani nas privede k my3ence tuto tlohu zobecnit.
Zobecneéni

Polomér kruznice k vepsané (pripsané) trojuhelniku ABC' je ¢ a Useky, na které je
jedna strana trojuhelniku rozdélenad bodem dotyku s touto kruznici, maji délky a a b.
Urcete délky zbyvajicich dvou stran.

Regeni:

\ a) Je zrggmé, ze jediny pfipad, kdy
p N4 nelze trojuhelnik ABC' sestrojit,

\ jesituace, kdy primky p, ¢ (obr. 2)

A jsou rovnobé&zky, ma-li bod C' le-
zetnapiq.
Pak ale plati

NAPS =2 NAKS,

ABPS = ABLS,

|/KSL| = 180°.
Ztohoziskamevztah2y = 180°—
—203, tedy x = 90° — (3.
Alev trojuhelniku APS plati, ze
a = 90° — 3 = x. DopocCtenim
Uhlu BPS ziskame vztah 6 = (.
Proto plati, zetrojuhelnik ABS je
pravothly. Je tedy zfgimé, Zze podminka rovnobéznosti pfimek p, ¢ souvisi s velikosti
Uhlu AS B. Jestlize ma mit tento Uhel velikost 90°, pak nutné musi platit Euklidova véta
0 vysce vetvaru ab = 2.

b) Pro kruznici trojuhelniku vepsanou (obr. 3) musi tedy platit, Ze ab > c?, protoze
trojuhelnik ABC' je tupolhly:.
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Pro trojuhelnik ABC plati S = \/s(s — a')(s — V/)(s — /), kde d', V', ¢’ jsou strany
trojahelnika ABC'. Pak plati

a'+b' 4+

S = =
_ b+a:+a—5x+a+b —a—+b+ 2. |\
Pro polomér kruznicetrojuhel - -

niku vepsané plati:

o ws—a')(s—bv(s—c’),

S

Jeliko? 1 = ¢, tak plati:
2 — (s—a/)(s=b)(s=c) _ _aba
s a+b+x
la+b+ ) = abx
?(a+b) = x(ab — ?)
_ c(atd)
ab—c? *

Jelikoz prava strana rovnosti
nema smyd pro pfipad ab = ¢,
potvrzuje se timto nas predpoklad
neexistencereSeni pfi naplnéni této
podminky, coz je ekvivalent rov-
nobé&znosti pfimek p, ¢. Take je z tohoto vztahu patrng, ze musi platit ab > 2, jelikoz
Citatel prave strany je kladné Cislo ax musi byt take kladné Cislo.

c) Pfi konkrétnim zadani jsme pouzili k vypoctlim trigonometrickych vztahll. Jejich
zobecnénim dospg eme ke stejnemu vysledku, jak si nyni pfedvedeme.

Z trojuhelnikdl APS a BPS (obr. 3) ziskame tga = £, tgd = ¢, tedy a = arctg <,
0 = arctgy.

Pro trojuhelnik ABC plati 2¢ = 180° — (2arctg < + 2 arctg §), coZ | ze upravit na
S+7 00° arctg cla+b) _ (a+0)

1—%-5_ ab — c? ab—c?

¢ = 90°—( arctg§+ arctgg) = 90°— arctg

Z trojuhelnika C'LS plyne cotg ¢ = 7, odkud pomoci pfedchozi rovnosti dostaneme

- Cc(a+b) _ (a+0)

ab — c? ab—c?

cla+0)
ab — 2

x = ccotg ¢ = ccotg (arccotg

Timto jsme se opét dostali ke stejnému vztahu jako v bodé b). Nyni staci dopocitat
jednotlivestrany: o' = b+ xz, b/ =a+ 2, =a+ 0.

d) Protoze pro kruznici pfipsanou strané trojuhelniku plati, ze 2 > ab, nebot trojuhelnik
ABS jeostrothly, nabizi se zde otazka, jestli nestadi ,, otocit* poradi ¢lenli ve jmenovateli
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ve vyrazu pro vypocCet . UkaZzeme, Ze tato mySenka je spravna.

Negdfive s ale problém kruznice pfi-
psané trojuhelniku drobnou ,, fintou* pre-
vedeme na nam jiz znamy stav, kdy kruz-
nice k je kruznici vepsanou trojuhelniku.
Toho docilime narysovanim rovnobézky
s pfimkou AB v bodé D tak, jak to vi-
dime na obr. 4. Vzniknou nam dva nové
body E, F. Jestlize nyni ngdeme vztah
mezi ¢isly z, v a €idy a, b, ¢, mlzeme
Ulohu Fesit jiz znamym zplisobem.

Protoze |/PSD| = 180°, plati tedy
2v = 180° — 23, tj. v = 90° — 3 =
= «a (z AAPS), odkud n = 3. Plati tedy
AAPS ~ ASDE, proto 2 = £ a odtud

= <. Andogicky jev = <

Protoze jsme prokazali vySe pozado-
vanou podminku, mtizeme daletuto Glohu
fesitjakov b), kdex =m +a=n+0b.

Nasleduji tyto vztahy:

2 [ 02> 2
el e (a+b) 2
D — C2 0_2 . é . C2 62(02_ab) (Cz_ab) 02 _ a/b
a b ab ab

Timto se potvrdila vySe uvedena hypotéza. Nyni staCi dopocitat strany trojuhelnika
ABC. Plati:

_ Aa+d) Fa+ccb—cca+a*h b+ a?)
T 2—ab 2 —ab 2 —ab
n_c2(a+b)_b_c2a+czb—c2b+ab2_a(62+b2)
2 —ab 2 — ab 2 —ab

e) Tyto zavéretne vztahy vedou k moznosti pozmeénit zadani:

UrcCete strany trojuhelnika ABC, jestlize vite, ze polomeér kruznice k vepsané troj-
Uhelniku ABC' je ¢ a pricka rovnobézna s jednou ze stran trojuhelnika ABC' je teCnou
této kruznice a je bodem dotyku kruznice rozdél ena na Gseky o velikosti a, b.

Takto modifikovana tloha by mohla byt vrcholem série gradovanych tloh.

Literatura
Loren C. Larson: Metbdy rieSenia matematickych problémov, Svornost, Bratislava, 1990
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Ucitel matematiky a historie matematiky

Petr Emanovsky*

Postaveni matematiky v soucasné informacni spoleCnosti jiz neni zdaleka tak neotfe-
sitelng, jak tomu bylo jesté pred pomérné nedavnou dobou, kdy byla prakticka vyuzitel-
nost matematiky uznavanasirokou laickou vefginosti. Praktické uziti matematiky je dnes
totiz zcela v podruci informatiky a vykonné vypocetni techniky. Pfestoze matematika
stalau zrodu pocitacti astal e vyznamnou mérou prispivak jejich dalSimu zdokonal ovani,
neodbornikovi se miize zdat, ze dal$i péstovani matematiky a jeji vyuka na Skolach ve
stavajicim rozsahu jsou jiz prezitkem. Tento nazor mize byt bohuzel jesté utvrzovan
nékterymi priznaky kazdodenniho Zivota. ProdavaCka v supermarketu cely den prejizdi
laserem Carkové kody a nemusi prakticky viibec umét poCitat. Moderni technika ji tak
zbavuje jedné z poslednich nutnosti, ktera jesté zpohodinélému ¢lovéku zlstala — nut-
nosti myslet. Podobnou situaci miizeme vidét i ve $kole, pokud zcel a odbourame pocitani
zpaméti. Jiné situace, které by mély byt pro kazdeho matematika zvlasté alarmujici, jsou
vyroky nékterych mediané znamych osobnosti na adresu matematiky. Bohuzel, vefejna
pfiznani jgich negativniho vztahu k matematice se stala téméf modni zalezitosti.

Podivame-li se navy3e popsanou situaci o€imaucitele matematiky, musime oteviené
konstatovat, Ze tato situace neni prilis optimisticka. Presto se domnivam, ze pravé uci-
tel matematiky by zde mohl sehrat klicovou pozitivni roli. Nezgem, ¢i dokonce odpor
k matematice miize byt totiz Casto také diisledkem nezajimavého zplisobu vykladu, ne-
smysiného drilu Ci vytvareni atmosféry strachu v hodinach matematiky. V souCasné,
pro matematiku ne prilis priznive, situaci by se mé kazdy ucitel matematiky tim vice
snazit udélat maximum pro to, aby u svych zaki vzbudil zgem o sviij predmét. O mo-
tivaci ve vyucovani matematice toho jiz bylo napsano mnoho. VSmnéme si nyni pouze
jedné z mnoha moznosti vedoucich k zvySeni zgmu o matematiku, a sice historického
pristupu k vyucCovani matematice. Vyznam matematiky totiz nespoCiva pouze v jgim
bezprostiednim praktickem vyuziti. Matematiku a jeji historicky vyvoj je tfeba chapat
jako soucast kulturniho bohatstvi lidstva podobneé jako napfiklad umeéni. V tomto duchu
by se mél také kazdy ucitel matematiky snazit plisobit na své zaky. O nutnosti historic-
kého pristupu k vyuCovani matematice fika vystizné profesor Vopénka: ,, Studovat dgjiny
Evropy je negjlepsi na dgjinach matematiky. Proto by se matematika na Skolach méla ucit
Uplné jinak nez dosud. Jako pribéh, jako soucast humanitniho vzdélavani anejako vzdeé-
lavani technického. Technické vyuZiti je pouze takovy artefakt, ktery samozigimeé stal
u kolébky moci Evropy, ale podstata matematického vzdéani to neni. Uvédomte si, ze
vaichni velci evropsti mydlitele byli stejné velci matematici jako filosofove — Descartes,
Leibniz, Spinoza, . . . Tihlelide délai Evropu. Myslim, ze mavétsi smysl ve Skolach ucit
0 Descartesovi nez o Ludviku XII1., byt jsou o ném zajimave pavlacove historky.”

!Pedagogicka fakulta Univerzity Palackého Olomouc, eman@risc.upol.cz
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UskuteCnéni této vize v blizké budoucnosti zfefmeé nedovoli tradicni pristupy k vy-
uce v nasem Skolstvi. Pfesto ma kazdy ucitel matematiky moznost uplathovat historicky
pristup k vyuce svého predmétu prostfednictvim historickych poznamek v ucivu. Tyto
poznamky mlzeme nalézt ve vétSi ¢i mensi mife prakticky ve vSech ucebnicich mate-
matiky. Vhodné a nenasilné zafazovani historickych poznamek do vyuky vsak vyzaduje
jistou uCitelovu erudici v oblasti historie matematiky. Nezbytna je alespon orientace
v zakladnich etapach historického vyvoje matematiky od obdobi vzniku a formulace
zakladnich abstraktnich matematickych pojmd, pres obdobi matematiky konstantnich
veli€in, obdobi matematiky proménnych veliCin az po souCasné obdobi nazyvané ob-
dobim matematiky zobecnénych kvantitativnich a prostorovych vztahti (viz napr. [1]).
Idealni by byl samozieggme ucitel, kteremu by se stala historie matematiky koniCkem a
ktery by se ji soustavné zabyval. Takovy ucitel by totiz bezesporu prostfednictvim his-
torie matematiky rozvijel negjen svoje znalosti historické, nybrz i odborné matematickeé.
Pokud by se mu navic podafilo prenést svilj zgiem o matematiku a jegji historii i najeho
zaky, mohl by mit dobry pocit z toho, Ze alespon trochu prispél k Uspéchu v opravnéném
boji matematiky o misto na slunci.

Literatura
[1] Struik, D.J. Dginy matematiky. Praha: Orbis, 1963.

[2] Vopénka, P. Smysl matematiky. In Sbornik z 8. setkani ucitel it matematiky vech typli
a stupnil Skol, Prachatice, 2002. s. 35 — 54.

Jak efektivné vyudovat informatice na ZS

Zden&k Lauermant

Do prispévku jsem vybral Cast 6. kapitoly ze své prace nazvané ,Jak efektivné
vyucovat informatice na ZS*. Kapitola dae pokraCuje ¢asti ,MS Excel na ZS*, ale
protoze respektuji rozsah 2 str., tuto Cast jsem vynecha stejné jako mnozstvi Gloh,
kterymi je text doplnén.

K apitola $esta — Motivace zak{
6.0. Motivace v informatice

Vzhledem k prirozené zvidavosti déti, chuti poznavat novée véci a experimentovat
neni tézké motivovat zaky ZS k praci s pocitaCem — je to Casto mnohem snazsi nez mo-
tivovat dospélé. Neékdy se ale stava, Ze kdyz se déti nauci pouZivat dovednosti popsané

178 Roztoky, |auer mannzdenek@seznam.cz
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v predchozich kapitolach, maji pocit, Ze se uz nic dalSiho ucit nemusi, Ze jiné programy
jsou priliS narocné (ato Casto jen proto, ze k jgich efektivnimu vyuziti je tfeba pouZzit
postupy, na které nejsou zvykli) nebo zbytetné (protoze nevédi, jak vyuZit jejich moz-
nosti). Proto chapu motivaci v informatice jako probuzeni zgmu o stale zgjimavéjsi, vice
specializované a naroCngsi programy.

V nasledujicim textu se pokusim nastinit, jak nékteré z takovych programt pribliZzit
détem na zakladni Skole.

6.1. Prezentace — Power Point

K vytvareni prezentaci nabizi Skolni prostfedi mnoho prilezitosti. Jednak pro zaky
(vytvorit prezentaci Skoly, své tfidy, zgmového krouzku, Skolniho sportovniho druz-
stva,. .. ), jednak pro uCitele (vytvareni efektnich prednasek, méli Skola potfebné pro-
jekeni zafizeni). Program PowerPoint umoznuje snadno a rychle navrhnout, kvalitné
esteticky ztvarnit a nasledné spoustét prezentace s obrazky, grafy, viozenymi objekty
a podobné. Kazdy, kdo umi pracovat s programem Word, se s programem PowerPoint
nauci pracovat bez probléml, proto je snadné zaky motivovat k praci stimto programem,
zvlasté pak pote, co zjisti, jak snadno Ize vytvaret velmi efektni prezentace. U tohoto
programu zacnou zaci rychle vnimat velké moznosti jeho vyuziti v béznem mimoskolnim
Zivoteé — prezentace turistického, skautského, atletickéeho,...atd. oddilu, dale napr. prezen-
tace rodinné firmy nebo moznost vytvorit prezentaci sbirky svych modelli a podobné.
V praxi maji prezentace vytvorené v programu PowerPoint vétSinou za Ukol predstavit
konkrétni firmu, produkt, sluzby nebo pomahat pfi prednaskach, Skolenich a tak dale.
PowerPoint je pfesné tim programem, ktery umoznuje détem délat to, co je bavi — Zive,
barevné, napadité dokumenty. Jednotlivé snimky mohou ,,0zivit“ vhodnym nastavenim
prechodil a efektll — napf. miize obrazek , prijet“ z rliznych stran, text se miize zobrazovat
postupné atd.

S détmi |ze zaCit pracovat v PowerPointu v podstaté hned poté, co zvliadnou préaci
s textem a vkladani objektl. Doporucuji zacit hned s vytvarenim nové prezentace —
program nabidne po spusténi 3 moznosti :

— Struény prtivodce

— Se Sablonou

— Prézdna prezentace

Vybereme tedy Prazdna prezentace a miizeme zaCit pracovat. Jakmile déti zjisti, ze
dokument, ktery vytvareji, je vlastné posl oupnost na sebe navazuijicich snimk, coz je pro
lidi zvyklé pracovat ve Wordu nebo v jinem textovém editoru zpoCatku nezvyklé, zatnou
se zgjimat o to, jakym zplisobem |ze jiz hotové nebo rozpracované snimky zobrazovat.
Brzy zjisti, Ze existuje zplisobli nékolik, jako nejprehledngsi a pro zalatetniky patrné
nejvhodnéjsi zplisob doporucuji , Zobrazit fazeni snimki“ — pak |ze snadno pouhym
tazenim myS meénit poradi snimkul, nepotiebny snimek klepnutim oznalit a klavesou
DELETE smazat. Doplfiovat do prezentace novée snimky Ize pomoci nastroje ,NOVY
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SNIMEK* (bud pfimo v panelu nastrojtl nebo V1oZit — Novy snimek . . . nebo Ctrl+M).

V okng, které se nasledné zobrazi, jsou jednotlivé snimky typove rozdeéleny:

Prvni snimek ma pfipravena textova pole pro nadpis a podnadpis, dalSi snimky maji
kromeé pfipraveneho textoveho pole pro nadpis jesté dalSi pfipravena pole pro seznamy
s odrazkami, pro vkladani obrazkl, grafli a jinych objektll. Vkladat nadpisy a vytvaret
seznamy je tak velmi jednoduché — mnohem jednodusSi nez v textovem editorul.

Bude-li ucitel plisobit nasve zaky vhodnym zplisobem (tj. vhodné volit Gkoly, poradit
pfi hledani vhodného grafického provedeni, pomoci s optimanim nastavenim Casovani
apodobné), mohou pii praci s PowerPointem naplno uplatnit fantazii, tvorivost, hravost,
nauCi se jednotlivé snimky usporadat tak, aby na sebe navazovaly (coz je myslim velmi
uziteCna dovednost do praktického zivota— umét prehledné a srozumitelné formulovat a
prezentovat my3lenky) anazavér podle vlastnosti jednotlivych snimk{ nastavit Casovani,
prechody a efekty. Tim ziskaji velmi pékny konkrétni vysledek své préace, ze kterého
budou mit radost a ktery je bude sam o sobé& motivovat k vytvareni dalSich prezentaci.

Program PowerPoint povaZuji za idealni pro pouZiti na ZS a je velka gkoda, Ze
na mnoha zakladnich Skolach je mu vénovano jen malo Casu nebo je dokonce zcela
opomijen. Domnivam se, Zejeto zplisobeno tim, Ze ucitel im Casto chybi osobni zkuSenost
stimto programem. Doufam, Ze tato kapitola pfiméje alespon nekteré z nich k seznameni
s PowerPointem.

6.2. Digitalni fotogr afie

Jak se postupné stavaji digitalni fotoaparaty dostupné i lidem s primérnymi prijmy,
dochézi posledni dobou v mnoha ceskych domacnostech ke zméné v pouzivani osobniho
pocitaCe. PocitaC slouZi stale Castgji ke zpracovani digitalnich fotografii. Tomuto trendu
by se podle mého nazoru méla prizplisobit i vyuka informatiky na zakladnich Skolach.
V osnovach predmétu informatika by mél byt dan pfiméfeny prostor rliznym zplisoblim
préce s digitdnim fotoaparatem a zpracovani digitalnich fotografii tak, aby zaci byli
schopni jak pofizovat snimky, tak je i nasledné upravovat a zpracovavat. Je vhodng, aby
byla Skola vybavena jak digitanim fotoaparatem, tak i kvalitni tiskarnou. Pro déti je
velkou motivaci, mohou-li s odnést hmatatelny vysledek své prace.

6.3. Skenovani
6.3.1. Prace s obrazkem

Scanner je zafizeni umoznujici (laicky feCeno) prevést informaci uchovanou v tisténé
podobé do podoby, kterou |ze zpracovat auchovat prostfednicvim pogitate. Skolaby méla
mit scanner dispozici jak z diivodll vyukovych (Zaci by se s nim méli naucit v hodinach
informatiky pracovat), tak z dlvodl ryze praktickych (provoz skoly asto vyzaduje
zpracovavat na pocitaci informace uchované v tisténé podobé). Skenovat a zpracovavat
obrazky je velmi jednoduché. Soucasti zakoupeného scanneru je prislusné programove
vybaveni, které to umoziuje. Ovladani téchto programil byvaintuitivni a vétsinou neini
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zadné vazngsi problémy. Naskenovany obrazek je zpravidla mozné ulozit v rliznych
typech formatd.

6.3.2. Prace stextem

Chceme-li skenovat text, Cinime tak zpravidla proto, abychom ho mohli nadsledné
upravovat. Proto potfebujeme program, ktery prevede naskenované informace do né-
jakého textového editoru, kde je miizeme upravovat tak, jak je v textovych editorech
obvyklé (meénit velikost nebo typ pisma, forméatovat odstavce, vkladat nadpisy a po-
dobné). Takovym programem je napfiklad ABBY'Y FineReader. Vytvari-li Zak referat ve
Wordu, mlize se stét, Ze je potieba zatlenit do referatu néjaky odstavec z novin, z knihy
nebo z Casopisu. Protoze je neprakticke rucné text prepisovat, je vyhodné ho pomaoci pro-
gramu ABBY'Y FineReader naskenovat a prevést do Wordu. Odtud miizeme pripraveny
text snadno zaclenit do cilového dokumentu znamou metodou ,, vyjmout — vlozit“.

Skladanky v geometrii

Jaroslav Pernyt

Pfi vyuce matematiky a zejména geometrie ma velky vyznam predstavivost zaku.
Proto je vhodné vyuZivat vSech prilezitosti pro jgi rozvijeni. Jednou z moznosti jsou
také ,, Geometrické skladanky”, kdy zZaci fesi Ulohu slozit z jednotlivych Casti pozado-
vany (tvar. Pfedstavivost je zde doplfiovana manualni ¢innosti a experimentovanim, coz
prispivak aktivité zakdl.

Geometricka predstavivost je rozvijena napr. skladankou v roving, kdy je zakiim
predlozen soubor 5 obrazcli z papiru (viz obr. 1), ze kterych ma byt sloZzen postupné:
a) Gtverec, b) obdélnik, c) trojuhelnik, d) rovnobéznik, €) lichobéznik, f) rliznobéznik.
Pritom musi byt pouzity vSechny dily souboru.

~J

Obr. 1

ReSeni na obr. 2aa 2b.

1TU Liberec, Fakulta pedagogicka, KMD, jaroslav.perny@vslib.cz
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a) Ctverec b) obdélnik c) trojuhelnik

Obr. 2a

d) kosodélnik €) lichob&znik f) rliznobéznik

LN

Obr. 2b

Jinou skladankou v roviné je Glohakolika zplisoby |ze z rovinnych papirovych , tetra-
min® dozit pozadovany obrazec (viz obr. 3). Rovinné , tetramino” je obrazec ze 4 shod-
nych ¢tvercl, které maji spolecnou stranu. Dil&im Ukolem miiZze byt i samotné vytvoreni
v&ech moznosti , tetramin®. (Obr. 4)

Obr. 3 Obr. 4
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ReSeni:

Obr. 5

Prostorova predstavivost je rozvijena napi. skladankou v prostoru, kdy je zakiim
predloZzeno nékolik Casti téles (viz obr. 6), které maji slozit na celé téleso, pficemz nic
nesmi chybét ani prebyvat.

1 A 2 3 (4

Obr. 6

Na obrazku vzdy dve Casti téles tvori krychli. Které dvojice to jsou a ktera ¢ast je
navic?

ReSeni: 1-7, 2-5, 3-9, 4-8. Navic je &ast 6.

Jinou prostorovou skladankou, obdobné jako v roving, je Gloha slozit vsechna pro-
storova , tetramina* (obr. 7). Prostorova , tetramina* jsou télesa sloZzena ze 4 shodnych
krychli, které maji spolecnou sténu.

(@] L Iﬁ T Z S%RI
| (] { f -

Obr. 7

Tyto geometrické skladanky mohou byt zafazovany do hodin matematiky jako roz-
cvicky, nebo pro zpestfeni, i kdyz neni probirano geometrickée ucivo.
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Lze je rovnéz zafazovat pro zaky riizného véku, jenom je nutno priméfené upravit
formulaci zadani avolit vhodné pomlicky.
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Vyuziti internetu pri osvojovani uciva o délitelnosti
prirozenych Cisel

Bronislava RiZ ¢koval

Tak jako se pred ¢asem stalo zcela bé&znym pouzivani kapesnich kalkulatorti viude,
kde to Cloveéku usnadnoval o zdlouhave vypocCty a Setfilo Cas a dokonce po zdlouhavych
debatach, zda kalkulacky ve vyuCovani matematice ano Ci ne, se s touto otazkou vyrov-
nalo i nade Skolstvi, tak se v soucCasné dobeé stavaji pocitace zcela nepostradatelné ve
VEtSineé oblasti naSeho zivota. Dostaly sei nazakladni skoly akazda z nich se pysni poci-
taCovou ucebnou. Ovsem i ve vétsiné domacnosti se jiz stava pocitat nepostradatelnym
pomocnikem. A coz teprve s pripojenim na Internet! Pak jsou to mnohdy hodiny, které
lide travi u pocCitaCe. Ale jsou nase déti, zaci Ci studenti vedeni k tomu, aby jegjich surfo-
vani nebylo jen ztratou Casu, Ci pouhou zabavou, nybrz i zdrojem, zprostiedkovatelem,
dodavatelem informaci a obrovskou motivaci? Pfipojeni zakladnich Skol nainternetovou
sit dava moznost vyuzit Internetu téméf ve vsech predmétech, tudiz i v matematice.
Meéni se v&ak i role ucitele. UCitel jiz neni jedinym zprostfedkovatelem a dodavatelem
informaci, atim se snizuje zavisost zak{l na jeho osobé. Takto se z ng stava pomocnik
a radce. Musi mnohdy zodpovidat otazky zakl a vysvétlovat nejasnosti, kterych Zaci
nabudou prostfednictvim Internetu.

Ja bych se zde chtéla zminit o jedné moznosti vyuziti Internetu pfi vyuce uciva
o délitelnosti pfirozenych Cisel.

V ucebnich osnovach vzdé avaciho programu Zakladni Skolav 6. roCniku je zafazen
celek , Délitelnost prirozenych Cisel“. Tento tématicky celek je rozdélen na zakladni
ugivo arozdfujici. Zak by mé po probrani tohoto celku ovladat pojmy nasobek, délitel,

'PdF UP, Olomouc, ruzickova@risc.upol.cz
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prvocislo, ¢isla soudélna a nesoudéng, znaky délitelnosti 2, 3, 5, 10. Dale by mé umét
rozeznat prvocislo acislo slozeng, provést rozklad pfirozeneho Cislanaprvocinitele, urCit
ngjvetSi spolecny délitel dvou az tfi prirozenych Cisel, ur€it nggmensi spolecny nasobek
dvou az tfi pfirozenych Cisdl, feSit jednoduché slovni tlohy vedouci k uréeni nggmensiho
spolecného nasobku 2 az 3 prirozenych Cisel nebo negjvétsiho spolecného délitele 2 az 3
prirozenych ¢isel. Roz&ifujicim ucivem je uréovani znakli délitelnosti Gtyf, Sesti, osmi,
deviti a feSeni narocngSich slovnich Gloh vedoucich k vyuziti viastnosti délitelnosti
prirozenych Cisel.

Tento tématicky celek patfi k ttm méné oblibenym. Po zvladnuti uCivadle pfedepsa-
tloh &i pro rychlou kontrolu spravnosti feSeni.

Zakladem tohoto vyukového programu je pocitacovy systém GP/ PARI CALCULA-
TOR (Copyright (©1989-1999 by C. Batut, K. Belabas, D. Bernardi, H. Cohen a M.
Olivier) v jeho nginovgsi verzi: 2.0.20 (beta). Tento systém je sice urcen pro feSeni Gloh
z teorie Cisel navysSi Urovni, napriklad pro védecké pracovniky pouZivgici oblast teorie
Cisel, ale mlize pomoci i zaklim na zakladni Skole. Systém obsahuje mnoho instrukci,
kterélze pouzit tak, jak bylo uvedeno vySe. Néktere dalsi prikazy jsou komplikovangsi a
jako roz&itujici ucivo.

Z prikazl, které systém nabizi, jsem vybralajen takove, kteréjsou vhodné pro vyuziti
pfi vyucedélitelnosti, ajgich nazvy vychéazeici z anglictiny jsem prevedlado Ceskéverze
tak, aby byly pro zaky srozumitelné. Zaci se tak seznami predné s prikazy pouzivanymi
v PARI systému pro z&kladni operace: scitani (+), odCitani (—), nasobeni (-) adéeni (/);
k tomu je jesté pripojeno umocnovani celého Cidla pfirozenym exponentem.

Z dalSich prikazi, jez mohou zaci v PARI systému vyuZivat:

e prirozeni délitelé prirozeného Cidan ...dc(n),

e pocet kladnych délitelli Gislan . .. pocetd(n),

e soucet kladnych délitelli ¢islan . . . soucetd(n),
e déleni se zbytkem ...dsz (x,y),

e test naprvoCiselnost Cidlaz . . . prvocislo(x),

e rozklad Cislax naprvocCinitele. .. rozklad (x),

e NgjVEtSi spolecny délitel . .. nsd(zq, 2o, .. .),

e Nngimensi spoleCny nasobek .. .nsn(xy, 25 .. .),

e ngbliZze vé&tSi prvoCidok Cidu x . . . vetsip(x),
e ngjblize mensi prvoCisok Cislu z . . .mensip(x).

Déale s ukazeme feSeni nékterych zakladnich typl Gloh u€iva o délitelnosti priroze-
nych Cisel vyuzitim ,Pari systemu“. Poznamengme, Ze — jak je u pocitace obvyklé —
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zadani kazdého Udaje nebo prikazu ukoncujeme klavesou Enter (v naSich ukazkach jgi
pouziti neuvadime).

1. Déeni dvou Cisal

Pro prirozenacidax, y oznaCime ¢ jgjich nelplny podil pfi déleni x : y ar zbytek pri
déleni, tedy x = y- g+ .V nadedujicim pfikladu mame zjistit ¢ ar pro Cislaxz = 37453,
y = 27.

Priklad: Zjistéte neliplny podil a zbytek pfi déleni Cisla 37 453 Cislem 27.

Zadame: x = 37453, y = 27, dsz(x,y)

a na obrazovce se objevi:

Deleni se zbytkem

37 453 : 27 =1 387 a zbytek 4.

Pro kontrolu miizeme zadat prikaz: v * 1387 + 4
Objevi se: 37453

Pfirozené Cido y déli Cido x, pravé kdyz zbytek r po déleni Cislax Cislem y jeroven
0, tedy pravé kdyz Cislo y je délitelem Cislax neboli Cislo x je nasobkem Cislay. VSechna
tato vyjadieni by se pro zaky méla stat bézna.
Priklad: Zjistéte, zda Cislo 13 je délitelem Cida 173.

Zadame: dsz(173,13)

Na obrazovce se objevi:

Deleni se zbytkem

173 :13 =13 a zbytek 4.
Odpovéd: Cislo 13 neni délitelem &isla 173.

Text Glohy |ze pro zaky formulovat i takto:
Priklad: Zjistéte, zdaje Cislo 1431 nasobkem Cisla 27.
Zadame: dsz(1431,27)
Na obrazovce se objevi:
Deleni se zbytkem
1 431 : 27 =53 a zbytek O.
Odpovéd: Cislo 1431 je nasobkem &sla 27.

2. Prvocislo a ¢islo ozené

Priklad: Zjistéte, ktera z nasledujicich Ciseal jsou prvoCisla a kterajsou Cisla slozena: 18,
23, 31, 68, 73, 120, 135.

Zadame: prvocislo(18)

Na obrazovce se objevi: Cislo 18 neni prvocislo.

Podobné si zaci ovéri, ze Cidla 68, 120, 135 negjsou prvocislaa cisda 23, 31 a 73 jsou
prvocisla
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3. Rozklad €isla na prvocinitele

Priklad: Rozlozte na prvocCinitele ¢islo 140.
Zadame: rozklad (140)
Na obrazovce se objevi:
Rozklad na prvocinitele
140=2 * 2 x 2 x 5 *x 7.
Zaky jisté zaujme zadavani i vétSich isel.

Priklad: Rozlozte na prvocinitele Cislo 1347 259
Zadame: rozklad (1347259)
Na obrazovce se objevi:
Rozklad na prvocinitele
1 347 259 =563 * 2 393.
Natento vysledek by Zaci bez poCitaCe asi neprisli.

Zaci budou jisté ochotni si i pohrat. Napf. mohou zjistit jedenactée prvogisio prikazem
ntep(11) (zZjisti, zeto je 31) apodobné tfeba devatenacte (67) atficaté (113) apak zadat
tfeba vypoCet Cidax = 31*31*31*67*67x67x113*%113.

Na obrazovce se objevi: 114 410 629 875 877.

A hned s mohou ovéfit rozklad ¢isla = na prvocCinitele pomoci pfikazu: rozklad (x)
system ,, Pari* sdéli:

Rozklad na prvocinitele

114 410 629 875 877 =30 * 31 * 31 * 67 *x 67 * 67 * 113 * 113.

4. Negjvetsi spolecny délitel a nggmensi spoleCny nasobek

Zadame: © = 630, y = 3500, z = 2730.

Chceme verifikovat tvrzeni D(x,y, z) = D(D(z,y), z). Po pfikazu nsd(x,y,z) se
objevi: Nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 70.

Po prikazu nsd (x,y) seobjevi: Nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel
je 70.

Po pfikazunsd (70,z) seobjevi: Nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel
je 70.

Podobné pracujeme s ngjmensim spoleCnym nasobkem, kde budeme verifikovat vzo-
recn(z,y, z) = n(n(z,y), 2).

Levou stranu dostaneme prikazem nsn (x,y,z) S odpovedi:

Nejmensi spolecny nasobek zadanych cisel je 409 500. Pravou stranupfi-
kazemnsn(x,y) sodpovedi:

Nejmensi spolecny nasobek zadanych cisel je 31 500. —apiikazem
nsn(31500,z) sodpovedi

Nejmensi spolecny nasobek zadanych cisel je 409 500.
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Nyni ukézeme praktické vyuziti ,, PARI systému” pfi feSeni dvou slovnich Uloh.

Priklad: Tfi auta vozila pisek z piskovny na stavbu dalnice. Kazdeé jezdilo na jiny Usek
stavby, proto se prvni vracel o za40 minut, druhé za hodinu atfeti dokonce za 1 hodinu 20
minut. V kolik hodin seautaopét potkaji v piskovné, kdyz se naposledy setkalav 8 hodin?
ReZeni: Hledame nejmensi spoleény nasobek &isel 40, 60, 80. Proto zadame prikaz;
nsn(40,60,80) .

Na obrazovce se objevi: Nejmensi spolecny nasobek cisel je 240.
Odpovéd: Auta se v piskovné potkaji za 4 hodiny po poslednim setkani tj. ve 12 hodin.

Priklad: V agji zbyly jen Ctyfi stromy, mezi kterymi jsou vzdalenosti 35 m, 14 m a 91
m. Do mezer maji byt vysazeny nové stromy tak, aby vzdalenosti mezi vsemi stromy
byly stejné a mély co nejvetsi rozestupy. Jaka je vzdaenost mezi stromy akolik novych
stromi bude vysazeno?
ReZeni: Hledame nejvétgiho spoleéného delitele &isel 35, 14, 91. Zadame prikaz;
nsd(35,14,91).
Na obrazovce se objevi: Nejvetsi spolecny delitel zadanych cisel je 7.
Resitel prikladu pak musi zjistit, kolik strom{l se vejde do které mezery, sette je a
mUZe Fici:
Odpovéd: Vzdaenost mezi stromy je 7 metrll atudiz se musi vysazet 17 novych stromtl.
Na predchazejicich pfikladech atextu je prezentovana skuteCnost, ze nékdy zdanlive
i zcelaneatraktivni ucivo lze pro zaky (napriklad vyuZitim pocitatl a I nternetu ve vyuce
matematiky) ucinit zajimavé a zeiména ze v ném lze zaky vést k aktivnimu zplisobu
préce.
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Projektova metdda a skimanie v skolskg matematike

Renata Ujhazioval

V dneSngj dobe sa projektova metdda stava beznou sliCastou vyucovania matematiky
na roznych stupnoch kol a zaroven sa silno prejavuje g snaha chapat’ skolskl mate-
matiku predovsetkym ako vzdelavanie Ziakov v Cinnostiach, ktoré su charakteristickée
pre matematick( pracu. Preto je otazne, Ci je mozné aplikovat projektovi metodu g pri
skmani v Skolskej matematike.

To, Ze je to skutoCne mozng, ukazem na konkrétnom projekte, ktory ma nazov Po-
sledné cifry nasobkov Cisel abol navrhnuty nasledovne:

Nazov projektu; POSLEDNE CIFRY NASOBKOV CISEL
Vekova kategoria: Projekt je urCeny pre Ziakov strednych 3kol
Tematicky celok: Projekt nadvazuje natémy , Delitelnost prirodzenych Cisel“, ,, Najvacsi
spolocny delitel™, , Naimensi spolocny nasobok*

Predpoklady navedomosti Ziakov: Ziaci maj(1 ovladat nasobilku &isel. Maj(1 vediet ur&it
najmensi spolocny nasobok a ngjvacsi spolocny delitel, pripadne poznat g iné Ciselné
slstavy.

Povaha projektu: Divergentna objavitel'ska praca

Forma vystupu: Spracovanie vysledkov v pisomne forme
Casové rozpatie: Kratkodoby projekt planovany na dve vyugovacie hodiny

Forma prace: Skupinova (Ziaci pracuju vo dvojiciach)
Zasahy utitela: UGitel usmerfiuje pracu ziakov v minimane miere
Ciele vychovné:

e rozvijat schopnost formulovat ariesit problemy

e rozvijat logickeé atvorivé myslenie Ziakov

e dat’ moznost vsetkym ziakom pocitit radost z matematiky

e rozvijat pracu vo dvojiciach
Ciedlevzdelavacie:

e Objavit nové vlastnosti Cisel

e propedeutika pojmu kongruencie

Navrh redlizécie:

Na prve vyuCovacej hodine sa celg triede zada problematika skiimania poslednych

cifier nasobkov ¢isel od 1 do 10 a ucitel’ oboznami Ziakov so spdsobom a hodnotenim
ich prace. Spolocné skumanie by malo prebehndt na celgl prve hodine a na zaver by

10stav matem. vied, rujhaziova@yahoo.com
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mal ucitel’ spolu so Zziakmi navrhnlt mozné smery skimania. Tie im budl slUzZit ako
pomocka pri skiimani, ale ziaci sa mozu sa vybrat g inymi smermi pocas skiimania.
Samotné objavovanie vlastnosti ma prebehnit na druhg vyucovace] hodine, ae Ziaci
svoje pisomne spracované vysledky maj odovzdat az na nasledujtcel hodine.
Obsahova struktara projektu:

Zakladny problém: Vypiste nasobilky Cisel od 1 do 10 askimajte posledné cifry nasobkov
tychto Cisal.

Vysledok: Posledné cifry nasobkov tychto Cisel sl napisané v poradi v nasledujlce
tabul'ke:

Nasobky | Posledné cifry nasobkov Cisel 1 az 10
1 1,2,34,56,7,890,1,23,4,5,6,7,8,9,0,...
2 2,4,6,8,0,2,4,6,8,0,...
3 3,6,9258,1,4,70,36,925,8,1,4,70,...
4 4,8,2,6,0,4,8,2,6,0,...
5 50,5050,505,0,...
6 6,2,8,4,0,6,28,4,0,...
7 7,4,1,85296,30,7,4,1,85,296,3,0,...
8 8,6,4208,6,4,20,...
9 98,7,6,54,321,098,7,6,54,3,21,0,...
10 0,0,00000,0,0,0,...

Tabulka 1

Uloha 1; Skiimajte tieto cifry a sklste ngjst nejaki zakonitost, vlastnost, ktora pre ne
plati. Napr. porovnajte cifry nasobkov Cisel 4a6,2a8§, ...

Mozné zavery: V opatnom poradi sa vyskytuju cifry v nasobkoch Cisel: 2a8; 7a3; 6 a
4;1a9.

Uloha 2; Spocitajte, kolko rdznych poslednych cifier maj( nasobky &isel 1 az 10. Plati
nejaka zakonitost? Pocty roznych cifier zapiste do tabul'ky.

Zaver:
Nasobky Cidax |1 |2|3 (4|/5/6/7 |89 |10
Pocet Cidic 10/5/10|5/2/5|10/5|10|1
Tabulka 2

Pocas skiimania poslednych cifier nasobkov Cisel 1 az 10 'ahko zistime, Ze vzdy staci
urcCit cifry az do prvého vyskytu nuly (vratane 0). VSetky tieto cifry sl rdozne apo vyskyte
nuly uz nedostaneme ziadnu ind rdznu cifru.
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Uloha 4: Skimajte tabulku 2.

Uloha5: Porovnajte&islio 10 s&slami v nasleduijticich mnoZinach: {1,3,7,9},{2,4,6,8},
{5}, {10}. Vyslovte vseobecny zaver.

Mozny vysdedok skimania: Cida 1, 3, 7, 9 sl nesidelitelné s ¢islom 10, tzn. napr.
D(3,10) = 1 amajt 10 roznych cifier. Cidaz2, 4, 6, 8 st sidelite'né s &islom 10, najvassi
spolocny delitel’ kazdého z nich s €isom 10 je dva, tzn. napr. D(6,10) = 2 a pocCet
roznych poslednych cifier nasobkov tychto Cisel je 5. PreCislo 5 plati: D(5,10) = 5 ama
dve rézne posedné cifry. Pre €islo 10 plati: D(10,10) = 10 ama jednu réznu poslednl
cifru.

Uloha 6: Vysledok skimania vyslovte ako vetu.
Moznaformulacia: Pre kazdé ¢islo = od 1 do 10 plati:

Pocet roznych poslednych cifier v nasobkoch Cislax - D(x, 10) = 10.

Po takto navrhnutom projekte nasledovala jeho realizacia vo vyucovani a nasledné
vyhodnotenie|jg priebehu. K edZe formul ované problémy Ziakov boli rdznorodeatvorive,
preto spdsob hodnoteniaprac Ziakov nebolajednoduchazalezitost. IstérieSeniesmevideli
v slovnom hodnoteni a v nami navrhnutom 5-stupnovom modely hodnotenia, v ktorom
sme za kritéria hodnotenia zvolili obsah, formu a Gstny prejav. Napokon sa tento model
nepouzil (Ziaci boli hodnoteni na zaklade vzajomného porovnavania jednotlivych préac),
pretoze sazameriavanapocet aformal ne spracovani e vysledkov skiimani anezohl'adinuje
originanost aSirokost problémov. Tie sl vSak z hl'adiska matematického skiimaniaovela
dolezitejSie.

Na druhgj strane treba povedat, Ze hodnotenie prace Ziakov z pohl'adu projektove)
metbdy ma svoje opodstatnenie. Ak sa maju ziaci nauCit pracovat g na projektoch, je
nevyhnutné ich pracu nejakym spdsobom ohodnotit. Ale ako, to zostalo nadalej otvo-
rené. ZanadolezitejSi zaver vSak povazujem zistenie, ze dobre pripraveny projekt moze
byt vhodnym nastrojom pri skiimani v 3kolskej matematike. Netreba vSak zabudnit na
skuto€nost, Ze realizacia projektu je zlozita zalezitost s radom ovplyviujlcich Cinitel'ov,
ktoré maj neraz dopad na vysledky anajg UspeSnost.

Aritmetika v desitkové soustavé s neobvyklymi islicemit
Jaroslav Zhouf?

Uvod
V mléadi se nauCime chapat hodnotu Cisel, jgjich stavbu z jednotlivych Cidlic ajejich
aritmetiku. Nau€ime se to automaticky a dale vétSinou nepfemy3ime o moznostech jiné

IPrispévek byl vytvoren v ramci grantu GAUK 316/2001/App/PedF
2PedF UK Praha, jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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stavby Cisel. Tento prispévek by mél vést k zamy3Seni se nad stavbou Cisel v naSi pozicni
desitkove soustave.

Tato stavbajev podstaté dokonala. Mamek dispozici deset Cidlic0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,
9 akazdé dalsi Cislo je z nich jednoznatné vyjadieno. V minulosti to ale tak jasné nebylo.
Napr. dlouho neexistoval znak pro nulu. Cisla se vétSinou zapisovala slovné apozdgji pri
Cislicovem pozicnim zapisu Cisel se misto pro nulu nechavalo prazdné, pozdgji se psala
natomto misté teCka ajesté pozdgi krouzek, z néhoz se nakonec vyvinul znak pro nulu.
Ani s jednickou to nebylo jednoduché. Dlouho nebyla chapana jako rovnocenna Cislice
ve skupiné téch ostatnich, ale byla povazovana za znak pro zakladni mnozstvi, z néhoz
je vytvoren vétsi celek.

Zamysleme se nyni nad tim, jak by to mozna vypadalo, kdyby byl historicky vyvoj
naSi pozicni desitkové soustavy ponekud jiny.

Aritmetika celych Cisel

Negprve s uvédomme, Ze kdyby chybéla néktera z nami pouzivanych Cidlic, ze by se
nam nepodarilo vsechna Cidla vyjadrit. Kdyby napf. chybéla zmifiovana nula, nela by
vyjadrit ¢ida 10, 20 atd. Stejné by to bylo pfi absenci jinych Cidlic.

Co kdyby ale byl vyvoj takovy, ze by chybéla Cidlice 0, avsak misto ni by sevyvinula
Cidlice A (shodnotou 10)? Jak by se pak pocitalo v pozicni desitkove soustave s Cislicemi
1,2 ,3,4,5,6,7,8,9, A(=10)?V tom pripadé by nello vyjadfit Cislo nula, ale dalsi Cisla
by bylavyjadfenatakto: 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8,9, A, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 1A,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 2A, 31, 32, ...

A jak by vypadaly jednoduché operace s témito Cisly? Vyzkouseime je na nékolika
prikladech:

12+15=27 47 - 17=2A
12+18=3A 6A — 2A = 3A
3A+5A=9A A23 — 6A1 =322
AA + 19A = 2AA 314 - 1AS=A
15 2A 4AA 1 17=2A
.14 -A3 16A

5A 8A

15_ 29A

1AA 2A8A

Pri feSeni téchto prikladll jsme se mohli presvédCit, ze i ty pro nas nejjednodussi
aritmetické operace pfi zmene jedné Cidlice tvori znatné problémy. Pro rychlé zvladnuti
operaci by bylo nutné naucit setabulky s malou stitalkou a nasobilkou snovymi cislicemi
tak, jak seto uCime v mladi. Budeme-li nyni provadét jiz zminéné operace s Cisly podle
téchto tabulek, jasné se presveédCime, ze se nam pocitani s novymi Cislicemi jevi jako
jednodussi. V néasledujicich tabulkéach je tato sCitalka a nasobilka uvedena:
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+| 1|23 (4|5]|6|7 91 A
11234516 7|89 ]|A]Ill
2134|5678 9|A]|Il]|I12
314516789 A 11]12]13
41516 |7 |89 A|1l12(13]|14
S|16 7|89 A|11]1213|14]15
6|7 8|9 A|1l|12]13|14]15|16
718 |9 |A|11]1213|14 (15|16 17
819 A |11 121314 |15]16|17 |18
9 1A |11 121314 |15|16|17 18|19
Alll|1213 (1415|1617 |18|19 |1A

11231456 819 A
111123 516 819 A
212146 |8 |A|12]14|16]18|1A
31369 |12]15|18|21 (24|27 |2A
4148|1216 (1A|24|28|32]36/|3A
SIS |A|1I5|1A]25|2A|35(3A |45 |4A
6| 6 121824 |2A (36|42 |48 |54 |5A
717 1421283542 |49 56|63 |6A
8| 816|124 |32|3A|48 56|64 |72 |7A
919 |18[27|36[45(54|63 |72 |81 |8A
Al A|TA|I2A|3A|4A|5A|6A|T7A|8A|9A

Postupme dale a zaménme vedle Cidlice 0 jestéi Cidlici 1 Cislicemi A(=10) aB(=11).
Cidlicemi 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, A, B se pak vyjadfi pfirozena &isatakto: *, 2, 3, 4,5, 6, 7,
8,9, A, B, *, * * * * x ok k ok %22 23,24,25, 26, 27, 28, 29, 2A, 2B, 32, 33, 34, 35,
36, 37, 38, 39, 3A, 3B, 42,43, ...,99, 9A, 9B, A2, A3, A4, ...,AB,B2,B3, ..., B9,
BA,BB,*,*,*, ..., 222,223, ... Hvézdicky znamengji, ze pfislusna Cislanelze danymi
Cidicemi vyjadfit.

| zde vypocitame nékolik prikladl s operaci stitani:

55+ 16 =6B

2B + B8 = nelze seCist (bylo by to 149)
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A6 + B4 = nelze seCist (bylo by to 1BA)

Opét jsme se presvedCili o obtiznosti provadét jednoduché operace s neobvyklymi
Cislicemi. A opét nam mohou pomoci tabulky pro malou sCitalku a nasobilku:

+12|3|4|5|6|7|8|]9|A|B
214516789 |A *oO®
3|56 |7 |89 |A|B|* | *|*
416 | 7|8 |9 |A|B|*|* | *|*
S| 7|89 |A|B | * | * | x| x| *
6| sl ol AlBl*|*=*]=]=]=
7l ol AIB ] * |« = ]=*]=]=
Sl A B = = = x| x| x| x| =
9 [ B[ * [ = [ = = [ % [ = x| x| =
NEEEEEEEE R
B * | |« ===
213 5167|189 A|B
4 |6 A *olo* 22
6 |9 kR R 124127 |2A |33
8| * | * | *|124]28]32]36|3A |44
Al * | * 125/2A(135(3A |45 |4A |55
*

28 1351424956 |63 |6A |77

W > oo Q| | »| K| W[N] -
*
*

22133144 155|166 |77|88|99 AA|BB

AR 24

by neSlo novymi Cislicemi vyjadfit. A to nas presvédCuje o dokonalosti naSi pozicni
desitkové soustavy.
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Aritmetika desetinnych Cisel
Problematika vyjadfovani desetinnych Cisel jinymi Cislicemi a jejich aritmetika je
obdobna jako problematika pocitani s celymi Cidy. Ukazme si to nanékolika prikladech:
2,4A (=2,50) 2,4B (=2,51) 2,A3 (=3,03)

17,26 + 5,74 =22 9A 63B,59 — 35A,AB =27A,48

Zaver

Pocitani v pozicni desitkové soustaveé s jinymi Cislicemi nez s témi, na néz jsme
zvykli, bud vlibec neni mozné, nebo je pro nas velmi nezvyklé. Pritom si vsak zgjisté
uvédomime, ze postupnym procvicovanim operaci s neobvyklymi Cislicemi bychom stale
vice tento problém uchopovali. A dokonce kdybychom se ucili takto pocitat od miadi,
zdalo by se ném naopak dozité poCitat tak, jak jsme zvykli nyni.

Literatura

Zhout, J., Zapis Cisdl vice Cidicemi. In Calabek, P. a kol. (eds.), Makos 2002, sbornik
materialli z podzimni Skoly péce o talenty, UP Olomouc, 2003, s. 91-95.






Pracovni dilny

Integr ujeme v matematike ZS (ITV ako most pri
prechode Ziakov z 1. na 2. stupefi ZS)

Jaroslava Brinckoval

Anotacia: V pokusoch i integrovant tematickl vyucbu (ITV) prirodnych vied mozno
registrovat’ dva smery:

e Ponechat klasickl StruktUru vyucovacich predmetov odvodenych od prirodnych vied.
Tento model doplnit integrovanym predmetom s nazvom Prirodoveda (Prirodné vedy),
ktory by nadvazoval na poznatky Ziakov z 1. stupiia ZS v jednotlivych predmetoch.
V podstate by i80 0 spgjanie poznatkov Ziakov, ktoré v predchadzajucom Skoleni
vnimali izolovane.

e Integrovat’ cell zakladnlh vyucCbu klasickych predmetov (matematika, fyzika, chée-
mia, biolbgia, geografia) do vacsieho vyucovacieho predmetu s nazvom Prirodoveda
(Nauka o prirodnych vedach). Matematikaainformatikav tomto modeli prebera tlohu
prostriedku spracovania informacii.

Prvy model je jednoduchsi, vyzaduje meng zmien a zasahov do ucebnych planov
a ma vacsi priestor pre realizaciu. Niektoré mozné cesty integracie vedl cez: spolocné
pojmy prirodnych vied, zivotné prostredie a jeho slcasti, metodol dgiu prirodnych vied,
vyber niektorgj discipliny ako dominujlcej, selekciu vyznamnych procesov v prirode.
Uplna integracia uciva umoznuje ucitelom objavit znatné Casové rezervy v ucebnom
plane a umoznit g vyuzitie metdd a postupov nacviku socidnych zrucnosti a prace
v skupine, ktoré st pripravou naskupinovi pracu auplatnenie deti v budicom pracovnom
procese. Tato forma spoluprace obohacuje efekt vyuCovania tym, Zze mnohé poznatky si
Ziaci osvojujU a upeviuji vzaomnou komunikaciou. V priprave ucite’'ov matematiky
tvorime matematické slovné Glohy umoznujlce integrovat poznatky prirodovednych a
humanitnych predmetov.

Na Gvod
Otazky koordinacie a integracie vyucovania prirodovednych predmetov sa stavajl

dolezitym prvkom modernej prestavby nasho Skolstva. Je nepochybneé, ze lepSiakoordi-
nacia prirodovednych predmetov prispieva k skvalitneniu vyucovania. Casopis Science

!Katedra matematiky PdF UMB, Banska Bystrica, jbrinckova@pdf.umb.sk
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Classification Official Journal of the European Communities 1991 No 1./p.23 uvadzapre
prirodovedné vzdel anie nasledujicu schematikl klasifikaciu:

Schéma ¢.1
fyzika chémia matematika geografia bilogia
| | [ I I
L | I I I
str.sk. / prirodoveda |
ILst.Z$ :
.| env. vychova
. (orirodov.1D

Otvorenym problémom zostava urCit zakladné vychodiskové principy koordinacie a
integracie, rozriesit problém, kde azaakych podmienok pristlpit k vytvoreniu integrova
nych predmetov, ako vclenit takyto predmet do siiCasng sUstavy vyucovacich predmetov,
ako organizatne zabezpeCit realizaciu predmetu, vytvorenie obsahu, pripravu ucitelov,
ucebnic a pod. Snahy zaviest do kol vyucovaci predmet Prirodoveda (Prirodné vedy)
nie s nove. V matematike sav minulosti tieto snahy prejavili g pri tvorbe matematicke
Citanky, ktora sa na 8kolach v Raklsko — Uhorsku objavila okolo roku 1870. Jeto vlastne
Citanie pre ziakov spojené srieSenim matematickych Gloh, prevazne slovnych problémov
(Kovagik, 2000). Na prvom stupni ZS sa (ispesne vyuguje aj elementarna prirodoveda a
ako predmet a sa osvedCila. V pokusoch i integrovant vyucbu prirodnych vied mozno
registrovat’ dva smery.

1. Ponechat’ klasick Struktlru vyu€ovacich predmetov odvodenych od prirodnych vied.
Tento model doplnit' integrovanym predmetom s ndzvom Prirodoveda (Prirodné vedy),
ktory by nadvazoval napoznatky Ziakov z jednotlivych predmetov. V podstate by i8lo
0 spgjanie poznatkov ziakov, ktoré v predchadzajucom 3koleni vnimali izolovane.

2. Integrovat’ celt zakladn( vyucbu klasickych predmetov (matematika, fyzika, chémia,
biol 6gia, geografia) do vacsieho vyucovacieho predmetu snazvom Prirodoveda (Nauka
o prirodnych vedach).

Model a) jejednoduchsi, vyZaduje menej zmien azasahov do ucebnych planov amavacsi
priestor pre realizaciu. Tomuto Ciastocne zodpoveda a zavedenie predmetu Prirodoveda
v 9. rocniku ZS.

1. Integrujci faktor —VESMIR

Integratné snahy v prirodnych vedach sa premietli vo vzdelavacich systémoch niek-
torych krajin do projektov integrovang vyucby, ktoré zahihaju predovSetkym nizSie
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rocnik zakladnej 3koly, ale Casto g stredné 3koly a pripravu buddcich uCitelov. K sta-
noveniu obsahu a Casove postupnosti uciva sa pristupuje v jednotlivych vzdelavacich
projektoch roznymi cestami ktoré sa spravidla neopakuj U a kazda obsahuje prvky zvl ast-
nosti avynimocnosti. K faktorom, ktoré najviac ovplyvnuju obsahovi napln uciva patri
predovsetkym vol'ba integrujliceho faktora.

Niektoré mozne cesty integracie:

e cez spolocné pojmy prirodnych vied

e cez zivotne prostredie ajeho sucasti

e cez metodoldgiu prirodnych vied

e vyberom niektorg discipliny ako dominujlce)
e selekciou vyznamnych procesov v. prirode.

V ucitel'skej obci pre 2. a 3. stupen 3koly vyvolava diskusiu otazka hlavného integru-
juceho predmetu. Mato byt fyzika, ekolbgia, environment, ¢i matematika? Katedrafyziky
FPV UMB v Banskej Bystrici vypracovalav ramci projektu Tempus navrh naintegraciu
prirodovedného ugiva v 9. roéniku ZS a zaradila do &udijného programu ugitelov pre
5.—12. rocnik volitel'ny predmet Prirodoveda. Pri vybere obsahu predmetu zohraval vy-
znamn( GUlohu g adresat, ktorému sl texty urCené. Vypracovane nove texty sii vyvazene
tak, aby boli vhodné pre vSetkych ucitel'ov prirodovednych predmetov. Tlto poziadavku
pomohlasplnit g vol'baintegrujtceho faktora—vesmiru, ktory je vlastne nasim ekologic-
kym prostredim a akceptovanie evolcie vesmiru ako modelu pre vytvaranie Casoveho a
obsahového €lenenia predmetu (Holec, 1998, s. 5). Ekoldgovia navrhujl ako integrujci
faktor ekologicke principy, predovsetkym princip jednoty zivého s nezivym. V tom ma
integracia prirodovedného vzdelavania hlboky poznavaci zmysel a dihodobo pozitivny
prakticky vyznam.

Integrujlci faktor vesmir ako vychodisko pre Struktualizaciu predmetu umoznuje pri
vysvetl'ovani postupovat od jednoduch&ieho k zlozitejSiemu. Preto ,, pochopitelny svet*
znaci, ze vieme vysvetlit, preco nieo je prave také ako je, preCo nema iné vlastnosti
a precCo sa Cos dgje prave tak a nie naopak. Ak sa neuspokojime len s kvalitativnymi
odpovedami, ale radi by sme poznali g kvantitativnu stranku vSetkého diania vo svete,
tak ako uvadza P. KlenovCan (2000), nevyhnutne potrebujeme vhodny ,,jazyk”, ktory
nam poznané zakonitosti sprostredkuje v kvantitativne] podobe. Tymto jazykom je ma-
tematika. Nevyzaduje znalost konkrétneho vyznamu pouzivanych pojmov, ale len ich
kvantitu. Pre matematiku nie je dolezité, ¢i skimame kamene, jablka, zvierataalebo 'udi,
ale ibaich poCet. Matematika teda nerozlisuje predmet skimania tgl — ktoregj vedy, ae
vSetkym poskytuje rovnaky formalizmus na,, spracovanie” Gdajov. Je preto prirodzenym
avel'mi Ucinnym integracnym Cinitel'om. Predstavuje najuspornejSi spdsob generovania
a sprostredkovania informacii, preto by sa jg malo v procese rozvijania integracnych
tendencii vo vyuCovani venovat dostatok pozornosti.
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Prax si vyzaduje rozne kvantifikatory, ako sl prirodzené €Cisla, zlomky, komplexné
Cida a na vySsg Urovni g také matematické néastroje, ako funkcie, mnoziny, grupy,
vektory, tenzory, atd. Praca s nimi s vyzaduje Casovo narocné osvojenie poznatkov,
zrucnosti a schopnosti vykonavat rozlicné operacie. Skimanie vztahov v ramci matema-
tickych Struktdr viedl o k tomu, Ze samatematikapostupne vyprofilovalaako zlozitavedna
discipling, ktora si plnym pravom narokuje na urcitd autonomiu, Cize rozvoj na vlast-
nom ,, piesocku”, ato nezavise od toho, Ci takto ziskané vysedky mozno bezprostredne
aplikovat, alebo nie.

Pri kvantifikacii rozlicnych v praxi pouZivanych pojmov sa stretavame s viacerymi
problémami. Moznost vyjadrenia ¢issom s vyzaduje definiciu vhodng jednotky. Na
definicii sa mozno dohodndt, ale nie vzdy sa po€italo s tym, Ze prisludna jednotka by
mohlazavisiet g od okolnosti merania. Vyrazne sato prejavilo v sivislosti so zvolenymi
jednotkami na meranie hmotnosti, dizky a &asu, €o potom viedlo k znamym tvrdeniam,
Ze hmotnost telies zavisi od ich pohybu a Ze pohybom sa deformuje g samotny priestor
a Cas. Ako zakladné integrujlce prvky vesmiru z aspektu Prirodovedy a ich vplyv na
Zemi urCujeme preto Cas, priestor, hmotu, energiu a informéciu. Vztahy k jednotlivym
predmetom mdzeme znézornit nasl edujcou schemou:

Schéma ¢.2: By . .. . .
Cas, priestor, hmota, energia, informacia
slnec¢na sustava
Zem
priroda a Clovek
F Ch Bi Ge Env.
MATEMATIKA A INFORMATIKA
AKO PROSTRIEDKY SPRACOVANIA INFORMACII
javy a procesy ekosystémy vzt'ah ¢lovek a priroda
v v Y v

v v
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Schéma 3. Vybrané prvky prirodného prostredia a moZnosti ich integracie
SLNECNE A RASTLINSTVO
ZIARENIE VZDUCH VODA PODA A ZIVOCISSTVO
o optika rtdenie hydraulika | fyzikapody | YZikaVZivch
P P yarad Y pocy organizmoch
Ch: . zlozenie voda ako
chemické S
vzduchu, chemicka s ue
zmeny I e A chémia v zivych
o analytické zlucenina, chémia pody .
v dosledku . . organizmoch
. . . vlastnosti anal.vlastnosti
slneC. ziarenia
vzduchu vody
Br: Vyzg';‘fe? PI® | yzduchazivé | vodavzivych | podaazivy botanicky a
organizmy organizmy organizmoch organizmus zivocisny systém
Ge: roz$irenie pod a
o . . voda v krajine a | ich vlastnosti | rozSirenie zZivych
klinické pasma | klimatologia .. Ve . 1 .
Jj€j vyuzitie z hladiska organizmov
produkcie
Env: vzduch a jeho voda a jej pdda a jej rastl. a zivo¢. ako
zmeny klimy kvalita kvalita kvalita indikétory kvality
v systéme ZP v systéme ZP v systéme ZP
makrosvet
planetdarna — subkontinenty, resp. celd Zem
/ regionistickd — niekol’ko 100 km? aZ niekol’ko
1000 km®
CASOPRIESTOROVA |planéta Zem
DIMENZIA chorickd —niekol'ko km?” aZ niekol’ko

mikrosvet

100km>

topickd — m* az 1 km’

\

]

/

PODNETY PRE MOTIVACIU A TEXTY SLOVNYCH ULOH V MATEMATIKE

|

MATEMATIKA A INFORMATIKA

AKO PROSTRIEDKY SPRACOVANIA INFORMACII
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PIna integracia uciva v 3kole predpoklada rozpracovat obsah uciva v 3kole tak, aby
celorocna téma skoly a vybrané podtémy umoznovali ucitelom vo vsetkych rocnikoch a
predmetoch vyuzit nové vedomosti na rozvoj osobnosti Ziaka. Celorotna téma je stano-
vena na zjednocujicom pojme, napriklad v 7. rogniku ZS téma Clovek — siiéast’ prirody
skima vzgomné zavislosti okolo nas a v nas, ( ako nam urcité vedomosti pomahgl
chapat’ svet). Ma organizujUci aspekt: cesty — slvislosti, poznanie a ochrana zivotného
prostredia. Ma logické zdovodnenie: vSetko so vsetkym shvisi. Minulost, pritomnost,
budlcnost s pojaté dynamicky. Vedomosti idl spolu s uvedomenim si seba samého.

Prirodu a loveka v ngf mdZzeme skimat' vo vy&ich rotnikoch ZS g v integracii
poznaniaVv ramci prirodného prostredia:

Schéma ¢&. 4. Priklad celoroénej témy realizovanej na cvi¢nej ZS

Q lovek - sudast’ prirodD
Dary prirody / \ Chystame sa

relaxovat’

Clovek a jeho Pod’'me spolu
potreby poznavat prirodu
Cas pokoja -
Vianoce Prebudzanie prirody

Takyto ramcovy plan Skoly umoznuje v jednotlivych roCnikoch na kazdy tyzden vo
vSetkych predmetoch spracovat vyucovaci obsah tak, aby texty Gloh a badatel'ské prace
spolu s pojmami preberanymi podl'a ucebnych osnov sa stali pre ziakov zmysluplné.
Téato nelahka Gloha v matematike predpoklada, Ze ucitelia sl dostatotne oboznameni
s obsahom uciva matematiky v jednotlivych rocnikoch Skoly. Pozngj( logické sivislosti
medzi jednotlivymi zlozkami daného budovaného pojmu a tiez poznaju obsah uciva
ostatnych predmetov vyugovanych na ZS. L ahdie sajej zmocnia &udenti 1. stupiia ZS.

Pri tvorbe podtém sme v priprave utite'stva matematiky pre ZS volili integrujce
uCivo mesiaca a tyzdna matematiku, slovensky jazyk, zemepis a prirodopis. Zostavili
sme kl'iCove pojmy, fakty a zrucnosti jednotlivych predmetov, ktoré si ma ziak v plnom
rozsahu osvojit naveku primerane Grovni. V 7. roéniku ZSv teme,, Prebldzanie prirody*
bol na vybrany ¢lovek na potulkéch Amerikou. Tému mesiaca sme rozdelili do Styroch
tyzdiov: 1. Zivot je mozaika, 2. Hl'adame stredy, 3. Osi v nas amimo nas, 4. Lietianas
anie sl lekari.
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Zaver

Uplna integracia ugiva umoziuje ugitelom pri praci v predmetovej komisii objavit
znatné Casove rezervy v utebnom plane. Ponlka g vyuZitie metdd a postupov nacviku
socidlnych zrucnosti a prace v skupine, ktoré st pripravou na skupinovi pracu a uplat-
nenie ziakov v budicom pracovnom procese. Tato forma spoluprace obohacuje efekt
vyucovania tym, ze mnohé poznatky s Ziaci osvojuju a upeviuji vzgomnou komuni-
kaciou. V matematike je tato integracia prinosom predovsetkym pri tvorbe motivatného
ramca vyucovace] hodiny apri tvorbe textov slovnych Gloh z prostredia, ktoré je Ziakom
zname a veku primerané. Pracovna dielha bola zamerana na nacvik tvorby pojmovych
map a slovnych Uloh s vyuzitim medzipredmetovych javov. Z jg zaverov vyplynulo, Ze
za ngjrealizovatelngi8i postup v beznom Skolskom prostredi pri vol'be aktivit spristup-
nujucich matematické ucivo povazujeme v siCasnosti postup, v ktorom je integrované
vyucovanie vyznamnym doplnkom, umoznujlcim syntézu nadobudnutych poznatkov
o aplikéacii uCivav praxi, ale nie je len jedinou formou vyucovania.
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Prispévek k rozvoji funkéniho my3deni studentu

Petr Eisenmann?

Tento prispévek si klade zacil poskytnout material, ktery mtize ve vyuce matematiky
slouzit k motivaci, ilustraci i hlubSimu porozumeéni zakladnim pojmiim aidejim diferen-
cidniho aintegralniho poctu arozvoji funkéniho myseni. Podnétem k sestaveni tohoto
celku bylazminka o kresleni aiinterpretaci grafli redlnych funkci ve [ Schmidt 1993].

1pF UJEP, Usti nad Labem, eisenmannp@pf.ujep.cz
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Vychozi situaci je naplhovani naédoby tekutinou. Na Gvod uvazujme téleso tvaru
rotacniho valce s polomérem podstavy R a vyskou H. Nechme do této nadoby shora
pritékat konstantnim pFitokem () kapalinu a ptejme se: Jak vypada zavid ost viysky hladiny
na Case?

Obr.1

Im
=
>

:

1
'
1
___}__.____
|
[
'

Je zigimé, Ze se jedna o linearni funkci (viz obr. 1), jgiz graf prochazi poCatkem
soustavy soufadnic. Necht se valec naplni zaCas ¢ do vysky h. Objem V' (k) této Casti je
zfgimeé roven

V(h) = nR*h = QL.

Z téeto rovnice ziskavame hledanou linearni funkci

Q
h(t) = — -t
*) TR
ktera splfiuje jak uvedenou pocatecni podminku A (0)= 0, tak i fakt, Zze v Case naplnéni

celého valce

T TR*H
Q
plati
h(T)=H.

Za pozornost stoji, Ze podil objemového pritoku @) a obsahu kolmého priifezu ~R?
vyjadruje rychlost zvySovani hladiny, ktera je v tomto pfipadé konstantni. DefiniCnim
oborem funkce h(t) je uzavieny interval (0,7"), oborem hodnot uzavieny interval (0,H).

Z metodického hlediska méa vyznam nechat studenty nakreslit do jednoho souradni-
cového systému obrazky grafti funkci .(¢) pro dvavalceligici sejednim parametrem (viz
obr. 2).
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Obr.2

h
A
[H
0 T T, t
H.Ry H.R, H.R H,.R

Obratme nyni pozornost k rotaénimu kuzeli (viz obr. 3). Jak bude zde vypadat priibéh
naplnovani? Jaka elementarni funkce jg bude popisovat?

/]

A
T
Hp /

h
0 T To t

Obr.3

Zfgime plati
v = Letem b= e (1 BY 2 LB s
— 3" —3"\""'H 3"
Z rovnosti
V(h)=Q-t
dostavame hledanou funkci
. [3H2Q)
h(t) = -1
( ) 7TR2

vyjadrujici zavidost vysky hladiny h naCase t. Zfggmé i ona vyhovuje okrajovym pod-
minkam ~(0) = 0ah(T) = H, kde doba naplnéni je

TR*H
3Q0
Podle ocekavani jeto funkce rostouci. Nemél o by nas prekvapit ani to, ze je konkavni
- kuzel takto napicku postaveny se prece srostouci vyskou rozsifuje ahladinatedy bude

T:
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stoupat stdle pomalgji. Takové Uvahy mohou pozitivné prispivat k rozvoji funkéniho
my3leni a studenti by méli mit moznost je ve vyuce provadét.

Zastavme se nyni na okamzik u chovani této funkce v okoli poCatku. Jakou teCnu
mafunkce h(t) v tomto bodé zprava? Z obrazku 3 je ziggmé, ze ji je svisla osa h. Ano,
vzdyt korektné feCeno, plati 4/, (0) = oo. Tuto Gvahu |ze vyuZit ve vyuce k propedeutice
infinitezimalniho pocCtu. Nevlastni derivace funkce h(t) v okoli poCatku prece odpovida
tomu, Ze rychlost zvySovani hladiny je v ,, nekonetné malé Spicce” kuzele nekonetné
velka.

| zde Ize opét kredlit do jednoho systemu obrazky grafti funkci A () pro riizné kuzely,
komoly kuzel, valec a,, vepsany kuzel“ atd.

Ctenar U jisté citi, Ze &as nazral pro obecné Feseni celého problému.

Necht tedy je r(h) spojitéa funkce definovana na uzavieném intervalu (0,H ), ktera
jenaintervalu (0, H) kladna Nazyvejme ji nadée tvarovou funkci. Rotaci grafu této
funkce kolem osy nezavisle proménné h vznikne rotacni téleso s objemem Q7" avyskou
H (viz obr. 4).

Obr.4 r(h) +

Dojde-li pfi naplhovani tohoto télesa konstantnim pfitokem kapaliny () ve vysce h
za elementarni Cas dt k elementarnimu prirtistku objemu Qdt (viz obr. 5), je mozné jej
aproximovat objemem elementarniho valecku o poloméru r(h) avysce dh.

Obr.5

7 r

r(h)

Z rovnice Qdt = mr?(h)dh(1) dostavame diferencialni rovnici
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dh Q
dt  wri(h)’ D)
jgfimz jednim partikularnim feSenim je hledana funkce K (t), kterou budeme nazyvat
vyskova naplnovaci funkce. K ni inverzni funkci na intervalu (0,H) je tzv. Casova
napliovaci funkcet(h), kterd udava, zajaky Cas se téleso naplni do vy3ky h.
Ctenar s mlize sam vyzkouget, Ze diferencialni rovnice (1) vede u jiz elementarnim
zplisobem vyteseného valce a kuzele ke spravnym vysledklim.
Jaké vlastnosti ma naplnovaci funkce obecné? Vzhledem k tomu, Ze se jedna
0 navzgem inverzni funkce, budeme se nadale vyjadrovat napfiklad pouze o vyskovée
naplnovaci funkci A (t).
Za prvé Funkce h (t) je diferencovatelna, tedy i spojita.

Obr.7 r(h)

Tento zavér plyne ze spojitosti funkce na pravé strané rovnice (1) atedy i spojitosti
funkce /' (t). Podivejme se v této souvidosti natéleso z obrazku 7. Tvarovafunkce r(h)
je pro studenty cennym prikladem neelementarni funkce

r(h) :E.;% proh € (0, Hy),
Hy
r(h) = R, proh € (Hy, H).

Téleso samo je sozeno z kuzele o vySce H; anang navazujiciho valce o poloméru
R. Z hlediskarozvoje funk&niho my3deni bude prinosné, zkusi-li studenti odhadnout tvar
naplinovaci funkce jesté pred vypoctem. | funkce h(t) bude ziggmé ,dozend' z jiz vyse
urcené naplnovaci funkce pro samotny kuzel avalec. Vzhledem k tomu, Zev Case naplnéni
kuzele T je hladina ve vysce Hi, je tfeba umistit poCatek grafu linearni naplhovaci
funkce pro navazujici valec do bodu [T}, H;]. Funkce h(t) bude rovnéz neelementarni,
ae diferencovatelna nacelém intervalu (0, H) (viz obr. 8).
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[3H2Q
h(t) = —3 -t prot € (0,71),
Q 7TR2H1
h<t) :H1+7TR2<t_ 3@ )7 prOtE <T17T>7
kde
’H H 2(H-H
T1:7TR 1 a T:ﬂ'R 1+7TR( 1).
3Q 3Q Q
Obr.8

e |

Bude uziteCné, ovéfi-li s studenti, Ze funkce h(t) splfuje opravdu v3e, co od ni
oCekavame. Plati:

h(0) =0, h(Ty) = Hy , h(T) = H , lim h(t) = Hy.

Rovnost

Q
T R?
dale potvrzuje skuteCnost obsazenou v rovnici (1), Ze totiz derivace vy3koveé naplnovaci
funkce h(t) (rychlost pribyvani hladiny) zavisi pouze na poloméru télesa v dané vysce
r(h), tedy moznaprekvapivé zjisténi, Ze kruhovahladinadaného poloméru pfibyvastejné
rychle v télesech libovolnych tvarll. Taz rovnost vyjadfujici diferencovatelnost funkce
h(t) v bodé T} splfiuje naSe ocekavani: Pfi spojité zméné poloméru sei rychlost zvySovani
hladiny meéni spojite.

Zadruhé& Funkce h(t) jerostouci. Plynetoz ndzorui zrovnice (1), jgiz pravastrana
jenaintervalu (0, H ) vé&tsi nez nula. Derivace vySkové naplhovaci funkce h(t) je tedy
naintervalu (0,7") kladnadafunkce h(t) rostouci.

W (Ty) =h.(Th) =
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Treti a Ctvrty zavér Ize vyvodit z rovnice

2h 20 1 dr

dt? 72 r5(h) dh’
kterou obdrZime po zderivovani rovnice (1) podle Casu. Protoze znaménko 2. deri-
vace vyskové naplhovaci funkce podle Casu ovliviuje pouze znaménko derivace tvarove
funkce podle vysky, |ze vyslovit nasledujici tvrzeni.

Je-li tvarova funkce r(h) rostouci (resp. klesajici), je vyskova naplnovaci funkce h(t)
konkavni (resp. konvexnt).

Tato vétaje v souladu s naSim otekavanim. JestliZze se téleso pfi naplfovani rozsifuje
(r(h) je rostouci), rychlost zvySovani hladiny se zmensuje (h(t) je konkavni). Jestlize
se naopak se zvy3ujici hladinou téleso zuzuje (klesgjici r(h)), bude hladina stoupat stale
rychlgji (konvexni h(t)).

Primym dlisledkem této véty je dalSi tvrzeni:

Ma-li tvarova funkce r (h) ve vysce h, lokalni extrém, ma Casova napliovaci funkce
t (h) v této vysce hy inflexni bod.

Nakreslete si v této souvislosti graf vyskové naplhovaci funkce h(t) u prostfednich
dvou téles z obrazku 9!

Obr.9

Ctvefice pravé uvedenych vé& nam umoziuje bez potiZi natrtnout obrazky grafil
naplovacich funkci u rliznych téles. Dovedete je nakredlit pro vsechna télesa z obrazku
9?

Pro rozvoj funkéniho my3leni studenttl bude prinosné, budeme-li postupovat i opacné,
tj. naCrtneme-li tvar téles, kterda maji naplhovaci funkce tvaru zachyceného napf. na
obrazku 10.
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Obr.10

|H/2

0 TI2 T % o =

Lzejisté vyvodit &i z obrazkl grafli vypozorovat celou fadu dalSich souvislosti mezi
vlastnostmi tvarovéfunkcer(h) achovanim napliovacich funkci i (t) at(h). Je napriklad
patrné, ze symetrickatélesa podle roviny kolmeé narotacni osu maji stfedoveé soumérnou
naplhovaci funkci.

Zavérem chci vyjadrit presvédCeni, Ze prezentace uvedeného problému ve vyuce
mUiZe prispét k motivaci ¢i hlubSimu pochopeni pojmii funkce, inver zni funkce, konvexni
a konkavni funkce, spojitost a diferencovatelnost funkce, lokalni extrém, parametricky

intuitivni kresleni obrazkli grafti navzajem si odpovidajicich naplifiovacich a tvarovych
funkci az po vytvareni a dokazovani hypotéz u zavérem zminéného (a jisté ne jedinec-
ného) zobecnéni. Navic mlize pozitivné poslouzit rozvoji funkéniho myseni studentu.

Literatura

Schmidt, G. : Kommt das auch in der Arbeit dran?, Der Mathematikunterricht 39 (1993),
10-28

Projekty v hodinach matematiky (6.-9. roénik 2S)

Miroslav Hricz!

NaDvadny s didaktikou matematiky 2003 jsem pfipravil dilnu ,, Projekty v hodinach
matematiky*.

V ramci vyuky matematiky se snazim maximal né vyuZzit zakovskou aktivitu, tvorivost
| schopnost pracovat samostatné €i spolupracovat ve skupiné. To umoznujem;. projektova
metoda. Zakovsky projekt dle [6]:

178U Santodky 1, Praha 5, www.santoska.cz, miroslav.hricz@santoska.cz, miroslav.hricz@centrum.cz
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e je Cast uCiva, jgiz osvojeni sméfuje k dosazeni urcitého cile

e Se vyznaCuje otevienosti v procesu uceni

e je sestaven tak, ze program uceni neni pred provadenim projektu do vSech jednotlivosti
pevne stanoven, takze zaci nemohou projektem projit jako fixnim a shora danym

e vznika aje realizovan na zakl adé zakovské odpoveédnosti

e souvisi s mimoskolni skute¢nosti, vychazi z prozitku zaki

e vede ke konkrétnim vysledktim.

1. Projekt ,, Slovni Glohy*

Slovni Ulohy provazi zaky druhého stupné zakladni Skoly ve vyucovani velmi Casto.
Nachazeji je jednak v hodinach matematiky, ale téz v jinych vyucovacich predmétech.
Prestoze mnohé tyto Ulohy spojuji bézny Zivot s tim Skolnim, byvaji pro zaky velmi
obtizné. Casto uz jen skutecnost, ze zak ma fesit slovni Ulohu, miize byt stresujici a
pricinou nelispéchu. Toto bylavychodiska pro pripravu projektu ,, Slovni tlohy* pro zaky
7. tfidy v roce 2002. Podobny projekt byl realizovan jiz v lednu 2001 aje popsan v [8].

Cilem projektu je procviCeni poCetnich operaci, které zaci jiz zngji, ale také prope-
deutikauCiva8. rocniku —slovni Glohy fesenérovnici. Projekt byl volen jako dlouhodoby
(zacatek dubna— pilotni Gloha, v pribéhu kvétna — realizace dalSich Uloh). ReSeni byla
pouzitai v 8. rocniku pfi vyuce kapitoly , slovni Glohy feSené rovnici“. Vhodné Ulohy
jsem vybiral z dostupné literatury, uCebnic a pracovnich seSitll. Projekt byl zadavan
jako uzavreny. Ulohy oviem umozihovaly zakovskou tvorivost amoznost vytvaret riizné
interpretace FeSeni.

Pilotni UlohabylafeSena zaky jednotlive, dalSi Cast projektu fesili zaci ve skupinkéach.
Byl pfipraven nasledujici harmonogram realizace:

e zaCatek dubna— pilotni Uloha, FeSena jednotlive
e kvéten —feSeni ve skupinach, sada prvnich Ctyf Gloh
—dal§i Glohy, dle vybéru zaki
o prezentace vysledk{l — pred tfidou, argumentace jednotlivych skupin
e k vysledklim projektu se vratime v 8. rocniku

Realizace projektu probihala ve Skole v péti vyuCovacich hodinach matematiky.
Predpokladem bylo, ze se zaci nékterymi Glohami budou zabyvat i doma (mimo Skolu).
Pilotni Uloha byla zadana Gstné celé tfidé a Z&ci se nad feSenim zamy3Sleli samostatneé.
Dalsi Glohy uz fesili ve skupinkach.

V Utery 2. dubna 2002 jsem zadal nasledujici pilotni Glohu: Ve skladu bylo v pondéli
rano 25. biezna 2850 beden zbozi. Zboz se ze skladu vydava nejpozdgi ve 13 hodin.
Zasoby se pravidelné doplnuji vzdy v (tery a ve Ctvrtek ve 14 hodin. Kolik beden bude ve
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skladu dnes ((tery 2. dubna) v 16 hodin? WpoCitej priimérny denni stav zasob ve skladu
ve 13 hodin. Znazorni pomoci vhodného diagramu.

Zaci nejprve chvili nechapavé kroutili hlavou, ale pak se pustili do FeZeni. Reili
samostatné. Jegjich odpovedi na prvni otazku by se daly rozdélit do dvou skupin. Jedni
fikali, Zze takovy nesmys nelze vlibec fesit, druzi prichazeli s konkrétnimi vysiedky.
ObcCas se objevili formulace ,kdyby pfivezli/odvezli urCity poCet, pak...“ VSe jsme
zapisovali natabuli. Trvalo asi 10 minut, nez nékdo fekl, ze je malo informaci. Pfipustil
jsem, Zejeto pravda. DalSi informace jsem byl ochoten poskytnout pouze jako odpoved
na konkrétni dotaz. To uz nebyl problém. Do konce hodiny bylo zadani na svété. Z&ci
dostali za Ukol feSit doma. Za tyden jsme v hodiné matematiky vénovali feSenim asi
10 minut. Vybrana feSeni byla vystavena na nasténkach.

ReSeni dal&ich Gloh probihalo v kvétnu. Byla zdliraznéna dillezitost my&enkovych
pochodtl aschopnosti vysvétlit je. Mimoradné nebyl kladen diiraz nazapis. Zaci pracovali
v maximalneé Ctyfclennych skupinkach. Rozdéleni do skupin nebylo nijak ovlivhovano
Ctyrclennych skupin. Vzhledem k Casovym moznostem jsme vénovali feSeni Gloh 3 vy-
ucovaci hodiny. Proto se na nékteré tlohy nedostalo.

Prvni hodinu dostali Zaci list 1 se ¢tyfmi Ulohami. DalSi hodinu dostali zbyvajici
3 listy (celkove 15 tloh). Nabizim strucny komentar k nékterym feSenim.

Orac s konskym povozem zora pole za Sest dni. Traktorista zora totéz pole za dva
dny.
a) Jaky zlomek pole zora oraC zajeden den?
b) Jaky zlomek pole zoratraktorista za jeden den?
c) Jak velkou Cast pole zorgji oba dva za jeden den?
d) Zajak dlouho zorgji cel€é pole, jestlize budou orat souCasné?
ReSeni a), b), ) pro v&tsinu zakl nebyl véts problem. Vyhodou byla prace ve

skupinkéach. Vzdy byli schopni vysvétlit si aobhgjit svareSeni. Nekteri Zzaci méli problém
s ulohou d). Po vysvétleni jedné ze skupin pochopili, ze |ze vyjit z vysledku Ulohy c).

Ondra a Honza se pfi prazdninovém pobytu na chaté rozhodli, Ze ptijdou do kina.
Chata, v niz je ubytovan Ondra, je 2 km od kina, Honza bydli v chaté 3,5 km od
kina. ProtoZze Ondra makino bliz, vySel o 20 minut pozdgji nez Honza. V zda enost
uSel Ondra za 20 minut. Obadorazili ke kinu soucasné.

a) Ktery z kamaradt el rychlgji?
b) Jakou rychlosti Sel Honza?

Tato Ulohabylapro zaky komplikovangjsi. Jako matouci se ukazal tdaj 20 minut, coz
vedlo Casto k odpovédi a): ,Honzai Ondra di stejné rychle* nebo ,,Honza Sel rychlgji,
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protoze usel delSi vzda enost za stejnou dobu jako Ondra kratSi vzdalenost” . Pouze jedna
skupina méla spravné feSeni s jednoduchym zapisem:

Honza...... 3,5 km za 40 minut
Ondra...2 km za20 minut ... 1km za 10 minut

Honza by musel ujit vzdalenost za 35 minut, usel ji za 40 minut. Proto &l Ondra
rychlgi.

Nadoba s vodou méla hmotnost 11 kg. Po odliti poloviny mnozstvi vody byla jgi
hmotnost 6 kg. Vypoctéte hmotnost prazdné nadoby.

ReZeni Glohy bylo témé&F bezproblémové, Pouze jedna skupina vznesla pfipominku,
Ze 6 kg neni polovinaz 11 kg.

Vasek mav prasatku 46 minci s hodnotami 2 K€ a5 K¢. Celkem v ném méa 149 KC.
Kolik kterych minci ma?

Véramav kasi¢ce 17 minci shodnotami 2 K¢ a5 K&. Kolik kterych minci v ni miize
mit, jestlize vime, Ze v ni neni vice nez 58 KE?

Tyto dve Ulohy zaci Casto FeSili zkusmo, vetSina z nich zapisovala tdaje do tabulky.

Trida, ve které byl projekt realizovan, je v matematice spiSe podprimérna (pfisla na
2. stupen do 6. rocniku jako sloucend, z plivodnich dvou patych tfid odeSlo mnoho déti
na gymnazium, tato skutecnost ovliviuje i kvalitu znalosti a schopnosti Zakll). Realizaci
projektu zaky i vysledky, ke kterym dochazeli (byt se na nékteré Glohy nedostalo),
hodnotim jako Gsp&nou. Zaci pochopili, Zeje dobré hledat souvislosti mezi jednotlivymi
Ulohami aze tlohy nemusi byt vzdy fazeny podlenarocnosti. Takési opét potvrdili tezi, ze
po skonceni projektu z odpoveédi zaki v jednoduchém dotazniku. Nékteré casti projektu
budu pristé modifikovat (predpokladam realizaci tohoto projektu i v roce 2003/04 — opét
v 7. roéniku). Napriklad bych omezil pocet dotazil pii ziskavani informaci v pilotni Gloze,
Vv prospéchove dlabé tfidé jsem to zamérné neudéal. Vice bych urCoval, které Glohy se
budou fesit, zvysil poCet skupin (dvojice, trojice), mozna zaradil nékteré slozitgSi Glohy.

2. Projekt ,ZOH Salt Lake City 2002*

Soucasti uCivamatematiky jei kapitola Statistika. UCitelé seji Casto obavai, ,,oduci”
ji jen formané. A pritom se déti se statistikou, zpracovavanim dat, tabulkami, grafy
apod. setkavaji temé&f denné. Mimo jiné ve sportu. Cilem projektu, ktery spojuje vyuku
matematiky a zajem déti o sport, je zpracovani dat, ale t&Z upevnéni schopnosti zaku
spolupracovat ve skupinach, diskutovat, prosadit svlj nazor, pristupovat nakompromisy,
uznat chybu, prezentovat své mySenky, vysledky své prace apod. V roce 2002 jg Fesili
z&ci dvou paralelnich tfid 8. roCniku. Zajimavé bylo i srovnani prace v obou tfidach.
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Projekt byl volen jako dlouhodoby, zaCinal v lednu, dale probiha po dobu trvani
olympiady (8.2—25.2.) i po jegjim skonCeni. Realizovan byl ve vyucovani (v hodinach
matematiky, rodinné a vytvarné vychovy) i mimo ng. K pfipravé tohoto projektu mne
vedly dvé skutetnosti. Prvni je kapitola Statistika v u€ivu 8. roéniku ZS adruhy je konani
Zimnich olympijskych her v Salt Lake City. Projekt zaCinal diskusi, pokracoval feSenim
pilotni Glohy a skupinovou praci (Ulohy ze Sady 1 a Sady 2). Ulohy byly zadany jako
uzavieng, presto byla moznatvoriva prace zakl. Harmonogram realizace a zadani (Sada
1 a2) projektu je popsan v [9].

Realizace projektu ,ZOH Salt Lake City* zacala v lednu 2002 diskusi o vztahu
sportu a matematiky, ktera trvala jednu vyucovaci hodinu. 8. Gnora 2002 pokracovala
otazkou ,Cim je vyznamny dnesni den?. Diskutovalo se opét temé&' celou hodinu,
pficemz padlo i slovo statistika. V zavéru diskuse bylo hlasovanim rozhodnuto, zZe tfidy
budou zpracovavat pouze hokejovy turng (v obou tfidach zcela jednoznaCny vysedek
hlasovani). Na nasledujicich teméf 20 dni byl uloZzen Ukol sbirat informace, sledovat
zapasy ainformace. 25. Unora (prvni hodina matematiky po skonceni olympijskych her)
byla zadana pilotni Uloha:

Ve stiedu 20. (inora 2002 ukoncili naSi hokejisté své plisobeni naZOH 2002 prohrou
s Ruskem. Jediny gol zapasu padl v jeho 25.minuté (bylo odehrano 24:48). Jaka
Cast zapasu byla odehrana ve chvili, kdy padl gol? Jaka Cast zapasu zbyvalado jeho
konce?

Pilotni Uloha predpokladala rliznorodost zakovskych feSeni atento predpoklad se téz
naplnil. Milym prekvapenim bylo, ze zaky tato rliznorodost nijak nevyvedla z miry a
vedlak diskusi o tom, jak jednotlivé skupiny postupovaly.

Nadalsi hodiné vénované projektu (cca 20 minut) byly zadany Glohy ze Sady 1. Tyto
tlohy zaci fesili ve skupinach, kterée si sami vytvorili. Nebylo stanoveno zadne omezeni
pro jgjich sestaveni. Po tydnu obdrzeli zaci Ulohy Sady 2.

Po skonCeni prace a odevzdani praci jsme se vréatili k projektu asi po mésici. V ho-
diné rodinné vychovy Zaci diskutovali o0 moznostech vyuZiti zjisténych a zpracovanych
informaci. Obeé tfidy se rozhodli pro transparent zachycujici tyto informace a vyvéseny
na chodbé. V jedné tfidé byly vytvofeny dvé skupiny, druha tfida pracovala jako jedna
skupina.

Projektu bylo vénovano 5 hodin matematiky (2 hodiny diskusni, 1 hodinu feSeni
pilotni Gloha, 2 hodiny — ¢asti, diskuse, prezentace dil&ich vysledkll), 2 hodiny rodinné
vychovy a2 hodiny vytvarné vychovy. Vysledky prezentovali zaci spoluzakiim z jinych
skupin a zpracované informace pak vyvesili na chodbu. 1.€ast prvni Glohy projektu byla
zadana hned po skonceni olympiady, za tyden sada 1, za dalSi tyden sada 2. Projekt byl
Usp&Sny a kapitolu Statistika nikdo z zak{ nepovazuje za nudnou.

Pilotni Uloha byla FeSena ve skupinach. Zaci ji ¥esili rliznymi zplisoby — pouZili
procenta, zlomky & desetinna &isla. Zaci ostatnim sdélovali své postupy a sami dodli
k zaveéru, Zze néktera feSeni jsou stgjnd, jen jinak vyjadiena.
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Ulohy Sady 1 byly feSeny ve skupinach, pro jejichz vytvoreni nebylastanovenazadna
omezeni. Ulohy Sady 2 byly feSeny v maximalné Ctyfclennych skupinach — jednotlivé
skupiny mohly spolupracovat. Zaroven bylo dovoleno ménit sloZeni skupin. Spoluprace
skupin byla Zadouci a vyhodna. Nebylo v silach jednoho Zéka sesbirat vSechny potfebné
podklady pro vyreSeni tloh .

Prvni tfida (fikegjme i tfeba 8. D) vytvorila pro zavérecné zpracovani jednu skupinu.
Vybirali materidly pokud mozno od co nejvice zakll, vystavili i méné podafené prace.
Nutno podotknout, Ze zaci si praci rozdéili a opravdu velice dobfe spolupracovali.
SpoleCné pak vyvesili vytvoreny transparent na nasténku na chodbé Skoly.

Ve druhé tfidé (fikggme ji 8. E) byl patrny rozdil v praci skupin. Tato tfida vytvorila
v zavéretneé fazi projektu 2 skupiny. Prvni skupina kladla diraz (zejména chlapci) na
Uhlednégrafy adigramy, vétSinou zpracované napocitaCi. Nekteri chlapci méli sklon praci
pouze dirigovat afidit (vystfihni, nalep, dokresli apod.). Zbylym ¢lenlim skupiny se to
vSak nelibiloapriméli jek aktivng Si spolupraci. Nachodbé vsak transparent pfipevhovala
jen Cast skupiny. Druhaskupinavybralanaopak vice obrazki nez informatnich materialt,
vice v&ak zvazovali rlizné varianty a vyslechli nazor kazdého z ¢lenll. Spoletné pak
vyvesili vysledek své prace.

Z diskuse se 2aky o souvislostech sportu amatematiky je patrné, Ze déti vnimaji statis-
tiku jako soucast Zivota (statistika zapastl, statistické zpracovani voleb apod.). V hodinach
matematiky se s timto pojmem zatim nesetkali. Statistické zpracovani (tabulky, grafy,
diagramy) zngji od 6. tfidy, kdy se spolecné potkavame v hodinach matematiky. Pojmy
statistické Setfeni, statisticky soubor, rozsah souboru, modus, median jsem nevysvétlil
ja, ale zaci s jgich vysvétleni vyhledali sami. Nékteri hledali nainternetu, v encyklope-
diich, vSechny pojmy sevsak daly nalézt v ucebnici Matematika s Betkou 3 pro 8. rocnik
zakladni gkoly. Zaci zpotatku ugebnici nepouZili, protoze , nepredpokladali, Ze by tam
toto vysvétleni nasli“.

M oje plisobeni (role ucitele) bylo nasledujici. Do diskuse natéma Sport amatematika
jsem priliSnezasahoval, vSechny diskusni prispévky byly vécné. Do diskuse 8. Unorajsem
vstoupil nékolika otazkami ,,Cim je vyznamny dne3ni den? , Bylo by mozné pripravit
projekt, ktery by spojoval ZOH a matematiku (resp. statistiku)?* V zaveéru diskuse zaci
obou tfid hlasovanim rozhodli, Zze budou zpracovavat pouze hokeovy turng. Pripravil
jsem Ulohy Sady 1 a sady 2 a 25. Gnora jsem zadal pilotni Ulohu. Pfi praci skupin byl
ucitel spiSe v pozadi.

Pri realizaci projektu jsem spolupracoval sedvémakolegynémi. Jasamjsem vyucoval
matematice v obou tfidach a rodinné vychové v jedné z nich (8. E — 23 zakll). Jedna
z kolegyn vyucovala rodinné vychové v druhé tfidé (8. D — 21 7ak{) a druha vytvarné
vychove v obou tfidach. Jednal o se o kolegyné, se kterymi jsem spolupracoval i v oblasti
zajmové mimozkolni &innosti (3kolni KLUB SANTOSK A — odpoledni &nnost, sportovni
turnaje, védomostni soutéze, vikendove a letni pobyty —www.sweb.cz/santoska.klub).

Cilem projektu bylo upevnit schopnost zakt spol upracovat ve skupinach, prosadit svUj
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nazor, pfistupovat na kompromisy, prezentovat své mySenky a vysledky své prace. To
se, myslim, podafilo. Je mozné pozorovat rozdily v praci tfid nebo i skupin v jedné tfide.
Ty byly patrné zefménav zavéreCné fazi realizace pfi prezentaci. Mé celkové hodnoceni
prace zakl bylo pochvalné. Je obdivuhodné, kolik volného ¢asu a energie nékteri Zaci
vénovali sbirani, tfidéni azpracovavani materialll. | sami zaci byli svysedkem svéprace,
ktery stéle visi na chodbé nasi skoly, velmi spokojeni.
3. Zji%'ovani nazor (1 spoluzak

Z&ci 9. tfidy v hoding rodinné vychovy pri diskusi na téma Rodina navrhli vytvorit
dotaznik, zadat j&j zaklim 8. t¥id, poté vyhodnotit avysledky zpracovat. Tvorbadotazniku
byla narocna, padlo mnoho navrhi, probihala vymeéna nazorll. Ucitel byl spise v roli
pozorovatele. Nakonec se zaci shodli natéto verzi. Paralelni tfida v rocniku pfipravila

dotaznik na téma Drogy. O prlibéhu a vysledku vyhodnocovani bych rad referoval na
nékterém pristim setkani ucitel i matematiky.

Rodina — dotaznik

Jsem chlapec — divka vek:

1. Pod pojmem rodina s predstavuji e manzel, manzelka

e rodi¢e(manzel, manzelka) a déti
e NEco jiného — napis co

2) Kolik mas sourozencti? | ......

3) Chces mit pritele, pritelkyni ano —ne
Pokud ano — chces snim v budoucnu Zit | ano —ne
ve spolecné domacnosti?

Pokud ano — v manzelstvi ? ano —ne

ChceS mit viastni déti ? ano — ne, pokud ano, kolik . ..
Chtél (@) bys adoptovat déti? ano — ne, pokud ano, kolik . ..
MydliS s, Ze jsou tvé naroky na part-

nera/partnerku vysoké?

Dékujeme za vyplnéni dotazniku.

Dilnase uskutetnila 14.2. az(Castnilo seji 15 zajemcll. Po predstaveni nasledujicich
projektll se rozproudila diskuse. Napriklad o tom, jak ovliviovat tvorbu skupin, kdy
zafazovat do vyuky problémove tlohy, projekty ¢i podobné metody vyuky.

Zavérem chei zdlraznit, Ze se pri realizaci projektll opét potvrdilo, Ze projektova
metoda ma své misto ve vyucovani matematice. Jedna se o motivujici a tcinnou formu
vyuky. Z&ci prokazovali schopnost spolupracovat ve skuping, dohodnout se, argumen-
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tovat, vysvétlovat své my3Senkové pochody atd. A méli velkou radost z toho, kdyz se
jim dafilo. Zaslouzili si pochvalu, nebot feSeni projektli a zpracovavani jejich vysedkl
venovali mnoho Casu i energie.
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Ulohy s nejistymi daty — nové podnéty pro védu a vyzva
pro 8kolskou matematiku?

Jan Chleboun?

Rozvo] matematického modelovani a numerickych metod vede v poslednich letech
k tomu, Ze se stale vétsi dliraz klade na posouzeni kvality matematického modelu a pi-
slusného presného i numerickéeho Feseni.

Zajima nas, jak velké nepresnosti VDG skuteCnosti se dopoustime tim, Ze ji mode-
lujeme jistym zplisobem, napf. rovnici uréitého typu a dozitosti. Studujeme vlastnosti
presného feSeni ajeho zavis ost naparametrech modelu. Zabyvame sevztahem mezi pres-
nym feSenim ajeho numerickym priblizenim, zejména chybou, kteratakovou aproximaci
vznika. Obecné se v této souvidosti hovofi o validaci (,, Pouzivame spravné rovnice?')
averifikaci (, ReSime rovnice spravné?"), viz napt. [1], [2].

Soucasti Usili o posouzeni nepresnosti ajejich zdrojli je i snaha o ucelenou anayzu
toho, jak je vysledek model ovani ovlivnén negjistotou v Udajich, které do modelu vstupuji.
Casto se vyskytuiji situace, kdy vstupni data (napf. materialove koeficienty v rovnicich,
okrgjové podminky, zatizeni g.) ngjsou znama presné, protoze jsou obtizné méfitelna,
nebo dokonce hypoteticka.

Nejisté vstupy, tj. rlizné mozné hodnoty vstupnich Udajll, se oviem projevi tim, Ze
vznikne mnozina feSeni. Tedy mnozina sestavajici z feSeni generovanych témi vstupy,
jez v ramci ngjistoty povazujeme za pripustné (mozné).

Je-li ngjistota v datech ngdpadna a zavazng, nelze pred ni zavirat oCi. V praxi Casto
pouzivanym postupem je najit feSeni aspon pro nékolik vzor kil z mnoziny pripustnych dat,
vytvorit , optimisticky” a ,, pesimisticky” scénar chovani modelu. Odpovedngsi a také
ovéem obtizngs je dlisledné propatrani mnoziny pripustnych vstupll a vyuziti dal-
Sich informaci, které o této mnoziné maéme — mohou byt znamy pravdépodobnosti Ci
vahy vstupli nebo informace podobného charakteru. V téchto souvislostech se uplat-
nuje teorie pravdépodobnosti a model ovani metodou Monte Carlo, teorie fuzzy mnozin,
Dempsterova-Shaferova teorie, pfipadné metoda nejhorSiho scénare, viz napr. [2], [3],
[4], [5].

HorSi situace nastava, kdyz je ngjistota nendpadna nebo opomijena. Napriklad v tech-
nické praxi se bézné pouzivaji tabulky, v nichz jsou jednotlivé materid ové koeficienty
(vlastnosti) vyjadreny jednim Cislem. Pfitom tato hodnota byla odvozena z méfeni (nej-
Castdi je jgjich primérem), matedy jisti (ale neuvadéni) rozptyl. Navic parametry jsou
obvykle méreny za zjednodusujicich podminek, jez seliSi od skuteCnych, slozitych pod-
minek, v nichz se materid pouziva. Podobneé v jinych oborech lidské Cinnosti, vyrazné

1prispévek vznikl pfi praci nagrantovém projektu 201/02/1058 Grantové agentury Ceské republiky.
2MU AV CR a (istav technické matematiky, Fakulta strojni CVUT, chleb@math.cas.cz
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napr. v Iekarstvi, je zvykem pocitat jen s primeéry aneptat se, jak vlastné vznikly ajakou
maji vypovidaci schopnost. V praktickych aplikacich matematiky setak Casto setkavame

Mo v

N 4

dat a zavazné diisledky z toho plynouci.

Tento rozpor zacina byt alespon v odborném svété vice pocitovan a motivuje hlubsi
studium nejistot. Zda se tedy, Ze posuzovani vlivu ngjistoty a neurcitosti ngjen ovliviuje
smér vyzkumu v matematice, jak o tom svedci zvySeny pocet publikaci natoto tema, ale
bude se muset stéat i nezbytnou sousasti odpovédného pouZivani matematickych model .
Cesta k tomuto cili vSak nebude snadna, protoze setrvacnost lidského mySeni a zaziteho
zplisobu jednani je znatna.

Autor tohoto prispévku si matné pamatuje Skolu zakladni pred tficeti a stfedni pred
pétadvaceti lety a neni si védom toho, Ze by jg kdy Skola upozornila na to, Ze svét je
plni ngjistych dat, ale Zze prfesto nemusime propadat zoufalstvi, protoze i s ngjistotami
|ze pocitat. Autor nevi, jaka je dnedni vyuka matematiky a fyziky, ale obava se, Zze v ni
vS&echna auta jezdi presné definovanou rychlosti, délnici pracuji cely den stejné usilovné
asilaptisobici nalano se soustavou kladek je znama na mnoho desetinnych mist. Nebylo
by vSak vhodné aspon nékdy zabrousit do svéta nejistych dat, do svéta, v nemz se denné
pohybujeme?

Aniz bychom usilovali o ucelenou koncepci, spokojme se s nékolika priklady pouZi-
telnymi a modifikovatelnymi ve vyuce.

Jizda méstem (metoda Monte Carlo). Na tabuli vyznatime mista A a B a spojime je
trasou s nékolika svételnymi kfizovatkami (cca deseti). Vzdaenost mezi A a B je 5 km,
coz znamena 6 minut jizdy autem (dodrzujeme predpisy), ale nakfizovatkach se miizeme
zdrZet, pokud nemame zelenou. Priijezd kfizovatkou modelujeme vrhem kostky, napt. 1,
2, 3 — zelena (zdrzeni O minut), 4, 5, 6 — Cervena (zdrzeni 1 minuta), nebo 1, 2 —
z7adné zdrzeni, 3, 4 — jedna minuta, 5, 6 — dvé minuty. Zaci mohou méstem ,, projizdét”
samostatné nebo ve dvojicich, zapisuji st zdrzeni najednotlivych kfizovatkach a spocitaji
zdrZeni celkove.

Ulohu zakon&me tim, Ze natabuli sestavime prehled celkovych zdrzeni, nakreslime
histogram a s zaky se nad nim zamyslime. Uz pred pokusem je vhodné s zaky urcit, jaké
nejkratSi a ngjdelSi zdrzeni miize nastat (metoda nejhorsiho scénare).

Na stfedni 3kole (kde se snad zaklady statistiky a pravdépodobnosti probirgji(?)) tak
mUizeme ilustrovat relativni ¢etnost a rozdéeni pravdépodobnosti a pokusit se predem
odhadnout, jaké zdrzeni bude nejCastgsi.

Sarosti Borka Savitele. Bofek ma panu Novakovi postavit dfevénou zahradni besidku,
jgjiz plocha stfecha ma mit plodny obsah 10 m?. Pan Novak souhlasil s Borkovym
projektem, ale zaroven dal ngjevo, ze za material na besidku chce zaplatit co nggméne.
Borek pripravil Ctyfi varianty a ted o nich pfemy8li. Starosti mu déla predevsim zima,
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boji se, aby besidka vydrzela zatéz snéhu aledu, ale nechce zbyteCné utracet zamaterial.
Borek si pamatuje, ze loni ngjednou nachumelilo i pll metru prachového snéhu (hustota
100 kg/m?) aZe letosi predioni se dalo tydny sankovat alyZovat, protoze starého snéhu
bylo dobrych 20 cm (hustota 400 kg/m?®) adlouho lezel. Borkovy stavebni varianty selisi
nosnosti konstrukce a ovsem i cenou: besidka z levné latoviny jisté snese 750 kg snéhu
a bude stat 1900 korun; kombinace laték a tramkl pfijde na 2500 korun a unese zatéz
o hmotnosti 1200 kg; cela besidka ze &tihlych tramk{ sice stoji 3000 korun, ale odola
1500 kg snéhu; nejdrazsi varianta, za 4600 korun, bude i nejodolngsi, neuskodi ji ani
1900 kg. Poradte Borkovi a panu Novakovi, kterou ze Ctyf variant maji postavit.

Uloha zamérné nevede k jednoznaénemu Fedeni. Vechny konstrukce snesou i tak
neobvyklou nadilku Cerstvého snéhu (500 kg), s jakou se Borek setkal loni. Borek by
vSak mél poCitat stim, Ze nastieSe se mliZze navrstvit aspon 20 cm starého snéhu (800 kg),
coz v kraji neni nijak zvl&stni acoz nejlevngjsi varianta neunese. Téz vsak nelze vyloucit,
| kdyz by to bylo vyjimeCng, ze na cca 20 cm stareho snéhu jednorazove pripadne
cca 50 cm snéhu novéeho (celkem 1300 kg), Cemuz nevyhovuje ani druha varianta.
Jesté vyjimeCng 8 situace by nastala, kdyby na stary snih dvakrat za sebou napadl
prival nového snéhu (celkem 1800 kg), to by sneslajen nejdrazsi konstrukce. Vzhledem
k malé pravdépodobnosti vyskytu takove zimy sejako vhodny kompromis mezi odol nosti
acenou jevi tfetl varianta, ale, je-li pan Novak z téch, kdo davaji prednost pocitu jistoty
pred uspokojenim z uSetfenich penéz, rad zaplati nejdrazsi variantu.

Zaci by st méli mj. uvédomit, Ze posuzovani vysledkil, které model poskytuje, se déje
prostfednictvim néjakého kritéria, v naSem pripadé je jim nosnost konstrukce, a ze do
procesu rozhodovani mohou vstupovat i téZko matematicky vyjadritelné vlivy, v nasem
piipadé osobni postoj pana Novakak riziku abnorméalniho priibéhu zimy.2

Investice (metoda ngjhorSiho scénare). Pan Novak zvazuje investici 10000 korun do
investicniho fondu. PreCetl si analyzu dlouhodobého vyhledu ziskovosti fondu, podle niz
se v pristim roce vynos odhaduje na —1% az +3%, v dalSim roce na +2% az +4%,
akonetné v tfetim roce na —1% az +6%. Pana Novaka zagjima, jak po tfech letech miize
vypadat jeho nyngsi investice za predpokladu, ze skuteCny vynos bude v odhadovanych
mezich.

Jde o modifikaci Glohy nejhorsSiho scénafe: kromeé scénare nejhorsiho (nastane v pri-
padé nejnizSich vynostl) nas zajimai scénar nejpriznivéjsi (nastane v pripadé nejvyssich
vynostl). Uloha je usnadnéna tim, Ze budouci hodnota investované &astky zavisi mo-
notonné na vynosech v jednotlivych letech, investice se zhodnocuje tim vice (méneé),
¢im vySSi (niZ3) je rocni vynos. Pro vypocitani moznych mezi budouci hodnoty dnes
investované ¢astky tedy staci pocitat jen s dolnimi a hornimi mezemi ro¢nich vynosl.

374ci, ktefi toto pochopi, by v bé&zném Zivoté méli ziskat uréitou ostraZitost V& , optimalnim variantam, o nichz hovofi
sdélovaci prostfedky, aniz by ¢tenafe informovaly o kritériu pouzitém pro stanoveni oné optimalnosti. Téma je také vhodnou
prilezitosti k pomoci €esting, totiZ boji proti logickému nesmyslu — vyrazu , nejoptimalngsi“.
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NejhorSim scénarem je kombinace —1% v prvnim roce, +2% v druhém rocea —1%
v tfetim roce. Pro pana Novaka by to znamenalo, ze z dnesni investice 10 000 korun by
po tfech letech bylo 9 997,02 korun. Nejlepsi scénar sestavaz vynostl +3%, +4% a+6%,
¢emuz odpovida vysledek 11 354,72 korun. Jelikoz odbornikovy odhady ro¢nich vynosli
nejsou doplnény dalsi informaci, je nglhorsi a ngjlepsi scénér vse, co z dostupnych dat
bezprostiedné ziskame. Pan Novak mlize uvazovat o tom, Ze pesimistické a optimistické
meze rocnich vynosll jsou méné pravdépodobné nez ,zlata stiedni cesta’, a spocitat
napr. chovani své investice pfi primérnych rocnich vynosech, ale tim do vstupnich dat
projektuje vlastni presvédceni.

Zaci by si z¥egeni tohoto typu prikladti méli odnést poznatek, Ze pfi nejistych vstupech
danych jen dolni a horni mezi, |ze aspon urcit dolni a horni mez mozného vysledku,
pficemz Gvahy avypocCty usnadiuje monotonni zavislost navstupnich datech. Také by si
méli uvédomit, Ze ke vstupnim datlim leckdy pridavame dalsi subjektivni predpoklady,
které sice mohou byt logické aspravng, avsak i tak by ve vysledné analyze vlivu nejistoty
mélo byt patrné, které zavéry byly ziskany z dat z plivodniho zdroje a které po nasi
doplnujici interpretaci.

Zaver

Problémoveé Ulohy s ngjistymi daty jsou realité blize nez Glohy s daty idealizovanymi,
tj. presnymi. ReSeni (loh snejistotami sice obvykle zaberevice Easu abyvai naroéng& na
logickémy3 eni nez feSeni standardnich slovnich Gloh, aleprinasi Zaktim novy aprakticky
vyuzitelny pohled na aplikace matematiky.

Literatura

[1] AIAA, Guide for the Verification and Validation of Computational Fluid Dynamics
Smulations. AIAA Guide G-077-1998, American Institute of Aeronautics and Astro-
nautics, Reston, VA, 1998.

[2] Ben-Haim, Y. aElishakoff, |., Convex Models of Uncertaintiesin Applied Mechanics.
Studiesin Applied Mechanics, Vol. 25, Elsevier, Amsterdam, 1990.

[3] Elishakoff, I. (ed.), Whys and Hows in Uncertainty Modelling; Probability, Fuzziness
and Anti-optimization. CISM Courses and Lectures No. 388, Springer-Verlag, Wien,
New York, 1999.

[4] HlavaCek, 1., Reliable solution of a quasilinear nonpotential elliptic problem of
a nonmonotone type with respect to the uncertainty in coefficients. Nonlinear Anal.
Theory Methods Appl., 30, 1997, 3879-3890, Proceedings of the WCNA-96.

[5] Natke, H. G. aBen-Haim, Y. (ed.), Uncertainty: Models and Measures. Mathematical
Research, Vol. 99, Akademie Verlag, Berlin, 1997.



72 D. Jirotkova, G. H. Littler: Komunikace v geometrii

[6] Roache, P. J., Verification and Validation in Computational Science and Engineering.
Hermosa, Albuquerque, 1998,

Komunikace v geometriit

Darina Jirotkova, Graham Littler?

Cil pracovni dilny

Pracovni dilna byla zaméfena na nékteré moznosti prace s geoboardem a Ctverec-
kovanym papirem? v hodinach geometrie prvniho stupné ZS s diirazem na réizné typy
komunikace. Cilem bylo ukazat nezastupitelnou roli komunikace pro rozvoj hlubsiho
porozumeéni geometrickym pojmim, vztahlm a jevlim. Byly realizovany Gtyfi aktivity,
hry, které vyzadovaly rtizné typy komunikace.

Partnefi verbani komunikace byvaji psychology nazyvani podle svych roli: komuni-
kator — autor mluvené & psanéfeti arecipient — piijemce sdéleni. Cinnost komunikatora
se nazyva kodovani a recipienta dekodovani (Mares, Kfivohlavy, 1995). My zvolime
vzhledem k charakteru tloh terminologii pouzitou v Hurtove (1991) vysilac a prijimac.

Hra navysilaCe a prijimace |. — zvukova for ma ver balni komunikace

Materidl: Kazdy UCastnik ma k dispozici jeden geoboard s deviti , hfebiky” (3x3) a
barevnou gumicku.

Scenar: Uastnici dilny pracuji ve dvojicich a sedi zady k sobg. Jeden ze dvojice vymo-
deluje pomoci gumicky libovolny obrazec (oznaéme jej A). Potom svlij obrazec Gstné
popiSe svemu partnerovi. Pritom smi volit jakékoliv prostfedky Gstni komunikace kromé
presného geometrického nazvu obrazce, pokud tento ngaky ma. Druhy partner, pfiji-
maC, podle popisu modeluje na svém geoboardu obrazec (oznaCme jg B), ktery ma byt
samoziejmé shodny s obrazcem A. Pfijimac nesmi klast Zadné otazky, miiZze pouze fici
»potfebuji vice informaci “ nebo sdélit ,mam to hotovo*. Po tomto sdéleni s partnefi
Své obrazce na geoboardech porovngji. V pripadé, Ze obrazce A a B nejsou shodné, oba
partnefi pak diskutuji o tom,

e v Cem se obrazce lisi,

Prispévek byl podporen grantem GAUK 309/2002 A PP/PedF.

2PedF UK Praha, darina.jirotkova@pedf.cuni.cz, Univ. of Derby, UK, graham.littler @msn.com

3Geoboardem rozumime desku (dfevénou, plastovou), na které jsou rozmistény , hiebiky* do tvaru &tverce napf. 3x3,
5x5 apod. tak, Ze jednotlivé hiebiky jsou miiZzovymi body Ctvercove sité. SlouZi jako pomticka pro modelovani rovinnych
geometrickych obrazcll.
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e zda dod o nékde v komunikaci k nedorozument,

e kterainstrukce vysilace byla ngednoznatna a vedla k moznosti odlisné interpretace a
e jak byla pfijimatem dekbdovana,

e Cim bylainstrukce negjednoznatna a

e jak by méla znit, aby byla jednoznacna,

e kterainstrukce vysilaCe, ackoliv bylaspravné ajednoznacné formulovana, bylachybné
dekodovana.

Partnefi si v dalSi hfe vymeni role.

K omentar: Ukolem vysilage bylo kddovani graficky znazornéného obrazce do slov. Uko-
lem pfijimaCe bylo Ustni sdéleni dekddovat. Nasledna spoletna diskuse byla vedena
témito otazkami:

Jakym zplisobem byl obrazec kodovan? Pro¢ vysilag volil dany Gtvar? Jak vnimali
obrazec, kdyz jg zrovnatvorili? Jak se zmeénilo jegjich vnimani obrazce, kdyz jg zacCali
popisovat?

V diskusi bylo zminéno nékolik zajimavych kognitivnich jevi:

1. Dvoji zplisob kbdovani obrazce — bud procesuané, nebo konceptualné

V prvnim pripadé byl rliznym zplisobem popsan postup, jak obrazec sestrojit. Napriklad
» VyznaC vlevo dole bod. Pak jdi tfi kroky nahoru a jeden doprava. Vyzna€ dalsi bod.
... Ve druhéem pripadé byl obrazec popisovan pomoci nékterych viastnosti, ato jak
globanich, napriklad ,Ma tvar domecku, ktery je na geoboardu umistén nasikmo.”
tak i analytickych, napriklad ,, Obrazec ma Ctyfi strany, dvé a dvé sousedni strany jsou
stegjné dliouhg, . .. " apod.

2. Schopnost empatie

Pri volbé zplsobu kodovani se Gcastnici v roli vysilate snazili zohlednit Groven a
schopnosti prfijimace. Volili takove prostfedky, o nichz se domnivali, ze jsou pfijimaci
srozumitelné ajemu pfiméfené. Rovnéz tak pri dekddovani obdrzengé informace v roli
prijimace zohlednovali Uroven vysilaCe a Casto s kladli otéazku ,,Jak to mohl myslet?
nikoliv ,, Jak tomu rozumim ja?*

3. Pfevaha estetického hlediska pri tvorbé obrazce
Ugastnici dilny se shodli natom, Ze pfi tvorbé obrazce je nenapadio uvaZzovat o poctu

vrcholll, pravych Ghlech & rovnobéznosti stran, ale byli vedeni pouze estetickym
hlediskem. Obrazec se jim z né&jakého diivodu libil, nebo jim pripada nétim zvlastni.

4. Zménavnimani obrazce pfi komunikaci
AZ pri spoleCnédiskusi si UCastnici uvédomili, zeteprve nutnost komunikovat o obrazci

je dovedla od globalniho vnimani obrazce k analytickemu. To znamena, ze si zacali
v&imat vlastnosti jako je napriklad pocet vrcholll, stran, pfitomnost ostrého ¢i tupého
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Uhlu, rovnobéznost ¢i kolmost stran apod. az tehdy, kdyz hledali, jak obrazec co

nejvystizngji popsat.
HranavysilaCeaprijimacell. —pisemnaformaverbalni komunikace
Material: Kazdy GCastnik ma k dispozici jeden geoboard 3x3, tetkovany papir?, Cisty
papir a psaci potreby.
Scenar; Ugastnici dilny pracuji ve dvojicich a sedi zady k sobé. Kazdy ze dvojice vy-
modeluje pomoci gumicky na geoboard , svlj“ novy obrazec — A. Potom jg pisemné
na Cisty papir popise. Pfitom smi volit jakékoliv prostfedky pisemné komunikace, tedy i
znaky, kromeé presného geometrického nazvu obrazce, pokud tento ngaky ma, a kromé
nakresleni obrazce. Pisemny popis si oba partnefi vymeni akresli podle nich obrazec na
teckovany papir — B. Zadna Gstni komunikace neni dovolena. Nakonec oba porovnaji
dvojici obrazcli — jeden vymodel ovany na geoboardu (A) a druhy nakreslen nateckova-
ném papiru (B). Jestlize s obrazce A aB neodpovidaji, diskutuji obdobnéjako v pfipadé
hry I.
Koment&r': Obapartnefi v této hfejsou ve stejnou dobu nejdiivev roli vysilaCe, apak v roli
prijimaCe. Nedostavaji tedy zadnou okamzitou zpétnou vazbu o tom, jak srozumitelny je
jgjich zplisob kodovani pro prijimace, anemohou jg tedy v priibéhu komunikace ménit Ci
upresnovat. To vede k otazce, kterabyla spolecné diskutovana. Ktera z forem komunikaci
pisemnaci Gstni, je snazsi pro vysilaCe a ktera pro prijimace.

Nasledna spolecna diskuse sméfovala k odhaleni efektivniho zplisobu pisemného
kddovani, a to k Sipkovému zapisu mrizového Utvaru na CtvereCkovaném papiru (viz
Hejny, Jirotkova, 1999). Efektivnost tohoto zapisu spoCivav tom, zetim, ze je ikonicky,
jesrozumitelny i mladSim zak{lim aneni zavisy nadorozumivacim jazyce. Tento Sipkovy
zapis je velmi vhodnou pfipravou na zavedeni soufadnic.

Hra SOVA pro skupiny —komunikace ve skupiné

Materidl: Kazdy UCastnik ma k dispozici
list CtvereCkovaného papiru sdeseti vyzna-
cenymi mfizovymi obrazci (viz obr. 1).
Scénar; Ugastnici jsou rozdéleni do dvou
skupin a hraji hru SOVA (viz Jirotkova,
2002, s. 29).

Komentar: Tato modifikace hry SOVA (oba
hraci jsou skupiny osob) jezaméfenazejmeéena
na komunikaci uvnitf skupiny. Ta se tyka
nejdrive volby objektu, a pak hledani a po-
pisu vhodnych vlastnosti obrazcti a deko-
dovani informace obdrzené od protihrace.

Obr. 1
Vice nebudeme o této hie psat, nebot mnohé bylo napsano v ¢lanku Jirotkova (2002).

4Tetkovanym papirem rozumime papir, na kterém jsou vyznateny pouze m¥izove body &tvercove sité.
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Hra SOVA pro jednotlivce — never balni komunikace

Materiadl: Kazdy UCastnik ma k dispozici kromé obrazku s deseti objekty hry SOVA
zminuléhry (obr. 1) dalSi list papiru se schématem uvedenym naobrazku 2 ase seznamem
osmi otazek. Jedna se o Uplnou strategii hry SOVA.

R 2<+ 3|<£ 4|<'1—‘
i <H

Obr. 2

Otazky:

1. Prochéazi alespon jedna osa soumeérnosti Gtvaru jeho vrcholem?

2. Ma (tvar alespon dveé uhlopficky, které jsou uvnitf Gtvaru?

3. Ma Utvar prave dve dvojice shodnych sousednich stran?

4. Jev (tvaru alespon jedna dvojice prot&Sich vnitfnich Ghl{, jejichz soucet je mensi nez
primy Ghel?

5. Jsou alespon dve strany GUtvaru na sebe kolmé?

6. Existuji v Gtvaru alespon dvé Uhlopficky, které se prekryvaji?

7. Existuje v (tvaru alespon jedna trojice vnitfnich Ghll, pro které plati, Ze soucet jgjich
velikosti je mensi nez 180°7?

8. Je obsah Gtvaru vyjadien sudym Cislem? (Jednotka obsahu je jeden CtvereCek.)

Scénar; Ugastnici dilny pracuji individualné. Do prazdnych rametk{ dopl fiuji gislattvart,
které vyhovuji bud kladné (+) nebo zaporné () odpovédi naotazku, kteraje ve schématu
uvedena Cislem.

Komentar: Nevyhodou hry SOVA pro dva hraCe je, Ze po nékolika opakovanich jedné
hry s hragi vytipuji Ucelné otazky, aty pak v kazde dalsi hfe opakuji. Aby hra slouzila
svému vzdéavacimu cili, je tfeba ngen obménovat objekty hry, ale také modifikovat
jgji formu. Zde uvedena hra je jednou moznosti. Jgi vyhodou je, Ze autor otazek, uCitel,
mUze v jednotlivych otazkach pouzit mnoha vlastnosti objektli hry a miize se zaméit
naty vlastnosti, na které z néjakého diivodu potfebuje obratit pozornost zakl. Je tieba
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dodat, Ze z hlediska komunikace ma tato forma hry nevyhodu, a to, Ze osoba, ktera
Ukol feSi, nekomunikuje verbané. Tim tato forma hry SOVA malo prispiva k rozvoji
komunikacnich dovednosti hragu.
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Prozitkem k poznani!

Michaela Kasl ova?

O vyucovani matematiky sev laické vereinosti soudi, Ze jeto pouze otazkou rozumu,
trpélivosti, pozornosti avile. Soucasnéjetato predstava pro nékteré ekvivalentem nudy a
driny. Snad i proto setak Casto volapo matematice hrou. ProC? Protoze se zapomnélo, ze
vyucovani nikdy neni oprosténo od emoci. Emoce, které vyucovani provazeji, mohou
byt ovéem i pozitivni. Jde o vyvolani takovych prozitkll, nakterych Izei dédle stavét, ato
jak v oblasti rozumové, tak emocionalni.

Experimentovani je jen jednim z nastrojll, které tato strategie vyuziva. Kooperativni
fegeni kol @I, nestandardni prostedi a netradiéni pomticky patfi k dalsim. Uskali spotiva
v tom, Ze by se mohly emoce vézat na jevy nepodstatné, nezadouci. Lze je prekonat
jednak pripravenosti, jednak vhodnou zpétnou vazbou. Nasledné ukazky by mély byt

LPrispévek byl podpoien VZ J13/98:114100004.
2PedF UK Praha, kaslovam@pedf.cuni.cz
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mimo jinéi prfikladem toho, Ze prozitkové vyucovani I ze pouzit v hodinach matematiky
s naznakem gradace i zpétné kontroly.

Namét 1

Téma: Poznavame jednotky méfeni — plosné jednotky. OdzkouSeno na Ctvrtych tfidach
a ucitelich matematiky.

Prostiedi A: Atrium u Narodniho divadla

Prostiedi B: Karlovo namesti

Prostiedi C: télocvicna skoly

Organizace: prace v Sesti¢lennych skupinach

Pomticky: poznamkovy blok atuzka

Ukoly:
A. Prace ve skupinach po 5 (6) zacich

1. Jedna skupina dostane za Ukol postavit od sebe 2 ¢leny na 10 m, ostatni diskutuji,
kontroluji, pak maji podobné jako prvni skupina postavit dvojici zakl vzdaenychl10
m od sebe, ale v rliznych smérech (ne rovnobézné s prvni).

Pozn. Diskuse o dlazbé, které Ize k odméfeni vyuzit (Ctvercova dlazdice o strané
cca 80 cm).

2. \lybrana skupina ma doplnit dvojici na Ctvefici vymezujici Ctverec o strané 10 m.
Ostatni vymezuji stejné Ctverce kdekoliv v prostoru atriatak, aby se Ctverce neprekry-
valy.

Pohyb ¢tvercli v plose — vybrany zak podle pokynii ucitele, nebo sam ucitel stojici ve
vrcholu jednoho ze ¢tvercll se pohne libovolnym smérem, ostatni ve Ctverci se musi
pohnout tak, aby zlistal Gtverec zachovan.

Podobné reaguji i dalSi skupiny (krok vpred, Ukrok stranou, krok pres Uhlopricku
dlazdice apod.)

3. Seznameni s pojmem ar.

Skupiny maji zaukol vymezit plochu 1 aru tak, aby to nebyl ctverec. Skupiny se poradi,
apak pracuje vzdy jen jedna, ostatni diskutuji o jgich préaci.

Pozn. Podle vyspélosti zakti miizeme zabrousit do historie. Ar od slovaarea, ktery mél
vyznam plocha, prazdny pozemek, nadvori, vnitfek atria.

4. UrCeni plochy. Pozorujeme plochu atria. Skupiny odhaduji celkovou plochu atria a
snazi se svilj odhad podlozit argumenty.

5. Arvesviglépoloze. Skupiny pozoruji fasady Nové scény azkuseny Narodniho divadla.
Pokouseji se nanich vymezit plochu jednoho aru atoto vymezeni jednoznacné popsat,
podlozit argumenty.

B. Prace ve dvgjicich
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1. Odhady 10 m na vy3ku, na &ifku a to v rliznych vzdalenostech. Napriklad 10 m od
stromu dél, od sochy k nam, 10 m na dome, na vézi ato jak od zeme, tak od shora

apod.
2. Odhad Sitky namésti, vysky Novomestske véze.
3. Odhad plochy Karlova nameésti.

Poznamka: Po kazdé cinnosti hledani nejlepSich odhadli a porovnani strategie pfi
urcovani odhadu. Lze pripojit i poznamky z historie o velikosti nameésti v Cechach a
ve svete.

C. Jednatlivci

1. Lehnemesi v télocvicnénazada(napr. pi relaxaci v zavéru hodiny). Provadime odhady
Sirky, délky stropu. Klademe otazky typu: je — neni plochastropu 2 ary? O kolik by se
musel strop télocvicny zménit (do Sitky, délky), aby jeho plochabyla. . . ari?

2. Vestoji septame zakll, jakou plochu mapodlahatél ocvicny. Zdemaji néktefi zaci obtize
uvazovat 0 tom, ze stejnou jako strop, ponévadz neuvazuji o tom, Ze jsou , uvnitf
télesa podobného kvadru“, nedovedou promitnout strop do podlahy, maji problemy
vyhledavat analogie apod.

Organizacni poznamka: Je mozné pouzit i techniku predsunuté expozice (je mozné
u ,pulenych* hodin, nebo v dobg, kdy je zvySena nemocnost). Aktivit predsunutého
expozice, které jsou pomeérné detailné propracované predem, se zlCastni jen Cast tfidy,
nakterou je prenesena zodpoveédnost za to, Ze dané témazvladnou i nepfitomni. V tomto
pripadé se predpoklada, ze zUCastnéni budou ve stejném prostiedi rozdéleni do skupin
zakli drive chybgjicich av ramci téchto skupin budou organizovat stejné nebo obménéné
aktivity tak, aby jgjich Clenové byli schopni na konci odpovidat na dotazy (Ustné nebo
pisemnd). Zakdim — ugitelim musi byt ovéem jasno, co a prot je nutné predat. Takeé by
méla byt jasna terminologie, aby bylo zigimé, kde v nasledujici komunikaci budou moci
pouZzit vlastni jazyk akdy ne.
Namét 2
Téma: Plosné geometrické Gtvary. OdzkouSeno na zacich tfetich a patych rocnikll a na
studentech PedF UK.
Prostiedi: tfida
Organizace: prace ve skupiné ave dvojicich
PomUcky: nlizky, barevné desky z PV C, zpétny projektor

Ukoly se opiraji o spojeni estetickych zaZitk{l ve spojeni s plodnymi Gtvary. Mély by
napomoci k rozliSeni plosnych a prostorovych Gtvarli tam, kde oba svéty trojrozmérny a
dvojrozmérny z nejrtizngSich diivodll splyvaji.

1. Wtvarime skladanku z rliznych dilli rtiznych barev. Vystiihejte kazda skupina 2 (3,
4, 5) stejne dily stejné barvy: kruhové, obdénikové apod. Dalsi dily miizeme mit
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v zasobé jako série kruhovych dildl réiznych velikosti. Sikovngsi si délaji natrtky na
folie astfihag)i pak oba listy naraz. Musi ngjit techniku, kterajim zaruci shodné Gtvary.

2. Sestavte navrh vitraze, dilky se mohou prekryvat. Ram mlize byt zadan. Lze spojit
s vlastivédou. Vysedky prace rovname mezi dva listy prusvitnych , bilych desek”, a
pak je promitame na projektoru. Vybranou kompozici |ze udélat jako reprodukci podle
diktatu.

3. Umite pojmenovat vSechny dily?. ..

4.\lyberte s deltoid a kruh, dva deltoidy, dva trojuhelniky a pokazdé chceme, aby
prekryti tvorilo trojuhelnik, Ctverec, obdénik, n-Ghelnik pro co ngvéts n. Vysedky
prace promitame, diskutujeme o nich. Mizemeje nechavat vedl e sebe a ukazujeme, Ze
mohou byt trojUhelniky riiznych tvartl, v rliznych polohach i barvach. Toto je zaZitek,
ktery zpravidla vede k tvorfivosti i mimo hodinu matematiky. Vyhovuje i chlapclim,
ktefi neradi Crtaji, rysuji kvlli niz&i Grovni drobné motoriky.

5. Z deseti jmenovanych dilli mame komponovat co nejvétsi trojuhelnik. Tentokrat nejde
o prekryvani, ale o celek, kam patfi kazda ¢ast promitnutého obrazu.

Zaci musi intuitivné pracovat s Uhlem, s uvédoménim s, Ze strana Ctverce je UseCka
a ne kfivka. Pokud chtgi uplatnit esteticka, nejen ekonomicka hlediska, trvato déle.
Uloha ma vice feSeni. Jsou situace, kdy Gloha mit feSeni nemusi.

Technicka poznamka: dilky |ze slepovat izolepou a mit poskladany celek trvalgjSiho
charakteru.

Nameét 3

Téma: Poznavani vlastnich rozmérli. OdzkouSeno na détech predskolniho véku, Z&cich
druhych atfetich rocnikltl ZS a studentech PedF UK.

Prostiedi: tfida a chodba 3koly nebo 3kolni zahrada, nebo télocvicna

Organizace: prace ve dvojicich nebo v trojicich, obleCeni kalhoty nebo leginy
PomUcky: noviny, knofliky, lepenka, nlizky, fix, pfipadné balici papir a vodové barvy

Ukoly (nevyg&erpame véechny):

1. Obkreslete se na noviny nebo balici papir (upazit poniz, stoj mirné rozkrocny). Lze
ve stoje u zdi, kde je lepenkou pfi lepen, nebo v leze na zemi. Postavu vystfihneme
a komentujeme. Pozor, vétSina ma o sobé rozmérove jiné predstavy. U dospélych zen
navic o Sifce bokll a délce nohou.

2. Vezméte si knofliky a umistéte je naobliCg tam, kde s myslite, ze mate oci, nos, Usta.
Pozn.: VétSinaje umistujejinam.
Pfi zpochybnéni a podnétu ohmatat si dlanémi a prsty vlastni oblicej, néktefi zatnou
Casti obliCeje poméfovat a prenaset tyto vztahy na papir. Ostatni kopiruji, coz nevadi.
Nenapovidame. Pak maji za Ukol s obliCg zakredlit. Ve vytvarné vychove |ze tyto
0soby ozdobit, obléci, pomalovat.
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3. Vyzdoba tfidy — nalepit pandky vedle sebe. Pak se ptame: kolik takovych osob by se
veslo na sebe pri stavbe lidske pyramidy? Kolik by jich tvofilo Fetéz podél stény tridy,
kdyby lezeli jeden za druhym pata— hlava? Kolik by sejich vedlo na Zinénku?

Toto Ize opét spojit s historii, jak se dfive méfilo aneb mirou vSech véci je Clovek.

Zaver

Pri praci s jednotkami chceme vzdy, aby s zak nejdfive jednotky méfeni vybavil,
pantomimicky ukazal, naznacil, nebo predstavu slovné popsal. Tato cviCeni jsou nutna
pred prevody jednotek. Proc? To snad neni nutné uvadét. Hezké a prijemné zazitky ve
vyucovani matematice.

Skladani z papiru —symetrie a podobnost?!

Jana Kratochvilova, Darina Jirotkova?

Uvod

Vzd& ani v geometrii bylo povaZzovano ve starém Recku za nezbytnou priipravu pro
kradlovnu ved — filosofii. Napis na slavné Platbnoveé akademii ,, Nevzdéany v geometrii
nevstupuj“ byl toho vymluvnym dilkazem. Geometrie byla povazovana za prostiedi, ve
kterém |ze , trenovat” mozek, rozvijet schopnosti jako odhalovani souvislosti, tvorent,
formulovani a ovérovani hypotéz, argumentovani apod. Bohuzel tento status geomet-
rie v moderni dobé vymizel ze kol a geometrie se mnohdy stava samostatny predmeét
oddéleny od ostatni matematiky, ktery je pouhou sniiskou poucek a vzorctll, bez jegjichz
zapamatovani si nelze feSit geometrické problemy. Velmi Casto se geometrie ve Skole
zameénuje zarysovani apresnost rysovani urcuje zakovu Uspésnost v geometrii. Neni tedy
divu, Ze je geometrie mnohem méneé oblibena Cast matematiky nez aritmetika Ci algebra.
Tento pocit prevlada, podle nasich priizkum, u ucitelll jak 1. stupnég, tak i 2. stupné za-
kladnich Skol. Bariéru mezi geometrii aostatnimi matematickymi disciplinami podporuji
| osnovy a nasledné i mnohé ucebnice, které zuzuji geometrii pouze na trénink jistych
geometrickych pojm{, schopnost dosazovat do vzorcli a schopnost konstrukce pomoci
pravitka a kruzitka. Nelaska ucitelll ke geometrii se samoziejmé promita do jgjich pri-
stupu k vyuce geometrie, ktera je pak ryze instruktivni ato vse se prenasi na jgjich zaky
Ci studenty. Administrativni zasahy jako je ubirani hodin tomuto pfedmétu Cini z tohoto
problému zaCarovany kruh.

LPrispévek byl podpofen grantem GAUK 309/2002 A PP/PedF.
2PedF UK, jana.kratochvilova@pedf.cuni.cz, darina.jirotkova@pedf.cuni.cz
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Realizovanou pracovni dilnou jsme chtéli nepatrnym dilem prispét k feSeni této
situace. Zamérem dilny bylo nabidnout Gcastniklim zajimavé geometrické prostiedi, které
je neobyceiné vhodné rovnéz pro rozvoj komunikagnich a manipulativnich dovednosti,
krome tradicniho rozvijeni prostorové predstavivosti, schopnosti orientace v prostoru,
schopnosti tfidit jevy podlejistych kritérii, rozvoje pojmotvorného procesu apod. DalSim
cilem této pracovni dilny bylo inspirovat ucitele k hledani dalSich zajimavych prostfedi
pro geometrii zakladni 3koly.

| lustrace

Obé autorky byly inspirovany pracovni dilnou vedenou prof. B. Wollringem z Uni-
verzity v Kasselu v ramci mezinarodni konference SEM T’ 01 [Wollring, 2001]. Na této
dilné nékolika ilustracemi bylo prezentovano skladani z papiru jako zajimave prostiedi
pro vyucovani geometrie. Nejednal o se pouze o navody, jak dloZit jisté zajimave objekty
Z papiru, ale téz o obohaceni tohoto didaktického prostfedi napf. tim, ze tyto objekty
(diky narocnosti ¢i objemnosti) mohou v rozumném Case vzniknout pouze pfi skupinovée
préci atudiz skupina se musi dohodnout o postupu préace, a tim dochéazi ke komunikaci
0 geometrii. Jednu z téchto ilustraci autorky pouzily pro svoji dilnu na Dvou dnech
s didaktikou matematiky 2003.

Obsah dilny

Ugastnici dilny serozdlili do &tyF 4-5ti¢lennych skupin. Kazda
z nich dostala barevné papiry, nlizky, arch papiru Al, lepidio a
hvézdicku slozenou z papiru (viz obr. 13). V prvni ¢asti dilny byly
skupinam zadany nasledujici tkoly:

1. Spolecné odhalit, jakym zplisobem je hvézdicka slozena, a
slo%it si svou hvézdigku. Obr. 1

2. Zaznamenat proces skladani vytvorenim navodu z mezi produktll hvézdicky tak, aby
nezasvéceny mohl podle ng hvézdicku slozit. Podminkou bylo do ng nic nevpisovat, tzn.
ani Cisla oznaCujici, jak jednotlivée kroky skladani na sebe navazuiji, ani slova popisujici
cinnost pri skladani.

Ve druhé Casti dilny si G€astnici jednotlivych skupiny jednak porovnali své navody,
ovéfili jgich srozumitelnost, vymeénili své zkuSenosti ze skupinoveé diskuse nad tvorbou
navodu a také se zamysleli nad aplikaci tohoto didaktického materidlu do vyucovani
nejen geometrie, alei vytvarne Ci pracovni vychovy.

Komentare

1. Odhaleni, jak je hvézdicka sozena, bylo pomérné obtizne. Obtiznost spoCivala
v tom, Ze hvézdicka je ze dvou Casti, které jsou nepfimo shodné. Ty jsou pak do sebe
jistym zplisobem zasunuty. Pokud se Gcastnici dilny rozhodli hned od pocatku soustiedit
na dekompozici hvézdicky, aby zjistili, jak vypada vstup procesu skladani, tj. jaky tvar
papiru na hvézdicku potfebuiji, tak stézi mohli postfehnout, jakym zplisobem se do sebe

30ba uvedené obrazky byly prevzaty z materialli prof. Wollringa.
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Obr. 2

skladaji jgi dve Casti. Proto museli cely proces rozkladu obdrzené hvézdicky nekolikrat
opakovat. Ugastnici dilny pomérné rychle Zjistili, Ze k zahgjeni skladani je tfeba dva
shodné obdél niky. OvSem problémem bylo, Ze se nejednal o o jakékoliv obdél niky, nybrz
o obdél niky o stranach v poméru 1:2 neboli o dvaobdé niky tvorici Ctverec. Obaobdél niky
jsou dale skladany symetricky, ¢ehoz si téz néktefi nevaimli. Teprve nezdar mnohdy
vicekrat opakovany pri hledani finalni podoby hvézdicky, tj. hledani zplisobu, jak jsou
jeji dvé casti do sebe slozeny, zplisobil objev symetrie. Za zminku stoji i jev, ktery se
objevil u vétsiny skupinek. Bylajim nepfesnost skladani, coz zplisobovalo prekazky pri
skladani Ci alespon nepekny vzhled hvézdicky.

2. Ngjvétsi prekazkou pro vytvoreni navodu (viz ukazku na obr. 2) hned na pocatku
byla podminka, ze nelze nic vpisovat do navodu a ze navod se sklada pouze z mezi-
produktl hvézdicky. Presto, Ze tato podminka byla jasné vyslovena, nékteré skupiny se
nedokazaly vyhnout tomu, ze vepsaly alespon Cisla do navodu. DalSim problémem ve
skupiné bylo domluvit se, které kroky procesu skladani jsou pro neverbalni komunikaci
dilezite, a tudiz se maji znazornit, jakymi meziprodukty se maji reprezentovat a jak
tyto meziprodukty rozvrhnout na papir. Napriklad ten krok, co byl jednomu G€astnikovi
natolik ziggmy, ze by jg nevyznaCoval, tak druhému sejevil jako zasadni. Tovediok dis-
kusi s argumenty pro a proti a ke spolecnému rozhodnuti, zda uvazovany krok procesu
skladani vyznacit tak, aby komunikovany proces byl jednoznacny.

3. Ugastnici dilny byli prekvapeni, jak moc se nékteré navody od sebellisily. Napriklad
jedna skupina zaznamenala proces skladani na papir polozeny na Sitku, a sice v Casové
posloupnosti tak, jak hvézdicku sami skladali. Nejdfive znazornili krok po kroku, co se
musi udélat s jednou Casti hvézdicky. Poté podobné popsali, co se musi udélat s druhou
¢asti hvézdicky, a nakonec zplisob slozeni obou ¢asti. Ostatni skupiny zaznamenaly cely
postup na vysku papiru a skladani obou €asti hvézdicky zaznamenaly paralelné. Jedna
skupina vytvorila navod pro slozeni hvézdicky vétsi nez byla plivodné zadana.

4. VSechny skupiny se shodly na tom, Ze pfi praci na navodu dodo k diskusim,
pfi nichz jegich ¢lenové zcela prirozené pouzivali jednak zavedené geometrické pojmy
vztahujici se jak k oznaeni mnoholhelnikill a vlastnosti (napf. obdél nik, pomér, symet-
rie), ale i nezavedene vyrazy popisujici proces skladani (preloz na polovinu, vlioz tento
cip hvézdicky do druhé €asti). Pokud nékdo nepouzival zavedenou geometrickou termi-
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nologii, obvykle se dostal do komunikagnich probléemil. To znamena, Ze se brzy stretl
s nedorozumeénim amusel nekolikrat vysvétlovat, co tim vlastné mysli.

5. Pri nasledné debaté o tom, pro jak staré zaky je toto skladani vhodné, se vyjasnilo,
ze skladani hvézdicky atvorbanavodu jsou pfinosnéjak pro zaky 1. stupné, tak i 2. stupné.
Pouze s tim rozdilem, Ze u zak{l 1. stupné se mimo jiné jedna o propedeutiku symetrie a
podobnosti (v pFipadé, Ze zaci dozi rlizné velké hvézdicky), kdezto na 2. stupni by Zaci
tyto pojmy méli pouzivat jiz s plnym porozumenim.

6. K této diskusi jedna z autorek mohla pridat svou zkusenost pfi skladani hvézdicky
se 7aky 4. a 7. rotniku ZS. Ve 4. rotniku s Z&ci béhem jedné vyutovaci hodiny na
zakladé navodt vytvorenych jinymi détmi zkonstruovali nékolik hvézdicek. Jednazakyné
s vytvorila tfi pomérné malé hvézdicky rliznych velikosti, coz téz ukazovalo na jgi
zrucnost ve skladani. V 7. rocniku byly vymezeny dvé vyucovaci hodiny s tim, ze zaci
maji k dispozici hotovou hvézdicku amaji ve skupinach odhalit zplisob, jak je hvézdicka
slozena. Dale méli vytvorit svoji vlastni hvézdicku a pokusit se o vypracovani navodu.
Na konci druhé vyucovaci hodiny vétSina zakii neméla hvézdicku sloZzenu. Problémem
bylajgich nevelka zrucnost, dale nevidéli symetrii obou Casti hvézdicky, pricemz ucivo
0 0sové soumérnosti jiz bylo probirano. Tudiz autoréina plivodni predpovéd, Ze skladani
hvézdicky zaktim 7. roéniku pijde snadngji, nebyla spravna. Navic pouzité komunikacni
prostredky nejsou zavislé na véku zakil. Ugastnici dilny tuto zkudenost obohatili svymi
zazitky z vyucovani a konstatovali, ze dovednost skladat z papiru u starSich zakl na
rozdil od mlad&ich zak{l postradaji. Pravdépodobng je to dano tim, Ze na 1. stupni ZSje
tato Cinnost daleko vice trénovana v nematematickych predmeétech napriklad v pracovni
Ci vytvarné vychove.

Zaver

Nabizi se otazka, zda aktivity, které vymizely ze kol a které bezesporu rozvijgi
mnohé kognitivni schopnosti z oblasti geometrie, nejen prostorovou predstavivost, jsou
nahrazeny ve starSim Skolnim véku néCim jinym, kvalitativné lepSim. Pokud ne, hle-
dejme takova vhodna pracovni prostiedi v geometrii, abychom u zak{ rozvijeli nejenom
geometrickou predstavivost, ale téz kultivovali jegich schopnost komunikace at’ verbani
Ci neverbani. S tim samoziggmé souvisi rozvoj hlubSiho porozumeéni geometrickym
pojmiim a procestim.

Literatura
Wollring, B. (2001). Working environments for the geometry of paper folding in the

primary grades. In: Proceedings SEMT 01, Eds. Jarmila Novotng, Milan Hejny,
Charles University in Prague, Faculty of Education, pp. 177-178.
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Modelina a geometrické zkuSenosti

Marie Kuptakovat

V (vodu do stereometrieje model inamalym zazrakem. Umoziuje zaklim astudenttim
zprostiedkovat s minimanimi finanénimi naroky rlizné i netrivialni geometrické pojmy.
Dokonaly obrazek ani virtualni model nenahradi hroudu tvarné hmoty. Pracovali jsme
s ni ve vyucovani od prveé tfidy zakladni 3koly, pres vsechny rocniky druhého stupné,
v prvém rocniku gymnéazia a ve studiu ucitelstvi vSech stupill kol na PdF Univerzity
Hradec Kralové a vétSinou jsme zaznamenavali spontanni radost, zvidavost a zivou
soutézivost. Reditelée mnohdy ziskavali prostorové geometrické zkuSenosti nutné pro
rozvoj geometrické predstavivosti timto pfirozenym zplisobem poprve.

Ve svém prispévku nabizim metodickou posl oupnost model ovani prostorovych Gtvard,
ktera byla uréena studentlim ucitelstvi matematiky. Lze ji vSak brat pouze jako inspiraci
apodle potieby obménovat. Priivodni slovo je samoziejmeé zkraceno.

K préci je potfeba modelinu JOVI (neni lepiva), oboustranné zahrocena paratka,
plisek na fezani a papir jako podlozku. Sestavené modely neni tfeba hned rozebirat,
k nékterym se |ze vracet (zaleZi nanavaznosti, ktera je vybrana).

Uloha —obr. 1 aobr. 2

e Seznamte se s modelinou, vymodelujte kouli, z koule vyfezte krychli (hexaedr).
item Z odrezkll vytvorte &ihly valetek, nafezte jef na kousky a z nich s pripravte
kulicky velké asi jako plané tfeSné. To budou vrcholy mnohosténil. Paratka (Spejle)
budou hrany.

e \iymodel ujte Zebrovy neboli hranovy model krychle (kolik potiebujete vrchold, kolik
hran).

e Proménte model krychle v rovnobéznostén.

Pri rozdavani pomlicek se vzdy najde par jedincl, ktefi bleskové vymodeluji néco
pro zasmani (obr. 1) a atmosféra je navozena.

PedF UHK, marie.kupcakova@uhk.cz
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Uloha—obr. 3

e Odrezte vrcholy krychle tak, aby ve véech sténach zlistaly pravidelné osmithel niky.
o Vedte fezy tak, aby ve sténach krychle zlistaly ¢tverce.
¢ \Vymodelujte znova krychli aroziezte ji natfi shodné jehlany.

Prvé dva Ukoly sméfuji k vyvozeni pojmu polopravidelné mnohostény, speciané
archimedovské mnohostény, které vzniknou ofezanim vrcholll a hran pravidelnych
mnohosténl.

Prvému mnohosténufikameor ezanakrychle.

Druhy se nazyva kubooktadr, protoze jsme jg
mohli Ziskat jednak ofezanim krychle (kubus), . .
nebo ofezanim pravidelného osmisténu — okta-

edru (mlZeme jg také takto vymodelovat).
Posledni Ukol je motivacnim pro ty studenty, obr. 3

kterym se zdalo zafazeni modeliny do seminére '

nepatficne, avsak tento kol neni triviani. Casto trvai &tvrt hodi ny, nez se objevi prvé

feSeni. Pripravujeme si dilkaz vzorce pro vypocet objemu jehlanu.

Uloha —obr. 4

¢ VVymodelujte pravidelny Ctyrstén —tetraedr (vyfeztejg tfebaz koule nebo vytvarujte
v prstech).

e Odrezte jeho vrcholy tak, aby ve sténach zlistaly pravidel né Sestithelniky.

¢ \Vymodelujte hranovy model tetraedru. Porovnejte jeho pevnost s pevnosti hranového
modelu krychle.
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Ukol vymodelovat &tyfstén patfi k jistym , chytaktm*. Casto se jako feZeni objevi
Ctyfboky jehlan. Kdyz je jasné, co je to Ctyfstén, da modelarlim dost premy3lent, jak jej
vytvarovat. Take of ezany tetraedr leckoho potrapi.

Uloha—obr. 5

e Pripravte si valec s priimérem asi 3 cm a narezte z n§j dvanizké valce (asi 4 mm). Vy-
modelujte plast rotacniho valce jako primkovou plochu, pripravene desticky budou
podstavami vélce.

e Polozte dlan na horni podstavu a Sikmo ji posunte. Jak se bude jmenovat novy Utvar?
e Vratte podstavu zpét a otacejte ji kolem osy télesa. Jaky Utvar vznika?

Rotatni valec miizeme nazyvat kolmy kruhovy valec. Odpovéd na otazku pak zni
—vymodelovali jsme Sikmy kruhovy valec (v deskriptivni geometrii jg Casto zobrazu-
jeme). Treti Utvar byva v urCitych (politickych) obdobich spontanné nazyvan Temelin.
Vcelku trefné oznaCeni, protoze chladici véze atomovych elektraren skuteCné maji po-
dobu jednodilného rotacniho hyperboloidu.

Uloha —obr. 6

¢ \Vymodel ujte plny rotatni valec.

e Rete jei dvéma rovnob&znymi Skmymi fezy (jako veku). Rezné plochy jsou podsta-
vami télesa. Jaky maji tvar? Je to stejny typ valce, jako v pfedchazejici Gloze?

e \/yfezte z valeCku pravidelny ctyrboky hranal.

e \/yfezte z ného pravidelny osmiboky hranol.

Mal o studenttl se dosud setkal 0 sjinym nez rotaénim val cem. Ten nami vymodel ovany
je Skmy dipticky valec. Jeho podstavami jsou elipsy, kdezto v pfedchazejici Uloze to
byly kruhy.

Osmibokeé hranoly fada student{l chybné vyfezava uz po zadani Glohy U3.
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Uloha—obr. 7

¢ \V'ymodelujte rotacni kuzel.
e Rete jg tak, aby bylav Fezu elipsa (kruznice), parabola, hyperbola. Co je to komoly
kuzel?

Pro vé&tsSinu studentli je pojem kuzelosecka spojen budto s rovnici, nebo definici

kuzel osecky jako mnoziny bodU jistych vlastnosti. Je proto vhodné predvést kuzel osecky
také jako prlisecné kfivky roviny arotacni plochy kuzelove.

o0 b

Obr. 6 Obr. 7

Uloha —obr. 8

e \iymodelujte piny komoly pravidelny &tyfboky jehlan. Cim zatnete?
e V/ytvorte hranovy model pravidelného pétibokého jehlanu.
¢ \Vymodel ujete ze shodnych Spgjli pravidelny Sestiboky jehlan? (pouze premyslgjte)

Je dobré zastavit se u pozapomenutého pu-
vodu slova,, komoly*. Podle Etymol ogického slov-
niku jazykaeského (CAV 1971) to znamenabez- ( ’ ‘ b "\ ‘
rohy — dokonce ,,gomol’a‘ byla oznatovana bez- ‘/; \ :
roha krava. Modelujeme tedy jehlan bez ,, rohu”.
V geometrii se slovo ,,roh* uz davno nepouziva,
musimefici, Ze odfiznemevrchol jehlanu rovinou
rovnobéznou s rovinou podstavy.

Je zajimave, jak malo studentli dokaze pouze z predstavy rozhodnout, jak by to bylo
s pravidelnym Sestibokym jehlanem, ktery by mé vSechny hrany stejné dlouhé.

Obr. 8
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Uloha —obr. 9

e Mnohostény, jgichz povrch tvori pouze rovnostranné trojuhelniky, se nazyvaji delta-
stény. Doplnte hranové modely Ctyrsténu, Ctyfbokého jehlanu a pétibokého jehlanu
tak, abyste dostali konvexni deltasteny.

e Jakou valenci maji vrcholy téchto deltastént?

Doplnime hrany a vrcholy a dostaneme
trojici novych mnohosténtl. VSimame si, ze
jedinév pravidelném osmisténu (oktaedru)

. sev kazdém vrcholu shihastejny pocCet hran

| (vrcholy magji stejnou valenci). U delta —
Sestisténu a delta — desetisténu tomu tak
neni.

Obr. 9
Uloha —obr. 10, obr. 11

¢ \V\ymodelujte pravidelny pétiboky hranal.

¢ \V\ymodelujte ¢tyrboky antihranol.

¢ \Vymodelujte pétiboky antihranol.

¢ Podivejte se jesté jednou pozorné nalezici osmisten.
Uvazujme n-boky hranol se stejnymi délkami hran. Je konvexni, viechny jeho stény
jsou pravidelné mnohoUhel niky (2 pravidelné n-Uhelniky an Gtvercll) stykajici sev kaz-
dém vrcholu stejnym zplisobem. Takové hranoly (prizma) patii mezi polopravidelné
mnohostény aje jich nekonetn& mnoho. Ctyfboky hranol stémito vlastnostmi jiz mame
vymodelovany (krychle).

PootoCenim jedné podstavy o 180°/n kolem osy hranolu a doplnénim plasteé tak,
aby jg tvorily rovnostranné trojahelniky, dostaneme n-boky antihranol (antiprizma).
V&echny takove antihranoly (bude jich nekonecné mnoho) jsou polopravidelnymi mno-
hostény. Jejich povrch tvori 2 pravidelné n-Uhelniky a 2n rovnostrannych trojhel nik.

V tomto novém Uhlu pohledu vidime oktaedr jako trojboky antihranol.

. o B . *— A
o o e Logd ¢ H_9
E — /AQ « Iy M .\f
L ] & P k2

Obr. 10 Obr. 11
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Uloha—obr. 12
e Doplnte ¢tyrboky antihranol tak, abyste dostali konvexni deltastén.

Musime byt pfipraveni na to, ze se mohou ve skupiné objevit tfi rlizna feSeni (aje
dobre, kdyz se ngjdou). Spocitame stény atfi nove mnohostény pojmenujeme jako delta
—dvanactistén, delta — Ctrnactistén adelta — Sestnactistén. Ctyfi deltastény jsme méli
uz driv; delta— &tyfstén (U4), delta— Sestistén, delta— osmistén, delta— desetistén (U9).

Obr. 12

Uloha—obr. 13
e Konvexnich deltasténll je pravé osm. Ktery schazi? Vymodel ujte jg.

Schazi deltastén, ktery dostaneme doplnénim pétibokého antihranolu. Je to posledni
konvexni deltastén, delta - dvacetistén, ktery vsak Cast§ji nazyvame pravidelny dvace-
tistén nebo z feCtiny ikosaedr .

Uloha—obr. 14

e Béhem FeSeni predchazejicich tloh jsme vymodelovali Ctyfi konvexni mnohostény,
které patfi mezi platonské, tedy pravidelné mnohostény. Chybi paty pravidelny mno-
hostén. Ktery to je? Jaké ma stény? Vytvorte jeho hranovy model.

e Jaké vlastnosti ma kazdy pravidelny mnohostén? Formulujte definici pravidelného
mnohosténu.

Zopakujme si: modelovali jsme jiz tetraedr, hexaedr, oktaedr, ikosaedr a chybi pra-
videlny dvanactistén — dodekaedr . Jeho stény jsou navzgem shodné pravidelné pétit-
helniky stykajici se po tfech v kazdem vrcholu.
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Obr. 13 Obr. 14

Uloha —obr. 15

e Vratte se k pravidelnemu osmisténu. Pripojte nad kazdou jeho sténu pravidelny Ctyf-
stén. Na novy vrchol pouzijte modelinu jiné barvy.

e Vymodelovali jste nekonvexni Utvar — tzv. Keplerovu stellu octangulu — hvézdu
osmicipou. Jaky tvar by méakrabicka, do které bychom ji mohli zabalit?

¢ Postavte nyni vSechny vymodel ované hvézdy vedle sebe anha sebe. Zda se, Ze vyplnuji
prostor, ale zlistala mezi nimi prazdna mista. Jaky maji tyto mezihvézdné prostory
tvar?

Kazdou stellu octangulu (vytvorenou z jednoho os-
5% 2P misténu a osmi Gtyfsténll) bychom mohli vepsat do
krychle, ty pak |ze v prostoru fadit vedle sebe i nad

(S
, \ sebe. Uvnitf zlistavaji konvexni mnohostény, které maji
= ‘..._ i' . ¥ : 12 shodnych hran a 6 vrchol &1 — jsou to osmistény. Tedy
o 8 . ' :- ® cely prostor 1ze vyplnit pravidelnymi Ctyfstény a pravi-
[ ERC . 2 o ® delnymi osmistény.
= e Vérim, ze ucitelé si sami vymysdli a pfipravi dalsi

Ulohy a ze Cas, ktery byl v geometrii vénovan modelo-
Obr. 15 vani, se uré&ité vrati. A kdyz ne — nabidli jsme Zakiim &i
studentlim zaZitek, ktery se vryvado paméti.
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Dvé matematicke kultury?
Zprava o dilné, Je mozné naudit Fesit Glohy?“?!

Frantidek KuFina, Hana Ligkova?

Na tradicni Dva dny s didaktikou matematiky 2003 jsme pripravili pracovni dilnu
o feSeni Gloh. Dilna se uskutecCnila ve Ctvrtek 14. 2. 2003, trvala 90 minut a pracovalo
v ni asi 20 ucitelfl. Pro kazdého z nich byl pripraven text [1] vydany katedrou matematiky
Pedagogické fakulty Univerzity v Hradci Kralové. Tato brozura v rozsahu 15 stranek
obsahovala odstavce:

1. Uvod

2. Vzdélavaci proces afeSeni Gloh

3. Co ajak testuji nejlepsi gymnazia CR
4. Ulohy k Fesent

5. Zaver.

Dilna byla organizovana ve dvou Castech. V prvni jsme hodnotili nékolik vybranych
Uloh z publikace [2]. Tato Cast dilny byla podnétem k prispévku, ktery zde publikujeme.
V druhé Casti jsme se soustfedili nadiskusi 0 4 tlohach z brozury [1]. Prvni dvé tlohy byly
klasickou aplikaci ve 8kole probiranéteorie ((ilohy 1 a7), dalsi dvé ,, o dotyku ctyrsténtr
vyvolaa zivou diskusi. Zbyvajicich 6 Gloh jsme doporucili zajemclim k samostatnéemu
promysleni.

Publikace , ReSené testy nejlepdich gymnazii CR*

Knihu [2] uvadgji ,,zaméstnanci nakladatelstvi Pierot” pfedmluvou, z niZ citujeme

, Vazeni rodiCe, . .. aby se VaSe déti mohly dobfe pripravit k prijimacim zkouskam,
vybrali jsme pro Vastesty téch opravdu nejlepSich skol v republice. Pokud je zak zviadne,
urCité uspge v prijimacim fizeni na kterékoliv jiné skole.”

Ponechavame bez komentafe smysl a opravnénost téchto slov. Nam vilbec nejde
o hodnoceni Urovné vyuky a vlibec ne o rozhodovani, které gymnazium je nejlepsi. Jde
nam o to ukazat, s jak rozdilnymi matematickymi pozadavky pristupuji dvé rlizné Skoly
k absolventlim zakladnich kol, jaké od nich ofekavaji védomosti adovednosti. Neprimo
tak dokladaji, co je pro prislusnou Skolu dllezite, jakou matematickou kulturu vlastné
chce péstovat. Termin kultura zde nebudeme vysvétlovat, jeho intuitivni smydl asi kazdy
ucitel matematiky citi; zgemce o tuto problematiku odkazujeme na publikaci [4].

Kniha [2] informuje na 199 strankach o pfijimacich testech z Ceského jazyka, mate-
matiky, pripadnéjinych predmétli nasesti prazskych gymnéaziich (Gymnazium Christiana
Dopplera, Gymnazium Jana Keplera, Prvni obnovené redné gymnazium, Akademické

1prace vznikla s podporou grantu GACR 406/02/0829
2Univerzita Hradec Kralové, frantisek.kurina@uhk.cz, VOSP a SPgS Litomy3l, liskova@lit.cz
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gymnazium St&panska, Gymnazium na Vitézné plani a Gymnazium Vodéradska). My se
zde soustfedime na informace o pfijimacich testech z matematiky na Gymnazium Jana
Keplera a Prvni obnovené red né gymnéazium.

Test z matematiky na GJK

V (vodu se zdlraziuje ([2], str. 27), Ze obtiZznost testu neprekratuje Groven ZS.
Celkem se sklada test z 19 Gloh, sedm z nich ma klasickou formu, u dvanécti jsou
predloZzeny moznosti A, B, C, D, E pro volbu odpovédi. Uvedme zde priklady Gloh.
Texty Uloh Zadnym zplisobem neupravujeme, nékteré Glohy struéné komentujeme.

1. Na obrazku je lichob&nik ABC' D (AB||C D), prlsecik jeho Uhlopficek je £. Obsah
trojuhelniku ABE je 72 cn? a obsah trojhelniku CDE je 50 cn?. Wpocitejte pomer
wsek PE a QFE vtrojuhelnicich ABE a C DE. Svilj vypocet zdlivodnéte.

(Text Glohy doprovéazi obrazek lichobézniku.)

V zhledem k tomu, Ze Zaci ZS neznaji vétu o poméru obsahll podobnych Gtvarl, jevi
se nam Uloha velmi naroCna.

2. Kulaty stll ma primeér 1ma vy3ku 75 cm. Je pokryt ¢tvercovym ubrusem o rozmérech
140 cm x 140 cm tak, Ze stfed ubrusu a stifed stolu se kryji. Jak vysoko nad zemi je
nginiZsi cip ubrusu? Proved nacrt situace.

Tuto (lohu povazujeme za vhodnou. Zak si musi predstavit situaci a pouZit zakladni
poznatky, které ma znét.

3. (6. Ulohatestu) Do karty odpovedi doplnte chybéici terminy.
Ropa vznikla v priibéhu mnoha milionti let rozkladem organizmli za .............. vzdu-
chu. Ropa je smési ngjirtizngSich .................... s rtizné dlouhymi primymi i rozvétvenymi
(7. Ulohatestu) Topny olgj, ktery vznika pri zpracovani ropy, miize obsahovat 1,3 % siry.
Wpocitgite hmotnost oxidu sifi¢itého, ktery unikne do okoli spalenim deseti tun tohoto
paliva. (Molarni hmotnost siry je 32 g/mol a kysliku 16 g/mal).
A) 26 kg. (Celkem je nabidnuto 5 vysledk.)

Obé predchazegjici Glohy predpokladaji znalosti z chemie. Presto, Zze jsme presveédCeni
o nutnosti vyuky jednotlivych predmétli ve vzgemnych vztazich, nemydime si, Ze test
z matematiky mél provérovat Uroven poznatkll z chemie.

4. (9. tlohatestu) Které tvrzeni plati o reSeni rovnice:

1622 + 242> + 92 = 0

4

A) jedno feSeni 2, B) jedno Fedeni 3, C) tFi FeSeni 2,0, 2, D) préavéjedno FeSeni 0,
E) dvé Feeni —3, 0.
Vzhledem k tomu, ze feSeni kvadratickych rovnic neni v osnovach zakladni Skoly

a otazka poctu feSeni se obvykle upravuje konvenci o nasobnosti korenl, povazujeme
Ulohu za zcela nevhodnou.
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5. (11. Ulohatestu) Operace * je definovana pr edpisem:

r*y =52, v*b=—3. (Vtextujechybnéuvedeno x x d).

Cemu serovna z * 7?
A) —2.5, ... (Celkem je nabidnuto 5 vysledku.)

Ani tuto Ulohu nepokladame zavhodnou. Jgji jadro tkvi v ,, algebraickém formalismu®,
ktery neni v souladu s matematikou zakladni Skoly; napf. vyznam symbolu = je v této
Uloze pro zaka zcela nezvykly.

6. (13. Glohatestu) Na obrazku 1 (koty v metrech) je nakreslena draha (,, osmicka“ ) pro
drezliru koni. Kolik metrt ujde ktin, kdyz tuto drahu absolvuje desetkrat?

18

Obr. 1

A) 10R(4 4+ 3m)m, - - -

Tato Ulohajepo obsahoveé strance vhodna. Formul ace, které zdlraziiuji rozméry |, hifis-
t&, 0 néz vlbec nejde, a geometricky nespravny obrazek by se nemély u prijimacich
zkousek vyskytovat.

7. (15. Glohatestu) Z virazu f = -2 vypogitej a.
A) %, e

Uloha je dosti naroéna, ,,rovnice* tohoto typu se obvykle na ZS nefesi.

8. (19. Uloha testu) Toleranci oznacujeme schopnost Zivych organizmll snaset urcité
rozpéti libovolného faktoru prostiedi. Prohlédnéte si pozorné graf na obr. 2 vyjadrujici
toleranci dvou druhi organizmil k danému faktor u a rozhodnéte, ktera tvr zeni jsou platna.

A) Druh X je na dany faktor choulostivgsi nezdruh Y.
B) Druh X jek danému faktoru pfizplisobivéjsi, a proto bude v daném arealu pocetnéjsi.
C) Druhy X a Y si budou na daném stanovisti tvrdé konkurovat.
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N
Druh X T Drhy
Optimum Optimum
/\ \
> -—>
Minimum Maximum Minimum Maximum
Obr. 2

Uloha ma zjitovat grafickou gramotnost budoucich studenttl. Podle nageho nazoru
k tomu nejsou uvedené grafy vhodné.

Dalsi Glohy testu se tykaji feSeni rovnic, Uprav algebraického vyrazu, grafu linearni
funkce, procent a slovnich tloh.

Test z matematiky na PORG

Test obsahuje 15 Uloh, které setematicky vazi k desetiboji. Informace o tomto odvetvi
sportu jsou uvedeny v tabulce o vykonech Sebrleho a Dvoraka.

Uvedme nékteré typy otazek z testu.
Ktery z atletll zviadl 1&pe prvni tfi discipliny?
O kolik bodl je |1&pe zviadI?

Matematicky nejnarocngsi Ukol se tykatéto otazky:
Kdyby chtél nékdo prekonat Sebrleho svétovy rekord alespori o 4 body, kolik bodll by
musel priimérné ziskat v kazdé discipliné?

V testu se vyskytujei Ukol , logického?* charakteru:
Napis Sest smysluplnych informaci o Kanadé, kde se konalo mistrovstvi svéta. Informace
mohou byt libovolné, musi vak byt pravdivé a mit ngakou informacni hodnotu. Soravne:
O jinych zemich by bylo spravne tfeba: V Brailii se mluvi hlavné portugalsky. V Ciné
Zije ngjvice lidi na svété. Chybné: V Ciné Zje hodné lidi. V Argentiné jsou velka mesta.
V Kanadé je Edmonton.

Ulohy tohoto typu st&%i mohou prispivat k posouzeni (rovné porozuméni textu nebo
dokonce matematické gramotnosti zak.

Priklad ,,geometrické Glohy*: Zakresli do obrazku (kruhové vyseCe, ktery je pred-
tistén) jedno misto, na které mohl dopadnout Dvorakiv disk pri pokusu zachyceném
v tabulce, a oznac ho D. (Spresnosti s nelam hlavu.)
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Obr. 3

Ani autofi Ulohy s s presnosti hlavu nelamali: stupnice na vyse€i je ,,podivuhodné
nerovnomerna.”
Zavery

Jak si vysvétlit, ze Skoly v podstaté stejného typu testuji pripravenost pro studium
u absolventll zakladnich Skol pracujicich podle jednotnych osnov tak rozdilnym zpiiso-
bem? Podle naSeho nazoru patrné tim, Ze kazdé z gymnazii chape smys matematickée
pripravy nazakladni Skolejinak, mapatrnéi jinou koncepci matematicke kultury, kterou
bude u svych budoucich studenti rozvijet.

Prvni obnovené realné gymnazium viibec , neprihlizi k prospéchu zakl na zaklad-
nich Skolach“, neprovéruje ani Groven matematickych dovednosti napf. v feSeni rovnic,
v Upravach algebraickych vyrazll, v feSenich Gloh o procentech nebo v geometrii. To-
muto Gstavu jde pouze o Uroven , zdravého selského rozumu® a schopnost pozorného
soustfedéni se budouciho studenta, naucené védomosti a dovednosti jakoby nebyly pro
dal§i studium potfebné. Nechceme a ani nemlizeme rozhodovat, zdajeto spravné. Patrné
jeto z hlediska Gispé&Sného plisobeni Skoly vyhovujici.

Gymnazium Jana K eplera provéfuje naopak mimo Groven feSeni béznych typl Gloh
z matematiky zakladni Skoly i védomosti, které osnovy zakladni Skoly presahuji.

Kniha [2], ktera byla podnétem k témto Gvaham, vysila jisty signal rodi¢lim zaku,
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ktefi kon¢i povinnou dochazku i zaktim samotnym. Neni (¢elem této stati posuzovat,
jaké tyto signaly jsou. Kniha vsak mlize uréitym zplisobem ovlivnit i ucitele zakladnich
gkol. Pomaha dotvaret jejich presvédéeni o tom, co je pro jejich absolventy diilezité.

Z textu fady Uloh je mozné ucinit si predstavu i 0 Grovni jazykoveé kultury nékterych
nasich gymnazii.

Podle naseho nazoru neni v soucasné dobé hlavni Gkol podporovat individuani cha-
rakter jednotlivych Skol, ale spiSe povazujeme za dllleZité stanovit zavazna kritéria pro
Uroven absolventll. Delegovani tvorby osnov na jednotlive skoly, jak to zamydi Bila
kniha([3]), by tomu ovSem neprospélo. Rovnéz v otazce stanoveni zasad pro dalSi rozvoj
vzdélanosti v nasem stéaté pokladame za dulezité formulovat obecné platna kritéria pro
hodnoceni zak{, které by nebylo zaloZeno predevsim na viestranné diagnoze jejich do-
savadniho vyvoje. Mame obavy, Ze pres fadu velmi pozitivnich trendll otevira realizace
mySlenek Bilé knihy v praxi i moznost faktického snizeni Grovné vzdélanosti u nas.
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M etody FeSeni a komunikace!

Carlo Marchini?

Komunikace

K osvétleni toho, o cem mluvime, pokusme se vytvorit modely komunikace avysvét-
lit, jak ovliviuji feSeni. Komunikace predpoklada alespon dva aktéry, vysilac a prijimac
spojené vzkazem, zpravou. Takovyto model byl nabidnut pfed mnoha lety Jacobsonem.

!PrelozilaMichaglaKaslova
2University of Parma, Italy, carlo.marchini @unipr.it



C. Marchini: Metody feSeni a komunikace 97

Zprava ma jeden smér a udava rozdil mezi prijemcem a vysilatem. Zprava miize mit
rlizny charakter, mlize byt: verbalni, ikonicka, gesticka a podobné.

Tento jednoduchy model musi byt zpresnén a prohlouben. VysilaC musi byt vybaven
aparatem pro tvorbu zprav a dalSim pro jgich vysilani. Praveé tak prijimac musi mit
aparat na prijem zprav, jgjich rozlusténi a zpracovani toho, co bylo ve pravé obsazeno.
Prijemce musi Casto uZit aktivity v souslednosti a v souvisosti s pfedchozimi, musi byt
tedy vybaven operatnim aparatem.

MUiZeme pouzit vhodnou metaforu: satelit vyneseny na obéznou drahu je Fizeny ze
zeme. Pozemni stanice je vysilaCem a satelit pfijimaCem. Zprava vyslana ze Zeme diky
el ektromagnetickym signalim dosahne satelit, ato funguje diky tomu, Ze byla napfiklad
satelitu upravena draha. Pozemni stanice pro to, aby mohla vysilat signaly, musi byt vy-
bavena vysilaci anténou a satelit anténou pro prijem. Transformace zpravy se odehrava
podle dispozic uvnitf satelitu. Analyzujme, jak probiha vysilani zpravy. Vyberme jeden
vysilaci kandl; napriklad na bazi elektromagnetického vinéni v prostoru, nebo telefo-
nicky kabel, nebo prostor k vysilani tonll. Napriklad satelitni anténa je preduréena jesté
pred vysilanim pro pfijem pouze urcitého typu signdlu dané frekvence a také nepfijima
nezadouci signa, ktery by mohl ponicit zafizeni. To se také pfedvida pfi vysilani. Signal
masvlj vlastni jazyk, kod, ve kterem reaguje aparat, ktery ho vytvoril. Ale toto se dari
jen tehdy, pokud vysilaC a pfijimaC pouzivaji stejny kod. Nestaci, aby vedouci pracovnik
pozemniho stfediska Fekl nahlas, Ze se satelit musi posunout vpravo, tyto prikazy musi
byt kodifikovany domluvenym zplisobem, pak satelit provede danou operaci. Pozemni
persona rozhodne, Ze je tfeba uhnout doprava, tento pfikaz bude zakddovan domluve-
nym zplisobem avyslan k anténé, ktera prijima zpravy nabéazi elektromagnetickych vin
dané frekvence.

Zprava prichazi do satelitu, je dekddovana atoto zpracovani vede satelit k tomu, aby
aktivoval pulsary, které tento satelit pohnou vpravo. Toto je pouze model, i kdyz dost
vystizny, amlze byt uzitecny pro analyzu nékterych obtizi komunikace aindividualizovat
nékteré jevy spojené s komunikaci.

Didakticka komunikace

Po dlouhou dobu mél ve 3kol e Gspéch typicky transmisivni model: vysila€ jako ucitel,
prijimaC jako z&k a zprava to, co uCitel predaval jako ucebni latku. Tyka se to ovsem
modelu, ktery ma mnohé limity a ktery se jevi jako neadekvatni.

(a) Ucitel miize byt nahlizen jako vysilag. Jeho moznost vypracovavani zprav je zalo-
Zena na zna ostech argumentll, na knihach, ve kterych hleda, na nastrojich, pomiickach,
které si pripravuje. Pak prichazi faze kodovani, kdy ucitel pripravuje hodinu, organizuje
ji z hlediska Casového, rozhoduje se €im zacit, co zafadit potom, jaky typ jazyka (kodu),
se rozhodne pouzit, (slovni, symbolicky, gesticky). Na zakladé tohoto vybéru, tak jako
vysilag, zvoli pisemny projev, mluveny, obrazek, pohyb apod. Ale jednou se ve tfidé
stane, ze s ucitel vaimne zmeny klimatu. VSimne si, Ze klima neni tak vhodné k plnéni
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cilli dané lekce nebo lekce predpokladang, planované. V takovém pripadé jiz neni ucitel
vysilatem, ale stava se prijimatem. Musi tomu tedy prizplisobit kod, ktery predtim zvolil
pro to, aby mohl uskutecnit svoji didaktickou aktivitu. Dalsim vyznamnym momentem je
ten, kdy se uCitel stava prijimatem, ato je moment hodnoceni. Jakmile vy3le své zadani
s pouzitim urCiteho kodu, napriklad slovniho, zakovi, musi ho zak prevéest do jineho
kodu, napriklad symbolického nebo grafického. A ten je pak hodnocen.

(b) Schematizace zaka jako prijimace je prilis zjednodusujici. Na zakladé nedavnych
didaktickych vyzkumi neni uceni pouhou reprodukci, jinak by totiz pristroje zachycu-
jici hlas nebo videokamery, které také opakuji perfektng, co zaznamenaly, musely byt
nejlepsSimi studenty. Uceni se neprojevuje provadénim Ukold, které byly zadany. Nikdo
by neposuzoval jako uceni to, co déla pFistroj na pripravu expressa, ktery je oproti tomu
speciaizovan na pripravu hrnku kavy. Podle francouzskych modelli fazenych ke kon-
struktivismu se uceni realizuje v pfimém kontaktu s z&kem stim, Zze jsmev ,, a-didaktické
situaci“, ve které ucitel zlistava do jisté miry v pozadi. Jinak feeno zak neni pasivnim
prijimatem, ale ze své vlastni vile vysila signaly uciteli zplisobem chovani po celou
hodinu, zgimem o argumentaci, diikazy apod.

(c) Programovani satelitu je dilem téch samych technikd, ktefi ho pozdgji pouzivaji
jako prijimaC. Programovani zaka nezavisi na uciteli, ani na prvnich letech Skolni do-
chazky. Kdyz to pozdgji nastane, mluvime o didaktické Umluvée , contract didactique®
(viz Brousseau).

(d) Zak neni pouze v &kole, ae je zatlenén mezi své blizké. Pfitomnost a vyznam
tohoto typu interakce byl osvétlen ve studiich tykajicich se kooperativniho uceni a soci-
alniho konstruktivismu. V této fazi kazdy zak ziskavai vysila zpravy slouzici k uceni.
V takovych pripadech neni kod determinovan ucitelem, ale je produktem spolecné Feci,
volné umluvy mezi blizkymi, a pouze nasledné je upravovan k potfebam ucitele.

(e) Rolekodu by méabyt dale hloubgji analyzovana. Jazykovaanalyzastrukturalismu
(De Saussure) vyclenila aspekty jako je intonace, intenzita, vySkatonu, objem, kteréjsou
parciané zastoupeny v pragmatické komunikaci, takové aspekty maji velky didakticky
vyznam. V didaktické komunikaci je kbd zaznamenavan vyucujicim, i kdyz tvori tentyz
predmét uceni, ale neni zaznamenan studentem.

(f) V socio-konstruktivnim kontextu neni zak vyzyvan k tomu, aby opakoval, na-
vic didakticka filosofie vytvari situaci destabilizace, moment, kdy naucené kody nejsou
adekvatni, nejsou vhodné k dekddovani zpravy, coz je chapano jako souslednost episte-
miologickych prekazek. Obohaceni vnitfniho i vngsiho jazyka (ngen pasivni a aktivni
slovni zasoba) se rozviji jen v ramci vymezené oblasti nasledného rozvoje.

M etody reSeni

V zakladech filosofie didaktického socianiho konstruktivismu je jednim néastrojem,
jehoz cilemjeredizace déletrvagiciho avédomého uceni, problém pojaty jako prilezitost
k mySleni ak uziti znalosti. Rozdil mezi cvicenim aproblémem je zal 0Zzen naadekvatnosti
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kodl znamych Zakovi. Pro zakamuize byt problémem také cviceni, pro néz nemav daném
okamziku nastroje pro feSeni. Rozdil mezi cviCenim a problémem je tedy zavidy na
0sobg, ktera je vyzvanak jeho feSeni nebo provedeni, nezavisi na otazce. Problém musi
byt nahlizen z SirSiho hlediska, nejde pouze o skolni matematicky problém, i kdyz role
matematického problému je dost vyznamna.

Pri interakci ve dvojici a predevsim malych skupinach predpokladanych v koopera-
tivnim uceni |ze konstatovat, ze faze analyzy problému jiz od poCatku obsahuj e propojeni
predloZzena spolecné skupinou. Neni jasng, co se ma propojit. Podle mé interpretace jde
0 spoleCnou predstavu (imagini mentali). V tento moment musi probéhnout faze heu-
ristické explorace, ve které jesté jednou musi kazdy (by mél) pfispét do diskuse, do
nove konstrukce nebo rekonstrukce spojene (sdilgjict) se starymi mentalnimi obrazy. Na
zakladé model u komunikace se kazdy souCasné vyskytujejako vysilat apfijimac akomu-
nikace se stane vyznamna, pouze pokud jsou vsechny komunikacni kédy v souladu. Na
konci v&chni souhlasi s nabidnutym feSenim a prostifednictvim mluvciho reprezentuji
zaver této faze, ve které je dokompletovan kod socidné prijaty a adaptovany na kaz-
dého z ¢lenli skupiny. V zavéretné diskusi celé tfidy za pritomnosti ucitele je jedinetna
prilezitost k ovéreni adekvatnosti kodu.

Vyvstava otazka, proc by mélabyt uziteCngjsi interakce ve dvojicich nez transmisivni
cesta, ve které ma ucitel zarucené vysSi kulturni Groven nez kamarad ve skupiné a kdy
tedy ucitel musi zasahovat s vé&tSi efektivitou nez zakiv kamarad. Jedna z moznych
odpovédi je, ze takovym zplisobem se tvori presny jazyk, odpovidagjici situacim, aco je
velmi vyznamné, ne opakovanim, reprodukci, ale ucenim, v akci.

Tak se vyzdvihne vyznam verbalizace procesil feSeni. Pouze jsou-li tyto procesy
vysvétleny, prispgji pozitivnim zplisobem k pochopeni (konstrukci toho, ¢emu Fikam
vim). Kdyby byval napfiklad Fermat nefekl, ze feSeni jeho problému bylo jednoduchg,
ale dlouhé a byl by byval prestavil metodu feSeni, jisté by byval zanechal matematice a
matematiktim roky k uzoufani.

Jaka oCekavani ma matematicka komunikace

Jak jiz bylo feCeno, matematicka komunikace by mohla zplisobit bezradnost ucitele
nebo toho, kdo bude ucit. Neni to ucitel, kdo je femesinikem, striljcem uceni, zak se udi, i
kdyz on neni pritomen. UGitel nema zplisob jak interreagovat se zakem, ponévadz nezna
zplisob, jakym by opravdu spolupracoval (spolureagoval). Dé&a néco pozitivniho, dafi se
mu rozvijet kompetence (nékdy i talenty) tim, Ze vnasi do vzdélavani rozvoj schopnosti
algoritmickych a pfinasi zakovi vybaveni nastroji.

Podle mého minéni zakladni roli |ze picist mentalnim obraziim.

Historické kofeny problému mentalnich obrazli pravdépodobné prvni, ktery pre-
stavil dobfe usporadanou teorii toho, Cemu fikame mentalni obrazy, byl Aristoteles.
Problém, ktery tehdy vysvétloval, byl, jak dosahnout objektivni znalosti universalii (idei)
bez zdlraziovani toho, Ze existuji ve svété Hyperurania, jak navrhoval Platon. Sofisté
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tvrdili, ze znalost byla zal ozena vylucné na smyslovém vnimani, coz znemoznuje vSeo-
becné pravdy, coz je dano jedineCnosti vnimani. Timto Sokrates oponoval teorii pojmu:
matematické pojmy a metafyzické pojmy vytvareji nepochybné jistoty a stavéji se oproti
neverohodnosti (nejsou verné) znalosti ziskanych nazakladé smyslového vnimani. Timto
zplisobem povazoval za moznou komunikaci mezi lidmi a pricital védé (matematice) a
filosofii univerzani hodnotu.

Aristotelestak jako Sokrates prijimal to, Ze Clovek maintel ektualni znal osti obecnych
pojmu a specifickych imanentnich pojmii (in re - tkvicich v samé podstaté véci) a také
pojmi matematickych a metafyzickych, ale narozdil od Platona neodmita prinos smys-
lového vnimani. K ovéfeni toho, co pozoruje, a toho, co je jedineCng, vlastni danému
smyslu, nevytvari intelektualni znalost objektll, které jsou prijaty chybgicim smyslem.
Kromeé toho potvrzuje, ze znalost vznikla smyslovym vnimanim je lepSi nez znalost
vznikla intelektuani cestou: smysly zapisuji na Tabulu rasu (prazdnou desku) intelektu
tak, Ze spolupracuji takovym zplisobem, ktery je vlastni lidskému intelektu.

Zustavaotazka, jak se odvozuji pojmy od smyslovych vjemU. Aristotelova hypotéza
fika, Ze existuje specificka inteligence, ktera vytvari intelektualni znalost pojml (mys-
lenky, podstaty véci). Pouziva pro to metaforu: bez svétla oCi nevidi predméty. Jestlize
se svétlo aktivniho intelektu a predméty nahradi fantasma, ovéfi se pritomnost pojmi
v dusi. Aristoteles piSe v dile O dusi:

, Predméty vnimatel né plisobi na nase smysly, stejnym zplisobem plisobi fantasmana
n&S intelekt, proto v dud neni intelekt, nejsou-li tam fantasmas. V intelektu jsou pojmy
diky podstaté abstrakce. Totéz se dé§e matematickymi entitami obsazenymi v latce, ae
které jsou chapané jako abstrakta a oddél ené od hmoty samé. V naSi spolecné zkusenosti
negjsou véci vnimatelné bez rozmérd, proto pochopitel né aspekty, pokud existuji v abs-
trakci jako matematickée entity nebo reprezentuji vlastnosti vnimatelnych véci, existuji i
ve formeé vnimatelné. Pojmy nejsou fantasma, ale bez fantasmat neni mozné mit pojmy.*

Tato prezentace je koherentni s dosazenymi vysedky vyzkumt zaméfenych na men-
talni obrazy. Napriklad Fichsbein v roce 1993 uved! k definici pojmu: ,, Jedna symbolicka
reprezentace (téméf vzdy verbalni) pouzita v abstraktnim mysleni, obsahuje obecngsi
vyznam odpovidgjici jedné mnoziné konkrétnich reprezentaci s odvolanim nato, co tyto
maji spolecného.” Tentyz autor definuje mentalni obraz jako ,, smyslovou reprezentaci
jednoho objektu nebo jednoho jevu®.

Je dost snadné kontrolovat, jaky respekt k Aristotelové terminologii zlistava, i kdyz
byl termin fantasma nahrazen mentanimi obrazy.

Neoplatonsky filosof Proklesv 5. stoleti dal filosoficky vyznam tomuto tématu. Mezi
jeho dily je knihakomentujici prvni knihu Eklidovych Zakladll. V ni fesi jeden delikatni
problém zakladli geometrie. Hypoteticko deduktivni formulaci v knize Zaklady (Ele-
menti) opustil Euklides ve studiu Geometrie jeji ptivodni filologicky vyznam — méfeni

3Poznamka piekladatel e: termin fantasmamav &eitiné specificky vyznam aje uzivan pouzev psychoanalyze, jde o specificky
druh pfedstav, které nemaji odraz v realit€; zde jde o historicky termin blizky slovu predstava.
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Zemé. Utvary, o kterych se Euklides zmifiuje, jiz nejsou konkrétni Gtvary nakreslené
v pisku nebo na desce, jsou to geometricke Utvary. Vyvstava problém, zda takove Utvary
existuji a v pripadé kladné odpovédi, kde. Jedna ,, bezelstna naivni“ odpovéd takzvana
platonicko eukleidovskarika, Zze takové Utvary jsou spolu ulozeny ve stgjném svéte Hy-
perurania, ve kterém Ziji idgje. Ale takovym zplisobem to nemtize byt. Platon mluvival
0 my3lence koule sama o0 sobé dokonalé. Tedy jedineCné! To samé plati pro dalSi geome-
trické Utvary, kazdy je jedinecny. Jeden jediny trojahelnik (coz napadal J. Lock), jedina
kruznice atd. Vidime nyni, jak déla konstrukce stfedu UseCky A B. Konkrétni konstrukce
jedné Usecky s pouzitim ¢asti osy UseCky ziskame bod, ktery ji plli. S Euklidovskou
UseCkou to neni mozné takovym zplisobem: opiSme dvé kruznice o stejném poloméru
jako je Usecka, ato kolem krajnich bodl Gsecky. Vedme primku priiseciky téchto kruznic
(takto jsme nadli osu Usecky). PruseCik primky s Usetkou AB je hledany stfed. Kon-
strukce, kterou jsem popsal slovy, neni na papire, diky popisu pripadné bez reprezentace,
se dg§e v neviditelnem svété (hyperuraniu), ve kterém existuje jedina kruznice. Prokles
prohladuje, Ze takova konstrukce se vytvari v nasi predstave a ze geometrické Utvary maji
svoji redlnou existenci tak jako my3lenky a konkrétni objekty, ale jsou jiného charakteru
anachazegji své misto v mydli, v takové mozne volnosti podoby vyvolava predstavy. Jesté
jednou jsme u toho, ¢emu dnes Fikame mentalni obrazy.

Vyznam mentalnich obrazll v uceni. Podle Aristotela tvorba mentalnich obrazli
(fantasmat) ma spolecné kofeny s humanitou a diky tomu je mozné vytvorit objektivni
znalost. Relevance mental nich obrazil v ueni geometrie byla zcela prokazanav mnohych
vyzkumech. Ale neni korektni zOzit oblast aplikace na geometrii. V nékterych pfipadech
jsou komplexni situace, které mohou byt znazornény prostfednictvim obrazku, napriklad
Eulerovy a Gorgonnovy reprezentace sylogismil. V nékterych jinych pripadech to neni
moznée.

Mentalni obrazy reprezentuji zaklad, diky kterému se miize zrodit komunikace. Jsou
takove, které se stavaji pouzivanymi ucitelem, kdyz se z diivodu motivace odvolavaji na
zkuSenost zaka. Mentalni obrazy se rozvijeji kompletnim zplisobem v pojmech (objek-
tivnich), zptisobem nekompletnim ve vife v pojmy av individuanich snech, projektech,
ajsou tedy dobrym vychodiskem.

Také ve Skole interakce ve dvojicich je mozna jen tehdy, kdyz dojde k souladu
v tom, o ¢em jsme mluvili. Z pohledu problému (Ulohy) spocCiva faze dekddovani textu
v individualizovani adekvatnich mentalnich obrazli a ve sledovani pouziti pojmai. AvSak
neni feGeno, Ze jedna predstava odpovida jedinemu pojmu, miize nastat takova situace,
kdy se student splete v pouziti pojmu, i kdyz individualizoval konkrétné obraz, o kterém
mél vypovidat.

Faze FeSeni v socialnim konstruktivismu je zal ozena natransformaci viry v pojmy, na
prevodu mentalnich obrazll na nové pojmy, a tudiz na konstrukcich novych mentalnich
obrazil, na zakladé jedné neznamé situace, ze vznikaji nové predstavy, které jsou pak
transformovany na nové pojmy.
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Jeden jednoduchy priklad (hra, Naschovany pfedmét*) ukazuje, jak se pracuje smen-
talnimi obrazy. Proto potfebujeme, aby zadny z pritomnych si nic nepsal k tomu, co se
fika. V nepriihledném sacku jsou ulozeny predméty: mala hracka, disketa, guma na gu-
movani, dveé pera, listek na autobus. Nikomu je neukézi. Nyni vytahnu jeden objekt a
ulozim ho jinam, aniz by ho bylo vidét. V satku jsou pravé ted: hracka, disketa, guma,
dvé pera. Kdyz se ptam, co jsem vyndal ze sacku, banalni odpovéd zni, Ze jsem vyndal
listek na autobus.

ReSeni je zaloZeno na porovnani, ale &eho? Na porovnani slov, ktera jsem vyslovil
(Roscelin de Compiege)? Nebo na mental nich obrazech? Sledujte, Ze jste nevidéli ani
jeden z predmétll, které jsem jmenoval a o to méné ten, ktery jsem vynda ze sacku.
Presto jste vyborné porozuméli tomu, o ¢em jsme ve hfe mluvil. To proto, Ze mame
»Spolusdilen&* mentalni obrazy Ci spiSe obecny pojem o téchto objektech. AvSak v satku
byladvé peraanenamitali jste, Ze setimto zplisobem spojily vase pojmy v jeden, protoze
platonicke pero je jediné.

Tato hra ma svoji jazykovou dohru, protoze popis objektll v saéku mlize byt zadan
zakovi apresny jazyk se stane nezbytnym, jsou-li objekty podobné aje-li tfebaje odlisit.
Napriklad bych mohl doplnit informace, které jsem prve zadaval, Ze prvni pero bylo
modré a druhé Cervené. A zdalipak jsou dvé |Zice v téze sadé priborlti (po 6 nebo 12
kusech) stejné? DalSi zaveér je takovy, Ze je tfeba vnést do konstrukce mentalni obrazy.
A co kdyby byl v saCku Ctverec, obdélnik, lichobéznik? Nebo dalSi matematické objekty:
derivace, nespojita funkce, funkce spojita a funkce konstantni?

Metody reseni ||

V teorii feSeni Uloh Polyaoznail Cetné procedury feSeni. To samé presentoval Laktos,
kdyz vysvétloval metodu kontroly (k pochopeni, pouziti) falsifikovanych Ci prekrouce-
nych vysledkll. Pokud analyzujeme peclivé tyto metody, je snadné tvrdit, Ze kterakoli
z nich je zalozena na pritomnosti mentalnich obrazl, vice ¢i méné rozpracovanych ve
formeé predstav. Napfiklad anal ogické my3eni neni zavislé nadobre ustaleném predstave,
je dano tim, ze z nich tézi pro odhaleni problému a pro jeho feSeni, pouziti analogie je
mozng, ponévadz dva pojmy, ten popsany a ten determinujici, maji spolecny mentalni
obraz. To také umozni komunikaci ve dvojici amezi ucitelem a zakem.
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Zazlatym rezem

Magdalena Prokopoval

, Geometrie ma dva poklady: Pythagorovu vétu a Zlaty fez. Prvni ma cenu zata,
druhy pfipomina spiSe drahocenny kamen." Johannes Kepler

Z historického hlediska sehral zlaty fez velmi dilezitou roli. Zabyvalo se jim mnoho
matematikl. Spis 0 ném sepsala pravdépodobné i Pythagorova zena Theano (5. stol.
pf. Kr.). Eukleides (kolem 300 pf. Kr.), podle Servitova prekladu, zformuloval Ulohu
0 ,,pomeéru krajni a stredni“ ve Druhé knize svych Zakladli [Servit 1907]. Po Eukleidovi
to byli hlavné Hypsikles a Pappos (kolem 300 po Kr.). Velkou pozornost mu vénovali
v obdobi renesance predevsim architekti, sochari ¢i malifi. Termin zZlaty fez pochazi snad
od LeonardadaVinci (1452-1519) [BeCvar, Fuchs 1994].

Tento €lanek obsahuje kratké seznameni s danou problematikou a nameéty, ktere Ize
zahrnout do vyuky jako motivani ¢i zpestiujici prvek nebo miize poslouzit jako material
pro zg moveée krouzky.

Plvodni problém

Pripomenme si kratce matematickou podstatu problemu. Ukol by mohl znit takto:
UseCku délky a rozdél na dvé rtizné casti tak, aby pomér délky celé Usecky a k délce

~r s

jeji vetsi Casti x byl roven pomeru délky x k délce mensi Casti (a-x), tj. aby platilo
a:x=ux:(a—u1).

Ulohu miizeme Fesit jak geometricky, tak algebraicky. Oba zplisoby FeSeni vedou
k dal&im zajimavym problémlim, atak se vydame po obou cestach.
Algebraické reseni

Plvodni pomér délek Usetek si mitizeme vyjadrit nasledujici rovnici:

ac2—|—a:1:—a2:0.

IKatedra matematiky a didaktiky matematiky PedF UK, Katedra matematiky PF UJEP, prokopova@pf.ujep.cz
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Jgjim feSenim dostavame dva koreny

“1+vs 15
G e

Druhy z kofenl nevyhovuje zadani, nebot je zaporny amy hledame délku Usetky. Cisté
formalné s nim ale pracovat mtizeme ajak pozdgji uvidime, bude to pro nasi zajimave.
Pouzitim prvniho kofene dostaneme hledany zlaty pomér

a 1++/5
—:(p:
I 2

s Ciselnou hodnotou pfiblizné ¢ = 1, 618. Pouzitim druhého kofene dostaneme jakysi
»pseudozlaty pomer”
a B 1-— \/3

= —y

i) 2

JedineCnost Cisla p a v

Cislo » ma mnoho zajimavych vlastnosti. K jedné z nich miizeme dospét feZenim
Ulohy ,, 0 rozdéleni rozdélené Usecky*”.

Uvazujme UseCku AB, kterou bod C roz-

délujevezlatémfezutak, ze UseCka AC jedelSi

¢ 1 nez useCka C' B. Rozdéme Gsetku AB bodem

A D C B D znowvu zlatym fezem tak, ze bod B bude

krajnim bodem delSi z obou vzniklych UseCek.

V jakém poméru budou délky UseCek AC' a AD? Snadno nahlédneme, ze bod D déli
UseCku AC opét zlatym fezem. Z toho vyplyva nasleduji vlastnost

Tuto vlastnost ma jediné Cislo ¢ a v, coz |ze velmi snadno dokazat feSenim prislusné
kvadratické rovnice.

Zlaty obdélnik

Pravé objevenou vlastnost ¢isla miizeme vyuZzit pri zkoumani vlastnosti tzv. zlatého
obdélniku, tj. takového obdéniku, jehoz délky stran jsou ve zlatém poméru.

Oddélime-li od obdélniku Ctverec o strané déelky kratSi strany obdélniku, tak jak jeto
naznaCeno na obrazku, vznikly obdénik bude opét zlaty.

Ovéfeni je nasnadé. Je také zigime, Ze tento Ukon miizeme libovolnékréat opakovat a
nove vzniklé obdélniky budou opét zlaté.

Namét: Spojime-li tfi zlaté obdé niky tak, Ze kazdy je kolmy nazbylé dva, miizemesi
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vytvorit pravidelny dvacetistén. Vrcholy zlatych obdéniki totiZ tvori vrcholy pravidel-
ného dvacetisténu. Jeho hrany miizeme vytvorit napf. pomoci bavinky. Lzeto udéat tak,
Ze kazdou hranu projdeme jen jednou? Jaka je délka hrany pravidelného dvacetisténu,
kdyz znate délku strany zlatého obdél niku?

Racionalita Cisla ¢ "

Kdyz uz jsme se blize s Cislem ¢ seznamili, D F C
bylo by zahodno zjistit, z jakého oboru Cisdl je.
Zdase, ze jde o Cido iracionalni, ale to musime
dokazat. Mame na vybér opét nékolik diikazo- 1
vych prostiedkil. Jednim z nich jeten, kde vyuzi-
jeme vySe zminéné vlastnosti zlatych obdélnikd.

Predpokladgme, ze Cislo ¢ jeracionani, tzn.
Ze existuji prirozena nesoudélna Cisla m, n ta
kova, ze ¢ = ™, kde d(m, n) = 1. Nic nam
nebrani, abychom zkonstruovali obdé nik, jehoz strany budou mit délky pravém an. Jak
predpokladame, tento obdél nik bude zlaty. Podle pfedchazejici Gvahy musi byt i obdélnik
se stranami n a (m — n) zlaty, tj.

-1

n m-n
Odtud n|m?. To jsme ale dospéli ke sporu s predpokladem, ze d(m, n) = 1.
Mocniny Cisla ¢ a Fibonacciho posloupnost

ZUstaime jesté chvili u zajimavych vlastnosti zlatého ¢isla. Vypoctéme nékolik prv-
nich mocnin (pfip. zapornych) Cidla ¢.

e o] ¥? 0> o ©° " o'

el 1| ple+1|20+1|30+2|5p+3|8p+5|13p+38

Snadno mizeme objevit pravidelnost ve tvaru kté mocniny ¢isla ¢ a obecné zapsat
rekurentni vztah

FL = F T
S pfipomenutim znamé Fibonacciho posloupnosti, pro kterou plati stejné rekurentni
pravidio a jgiz prvni dva ¢leny jsou F; = 1, F», = 1, mUzeme ktou mocninu ¢isla ¢
zapsat jako

o' = Fi- o+ Fi1.

Namét: Pracujte stejné s Cislem ) a ngjdéte vztahy mezi Cisly ¢ a.
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Geometricka konstrukce

Vratme se nyni ke slibovanému geometrickému feSeni ptivodni Ulohy. Sestrojme bod
M, ktery lezi nakolmici k iisece A B vedené bodem B vevzdalenosti 1| A B| od bodu B.
Déale sestrojme bod NV, ktery je pruseikem kruznice se stfedem v bodé M a polomérem
| M B| aspojnice bodll A a M.
Povedeme-li nyni kruznici se stfedem v bodé A bodem N, priisecik s Gsetkou AB je
hledanym bodem C, ktery déli GseCku A B zlatym fezem. Zgjimavou Ulohou je, dokazat,
Ze tato konstrukce opravdu vede k rozdéleni dané UseCky ve zlatém fezu.

.
~ o e LS
T
- e —‘/
l. —‘/
\‘\ H\ Py 3 —‘/
A //I,‘///
N o
/"—f. ’\
e AN
- ! "‘ LY
- r S
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- -~ ;’ 1S .
_/-'" T
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L i

Ulohy IzeTesit i pomoci skladani papiru. Papir tvaru &tverce prelozime naptll aznovu
rozloZime. Podle obrazku pfehneme stranu DC' naprehyb B D. Nazaveér prelozime stranu
BA nastranu BD, kde ji bod C rozdéli ve zlatém pomeéru.

e
t

Opét bychom méli ukéazat, Ze tento postup skutecné vede ke konstrukci zlatého Fezu.

Namét: Podobné Ulohy miizeme vydovit tak, Zze znamejiz delsi (AC) ¢i kratSi (C'B)
z obou (setek a mame zkounstruovat Usecku plivodni (AB). Provedte tyto konstrukce
pomoci pravitka a kruZitka, resp. pomoci papiru avyslovte prislusné dikkazy.
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Zlaty trojuhelnik

Jisté nam nic nebrani, abychom si zavedli i jing,, zlaté Gtvary*, napf. zlaty trojuhelnik.
Negjprve se zamysleme, jaka definice bude vhodna. Navrh by mohl znit:

Definice 1: Zlaty trojuhelnik je takovy trojuhelnik, jehoz jedna strana je ke druhé ve
Zlatém pomeéru stejné jako jeho druha strana ke treti.

Zahy vsak zjistime, ze takovy trojuhelnik neexistuje. Strany takto definovaného troj-
Uhelniku totiz nespliuji trojahelnikovou nerovnost. Zlaty trojuhelnik je ve skutecnosti
definovan takto:

Definice 2: Zlaty trojuhelnik je rovnoramenny trpjuhelnik, jehoz zakladna ku ramenu
je ve Zlatém pomeru.

Tento trojuhelnik mizeme délit, podobné jako zlaty obdénik, na mensi zlaté troj-
Uhelniky. Mame-li zlaty trojahelnik ABC, kde AB je jeho zakladna, potom staci ngjit
bod D nalezgici strané AC a|AD| = |AB]|. Trojuhelnik D AB je podobny trojuhelniku
ABC atudiz je take zlaty. Jesté zajimavéjsi je z tohoto hlediska pravidelny pétithelnik,
kde strana ku Uhlopficce jsou ve zlatém poméru, stejné tak Ghlopficky se vzgemné déi
zlatym fezem. PruseCiky Uhlopricek jsou vrcholy dalSiho pravidel ného pétithelniku. Ma-
zeme se napriklad ptat, v jakém poméru jsou strany plivodniho a takto nové vzniklého
pétithelniku. Vlastnosti pravidelného pétithelniku by ovSsem vystaCily na samostatny
clanek.

Namét: Zkoumejte vlastnsti pravidelného pétithelniku a vlastnosti trojuhelniku se
stranami délky /¢, 1 ay jednotek.

Nékolik tloh

Uloha 1

Méme zlaty obdélnik ABC' D o stranach délky 1
a o jednotek. Sestrojme Ctverec nad jeho delSi stra-

nou. Jiz vime, ze vznikly obdélnik ABEF je zlaty.
Opakujme tento postup znovu, znovu ziskame zlaty
obdélnik. PokraCujme takto nkrat. F

34—t

Nyni si pfedstavme, Zze stojimev bodé A azatneme
obchazet kolem zlatych obdé niklt dokola jako po spi-

o m |

rale tak, abychom prodli vsechny strany vsech zla-
tych obdélnik{l. Kolik jednotek bude méFit nade cesta,
obejdeme-li n zlatych obdélnik{r?

ReSeni
Vyjdeme-li z bodu A, bude naSe cesta nasledujici:

ABCDABEFAGHFIJ ...
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Délka cesty v danych jednotkach bude potom
On=14+9+1+9o+(@+1)+o+(p+1)+2p+1)+ (p+1)+ (2p+
+1)+ B +2)+ 2+ 1)+ Be+2)+ 5o +3)+ ...+ (Fup+ Fuq) =
=1l4+p+1l+0++o++0°++ P+ + P+t + .+ " =

"—1

:2+3zn:goi:2+3
=0

Uloha 2

Podobné miizeme vyslovit Ulohu tak, Ze budeme obchazet zlaté obdé niky, tentokrat
vSak smérem dovnitf. Vyjdeme opét od obdélniku se stranami 1 a ¢ jednotek. Dalsi
obdénik bude mit velikost stran ¢ — 1 a 1 jednotka. A tak dae. Jaka bude délka nasi
cesty, obgjdeme - li vSechny zlaté obdélniky, které 1ze postupnym vpisovanim ziskat?
ReZeni je obdobné jako v predchazejici (loze, jen tentokrat stitame nekonetnou Fadu.

Uloha 3: Lotrinsky kfiz

Lotrinsky kFiZ se sklada z 15 jednotkovych Gtvercil. Bo-

dem A jevedenapiimka XY, délici kfiz nadveé Casti o stejném

€348 obsahu. V jakém poméru déli bod X (setku BC?
\ ReSeni ngjde Ctenar v [Kowal 1975].
Al s
\ Na zaver
\ Problematika zlatého fezu je neuvefitelné bohata. K reseni
Yy probléml spjatych se zlatym pomeérem |ze vyuZit nejen geo-

metrie, ale i algebry, matematické analyzy nebo teorie grafu.
Nabizi tak Siroké zaklady pro pohled do svéta matematiky.
Je silnym motivacnim prostfedkem. Diky tomu ji |ze snadno
pouzit v roz&fujicim ucivu matematiky na stfedni i zakladni
Skole ¢i v zgmovych krouzcich. Toto téma je také vhodné
pro rlizné mezipredmétove projekty s historii, biologii ¢i vytvarnou vychovou. Jednou
z lakavych otazek je zlaty pomér na lidském téle. Pomér vy3ky celé postavy ku vysce
k pupiku se totiz blizi Cislu ¢. Studenti tak mohou provést statistické méfeni (na sobe,
svych spoluzéacich, rodicich) a podle svych moznosti ho vyhodnotit. Své zavéry mohou
pak porovnat s proporcemi nejslavng Sich uméleckych dél jako je napf. socha Davida od
Michelangela Buonarrotiho (1475-1564).
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Grafy v uCivu zakladni skoly

Jana P¥ihonskal

Namétem dilny bylo pfedlozeni souboru Gloh, kde bylo ukazano mozné vyuziti grafli
v ucivu zakladni Skoly. Soubor byl rozclenén do tfi Casti, které na sebe navazovaly. Prvni
¢ast se tykala vlastniho zavedeni grafli pomoci tzv. bludist barevnych bran, druha ¢ast
byla zaméfena na ilustraci grafového kodovani u nékolika aplikacnich Gloh a tfeti Cast
obsahovala sérii Uloh aplikagnich, které byly feSeny vyhradné za pouziti grafll. Pojem
»grafové kodovani“ neni mozné nalézt v zadné dostupné literatufe. Zavadime jg pro nase
UCely a vyjadruje viceméné zamér o preformulovani zadané Glohy do grafové podoby.
Snahou pfitom je obsahnout co moznanejSirsi oblast matematiky avzaemné propojovat
rlizné tématickée okruhy s ohledem na praktickou vyuzitel nost. Soubor predlozenych Gloh
ajgjich feSeni je mozné pouZzit jako propedeutiku zakladnich pojmli z teorie grafU.

Vzhledem k omezenému prostoru pro prezentaci Gloh a jgich feSeni, uvadim dale
vzdy jen ukazku nékterych Uloh s feSenim a poté pouze zadani nékterych problémd.

Ulohy typu bludi&# barevnych bran

Zde vychazime z [He], kde jsou zminéna bludisté popsana. Grafickée feSeni Gloh
tohoto typu uvadim na nasledujicim priklade.

1TUL v Liberci, jana.prihonska@vslib.cz
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Obr. 1

Bludisté je charakteristické svymi barevhymi branami, které |ze odemknout pouze
klicem stgné barvy. Pod zadanym bludistém jsou vzdy uvedeny kliCe, které mame
k dispozici akteré musime pouZzit pouze v daném poradi. Graficke FeSeni bylo ukazano na
nekolikaprikladech. Abychom mohli vytvorit graf daného bludisté, oCislujemejednotliva
nadvori (ohraniCeny prostor v bludisti, kam je mozné se dostat spojovacimi dvermi)
v bludisti podobng, jak je ukézano na obrazku. Uzel v daném grafu potom odpovida
stginé oCislovaneému néadvori, hrana se shodné oznaCenou barvou odpovida spojovacim
dvefim mezi jednotlivymi nadvorimi. Misto indexovani jednotlivych hran je mozné
pouZivat barevnych ¢ar shodnych s barvami klicl. Je vhodné pouZit jesté jeden uzel,
ktery reprezentuje vngSi prostfedi a ktery shodné oznacujeme jako ,,0".

Zadani Uloh je pro vSechny Glohy tohoto typu stgjné: projit z vngsku do stiedu
bludi&té pri pouziti zadanych klicl. Kazda z Gloh obsahuje dale jesté dil&i Ukoly, které se
vztahuji k danému bludisti.

Pro ilustraci uvadim pouze jedno bludisté, které patfi mezi komplikovangsi a na
jehoz feSeni je zfiggma vyhodnost grafovée formulace problému (viz obr. 2).
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Regeni:
Na obr. 3 vidime prisusny graf.
Trasa prochazeni je nasledyjici: 0—-f-6-m-5-¢-2-h-4-b-2-z-1

Dilci Gkoly:

1. Zménilo by se feSeni v predchozim pfipadé, jestliZze byste méli k dispozici univerzalni
KIi€, kterym se da odemknout kterdkoli brana? Pokud ano, napiste jak, pokud ne,
zdlivodnéte svoji odpovéd.

PocCet moznych tras, vedoucich do stfedu bludisté, se mnohonasobné zvétsi.

2. Jaky kli¢ mlzete ztratit, abyste se pfi pouziti zbylych kli¢l v daném poradi dostali do
stfedu bludiste?

Ztratit nelze zadny klic.
3. P¥i jakéem poradi klicti F, M, C, H, B, Z se uréité nikdy nedostanete do stredu bludi&té?
Staci sl vaimnout barev, které se nemohou vyskytovat nasledné za sebou.

Jsou to napt. kombinace zagingjici F~C,M —-C,F-Z-C,F-B-C...,M —H
(resp. C, B, Z, F) adal§i.

4. Zménte poradi danych kit (F, M, C, H, B, Z). Umdli byste uréit pocet vech rliznych
moznosti pofadi klic¢li? Pokuste se o to. Pocet vsech moznych poradi je dan poctem
permutaci ze Sesti prvkd, tj. P(6) = 6! = 720 moznosti.

| lustrace grafoveho kodovani

Pro ilustraci jsem vybrala tlohy, z jgichz feSeni je patrny vyznam nami zavedeného
grafového kadovani. Ulohy &lenim po skupinach bud z hlediska pouZité metody Fedeni
(napr. prohledavani grafu) Ci z hlediskatématického celku, kterého setykaji. U nékterych
uvadim pouze zadani, feSeni je mozné nalézt v uvedene literature.

|. Hledani poctu cest v daném grafu

U1: Turiste stoupaji do kopce. Na kopec vedou serpentiny — cesta se samymi zatackami,
doprava, doleva (viz obr. 4). Z mist, v nichZ se serpentiny ohybaji, mlizeme na vystupu
pokraCovat | pfimou cestou.

Ukol: Ke kazdemu bodu, ve které se cesty vétvi, napig, kolika zplisoby se tam turisté
mohou dostat. Nebudou se pfitom nikdy vracet, pljdou stale vzhiiru, ve sméru daném
nékterou ze Sipek. Na prvni dveé rozhrani jsou jiz spravna reSeni napsana. Ke startu je
pfipsana 1, protoze nikde pred startem nebylo rozcesti adal o se tam dostat pouze jedinou
cestoul.

Regeni: Pro zjidtovani &isla, kterésepripidek dal&mu rozcesti, s poméizeme prekresienim
planku jako grafu. Do kazdéeho nasledujiciho bodu se dostaneme pouze pres predchazejici
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body, a to souctem poctu cest, které vedou do obou pfedchazejicich dohromady. PoCet
cest vedoucich do vrcholu je naobr. 4.

55

21

2

1
1 S

Obr. 4: Planek a jeho graf

1. Ulohy typu polynomin
U2: Z danych Sesti dil{i sestavte &tverec 5x5.

ELME

ReSeni: Jedno z moznych feZeni vidime na obr. 5. Je zfigjmé, Ze otatenim o0 90° ziskame
dal§i tfi feSeni. , Grafové kodovani“ umozni kazdému z dilli prifadit graf— Ctverecku
odpovida uzel, dva uzly spojime hranou tehdy, pokud maji ¢tverecky spolecnou stranul.
Pro lepSi nazornost jsou prisludné grafy umisténé primo do daného dilu (obr. 6).

g J ol

Obr. 5 Obr. 6

7]
=la

Ulohu je mozné preformulovat nasledovné:

Do ¢tvercové sité 25 bodll umistéte 6 danych grafll tak, aby zadné dva nemély ani
jeden spolecny uzel a byly vyuzity vsechny body dané sité.

ReSeni: je evidentni z obr. 7.
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G

Obr. 7

I11. Pravdépodobnostni tlohy —[PI]
U3: Jak simulovat hod klasickou hraci kostkou?

Problém 1: Klasicka hraci kostka ma pravidelny tvar krychle, na kazdé sténé je jedno
z Cisd 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pfedstavme i, Ze kostku ztratime a potfebujeme ssmulovat hod
kostkou pomoci 4 kouli rlizné barvy. K oule umistime do urny atahneme 2 z nich. Tazené
koule nevracime zpét.

Problem 2: Mame k dispozici 4 stejné koule. Jak je mozné nyni simulovat hod kostkou?

Problém 3: K dispozici mame 3 koule rlizné barvy. Jak nyni mtzeme hod kostkou
simulovat?

1. Ulohy se sportovni tématikou
Problém 1: Naturngji ve volgbale hrgje Sest druzstev systemem kazdy s kazdym jeden
zapas. Kolik zapasli se celkem odehraje?

Reseni: Jde o vytvoreni (plného neorientovaného grafu na Sesti uzlech, jak ukazuje
obrézek — potet hran je 15. Pi vypottu je mozné vyuZit kombinagnich Cisel (5) = 15
(obr. 8).

Problém 2: Do soutéZe v koSikové bylo zapojeno 7 druzstev ze 7 rliznych mést. Kolik
zapasll bylo sehrano, kdyz se hrélo v sidelnim mésté kazdého druzstva?

Obr. 8

ReSeni: Jedna se o vytvoreni (plného orientovaného grafu. Vzhledem k podminkam
Glohy jsou Sipky obousmérné. Celkovy potet zapasil je dvojnasobny, tj. v nasem pripadé
42 (obr. 9).
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V. Hledani Eulerovského tahu

U4: Pres feku Pregelja vede sedm mostll, z nichZ pét vede na ostrov (O). Situace je
zakreslena na obrazku 10.

1. Bylo by mozné udélat si takovou prochazku, pfi niz by se vSechny mosty predly
pouze jednou a zadny nebyl vynechan? Svoji odpovéd zdtvodni.

2. Jak musime jit, kdyz ma prochézka zaCit a skoncit v bodé A, zadny most se nesmi
vynechat a co nejméné mostl se ma projit dvakrat?

Reseni:

1. Obrazek 10 je mozne prekreslit pomoci grafu (obr. 11), kde hrany odpovidaji
mostlim a jednotlivé oblasti, které feka vzajemné oddéluje jsou uzly. Ostrov a vychozi
misto jsou v grafu shodné oznaCené.Hledame eulerovsky tah. Ten vsak vzhledem ke
stupilim jednotlivych uzlli neexistuje, tedy prochézka mozna neni.

2. Jedno z moznych feSeni je barevné vyznaCeno primo do graful.

é}
)
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Grafické kalkulaCky a propedeutika funkci

Jarmila Roboval

Grafické kalkulacky se jiz temé&F dvacet let pouzivgji ve vyuce matematiky u nés i
ve svété na riiznych typech 3kol. Postupné ziskané zkuSenosti ze $kolské praxe ukazuji,
ze hlavni prinos zafazeni této pomiicky do vyucovani spociva ve zvySeni nazornosti vy-
ucovani, vizualizaci nékterych pojmt, odstranéni mechanickych a zdlouhavych postupti
a také v moznosti experimentovani a modelovani s matematickymi objekty. Skolska
témata, ve kterych je graficky kakulator vhodnym pomocnikem, souviseji predevsim
s pojmem funkce. Pedagogické experimenty potvrzuji, ze studenti pouZivgici grafické
kalkulacky dosahuji lepSich vysledk pri:

e pochopeni obecnych vlastnosti funkci

o Cteni ainterpretaci grafickych informaci (z grafu funkce ziskaji vice poznatk)

e prifazovani grafti funkci k jejich predpisim

e porozumeni souvislosti mezi grafickou, numerickou a algebraickou reprezentaci pro-
blému

ZkuSeného pedagoga tyto zavéry nijak neprekvapi, nebot ze své praxe dobre vi, ze
studenti potiebuiji pro osvojeni novych pojmi a vztah(i dostatek konkrétnich zkusenosti
i modelll, jinak dochazi k formalnimu osvojeni latky bez hlubsiho porozumeéni. Graficka
kalkulatka je ucebni pomtickou, ktera snadno a rychle zprostfedkovava nazorné modely
predkl adanych pojmi avztahl v fadétémat, avSak ucitelé Casto hledaji vhodné metodické
postupy pro zaclenéni této pomiicky do vyucovani matematiky.

Uvod

Pracovni dilny, ktera byla vénovana propedeutice funkci za podpory grafickych kal-
kulacek, se zUCastnili ucitelé zakladnich, stfednich i vysokych Skol. V Gvodu dilny byly
probirany zakladni dovednosti pfi praci s grafickou kalkulatkou, které by si uzivatel této
pomiicky mél osvojit. Jde predevsim o numerické dovednosti (napf. problém zobrazeni
iracionalnich Cisel) adalSi dovednosti, které souvisgji s nastavenim rozsahu soufadnic na
obrazovce kalkulaCky (napf. problém zobrazovani nespojitych funkci). Zvladnuti téchto
dovednosti je nezbytnym predpokladem k tomu, aby studenti na obrazovce kalkulaCky
dokazali zobrazit tzv. kompletni graf dané funkce, tj. graf s vyznatnymi vlastnostmi
zkoumaneé funkce (nulove body, extrémy gj.).

V dal§i Casti dilny byly diskutovany moznosti vyuziti grafickych kalkulacek ve 3kol-
ské matematice pri rtiznych ¢innostech:

IMFF UK, Praha, robova@karlin.mff.cuni.cz
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e jako pomticky pri zavadéni novych pojmu, které maji grafickou reprezentaci alze je
tedy zobrazit na obrazovce kalkulacky

e jako nastroje pro , experimentovani v matematice”, kdy studenti na zakladé vlastni
¢innosti smatematickymi objekty formuluji poznatky, kterénasledné ucitel ve spolecné
diskus zpresnuje

e jako efektivniho prostfedku pro vicenasobnou reprezentaci zkoumaného problému
(numerickou, grafickou a algebraickou)

Konkrétni priklady vyuziti graficke kalkulacky

Na obrazovce grafické kalkulacky |ze snadno zobrazit vSechny bézné zplisoby zadani
funkce — funkénim predpisem, tabulkou funkénich hodnot i grafem. Jednoduchym zpl-
sobem | ze také demonstrovat grafickou reprezentaci nékterych zakladnich pojmii jako je
pojem rostouci a klesajici funkce (pouhym pohybem kurzoru po grafu funkce miizeme
zkoumat vzgemny vztah mezi hodnotami nezaviséi zavislé proménngé) €i pojem prosté
funkce (s vyuzitim tzv. , horizontalniho testu®).

Grafickou kalkulacku je vhodné vyuZivat nejen k ilustraci zavadénych pojmt, ale
také k tomu, aby se studenti na zakladeé vlastni ¢innosti postupné seznamovali s nékte-
rymi vlastnostmi elementarnich funkci. Ugastnici dilny proto postupné fesili nasledujic
priklady, v nichz byly ukazany moznosti formulovani probléml z této oblasti.

Priklad 1

a) Zobrazte grafy funkci f; : v = z, fo : vy = 2z, f3 : y = 3x v rozsahu soufadnic
(—4,4) x (—10,10) azkoumejte, co maji grafy spolecného av ¢em selisi.

b) Jaky vliv ma koeficient u proménné x nagraf funkce?

¢) Zkuste odhadnout na zakladé predchoziho pozorovani, jak vypadaji grafy funkci
fi:y=—x, fo:y = —2x, f3 = —3x. Zkontrolujte pomoci kalkulacky sviij odhad.

d) Jak bude vypadat graf funkce f : y = ax, kde a je konstanta?

Priklad 2

a) Zobrazte grafy funkci f1 :y =z + 1, fo:y =2+ 2, f3: y = x + 3 napf. v rozsahu
soufadnic (—3, 3) x (—4,6) azkoumejte, co maji grafy spoletného av tem selisi.

b) Jaky vliv ma pricitany koeficient 1, 2 a3 na graf funkce?

c) Zkuste odhadnout na zakladé pfedchoziho pozorovani, jak vypadaji grafy funkci
firy=x—1, fo:y=1x—2, f3 = x — 3. Zkontrolujte pomoci kalkulatky svijj odhad.
d) Jak bude vypadat graf funkcef: y = = + b, kde b je konstanta?

Priklad 3

Urcete pruseciky grafti nasledujicich funkci s osami z i .

Ay=x—1

b)y =2z + 4

Oy=3r+5
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Priklad 4

Zobrazte grafy funkci:
Qfiry=z+1 fory=—-1+2,
b) fs:y=—-22+3, f1:y=0,50—2
) fs:y=2x/3+1, f¢:y=-3x/2—-2

v rozsahu soufadnic (—15,15) x (—10, 10). Jaka je vzgemna poloha grafli v kazdée
dvojici? Jaky je vztah mezi koeficienty u proménné z v kazde dvojici? (Pozor narozsah
souradnic!)

Na zakladé feSeni téchto prikladt byly pro Gcastniky dilny pfipraveny dal$i Glohy
k samostatné praci, ve kterych méli G¢astnici vytvorit sadu prikladll na zkoumani vlivu
jednotlivych koeficientll a, b, ¢ z predpisu kvadraticke funkce y = ax? + bx + ¢ (a # 0)
na graf této funkce. Postupné mély byt zkoumany grafy funkci v = a - 22, y = 22 + ¢,
y = (xb)%, y = (xb)* + ¢,y = a(xb)* +c.

Svyuzitim predchozich pozorovani byly formulovany zavéry protvar grafti nékterych
polynomickych funkci y = a,2" + ap_12" 1 4+ --- + a1z + ap, kdea; € R, n € N,
jgjichz specialnim pripadem jsou linearni i kvadratickée funkce:

e pron = 1 existuji pouze dva mozné typy grafu
\ a /
T

e pron = 2 také existuji dvé moznosti pro tvar grafu
U ) /—\
1

Vzhledem k tomu, Ze feSeni predchozich prikladi zabral o vice ¢asu, nez byl o predpo-
kladano, byly v zavéru dilny pouze nastinény dalsi moznosti vyuziti uvedenych postupli
pfi zkoumani vlastnosti a grafu kubické funkce.

Priklad

Zkoumejte pomoci kalkulacky, jaké jsou mozné typy grafti pro kubickou funkci
y = ax® + bx® +cx +d, kdea #0,a,b, ¢, d € R.

Navod pro reseni
— negjdrive zkoumejte funkce y = ax?
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—daefunkcey = az? + ba?
— nakonec zkoumejte funkce y = ax? + ba? + cx (absolutni Elen d zplisobi jen vertikalni
posuv grafu)

e pron = 3 existyji Ctyfi moznosti pro tvar grafu
j a \ a 7~ a
— / \ / \f\
\ e -
-

Zaver

Graficka kalkulacka je uziteCny pomocnik ve vyuce matematiky v prfipadé, Ze je
pouzivanaracionané (vim, kdy jerozumnéji pouzit akdy naopak Fesit problém klasickou
metodou) a zodpovédneé (zafeSeni problému jsem zodpovédny ja a ne kalkulaCka a vim,
co mohu od kalkulaCky oCekéavat).
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Didakticka hra STAVIME DUM aneb Pro€ bychom jen

rysovali . ..

Filip Roubicek!

Dilnavénovana problematice stereometrickych kompetenci zakt zakladni Skoly byla
koncipovanajako praktickaukéazkaskupinovych aktivit szaky. Cilem dilny bylo seznamit
jej1 tcastniky sdidaktickou hrou Savime diim — aktivitou zaméfenou narozvoj nékterych
geometrickych dovednosti, jako jsou modelovani a zobrazovani trojrozmérnych objekt
atakée komunikacnich dovednosti v ramci vyucovani geometrii.

Uvod

Geometrie je povazovana za nejkonkrétngSi a s realitou nejvice spjatou ¢ast mate-
matiky. Déti prichazeji do Skoly s fadou geometrickych - stereometrickych zkuSenosti.
Prostor je détem bliZSi nez rovina, protoze jsou s nim v neustalém kontaktu. Setkavaji
se se situacemi, kdy je tfeba vymodelovat, nakredlit nebo popsat trojrozmérny objekt,
nejprve ve svych hrach, pozdgi ve vyuCovani geometrii a budou se s nimi setkavat i
nadale. Jednou z moznosti, jak tyto zkuSenosti nalezité vyuZit pro rozvoj nekterych ge-
ometrickych kompetenci, je zafazovat do vyucCovani geometrii aktivity, pfi nichz z&ci
pracuji se stavebnici.

Didakticka hra Stavime diim

Aktivita, s niz byly G¢astnici dilny seznameni, byla plivodné uréena k experimen-
talnim Ucelm v ramci zkoumani problematiky znakovych reprezentaci geometrickych
objektll (Roubicek, 2002). Poté byla v upravené podobé pouzivanai v hodinach geome-
trie. Hra Stavime diim je zalozena na spolupréci tfi zakil v rolich zakaznika, architekta a
stavitele. Zakaznik slovné popise architektovi model domu, architekt vytvori na zakladeé
jeho popisu nakres a stavitel podle jeho nakresu sestavi model. Zaci se v téchto rolich
stfidgji. Jgjich Ukolem je ziskat dva modely téhoz domu.

Zaci maji k dispozici dvé stejné stavebnice, centimetrova méFitka a listy papiru se
¢tvercovou siti. Stavebnici tvori modely rliznych geometrickych téles, pomoci kterychlze
modelovat redlné stavby. Obsahuje modely krychli, kvadri, trojbokych hranol{, jehlanl
a dalSich atypickych téles pro modelovani stiech. Tvary arozméry stavebnicovych dilli
jsou navrzeny tak, aby bylo mozné dily snadno kombinovat (nékteré modely |ze sestavit
i vice zplisoby) a vytvéaret z nich rozmanité stavby ataké aby jejich pravolhlé priméty
byly snadno zobrazitelné ve Ctvercove siti.

Didakticky nejzajimavéjsi Casti této aktivity je komunikace mezi zaky v rolich zakaz-
nika a architekta. Pfipominarozhovor po telefonu, nebot Zaci na sebe navzajem nevidi —

IMU CSAV, roubicek@math.cas.cz
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jsou oddéleni zasténou nebo sedi zady k sobé. Tento zplisob komunikace je pro zaky ve
vyucovani geometrii ngjen neobvykly, ale v pripadé popisovani trojrozmérného objektu
pomeérné narocny (zvlasté nesmi-li architekt vstupovat do zakaznikova popisu svymi do-
tazy). Uciteli mlize poskytnout cennéinformace o Urovni zakova osvojeni geometrickych
pojmu a poznatkdl.

Z&k&im na prvnim stupni, pro né&z by bylo zobrazovani trojrozmérného objektu na
zakladeé jeho slovniho popisu prilis obtizng, je mozné Ukol zjednodusit vynechanim role
architekta. Zaci tedy pracuji ve dvojici: 28k v roli zakaznika model popisuje a zak v roli
stavitel e sestavuje model podlejeho popisu. Protoze obazaci pracuji se stegjnou stavebnici,
mohou se snadno presvédCit o shodnosti svych modelti jejich porovnanim.

Program arealizace dilny

Dilna zahrnovala Ctyfi na sebe navazujici aktivity, které vychazeji z vySe popsané
didaktické hry Stavime diim. P¥i jgjich prezentaci, zaméfené navlastni prozitek, byl uplat-
nén trifazovy model procesu uceni, tj. model tvofeny fazi evokace (E), fazi uvédomeéni
s vyznamu (U) afazi reflexe (R) (Kostalova, 2003). S timto modelem jsem se sezna
mil v kurzu Ctenim a psanim ke kritickemu my3eni, ktery poradalo ob&anskée sdruzeni
Kritické mySeni na 3kole, kde vyuCuji.
1. Faze evokace

Dilna byla uvedena nasledujicim Ukolem: Prohlédnéte si soubory predmétli na lavi-
cich oznacenych pismeny A, B, C, D a pojmenujte tyto soubory. Listeky s nazvy soubor (i
nalepte na tabuli, a potom si prectéte, co napsali ostatni. Cilem této nenarocné aktivity
bylo evokovat prostfednictvim rliznych modelCi a predmétt urcitého tvaru geometrické
pojmy krychle, kvadr, hranol ajehlan. Viybaveni si téchto pojmt bylo duilezité pro nava-
zujici skupinovou aktivitu.

2. Faze uvédomeéni si vyznamu
Hlavni Cast dilny tvorily dvé skupinové aktivity. Pfi prvni aktivité GCastnici dilny
vytvorili trojclenné skupiny a ve skupinach si rozdélili role zakaznika, architekta a
pozorovatele. Jednotlive role byly popsany nasledovné:
Zakaznik
e Sedi zady k architektovi tak, aby nevidél jeho nakres domu.
e Sestavi model domu (doporucuje se pouzit 4 az 6 stavebnicovych dill).
e Popisuje architektovi, jak dim vypada (tj. tvar domu véetné rozmeérd).
e Na sdéleni popisu domu ma5s minut.

Architekt

e Sedi zady k zakaznikovi tak, aby nevidél jeho model domu.
¢ Nasloucha zakaznikovi - na nic se ho nepta.
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e PopisTidi slovy ,, Pockej. Zopakuj. Nerozumim.” apod.
¢ Vytvari nakres domu podle zakaznikova popisu.

e Kredli od ruky na papir se ¢tvercovou siti.
Pozorovatel

e Sedi nebo stoji tak, aby mohl dobfe sledovat Cinnost zakaznikai architekta.

e Jgjich ¢innost nekomentuje, pouze pozoruje.

e Zaznamenava priibéh komunikace a strategie, které pouzivaji.

e Nezasahuje do jgich rozhovoru.

e Sleduje Cas.

V rolich se U€astnici stfidali nasledovné: zakaznik — architekt — pozorovatel — zékaz-
nik. Kazda skupinamélak dispozici dve stejné stavebnice (popisviz vyse), centimetrova
méfitka alisty papiru se ¢tvercovou siti.

Pri druhé aktiviténgprve UCastnici v troj ¢lennych skupinach spolecné vytvorili nakres
a popis modelu domu, ktery sestavili. Potom si skupiny nakresy a popisy svych model Ul
navzajem vymenily tak, aby kazdaskupinapracovalasnakresem apopisem dvou rliznych
model i, amély za Ukol sestavit jednak model podle nakresu, jednak podle popisu.
3. Fazereflexe

Zavérecnou aktivitou dilny byla pisemnareflexe. Kazdy z (¢astnikll se mél zamyslet
nad tim, jaké strategie pouzil pfi praci on ajaké by pouzili jeho Zaci. Poté nasledovaa
diskuse, ve které Ucastnici sdileli své prozitky a poznatky z dilny a hovorili o vyznamu
jednotlivych aktivit a moznostech jgich uplatnéni ve vyucovani.
Zaver

Dilnabylauzavienajejim zhodnocenim. V hodnoceni se U€astnici vyjadfovali k tomu,
co s uvedomili, co jim vrta hlavou a co je inspirovalo.

e Uvédomili si, Ze popsat trojrozmérny objekt neni tak snadng, jak by se mohlo na
prvni pohled zdéat (,neni jednoduché presné fici i jasne véci*) a ze je tieba rozvijet
komunikacni dovednosti (jako jsou volba strategie nebo pouzivani terminologie).

e Vrtajim hlavou, kde ziskgji stavebnici pro tyto geometrické aktivity.

e Inspirovalo je propojeni riiznych aktivit, metoda,, jeden popisuje—druhy kresli“, prace
ve skupinach . ..
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Dalsi prispéevky

Vnimani jevu nekonecno v geometrii budoucimi uciteli
1. stupné zSt

Darina Jirotkova?

Nekonecfno jako provokujici pojem

Nekonetno patfi k nejnarocnéjsim jevlim nejen matematiky, alei filosofie. Ve vech
dobach pojem nekonetno a s tim souvisgjici zvla&ni kvalita nékterych jevll jako je
nevycCerpatel nost, neskoncitelnost, neomezenost, znepokojoval mnohé velke mydlitele.
Tim, Ze vzdy provokoval mnoho kontroverznich nazord, tvoril dlilezité sméry lidského
poznani. Vysledky, k nimz se velci matematici a filosofové dopracovali, patfi k inte-
lektualné nejhlub&im my3lenkam lidstva. , Zadna jina otazka nikdy neprobouzela tak
hluboce lidského ducha, zadna jina my3Senka nepodnécovala tak hodné jeho intelekt,
zadny jiny pojem nevyzadoval doposud vice objasnéni nez pojem nekonetno.” — prohléa
sil vynikaici némecky matematik David Hilbert koncem 19. stoleti. Pojem nekone€no
rovnéz provokoval nejrlizngjsi pocity, strachem a obavami z bloudéni pocingje, pres
pocit nemohoucnosti, Gcty a konce touhou proniknout do heznamého a prekonat meze
nepoznatel ného.

Ve 3kolské matematice se s jevemn nekonecna setkavame velmi sporadicky a po-
vrchné. Nezname zadnou ¢eskou ani zahrani¢ni ucebnici zakladni ani stfedni Skoly, ktera
by tomuto pojmu vénovala zvlastni pozornost. Rovnéz zadné ucebni osnovy nevyclenuji
pojmu nekoneéno zadny tematicky celek, ani nezdlraziuji kognitivni ¢innosti, které by
prispély k rozvijeni porozumeéni jevu nekonetno. Pritom se jev nekoneCna vyskytuje
v mnohakontextech jak aritmetickych, tak geometrickych. Napfiklad o posloupnosti pfi-
rozenych Cisel sefekne, ze nemazadny konec, ze jde staledal adal. O pfimce seve skole
fika, Ze vede na obé strany do nekonecna, a o roving, Ze jde do nekonetna vsemi sméry
apod. Hloubgji sejev nekonecnosti v zadnem kontextu nezkouma, pravdépodobné proto,
Zejeto jev velmi narocny. Pro nedostatecné pripraveneho a navic autoritativniho ucitele
mohou byt rozhovory o ném i choulostive, mohou se pro ng stét nebezpecnym pohybem
na tenkém ledé a hrozbou oslabeni jeho autority. Domnivame se, Ze tak jako v historii,
kde zkoumani jevu nekonetna vedlo mnohdy pres diirazna odmitnuti a nepfijeti novych

IPrispévek byl vytvoren v ramci grantu GAUK 316/2001/A PP/PedF
2PedF UK Praha, darina.jirotkova@pedf.cuni.cz
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my3enek k pozoruhodnému rozvoji lidského intelektu, mohou diskuse provéazejici uvar
Zzovani nad jevy nekoneCnymi v ramci Skolské matematiky prispét i ke kognitivnimu
rozvoji zaka. Podle nasi celkem bohaté zkuSenosti jak se zaky rlizného véku, tak i se stu-
denty — budoucimi uciteli jsou debaty o jevu nekoneCna vétSinou velmi pritazlive. Avsak
od utitele vyzaduji diikladnou pripravu a hluboké promy3eni jevu nekonetna v rtiz-
nych kontextech, k ¢emuz miize napriklad pomoci vnitini dialog s vhodnymi knizkami
(Kuzansky, 1979, Peter, 1958, Pospisil, 1948, Vopénka, 1989, Zlatos, 1995). Rovnéz
je dulezite, aby mél ucitel dobre promySlenu strategii fizeni takové diskuse. K tomu je
dobré, kdyz ma alespon zakladni znalosti 0 tom, jak zaci vnimaji jev nekonecCna, co ktera
jgjich vyjadfeni znamenaji nebo mohou znamenat, které myslenky je oslovuji a které ne
ajaké modely jevu nekonecna a jaké kontexty motivuji jgich zvidavost.

O naSem vyzkumu

Jsme presvédceni, ze zkoumanim procesu chapani pojmu nekonecno v rliznych kon-
textech se ném otvira pristup do svéta zvlastnich a kvalitativné odlisnych mentanich
¢innosti, které se tykaji neexistujicich jevl, které postradaji primé empirické zkusenosti
akteré jsou zalozeny na zkuSenostech s jevy existujicimi.

Je nutno podotknout, Ze zcela plivodnim zamérem zadaného Ukolu v ramci vyzkumu:
NapiS viastnimi slovy, co si pfedstavujeS pod pojmem primka bylo Ziskat pisemnou in-
formaci o tom, jak naSi posluchaCi chapou dany geometricky pojem pfimkaajak dokazi
své geometricke mySlenky formulovat. Druhym cilem bylo dovést studenty k hlubSimu
zamySleni nad pojmy, které bézné intuitivné uzivaji. Avsak jiz pri prvnich analyzach
studentskych odpovédi nas velice zaujalo to, jak mnoho studentli pouzilo v popisu geo-
metrického objektu slovo ,, nekonecno* ajeho riizné odvozeniny. Dalsi analyzy jsmetedy
zamé¥ili natento jev.

Zpogatku byli do vyzkumu zapojeni pouze studenti ugitelstvi pro 1. stupei ZS Pe-
studenty oborové matematiky a v posledni dobé zejména také na zaky zakladni Skoly
od 5. do 9. tfidy. Pracovali jsme se zaky na tfech zakladnich Skolach v Praze a na dvou
v Derby a Nottinghamu ve Velké Britanii, pficemz jsme pouzili takové spektrum Gloh
(viz nize), které nam umoznilo |&pe prokreslit predstavy zaki ¢i studentli o nekonetnu a
které take privedly feSitele k hlubSimu promy3leni problému.

Slovo nekonetno Cesti zaci Ci studenti (nikoliv vSak anglicti) pouZivaji zcela sa-
mozifgme, i kdyz v jgich smysovych zkuSenostech prfima zkuSenost s nekoneCnem
z realného svéta zcela schazi. Do slova nekonetno jsou promitany zkuSenosti z realného
svétaamentalnimi procesy jako je abstrakce, absol utizace, idealizace se vytvari mySen-
kovy konstrukt. V tomto smyslu slovo hekonetno v naSem ¢lanku pouzivame. NefeSime
tedy otazku, co je nekonecno, jaké ma postaveni v rliznych matematickych strukturach,
jaké predstavy studentl jsou spravné nebo chybné. Budeme se vSak snazit predstavy zaki
¢i studentli o pojmu nekonetno v geometrickém prostiedi néjak charakterizovat, budeme
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hledat a popisovat jevy, které zkoumanou predstavu vytvargi, a studentské odpoveédi
podle téchto jevi tridit.

Studenti z UK ve svych pisemnych pokusech o vymezeni pojmu pfimka nepouzili
slovo nekone¢no ani v jednom pripadé z 27 dotazanych zakil 5. roéniku. Dlvody pro to
jsmenadli dva. Jeden jejazykovy —slovo nekonetno v hovorove mluve je spise vyjadieno
jako bez konce (endless). Druhy diivod spociva v koncepci vyuky geometrie v UK, ve
které se nerozliSuje dlisledné mezi pojmy Usecka a pfimka.

Odpovédi student(l

Pfipomefime zde stru¢né metodu analyz studentskych pisemnych odpovédi na pl-
vodni vyzvu Napis vliastnimi slovy, co s predstavujes pod pojmem pfimka, ktera byla
vypracovana autorkou Clanku pod vedenim M. Hejného (Jirotkova, 1999, Jirotkova,
Littler, 2003). Ze v&ech odpovédi studentli jsme nejdfive vybrali ty, v nichZ se objevo-
valo slovo nekonetno, nekonetny, nekonecné apod., ale také slovo konecno v riiznych
odvozeninach, pochopitelné ve smyslu své absence (jako ,,nema konec®, , bez koce",
,hekonCici“ apod.), arozlozili je najednoduché mysenkové jednotky. Ty, které byly po-
dobného vyznamu, jsme seskupili a reprezentovali je jedinou autentickou vypovedi. Po
dlouhém hledani, jak tyto dale tfidit, jsem zvolili hledisko gramatické. Do prvni skupiny
— A jsme zaradili vsechny vypovédi, v nich se vyskytlo podstatné jméeno nekonecno. Do
druhé skupiny — B jsme zafadili vsechny vypovédi, v nichz se vyskytlo pridavné jméno
nekonetny ajeho tvary, nebo prislovce nekonecné. Do treti skupiny — C jsme zaradili ty
vypovedi, v nichz existence konce byla poprena.

Toto kritérium tfidéni se ukazalo byt velmi vhodné, nebot umoznilo odhalit mnoho
dalSich jevl popisujicich porozuméni pojmu nekonetno, jako je napriklad potencianost
Ci aktualnost nekonecna, nekonetno jako proces nebo lokalita, a to pouze jedina nebo
jedna z mnoha moznych.

Je zajimavé nahlédnout do historie a podivat se do kultury Starého Recka, o jaké roli
nekonecna zde svédgi rlizna gramaticka vyjadreni. Pojem nekonetno se objevoval iz
u Aristotela, ale pouze jako filosoficka kategorie s potencialnim charakterem a nikoliv
jako objekt matematiky. Nekonetno se jako podstatné jméno mohlo objevit pouze v my-
tologii, teologii a metafyzice, nebot ,, nekonetno prislusi pouze do Fise bohll a pouze
bohové maji schopnost vidét véci mimo realitu.

Jako pridavné jméno popisujici ngaky objekt bylo pouzito pozdgji pri popisu abso-
lutna jako je vesmir, byti, prostor a Cas, ato ve smyslu odmitnuti jejich realné existence.

Ve formé prislovce zplisobu je nekonetno pouzito k popisu mentalnich Cinnosti, jako
napriklad prodlouzit, délit, pridavat, pokraCovat, aproximovat, . . .

V Recké matemati ce se nekone&no mohlo objevit pouze jako prislovce , nekoneng®,
kterébylo vazano naproces(Moreno, 1999). Diskusi 0 moznostech uvazovat o nekonecnu
jako matematickem objektu oteviel az Bolzano svou praci Paradoxy nekoneCna (1851).
O legalni ,,pobyt* aktudniho nekoneCna v matematice, které bylo vyjadieno podstatnym
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jmeénem, se zaslouZil teprve Cantor az v roce 1877svoji teorii mnozin.
Soubor Gloh vhodnych k diagnosticei k diskusi o nekoneCnu se zaky

VySe zminénou etapu vyzkumu jsme ukonCili formulaci souboru Uloh, ktery jsme
jednak poutZili jako nastroj naseho dalSiho vyzkumu pro diagnostiku predstav zaki i stu-
dent{i o pojmu nekonetno, ale také setento soubor dloh osvedCil jako vhodny k diskusim
se zaky rlizného véku, aei se studenty —budoucimi uciteli. Ulohy | ze snadno modifikovat
pro rlizné vékove kategorie tak, aby odpovidaly Urovni geometrickych poznatk( FeSitel 0.

Uloha 1.

Adam a Boris diskutuji. Rozhodni, které z déti ma pravdu.
Adam: ,, Piimkamadveé nekonecna. Kdyz jdu jednim smérem, pfijdu do nekoneCna. Kdyz
jdu opatnym smérem, prijdu také do nekonetna.”
Boris: ,,Jenze obeé ty nekoneCna jsou totéz. Takze pfimka ma pouze jediné nekonecno.
V ném se uzavirajako kruznice.”

Pravdu ma: ProC?

Uloha 2.

Tti divky diskutuji. Rozhodni, ktera z nich ma pravdu.
Cecilie: ,, Dvé rovnobézné poloprimky konéi ve dvou rtiznych nekonecnych bodech.*
Dana: ,, Nesouhlasim. Konci ve stejnem nekonetném bodé.”
Eva ,, Ani jedna z vas nema pravdu. Polopfimka jde porad, nikde nekonci.”

Pravdu ma

ProC?

Uloha 3.

Je dana UseCka AB. Pfedstavme s, Ze ji prodlouzZime 2krét, 3krét, . . ., tisickrat, . . .,
nekonecné mnohokrat.
NapiS, covznikne: ..................

Uloha 4.

Je danalsetka AB, alebez krajnich bodll A, B. Pfedstavmesi, Zeji opét prodlouzime
2krét, 3krat, . .., tisickrét, . . . nekonetné mnohokrat.

NapiS, covznikne: ..................

Porovngj objekty, které vznikly v (loze 3. a4. Jsou stejné?

Uloha5.

Franta tvrdi, Ze umi napsat nejmensi kladné redlné €islo. Je to mozné?
Pokud si mydli§, Ze ANO, napiSkterejetoCido..................
Pokud si mydli§, Zze NE, napiS proc.
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Uloha 6.

Je dana Usetka AB. Uvazujme vsechny mozné pravouhlé trojahelniky ABC, kde
body A, B jsou krajni body dané Usecky. Sestroj ten z uvedenych trojuhelnikd, jehoz
obsah je (a) nejvétsi, (b) nggmensi mozny. Co negjpresngji popis polohu bodu C'. Co
nejpresngji popis polohu bodu C'.

Uloha 7.

Je dana pfimka b a bod A, ktery na ni nelezi. Uvazujme vSechny mozné Ctverce
ABCD s vrcholem B na primce b. Sestroj ten z uvazovanych ¢tverci, jehoz obsah je
(a) nggmensi, (b) ngvetSi mozny. Polohu bodu B v obou pfipadech co nejpresngi popis.
(c) Nacrtni Ghlopricku AC' a BD a stfed Ctverce ABC D, ktery je feSenim Ulohy (b).
Pokud se néktery prvek nevejde na papir, naznaC Sipkou smeér jeho pohybu.

Analyza tlohy 6. a 7.

Veénujme trochu pozornosti dvéma z Gloh — 6. a 7., nebot otazka (a) u obou danych
(loh patfi ke standardnim 0loham geometrie druhého stupné ZS. Po prislusné modifikaci
je 1ze zafadit i do geometrie prvniho stupné ZS. Zde otazky (a) plni klimatickou roli,
nebot daji FeSiteli prilezitost uvazovat tak, jak se bézné pii feSeni geometrickych tloh
uvazuje. Nevyzaduji zadné abstraktni spekulace asvoji narocnosti nepresahuji standardni
geometricke Ulohy ajsou spide trivialni. Je ziggmé, ze tézisté tloh tkvi ve spekulativnich
otazkach (b), jgichz zafazenim se Gloha stava tlohou netradicni (pouzito v intuitivnim
slovasmysdlu).

Ukazeme nékteré vysledky analyz Glohy 7., ve kterych feSitel vyjadfuje své pred-
stavy o pfimce a zggméena o ,,nekoneCnu na primce”, proto, aby je ¢tenal mohl porovnat
svysledky ve zminénych ¢lancich (Jirotkova, 1999, Jirotkova, Littler, 2003).

Analyza zadani tlohy C. 6

Je zigime, Ze obsah trojuhelniku zavisi na vysce, kdyz strana trojuhelniku prislusna
k uvazované vysce je konstantni. Odpovéd na otazku (@) je jedy jednoducha. Vyska
trojahelniku ABC' je nejdelSi v tom pripadé, kdyz bod C' lezi na ose UseCky AB.

Obsah trojuhelniku ABC' je tim mensi, ¢im kratSi je UseCka AC, resp. BC', resp.
vyskatrojuhelniku. Tim je Uloharedukovananajednodussi Glohu — ngjit napolokruznici
bod C' tak, aby (setka AC (resp. BC, resp. vyska) byla nejmensi mozna Reeni této
blohy Gzce vazano nafeSitelovu predstavu o tom, jak jsou usporadany body nakruznici,
v tésném okoli jednoho bodu, na nekonetné malé UseCce, ktera je naSimi smysly bez
pouziti napfiklad zvétSovaciho sklaneuchopitelna. Tomuto typu nekonetna budemefikat
nerozlisitelné malé nekonecno neboli infinitesimalni nekonecno.

Analyza zadani tlohy C. 7

Jeziejme, Ze obsah Ctverce bezprostiedné zavisi navelikosti jeho strany A B. Odpoved
na otazku (a) je triviani. UseCka AB je nejkratSi v tom pfipade, kdyz AB je kolmak b.
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Teéziste tlohy tkvi v otézce (b).

Obsah ¢tverce ABC' D jetim vétSi, €im delSi je UseCka A B. Tim je Gloharedukovana
na jednodussi Ulohu — ngjit na pfimce b bod B tak, aby UseCka AB (resp. vzdalenost
bodu B od A) byla nejvétsi mozna. Pak je feSeni této Glohy Uzce vazano na feSitelovu
predstavu o pfimce, na pfedstavu o tom, co se dge s pfimkou, kdyz tato mizi za obzor.

Snad nejpresvedCivgi tuto mySenku vyjadfila respondentka Cecilie, studentka —
budouci utitelka na prvnim stupni ZS, kdyz napsala:

, sestojim &tverem tak, aby B lezel nab. S ctverce = a? = velikost Gtvercl zavisi na
strané a = musim hledat nejkratSi a ngjdelSi vzdalenost bodu A od primky*

(Poznamka. Pfitomnost ,, preklepll* je signifikantni pro orientaci energie na podstatu
Ulohy.)

Usetka AB se miize neomezené zvétSovat, kdyZ se bod B po pfimce b vzdaluje at' jiz
na jednu nebo na druhou stranu. Problém je usoudit a vypoveédét néco o vysledku tohoto
procesu. Nade usuzovani miizeme fidit témito otazkami:

— M{Uze proces ,, vzdalovani“ se bodu B po prfimce b skoncit?

— Jestlize ano, v jakém misté bude pak bod B?

—Jak |ze toto misto popsat?

— Jak bude v tom pripadé vypadat Ctverec ABC' D?

— Jak |1ze ten Ctverec sestrojit?

Odpovédét na poloZené otazky miizeme v tom pripadé, kdyz si vytvorime predstavu
o tom, co se bude dit s bodem B, kdyZ dojde do ,,nejvzdalengSich mist“ pfimky b.

NejvzdalengSi bod na primce

Predstavy, s nimiz se setkavame ve filosofickych pracich a v odpovédich studentl,
|ze rozddlit do tFi skupin:

|. Nepripousti FeSeni Glohy. Nutno rozliSovat tfi pripady:

la. Bod B (nebo objekt s nim vazany) neexistuje.

Ib. Bod B (nebo objekt s nim vazany) nelze ngjit (urcit, popsat).

Ic. Bod B (nebo objekt s nim vazany) neumim ngjit (urcit, popsat).

I1.Bod B lezi zaobzorem. (S pojmem obzor pracujemevesmysiu P. Vopénky: ,, Obzor
je hranici naSeho pohledu aje rovnéz ho vykladat jako hranici nevlastni. Zaroven je vsak
mezi, oddélujici osvétlenou Cast svéta od Casti neosvétlené. K onec — ustrnuti, hranice —
pobidka k navratu, mez — pobidka k prekroceni.” (1989, s. 446)

Tim padem je bod B nedostupny smyslovému vjemu a stejné tak ctverec ABCD.
Je to objekt existujici, ale nevnimatelny smydly. Jeding, co vnimat miizeme, je tendence
vzdalujiciho se bodu B, kdy?Z je tento jesté pred obzorem.

lla. Tato tendence je vyjadiena slovesem oznaCujicim pohyb.

Ilb. Tato tendence je vyjadiena slovnim spojenim ,co mozna‘, nejdale, ngvets,
nejvzdalengsi, nggmensi apod., nebo ,,¢im dale”, vétsi, mensi apod.

[11. Bod B |€Zi na pevném misté pfimky b, toto misto je oznaeno symbolem ~c a
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nazyvame je ,,nekonecno".

V dal§im se podivame, jak jsou tyto predstavy konkretizovany v odpovédich student.
Z didaktického hlediska nas zajimaji dvé véci:

a) vysvétleni mechanismu vzniku pfislusné predstavy,

b) nalezeni prostfedku, jak tuto pfedstavu dale kultivovat.

Zameérne zde nepouzivame slovo reedukovat. Bézny pristup ucitele k uvedené pred-
stave studenta je osnovan natezich: dana predstava je zcela mylna a ucitel ji musi kori-
govat. My tento uvedeny pristup ucitele povazujeme za ne zcela vyhovujici. Jestlize se
studentova predstava jevi z hlediska ucCitelovy interpretace jevu nekonecno jako chybna,
je nutné si uvédomit, Ze tento naroCny abstraktni pojem nelze studentovi jednorazove
Vysvétlit, ze pfedstava o nekoneCnu se musi v kognitivni siti studenta dlouhodobé vyvijet.
Pak jisté dojdeme ke korekci tohoto nazoru. Zadna predstava se neda vytvorit bez prisiug-
nych zkugenosti. Cim je pojem abstraktng&i, tim vétsi spektrum zkudenosti jeho kvalitni
predstava vyzaduje. Abstraktni pojem, ktery je osnovan na malém vzorku zkusenosti, je
nedokonaly, stézi vsak mtizemefict, ze chybny. Je vyvojovym stadiem. Bude-li spektrum
prislusnych zkuSenosti obohaceno, zmeéni se (zkvalitni) i pfislusna abstraktni predstava.
Pravé dodani takovychto zkuSenosti do kognitivni sité studenta mame na mysli, kdyz
mluvime o kultivaci. Poznamengjme, Ze zplisob, kterym prislusné zkusenosti studentovi
dodavame, by mé byt spiSe konstruktivni (kladenim otazek) nez instruktivni (pfimée
vysvétleni).

Priklady studentskych vyroki

la. Bod B (nebo objekt s nim vazany) neexistuje.
Anicka: ,,NgVvétsi Ctverec je as nesmysl protoze primkaje nekoneCna— ¢im dal umistim
bod B tim vétSi bude obsah S' (na obeé strany).”

Ib. Bod B (nebo objekt s nim vazany) nelze ngjit (urcit, popsat).
Barbora: ,,ngjvetSi Ctverec (s ngjvétSim obsahem) negjde podle mne ngjit. (Pfimka je
nekonecna).”
Cecilie: ,,ngjvetSi vzdalenost nelze urcit, pfimka nema ani zacatek ani konec = jde do
nekonecna.”

Posledni ukazku zapiSeme jako trojici my3enek, nebot' si zasluhuje podrobnou ana-
lyzu.

Dana: ,ngvétsi <Ctverec>: nelze urcit;” @
, B mlizeme po pfimce posouvat do nekonecna;* (b)
, protoze pfimka nema nekoneCna.” (o), (c)

(Slovo nema je 3krtnuté.)

Komentar k ukazce Dana
Slovavlozena do zavorek <>, jsou naSe interpretace.
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Plivodni vyrok , protoze pfimkanema <konec(?)>“ oznatime (c). Korigovany vyrok
» protoze pfimka <je> nekoneCna‘ oznaCime (c’).

Rozbor pfi€in Skrtnuti slova ,,nem&* nas dovedl k potfebé upresnit a diferencovat
dva zplisoby popisu pohybu. Budeme je ilustrovat ukazkou. Vyroky ,, Jdu na sever” (S)
a,,Jdu na zapad“ (Z) nemaji stejny charakter. Sever je urCen pevnym bodem zemékoule
— severnim polem. A tedy pohyb na sever je timto bodem omezen a ukoncen. Zapad je
urCen pouze smérem. Jit na zapad je Cinnost neomezena, zadnym mistem neukoncena.
Vyrok ., Jdu do nekonecna.“ 1ze chapat obéma zplisoby:

Cilené — ,Jdu k cili“ (jako u vyroku S); pfedpokladam tedy, Ze nekone€no je pevné
misto, k némuz jdu. Predstavu, Ze pfimka obsahuje nekonecno jako hrani¢ni bod, inter-
pretujeme jako predstavu aktualniho nekoneCna.

Smeérove — ,,Jdu smérem® (jako u vyroku Z); smér mého pohybu je stale urCen, ale
neexistuje cil, ke kterému bych mohl dojit a moznost chiize tak vycerpat. Predstava,
Ze na prfimce neexistuje z&dné pevné misto s oznaCenim ,nekoneCno®, je predstava
potencialniho nekonetna.

Vypovéd , pfimka je nekonetna* mlizeme tedy interpretovat dvéma odlisnymi zpi-
soby — cilené nebo smérove (explicitné to uvadi Cecilie).

Vratme se zpatky k priciné skrtnuti slova,,nema“, tedy ke zméné (c) — (c'). Domni-
vame sg, ze Danajg Skrtlav disledku konfliktu myslenek (b) a (c). Pri psani mySlenky
(b) si Dana nedostatetné uvédomila, Ze slova ,,do nekoneCna“ chape smérove. Pri psani
my3lenky (c) se pamétova stopa,,do nekonecna“ spojila s pfedstavou cilové interpretace
a vyvolala konflikt: jak mohu jit do nekonetna, kdyz primka nema konec? Uvedeny
konflikt je pouze zdanlivy, protoze slovo , nekonecno* ve vyroku (b) je nekoneCnem
smeérovym, S moznosti, potenci stale pokraCovat v ngakém pohybu, ato nazyvame neko-
necno potenciani. Uvedeny vyrok se nam jevi jako nadény vstup do diskuse ha seminafi.
Bylo by vhodné ukazat studentlim cely vyrok avyzvat je, aby komentovali pravdivost Ci
nepravdivost jejich mySenek. Pfitomnost konfliktu je dobrym prislibem kultivace téch
predstav, které se v naSem vyzkumu ukazaly jako ngjvyspélgsi.

Ic. Bod B (nebo objekt s nim vazany) neumim ngjit.

Franta: , Ctverec nakreslit neumim. Nemam tak velky papir.”

Priklady ze skupiny I1. (Védi, Zeexistuje obzor apusti bod B zaobzor. Silné zdUraziuji
pohyb.)
lla. Hana: ,,¢im je B vice vzdaleno od A, tim je Ctverec vétsi. B musime posouvat do
nekonecna’

l1b. Eva: ,,— aby byl Ctverec co nejvétsi, potfebuji zvétsit stranu AB, proto zvolim bod B
na primce, co nejdal od bodu A. — v nekoneCnu®

Ve vSech uvedenych odpovédich se vyskytuji obé tyto mySlenky: bod B, pokud je
pfed obzorem, se vzdaluje od bodu A, a proto se obsah Ctverce zvétSuje. Tento proces
dospge do terminani situace, bod B bude v nekonecnu. Uvedené nekonecno lezi jiz
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za obzorem, protoze ani v naznacich neni ukazano, jak jg 1ze pfesngji lokalizovat. Svét
za obzorem neni dostupny popisu pouzivajiciho objekty pred obzorem. Toto je jedina
skupinatéch, ktefi maji viru, Ze za obzorem néco je.

Mechanismus. Podstata mechanismu vzniku a rozvoje téchto predstav lezi v oblasti
metakognice. Je to zkuSenost s omezenosti negjenom nasich smyslll, ale i naseho racia.
Jevy svéta nas obklopujiciho a stejné tak jevy konstruovanych abstraktnich svétd jsou
dvou typll — ty, které jsou nam dostupné at jiz smyslové nebo spekulativng, aty, které
jsou nam takto nedostupné a jsou uchovany pouze nasi virou. Aplikovano na nas priklad
— pohybujici se bod pfed obzorem je jevem dostupnym, nekone€no za obzorem jevem
nedostupnym a existenci mu pfiznavame pouze Vvirou.

Kultivace: Vychozi zakladni paradigma o polarité racia aviry nenahlizime jako néco
vadného. Nedostatkem tohoto pohledu je jista rezignace na moznost analyzy jevu neko-
netno. Ulohou utitele je ukazat studentovi nékteré nadgjné pripady spekulace o pojmu
nekonecno a povzbudit jg k samostatné aktivité v tomto sméru.

Priklady ze skupiny 111.

Jana: ,,Ngjvetsi obsah Ctverce bude kdyz bod B bude lezet v nekonetnu.”

Mechanismus: Clovék, ktery se nad jevem nekonetno nezamydel, nahliZi na geo-
metrické jevy pouze jako na jevy konetng, coz vyplyva z jgjich moznosti vizualizace.
Pfimka je pro ng dostatecné dlouha UseCka Pfi zachazeni s pojmem pfimka zak opako-
vané nabyva nasledujici zkuSenost. Nakresli omezenou pfimou ¢aru, na které na rozdil
od Usecky nejsou vyznaceny koncove body. V pripadé potfeby tuto Caru prislusné pro-
dlouzi. Tedy akce prodluzovani je manualni zkuSenosti, ktera zaklada pojem primka.
Primka se tak stava vysledkem (oboustranného) prodluzovani Usecky. Ve shodé se zku-
Senosti s jinymi Cinnostmi z redlného svéta, které maji zaCatek i konec, si zak primku
predstavuje jako UseCku, ktera ma zacatek i konec ve dvou bodech ngjvice vzdalenych
a oznaCenych oo. Potvrzeni uvedeného mechanismu nachazime v mnoha odpovédich
z plvodniho experimentu, které byly typu: , pfimka: Usecka, jejiz oba krajni body jsou
v nekoneCnu”.

Kultivace: Za ngvyznamngsi charakteristicky prvek uvazované predstavy povazu-
jeme tu skuteCnost, Ze student si neni védom obzoru. Nema zatim zkuSenost se situaci,
kdy vztahy prfed obzorem pfi nekonecném prodluzovani méni svoji kvalitu. Proto je
potfebné o takové situace obohatit jeho zkuSenostni spektrum.
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Elektronicka zbierka Gloh

Ingrid Mindakova'

Na Ustave matematickych vied Prirodovedeckej fakulty UPJS v Kogiciach je vy-
tvarana elektronicka zbierka tloh zo stredo3kolskgy matematiky. Tato zbierka zatial
obsahuje asi 600 Uloh zaradenych k téme Funkcie a k téme Rovnice, nerovnice a ich
ststavy k podtéme Kvadratické rovnice a nerovnice, ale na dopl'hani dalSich tém sa
intenzivne pracuje.

Minimalne hardwarové a softwarove poziadavky pre aplikaciu su pocitaC s proce-
sorom aspon 80486DX; minimane 8 MB paméate RAM; graficka karta VGA; systém
Windows 95, 98 alebo Unix; pristup na Internet a nainstalovany prehliadaC Intemet
Explorer 4.0 avySSi alebo Netscape Navigator 4.6 avySSi.

ZbierkaUlohjeoptimalizovanapre prehliadaC | ntemet Explorer ajepristupnanal nter-
nete na adrese Skolského informagného servisu: http://kekule.science.upis.sk
alebo priamo na serveri http: //kmal7.science.upjs.sk/zbierka/.

Po spusteni zbierky naadrese http: //kekule.science.upjs.sk saobjavi hlavna
stranka uzivatel'skeg Casti zbierky. UZivatel ma pravo prezerat, vyberat Ulohy podla
zvolenych kritérii, vytlaCit Glohy a takisto stiahnut si Ulohy s kompletnym rieSenim
vo formate Word 95. Zbierka sa ovlada kliknutim na odkazy alebo prislusné policka
formularov. Hlavna stranka zbierky obsahuje 4 polozky: Uvod (hypertextovy odkaz
spat’ na Uvodn( stranku pre pouZivatela), M atematika (odkaz na stranku, ktora ponika

1pF UPJS, Kodice, mindakova@pobox.sk
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vyber tém stredoskolskel matematiky), Informatika (odkaz na stranku, ktora poniuka
vyber tém stredoskolskej informatiky), Napiste nam (odkaz na stranku s e-mailovymi
adresami spravcov zhierky).

Kliknutim na odkaz M atematika sa dostaneme do ponuky tém uciva stredoskolskej
matematiky. Tujemoznevybrat temu, ku ktorgj chcemevyberat tlohy. Vyber temy (ako gj
vyber podtéemy a elementu uciva) potvrdimekliknutim natlacidlo Potvrd’ vyber. Objavi
sa stranka sponukou podtém a potom sponukou elementov uCiva, ktoré patriak zvoleng
podteme. Po vybere elementu uCiva nasleduje stranka na vyber didaktickych fimkcii
a poznavacich Urovni. OdporiiCame vyberat' GUlohy podla jedng didakticke] funkcie a
jedng poznavacej Urovne (je mozné vybrat Glohy podl'a viacerych didaktickych funkcii
a viacerych poznavacich Urovni, ale ked’ ze je v zbierke zaradenych eSte méalo Gloh, tak
samoze stat, ze z databazy nebudl vybrané Ziadne Ulohy).

Po potvrdeni vyberu sa na nasledujlcej stranke objavia vsetky Glohy spl'hiajlce zvo-
lené kritéria a tlacidlo ponlkajlce tla¢ zadani vybranych Gloh. Vedl'a zadania Ulohy sa
nachadzajl 4 tlaCidla: info o tlohe (kto Glohu vlozil, datum posledng modifikéacie), na-
vod na rieSenie Glohy, vysledok Glohy, download (moznost' stiahnutia word-ovského
stboru, ktory obsahuje zadanie, navod, rieSenie avysledok vybrang Ulohy).

Ak V as zaujalamyslienkavyuzivanianasgj €l ektronickej zbierky tloh, cheeli by sme
V as poziadat' 0 zapojenie sa do experimentu, ktory je zamerany na zistenie vyuzitenosti
tejto zbierky Gloh vpraxi. VaSou Ulohou by bolo podl'amoznosti pouZivat' zbierku Gloh a
zostavit strucni dokumentaciu vyuZivania elektronickeg zbierky Gloh. Dokumentacia
zahrna

e kopie sérii tloh, ktoré ste pouzili na vyucovacich hodinach;

e datum, kedy ste sériu pouzili;

e ndzov tematického celku, pri vyuc€be ktorého ste sériu zaradili na vyucovaciu hodinu;

e formy prace so sériou (Ci mal kazdy Student k dispozicii kopiu série Uloh alebo ste

snou pracovali len Vy,. . .);

e poznamky k Gloham;

e navrhy Uprav zadani Uloh;

e reakcie Studentov;. . .

UZivatel'ské prostredie bolo vytvorené pred dvoma rokmi ako diplomova praca a nie
vo vSetkych aspektoch splha naSe tergjSie poziadavky. V tomto smere privitame Vase
pripomienky a navrhy tykajlce sa vylepSenia pouZivatetskej Casti zbierky Gloh. Takisto
budeme radi, ak nas upozornite na chyby v Glohach a ak navrhnete Glohy, ktoré by podi'a
Vas mali byt do zbierky zaradené. V zavere naSgl spoluprace Vam polozime niekolko
otazok formou dotaznika.

Ak mate otazky tykajUce sa pouzivania elektronicke zbierky tloh alebo méate zaujem

0 spolupracu s nami, prosim, kontaktujte nas na adrese mindakova@pobox.sk.
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Nékteré komunikatni jevy v hodinach matematiky?

Nada Sehlikova?

Pokusime se prehledové podat zpravu o nékterych komunikacnich jevech, k nimz
nezfidka dochazi v hodinach matematiky a které vyrazné ovliviuji kvalitu arozsah toho,
Cco se z&ci/studenti nauci. Byly identifikovany vyzkumem zabyvajicim se interakcemi ve
tfidé, a v Ceské literature, pokud je autorce znamo, zatim popsany nebyly. Domnivame
se, ze s je Casto uCitelé ani studenti neuvédomuji, a nemohou tak brat v Uvahu jegjich
Gcinky na vyucovani.

Soustiedime se natfi z nich, ato Topaze efekt, Jourdain efekt a,, funneling” efekt.

Topaze efekt

Topaze efekt pojmenoval Brousseau (Brousseau, 1997). Jedna se o jev, pfi némz
ucitel (Ci uCebni text) podava odpoved' primo ve své otazce. Jméno pochazi z hry od
Marcela Pagnola® s nazvem , Topaze". Topaze byl uditel v soukromé internatni kole
a chtél, aby jeho zaci prospivali. V jedné scéné hry diktuje néco slabSimu zakovi, ato
takovym zplisobem, Ze se mu snazi co nejvice napoveédét, néktera slova temér hlaskuije.
Postupné se tak ztraci jeho plivodni Umysl naucit déti pravopisu.

UCitel je veden témi nejlepsimi Gmysly, ovsem zplisob, ktery voli, vede sice k pro-
dukci spravné odpovedi, ne nutné vsak i ke spravnému pochopeni 1atky. Zodpovednost
za podstatnou Cast latky je na uciteli. Ten se snaZi stale leh¢imi otézkami vest zaky k od-
povédi na plivodni otazku, ktera se v&ak neustalym rozméliovanim ztratila ze zakova
obzoru.

llustrace 1. Prvni pfiklad se vztahuje k pribéhu, ktery je publikovan v monografii Hejny
& Kufina(2001), str. 24-27. Jedna se o pribéh oznaCeny A.
Chlapec fesi u tabule nasledujici Glohu:

V tramvgji jelo 31 lidi. Na zastavce 4 osoby vystoupily a 13 osob pristoupilo. Kolik
lidi jelo dale?

Ucitelka, misto aby vedla zaky k objevu tim, Ze upozorni na semantiku (vystoupily
— ubylo, pristoupilo — pribylo), zdlraziuje pouze predponu ,,-vy“ a ,-pfi“. Tim détem
v otéazce pfimo napovi, kdy maji sCitat a kdy odCitat, kdyZ odhlédneme od toho, Ze jim
souCasne vytvari Spatny spoj. Autori uvadgi priklad jiné tlohy, v niz pak predpona.,-pri®
plsobi jako antisignal (tj. navadi ke sGitani, ale spravné je odgitani):

IPrispévek byl podpoien grantem GAUK 309/2002/A PP/PedF.
2PedF UK Praha, nada.stehlikova@pedf.cuni.cz
3Marcel Paul Pagnol, 1895-1974, francouzsky spisovatel, producent a rezisér.
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Do tramvaje pristoupilo 5 lidi, takze ted jich tam je 21. Kolik lidi jelo v tramvaji
predtim?

llustrace 2: Druhy priklad pochazi z autorCiny experimentani Cinnosti. Pfi sérii experi-
mentll s Janou, studentkou vysoké Skoly, mélatato zkoumat netradicni aritmetiku a fesit
v ni rtizné tkoly. Kdyz méla Jana feSit linearni rovnice v netradicni aritmetice, pronesla
autorka poznamku: ,, Mlizeme vlastné nékdy fici, Ze to nema feSeni?* Slovo , vlastné®,
autorkou zdUraznéng, jasné naznacuje, Zeto fici nemtizeme, a Janato také tak pochopila.

llustrace 3. Z vlastni praxe vime, ze otazka ,,Je to vSechno?* u ulohy, kdy ma student
napr. nalézt nekolik feSeni rovnice, nevyzni neutralng, ae jako napoveda, ze tomu tak
neni. Studenti na ni €asto reaguji dovy ,As ne, kdyz se takto ptate*. Je tézké ngjit
ngjaky ekvivalent, ktery by nic nenaznaCoval. Snad otézka ,, Jak bychom ukazali, zeto je
v&echno?* by mohla byt pocitovanajako neutrani.

llustrace 4. DalSi ukazka pochézi z vlastni vySe zminéné experimentani Cinnosti au-
torky. Pfi zavadeni operace déleni si Jana uvédomuje souvislost s prevracenymi Cidly.
Experimentatorka polozila otazku , Existuji prevracena Cisla pro vsechna Cisa z této
aritmetiky?*, ¢cimz okamZité navozuje pochybnost, zda tomu tak je. Mnohem vhodnégjSi
by byla otazka ,, Jak mlizeme hledat prevracena ¢isda?, pri jejimz plnéni by Janak vyse
zminénému poznatku dospéla sama.

Jourdain efekt

Jourdain efekt byl opét popsan Brousseauem (Brousseau, 1997) a spoCivav tom, ze
trivialni Ginnosti davame védecké jméno. Jméno pochazi ze hry od Moliéra® jménem
, 1 he Cit turned Gentleman” (, Mé&tak Sechticem.”). Hra se zabyva hfichem marnivosti.
Pan Jourdain je prosty, neprilis vzdélany muz, ktery se velmi touzi stat ¢lenem vysSi
spolecnosti alespon zplisoby a vzdélanim, kdyz jim neni rodem. Najme s tedy uCitele
hudby, tance, Sermovani a filozofie. Jourdain efekt se vztahuje ke scéné, kdy se pan
Jourdain pri vysvétlovani rozdilu mezi poezii a prozou dozvida, ze, aniz s toho byl
vedom, mluvil vlastné cely zivot prézou.

llustrace 1: Sierpinska (Sierpinska, 2000) uvadi, Zze k tomuto jevu dochéazi vzdy, kdy
pojmenovavame ¢innost studentli matematickymi pojmy, které vyzaduji slozitou pojmo-
vou ¢innost, aniz mame négjaky diikaz, Ze k ni opravdu dodlo. Napf. fekneme, Ze student
vydélil jeden zZlomek druhym a pfitom by bylo pfesngsi fici, ze student zmeénil znak
déleni na znak nasobeni, prevrétil druhy zlomek a pouzil pameét, aby nasel soucin dvou
Cisel nad a pod zlomkouvou carou.

[lustrace 2: K podobnému jevu doSlo v dobé tzv. modernizace matematiky. Brousseau
(1997) uvadi priklad, kdy se Zaci po urcitée manipulaci s barevnymi obrazky dozveddli,

4Moliér, vlastnim jménem Jean-Baptiste Poquelin, 16221673, francouzsky herec a autor divadelnich her.
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Ze ,prave objevili Kleinovu grupu“. Zatimco zaci se zabyvali konkrétnimi, ¢astecnymi
ukoly, jgjich uCitel zanimi vidél celou matematickou strukturu.
llustrace 3. V ramci pfedmétu Analytickageometriell se
studenti zabyvaji geometrickymi transformacemi. Pred-
2 poklada se, Ze synteticky pristup ke shodnostem maji
zvladnuty z predchoziho ro€niku. Na dotaz o rozkladu
posunuti na 0sové soumeérnosti, Pavel rozlozil posunuti
0 vektor v na dvé osové soumérnosti s, o s, podle ob-
Obr. 1 razku 1. VyucCujici si ucini zaver, ze Pavel chape vétu:

Pro libovolnou translaci ¢; a 0sové soumérnosti s, s, plati t; = s, o s, prave kdyz
jsou primky a, b kolménasmeér translace ajgjich orientovanavzdalenost jerovnapoloviné
velikosti translace.

Za chvili ma vsak Pavel feSit tlohu, v niz ma
slozit posunuti 0 vektor ¢ a 0Sovou SOUMErnost s,,.
Chépe sice, ze by pro zjednoduSeni situace mél po-
sunuti rozlozit nadvojici osovych soumeérnosti, neni
vSak schopen odpoutat se od toho urcitého rozlozent,
pfi némz jsou dveé osy osovych soumeérnosti nakres-
leny kolmo na umisténi vektoru (obr. 2). Nechape,
ze z vySe zminéné véty plyne, ze jednu z 0s a, b

Obr. 2 miizeme volit kolmo ke sméru translace libovolné
a druha je tak jednoznatné urCena. Ma jen znalost
jednoho pfipadu, byt toho ,, nejbézng siho”.

Jedna se take o pripad formani znalosti matematiky.

, Funndling* efekt

Efekt zvany ,,funnelling® (Wood, 1998) je do Cestiny obtizné prelozitelny. Z mnoha
vyznamil slovesa,, funnel“ je asi nejbliZe posilat, predavat, zuzovat se; podobné podstatné
jméno ,, funnel“ znamena naevka, trychtyf. Laicky feCeno, jev ,funnelling” znameng, ze

AR 4

staCi aplikovat algoritmy. Provede pak studenta celym feSenim krok po kroku a kdyz
tento dospge ke spravnému vysledku, Casto se mylné domniva, Zze student pochopil
cely problem. Ten se zatim soustfedil pouze na jednotlive kroky feSeni, jednotlive kroky
algoritmu.

[lustrace 1: Voigt (1985) uvadi pripad, kdy seucitel, ktery upfimnévéri, Zevyucujev kon-
struktivistickém duchu pomoci otevienych probleml, ve skuteénosti navadél studenty ke
spravnému feSeni pomoci neprimych naraézek aneverbal nich ndpovéd (dochazelo k ,, fun-
nelling”).
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llustrace 2: Druhy pfiklad uvadi Wood (1998). Jim feSi Glohu 9 + 7. Zde je Uryvek
z hodiny:

Jm: 14.

UcCitelka: Dobra. 7 plus 7 je 14. 8 plus 7 je jen priCteni jedné ke 14, cozje...?
(tazave)

Jm: 15.

UCitelka: A9jeojednuvic nez8. Takze 15 pluslje...?

Jim: 16.

Ucitelka nechce poskytnout Jimovi spravnou odpovéd, ale snazi se na ni Jima pri-
vést. Ovsem ¢ini to tak, Ze Jim si jeji snahu miZe interpretovat takto: ,Mam pricist 1
k Cidu, které mi ucitelka fika." UCitelka chtéla Jima pfivest na strategii, ktera by mu
umoznila podobné ulohy fesit bez pomoci, ovsem misto toho Jimovi stailo doplnhovat
¢islav systému, ktery mu zfejmé nebyl viibec jasny.

Zaver

Cilem prispévku bylo seznamit pedagogickou vereinost s nékterymi jevy, ke kterym
podle nasich zkuSenosti ¢asto dochazi v hodinach matematiky na rliznych stupnich $kol.
VE&ime, Ze obeznamenost s podobnymi jevy miize prispét ke zvySeni citlivosti ucitele
k podobnym situacim a ke zlepSeni jeho préace.
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Zajimaveé vlastnosti druhych mocnin v netradicni
aritmeticet

Nada Sehlikova?

Uvod

Podivame se najednu z oblasti zkoumani netradicni aritmeticke struktury, tzv. zOzené
aritmetiky (zde nadale A,), a navazeme tak na jiz publikované prispévky zamerené na
jiné oblasti (napf. Stehlikova, 2001a; 2001b; Tupova, 2001; Ulrychova, 2003).
ZUzena aritmetika

Autorem netradiCni aritmetické struktury, v ramci které se budeme nadal e pohybovat,
je Prof. Milan Hejny. Negdfive si zavedeme zakladni pojmy.

Zakladem z(Zzené aritmetiky je zobrazeni r : N — N, tzv. redukce, kteréje zavedeno
takto:

e kdyzn < 100,n € N, pak r(n) = n,

e kdyZz n > 100, rozdélime Cislo odzadu na dvojCidi a ty spolu seCteme. Pokud je
vysledné Cislo V&tSi nez 99, opét ho rozdélime odzadu na dvojcCisli aty spolu seCteme
atd.

Napf. (171) = r(1+71) = 72,7(1356) = r(13+56) = 69, (8 869) = r(88+69) =
= r(157) = r(1+57) = 58, r(57865) = r(5+ 78+ 65) = r(148) = r(1 +48) = 49

Necht A, = {1,2,3,...,99} jemnozinaprvnich devadesati deviti prirozenych Cisdl.
Pomoci redukce r zavedeme binarni operace z-sCitani ¢ a z-nasobeni ® v A, takto:

Ve,ye€ As,s@y=r(z+yaz@y=r(x-y).
NapF. 78 & 56 = r(134) = 35, 7 ® 55 = r(385) = 88.
Symbol A, bude nadéle pouzivan pro oznateni mnoziny i struktury A, = (A, &, ®).

~

Cida z mnoziny A, budeme nazyvat z-Cida. Pokud nefekneme jinak, budeme nadale
pracovat vyhradné v mnoziné A,.

Zameé¥ime se na druhé mocniny z-Cisel ajgjich strukturu.

LPrispévek byl vytvoren v ramci grantu GAUK 316/2001/APP/PedF
2PedF UK Praha, nada.stehlikova@pedf.cuni.cz
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Ukol prvni: najdéte véechny druhé mocniny v A,

Jednoduchymi vypocty dospéjeme k nasledujici tabulce druhych mocnin (symbol 2
Znamenazx ® ).

2 | ¢ | |

11,10, 89,98 34| 23,32,67/,76 67 | 34, 43, 56, 65

4 | 2,20,79,97 36| 6,27,39,60, 72,93 | 70| 13, 31, 68, 86

9 |3,30,36,63,69, 9 | 37|35, 46,53, 64 81|09, 24,42,57,75,90
16 | 4, 40, 59, 95 45|12, 21, 45, 54, 78,87 | 82 | 26, 37, 62, 73
22|11, 88 49 | 7,29, 70, 92 88| 22, 77

25| 5,50, 49, 94 55 | 44,55 91| 17,28, 71, 82

27| 15, 18, 48, 51, 81, 84 | 58 | 16, 38, 61, 83 97| 14, 41, 58, 85

31| 25,47,52, 74 64 | 8, 19, 80, 91 99 | 33, 66, 99

Z tabulky okamZité vidime feSeni rovnice 22 = a, kde x, a € A,. Tato rovnice ma
v A, v zavidosti na parametru a Zadng, 2, 3, 4, nebo 6 feSeni (narozdil od feSeni v R).
V tabulce je také mozné vycist nékteré zajimaveé vlastnosti.

e /-Cido a z-Cislo k nému opacné (a je opacné Cislo k Cidu a, pravé kdyz a = 99 — a)
maji stejnou druhou mocninu. Analogie s aritmetikou celych Cisel je zjevna (napr.
32=9,(-3)2=09).

o Z-Cidase stejnymi Cislicemi maji stejnou druhou mocninu 49? = 25, 942 = 25).

o Z-Cidatypu B aB0,kde Bjefidicel,?2, ..., 9, maji steinou druhou mocninu 52 = 25,
502 = 25).

Mame-li jiz ngjaké zkuSenosti s redukci, uvédomime i, ze druhé a treti pravidlo |ze
vyjadrit jednim spoleCnym pravidiem: Z-Cidaa a 10 ® a maji stenou druhou mocninu
(pri z-nasobeni deseti se v z-Cislu zmeéni poradi Cidlic).

Ukol druhy: ma mnozina druhych mocnin v A, ngakou strukturu

Tento Ukol mbzeme Fesit rliznymi zplisoby. Napi. se miizeme ptét, jaké je rozmisténi
druhychmocninv ramci vSech z-Cisel. Usporadamevsechna z-Cislav tabulceavyznaime
druh& mocniny.

1[/2[3[4[5[6]7[8]9]10
11[12[13[14|15[16| 17| 18|19 20
21 | 221231242526 |2/7|28]29] 30
31/32133/34/3|36|37|38|39] 40
41|42 (43|44 45| 46| 47 | 48 |49 50
51 |52 |53 54 |955|56 |57 |38 |59 |60
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6162 |63|64]65|66|6/7]68]69]|70
717273747576 | 77| 78|79 80
81/82/83[84[85|86|87|88]89]90
91/92[93]/94|95[96 97| 98|99

Zda se, Ze podobné jako v tradiCni aritmetice ani tady se nam nepodafi ngjit ngjakou
zjevnou zakonitost. Zkusime to tedy jinak. Vytvofime graf, kde z-Cisla budou uzly, a
tyto spojime Sipkou, ktera bude vyjadfovat vztah ‘ byt druhou mocninou’. To uz vypada
zajimavé. Brzy dospé&eme napr. k tomu, Ze ¢isla 1, 10, 89 a 98 jsou spojena zplisobem
patrnym z obr. 1.

N
10/ \ 98

Obr. 1

Pri troSetrpélivosti se ném podafi zjistit, Ze vsechna z-Cidlase dgji vyjadrit podobnym
zplisobem a Ze tvori jakési klastry (obr. 2). Ted uz mame pocit, ze do struktury druhych
mocnin zaCiname vidét.

Ukol tFeti: zkoumejte diagram druhych mocnin

Nasnadeé je otazka, podle jakého kritéria se daji klastry rozdélit. Jednim z nich je
rozdéleni nadélitele nuly (tedy nasobky tfi nebo jedenécti, kromé Cisla99) a 99 najedné
strané a ostatnimi Cisly nastrané druhé. Podle druhych mocnin, kterétvori zaklad klastru,
mUizeme klastry rozdélit na ‘ étyfihelnikové, ‘ Useckove' (ty, které tvori feSeni soustavy
rovnic a> = b < b? = q, tedy dvojice (34,67), (22,88)) a‘se smyckou' (takove, které
tvori feSeni rovnice a? = a, tedy 1, 55, 45, 99.

Dalsi otazka, kterou miizeme Tesit, je, jakym zplsobem dopoditame viechny druhé
odmocniny ngakého z-Cida, pokud zname jednu z mnoziny jeho druhych odmocnin,
napf. vime-li, Zze do mnoziny druhych odmocnin Cisla 4 patfi Cislo 2. Zbyla Cisla dopo-
¢itame za pouziti vztahli uvedenych v feSeni prvniho Ukolu jako: 2 = 97, 2 ® 10 = 20,
97 ® 10 = 79 (symbolicky naobr. 3).

Tato metoda vSak bude fungovat jen pro Cisla, ktera nejsou déliteli nuly ani 99.
Udéame-li si podobné schéma napr. pro €islo 9, dostaneme dva oddélené *‘ Utvary’ na
obr. 4. Je mozné ngjit ngjaké pravidlo, jak jsou spojeny?



N. Sehlikova: Zajimavé vlastnosti druhych mocnin v netradicni aritmetice 141

40 59

"d A\

20

41“‘"‘"“"‘97 — 58‘/

85/7' '\'\ 61
14 38

46 53

)\

19
| -
¥

.

TTRg)] «—— g9

71/7' \'\ 62
28 26
96 3
\\/ \/
" 81, 90

63/
o I l 18
6

o, L

39 48

AR

54

5 47 74

SNV

g—" 25— 31

L

TR 49— 70

29/7 '\'\ 68
92 13
76 43
. // 65
T 34 > 67
32/' 56

66 1 1
Obr. 2



142 N. Sehlikova: Zajimaveé vlastnosti druhych mocnin v netradicni aritmetice

, l®2 o 3 10©3 .0 63
21 9 120 31 9 130 163—10@:63
97 — > 79 96 — * 69 36
10® 97 10® 96
Obr. 3 Obr. 4

Po ur¢itém experimentovani mtizeme dospét k nasledujici tabulce, v niz jsou za-
znamenany vSechny souciny mezi Cisly z mnoziny druhych odmocnin Cisla 9 (operace
z-nasobeni je komutativni, nemusime tedy doplfiovat celou tabulku).

® |3 30 9 69|36 63
319 9 99 9|9 90
30 9 9 90(9% 9

96 9 9|90 9
69 919 90
36 9 90
63 9

Je zajimavé, ze ziskame pouze dvasouciny, ato €islo 9a90. L ze tuto tabulku uchopit i
jinym zptisobem? Jednim z nich je napr. dvojicerovnic3®x = 90, 3@y = 9 (misto isa
3 miizeme dat libovolné ¢islo z mnoZziny druhych odmocnin ¢isla 9). Po jejich vyreseni
dostaneme mnoziny feSeni z; = 30, x = 63, z3 = 96 ay; = 3, y2 = 36, y3 = 69, COZ
jsou druhé odmocniny cisla 9.

Dame-li dohromady obavyse uvedené priklady, dostavame nasledujici tvrzeni: Necht
A jemnozinavsech z-Cisel, které maji stejnou druhou mocninu, tedy A = {z € Ay, 22 =
=a,a € Ay}.Pakz,y € A, pravekdyzz @y € {a,a,10 ® a,10 ® a}, kdea je opatny
prvek Kk a.

Napriklad, vime-li, Ze 22 = 4, pak = = 2, a = 4. VyFeSenim &tyf rovnic 2 @ y = 4,
2y = 95, 2®y = 40, 2 ® y = 59, dostaneme druhé odmocniny Cisla 4, tedy
{2,97,20,79}.

Podobng, vime-li, 78 32 = 9, pak = = 3, a = 9. V tomto pripadé mame pouze dve
rovnice (protoze9 = 10®9a9=10®9) 3®y = 9, 3 ® y = 90. ReSenim jsou druhé
odmocniny Cisla 9, tedy {3, 36, 69, 30,63, 96}.

Lze ovéit, ze tvrzeni plati pro vechny druhé mocniny v A,. Zlstava otazka, zda
nelze najit ngjaky ‘elegantngsi’ zplisob dopoditani druhych odmocnin v A,. To zatim
zodpovedét neumime.
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Ukol &tvrty: zkoumejte &isla z jednotlivych klastr i z hlediska vlastnosti algebraic-
kych struktur

Multiplikativni tabulka, ktera vznikla pfi feSeni pfedchoziho Ukolu, nas inspirovala
ke zjiStovani, zda nékteré mnoziny Cisel z diagramu druhych mocnin a odmocnin netvori
aditivni ¢i multiplikativni grupu.

Podarilo se nam ngjit pouze tfi multiplikativni grupy.

{a?}, kde & # 99 neni délitel | {1,4, 16, 25, 31, 34, 37,49, 58, 64, 67, 70, 82,
nuly 91,97}, jednotkovy prvek je 1

{a?}, kde a je mnoZina déli- | {9, 27, 36,45, 81}, jednotkovy prvek je 45
teltl nuly bez nasobki 11
{a?}, kde a je mnoZina d&li- | {22, 55, 88}, jednotkovy prvek je 55
tell nuly bez nasobki 3

Ukol paty: ieste kvadratické rovnice

Ted, kdyZ umimev A, ‘ odmochovat’, mtizeme se podivat narfesitel nost kvadratickych
rovnicv A,. Problematika kvadratickych rovnic v A, je pomérné slozitaavyzaduje vétsi
Usili nez predchozi Gkoly. Bez feSeni uvedeme nékolik otazek, kterymi bychom mohli
zaCit tuto oblast zkoumat.

o Redte kvadratické rovnice s neznamou z € As:
P4 r=99,2022032xr=99,9®2>2® 33z =99,
PP20r®6=99,TR22060rP93=99,9x22d2R r® 66 = 99.

e Popiste obecné feSeni kvadratickych rovnic.
o Klasifikujte kvadratické rovnice v A, podle poctu jejich korentl.
e Zjistéte, zdapro kofeny kvadratické rovnice v A, plati Vietovy vztahy.

e Zkoumejte vztahy mezi koreny kvadratické rovnicev As,.

Zaver

Timto pfispévkem jsme se snazili ukazat na nékteré moznosti, které v sobé skryva
z(izena aritmetika. Pokud jiz ¢tenaf v pribéhu feSeni Uloh objevil, Ze se vlastné jedna
0, skryt&* kongruence modulo 99, kde je misto ¢isla0 ¢iso 99, miize tohoto faktu vyuZit
ke zjistovani dalSich vlastnosti zizené aritmetiky. NaSe zkuSenosti vsak ukazuji, ze
studenti radgji vymy3lgji své vlastni strategie feSeni a postupy, nez aby nejdrive studovali
kongruence apak aplikovali poznatky nasvou konkrétni strukturu (samoziejme pokud jiz
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poznatky o kongruencich nemaji). Navicje€islo 99 sloZzené Cislo avétSinamatematickych
knih se zabyva kongruencemi, kde je modulo prvocislo.

NaSe znalosti zUzené aritmetiky jsou dosud neliplné a stale se objevuji nove otazky,
které by mohly byt feSeny.
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M agickeé Ctverce v netradicni aritmeticet

Michaela Ulrychova?

V tomto prispévku se budu vénovat rozpracovani jedné oblibené partie rekreaCni
matematiky, magickych étvercvl"J, v netradicni aritmetice, tzv. zUzené aritmetice. Do urcité
miry tak navazi na prispévky Tupova (2001b) a Stehlikova (2001), které byly zaméFeny
na pythagorejské trojice.

Zavedeni zUzené aritmetiky je uvedeno v prispévku Stehlikova (2003) v tomto shor-
niku.

Pripravna tloha
Definujte z-rozdil & az-déleni © v A,.

ReSeni: Operaci z-rozdil © miizeme zavest napf. jako pricteni opatného &ida:

Va,b € Ay,a ©b=a®b, kdebjeopatnécisokbab =99 — b

1Prispévek byl podpoien grantem GAUK 316/2001/A PP/PedF.
2PedF UK v Praze, ulrychova.michaela@centrum.cz
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Operaci z-déleni © mlizeme zavést jako nasobeni inverznim ¢islem:

Va,b € Ay, kde a # 99 neni dditel nuly; b0 a =b®a™?

Inverzni prvky ziskame z feSeni rovnice z ® ! = 1 (inverzni prvky neexistuji pro
Cislo 99 adélitele nuly, coz jsou nasobky Cisla3 a11).

M agické Etvercedv A,

Na (vod zavedme magické Ctverce v mnoziné A,. Magicky Ctverec v A, je takovy
soubor Cisel z A, usporadanych do tvaru Ctverce, Ze z-soucet Cisel v kazdém Fadku,
v kazdém sloupci av kazdé Ghlopficce je tyz.

Magické Ctverce se rozdéluji podle poctu Cisel v jednom Fadku. PocCet Cisel v jednom
fadku se nazyvarad Ctver ce, ktery budeme znacit n. V tomto textu se omezime nafad
z mnoziny As. Magické Ctverce délime na sudé aliché (podle fadu magickéeho Ctverce).

Z-soucet Cisel v kazdem fadku, v kazdem sloupci a v kazdé Uhlopficce nazveme
konstanta magického Ctverce. Konstantu magického Ctverce v N budeme znalit k,
konstantu magického Ctverce v A, budeme znaCit &'

Uloha 1

Vypocitejte z-soucet Cisel v kazdem radku, v kazdém sloupci a v kazdé Uhlopricce,
magického Ctverce na obr. 1.

ol 39 (48) 1) 10 19| 28
38147 | 7| 9| 18| 27| 29
46 | 6 | 8 | 17| 26 | 35| 37
S |14 |16(25) 34| 36| 45
1315 (24 ]33] 42| 44| 4
21 | 23 [ 32|41 ) 43| 3 | 12
22| 31 |40 (49| 2 11 20

Obr. 1

ReSeni: Tento soutet je roven &islu #(176) = 77.

3Magickymi &tverci v bézné aritmetice se zabyvaji napf. publikace Bachelova (1992), Coufal (1995), Kowal (1995), Maag
& Kurfurst (1981), Muller (1965), Novovesky (1971), Sedlatek (1960).
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Uloha 2

Necht' je zadan magicky Ctverec 4. fadu v oboru pfirozenych Cisel (obr. 2). Prevedte
tento Ctverec do A, avypocitejte jeho konstantu.

102 [ 304 [ 257 [ 137 3] 7 |59 38
222 [ 152|230 196 24 | 53| 32| 97
176 | 223 | 150 | 251 77 | 25 | 51 | 53
300 | 121 | 163 | 216 3 | 22 | 64 | 18
Obr. 2 Obr. 3

Reeni: Prevedeme &islaz magického étvercev N nagislaz mnoZiny A, (tedy redukujeme
vSechna Cisla Ctverce) (obr. 3).

K onstanta tohoto magického ¢tverce je &’ = 8. Vypocitame-li konstantu plivodniho
Ctverce, dostaneme k& = 800, tedy £’ = r(k) = r(800) = 8.

Poznamka: Vyskytuji-li se v magickém Ctverci v N ¢isla mimo mnozinu A, po zre-
dukovani téchto Cisel na Cisla z mnoziny A, dostaneme magicky Ctverec v A, ajeho
konstantu £’ najdeme jako redukci konstanty k. Vlastné tim fikame, Ze nezalezi natom,
zda udélame redukci jednotlivych stitancli aty secteme, nebo nejprve vée setteme a pak
zredukujeme:

Vne N,Vie{l,...,n},Va; e N;r(a1 +as+as+---+a,) =
=r(r(ay) + r(az) + +r(as) + - +1r(a,))

Uloha 3

Doplnte chybgjici Cislaz A, v magickém Ctverci naobr. 4

a]°]c¢ tak, aby jeho konstanta byla 30.
50 (80| a
20| e |f ReZeni: Nejprve doplnime policka a, ¢, d, ktera jsou jedno-
znatné dana.

Obr. 4

20 50 @ a =30 200 80 @ ¢ =30 50 80 & d =30
70 ® a =r(129) 1®c=30 31 ® d =r(129)
a =59 c =29 d =98

Poté jiz obdobnym zplisobem dopocitame polickad, e, f.
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59 & 2964 b =30 41 & 80 d e =30 2008@ f =30
88 @ b =r(129) 22 ® e =30 286 f =30
b =41 e =8 f=2

Pro kontrolu provedeme soucet ve zbylych smérech: 29998 2 = 30,599 80P 2 =
= 42.

Zde vidime, Ze dany magicky Ctverec nema feSeni (soucet v nékterych smérech se
nerovna cislu 30).
Uloha 4

Doplnte chybgjici Cisdaz A, v magickém Ctverci naobr. 5

tak, aby jeho konstanta byla 63 'f ‘ *
€
. d e o
ReSeni: Nejprve opét vypocitame jednoznatné dané hodnoty
Cisal v polickach f, d. Obr. 5
26 87® f =63 42 @ 87 ® d =63
r(159) @ f =r(162) r(129) @ d =r(162)
f=3 d =33
Potom doplnime zbyvgici polickaa, b, ¢, e.
72342 B a =63 723333 b =63 3PB42B c=63 3B33Pe =63
r(114) @ a =r(162)  (105) & b =r(162) 45 @ ¢ =63 36 © e =63
a =48 b =57 c =18 e =27
Pro kontrolu provedeme soucet ve zbylych smérech: s
ST ® 87 ® 18 = 63,48 & 87 & 27 = 63. e
Existuje prave jedno feSeni (obr. 6). R
Uloha5
Pro vypocet konstanty & magického Ctverce skladgjiciho Obr. 6

se ze v&ech prirozenych ¢isel od 1 do n? plati vztah mezi konstantou & magického Gtverce
afadem n magického Ctverce: k = %n(l + n?). Zjistéte, zda podobny vztah plati i pro
vypocet konstanty &’ magického Ctvercev As.
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ReSeni: Pfi prevadeni vzorce do A, miiZzeme postupovat napr. tak, Ze najdeme &islo, které
odpovidav A, Cislu % Jednasevlastné o kofen linearni rovnice2® x = 1, cozjex = 50.
Cislo 50 nahrazuje ve vzorci racionalni &islo % V A, tedy ziggme plati obdobny vztah
pro vypoCet konstanty &’ magického Etverce skladgjiciho se ze véech z-Gisel od 1 do n?:

E=500n®(1®n?), kden € Ayan® =n®n.

VypoCitggme napf. konstantu k£ magického Ctverce
5. Fadu (obr. 7): k = sn(1+n?) =1-5(1+25) =65,a
konstantu £’ pfislusného magického Ctvercev As: k' =

17 | 24 1 & |15
23| 5 7114 |16

4 16|13 (20|22 =500n®(1e&n?) = 5005 (1625) = 5005226 =
o [12]wla]3 = r(6500) = 65. Tedy k = k'
11825219 Uloha 6

Obr. 7 Vyuzitim vztahtl z Glohy 5 sestavte tabulku, ktera

' bude pro dany fad n magického Ctverce udavat konstantu
k magického Ctvercev N akonstantu £’ magického Ctvercev As (n € {3,4,5,...,99}).
ReSeni: Napf. pron = 3 v N plati: k = In(1 +n?) = 1.3.10 = 15, v A, plati
EF=509n®(1®n?) =50®3®10 = r(1500) = 15. Dalsi feSeni udavatabulkadole.

n|k K |In [k K |In k K
3/15 |15|7 |17/5|76| 11 | 671 |77
4134 (348 2606212 | 87078
5/65 |[65|9 36972
611112 | 10| 505 | 10

Poznamka: Protoze vySe uvedeny vztah pro vypocet konstanty &’ magického Ctvercev A,
plati pouze pro magické ¢tverce skladajici se ze vech z-Cisel od 1 do n2, budeme nadale
pracovat s timto typem magickych ¢tvercl.

Uloha 7
Sestavte magicky Ctverec 11. fadu v A, avypociteite jeho konstantu £'.

ReZeni: Nejprve sestavime magicky &tverec 11. Fadu v N. Pfi vytvareni tohoto &tverce
vyuzijeme nasledujiciho pravidlapro sestavovani lichého magického Ctverce skladajiciho
se ze véech prirozenych Cisel od 1 do n? (Bachelova, 1992):

Cislo 1 zapisemedo stfedniho &tveregku prvniho fadku. Cislo 2 napisemev sousednim
praveém sloupci posledniho fadku. DalSi ¢isla se pisi tak, jak za sebou nasleduji, thlopfic-
kou napravo vzhiiru od ¢tverecku, kdeje ¢islo 2. Kdyz je dosazeno okraje Gtverce, prejde
seofadek vySev prvnim levém sloupci. Odtud se pokracuje Uhlopfickou. Kdyz narazime
na Uhlopricce na jednicku, sestoupime o jeden Fadek dolll a opét jedeme po Ghlopricce,
dokud nenarazime na horni okraj Ctverce. Pak zaCindme zase 0 sloupec vpravo nadolnim
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fadku atd.
Magicky Ctverec 11. fadu v N je naobr. 9.
68 | 81 | 94 |107]120] 1 | 14] 27 | 40 | 53 | 66
80 | 93 | 106 | 119] 11| 13| 26| 39 | 52 | 65 | 67
92 (105|118 | 10 | 12 | 25| 38 | 51 | &4 | 77 | 79
104|117 9 [ 22| 24| 37| 50| 63 | 76 | 78 | 91
116 | 8 21 | 23 | 36 | 49| 62 | 75| 88 | 90 [ 103
7 |20 3335|4861 74| 87| 89 |102] 115
19323447 |60 73] 86 99 [101[114] 6
31 [ 44 | 46 | 59 | 72| 85| 98 [ 100|113 | 5 18
43 | 45| 58 | 71 [ 84 | 97 | 110]112] 4 | 17 | 30
55 57|70 | 83| 96 | 109] 111] 3 | 16 | 29 | 42
56| 60 | 82| 905|108 121 2 | 15| 28 | 41 | 54
Obr. 9

Potom prevedeme dany magicky Ctverec na magicky ctverec 11. fadu v A, (obr. 10).

Vypocitame konstantu Ctverce &’

= r(12650) = 77.

=50®11® (13 r(121)) =50 ® 11 ® 23 =

63 | 81 | 94 | 8 | 21 | 1 | 14| 27 | 40 [ 53 | 66
80 [ 93 | 7 [ 20| 11| 13| 26 | 39 | 52 | 65 | 67
92 [ 6 | 19| 10 | 12| 25| 38 | 51 | 64 | 77 | 79
5 |18 9 | 22| 24| 37 | 50| 63 (76 | 78 | 91
17 8 |21 | 23 (36 49| 62| 75| 88 | 90 | 4
7 1203335438 61| 74|87 8| 3 |16
19 | 32 |34 | 47 (60 73| 8699 | 2 | 15| 6
31 |44 |46 | 59 | 72| 8 98| 1 |14 5 |18
43 | 45 | 58 | 71 [ 84 [ 97 | 11 | 13| 4 | 17 | 30
55 [ 57|70 | 83 | 96| 10| 12 3 | 16 | 290 | 42
56 [ 69 | 82 | 95| 9 | 22| 2 [ 15| 28 | 41 | 54
Obr. 10
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Uloha 8

Je mozné urcit jednoznacné hodnotu stfedovéeho Cisla (Cisla v policku uprostied
magického Ctverce) v lichém magickém Ctverci v Ay?

ReZeni: Nejprve vyjdeme z lichého magického &tverce v N. Stfedoveé &islo s licheho
magického ctverce vypoCitame podle vzorce s = k/n, kde n je fad magického ctverce,
k je konstanta Ctverce. Napr. stfedové Cislo magického Ctverce 5. faduje s = 65/5 = 13,
protozek = in(1+n?) =3-5-(1+25) =65an = 5.

V lichém magickém ¢&tverci n-tého Fadu obsahujicim z-Cida od 1 do n? v A,, kde
n neni délitel nuly, ani 99, plati s = k£’ @ n, kde s’ je stfedové Cido a &’ je konstanta
daného magického Ctverce. Pro n = 99 nebo n, které je délitelem nuly, musime vztah
zapsat jako rovnici s’ @ n = k/, kden € A,, as’ ziskame jako jgi feSeni.

Pro nazornost uvedeme priklady pro nékolik rtiznych n.

Priklad 1: Pron = 3 v N plati: s = k/n = 15/3 = 5
Dostanemetak magicky ¢tverecnaobr. 11. V A, plati s ®3 =

> = 15, tedy s} = 5, s, = 38, s5 = 71. Dostaneme tedy 3 typy
magjickych ¢tvercli na obr. 12.

Obr. 11

Obr. 12

Dusledek: Chceme-li ngjit magicke ¢tverce 3. fadu pro &' = 15 v A, se stfedovym ¢islem
38, vyjdeme ze ,, zakladniho magického Ctverce se stfedovym Cislem 5 (napr. Ctverce na
obr. 13) a ke kazdému Cislu ve Ctverci pricteme Cislo 33 (nebot 33 - 3 = 99, coz plyne
z fesitelnosti multiplikativnich rovnic v A,, viz zaveér nize, Cislo 33 je pak diference mezi
stfredovymi Cidly). Pak se konstanta magického Ctverce zvétsSi o Cislo 99, tj. o nulovy
prvek: £’ @ 99 = k'. Dostaneme tak magicky Ctverec na obr. 14.

6 1|8 39|34 | 41
71513 40 |38 | 36
21914 35142 |37

Obr. 13 Obr. 14
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Kdybychom pricetli ke kazdemu Cislu tohoto magického Ctverce opét Cislo 33, dostali
bychom magicky Ctverec se stfedovym Cislem 71.

Priklad 2: Pron = 5v N plati s = k/n = 65/5 = 13. Stfedové Cislo magického Ctverce
5.fadujel3.V Ay plati: s =K on=6505=65® 51 = 65 ® 20 = r(1300) = 13.
Stfedové ¢islo tohoto magického Ctverce je take 13.

Priklad 3: Pron = 7 v N plati: s = k/n = 175/7 = 25. Stfedové Cislo magického
Ctverce7.faduje25.V Ay plati s’ = K'on = 7607 = 76071 = 76285 = r(6460) =
= 25. Stfedoveé Cislo tohoto magického Ctverce je take 25.

Priklad 4: Pron = 9 v N plati: s = k/n = 369/9 = 41. Stfedové Cislo magického
Ctverce 9. fadu je41. V A, plati ' ® 9 = 72, tedy s = 8, sh, = 19, s = 30, s, = 41,
st = b2, sg = 63, st = 74, sy = 85, sy = 96. Stfedova Cida tohoto magického Ctverce
jsou 8, 19, 30, 41, 52, 63, 74, 85, 96. Magické Ctverce 9. fadu v A, |ze opét odvodit
ze ,,zakladniho* magického Ctverce se stfedovym Cislem 8. Ke kazdemu Cislu ve Ctverci
pricteme Cislo 11 (nebot 9 - 11 = 99). Pak se konstanta magického Ctverce zvétsi o Cislo
99. Pricitanim Cisla 11 bychom opét dostali magické Ctverce se stfedovymi Cidly 8, 19,
30, 41, 52, 63, 74, 85, 96.

Zaver: V oboru prirozenych Cisel existuje pro dany fad lichého magického Ctverce vzdy
prave jedno stfedové Ciso. Na mnoziné A, existuje i vice stfedovych Cisel pro dany
fad lichého magického Ctverce. Souvisi to s fesSitelnosti linearni multiplikativni rovnice
s @ n = k. Podrobngi viz Tupova (2001a), zde s jen uvedeme, Ze multiplikativni
linearni rovnicev A, mlizemit 0, 1, 3, 9, 11, 33 nebo 99 FeSeni.

Z teSitelnosti multiplikativnich linearnich rovnic v A, také vyplyva, Ze pro dané n
adané k', pro které plati vztahy ¥’ = n ® s’ ak’ = 50 ® n ® (1 & n?), ngjdu vZdy s'.
Linearni multiplikativni rovnicen ® s’ = 50 ® n @ (1 6 n?) sneznamou s’ mafeseni pro
kazdén € AQ.

Uloha 9

V oboru prirozenych ¢isel se miizeme setkat s aritmetickym primérem ¢isal. Jak
souvisi stfedové ¢islo lichého magického ¢tverce v N s aritmetickym prlimérem fadku,
sloupce Ci Uhlopficky? Plati néco podobného v A5?

Reeni: Stfedové &islo lichého magickeho &tverce v N se rovna aritmetickemu priméru
fadku, sloupce €i Uhlopricky. Pro n € A,, které neni délitel nuly ani 99, je aritmeticky
primér d €isdl aq, as, . .., a, € Ay definovan obdobnéjakov N d = (a3 & as ® az &
@ Day) Qn.

Pro n, kteréje délitel nuly ¢i 99, je aritmeticky primér d €isel a;, as, as, . .., a, € As
definovan jako Cidlo, které splfiujerovnici d @ n = ay H as B a3 P - - - D ay,.
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Napr. pro magicky Ctverec 5. fadu na obr. 15 plati:
— aritmeticky primeér ¢isel napf. v 1. sloupci:

S el I I (17®2304010®11)/5=13 =
BT ||le — aritmeticky primér ¢isel napr. ve 4. fadku:
4 | 6 | 13|20 |22 (100120190219 3)/56 =13 ==

1012 (19 | 21 | 3
11 |18 [ 25| 2 9

Obr. 15
Uloha 10
e Vybertevhodnacislaz Cisel 3, 21, 33, 48, 57, 87 adoplnte jedo
» [ ¢ 1117 obr. 16 tak, abyste ziskali magicky Ctverec v A,. VypoCitejte jeho
d |27 | e konstantu £'.
Obr. 16 Zadani tlohy 10 bylo upraveno podle Glohy zNovovesky (1971,
' str. 196-7).

ReSeni:
— soucet Cisel v 1. fadku se musi rovnat souctu Cisel ve 3. doupci, tj. 72 @ a § 42 =
=420 18D e, atedy r(114) D a =60 e, tj. 15 B a = 60 @ e.
Ze zadanych Cisel vyberemea = 48, ¢ = 3.
Konstanta magického Gtverce je k' = 63.
— dopocitame policko ¢, ¢ = 63 & (48 & 27) = 87
— dopocitame policko b, b = 63 © (117 & 87) = 57
— dopocitame policko d, d = 263 © (27 & 3) = 33
Existuje prave jedno feSeni.
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