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Uvodem

Uvodem

Po zméné politického rezimu v roce 1989 se zdjem zaka zdkladnich $kol o studium
ve specidlnich tfidach stfednich Skol se zaméfenim na matematiku zmenSil. Stejné tak
se zmensSil zajem student stfednich $kol o studium na vysokych Skolach se specializaci
matematika. Zmensil se i zdjem Zaki vSech stupnid skol o matematické soutéze, coz se
nejvice projevilo v matematické olympiddé.

V soucasné dobé se situace opét ponékud zlepSuje ve prospéch matematiky, nékteré
klasické mechanizmy vyhledavani a vychovy matematicky talentovanych jedinct se
vSak utlumily. Je proto tfeba hledat cesty, jak navazat na dfivé;jsi uspéSné metody préice
s talentovanymi zZdky v matematice.

Jednou z moznosti, jak tento cil vyplnit, je pofadani konferenci, kde se budou ucitelé
soucasni 1 budouci (tj. studenti fakult pfipravujicich uditele) vzajemné informovat, jaké
metody a prostiedky pouZivaji pii praci s talentovanymi Zéky. Za tim tcelem vznikla
1 konference Ani jeden matematicky talent nazmar.

Tato konference je urena pro ucitele vSeh typu a stupni skol, ktefi vyhledavaji a vy-
chovavaji talentované zaky v matematice. Jelikoz maji stejné problémy 1 pfirodni védy,
kde se matematika uziv4, je konference urcena i pro ucitele vychovavajici talentované
zaky ve fyzice, chemii, biologii atd.

LetoSni ro¢nik konference je v poradi jiz druhy. Ukazalo se totiz, Ze prvni konference
v roce 2003 i jeji disledky v nasledujicim roce 2004 byly pro praci s talentovanymi zaky
v matematice a prirodnich védach uzite¢né a ze by bylo vhodné v této aktivité pokracovat.

Pfi soucasné zesilujici integraci evropskych zemi se ukazuje jako velice vhodné
ziskat pro tuto konferenci ucastniky ze zahranici. Letos se jiZ podafilo ziskat zahrani¢ni
osobnosti do programového vyboru.

Doufejme, ze letos$ni druhy ro¢nik konference Ani jeden matematicky talent nazmar
opét prohloubil zdjem vSech tcastniki o rozvijeni prace s talentovanymi zdky v mate-
matice a prirodovédnych oborech. A doufejme téZ, ze vSichni tito ucitelé predaji své
poznatky kolegiim a vSichni spole¢né€ objevime dalsi talentované zZaky. O tom se budeme
moci presvédcit pri tietim ro¢niku konference v roce 2007.

Jaroslav Zhouf
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Plenarni prednasky

Zamyslenie nad niektorymi didaktickymi
a psychologickymi aspektmi prace

s matematickymi talentami

Vladimir Burjan!

Abstrakt: Uvod cldnku tvori strucny prehlad systému starostlivosti o matematicky na-
danych Ziakov na Slovensku a porovnanie siicasnej situdcie s obdobim 70-tych a 80-tych
rokov minulého storocia. V dalsom sa ¢ldnok zaoberd niektorymi zdkladnymi otdzkami:
Kto je matematicky talent? Ako ho identifikovat? Ako rozvijat’ jeho nadanie? Maju byt’
mimoriadne talentovani Ziaci vycleriovani do osobitného pridu vzdeldvania? Ak dno,
v ¢om sa md ich vzdeldvanie lisit’ od vzdeldvania ostatnych Ziakov? Autor kritizuje tra-
dicné pristupy k uprave kurikula v matematickych triedach (akcelerdcia, rozSirenie uciva)
a navrhuje tretiu cestu: ist’vo vzdeldvani ,, hlbsie“. V zdvere ¢ldnku su diskutované ri-
zikd a problematické aspekty prehnanej starostlivosti o matematické talenty a niektoré
psychologické charakteristiky takychto Ziakov.

Abstract: The article is introduced by a short survey of different possibilites which
exist for work with talented students in Slovakia. The present situation is compared to the
70th and 80th of the last century. Next, some questions are addressed: Who is talented in
mathematics? How to identify him/her? How to develop his/her talent? Should talented
students be educated separately? If so, what should be different in their education from the
education of other studetns? The author criticizes traditional approaches to the changes
of curriculum in mathematical classes (speed, width of subject matter) and suggests
a third way: to educate more deeply. In conclusions, some dangers and problem aspects
of exaggerated care for mathematical talents and some psychological apsects of such
students are discussed.

Uvod
V case konania konferencie uplynulo presne 30 rokov od chvile, kedy do mdjho
Zivota vstapila problematika matematickych talentov. Koncom marca 1974 som uspeSne

absolvoval prijimacky do matematickej triedy na Gymnaziu A. MarkuSa v Bratislave
(zndmom pod skratkou GAMCA). Na tejto Skole som potom Styri roky Studoval, riesil

'EXAM testing, Bratislava, burjan@ exam.sk



Matematicku olympiddu a viaceré koreSpondencné semindre. Nasledovalo Stidium na
MFF UK v Bratislave, popri ktorom som sa intenzivne venoval vedeniu matematickych
krizkov pre Ziakov ZS a organizovaniu tdborov mladych matematikov (pod vedenim
Dr. Petra Cvika a doc. Milana Hejného). Pomdhal som tieZ s organizaciou koreSpondenc-
nych seminérov pre stredoskoldkov. V roku 1980 sme s priatelmi zaloZili PIKOMAT —
prvy kore$pondencny semindr pre Ziakov ZS, ktory funguje podnes a ktory sa neskor
tispesne rozsiril aj do Ciech. Po ukonéen{ $tidia som sa vratil spat na GAMCU ako uéitel
matematiky v talentovych triedach. Problematike price s talentami som sa neskOr veno-
val aj teoreticky. Po revoldcii som o nej prednasal vo Velkej Britanii, Australii, Kanade,
Nemecku, Rakdsku, Madarsku a mnohokrat v Cechdch. A aby sa kruh uzatvoril, teraz na
GAMCI v matematickych triedach $tuduji moje dve dcéry. Hoci dnes uZ sdm neudim,
s matematickymi talentami som stdle v kontakte vdaka dvom velkym sutaziam, ktoré
organizuje nasa firma (EXAM testing): koreSpondenénému semindru MAKS (cca 20 000
riesitelov) a sutazi Matematicky klokan (cca 90 000 sutaziacich). Okrem toho niektorym
strednym Skoldm doddva naSa firma testy na talentové skisky do tried s roz$irenym vy-
ucovanim matematiky. Za uplynulych 30 rokov som mal moznost’ spoznat’ problematiku
matematickych talentov zo vSetkych stran: ako Ziak, ako ucitel v matematickych trie-
dach, ako organizator roznych zdujmovych aktivit pre nadanych Ziakov, ako dlhoro¢ny
funkcionar MO a napokon aj ako rodi€ ziacok Studujucich v matematickych triedach. Vo
svojom prispevku som sa pokusil zhrnit svoje skisenosti.

Sucasné formy prace s talentami v SR — stru¢ny prehl'ad

V stcasnej dobe sa v Slovenskej republike uZivaji hlavne tieto formy prace s talen-
tovanymi Ziakmi v matematike:

e Specialne triedy (Skoly) so zameranim na matematiku, resp. na prirodovedné predmety,

e siitaZe, ako Matematickd olympidda, Pytagoriada, SOC, rdzne kore$pondenéné semi-
nare pre zZiakov ZS a SS, MAKS, Matematicky klokan,

e stistredenia ku koreSpondenénym semindrom,

e matematické tabory (viacmenej sporadicky),

e matematické zdujmové krizky (viacmenej sporadicky),
e knihy (nevychadzaju takmer Ziadne),

e Casopisy (nevychadzaju takmer Ziadne).

Vic¢sina uvedenych aktivit funguje iba vdaka nadSeniu, obetavosti a velkému nasa-
deniu zanietenych organizitorov. Dlhodobo chyba systémovy pristup Stitu a primerané
financné zabezpecenie.



Porovnanie sticasnej situacie s minulostou

Podotykam, Ze ide o mdj subjektivny pohlad a Ze porovnavam stcasnd situdciu
najmd s rokmi 1975-1989, kedy som sa pohyboval vo ,,svete matematickych talentov*
najintenzivnejsie.

Negativa dneSného stavu oproti minulosti:

e Ziaci majd podstatne viac moznosti realizovat’ rozne svoje zaujmy a travit' volny ¢as —
matematika ma teda podstatne silnejSiu konkurenciu,

e dobri ucitelia maju iné (lukrativnejSie) moznosti uplatnenia a odchddzaja zo Skol,
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e rodicia vidia iné, atraktivnejSie kariéry pre svoje deti nez stat’ sa matematikom (,,v kurze*
su také profesie ako ekondm, pravnik, lekdr, manazér, programétor, . . . ),

e kariéra vedca je dnes podstatne menej atraktivna ako kedysi,

e mnohi talentovani Ziaci odchadzaji do zahrani¢ia, ¢im sa narusuje ,,kolobeh® TIudi
a kontinuita zdujmovych aktivit (kedysi podstatni Cast’ organizatorov tvorili byvali
najuspesnejsi ucastnici aktivit),

e vekovy posun v organizicii koreSpondencnych semindroch — mam pocit, Ze v niekto-
rych pripadoch ich dnes organizuju ,,deti pre deti®, vedicim chyba potrebny nadhl'ad
(odborny aj Tudsky), ucastnikom chybaji kvalitné dospelé vzory,

e oblast’ starostlivosti o talenty je mélo lukrativna pre sponzorov (v zahranici su Castymi
a Stedrymi sponzormi aktivit pre matematické talenty napriklad vyrobcovia kalkula-
Ciek, pocitacov, uéebnych pomdcok, vydavatel'stva Skolskej a vzdelavacej literatiry,
ale napriklad aj poistovne i telekomunikacné firmy, teda ti, ktori chci reklamou zasi-
ahnut’ Siroké spektrum populdcie, alebo ti, ktori hl'adaji ,,Spi¢kovych* zamestnancov),

e podstatne horsi pristup k literatire — zbierkam uloh a knihdm a ¢asopisom z oblasti
popularnej matematiky (na druhej strane je tu zasa Internet ako alternativny zdroj
informaécii), . ..

Pozitiva dneSného stavu oproti minulosti:
e zriadenie triedy so zameranim na matematiku je podstatne jednoduchSie ako kedysi
(najmi sikromné $koly maji pomerne volnd ruku pri utvarani svojej profilacie),
e pristup k pocitacom a k Internetu (bohaty zdroj informaécii, tloh a vzdeldvacich mate-
ridlov),

e podstatne lepSie moznosti komunikécie medzi Ziakmi, Skolami, organizatormi r6znych
aktivit (mobilné telefény, email, 1CQ, .. .), ..

Zakladné otazky starostlivosti o matematické talenty

Pri préaci s matematickymi talentmi sa objevuji mnohé otazky, ako napriklad:
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e Kto je matematicky talent?

e Kto md mat primarnu ,,zodpovednost™ za rozvoj talentov? Skola? Rodina? Mimogkol-
ské zauymové organizicie?

e Je vhodné separovat'matematické talenty do Speciadlnych tried? (V niektorych krajinach
prevlada nazor, Ze dno, inde si naopak odbornici myslia, Ze nie.)

— Ak odpovieme ANO, vyndraji sa dalsie zdvazné otazky:
Kedy (v ktorom veku) ich separovat?
Ako ich rozpoznat? Ako diagnostikovat’ matematicky talent?
Co s nimi robit' v $pecidlnych triedach? Cim sa m4 vyucovanie v $pecidlnych
triedach 1isit?

— Ak odpovieme NIE, vznika problém, ako pracovat’s talentovanymi Ziakmi v bez-
nych triedach.

Kto je matematicky talent?

Toto je nepochybne zloZitd teoretickd otdzka, ku ktorej by vedeli mnohé povedat’
psycholdgovia, pedagdégovia 1 matematici — vedci. Mne sa v praxi najlepSie osvedcil
model, ktory talentovanych ziakov charakterizuje v troch zdkladnych rovinéich:

e vSeobecné intelektudlne predpoklady,
e motivicia,
e aktudlna vedomostnd vybava.

Uvedené poradie nie je ndhodné — odrdaza mieru doleZitosti a stivisi so ,,stabilitou‘ uve-
denych aspektov, resp. s moznostou ich ovplyvilovania u Ziakov: najtazsie sa da dosiahnut
zmena vo vSeobecnych predpokladoch, najlahSie v aktudlnej vedomostnej vybave. Pod
vSeobecnymi intelektudlnymi predpokladmi rozumieme také kognitivne schopnosti, ako
logické myslenie, abstraktné myslenie, priestorovu predstavivost, schopnost’ analyzovat,
zovieobectiovat, vidiet analégie, argumentovat’ atd. Castym nedostatkom talentovych
skuSok organizovanych s cielom identifikovat’ matematické talenty je skutocnost, Ze sa
zameriavajd najmi na treti, podla méjho ndzoru najmenej podstatny aspekt, ktorym je
aktualna vedomostnd vybava. Pri tomto pristupe by vSak mozno genidlny indicky ma-
tematik Srinivasa Ramanujan nemal Sancu: kedZe nemal moZnost’ pristupu k literatdre,
v Case jeho ,,objavenia“ G. Hardym bola jeho matematickd vedomostnd vybava velmi
slaba. O to silnejSia bola jeho intuicia a jeho vSeobecné intelektudlne predpoklady pre
tvorivd pracu v matematike.

Co robit’ s talentami v Specialnych triedach, ako pre nich upravit’
kurikulum?

Vyclenovanie matematickych talentov do Specidlnych tried umoZziiuje upravit’:
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e vonkajsSie podmienky ich vzdeldavania (napr. menej Ziakov v triede, viac hodin mate-
matiky, osobitne vybrany a vySkoleny kvalitny uditel, .. .),

e formy a metddy prace,
e obsah ich matematického vzdeldvania (kurikulum).

V praxi (aj zahranicnej) sa najCastejSie uplatiiuju dva pristupy k obsahovej tprave
vzdelavania talentovanych Ziakov. Prvy by bolo mozné nazvat’ akceleraciou: rovnaké
uc¢ivo ako v beznych triedach sa s talentami preberd za krat$i ¢as. Hlavnym cielom je
poskytnut’ rovnaké vedomosti za kratSi ¢as (napr. kvoli skrateniu doby Stidia). Druhy
pristup by bolo moZzné nazvat’ extenziou: za rovnaky Cas ako v beZnych triedach sa
s talentami prebera viac uciva. Aj v tomto pripade dochadza k akcelerécii (rychlejSiemu
postupu preberania uciva), nie vSak s cielom skratit’ Stidium, ale prebrat’ so Ziakmi viac
uciva (viac tematickych celkov). Priam ukdzkovym prikladom takéhoto pristupu (resp.
kombinacie oboch) su na Slovensku Specidlne triedy a Skoly pre mimoriadne nadané
deti vznikajuice a pracujuce pod vedenim psychologicky Dr. Jolany Laznibatovej. Moja
30-ro¢na skusenost’ s pracou s nadanymi ziakmi mi hovori, Ze oba uvedené pristupy si
nesprdvne a kontraproduktivne z hladiska dlhodobého rozvoja matematického talentu.
Moja odpoved’na otdzku, ako vyucovat' matematické talenty znie: Ani rychlejsie, ani viac,
ale hibsie!

Co znamena preberat’ucivo ,,hlbSie‘“?

Preberat’ ucivo ,,hlbSie* znamend pracovat’ so Ziakmi tak, aby kazdodennou sucastou
vyucovania matematiky boli:

e investigdcia: Ziaci sami objavuju,

e argumentdcia: Ziaci sa pytaji PRECO a hl'adaji odpovede,

e exploracia: zovSeobecnenia, modifikacie, analdgie, suvislosti,
e aplikécia: Ziaci aplikuju poznatky v praxi.

Cielom vyuCovania matematiky ma byt dokonald interiorizdcia poznatkov (pojmov,
faktov aj postupov), minimalizacia ¢i uplné vylicenie formalneho poznania, rozvoj kre-
ativity, rozvoj kritického myslenia, nacvik vedeckych metdd prace.

Zopar konkrétnych prikladov na ,,hlbSie* vyucovanie matematiky

V ucive matematiky zakladnej aj strednej Skoly je mnoZstvo faktov, ktoré sa v beznych
triedach Ziaci dozvedia od ucitela viacmenej ,,hotové* a jediné, ¢o s nimi mdZzu urobit’, je
,vziat'ich na vedomie*. NetuSia ni¢ o tom, ako sa na to prislo a preco je to tak. Takychto
situdcii by sme sa mali pri prici s talentami vyvarovat. Je dolezité, aby na doleZzité
poznatky prichddzali sami a aby ich vedeli primerane (na svojej urovni) zdovodnit.
Takyto postup moZno uplatnit’ napriklad pri preberani nasledujicich ,,faktov*:
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e Sucet uhlov v trojuholniku je 180 stupniov.

e Prvocisel je nekone¢ne vela.

e Niektoré redlne Cisla nie su raciondlne.

e Nulou sa neda delit.

e Cislo 1 nie je ani prvoéislo ani zloZené &islo.
e Cislo 0 na 0 nie je definované.

Ddlezitu sucast’ uciva matematiky tvoria rézne algoritmy, ndvody postupy a vzorce
(vzorec je tieZ ndvodom, ako nieco vypocitat). Je vhodné, aby v o najvi¢Som pocte
pripadov talentovani Ziaci chdpali podstatu algoritmu, rozumeli, preCo je postup taky
a taky, a chapali, preco pri danom postupe algoritmus ¢i vzorec ,,funguje:

e Preco sa deli tak a tak?

e Preco vzorec pre obsah obdiZnika plati aj pre necelo&iselné (¢i dokonca iraciondlne)
dlzky stran?
e PreCo sa obvod (obsah) kruhu pocita tak a tak?

Matematickd terminoldgia obsahuje mnoZstvo pojmov, slovnych spojeni a zvratov,
ktoré nie su vzdy presne definované. Diskusia o r6znych moznych vyznamoch takychto
,hejednoznacnych® terminov kultivuje myslenie Ziakov a prehlbuje ich porozumenie
tymto pojmom. S talentovanymi Ziakmi m6Zeme na hodine diskutovat’ napriklad:

e Co je to vyska trojuholnika (ise¢ka, priamka, &islo — velkost dsecky)?

e Co je to zlomok? Zapis? Mnohost? Je % zlomok? Su % a % dva rozne zlomky?
e Co je to rovnica? Je 0 - « 4+ 7 = 2 rovnica?

e Predstavuje ¢islo 0,01 jedno percento?

e Co to znameni ,»zjednodusit vyraz‘?

Co robit’s matematickymi talentami v beznych triedach?

Pokial’ v ramci vzdeldavacieho systému neexistujd Specidlne triedy pre matematické
talenty, je potrebné zodpovedat’ otazku, ako ma v praxi postupovat ucitel, ktory v beznej
triede objavi nadaného Ziaka. (Tento problém sa do istej miery tyka aj systémov so
Specidlnymi triedami, nakolko aj tu sa mozu vyskytovat’ nadani Ziaci, ktori z réznych
dovodov neprestupili do Specidlnej triedy.) VSeobecne mozno povedat, Ze nadany ziak
by mal mat’ stdle nejaku ,.intelektudlnu potravu®, mal by stdle mat’ nad ¢im premyslat,
badat, objavovat’. U¢itel by ho preto mal priebezne zdsobovat’ nimetmi na premyslanie
(vhodnymi dlohami, problémami, témami na vlastné badanie). U¢itel v beZnej triede
zvic¢Sa nema dostatok Casu a priestoru, aby sa talentovanému Ziakovi mohol dostatocne
venovat’ priamo na hodindch, preto by mu mal napr. poZi¢iavat’ knihy, ¢asopisy, davat
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mu odkazy na zaujimavé internetové stranky a pod. Velmi doélezité je informovat’ Ziaka
o matematickych sutaziach, do ktorych by sa mohol zapojit. Priamo na hodinach mozZno
uplatnit' nadanie Ziaka tym, Ze ho nechame pripravit referat, vysvetlit nieco spoluziakom
a pod.

Nebezpecenstva prehnanej starostlivosti o talenty

Niektori pedagégovia, psycholégoviairodicia zastavaji nazor, Ze mladé matematické
talenty treba identifikovat’ ¢o najskor a oddelit’ ich do osobitného prudu vzdelavania (t.].
do Specidlnych tried ¢i §kol) a doslovaich ,,zavalit* matematikou (¢im tazSou, tym lepSie).
Moje dlhoro¢né skusenosti ukazuju, Ze takyto postup — hoci moze byt z kratkodobého
hladiska dspesny —je z dlhodobého hl'adiska ¢asto kontraproduktivny. Hrozia totiZ viaceré
nebezpecenstvd, napriklad:

e predCasna strata zduymu o matematiku,

e odradenie niektorych priemernych i dobrych matematikov tym, ze Spickovi ich demo-
tivujui (problém matematickych tried),

e izolacia od ddlezitych Zivotnych skusenosti v societnej oblasti — Ziaci z ,,talentovych*
tried a §kol vkrocia do bezného Zivota, a nie vzdy su schopni prispdsobit’sa va¢Sinove;j
,,netalentove] spolocnosti,

e pestovanie pocitu vynimoc¢nosti (takyto pocit je dobry, pokial je hnacim motorom, je
vSak zly, ak vedie k povySenosti a komunikaénym problémom),

e pripadné vyrazne nerovnomerné zastipenie chlapcov a dievcat v Specidlnych triedach
moze viest' k istému ochudobneniu v societnej oblasti (komunikécia s inym pohlavim).

Bol to, myslim, Euler, ktory sa za mladi matematike venoval iba minimédlne a ked’ sa
ho niekto spytal, preco sa jej nevenuje viac, odpovedal vraj: ,,Naco? Ved sa jej budem
venovat cely zivot.*

Vyhody a ,,handicapy‘ matematickych talentov v beZznom Zivote

Mal som moZnost’ dobre poznat’ mnohé matematické talenty — svojich spoluziakov,
ziakov, deti v matematickych kruzkoch, tdboroch, na sustredeniach koreSpondencnych
seminaroch. Sledoval som ich spravanie nielen pri matematickych vzdeldvacich progra-
moch, ale aj pri roznych hrach, Sportovych ¢i rekreaénych aktivitich a v rozmanitych
komunika¢nych situdciach. Postupne som si uvedomoval, Ze napriek velkym individual-
nym rozdielom maju aj ist€ spolocné psychologické Crty (suvisiace s ich matematickym
nadanim), ktoré sa Ciastone premietaji do ich spravania v r6znych Zivotnych situici-
ach. Niektoré tieto charakteristiky su pozitivne, iné by bolo mozné hodnotit’ skor ako
negativne. Na zaver uvadzam ich stru¢ny prehlad.
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Pozitivne rysy:

e disciplina a systemati¢nost' myslenia,

e kritické myslenie,

e schopnost’ analyzy problému,

e schopnost’ rozboru moznych pripadov a vyCerpania moznosti (kombina¢né myslenie),
e schopnost’ dedukcie,

e schopnost’ myslienkového experimentu, hypotetického myslenia,

e schopnost’ aj potreba vecnej argumentacie,. . .

Handicapy:

e potreba zvladat'Zivotné situdcie intelektudlne, raciondlne, potreba mat'v kazdej Zivotne;j
situdcii dostatok informdcii a chédpat’ kauzélne sidvislosti; ked to nejde dosiahnut,
jedinec moze byt iritovany, neisty, zmiteny,

e ocakavanie logického myslenia a konania zo strany inych (€o v praxi €asto nenastiva),

e implicitny predpoklad, Ze Zivot je — rovnako ako matematika — dvojhodnotovy, Ze
nie¢o bud’ je pravda alebo nie je pravda, Ze nieCo je spravne alebo nespravne, Ze kazdy
je dobry alebo zly; iba postupne (a niekedy tazko) sa dopracovavaji k poznaniu, Ze
Zivot — na rozdiel od matematiky — je fuzzy, subjektivny, mnohovrstvovy, komplexny,
casto rozporuplny,

e implicitny predpoklad, Ze tak ako matematika je objektivna a v istom zmysle nemenn4,
Ze rovnako objektivny a nemenny je Zivot - v Zivote vSak obCas neCakane dochidza
k vaZnym zmendm doslova zo diia na den,

e apridrna skepsa k tvrdeniam nepodloZenym primeranou argumenticiou (toto je ambi-
valentny rys, na jednej strane je to jeden z pilierov kritického myslenia, na druhej strane
moze niekedy pOsobit’ ochudobriujiico, nakolko psychika je uzavretd vo¢i podnetom
neraciondlnej povahy),

e desSpekt k l'udom ,,bez prenikavého intelektu® (ktori mozu byt’ izasnymi osobnostami
z inych hladisk), . . .

Zaver

Mozno sa ucastnikom konferencie bude zdat, Ze v mojom zamysleni je priliS mélo
matematiky. Je to vSak zdmer. Na vSetkych konferenciach o matematickych talentoch
(a absolvoval som ich veru dost) sa venovala vicSina priestoru konkrétnym matema-
tickym témam, zaujimavym ulohdm ¢i ndmetom na matematické aktivity vhodné pre
nadané deti. Iba zriedkavo sa hovorilo o ,,nematematickych* aspektoch matematického
nadania. Svojim prispevkom chcem tento deficit asponi ¢iastocne napravit’.

14



Literatara

[1 ] Dockal, V., Nadanie. In Duri¢, L., Bratskd, M., a kol (eds.), Pedagogickd psycholégia.
Terminologicky a vykladovy slovnik, SPN, Bratislava, 1999.

[2] Duri¢, L., Nadanie a talent. In Duri&, L., Bratskd, M., a kol (eds.), Pedagogickd
psychologia. Terminologicky a vykladovy slovnik, SPN, Bratislava, 1999.

[3 ] Kos¢, L., Psychologia matematickych schopnosti. SPN, Bratislava, 1972.
[4 ] Laznibatova, J., Nadané dieta. IRIS, Bratislava, 2001.

[5] Mares, J., Zaci nadani a talentovani na matematiku. In Ani jeden matematicky talent
nazmar, JCMF, Hradec Kralové, 2003.

[6 ] Zhouf, J., Prdce ucitele matematiky s talentovanymi Zdaky v matematice. Disertaéni
prace, MFF UK, Praha, 2001.

Ijlohy, talent a matematika

Frantisek Kurina'

Abstrakt: Cilem prispévku je podnitit zamysleni nad otdzkou pristupu k vyucovdni
matematice, ktery by byl priznivy nejen rozpozndvdni, ale i rozvijeni talenti. Titul vy-
stoupeni odrdzi mé presvédceni, Ze nejen v detekci a kultivaci matematickych talentu, ale
i pFi jejich pFipadném zplanéni hraje zdkladni roli prdce s ilohami.

Abstract: The goal of the contribution is to incite a discussion on the approaches
to the teaching of mathematics which would be favourable not only to the identification
but to the development of talent, too. The title reflects my conviction that not only in the
detection and cultivation of mathematical talents, but also in their possible neglect the
main role is played by work with problems.

Pohled do historie

V roce 1951, coz byl 1 rok, kdy jsem zacal studovat na univerzité, byla v tehdejSim
Ceskoslovensku zaloZena zdsluhou akademika Eduarda Cecha (1893 — 1960) matema-
tickd olympidda. Vzpomindm, Ze jsem se jako student zucastnil slavnostniho zahdjeni
celostitniho kola soutéZe a vybavuje se mi historka, o niZ nemohu s jistotou fici, zda
je pravdiva. Jeden z akademik, ktefi sedéli za pfedsednickym stolem, se po skonceni

'Pedagogickd fakulta, Univerzita Hradec Krdlové, frantisek.kurina@uhk.cz
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ceremonie zamkl ve své pracovné a po péti hodinach vitézné vysel a hlasil, Ze vSechny
ulohy vyfesil. Jeho asistent mu ovSem se stinem sarkasmu ozndmil, Ze studenti méli na
vyreSeni uloh pouze Ctyii hodiny . . .

Tato vzpominka evokuje dalsi, asi o dvacet let mladsi pribeh. Stafickému zaslouZzilému
sovétskému akademiku polozil nékdo otazku, za co vdéci, ze se stal matematikem. A on
s plnou vaznosti odpovédél, Ze snad tomu, Ze v jeho mladi nebyla matematicka olympiada.
Matematiku miluje nade vSechno, ale neni soutézivy typ. Mél jsem dojem, Ze se tento
akademik jmenoval Aleksandrov, a kdyZ jsem si po letech chtél ujasnit, o koho vlastné
Slo, séhl jsem po encyklopedii [4], kterd ovSem uvadi Sest vyznamnych matematikil
tohoto jména. Dva z nich bych chtél pfipomenout.

Ivan Ivanovi¢ Aleksandrov (1856 — 1919) byl ucitelem matematiky na gymnéziu
v Tambové a vydal fadu didaktickych praci. Jeho Metody reseni konstruktivnich viloh [1],
které se patrné zasluhou néjakého Ceského legionafe — matematika dostaly az ke mné,
predstavuji neobycejné kvalitni sbirku dloh, z niZ Cerpalo mnoho autorti. Tato publikace
byla mnohokrat vydavana a byla preloZena do némciny a francouzstiny. Je dokladem toho,
jakd péce se vénovala v predrevoluénim Rusku feseni tloh ve stifedoskolské matematice.

Pavel Sergejevic Aleksandrov (1896) byl vyznamny topolog, jehoZ kniha Uvod do
obecné teorie mnoZin a funkci [2] byla v r. 1954 vydédna Cesky. Zminuji se zde o této
knize proto, Ze ji povaZzuji za publikaci, kterou miiZe podle mého nazoru s dspéchem
Cist nadany stfedoSkolsky student jako prvni matematickou knihu. Tato publikace neni
ani v nejmensim zatiZena matematickym formalismem a tématiku dovadi az k zakladim
topologie. Pfipomenu jeits, Ze vyborny prevod do rustiny poiidili Ilja Cerny, Ladislav
Koubek a Miloslav Zelenka, tehdy jeSté vSichni asistenti Matematicko-fyzikélni fakulty
v Praze.

Stejné neformalni styl matematické dikce mél dalsi z akademikd, které jsem v té dobé
poznal: Bohumil BydZovsky (1880 —1969). Matematicka témata byla pro ného zajimavymi
pfibéhy, nikoliv formélnimi strukturami. Profesor BydZovsky ocetfioval vyznam feSeni
problémi vlastnim piikladem. Ve svych 74 letech o sobé prohlésil, Ze kazdy den musi
vyfesit aspon jednu matematickou dlohu.

Zajimava tématika a podnétné ulohy jsou podle mého nézoru dva zdkladni sméry, na
nichZ mizZeme talenty nejen rozpoznat, ale i rozvijet. V souladu se svym piesvédcenim,
7Ze existuji vyznamné paralely mezi fylogenezi a ontogenezi matematiky, Ze tedy vyvoj
matematickych ideji u studenta je do zna¢né miry analogicky vyvoji téchto ideji v historii
védy, jsou didaktickd pouceni z historie nezastupitelnou metodou. Sdm jsem mnohokrat
zopakoval tlohu o ,,zdvojeni “ Ctverce a vzdy se naSel nékdo, kdo postupoval jako Sokra-
tiv otrok: zdvojnasobil stranu ¢tverce. Z roku 900 je znamy vysledek konstrukce ¢tverce,
ktery ma stejny obsah jako dané tti shodné Ctverce. ACkoliv jsem obr. 1, ktery pochazi
od Abula Vefy dobfe znal, nevSiml jsem si jeho hlub§itho vyznamu. Na ten upozornil
v 1. 1999, tedy po 1000 letech, Poo-sung Park: v obrdazku uvidé€l dliikaz Pythagorovy véty
(obr. 2).
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Obr. 1

Ucit ,,vidét™ souvislosti je mozné na kazdé urovni matematickych poznatkt, uvidét
néco, co jsme predtim nevidéli, mize byt zaZitek, ktery ovlivni zdjem o matematiku. Je-li
navic vysledek prekvapivy a cesta k nému jednoduchd, je Skoda se nepokusit o uspéch
u studentl. Uvedu zde nyni pét uloh, s nimiZ jsem udélal ve své pedagogické praxi dobré
zkuSenosti.
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Uloha 1. Z nizozemské olympiddy 1992 (viz [16])
Na obr. 3 jsou sestrojeny ¢tverce s obsahy A, B, C' a E, I, G ,nad stranami*
trojihelnikt. Dokazte, Ze plati

E+F+G=3A+B+0C).

Pfirozena otazka ,,Jak spolu souviseji délky stran nakreslenych ¢tverci?* vede k na-
padu pouZzit kosinovou vétu a feSeni je jiZ jen otdzkou vypoctu.

‘/h\

%

Obr. 3

Ukazat, Ze pro feSeni tlohy je dilezity vhodny napad a Ze matematicky aparat pracuje
,»Za nas*, jsou dobra pouceni z této ulohy.

Prekvapivy vysledek i1 jednoduché zajimavé feSeni maji nasledujici dvé ulohy.
Uloha 2. Tretina obsahu

Body M, N, P, () déli strany AB a CD c¢tyfihelniku ABC D po fadé na tfetiny
(obr. 4). Jakou ¢ast obsahu ctyfuhelniku ABC'D zaujima ctyithelnik M N PQ?

Reseni dlohy vyZaduje pouze ,,vhodné se podivat* na situaci. Zdjemci je mohou najit
v knize [10].

Dalsi tloha se vyskytuje v mnoha sbirkdch. Uvadim ji zde proto, Ze se mi jevi jako

podnétna z n€kolika divodi, zejména proto, Ze se k neocekavanému vysledku miiZeme
dostat riznymi cestami.
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Obr. 4

Uloha 3. Tretiny vedou k sedminé

Jakou casti obsahu rovnostranného trojihelniku je silné narysovany trojuhelnik na
obr. 5a?

Predstava barveni ,.tfetinovych® trojihelniki na obr. 5b vede k nazna¢enym vysled-
kiim. Zaroven tak maji studenti mozZnost poznat vétu o obsahu sjednoceni prekryvajicich
se Gtvarti. Na obr. 5c ukazuji feSent, které nedavno nalezla jedna ma studentka. Siln€ vyry-
sované trojuhelniky jsou podobné, pomoci kosinové véty mizZeme najit pomér piislusné
podobnosti (v/7) a odtud pak vysledek.

B AN AN

Obr. 5a Obr. 5b Obr. 5¢

V prvni Ceskoslovenské matematické olympiadé byla zadana néasledujici tloha, jejiz
ptuvod jsem vystopoval az k pozoruhodné knize [17], kterou napsal americky matematik
madarského puvodu George Polya. Ulohu uvédi i obnovend edice [22] moskevského
nakladatelstvi Fizmatlit

Uloha 4. Neshodné trojiihelniky

Dva trojuhelniky se shoduji v péti zdkladnich prvcich (strandch a thlech). Musi byt
shodné?
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Uloha je podle mého nézoru dobrou provokaci pro bystré studenty. Snadno dojdou
k zavéru, Ze by takové trojuhelniky musely byt podobné. Mohou se strany ,,prostiidat*
tak, aby se déle trojuhelniky shodovaly ve dvou stranach a nebyly shodné? Teoreticky
l1ze na vysledek pfijit odhadem, ve své praxi jsem se vSak s takovouto intuici nesetkal
(jde napf. o trojuhelniky se stranami dlouhymi 27, 36, 48 a 36, 48, 64 jednotek délky).
Takovéto uhodnuti vysledku ddva odpovéd na nasi otdzku, matematika vSak obvykle vy-
Zaduje urceni vSech trojuhelnika s poZzadovanymi vlastnostmi. Porovnat uvedeny odhad
s Polyovym feSenim v knize [17] a s feSenim, které uvadi zprava o nasi matematické
olympiadé [18], je velmi poucné.

Posledni pfiiklad, ktery zde uvedu, je ilustraci rozli¢nych piistupii a metod feseni
ulohy.

Uloha 5. Shodné iihly
Dokazte: Déli-1i t€znice a vyska trojuhelniku jeho vnitini uhel na tfi shodné ¢asti, je
tento trojuhelnik pravouhly.

O historii této tlohy a jejich feSenich se miZe zajemce docist v ¢lanku [11].

O nadani

Pojem naddni je asi stéZi mozné exaktné definovat. Lidova moudrost vymezuje nadéani
negativné: ,,Komu neni shiiry dano, v apatyce nekoupi.” Tento rys, geneticky ptivod
nadani, se ozyva v fadé jazykt. Osobné citim jako synonyma tato slova ¢estiny, anglictiny,
némciny a rustiny:

~

C A N R

Nadani Gift die Begabung | /lapoBanue
Talent Talent das Talent Tanant
Vlohy die Anlage CnocobnocThb
Schopnosti die Fihigkeit

N&kteii autofi ovSem talent a nadéani rozliSuji. Napt. Jii¥ Mares v ptedndsce Zdci
nadani a talentovani na matematiku zdiraziuje, zZe z teoretického i praktického hlediska
je uzitecné ,,chapat talent jako realizaci nadani, projeveni se, uplatnéni pivodné skrytych
moznosti (viz [14], s. 10)“. Pavel Hartl a Helena Hartlovd vysvétluji ve slovniku [6]:
,INadani je soubor vloh jako predpoklad k uspéSnému rozvijeni schopnosti. Talent je
projevené nadédni.*

Z praktického hlediska je patrné dlileZita otazka, jak objevit nadaného Zaka a jak s nim
pracovat. Nezndm veSkerou literaturu na toto téma, ale musim konstatovat, Ze uditeli
v tomto sméru piili§ nepoméhame. Skolni didaktika [8] z roku 2002 uréend pifpravé
uciteld a uciteltim v praxi charakterizuje nadaného zdka takto (s. 78):

1. svymi znalostmi pfesahuje stanovené poZadavky,
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2. odpovida rychle a s jistotou,

3. snadno a rychle chape nové ucivo,

4. objevuji se u ného Casto tvorivé odpovédi,

5. spontanné se zajima o dalsi informace,

6. ma potiebu své znalosti a dovednosti projevit a uplatnit,
7. ma pozitivni vztah ke Skole a uciteltim, . . .

Body 1, 2, 5, 6 a 7 snad popisuji Zdka vzorného, ne v§ak nutné nadaného. Vyzkum
popisovany v praci [14] zjistil, Ze ,,studenti gymn4zia talentovani na matematiku, se od
svych vrstevniki statisticky vyznamné 1isi tim, Ze se dokaZi 1épe koncentrovat na uceni,
nepotirebuji kolem sebe tolik ticha. Jsou zvykli ucit se spiSe u pracovniho stolu, méné jim
vyhovuje povalovani se v kieslech, na gaucich apod. Preferuji spiSe uceni s kamarady,
bézné gymnazisty je ovliviiuje ucitel, ktery je pro né autoritou, motivuje je k uceni, tési
se z jejich tspécha (s. 13)*.

Takovéto informace ndm dava pedagogicka véda.

Snad si mohu dovolit pfipomenout naproti tomu priklad extrémni a historicky.

Ucitel matematiky hodnoti studenta: ,,Nelze u ného pozorovat ani stin lasky k né¢jaké
praci. Je nedbaly. Neustale se zabyva nécim, co by nemél délat. Je to s nim den ze dne
horsi. Neporadny, povidavy. Mam dojem, Ze si vytkl za cil aplné€ mne utrapit. . . *

Takto hodnoti ucitel Pierrot jednoho z nejvétsich matematickych génit lidstva Eva-
rista Galoise (citovano podle vynikajici biografie [7], kterou napsal polsky matematik
a fyzik Leopold Infeld).

Samoziejme se s genidlnimi détmi stéZi pii svém pedagogickém plisobeni setkame,
avSak predstava, Zze nadany zak je vzorny zak, asi neni spravnd. Nemam k dispozici zadny
vyzkum o prici s nadanymi studenty. Uvedu pouze své skromné zkuSenosti, které mohou
zajemci potvrdit nebo vyvratit.

Matematiku mizeme chépat bud jako teoretickou disciplinu s jejimi definicemi,
vétami a dikazy (tedy napf. algebru, teorii Cisel, matematickou analyzu, teorii grup,
vektorovych prostord, . .. ), nebo jako lidskou aktivitu, kterda k matematickym pojmiim,
vétam a diikazim vede. Pfedndsky na vysoké Skole nebo vyklad uciva na Skole stiedni
jsou akty transmise matematiky z ucebnic a monografii do sesiti studentli. Studenti se
snaZi problematice porozumét, opakovani je pfitom matkou moudrosti, nebot’ k poro-
zuméni novému ucivu je tfeba znat ucivo starSi. Pracovat individudlné se studenty na
konstrukci matematickych poznatki je podle mého nazoru nejlepsi zpiisob, jak objevo-
vat a rozvijet talenty. JiZ reakce studentli na vhodné poloZené otazky a jejich Cinnost pfi
feSeni problému napovi mnoho o pripadném nadani. Otazky studenta jsou projevem jeho
aktivniho vztahu k problematice a k hledani cesty k feSeni. Formdlni opakovéni neni mat-
kou, ale macechou moudrosti, opakovani nepfispiva k rozvijeni tvofivosti. Redeni dloh
l1ze sledovat napt. z toho hlediska, ¢eho si student v§im4, co vniméd jako podstatné a co
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hodnoti jako nepodstatné. Klasifikace jeva, kterd byva vysledkem tohoto procesu, miize
vyustit az k tvorbé matematickych pojmii. Matkou moudrosti je sbirdni matematickych
zkuSenosti, uvazovani o problému. Pfirozené pfi tomto pristupu déld student chyby, jeho
zavéry nejsou Casto podloZeny logikou, ale spiSe intuici. Pfirozené, Ze je tento ,,badatel*
neukdznény, protoze ho fesSeni plné zaujme, pfirozené, Ze nedba na tpravu, protoZe chce
jit rychle k cili a konvence ho zdrzuji. Je schopen diskutovat o problému, argumentovat
a dokazovat, Ze ma pravdu. Formuluje domnénky, které hodnoti vice ¢1 méné kriticky.
Uvédomuje si teprve na zdkladé zkuSenosti potfebu systému v praci (a je to patrné je-
diny argument, ktery uznava jako pfitakani konvencim). Dochazi k novym pohlediim na
problematiku, je tvofivy.

To vSe dobry a zkuSeny ucitel v kontaktu s nadanymi Zaky rozviji, mé-1i k tomu aspon
trochu ptiznivé podminky, to v§e mu umoziuje spoluprici se studenty nad feSenim uloh.

Predchozimi pozndmkami nechci ovSem fici, Ze peclivy student s dobrou tpravou gra-
fickych vyjadieni nemize byt nadany. Tim mén¢ ovSem neni projevem nadani neporadek
a necitelny rukopis.

vvvvvv

a rozvijeni talenti. Nemusi to vSak byt dlohy v tradi¢nim pojeti.

Napft. ve Spojenych stiatech se provadi vybér ucastniki mezinarodni matematické
olympiady na zdkladé tohoto systému: 350 000 studentli je podrobeno testu American
High School Mathematical Examination (AHSME). Nejlepsich 5 % tucastnikli dostava
pozvani ke zkousce American Invitation Mathematical Examination (AIME). Z vitézl
této zkousky vzejdou ucastnici mezinarodni matematické olympiddy (viz [15]). Nemdm
1982 fesili dcastnici testu AHSME 30 dloh s vybérovymi odpovédmi. Pro informaci zde
pfipomenu ukazku péti z nich podle publikace [23].

1. Télesova uhlopricka krychle méa délku a. Povrch této krychle je
(A) 202, (B) 2v/24?, (C) 2v/3a?, (D) 3v/3a?, (E) 6a°.

2. Soucet druhych mocnin redlnych kofenti rovnice 22°¢ — 25632 = 0 je
(A)8,  (B)128, (O)512, (D)65536,  (E)2-(256)%.

3. Hodnota zlomku

je
@i  ®:L  ©L ™ ®L
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4. Obsah plochy ohranicené grafy y = |z| a 22 + y? = 4 je
(A) 7 (B) r, ©) m, (D) 21, (E) 2.

5.Je-lisinx + cosx = % a0 <z <m, pak tgx je
a-i  ®-%  ©3 O

Ulohy s nabidnutymi odpovédmi nepovazuji osobné za vhodné, zd4 se mi, Ze nevedou
fesitele k rozboru textu tlohy. Strategie ,.kterd odpovéd je spravna?“ mi neni vlastni.
Vzhledem k tomu, Ze tento typ tloh se lavinovité §ifi, bylo by vhodné rozebrat jejich
prednosti a nedostatky.

Roli uloh v matematickém vzdélavani hodnoti vyznamna polska matematicka Zofia
Krygowskd (1904 — 1988) takto (viz [9], 3; 4): 74K si tvoif takovou koncepci matema-
tiky, jaka se mu jevi prostfednictvim uloh, které sam vyftesil. Vztah Zdka k matematice
a motivace ueni matematice zéleZi ve velké mife pravé na tom. Cim matematika pro
Zaka je a ¢im pro ného muZe byt, pozna zdk aktivné pravé pri feSeni vhodné zvolené
matematické ulohy. Je tfeba si proto jasné uvédomit, co chceme ucit, zda algoritmy
a jejich spravné uziti nebo algoritmizaci, zda pamétné ovladnuti dlikazii a definic nebo
dokazovani a definovani, zda hotovou klasifikaci ¢i klasifikovani, hotové znacky a sym-
boly nebo zptsob zavadéni symboliky, zda davani spravnych odpovédi nebo formulace
otazek a studium problému. Zfejmé chceme ucit oboji, ale s vyraznym posunutim diirazu
na matematickou aktivitu, na matematické ¢innosti a jejich spojeni s realitou, na tvarci
zkuSenosti, které zk postupné ziskava pii reSeni vhodnych uloh . . .

O realité nasi Skoly

Jak jsem naznacil v pfedchézejici Casti prispévku, spoCiva poznavani a péce o ta-
lenty predevS§im v individudlni spoluprici ucitele se studentem. OvSem ukoly uditele
matematiky jsou mnohem komplexnéjsi, realita Skolniho provozu a klima Skolni tfidy
individudlni péci o nadaného studenta pfilis$ nepieje. Co médme vlastné ve Skole prioritné
péstovat?

Mdme rozvijet naddni studenta nebo jeho vykonnost? Tyto dva pozadavky nejsou
sice v rozporu, ale pfece jen vykonnost byva obvykle zaméfena na néco métitelného,
formdlné zvladnutelného, kontrolovatelného, vykon je obvykle opakovatelny, nadani je
zaméfeno na poznani nového, na tvorbu.

Mdme zdiiraziiovat mordlni zdsady nebo schopnost dosahovat cile ? Cile bychom méli
vzdycky dosahovat pii respektoviani moralnich zdsad, cesty k uspéchu vSak jsou Casto
v praxi povazovany za hlavni kritérium schopnosti ¢lovéka.

Mdme péstovat individualitu nebo loajalitu? Student loajdlni autoritim a reZimu
Skoly to mé obvykle snazs$i nez individuum, které se dostava do rozporu s Zivotem ve
spolecnosti.

Mdme podporovat originalitu nebo konformismus? Péstovat talenty znamend pod-
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porovat originalitu, originalita pfi feSeni tloh souvisi ovSem s originalitou v jednani
a chovéni. Skola vyZaduje piizptsobeni se kdzni, zvyklostem, provozu. Originalni mys-
litel mize mit vazné problémy.

Odpovédi na poloZené otazky lze stéZi jednoznaéné formulovat. Casto pfitakdvame
»spravnym* zasadam v teorii, praxe Skoly arealita spoleCnosti byva jina. Cile pragmatické
mivaji vétsi vahu neZ cile idedlni. Mlady ¢lovék miZe byt sté€Zi origindlni pii feSeni
matematickych problémi a konformni pfi jednani ve spole¢nosti. Chapeme-li vzdélavani
jako utvareni osobnosti, mohou se nadani jedinci dostavat sndze do konfliktli nez ti, ktefi
se drzi vzorl pfi feSeni matematickych problémd i pfi kontaktu s okolim.

I tyto aspekty vzdélavani bychom méli promyslet.

Pti kultivaci nadani mladého Clovéka hraje zasadni roli motivace. Podle mého nazoru

1. Uspéch. Uspéch jako motivaéni sila je stéZi né&im nahraditelny. Ma-li byt vyu-
c¢ovani matematice ucinné, musi student byt uispésny. Tato stranka motivace je v naSich
sildch. Souvisi pfedevsim s vybérem vhodnych dloh. Ulohy ,,na jeden ndpad* jsou dobrou
,havnadou* v nejlepSim slova smyslu.

2. Zajimavost. Ve velké vétSiné Skolnich udloh jsou vysledky zcela irelevantni. Ne-
zalezi nam ani na tom, jakd je vzdalenost dvou mist, ani na tom, zda prinikem roviny
s t€lesem je Ci neni Sestiihelnik. Snad jediné, ¢im muiZe vysledek tlohy upoutat, je jeho
zajimavost, neoCekdvanost, piekvapivost,. . . Uvedme aspoil dva piiklady: siti nemusi byt
téleso v prostoru jednoznacné urceno. Existuje libovolné dlouha posloupnost za sebou
jdoucich ptirozenych Cisel, kterd jsou vSechna sloZena. (Zde si dovolim poznamku. Na
1. konferenci o talentech v r. 2003 jsem formuloval tuto ulohu a omylem jsem v textu
uvedl misto slova ,,sloZend* slovo ,,prvocisla® (viz [12], s. 102). Vzhledem k tomu,
Ze si tohoto omylu za dva roky nikdo nevSiml, je to pro mne dikaz, Ze mij ¢lanek
o matematické kultufe nikdo necetl.)

3. Souvislosti. Matematické dlohy a matematické teorie mohou vSem, zvlasté pak
nadanym studentiim, ukazat necekané souvislosti, napf. z jinych oblasti védéni, z aplikaci
matematiky, ale i uméni. Pfipomenu v této souvislosti napt. dvé pékné knihy, v nichz
mohou najit inspiraci ucitelé 1 nadani studenti: The Book of Numbers [S] a 5000 Jahre
Geometrie [19].

Zaujmout studenty matematikou je nelehky a duilezity tikol nds, uciteli matematiky.
Soucdsti taktiky prirealizaci tohoto tikolu je nedélat matematiku zbyte¢né slozitou, omezit
umely formalismus a snazit se priblizit studentim ,,zajimavé matematické pribéhy*.
I matematické dlikazy by mély mit takovyto charakter (viz [21], s. 49).

Zavér
Anglicky matematik lan Stewart, jehoz myslenku jsme citovali na konci predeslého

odstavce, napsal: ,,Dobré mysSlenky jsou vzacné, prichdzeji vSak pfinejmenSim stejné
casto z obrazotvornych snl o vnitini struktufe matematiky jako z pokusi fesit prakticky
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problém (viz [21], s. 69).“ Dodavam k tomu: Mohou prichazet i pfi fesSeni uloh, které
nejsou spjaty ani s hlubokou matematickou teorii ani s aplikacemi matematiky.

Obdivuji nase usp€sné olympioniky, nebot vyresit obtiznou ulohu v daném ¢asovém
intervalu a v daném prostfedi je neobycCejné narocné. Vybavuje se mi pfitom, jak vy-
znamni matematici priznavaji své potize pfi feSeni urcitych problému. Napt. Bernard
Russell piSe: ,,Usilovné jsem se snazil vyreSit rozpor plynouci z paradoxu holice. Kazdé
rdno jsem si sedl pied prazdny list papiru a cely den jen s kratkou pfestavkou na obéd
jsem na néj ziral. . . (viz [3], s. 113)*. Vyznamny francouzsky matematik, Cestny doktor
Matematicko-fyzikélni fakulty UK v Praze, Gustav Choquet, popisuje proces nalézani
nového takto: ,,Chovani védce, at’ jiZ v matematice ¢i v experimentdlnich védach, pfipo-
mind chovani prizkumnika v lese, ktery hled4d pramen nebo vzacny druh hmyzu. Kraci
stezickou s napnutymi smysly pfipravenymi vnimat podnéty. Bez umdleni vyuziva po-
stranni pésinky. A n€kdy se stane zazrak. Vydal se za motylem a objevuje potlicek, v némz
se povaluji valouny zlata (viz [13], s. 90).%

Jako ucitelé bychom si méli byt védomi toho, Ze ,,tvofivd mysl se nejlépe rozviji
v prostiedi, které si upfimné vazi tvirciho pfistupu k véci (viz [20]).

Objevovat a kultivovat talenty, rozvijet mysleni a pripravovat studenty tak, aby pra-
covali s plnym vyuZziti svého naddni a schopnosti, je krasny, le¢ mimoradné naro¢ny ukol.
Pfi jeho plnéni vam preji hodné dspéchd.
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leohy pro MO -

— objevné napady, nebo naro¢né manipulace?'

Jaromir Sim$a®

Abstrakt. Prispévek je zamyslenim autora nad otdzkou, jaké rysy by mély odlisSovat
ilohy matematické olympiddy od uloh z béZnych hodin Skolské matematiky. Vyslovené

'0dborné zajisténi MO v CR je podporovano prostfedky piidélenymi vyzkumnému zdméru &. AV0Z10190503 Matematic-
kého tistavu Akademie véd Ceské republiky.
2Matematicky tistav AV CR, Brno, simsa@ipm.cz
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postiehy jsou ilustrovdny rozborem nékolika konkrétnich tiloh, které autor v poslednich
létech navrhl pro stredoskolské kategorie MO v Ceské republice.

Abstract. The contribution focuses on the features of problems from MO which should
distinguish them from usual problems from mathematics lessons. The author illustrates
his considerations by the analysis of several problems which he has proposed for the
secondary category of MO in the Czech Republic.

Rad bych se zamyslel nad tim, jak by mély byt zaméfeny z obsahového, ¢i spiSe me-
todického hlediska tlohy, které predkladame zdklm zdkladnich a stiednich Skol v nasi
tradi¢ni pfedmétové soutézi zvané matematickd olympidda. Za jeji dlouhou historii, k niz
v letoSnim roce 2005 dopisujeme jiz 54. ro¢nik, se v kazdoro¢né€ vydavanych ro¢enkach
nashromdazdily stovky rozmanitych uloh. V nich se jisté projevily nejen promény v pojeti
Skolské matematiky, jakou byla napfiklad moderniza¢ni reforma 60. let, ale 1 osobni vkus
a zaméfeni matematikti, ktefi se na pripravé zadani uloh pro MO autorsky (po vétSinu
dosavadnich let anonymné) podileli. I kdyz to nebude naimétem mého vystoupeni, pozna-
menam, Ze tento rozsahly pfikladovy materidl by zaslouzil hlubsi analyzu a posouzeni
z riznych hledisek.

Chceme-li diskutovat o tom, jaké poZzadavky by mély byt kladeny na tlohy MO,
méli bychom se sjednotit v ndzoru, jaké cile nase soutéz sleduje a ktefi zici by v ni
méli slavit aspéchy. Patrné se vSichni shodneme v nizoru, Ze matematickd olympiada
by méla stimulovat zajem zakt naSich zakladnich a stfednich kol o matematiku nad
ramec jejich Skolnich osnov, vyhledavat mezi nimi vyrazné talenty, umoznit jim, aby
své nadani dale rozvijeli, a ovliviiovat jejich vybér vysokoskolského studia ve prospéch
matematicko-fyzikdlnich, pfirodovédnych a technickych fakult. I kdyZ se matematické
olympiady ucastni vétSinou Z4ci, ktefi mivaji ve Skole z matematiky jednicky, neni nasSe
soutéZ pouhou provérkou toho, jak Zaci zvladaji Skolni ucivo. S tim se néktefi ucitelé
tézko smifuji a pracovniklim MO vycitaji, Ze soutéZni ilohy nemaji uzsi vazbu na skolské
osnovy, takze jejich ,,jednickari* mnohdy v MO neuspéji a o ucast v dalSim ro¢niku ztrati
zajem. Rad bych tyto kritiky ujistil, Ze pfi pfipravé uloh MO dbdme na to, aby soutézici
jednotlivych vékovych kategorii dostavali k feSeni pfiméfené obtizné tlohy, které pracuji
s matematickymi pojmy a konstrukcemi, jeZ by zaklim jiZ mély byt znamé. Mimochodem
tento pozadavek je v obdobi nartistajici autonomie skolnich vzdélavacich programi stale
obtizné;i splnitelny, chceme vSak bohatou Skdlu osmi kategorii MO podle studijnich
ro¢niki (ve svétové rodin€ narodnich MO pomérné unikatni) i v budoucnu udrzet. Odhad
obtiZnosti nékterych tloh je nesnadny a obcas se v ném spleteme, nechceme vSak tradi¢né
méné disponovanych z4ktl a vétsi dspésnosti soutézicich. Nékterym nasim kritikim chci
pfipomenout, Ze MO je dobrovolnou soutéZi jednotlivcta (nikoliv skol), a tudiz vysledky
soutéznich kol v okresech a krajich nemohou vypovidat o drovni béZné vyuky matematiky
na jednotlivych Skoldach. Vyrazné vysledky nékterych Skol jsou vSak jisté signdlem, Ze
se v jejich tfid4ch o talenty systematicky pecuje.
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Shodneme-li se na tezi, Ze ulohy MO by mély testovat u soutézicich spiSe talent nez
souhrn védomosti a znalosti Skolskych poucek a algoritml, miiZeme pfemyslet o obec-
nych rysech situace, kterou by méla dobra uloha pro MO popisovat, aby se pii jejim
feSeni projevil prave talent soutéZiciho. Za hlavni povazuji poZadavek, aby zadéani tlohy
uvedlo soutéziciho do nékteré aritmetické, algebraické nebo geometrické situace, kterd
je pro n¢ho v lecCems novd, neobvykld, malo prehlednd vazbami mezi objekty, jejich
formou, tvarem apod. Ukol by pak mél byt zformulovan tak, aby se soutdZici musel
nejprve v dané situaci zorientovat, vystihnout jeji podstatné rysy, objevit skryté skutec-
nosti a pak zvolit vhodné prosttedky k feSeni daného ukolu, které je Casto nutné rozdélit
do nékolika dilCich etap. Proces feSeni ulohy, ktery jsem popsal v posledni vété, je tak
vétSinou syntézou objevnych ndpadii a rutinnich pocetnich vykonid (manipulaci). Tyto
dva druhy duSevnich vykont, kterym se chci ddle vénovat, jsou pochopitelné v feseni
jednotlivych tloh zastoupeny v riznych pomérech. Najdeme rovnéz v MO tlohy, které
nevyzaduji ,,nic vice* nez trpélivé vypocty smérem, o kterém je od pocatku ziejmé,
Ze povede k vysledku, pokud béhem uprav neudéldame chybu a projevime dostateCnou
vytrvalost v manipulacich se slozitymi vyrazy. O zminénych dvou komponentach reSeni
a jejich vzdjemném vztahu ted uvedu nékolik postieht, doplnénych ukazkami né€kolika
uloh, které jsem v poslednich letech pro MO navrhl (v tivodu jejich zadani vzdy uvadim
prislusny ro¢nik MO, kategorii a soutézni kolo).

Postieh prvni. Casto je mozné jednu a tutéz iilohu Fesit riiznymi postupy, pricemz
obvykle plati: ¢im je v FeSeni vice ndpadu, tim méné je v ném nezbytnych doprovodnych
manipulaci.

Priklad 1 (55-C-I). Urcete pocet vSech trojic navzajem rtiznych trojmistnych ¢isel,
jejichz soucet je délitelny kazdym ze tii s¢itanych Cisel.

Komentované reSeni. Na vybrané uloze, kterou vyfesime dvéma odliSnymi postupy,
dobie uvidime, jak ndpaditd ivaha miiZe ovlivnit délku a sloZitost feSeni jedné a téze
situace. Pfi rozhodovéni o obtiZnosti ulohy se ov§em nesmime dat ovlivnit délkou zédpisu
resSeni, jehoz ,.trikovost® nemusi byt na prvni pohled patrna. Plati to zeyména tehdy, kdyz
se pfed ¢tenim trikového feSeni nepokusime ulohu vyfeSit vlastnimi silami.

Prvni postup. Uvedeme vyrazné ,,manipulisticky* pristup k dané uloze. Je pro n¢j
pfiznacné, ze kromé oznaceni x,y, z tfi troyjmistnych Cisel, z nichz kazdé dé€li soucet
x4y + 2, zavedeme jeSté dalsi tii symboly k., [, m, abychom zminénou podminku zapsali
rovnostmi

r+y+z=~k-x, (1)
r+y+z=1-y,
rt+ytz=m-z.

PovaZujme v této soustavé rovnic pfirozend ¢isla k, [, m za parametry a feSme ji obvyklym

28



postupem — elimina¢ni metodou. Porovnanim pravych stran rovnic soustavy vyjadiime
nejprve neznamé y, z pomoci neznamé x:

_kx

kx
y = =—.

(2)

a z
[ m
Dosazenim téchto vzorcti do prvni z rovnic (1) dostaneme pro zbyvajici nezndmou x
rovnici

kEk
r+y+z=|1+-4+— | -z=k-x,
[ m
ze které po kraceni ¢islem x (které je nenulové) vyjde podminka pro parametry £, [, m

ve tvaru .
1+7+—:k, neboli [Im + km + kl = klm. 3)
m

Vyhnéme se i v této chvili trikovym obratim a zvolme i déle standardni postup: jeden
z parametrl, feknéme k, vyjadfeme pomoci ostatnich dvou parametrt a ze ziskaného
zlomku odd€lme ,.celou ¢ast*:

[ [
:L:1+i. 4)
Im—1—m Im—1—m

k

Algebraické manipulace jsou u konce, dalsi zjednoduSeni posledniho zlomku uz patrné
mozné neni. Nastal proto ¢as vhodné vyuzit podminky, Ze Cisla k, [, m jsou pfirozena,
dokonce vétsi nez 1 podle rovnic (1). Tak z nerovnosti £ = 2 a vyjadieni (4) plyne, Ze

zlomek
l+m

Im—10—m
je prirozené Cislo, tudiZ jeho yjmenovatel neptrevysSuje jeho Citatel:

Im—1—mZ< 14+ m. (5)

Ctendf znaly postupu feseni diofantickych nerovnic tohoto typu vi, Ze nerovnici (5) je
vyhodné upravit do tvaru
(l—2)(m—2) < 4.

Z diivodl symetrie plati i nerovnosti

(k—2)(1—2)
(k—2)(m —2)

4,
4.

I7AIPAN

a4

Snadno usoudime, Ze Cinitelé k — 2, [ — 2, m — 2 jsou tfi rliznd ¢isla (¢isla z, y, z, a tedy
i k, 1, m jsou navzdjem riznd) tvofici jednu z trojic (0,1, 2), (0,1,3), (0,1,4). Trojice
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(k, 1, m) je tedy (az na potadi) jedna z trojic (2, 3,4), (2, 3, 5) nebo (2, 3, 6), z nichZ pouze
posledni vyhovuje rovnici (3). Dosazenim téchto hodnot k, [, m do vztaht (2) zjistime,
Ze kazda vyhovujici trojice Cisel (z, ¥, ) je (v rostoucim poradi) tvaru

(x,y,2) = (t,2t,3t), kdet € N, (6)

(Zkouska: soulet t + 2t + 3t = 6t je zfeymé délitelny kazdym z Cisel ¢, 2¢, 3t.) Abychom
dovedli feSeni ulohy MO-55-C-I do konce, dodejme, Ze trojice z (6) je tvorena trojmist-
nymi &isly, pravé kdyz 100 < ¢ < 333, takze hledany pocet vSech takovych trojic je
(333 — 100) + 1 = 234.
Pravé dokonceny postup bylo moZzné zkratit trikovou tipravou rovnice ziskané v pravé
c¢asti (3): po déleni obou jejich stran souc¢inem klm dostaneme rovnici
1 1 1

R — 7
it =1L (7)

na jejiz levé strané stoji tfi rtizné zlomky z mnoZiny

11111
2’34’56 )

Neni tézké vysvétlit, proC jsou to nutné zlomky

1+1+1_1
2 3 6

1
Bez zastoupeni zlomku 3 bychom na levé strané (7) dostali nejvyse

1+1+1<31—1-
3 4 5 3 7

1
podobné se vysvétli, pro¢ druhy nejveétsi ze zlomku v (7) musi byt 3

Druhy postup. Nyni prejdeme k feSeni téZe ulohy objevnym, na predchozim alge-
braickém zptisobu zcela nezavislym postupem.

Oznaéme hledand prirozend Cisla podle velikosti x < y < z. Pro jejich soucet
s = x + y + z plati odhady

z<s<z+z+z=3z

M3-li proto byt ¢islo s ndsobkem &isla z, musi to byt jeho dvojndsobek: s = 2z. Z rovnosti
r 4+ y + 2z = 2z pak dostaneme z = x + y, tudiz
s=r+y+(r+y) =2 +vy).
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Nyni pro soucet s mdme odhady
20 <2(x+y)=s<2y+y) =4y.

Ma-1i proto byt Cislo s ndsobkem ¢isla y, musi to byt jeho frojndsobek: s = 3y. Z rovnosti
2(x +y) = s = 3y pak dostaneme y = 2z, tudiz z = = + y = = + 2z = 3x a konecny
vzorec (6) je takto odvozen. Jak jasné, pfehledné a piisobivé!

Postieh druhy. K hleddni trikii a prekvapivych vztahii pri reseni iiloh pristupu-
jeme zpravidla aZ tehdy, selZou-li obvyklé manipulace nebo nds jejich pokracovdni svou
sloZitosti odradi.

Hledani trikti pfi feSeni dloh l1ze s mladymi talenty Uspésné trénovat, v nékterych
zemich jsou ¢lenové tymu pro mezinarodni matematické olympiddy (MMO) internatné
pripravovani po dobu né€kolika tydnt ¢i dokonce mésict. V ramci této piipravy se kromé
teoretickych poznatkl uc¢i rovnéz seznamy receptit, které maji pfi fesSeni neznamé tlohy
vyzkouset. Ukolem poroty MMO je vybrat origindlni dlohy, které jsou vi&i takovym
,,kucharkdm* pokud moZno imunni.

Priklad 2 (48-A-III). Najdéte vSechny dvojice redlnych Cisel a a b, pro které ma
soustava rovnic s neznadmymi x, y

T+y x3+y3_

x2+yz_a’ $2+y2_b (8)

aspon jedno feSeni v oboru redlnych cisel.

Komentované reSeni. Nejprve uvedme, jak si s ulohou poradili béhem soutéze
ti¢astnici obou tdstfednich kol v CR a SR: ze 7 moZnych bodi (za tplné fesenf) ziskali
soutézici v CR pramérné 1,36 bodu, v SR 2,81 bodu, pfitom 7 bodu ziskalo celkem
5 sout&Zicich (1 vCR a 4 v SR).

Vybranou ulohu ted budeme zdoldvat na ¢tyfi pokusy, z nichz prvni dva jesté nepove-
dou k cili. Tteti (jiz GspéSny) piistup vezmou za vlastni ¢tenafi znali teorie symetrickych
mnohoclent, mezi néZ ovSem stfedoskolsti studenti v drtivé prevaze nepatii (zato po-
sluchaci univerzitnich kurzi algebry ano). Ctvrty, nejelegantn&jsi pifstup je zaloZen na
uvaze o stupnich homogenity levych stran soustavy (8), tedy pomérné specialni vlast-
nosti funkci, o které se v univerzitnich kurzech algebry ¢i analyzy obvykle nemluvi,
ktera je vSak nepochybné hojné zastoupena ve vzpomenutych ,.kucharkach* pro ptfipravu
MMO-tym{.

Vsimnéme si nad textem zadédni dlohy, Ze jeho formulace viibec nevyZaduje, abychom
soustavu (8) Fesili, tj. urcili v§echny vyhovujici dvojice (z,y) vzorci s proménnymi
parametry @ a b; na$im tkolem je pouze najit vSechny ty dvojice parametrt (a, b), pro
néz feSeni (x,y) v oboru redlnych Cisel existuje. Prvni tfi piistupy budou zaloZzeny na
pokusu soustavu (8) nejprve skutecné vytesit a teprve poté zjistit, kdy nalezené vzorce pro
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neznamé z, y maji smysl. Az pii poslednim pokusu z takového planu ,,slevime* a budeme
pfemyslet pouze o otdzce existence feSeni (x, y), nikoliv jeho explicitniho vyjadieni.

Drtive nez ptistoupime ke zminénym pokusiim, domluvme se, Ze budeme hledat pouze
dvojice ¢isel (a,b) z pravych stran rovnic (8), jeZ jsou ob& nenulovd. Je totiz vidét, ze
pokud je jedno z &isel a, b rovno nule, spliiuje kazdé feSeni (z,y) soustavy rovnic (8)
nutn¢€ podminku x = —y, takZe i druhé z ¢isel a, b je rovno nule (ma-li soustava (8) viibec
néjaké feseni).

Prvni pokus. Pro feSeni soustav rovnic je patrné nejrozsiienéjsi eliminacni metoda,
kdy jednu z nezndmych z nékteré rovnice vyjadiime pomoci ostatnich a toto vyjadieni pak
dosadime do ostatnich rovnic. (Timto obratem se jak pocet nezndmych, tak i pocet rovnic
soustavy sniZi o jedniCku.) Takova prosta eliminace je pro feseni soustavy (8) naprosto
neschiidnd, nebot’ obé rovnice jsou nelinearni vzhledem ke kazdé z obou neznamych.
Vyjadiime-1i naptiklad z prvni rovnice

B 14+ V1 + dax — 4a2a2
- 2a ’

Y

jisté nds odradi dosazovat tento vyraz s odmocninou do druhé rovnice, kdyZ si uvédo-
mime, Ze bychom museli vypisovat druhou a tfeti mocninu takového vyrazu. Zajisté
odpudivy tkol! Navic je velmi pravdépodobné, Ze ve vysledné rovnici ziistane neznama
x ve vyrazu pod odmocninou.

Druhy pokus. Nezdatily prvni pokus nés jisté pfiméje zamyslet se nad tvarem obou
rovnic soustavy (8) s cilem dosdhnout eliminace jedné z nezndmych cestou rafinovanéj-
Sich algebraickych manipulaci. VSimneme si, Ze oba zlomky

Tty 23+ 3
I.2_|_y2 1‘2-1-3/2

maji stejny jmenovatel, navic Citatel druhého zlomku je nasobkem citatele zlomku prv-
niho, nebot’
24yt = (e +y)(@® —zy + 7).

Proto porovname podily levych a pravych stran ptivodnich rovnic; dostaneme tak rovnici
2 o b S22 b

xr*—xy+y =—, neboli x"+y =zy+ —. 9)
a a

Dosadime-li odvozeny vyraz pro soudet 22 +y? do jmenovatele prvni z plivodnich rovnic
soustavy (8), dostaneme ekvivalentni soustavu rovnic

T+ b

—yb =a, 2+ =xy+-. (10)
a

$y+g
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Tato soustava ma oproti piivodni soustave (8) tu vyhodu, Ze jeji prvni rovnice je linedrni

Z prvni rovnice soustavy (10) vyjadiime napiiklad y pomoci z

r—0b

ar — 1’

y:

a po dosazeni tohoto zlomku za nezndmou y do druhé rovnice v (10) dostaneme po dpravé
pro neznimou x rovnici

a*r* — 3a’2° + 3ax® — abx + b(ab — 1) = 0,
Eliminace probéhla tentokrat uspéSné, dostali jsme ale rovnici ¢tvrtého stupné, jejiz
kofeny sice lze vyjadrit vzorci, ale jejich odvozeni je velmi pracné a Casto zahrnuje
pocitani tfetich odmocnin v komplexnim oboru (pfestoze hleddme redlné kotfeny rovnice
s redlnymi koeficienty). Opét jsme se prakticky ocitli ve slepé ulicce!

Tteti pokus. Jak jsme jiZz naznacili v ivodnim odstavci komentovaného feSeni, v tomto
pokusu uplatnime k feSeni soustavy (8) zdkladni vysledek teorie symetrickych mnoho-
Clend. Podle né€j 1ze kazdy symetricky mnohoclen proménnych z, y vyjadrfit jako (jiny,
obecné nesymetricky) mnohoclen dvou novych proménnych s, p, kterym fikame elemen-
tarni symetrické mnohocleny (proménnych x,y) a které maji tvar

s=x4+y a p=x-y. (11)

Od dvojice nezndmych (x,y) tedy prejdeme k nové nezndamé dvojici (s,p), pfitom
k prepisu konkrétni soustavy (8) ndm postaci dva vzorce

a:2—|—y2 :32—2p a x3+y3 253—3319,
které ovérime velice snadno:

s =2 = (z+y)? —2xy = (2 + 2xy + y?) — 20y = 2 + 1%,
' = 3sp = (¢ +y)* = 3(a +y)ry =
= (2% + 32%y + 329° + 9°) — (3x%y + 3xy?) = 2 + 7.

Pro nezndmé s, p tak dostaneme misto (8) novou soustavu

S B 33—3$p_
32—2p_a’ $2—2p

b. (12)

Dtive nez ji zacneme feSit, popiSme obecny postup, jak se lze od hodnot s,p vratit
k piivodnim nezndmym z, y. Ty jsou podle vzorci (11) kofeny ¢, 5 kvadratické rovnice

t? —st+p=0, (13)
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takze existuji v oboru realnych cCisel, pravé kdyz je jeji diskriminant nezaporny:
2 —4p > 0. (14)

S ohledem na formulaci feSené ulohy nebudeme vzorce pro kofeny x,y rovnice (13)
vypisovat, i kdyZ by to bylo moZzné udélat, a pak do nich dosadit hodnoty s a p, které
jsou feSenim soustavy (12) a pro které odvodime nize vzorec (15). Misto toho hodnoty
s, p dosadime do podminky (14) a tu pak budeme analyzovat.

K fesSeni soustavy (12) jiZ 1ze uplatnit elimina¢ni metodu, nebot’ obé jeji rovnice jsou
linedrni vzhledem k neznamé p. Tu proto vyjadiime naptiklad z prvni rovnice

s(as — 1)

P=—5—

2a

a po dosazeni do druhé rovnice a Upravé obdrZzime rovnici pro neznamou s tvaru
S - (a52—3s+26) = 0.

Kofen s = 0 jsme v tvodu feSeni vyloucili, dal§i kofeny s a jim odpovidajici hodnoty p
(pokud existuji) maji tvar

3+ +v9 — 8ab
s = o : (15)

s(as—1) 3 —2ab=+ 9 — 8ab

2a 2a?

p:

Aby vypsand odmocnina existovala, musi parametry a, b spliiovat nerovnost

ab§9.
8

Dosazenim vzorct (15) do podminky na diskriminant (14) dostaneme po tpraveé pod-

minku
2y :4ab—32|2\/9—8ab20.
b 2a? -

Pro (nenulovy) souc€in ¢ = ab tedy staci vyfesit nerovnice

49—3—+/9-87>0, 4g—3++/9—-8¢=0 (16)

a pak sjednotit mnoziny jejich feSeni. Tyto rutinni vypocty zde vynechame a uvedeme
pouze vysledek: Zkoumana podminka (14) je splnéna, pravé kdyz parametry a, b spliuji
nerovnosti

9
0<abs <. (17)
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Cela uloha je tak vyreSena, 1 kdyz dosti pracnym postupem, z n¢hoz jsme vynechali
nékteré rutinni vypocty a dpravy, zejména feSeni nerovnic (16). Uvedme jesté€ kone¢nou
odpovéd: Hledané dvojice (a, b) jsou kromé (0, 0) prave ty, které spliiuji podminku (17).

étvrt)f pokus Zmém’me konec¢né ,,ﬁlosoﬁi“ pﬁ’stupu k ﬁloze 0 soustavé (8) Nebudeme

(z,y) € R? prlrazuje dvojici-obraz (a, b) € R? danou rovnicemi dane soustavy, tJ.

r+vy

T o
x?’—l—y?’

b= —".
x? +1y?

(Pfipomertime, Ze z naSich dvah vylucujeme ty dvojice (x,y), pro které plati x +y = 0
a kterym odpovida dvojice (a,b) = (0,0).) VSimnéme si jedné vlastnosti takového
zobrazeni, kterda bude mit pro nas postup zasadni vyznam. Podivejme se, jak se zméni
dvojice (a,b), vynasobime-li kazdé z &isel z,y touz konstantou k: po takové zméné
dostaneme dvojici ¢isel (d’, b') tvaru

, kx4 ky  k(x+y) w4y a
(k) + (ky)? k(22 +y?) k(@2 +y?) K
G () Rty Maty)
(kx(+(ky)? k(22 +y?) 2 +y? '

Plati tedy o't = ab, takze pfi zméné (x,y) — (kx, ky) se neméni hodnota soudinu ab.
Plati-li naopak pro dvé dvojice (a, b), (a’, ') rovnost ab = a'b’ # 0 aexistuje-li vzor (z, y)
pro dvojici (a, b), pak existuje i pro dvojici (a’, ') amatvar (kz, ky),kde k = a/a’ = ' /b.

Z objevené vlastnosti plyne, Ze k popisu vSech obrazti (a, b) pfi zobrazeni (18) staci
najit mnozinu vsech soucini

(z +y)(2° +9°)

2
g 0 e (z,y) ER®, z+y #0. (19)

q:ab:

Soucin ¢ jsme vlastné sestavili tak, Ze je pti jakékoliv zméné (z,y) — (kz, ky) neménny.
Miizeme se proto omezit jen na takové dvojice (z, 3), jeZ vyhovuji podmince 22 +3? = 1.2
Tim se jednak zbavime nepfijemného jmenovatele ve zlomku (19), jednak ziskame
moznost zjednodusit jeho Citatele, kdyz zavedeme goniometrickou substituci, totiz x =

= cos ay = sin:

3Je-li totiz 2% + y? = R2, stadi provést zménu v — z/R, y — y/R.
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1si 3 + si 3 . .
g = (cos¢ (Cz;I; :Z)_(:(S)isnfw);m V) _ (cos 1 + sin))(cos® 1 + sin® ¢) =
= cos* 1) + sin* ) + cos 1 sin ¢ (cos® ¢ 4 sin ) =

= (cos? ) + sin?9)? — 2 cos? 1 sin® ¢ + cos Y siny = 1 — 212 + ¢,

kde jsme od proménné 1 jesté presli k nové proménné
1
t = cosysiny = §sin2¢.

Protoze na proménné z,y — souradnice bodu jednotkové kruznice — mame jediné dalsi
omezeni = + y # 0, probihd proménnd ¢ cely interval (0, 27) s vyjimkou hodnot 37 /4
a 7w /4, tudiz proménnd ¢ = % sin 21y probihd cely interval (—%, +%>

Jak vidime z obrdzku, na tomto intervalu je oborem hodnot funkce ¢(t) = 1 + ¢t — 2t?
interval (O, §>. Tim je tGloha tplné vyfesena: hledané nenulové dvojice (a, b) jsou znovu
urceny nerovnostmi (17).

Postieh tireti. Existuji iilohy, jejichZ reseni vyZaduje jen skveély ndpad a minimum
manipulaci. Zarazeni takovych tiloh do MO je vidy riskantni, nebot’nelze predvidat, jak
si s nimi feSitelé poradi. Proto takové iuilohy zaddvdme pouze uicastnikiim celostdtnich
kol. Otdzka ,,Jak na to maji prijit? “ presto visivd ve vzduchu.

Priklad 3 (54-A-III). Rozhodnéte, zda pro kazdé poradi Cisel 1, 2, 3, ..., 15 lze
tato Cisla zapsat nejvyse Ctyfmi rliznymi barvami tak, aby vSechna Cisla stejné barvy
tvorila v daném potadi monotonni (tj. rostouci nebo klesajici) posloupnost. (Jednoclenna
posloupnost je monotonni.)
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Komentované Feseni. Uloha byla pro soutéZici v CR i SR velmi obtiZznd: z 42 sout&Zi-
cich CR jich 37 zistalo bez zisku jediného bodu, v SR takto dopadlo 34 z 39 souté&Zicich.
Uplné feseni podali pouze dva soutéZici v CR a tii soutdZici v SR.

Situaci z ptikladu nejprve priblizZime ¢tendfi pomoci nasledujici tabulky:

1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
31 7 119 13 4 8 15 6 12 2 14 10 5
11 9 8 6 2
13 12 10 5
3 7 15
1 4 14

V hornim fadku tabulky jsou zapséna ¢isla od 1 do 15 v pfirozeném poradi, v dru-
hém tadku je uvedeno jejich jiné, nahodné zvolené poradi. Posledni ¢tyti ,,fidké* radky
ukazuji, jak 1ze ¢isla ze zvoleného potadi v druhém faddku rozmistit do ¢tyf monotonnich
posloupnosti (zapsanych v jednotlivych fadcich): (11,9, 8,6,2) a (13,12, 10, 5) jsou kle-
sajici posloupnosti, (3,7,15) a (1,4, 14) jsou naopak rostouci posloupnosti. Cisla v téZe
posloupnosti pak zapiSeme stejnou barvou; protoZze nemame k dispozici barevny tisk,
rozepsali jsme Cisla stejné€ barvy na jednotlivé fadky tabulky. Otdzka ulohy tedy zni: je
takové rozdéleni do nejvyse ¢tyf monotonnich posloupnosti mozné, at’je potradi (v druhém
fadku) zvoleno jakkoliv?

Ctenafi, ktery chce opravdu dobfe tento problém ,,0sahat*, doporucuji, aby sdm n&ko-
lik potadi ¢isel 1 az 15 zvolil a hledané obarveni pro kazdé z nich vyhledal. Pokud se vam
nebude dafit u nékterého poradi spravné obarveni vyhledat, najdete néjaké strucné vy-
svétleni, proc€ takové obarveni neexistuje, aniZ byste museli dlouze diskutovat v néjakém
nepiijemné ,.koSatém* logickém stromé vétvicich se moznosti?

Posledni otdzkou jsme naznacili, jakd je odpovéd na zkoumanou otazku: U nékterych
poradi ¢isel 1 aZ 15 k jejich zdpisu poZadovanym zpiisobem ¢tyri barvy nestaci. Ukazeme,
Ze takovym je napriklad pofadi z druhého fadku nasledujici tabulky:

1 23456 7 8 9 10 11 12 13 14 15
5 4 3 2 119 8 7 6| 12 11 10 14 13| 15

VSimnéme si, jak je pofadi v druhém fadku sestaveno: svislymi ¢arkami je vyznaceno
rozdéleni ¢isel do péti skupin, v nichZz Cisla tvoii vZdy klesajici posloupnost, navic vSechna
Cisla v dalsi skupiné jsou vétsi nez Cisla ve skupiné predchozi.

Nemoznost poZadovaného obarveni vypsaného potradi dokdZeme sporem. Pfipustime,
7e jsme Cisla prece jen zapsali ¢tyfmi barvami tak, Ze ¢isla libovolné barvy tvofi mono-
tonni posloupnost. V prvni skupiné ¢isel 5 az 1 je pét Cisel nejvyse Ctyt barev, dvé z nich
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proto maji stejnou barvu; protoZze tvori klesajici posloupnost, barvu téchto dvou cisel
nema zadné z Cisel v dalSich Ctyfech skupindch (napravo od &isla 1). Ve druhé skupiné
Cisel 9 az 6 jsou Ctyfi Cisla nejvySe tii barev; dvé z nich proto maji tutéz barvu, kterou pak
uz nemiize mit Zadné ¢islo zbylych tif skupin (napravo od Cisla 6), ve kterych jsou tudiz
pouze Cisla nejvySe dvou barev. Jesté jednim opakovanim predchozi uvahy zjistime, Ze
&isla 14, 13 a 15 maji pouze jednu barvu, a to je spor. Uloha je tak vyfesena.

MozZna jste v podaném feseni vypozorovali druh tvahy, ktery se nazyva Dirichletiv
princip. V nejjednodusii podobé ho pro obarvend ¢isla* miZzeme zformulovat takto: mezi
k cisly zapsanymi nejvyse k — 1 barvami se vZdy najdou dvé cisla, kterd maji stejnou
barvu. VSem soutézicim ustfedniho kola MO je jisté tento princip zndm. Mdlo koho
ovSem napadne, Ze ho 1ze nékolikerym opakovanim vyuzit k vyfeSeni posuzované ulohy.

Zavér. ,,Chcete-li se naucit plavat, skocte sméle do vody, chcete-li se naucit fesit
ulohy, zacnéte je sami feSit.”“ Tento vyrok Georgea POlyi, zndmého matematika, po-
pularizitora a metodika matematiky, doplnim v zavérecné Casti prispévku prehledem
literatury, podle které 1ze druhou &4st Pélyovy rady plnit co nejefektivnéji.’ Vétsina tu-
zemskych 1 zahrani¢nich sbirek olympiddnich uloh prezentuje ulohy podle jednotlivych
kol danych ro¢nika prislusné soutéze, tudiz jejich usporadani je z obtiznostniho i meto-
dického hlediska pestrou a nesourodou smésici, ve které se méné zkuseny ¢tendr casto jen
stézi orientuje. To nijak nesnizuje jejich odbornou 1 historickou hodnotu, jakou naptiklad
bezesporu ma naSe unikdtni série rocenek [5]. Minite-li v§ak ovladnout ur¢ity metodicky
obrat dokonaleji, je vyhodné vyfesit skupinu uloh, které dokonce nemusi zapadat do téze
tématické oblasti, které se vSak fesi obdobnym trikem. Prikopnickymi pracemi v tilohové
literature, které jsou koncipovany ve zminéném pojeti, jsou knihy [9], [10] a [11] z po-
loviny minulého stoleti; pro svou objevnost, promyslenost a peclivost nebudou patrné
j1z nikdy prekondny. Soucasnému mladému ceskému Ctenéii budou patrné pristupné;si
publikace [1], [2], [3] a [6]. K novéjsim zahrani¢nim titulim v této oblasti matematické
literatury patii knihy [7] a [8]. Konecné zdjemce o tlohy ,,nejtéZsiho kalibru‘ upozoriuji
na tématicky zaméfenou sbirku uloh [4], v niZ jeji autor zurocCil své mnohaleté zku-
Senosti s tréninkem némeckého reprezentacniho druzstva pro kazdoro¢ni mezindrodni
matematickou olympiadu.
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Matematické casopisy v praci s talenty

Jaroslav Svrcek!

Abstrakt. V prispévku jsou soustiedeny zdkladni informace o matematickych casopi-
sech z celého svéta, které jsou zaméieny na prdci s matematickymi talenty. Tyto casopisy
mohou vyuZivat ve své prdci s matematickymi talenty ucitelé matematiky nasich strednich
i zdkladnich skol.

'PFF UP Olomouc, svrcek@inf.upol.cz
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Abstract. This article presents a list of mathematical journals from all over the world
which focus on the work with mathematically gifted students. They can be used by
mathematics teachers at primary and secondary schools in their work.

Price s matematickymi ¢asopisy predstavuje pro kazdého ucitele matematiky jeden ze
zdrojti novych podnétli a uzite¢né inspirace pii praci s naSimi matematicky talentovanymi
7Zaky. Zejména se to tykd nové publikovanych prispévka a dédle pak specializovanych
ulohovych rubrik v téchto Casopisech. V soucasné dobé maji ucitelé matematiky navic
(diky Internetu) stale vétSi moznost nachazet dalSi inspiraci pro svou praci rovnéZ na
specializovanych Internetovych strankach. Nékteré svétové matematické Casopisy pritom
vychézeji vzdy v jisté mutaci na prisluSnych stranich Internetu.

Cilem tohoto piispévku je sezndmit ucitele matematiky s nejznaméjSimi matematic-
kymi Casopisy na celém svétg, které 1ze vyuZzivat pri praci s matematickymi talenty na
naSich stfednich 1 zdkladnich Skolach. Nasledujici informace o matematickych ¢asopisech
pro ucitele stfednich a zdkladnich $kol si v§ak v Zddném piipad€ nemiZe Cinit naroky na
tplnost. Jde pouze o vycet (autorovi) znamych a dostupnych ¢asopiseckych titulti.

Ceska republika a Slovensko

1. Rozhledy matematicko—fyzikalni (vychazi od roku 1921 — ptivodné jako Rozhledy
matematicko—piirodovédecké, JCMF)

2. Matematika—fyzika—informatika (pod jinymi nazvy od roku 1946, JCMF)

3. Ucitel matematiky (od roku 1991)

4. Matematické obzory (JSMF, Nadace Jura Hronca)

Evropa

1. POLSKO: Matematyka, Delta, Miniatury matematycze, (Gradient)

. NEMECKO: Alpha, Mathematik in der Schule

. RAKOUSKO: Wissenschaftliche Nachrichten

. MADARSKO: KoMaL (Kozépiskolai Matematikai és Fyzikai Lapok), Matematika
Tanitasa

. RUSKO: Kvant, Matématika v Skole

. UKRAIJINA: Matématika v Skolach Ukrainy

. GRUZIE: Integral

. MOLDAVSKO: Foaie matematica

. RUMUNSKO: Gazeta Matematicd, Revista de Matematica din Timisoara, Octogon,
Romanian Mathematics Magazine atd. (Celkové v Rumunsku vychazi dvacet Sest
matematickych ¢asopist pro stiedni a zdkladni skoly, viz [1].)

10. BULHARSKO: Matematika Plus, Obucenijeto po matematika i1 informatika,

Matématiceski forum
11. SRBSKO a CERNA HORA: Tangenta
12. CHORVATSKO: Matematicko fizicki list
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13. SLOVINSKO: Presek, Obzornik za matematiko in fiziko

14. BOSNA a HERCEGOVINA: Triangle

15. MAKEDONIE: Sigma

16. NIZOZEMSKO: Euclides

17. ITALIE: Archimede, Matematica Elementare

18. SPANELSKO: Siproma

19. VELKA BRITANIE: The Mathematical Gazette, Mathematics in School

Asie, Amerika, Afrika a Australie

1. VIETNAM: Mathematics and Youth

2. INDIE: Bona Mathematica, Samasya

3. SINGAPUR: Mathematical Medley

4, HONGKONG (CINA): Mathematical Excalibur

5. AUSTRALIE: Function, Parabola, Sigma, Delta

6. USA a KANADA: Crux Mathematicorum with Mayhem, Math Horizonts,
The American Mathematical Monthly, Combinatorics, Mathematics Teacher,
Mathematics Magazine, Pentagon, Pi Mu Epsilon Journal a dalsi

7. JAR: Mathematical Digest

Mezinarodni matematické casopisy

1. Mathematics and Infomatics Qaurterly (Singapore)
2. Mathematics Competitions (WFNMC, The Australian Mathematics Trust, Canberra)
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Matematika — fyzika — sport

Ivo Volf

Abstrakt: Matematické discipliny si casto vystaci svym obsahem a metodami samy
pro sebe. Skolni predmét matematika by vSak byl pro Ziky mdlo zajimavy, protoze by
se sami nevyrovnali s pochopenim potiebnosti matematiky pro Zivot. Proto potiebujeme
Zdaky nejprve motivovat, aby prijimali matematické poznatky, osvojili si je a na zdver
dokdzali aplikovat do bézného Zivota. Motivovat i aplikovat je vhodné na situacich, které
Jjsou Zdkovi blizké. Prispévek se zabyvd sportovnimi situacemi, k redlné situaci je tieba
vytvorit fyzikdlni a poté matematicky model, ve kterém potom pracujeme.

Abstract: The mathematical content and methods are often applied only in the mathe-
matical disciplines themselves. School mathematics, however, should be interesting for
pupils as they often do not understand the necessity of mathematics for everyday life.
Therefore, pupils must be first motivated to accept mathematical knowledge, grasp it and
finally apply in everyday life. To this goal, situations which are close to the pupil should
be used. The contribution deals with sport situations. There is a real situation for which
a physical and later mathematical model must be made and solved.

Nase Skolstvi byva v soucasnosti kritizovano, at’ uz vlastnimi ¢i zahrani¢nimi experty,
Ze prilis precenuje systém informaci a nedoceniuje tvorivou praci Zaka s nimi. MnoZstvi
informaci se neustale zvétSuje a vyzaduje vetsi kapacitu paméti na jejich zapamatovani
— na jejich utfidéni a uloZeni. Pfitom experti tvrdi, Ze na tuto ¢innost ma z4k k dispo-
zici mnoho prostfedkd — encyklopedie, pocitace, Internet — a Skola se ma vice zabyvat
pouzitim informaci k feSeni problému a zaméfit se na ziskavani obecnych dovednosti
nutnych k rozvoji tvorivosti. Tato tvrzeni vypadaji zajimavé nejen z praktické stranky,
ale 1 didakticky, nebot’ by mohla vést k zasadnim zméndm v nasem Skolstvi.

Zcela paradoxné se vSak v poslednich letech v naSem (a nejen v nasSem) Skolstvi
zdaraznuji predev§im humanitni predmeéty, jejichz vyuka je pravé zaloZena na soustavé
informaci: kdy, kdo, kde. .. Typickym Skolnim pfedmétem je historie nebo literatura,
v nichz pfevazuji fakta, a uspéSnym je ten zak, ktery ma dobrou pamét. Neni piece
logické tesit v déjepisu problémové otazky typu: co by bylo, kdyby. .. Nachazeni vztahti
a souvislosti vyzaduje zna¢nou poznatkovou zdkladnu, a tu predstavuje dostatecné velky
soubor informaci a soubor operaci, nutnych k jejich vyhledavani, usporadani a pouZzivani.
Je jasné, Ze zasady tvofivosti a logického mySleni nelze ucit bez faktického materidlu,
jako nelze naucit plavat bez vody nebo operovat bez tizené praxe. Bez informaci nelze
nachdzet souvislosti, eventudlné nutné funkcni zavislosti. AvSak ani vychovavat nelze bez
informaci a urcitého souboru femeslnych dovednosti, a napf. soucasnd didaktika vytvarné

YUHK, Hradec Krdlové, ivo.volf@uhk.cz
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vychovy proto sjednocuje vlastni tvorbu Zaka s jejich recepci systému poznatki, v¢etné
setkavani s uménim.

Jsou vSak discipliny, u nichz vysta¢ime s urcitou minimdlni vybavou dovednosti,
které mizeme aplikovat na velky pocet jednotlivosti, a informaci, jejichZ logicky systém
je zaloZen na nékolika zakladnich vychozich bodech. Piikladem muizZe byt matematika.
Soustava poznatki napf. o trojihelniku miZe v planimetrii obsahovat nevelky pocet z4-
kladnich informaci, tykajicich se urcujicich prvki trojihelniku a jednoduchych vztahi.
Potom miizeme vyjmenovat alesponi 80 riznych zadani - vychozich podminek, které pro
zéka zékladni ¢i stredni Skoly predstavuji problémové situace, jejichz feSenim dokaze
Sikovny zak trojuhelnik sestrojit pomoci pravitka a kruzitka. Obdobna situace nastane
i pfi feSeni rovnic & nerovnic. Uspéch pii feSeni problémd je podminén v&asnym piili-
vem pomérné malého poctu dodatkovych informaci a tento dspéch podminuje kladnou
motivaci zadka Snad 1 proto maji zaci k matematice vztah kladnéjSi nez napf. k fyzice,
ale soucasné horsi nez k déjepisu, v némz je uspéch dneSniho zdka budovan pouze na
dobré paméti.

Resit matematické problémy pouze matematickymi prostiedky vede viak k situaci,
kdy stiedoSkolakiim zlistava praktické vyuZiti jejich poznatkii nedostupné, nechapou
pfiliS moZnosti aplikace matematickych abstrakci pro Zivot. Matematické ucivo se tak
pro né vzdaluje od reality a o vyu€ovaci pfedmét matematika ztraceji postupné zajem. Bez
pozitivniho postoje nejsou Zaci schopni pochopit obtiZnéj$i ¢asti uc€iva a zejména tvoriveé
vyuzivat matematického poznani a zplisobu poznavani pro prakticky zivot. Domnivim
se, Zze potom ani tak lakavé aplikace matematiky jako finan¢ni pocty nebo kombinatorika
nenajdou u zakd své misto. Je tedy tieba hledat nové cesty vyuzivani matematickych
poznatkd a dovednosti. Jednou z nich je matematické modelovani skuteCnosti, prace
s timto modelem a feSeni problémi v modelovych situacich.

Vytvotfeni matematického modelu, umozZiujiciho jednodussi cestu k feSeni problému
z reality, vSak neni moZno budovat jen na slovnim popisu vychozi situace bez nalezité
kvantifikace. Prace s modelem vyzaduje na zdkovi vstoupit do problému, najit vnitini
vztahy mezi jednotlivymi komponentami. Tady Casto pfinasi uspéch vytvoreni fyzi-
kalntho modelu, ktery realitu popisuje pomoci vhodnych fyzikalnich veli¢in. Fyzikalni
vztahy byvaji Casto vice konkrétni a vyvoldvaji predstavy zakil spiSe nez vrcholné ma-
tematické abstrakce (zdk spiSe pochopi, Ze kdyZ danou trasu projede automobil véEtsi
rychlosti, pak doba bude kratsi, neZ matematickou formulaci y = k/x).

Cestu k vytvoreni matematického modelu 1ze popsat jednoznacné:

Realita — obecny popis reality — odborny popis reality — velicinovy popis reality
— fyzikdlni model — matematicky model — prdce v matematickém modelu — duisledky
a vysledky — konfrontace s realitou — zdvér vivah, prijeti vysledku, viprava nebo oprava
modelu.

Mezi redlnym svétem a jeho matematickym modelem se tedy C¢asto neobejdeme bez
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fyzikalniho zpracovani: bez odborného fyzikalniho popisu, pouzivajiciho fyzikalni ve-
li¢iny, jez vhodnou kvantifikaci umoziuji; je nutno méfit a vysledky méreni zpracovat.
Soucasné pravé tato fyzikalizace vede k moznostem zjednoduSovani v popisu reality,
k vysloveni omezujicich podminek, za nichZ je moZno problémy z reality zjednoduSené
fesit. Tady Ize objevit odpovéd na otazku, pro¢ je matematika vnimana fadou stfedosko-
14kt jako jednodussi Skolni vyucovaci predmét, nez je fyzika: matematika pracuje jiz
s abstrakcemi, ale fyzika se musi nejprve poprat s realitou (kdysi mi jeden vyznamny
Cesky didaktik fyziky prozradil odpovéd své dcery, kdyz se ji ptal, jak se ji studuje z jeho
sttedoSkolské ucebnice: ,,Tati, fyzika je vlastné takova otravnd matika.“) a teprve pak
dospéje k modelu.

Pro vytvofeni matematického modelu je didakticky velmi vhodnd geometrickd nebo
grafickd interpretace. Matematicky model napf. jednoduchého mechanického pohybu
vlaku metra mezi dvéma stanicemi, kdy se vlak nejprve po dobu ¢; rozjizdi, az dosdhne
maximalni rychlosti, tou jede po dobu 5 a pak zastavuje po dobu t3, vznikne tak, Ze
nejprve redlné pohyby nahradime pohyby idealnimi, jez dokdZzeme jednoduSe matema-
tizovat, a z obr. 1 vidime, jak si miizeme predstavit pohyb vlaku metra, véetné ,,uvnitf
modelu skrytych® poznatk:

S1 = §Umt1, S9 = Upty, S3 = §Umt3
VA
VM- ________ ‘ :
! i
Obr. 1

Je tfeba sledovat 1 opacnou cestu: realita poskytuje pro matematiku fadu vhodnych
motivaci, na kterych je vybudovano fyzikélni poznavani, jez je podpotfeno odpovidajicimi
matematickymi modely. Takovym motivaénim polem pro vyuku fyziky i matematiky mo-
hou byt riizné sportovni ¢innosti. Je zndmo, Ze vétSina stredoskolskych studentit ma rada
sport, a proto predpokladejme, Ze teoretické zpracovani sportovni problematiky zaujme
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i mnoho z t&ch 24k, ktefi se sportovani aktivng vénuji. Radu pozitivnich zkusenosti jsem
ziskal i pfi praci studentt télocvikafi na UHK, kde pfednasim predmét Biomechanika
télesnych cviceni, jez je zaloZen pravé na vytvoreni fyzikalnich a matematickych mo-
delt. Svédci o tom skutecnost, Ze po absolvovani povinného semestralniho kursu si asi
polovina studentd zapisuje ndsledny volitelny seminar.

Zejména v pripadech, kdy zadané problémy se na prvni pohled zdaji byt neteSitelné
nebo vzbuzuji u zaku obavy, Ze se jim problém nepodaii vyfesit bez naleZitého usili ¢i
na jeho feSeni spotiebuji prilis svého ¢asu, mohou dospét k presvédceni, Ze matematicky
model je pro feSeni uzitecny, a zacnou se k nému uchylovat i v jinych situacich. Ukazme
si proto nékolik uloh, u nichZ je matematicky model vychodiskem pro pochopeni i pro
reSeni.

Uloha 1. Sprintér na krdtké traté

Sprintér béZi na trati o délce 100 m tak, Ze prvnich 32 m po startu zrychluje a ubéhne

je za dobu 5,0 s a potom az do cile bézi stalou rychlosti. Jakého ¢asu dosahl?

Reseni: Sestrojime graf v(t) (obr. 2), v ném? z obsahu s; = %vmtl trojuhelniku uréime
nejvetsi rychlost v, = 215—‘? = 12 m/s a z obsahu ss = v,,t2 obdélniku ur¢ime dobu
ts = 22 = 5,31 s. Celkova doba b&hu sprintéra je t1 + to = 10,31 s.
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Obr. 2

Uloha 2. Letmy start

Na bicyklovych zavodech na trase 1 000 m s letmym startem urazil mlady cyklista
trasu za dobu ¢; a potom na draze 240 m rovnomérné zastavoval po dobu to = 30 s.
Jakého Casu dosdhl cyklista?

Resenti: Sestrojime graf v(t) (obr. 3). V ném z obsahu s; obdélniku ur¢ime dobu ¢; = 5—1;

m

ale nezndme rychlost v,,, kterou uréime z obsahu s, = %vth trojuhelniku, takze v,, =
= 2‘?—; = 16 m/s. Potom t; = 62,5 s. Cyklista dosdhl na drdze 1 000 m Casu 62,5 s.
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Uloha 3. Kobra 11

V televiznim seridlu Kobra 11 jede neukdznény fidi¢ po ddlnici stalou rychlosti
162 km/h, kdyZ v délce spatii hromadnou havarii. Od ,,okamZiku spatieni* do okamziku,
kdy brzdy za¢nou reédlné brzdit, uplyne doba t; = 1,2 s, pak se automobil rovhomérné
zpomaluje tak, Ze kazdé 2,0 s se jeho rychlost zmensi o 10 m/s. Podaii se mu zastavit
vcas, je-li vzddlen od mista havéarie 260 m?

Re§eni: Sestrojime graf v(t) (obr. 4). Po dobu t; jede automobil rovnomérné, takze
s1 = vt1 = 54 m. Potom zastavuje na draze s; = Lomta; dobu ty 1ze vydist z grafu v(t)
nebo urcit z rovnice v = v,, — aty, kde a = 5 m/sg. Odtud je to = 9,0 s a s = 203 m.
Celkova draha nutnd k zastaveni je s = 257 m, takZe staCi zastavit jen tak tak.

VAN
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Na tomto misté je vhodné upozornit i na dalsi praci s matematickym modelem:

a) Co se stane, kdyz fidi¢ pojede vétsi rychlosti?

b) Co se stane, kdyz nebude fidi¢ dostatecné pozorny (¢ > 1,2 5)?

c) Co se stane, kdyz brzdy nebudou dobte sefizené (za 2 s se rychlost zmensi
09,0 m/s)?

d) Co se stane, kdyz fidi¢ pojede mensi rychlosti?

Uloha 4. LyZar na dlouhém svahu I
Po dlouhém svahu délky 2400 m a o rozdilu nadmoiskych vysek (start, cil) Ah =
= 1200 m jede lyzaf. Jak velké rychlosti dosdhne, neuvazujeme-li tfeni béhem jizdy?

ReSeni: Nahradime skuteény svah modelem - naklonénou rovinou o stilém sklonu p,

p= % = sin a.. Potom z pohybové rovnice

F, = ma = mgsina = mgp

uréime zrychleni a = 0,5g = 5,0 m/s?. LyZaf za dobu ¢ urazi dréhu s = %vmt a dosdhne

rychlosti v,,, = at, odkud
Um = V2as = \/2gsp.

Pro dané hodnoty je v,, = 155 m/s, doba pohybu po trase je t = 31 s.

Oba vysledky jsou ziejmé neredlné (na trase lyzai dosahne rychlosti 110 km/h az
130 km/h, doba byvé znacné vySsi nez 1 min). Musime tedy hledat lepsi matematicky
model, zahrnujici jiné zjednodusSujici podminky.

Uloha 5. LyZar na dlouhém svahu Il

V predchozi dloze zrusSime podminku o tom, Ze tfeni je velmi malé a nahradime:

soucinitel smykového tfeni skluznice pti pohybu po sné¢hu je f = 0,07.

Reseni: Sice se zméni zrychleni na a = g(sin o — f cos &), ale nase vysledky budou opét
neredlné: a = 4,4 m/s?, v,,, = 145 m/s. Zde bude t > 33 s.

Uloha 6. LyZar na dlouhém svahu I11

Pfi pohybu lyzafe v tuloze 4 je nutno uvazit podstatny vliv odporu vzduchu. Pro
odporovou silu plati F, = %C’ Spv?, kde v je velikost okamzité rychlosti, hustota suchého
vzduchu p = 1,20 kg/m3, obsah kolmého fezu lyZaie S = 0,70 m? a odporovy soucinitel
C = 0,70. Jaké maximalni rychlosti lyZaf na uvedeném kopci dosdhne?

Reseni: Pohybova rovnice pro lyzafe je

ma = mgsina — iCSpUQ,

nebot’ smykové tieni ovliviiuje pohyb lyzafe jen nepatrné. Uvazime-li, Ze a = %, potom
mame prfed sebou diferencidlni rovnici, jejiz feSeni je pro stiedoSkoldka dosti obtizné.

Vidime vSak, Ze s rostoucim ¢asem se rychlost zvétSuje a spolu s ni se zvétSuje i odporova
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sila proti pohybu. Proto se zmensuje sila vyvoldvajici zmény pohybu, a tedy 1 zrychleni
lyzafi ud&lované, a7 nastane piipad, kdy mgsina — F,, tedy a = 0 m/s? a dalsi pohyb
lyzare je jiz rovnomérny. To se stane pii mezni rychlosti v,,. Pak plati

ma = mgsin o — 505,01)2 =0,

2mg sin o
U =\ | ——=—-
CSp

Zvolime-li dal$i ddaj m = 80 kg, bude v,, = 37m/s = 133 km/h, coz uZ je pfijatelna
hodnota. Zde bude t > 65 s.

Uloha 7. LyZav na dlouhém svahu IV
Jak se zméni feSeni dlohy 6, uvdzime-li také smykové tieni?

Reseni: Obecny vztah se zméni na tvar

_— 2mg(sina — f cos )
m — CSp )

kde po dosazeni v,, = 34,6 m/s = 124 km/h.

Uloha 8. Cyklista jede 7 kopce

Pti jizdé z kopce absolvoval cyklista trasu 3,0 km dlouhou s vySkovym rozdilem
375 m. Neuvazujeme-li valivy odpor pfi jizdé€ kola po vozovce, stanovte nejvyssi rychlost
dosazenou cyklistou.

Reseni: A& se to na prvni pohled nezdd, piisobi na cyklistu (zanedbidme maly valivy
odpor) stejné sily jako na lyZate z dlohy 6, tedy

F, =mgsina,

1
F, = 505,01}2.

Sklon kopce je p = A% = 0,125 = sin «, odkud pro zajimavost o = 7,2°. Pro mezni

2mg sin o
Un =\ — Ao
CSp

rychlost lyzarfe vychazi vztah

do néhoz prevezmeme hodnoty z tlohy 6, nebot postoj lyZare, ktery nesldpne do pedala
a neché se unéset gravitaci, i1 dalsi idaje se od lyZare pftili§ nelisi. Po dosazeni je v, =
= 18,4 m/s = 66,4 km/h. Je ziejmé, Ze uvazime-li valivy odpor, bude ziskand mezni
rychlost jesté mensi.
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Uloha 9. Cyklista jede po roviné

Maximalni vykon, jehoZ miliZze dosahnout cyklista pfi jizd¢€ po roviné k pohonu kola
po delsi dobu, zvolime 1 000 W. Svalovou silou piekondva cyklista pfedevSim odporovou
silu F, okolniho vzduchu. Jaké maximalni rychlosti v mtiZe cyklista dosahnout? Hmotnost
cyklisty je m = 80 kg, obsah kolmého fezu jeho t&la S = 0,7 m?, odporovy soucinitel
C = 0,70, hustota vzduchu p = 1,2 kg/m?.

Reseni: Vykon cyklisty je dan vztahem

tedy jeho maximalni rychlost je

| 2P
v = o = 15,0m/s = 54 km/h.

Odhadli jsme 1 lidské meze pro dlouhodobéjsi jizdu cyklisty po vodorovné silnici;
ve skuteénosti musime pocitat s tim, Ze na vysledek budou mit vliv 1 dalsi odporové sily
sniZzujici mechanicky vykon cyklisty. Ale to nam je zndmo, vzdyt pracujeme s modelem.

Uloha 10. VysadkdF padd

Vysadkat o hmotnosti m = 90 kg i s vybavou vyskocil z vrtulniku ve vySce hy =
= 1000 m a pada svisle dold. Urcete maximalni rychlost, jizZ béhem padu dosahne.
Reseni: Tato tloha je velmi vhodnd pravé pro ukézku diskuse, jak vybrany model ovliv-
nuje ziskané vysledky.

Ulohu nejprve vyfesime pro piipad volného padu, kde odporovou silu uvaZovat
nebudeme. Pro rychlost padajiciho télesa potom plati v = gt, pro okamZitou vysku

h = hy — % gt?. P¥i dopadu na zemsky povrch je h = 0, takZe je t = 4/ 2;% a pro rychlost

[2h
Unm =gt =g ?0 = 1/ 2ghy.

Doba padu z vysky 1000 m je t = 14 s, rychlost dopadu v = 141 m/s = 510 km/h, tedy
udaje zcela nerealné. Matematicky (i fyzikdlni) model byly zvoleny nevhodné.

dopadu plati

Uvazme proto odporovou silu, vznikajici pfi pohybu ve vzduchu. Hustotu vzduchu
povazujeme za stdlou, a to p = 1,2 kg/m?>. Pohybov4 rovnice je ve tvaru

1
ma = mg — 505,01}2,
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odkud pro mezni rychlost pohybu vysadkare je

S 2mg
"NV oSy

Jestlize se vysadkar strachy schouli do klubicka, jeho hmotnost je m = 90 kg,
odhadneme S = 0,50 m? a C' = 0,50, potom je v,,; = 77,5 m/s = 280 km/h.

JestliZe se vysadkar ,,rozpldcne*, roztdhne ruce i nohy, takZze je S = 1,1m?aC = 1,1,
potom je v,,2 = 35,2 m/s = 127 km/h.

Jestlize vysadkaf otevie padak a je S = 50 m?, C' = 1,33, potom pro mezni rychlost
je vmg = 4,8 m/s = 17 km/h. Tato rychlost odpovida dopadu z vySky h = %3 =12m.

Zavérem shrneme vySe uvedené uvahy. Zjednodusovanim slozité a komplexné vni-
mané reality dospivime po vhodném popisu k fyzikdlnimu modelu, ktery poskytuje
vychodisko k modelu matematickému. V tomto modelu vhimdme vnitini funkéni vztahy,
které nam dovoluji najit jednoduché rovnice, do jisté miry obecné a odpoutané od reality.
Jejich fesenim dospivame k prijatelnym vysledktim, které by mohly platit za zjednodu-
Sujicich podminek. Vysledky jsou tedy hypotézou o skute¢ném feseni, jeZ musime jesteé
ovérit pri jejich konfrontaci s realitou. Neméli bychom zapomenout na to, Ze je tieba
také ovéfrit, do jaké miry zjednoduSujici podminky ovlivnily ziskany vysledek, zda jejich
mald zména nevyvola radikalni zménu ziskaného zavéru (to souvisi s nutnosti diskuse
reSeni). Domnivam se vSak, Ze tyto zjednodusené uvahy vedou k obecnym zdsadam pro
matematické feSeni problémii, a tedy k tomu, Ze feSeni matematickych dloh spoluvytvari
obecnéjsi kompetence feSeni problémi ve vSech oblastech lidské ¢innosti, zejména svou
prisnou logi¢nosti a uvédomeénim si, Ze pracujeme vzdycky s modelem.
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Kratké prispévky

Par prikladu pro premianty

Emil Calda®

Abstrakt: 'V prispevku jsou vyreseny t¥i tilohy. Prvni je zajimavou aplikaci z teorie
grafu tykajici se obarvovdni uzli grafu. Druhd procvicuje ditkaz matematickou indukci
na siti jednosmérnych silnic a tveti se zabyvd poctem telefonnich hovorii, které staci
k preddni informaci mezi danym poctem ucastnikii.

Abstract: Three problems are solved in the article. The first is an interesting appli-
cation of graph theory which concerns colouring nodes of a graph. The second practises
a proof by mathematical induction on a net of one-way roads and the third deals with
a number of telephone calls which are sufficient to pass information among a given
number of participants.

V nazvu tohoto pfispévku jsem dal prednost ,,piikladim* pred ,,ilohami* ze dvou
divodi. Jednak kviili tomu, Ze slovo ,,piiklad* zacind stejnym pismenem jako zbyvajici
tii slova v tomto nazvu, jednak proto, aby premianta, ktery je zvykly na ,,ilohy* slovo
,ulohy‘ nezaskocilo. Jedna se o priklady, které jsem publikoval uz diive v Uciteli ma-
tematiky (prvni dva) a v Rozhledech MF (tieti). Od této doby vsak jiZ uplynulo nékolik
let, takZe mladsi generaci pedagogii nemusi byt znadmy. Doufam, Ze ti, ktefi je znaji, si je
radi pfipomenou.

Priklad 1. Problém obrazové galerie

O obrazové galerii vzniklé propojenim nékolika mistnosti lezicich v tomtéZ podlazi
vime, Ze jeji pudorys je n-thelnik, u néhoz znadme Cislo n, ale o jeho tvaru zZadné
informace nemame (miiZe byt i nekonvexni). Mdme urcit, kolik zfizencu sta¢i k tomu,
aby kazda z n stén, na nichz jsou umistény obrazy, byla pod dohledem aspon jednoho;
predpokldddme ptitom, Ze kazdy ziizenec mé pod dozorem i obrazy na té sténé, jejiz
rovina jim prochdzi. Pro ilustraci: v osmithelniku na obr. 1 staci jeden ziizenec (umistény
do bodu A), v osmithelniku na obr. 2 se vsak s jednim nevystac¢i — musi byt aspoii dva,
treba v bodech B a C'.

Premianty, s nimiZ budeme tento piiklad fesit, miZeme vyzvat, aby se pokusili najit
tvar ptidorysu pro n = 8, u kterého by dva zfizenci nestacili. Za nalezeni tohoto osmi-
uhelniku jim klidné slibime cokoliv, protoze nemusime mit Zadné obavy, Ze se jim to

'MFF UK, Praha, ecalda@volny.cz, calda@karlin.mff.cuni.cz
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Obr. 1 Obr. 2

v v/

podarii. Dokdzeme totizZ nasledujici tvrzeni, v némz Cislo v hranatych zdvorkach znamena
jeho celou cCast:

K uhliddni v§ech obrazii na n sténdch galerie staci [n/3] zFizencii.

M¢éjme tedy libovolny n-uhelnik ptfedstavujici
pudorys obrazové galerie a provedme jeho trian-
gulaci, tj. rozloZzme ho na disjunktni trojihelniky,

jejichz strany jsou tvoreny jeho thloptickami a stra-
nami (obr. 3). D4 se dokazat (viz [1]), Ze plati:

Nejmensi pocet barev, kterymi jsou obarveny
v§echny vrcholy triangulovaného n-vihelniku tak, Ze
v kazdém trojiihelniku tohoto rozkladu maji kazdé
Obr. 3 dva vrcholy jinou barvu, je roven tiem.

Vsimnéme si dale, jakou vlastnost maji vSechna
obarveni n bodi tfemi barvami. Po n€kolika pokusech mizeme vyslovit a pak i dokazat
vétu:

V kazdém obarveni n bodii tfemi barvami existuje aspoii jedna barva, kterou je
obarveno nejvyse [n/3| bodii.

Z negace tohoto tvrzeni (existuje obarveni n bodl tfemi barvami, v némz je kazdou
barvou obarveno aspoti [1n/3] + 1 bodl) plyne, Ze v tomto obarveni je v§ech obarvenych
bodt aspoii 3([n/3] + 1), coZ je spor, nebot’ toto &islo je vEtSi neZ pocet obarvenych bodu:

3([n/3] +1) =3[n/3] +3 > n.

Obarvime-li nyni vSechny vrcholy triangulovaného n-thelniku predstavujiciho pa-
dorys obrazové galerie tfemi barvami tak, ze v kazdém ,,rozkladovém® trojuhelniku maji
kazdé dva vrcholy jinou barvu, pak — jak uz vime — existuje nejvyse [n/3] vrchola
obarvenych stejné, pricemz v kazdém ,,rozkladovém* trojihelniku je pravé jeden. Do-
zorce umistény do kazdého z téchto bodi bude mit pod dohledem vSechny strany svého
trojuhelniku, takZze dozorci ve vSech bodech obarvenych touto barvou budou mit pod
kontrolou vSechny strany vSech trojihelnikd, a tedy i vSechny strany daného n-uhelniku.
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Tim je dokdzéno, Ze [n /3] zfizenci k ohlidani vSech obrazi na n sténdch galerie stadi,
at' ma jeji ptidorysny n-thelnik jakykoli tvar. Pro ilustraci: na obr. 4 je pudorys galerie
pro n = 19, jeho vrcholy jsou obarveny barvami 1, 2, 3; k ohlidani obrazi na vSech
sténach staci [19/3] = 6 zfizencd umisténych ve vrcholech obarvenych barvou 1 nebo 3.

Obr. 4

Piiklad 2. Silnicni sit’ve Svambrdnii

Ve Svambranii je n mést (n > 2) a kazdd dvé jsou
spojena jedinou silnici, kterd vSak je jednosmérna. Mame
ukdzat, Ze v kazdé silni¢ni siti tohoto typu existuje aspoii
jedno mésto, které je vychozim bodem trasy, na nizZ se
kazdé ze zbyvajicich mést nachazi pravé jednou. Pro ilu-
straci: na silni¢ni siti zndzornéné na obr. 5 je timto més-
tem mésto D a piislusnd trasa je D-C—-A—B—-FE. (Silni¢ni
sit’ tohoto typu miZe mit nékteré nepiijemné vlastnosti
— v siti na obr. 5 nemtize motorista dojet do mésta D
a z mésta £ nemiiZe vibec vyjet.)

PoZzadovany diikaz provedeme matematickou indukci
podle poctu mést.

Pro n = 2 véta evidentné plati. Budeme proto pred-

Obr. 5

pokladat, ze plati pro libovolné ¢islo n > 2 a Ze hledand trasa je A; — Ay —...— A,.
Pfipojime mésto A,,.1 a dokdzeme, Ze tato véta plati i pro n + 1 tak, Ze rozliSime dvé

moznosti, které mohou nastat:

a) VSechny silnice spojujici mésto A,,.; s ostatnimi jsou jednosmérné ve sméru
z A,11. V tomto ptipadé€ je vychozim méstem mésto A, 1 a trasa poZadované vlastnost
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jetrasa A,,1 — A1 — As —...— A, znazornéna na obr. 6.

hn«l
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Obr. 6

b) Existuje aspon jedna silnice spojujici mésto A,, 1 s ostatnimi, ktera je jednosmérna
ve sméru do A, 1. Znamena to, Ze 1ze najit mésto Ay, z néhoZ vede jednosmérna silnice

do A, 1, pfiCemZ vSechny cesty spojujici mésto A, 1 s mésty Ay, 1, Apio, ..., A, jsou
jednosmérné ve sméru z A, 1. V tomto pripad€ je vychozim méstem mésto A; a trasa
pozadované vlastnosti je A — Ay — A3 —...— Ay — Apy1 — A1 — Apo — ... — A,

znazornéna na obr. 7.

A ey

HHH.........._’ o._....’o_q........-.--—-)oA
m

AL A Ay A Ab?.

Obr. 7

Tim je uloha o Svambrénské silni¢ni siti vyfeSena. Poznamenejme na zavér, Ze tlohu
neni nutné zadavat vySe uvedenym zpusobem, tj. hned na zacatku premiantim sdélit,
co maji dokazat. Mohli by na tvod kreslit rizné silni¢ni sit€, pokusit se zjistit jejich
spole¢nou vlastnost a teprve pak piejit k dikazu.
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Priklad 3. Problém Klubu pro vzdjemnou komunikaci a $iteni zarucenych zprdv

Uvedeny klub méa n Clenek (n > 2), které si na sklonku kazdého dne zatelefonuji, aby
se kazda dovédéla vSechny uddlosti, které se béhem dne dovédéla kazda ze zbyvajicich.
Mame uréit pocet f(n) telefonnich hovord, které k tomu staci.

Snadno zjistime, Ze je f(2) = 1, f(3) = 3, f(4) = 4. Ukazeme, Ze pron > 4
plati f(n) = 2n — 4. Zvolime ¢tyfi ¢lenky A, B, C, D a nechame jednu z nich, tieba
damu A, zavolat postupné kazdé z n — 4 Clenek zbyvajicich; probéhne n — 4 hovort, po
jejichZ skonceni bude ddma A védét vSechno, co vi kazda z téchto n — 4 kolegyni. Poté
s navzdjem zavolaji dimy A, B, C, D — jak uz vime, staci jim Ctyfi hovory k tomu, aby
se informovaly o tom, co vi kazda. Po téchto ¢tyfech hovorech budou uz damy A, B,
C, D védét vSechno, co vi vSech n Clenek, takZe staci, aby jedna z nich — tfeba opét A
— zavolala znovu kazdé z n — 4 kolegyn, kterym telefonovala na zacatku. Po skonceni
této akce bude uz kazd4d ddma informovéana o vSem, co v&di ostatni. Zjistili jsme tak,
Ze pocet hovord, které ke vzdjemné informovanosti staci, je pro vSechna n > 4 roven
f(n)=(n—4)+4+ (n—4) =2n — 4. Snadno ovéfime, Ze tento vysledek plati i pro
n = 4.

Nejednoho premianta vSak urCité napadne, zda pro n > 4 nevystaCime s pocCtem
hovorti mens$im neZ 2n — 4. D4 se dokazat, zZe nikoli: 2n — 4 je nejmensi pocet hovort,
které musi ke vzajemné informovanosti vSech n > 4 dcastnikli probéhnout. V souladu
s pedagogickou zdsadou ,,Zakdm nejenZe nesdélujeme, co viechno nevime, ale v nékte-
rych pripadech ani to, co vime*, toto tvrzeni o nejmensim poctu hovorti nedokazeme, ale
pfenechame jeho dikaz ¢tendfovym premiantiim.
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Moznosti statistické analyzy obtiznosti a kvality tloh

soutéZe Matematicky klokan'

Jakub Fischer®

Abstrakt: Cldnek se zabyvd aplikaci obecné zndmych ndstrojii vyhodnocovdni obti-
nosti a kvality viloh na vilohy jednotlivych kategorii Matematického klokana. Je sledovdna
tzv. citlivost (diskriminace) vilohy na zdkladé jeji obtiznosti pro Zdky, kteii se umistili v sou-
teZi nejlépe, oproti tem, kteri se umistili nejhiire, jakoZ i z hlediska posouzeni linedrni
zavislosti mezi umisténim v soutéZi a vysledkem v dané iiloze. Hodnoceni kvality viloh
je ilustrovdno na dvou konkrétnich iilohdch. Celd analyza je provedena na vzorku Zdki
Zdkladni skoly Uhelny trh, Praha na vilohdch Matematického klokana roku 2004.

Abstract: The article deals with the application of generally known tools of evaluation
of the difficulty and quality of a tasks on tasks from categories of Mathematical Kangaroo.
So called sensitivity (discrimination) of the task is followed on the basis of its difficulty
for pupils who had the best results in the competition as opposed to those who had the
worst ones and also from the point of view of evaluation of linear dependency between
the result in the competition and the result in the given task. The evaluation of the quality
of tasks is illustrated on two tasks. The whole analysis is done on a sample of pupils from
Primary school Uhelny trh, Prague, on tasks from Mathematical Kangaroo in 2004.

Uvod

Radu let v Ceské republice probihd mezindrodni soutd? Matematicky klokan, jiZ
se v péti kategoriich pravidelné ucastni kolem c¢tvrt miliénu Ceskych zakt a studentii
(viz [7]). Kromé vyhodnoceni poradi nejlepSich tcastnikli v kazdé kategorii (na drovni
krajské a republikové) jsou plosné zjistovany informace o Cetnostech bodovych ziski
ucastnikil (z ¢ehoZ jsou pak na republikové drovni sestavovany a publikovany tabulky
a histogramy cetnosti) a ddle pak ve vybraném kraji statistiky jednotlivych uloh. Zde
jsou za kazdou ulohu zjisStovany Cetnosti (pocet Zaka, kteii danou tlohu vyftesili spravng;
pocet zak, ktefi danou ulohu vyfesili chybné; pocet z4ki, ktefi danou ulohu nefesili).
Cilem uvedeného prispévku je ukdzat na dalSi moZnosti analyzy uloh Matematického
klokana.

V prvni ¢asti pfipomeneme obvyklé ptistupy k testovani tloh, v ¢asti druhé se budeme
vénovat metodice aplikace té€chto piistupii na ilohy Matematického klokana. Ve tfeti Casti
pfedstavime vysledky analyzy na vybraném datovém souboru a v ¢asti Ctvrté shrneme
moznosti a omezeni naznacené analyzy.

! Autor d&kuje za spoluprici pfi zpracovani dat pro tento piispévek panu Janu Huéinovi.
2Ceskd spofitelna, a.s. Chair, a FIS VSE, Praha, fischerj@vse.cz

56



Testovani uloh

U testovych uloh je obvykle predmétem zdjmu jejich obtiZznost a citlivost. Pfipo-
mernime si oba koncepty (vice viz [5]):

ObtiZnost iilohy je vyjadiena podilem poctu zakd, ktefi danou dlohu vyfesili spravné,
a celkového poctu zZaka. ObtiZnost tilohy odvozujeme na zdkladé€ uspésnosti (zatimco po-
jem uspésnost pouzividme ve vztahu k populaci, ktera fesSila danou ulohu, pojem obtiZnost
formélné chapeme jako vlastnost dané ulohy; lze tedy fici, Ze obtiZnost tilohy méfime,
presnéji vzato odhadujeme, pomoci tspésnosti testovanych zdki), pri¢emz pouzZivame
ti1 dale uvedené koncepty méreni uspésnosti. Poznamenejme, Ze se v tomto textu s ohle-
dem na jeho omezeny rozsah nezabyvame hodnocenim tspéSnosti zdka v celém testu
(resp. z toho vyplyvajicim hodnocenim obtiZnosti testu), ale jen hodnocenim obtiZnosti
jednotlivych tuloh.

Cistd lispéinost 7aka v dané konkrétn{ loze je vyjadiena jako podil poétu 74k, kteii
ulohu vyftesili spravné (resp. ¢astecné spravné) a poctu vsech testovanych zaka. Pokud
uloha umoznuje ¢astecné spravné feseni, pocet zakl se upravuje proporciondlné podle
toho, kolik bodt z celkového poc¢tu moznych bodi za Casteéné spravnou odpoveéd ziskali;
v piipadé, Ze se odelitaji body za nespravnou odpovéd, je i vynechdni dlohy (tj. Zadna
odpovéd) v ramci tohoto konceptu Caste¢né spravnou odpovedi.

Korigovand tispésnost se od Cisté tispésSnosti 1i1 tim, Ze se neberou v tvahu vysledky
téch, ktei{ na danou tlohu nedosdhli. Uloha se u kaZdého jednotlivého Zdka povaZuje
za nedosaZenou tehdy, kdyz 74k nefesil ani jednu z dloh po ni nésledujicich (koncept
korigované uspéSnosti vychazi z predpokladu, ze Zici fesi ulohy v poradi, v jakém jsou
uvedeny v testu). Korigovana uspésnost je tedy podilem poctu zaka, ktefi tlohu vyfesili
spravné (resp. ¢astecné spravn¢) a poctu zaki, ktefi dané dlohy dosahli.

Hrubd uspésnost je podil poctu zak, ktefi tlohu vyftesili zcela spravné (ziskali plny
poc¢et moznych bodl) a poctu vSech testovanych zaka.

Citlivost testové ulohy (diskriminacni schopnost) vypovida o schopnosti tlohy roz-
liSovat mezi Zaky s vétSimi znalostmi a dovednostmi a Zadky s menSimi znalostmi a do-
vednostmi. K rozliSeni Zakd na ,lepSi” a ,,slabsi* se vétSinou pouziva jejich celkovy
vysledek v testu. Vysokou citlivost pak ma takova uloha, kterou fesi ,,lepSi“ Zaci pod-
statn¢ Uspeésnéji nez Zaci ,,slabsi““. MlzZe se stat, Ze ,,slabsi* Zaci vyfesi danou tlohu Iépe
nez zaci ,,lepsi*. Tato uloha by v testu neméla byt zarazena, navic zpravidla obsahuje né-
jakou konstrukéni chybu. Diskrimina¢ni schopnost je tieba posuzovat v rdmci ostatnich
charakteristik (zeyména obtiznosti). Je ziejmé, Ze zatimco uloha s obtiZnosti (ispéSnosti)
kolem 50 % mize mit vysokou diskrimina¢ni schopnost, iloha velmi snadnd nebo nao-
pak velmi obtizna takovou diskriminac¢ni schopnost mit nemtze. Mimochodem i toto je
diivodem, pro¢ v rozlisovacich testech® jsou pravé tlohy s obtiZznosti kolem 50 % obecné

2 vz

3Rozlisovacimi testy rozumime testy, jejichz cilem je rozlisit jednotlivé Z4ky, tj. co nejlépe sestavit pofadi Zakd; naproti
tomu cilem ovéfovacich testd je ovéfeni, zdali Zak dosahl vyzadovaného penza znalosti, schopnosti ¢i dovednosti.
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nejvhodnéjsi. Diskrimina¢ni schopnost se nejcastéji vyjadfuje tfemi zplisoby:

Diskriminace RIR je vypoctena jako Pearsoniv linedarni korelacni koeficient mezi
skore dosazenym v dané testové tloze a celkovym skore v testu (s vylou¢enim dané
tlohy). Nabyva hodnot v intervalu (—1;1). Cim bliZe je hodnota krajnim mezim, tim
vid4 sméru zdvislosti. Obvykle je formulovan pozadavek minimélni urovné diskriminace,
napf. na drovni 0,25. Cim je hodnota ukazatele diskriminace vy33i, tim je tloha citlivéjsi,
a tedy lepsi.

Diskriminace je vypoctena jako rozdil primérné Cisté uspésSnosti skupiny nejlepsich
a nejhorsich zZaka. Skupina nejlepSich je tvofena 20 % zakl, ktefi dosahli nejlepsiho
vysledku v celém testu (1. kvintil), skupina nejhorSich je analogicky tvofena 20 %
nejméné tspésnych zaka (5. kvintil)*. Diskriminace vypodtena v procentnich bodech
teoreticky nabyva hodnot v intervalu (—100; 100). Neméla by byt zdpornd, jeji hodnota
velmi zavisi na obtiznosti ulohy. Opét plati, Ze vySSi hodnota ukazatele diskriminace
znamena vysS$i citlivost tlohy.

Diskriminacni krivka zndzoriuje dspésnost zaki v dané testové tuloze v zdavislosti
na jejich celkovém skére. Zici jsou rozdéleni do péti skupin (kvintild) podle dsp&$nosti
v celém testu a do grafu jsou pro kazdou z té€chto péti skupin vyneseny prumérné Cisté
uspésnosti kazdé skupiny; diskriminaéni kfivka vznikne propojenim téchto péti bodi.
Na rozdil od diskriminace, kterd do vypoctu zahrnuje pouze vysledky prvni a posledni
skupiny, diskriminaéni kifivka zobrazi i vysledky prostfednich skupin. Pfi vysoké citlivosti
je diskrimina¢ni kfivka u spravného feseni strmé klesajici, u distraktord rostouci.

Z hlediska celého testu nds zajima, zdali test méfi pfesné a spolehliveé. Pfesné méreni
znamena, Ze vysledek v testu vypovida o skutecnych znalostech a dovednostech zakd,
spolehlivé méfeni znamend, Ze test poskytuje stabilni, opakovatelné vysledky (a tedy
zdali se podatrilo potlacit vliv ndhody). Mira presnosti a spolehlivosti se posuzuje pomoci
reliability testu, vypoétené bud koeficientem KR-20 nebo Cronbachovym alfa; reliabilita
je ovlivnéna poc¢tem tloh v testu, rozptylem celkového skdre tcastnikii v testu a obtiznosti
jednotlivych tdloh. Cim je reliabilita vy$§i, tim je vy$§i pfesnost a spolehlivost testu.

Aplikace na alohy Matematického klokana — ukazka analyzy

Uvedené teoretické koncepty posouzeni obtiZnosti a citlivosti dloh je moZné vyuZit
v ramci zhodnoceni dloh soutéZe Matematicky klokan. V ramci podrobnych udaji zjis-
tovanych za vybrany kraj (viz ivod) je mozné spocitat pouze hrubou a Cistou UspéSnost.
V ptipadé prace s kompletnim souborem dat (odpovédi kazdého Zdka v jednotlivych
ulohach) je mozné propocitat korigovanou tspésSnost (kterd se zeyjména u uloh na konci

“Nekteré spolecnosti (napf. Scio) definuji skupinu nejlepsich jako 27 % nejlepsich #akii a skupinu nejhorsich jako 27 %
nejhorsich zaka.

>Vypodet a interpretace téchto koeficientd piesahuje moZnosti tohoto pifspévku; zdjemci tyto informace najdou napiiklad
v [8].
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testu od Cisté a hrubé podstatné 1iSi) a zeyména sestrojit diskriminacni kiivky a propocitat
diskriminace. Déle je mozné vyhodnotit podobnost tiloh pomoci korela¢nich koeficientd.
V ramci nasi ukdzky je vyuZzito souboru dat zakt Zéakladni Skoly Uhelny trh. Zpra-
covany jsou tii kategorie (Klokinek, Benjamin, Kadet) pfi rozsahu souboru 50 — 100
zakt v kazdé kategorii. SoutézZe se ucastni vSichni Zaci Skoly pritomni vyucovani v den
soutéZze, v&t§ina z nich je z matematické tiidy®. U kaZdé kategorie je graficky zpracovana
vynechanost a nedosazenost jednotlivych tloh a zndzornén vztah mezi aspésnosti a citli-
vosti. U kategorie Kadet jsou pak na zakladé€ tohoto vztahu vytipovany dvé ulohy (jedna
dobrd, jedna horsi), na nichz je predstavena ukézka detailni polozkové analyzy ulohy.

Vysledky kategorie Klokanek (4. a 5. t¥ida ZS)

V grafu 1 jsou zaznamenany v procentech nedosazené a vynechané ulohy v kategorii
Klokanek.

Neétenost (nedosazenost)a vynechanost iloh
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Graf 1

%To se projevilo porovndnim hrubé a &isté tsp&snosti vybranych souborti s republikovymi vysledky; pfedpoklad podobnosti
vysledkd Zakt z matematickych a nematematickych tiid z hlediska citlivosti tloh je snad udrzitelny.
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V tabulce 1 jsou zaznamenany uspéSnost a citlivost v kategorii Klokanek. Na vodo-
rovné ose je vynesena obtiZznost, na svislé ose diskriminace (v 10% intervalech). Cisla
v bunikach tabulky odpovidaji pofadovym ¢islim tloh podle zadani.

90-100
8090 17
70-80 16 9 118
60-70 7 5
5060 21 22 810
40-50 12 11 13
30—40 4
20-30 19 24 15 236
10-20 23 20
0-10 |14
0-10 1020 20-30 3040 40-50 50—60 60—70 |70—80 80—90 [90-100

Tabulka 1

U kategorie Klokének je ve srovnani s dalSimi kategoriemi pomérné mala vynechanost
a nedosaZenost uloh (graf 1). To je zplisobeno zejména tim, Ze Zaci v této nejmladsi
kategorii se neboji ,riskovat®, tj. ulohu fesi, 1 kdyZ si nejsou jisti spravnosti svého
reSeni, a neuvédomuji si riziko ztraty bodi za chybné feseni. Tomu odpovida i mensi
pocet vynechanych uloh. Vzhledem k malé nedosazenosti je mensi rozdil mezi Cistou
a korigovanou uspésnosti.

V tabulce 1 vidime konkavni charakter kiivky spojujici tlohy s nejvyssi diskriminaci
vzhledem k obtiznosti. Ulohy leZici pod kiivkou (zeyména €. 15 a 20) vyzaduji blizsi
prozkoumdni za ucelem posouzeni, proc¢ je diskriminace tak nizka.

Vysledky Kategorie Benjamin (6. a 7. t¥ida ZS)

V grafu 2 jsou zaznamendny v procentech nedosazené a vynechané ulohy v kategorii
Benjamin.

V tabulce 2 jsou zaznamendny uspéSnost a citlivost v kategorii Benjamin. Na vodo-
rovné ose je vynesena obtiZnost, na svislé ose diskriminace (v 10% intervalech). Cisla
v bunikéch tabulky odpovidaji poradovym ¢isltim dloh podle zadéni.

V kategorii Benjamin (graf 2) je v porovnani s Klokdnkem vétsi vynechanost 1 nedo-
sazenost uloh. Z hlediska vynechanosti stoji za blizsi prozkoumani uloha 11 (v porovnani
se sousednimi ulohami je vynechanost vyrazné vyssi). Rostouci nedosaZenost je pak zob-
razena v rozdilu mezi Cistou a korigovanou uspésnosti, kdy napfiklad uloha 23 ma Cistou
uspésnost 34,6 % a korigovanou 49,8 %. Tabulka 2 ptehledné znézorniuje ulohy podle
obtiZznosti a citlivosti a ddvd moZnost rychle vytipovat tlohy urc¢ené k hlubsi analyze
(moc lehké, moc tézké, malo citlivé).
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Neétenost (nedosaZenost)a vynechanost uloh
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Tabulka 2

Vysledky Kategorie Kadet (8. a 9. t¥ida ZS)

V grafu 3 jsou zaznamendany v procentech nedosazené a vynechané tlohy v kategorii
Kadet.

V tabulce 3 jsou zaznamendny uspéSnost a citlivost v kategorii Kadet. Na vodorovné
ose je vynesena obtiZnost, na svislé ose diskriminace (v 10% intervalech). Cisla v buiikéch
tabulky odpovidaji poradovym ¢isliim dloh podle zadani.
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Neétenost (nedosaienost) a vynechanost uloh
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Tabulka 3

V kategorii Kadet si 1ze povSimnout rostouci nedosazenosti uloh v zavéru testu, ktera
dosahuje hranice az 40 % a ponckud tak upfesniuje vypovidaci schopnost podilu zakd,
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ktefi ulohy v zavéru testu nezodpovédéli (je vidét, ze to neni vahanim nad spravnym
feSenim a obavou ze ztraty bodu, ale nedosazenim danych tloh).

Tabulka 3 opét znazornuje vztah mezi uspésSnosti a citlivosti, kdy naptiklad tlohy 4
a 19, které jsou zhruba stejné obtizné, maji vyrazné odliSnou citlivost (a lze tedy fici, Ze
uloha 19 je z hlediska tohoto kritéria vyrazné lepsi nez uloha 4). Pro¢ tomu tak je, se
pokusime vysvétlit v ndsledujici &4sti. Uloha 1 je velmi lehkd, coZ je ospravedlnitelné
tim, Ze je ulohou prvni (nékdy je vhodné na zacatek testu vlozit jednoduché, kontaktni
ulohy).

Ukazka polozkové analyzy — kategorie Kadet

Podivejme se nyni postupné na polozkovou analyzu dvou tloh, které maji primérnou
obtiznost, ale velmi se liSi svou citlivosti (méfenou ukazatelem diskriminace). Jde o tlohy
4 a 19, vytipované na zékladg tabulky 3.’

Uloha 19. Lucka md mnoho stavebnich kostek s rozméry 1x2x3 (v centimetrech). Jaky
nejmensi pocet kostek bude Lucka potiebovat na to, aby z nich postavila krychli?
A: 12 B: 18 C: 24 D: 36 E: 60

V tabulkdch 4 a 5 a v grafech 4 a 5 je pocitaCovy vystup polozkové analyzy ulohy 19.
Z vystupu programu Restan vyCteme vSechny tfi aspéSnosti a diskriminaci. Podstatna je
tabulka 5, z niZ vidime Cetnosti volby jednotlivych alternativ. V§Simnéme si, Ze kazdou
z alternativ zvolilo alespon 5 % zéakl, a Zadna z nich tedy nebyla vyloZen¢ nevolitelna.
Stejné tak se mlizeme podivat na rozdéleni Cetnosti volby alternativ z hlediska pétiny
nejlepSich a pétiny nejhorsich zakd. U kazdého z distraktort (tj. alternativy, kterd neni
spravnym feSenim) je vétsi Cetnost volby distraktoru u nejslabsich zZaktl oproti nejlepSim
zakam; nejlepsi je z tohoto hlediska distraktor A, ktery volili nejslabsi Zaci vyrazné
Castéji nez nejlepsi Zaci. Graf 4 zndzornuje graficky Cetnosti volby alternativ, graf 5 pak
diskrimina¢ni k¥ivky (viz vySe) pro vSech pét skupin zaki a vSech pét distraktord (plna
spojnice zobrazuje spravné feSeni D a je strmé klesajici, tj. lepSi Zaci vyrazné Castéji
voli toto feSeni nezZ slabsi z4ci, Carkované spojnice jsou alespon neklesajici). Polozkova
analyza naznacuje, Ze uloha je v poradku.

Uloha 4. Béta md 16 karet: 4 pikové (# ), 4 kitZové (),
4 kdarové (*) a 4 srdcové (¥ ) karty. Chce je vyloZit do

V. 7 Ve (o} v Vv / Vv v A ‘7
Ctverce podle obrdzku takovym zpusobem, Ze v kazdé radé = In
a v kaZdém sloupci bude po jediné karté kaZdého druhu. .
Ve ctverci na obrdzku vidite, jak Béta zacala. Kolik ze v

Ctyr druhii karet (pikové, kiizové, kdrové, srdcové) miize
leZet na misté oznaceném otaznikem?
A: Zddny B:1 C:2 D: 3 E:4

"Ulohy jsou pieti§tény ze sborniku [4].
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Uloha 19

Cista UspéiZnost: 40,3% Nedosahli: 12 9,8%
Korig. Uspéinost: 44,7% Vynechali: 13 10,7%
Hruba Uspésnost: 36,9% ;| Neplatné: 0 0,0%
Diskriminace ULI: 71,5% ! Korelace RIR: 0,303
Celkem Nejlepsi Nejhorsi Rozdil Skupiny Celkova

pocet % pocet % pocet % % 1/5 5/5 usp. (%)
i 18 | 14,8 2 8,3 12| 50,0 ~41 .7 H,3 | 50,0 30,5
B 12 9,8 0 0,0 41 16,7 —-16,7 0,0] 16,7 36,1
C 13 | A0 0 0,0 Sl i (25 -12,5 0,0] 12,5 36,9
D 45| 36,9 18| 15,0 1 4,2 70,8 h0 4,2 50,1
E ) 7,4 1 4,2 2 B,3 -4,2 4,2 B,3 41,0
(=]
..D—_
E_
D_
o
&
o]
=T
ﬁ_
e [ ] —

Tabulky 4 a 5, Grafy 4 a 5

V tabulkdch 6 a 7 a v grafech 6 a 7 je pocitacovy vystup polozkové analyzy tlohy 4.
Tato uloha neni vyloZené nevhodnd (diskriminace je kladnd, obtiZnost je primérnd),
nicméné vykazuje urcité nedostatky a je méné vhodnd nez dlohy jiné. VSimnéme si
Cetnosti volby distraktori A a E, kdy kazdy z nich zvolili jen tfi Zaci (2,5 %). Tyto
distraktory jsou zde tedy pouze ,,do poctu* (ze zaddni a nabizenych alternativ je na
prvni pohled zjevné, pro¢ tomu tak je). To bohuZzel a priori sniZuje citlivost ulohy,
protoZe slabsi Zaci nemaji tolik moZnosti zvolit Spatné feSeni. To se ndsledné zobrazuje
1 na diskriminacnich ktivkach, kdy diskrimina¢ni kiivka spravného feSeni je jen mirné
klesajici (srv. s kfivkou u dlohy 19). Dalsi pricinou nizké citlivosti miiZze byt i fakt, Ze
uloha ma relativné dlouhé a komplikované zadani.

Diskuse

Provedena analyza ma oproti klasické, dosud provadéné statistice uloh Matematic-
kého klokana tyto roz$ifené moznosti:
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Uloha 4

Cista tuspésnost: 48, 6% Nedos&ahli: 0 0,0%
Korig. uspésnost: 48,6% Vynechali: 9 7,4%
Hruba tuspésnost: 46,7% Neplatné: 0 0,0%
Diskriminace ULI: 19,8% Korelace RIR: 0,062
Celkem Nejlepsi Nejhorsi Rozdil Skupiny Celkova

pocet % podet % pocdet % % 1/5 5/5 usp. (%)
A 3 2,5 0 0,0 1 4,2 -4,2 0,0 4,2 35,0
B 21| 17,2 3112,5 4 16,7 -4,2 12,5 16,7 38,4
C 57 | 46,7 14 | 58,3 9| 37,5 20,8 58,3 | 37,5 44,9
D 29| 23,8 6| 25,0 71 29,2 -4,2 25,01 29,2 42,1
E 3 2,5 0 0,0 1 4,2 -4,2 0,0 4,2 29,7
o
‘9_
o_|
e}
=3
©

%
410

Tabulky 6 a 7, Grafy 6 a7

1. Umoznuje rozliSit mezi ulohou nedosazenou a vynechanou a nasledné konstruovat
korigovanou uspésnost. Zatimco dosud provadéna statistika uloh umoziuje zjistit pouze
Cetnost zakl, ktefi otdzku nezodpovédéli, provedena analyza zjistuje, zdali zak fesil
jesté néjakou ulohu za danou nezodpovézenou tlohou. Ukazuje se, Ze nedosazenost tloh
v zavéru testu neni stejnd v jednotlivych kategoriich, nebot v kategorii Klokdnek se Zaci
neboji tipovat, a tim postupuji testem rychleji.

2. Analyza umoziuje detailné posoudit jednotlivé ulohy zeyména z hlediska jejich
citlivosti. Vzhledem k vyuZiti celého datového souboru, nikoli jen vystupti z néj, miizeme
detailné sledovat jednotlivé ulohy, a posoudit tak jejich citlivost, tj. schopnost rozliSit
mezi ,,lepSimi‘ a ,,slabSimi‘*“ Zaky; kromé toho, Ze obecné jsou vhodné;jsi citlivéjsi dlohy,
indikuje zpravidla nizka citlivost né€jakou dalsi chybu.

3. Analyza umoziuje posoudit jednotlivé alternativy. Z analyzy je mozné ziskat
prehled nejen o Cetnostech odpovédi (tj. o tom, zdali jsou vSechny distraktory redlné

volitelné), ale 1 o tom, jak jednotlivé distraktory vybirali Zaci roztfidéni podle celkového
vysledku v testu.

Z hlediska vypovidaci schopnosti konkrétnich vysledki je ziejmé, Ze je ponckud
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sniZzena omezenym rozsahem vybérového souboru, ktery navic vzhledem k faktu, Ze se
jedna prevazné o zdky ve tfidach zaméfenych na matematiku, neni reprezentativni.

Vzhledem k pokroku pfi zpracovani vysledka soutéze, kdy se postupné prechdzi na
automatizované zpracovani i1 v ramci jednotlivych Skol, v§ak pravdépodobné jiz brzy
bude moZné ziskat datovy soubor odpovédi vSech Zakil (a moznosti analyz tohoto druhu
snad jsou i jednim z diivodii, pro¢ pocitacové zpracovani, pfi némz tyto datové soubory
vznikaji, postupné zavadét). Podrobné vysledky ziskané na zdkladé vétSiho souboru pak
mohou byt prezentovany na pfisti konferenci.
Zavér

Na omezeném vzorku studentli byly testovany moznosti podrobnéjsi analyzy obtiz-
nosti a kvality iloh Matematického klokana. Jiz z téchto dil¢ich zavért plynou pomérné
zajimavé poznatky (relativné vysoka nedosazenost uloh na konci testu, odlisna v riz-
nych kategoriich, vytipovani uloh, které nejsou prili§ citlivé, konstatovani nevhodnosti
nékterych alternativ), které by mohly byt verifikovany v pifipadé zvétSeni rozsahu sou-
boru. Toho by mohlo (a podle mého nézoru i mélo) byt dosaZeno plnym pfechodem
na automatizované zpracovani uloh jiz ve fazi Skolnich kol coby zajimavého vedlejSiho
efektu tohoto prechodu. Vysledky analyzy by pak mohly slouZit jako voditko pro pfii-
pravu pristiho ro¢niku testu, bylo by mozné provadét i dalsi, v tomto textu neuvedend
srovnani (napt. dil¢i obtiznosti jednotlivych tloh podle pohlavi uchazece, rozdily mezi
zaky jednotlivych ro¢nikt v rdmci dvouletych kategorii, posouzeni odli$nosti Zakd v ma-
tematickych tfidach atd.). Pfi tom je vSak tfeba mit na paméti, ze Matematicky klokan
je zejména popularizaéni soutéZi a jednotlivé ilohy jsou sestavovany i na zdkladé jinych
kritérii.
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Domaci vzdélavani

Katerina Jancarikovd, Antonin Jancarik!

Abstrakt: Dne 1. 1. 2005 vstoupil v platnost novy Skolsky zdkon, ktery kromé jinych
zmén umozniuje rodicum vzdéldvat své déti. Individudlini vzdéldvani, které bylo od skol-
niho roku 1998/99 ovéiovdno na MSMT v rdmci experimentu Domdci vzdéldvdni, je
mdlo zndmou alternativni metodou pri prdci s talentovanymi détmi. V ¢ldnku je poddn
strucny prehled historie, teoretickych predpokladit a praktickych zkuSenosti s domdcim
vzdéldvdnim i v zahranici.

Abstract: On January 1, 2005, a new school law was passed which among others
enables parents to educate their children. Individual education, which was evaluated
since the school year 1998/99 by the Ministery of Education within the experiment Home
Schooling, is a not widely known alternative method of work with talented children. The
arcticle briefly sums the history, theoretical prerequisites and practical experience with
home schooling in the Czech Republic and abroad.

Elegantnim feSenim vyuky nadanych a talentovanych déti v nasi zemi, kde zatim
stile neexistuje ani jedna zdkladni Skola specializovand na jejich vyuku (natoZ jejich sit)
a kde je vétSina déti s nadprimérnou inteligenci bez skrupuli zafazena mezi své primérné
vrstevniky, je doméci, respektive individualni vzdélavani.

Individualni vzdélavéani je v CR na prvnim stupni uzdkonéno od 1. 1. 2005. Fakticky
zde ale existuje jiz sedmym rokem,? protoZe jiZ od §kolniho roku 1998/1999 bylo moZné
déti zapisovat do experimentu MSMT ,.domdci vzd&lavani“. V ,,domdcim vzd&lavani
obvykle vzdélava dité matka nebo oba rodice, ale neni ani zakdzano si ucitele najmout
(a lze pfedpokladat, ze trend mifi timto smérem).

Terminologie zatim neni zcela ustidlend — vyrazy individudlni vzdéldavdni, domdct
Skola, domdci vzdéldvdni se pouZzivaji Casto jako synonyma (viz [11]). Vzhledem k po-
trebam diferencovat riizné pristupy se klonime k pouzivani terminu domaci vzdélavani
pro ,.Zivotni styl, ktery zahrnuje a dotyka se celé rodiny* a ktery prameni z pozndni,
ze ,,uCeni probihd kdykoli a na jakémkoli misté; Ze Zivot sdm je neustdle pokracujici
vzdélavani, které neni omezeno na urcity ¢as, misto ¢i vék* (viz [2], str. 108) (tzv. ne-
formalni vyuka). V tomto smyslu Raymond Moore (viz [13]) vyzyva rodice, aby ,,zili
s détmi“. Kvalitné zorganizovany a pestry rodinny Zivot nauci vice neZ ucitel prednasejici
ze stupinku. Mnozi americti rodice, ktefi své déti vzdélavaji doma, se dopracovali k me-

PedF UK, Praha, killike @volny.cz, antonin.jancarik@pedf.cuni.cz

2 Autofi ¢lanku domdci vzdélani od za¢4tku sleduji a od roku 1999/2000, tj. Sestym rokem, takto vzd&lavaji své d&ti. Nejstarsi
syn absolvoval v domécim vzdélavani vSech pét moznych let, nyni studuje na osmiletém gymnaziu Budanka. Druhorozeného
syna ¢ekd v domécim vzdéldvani posledni rok.
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todé provokativné nazvané ,,unschooling*.® John Holt i ostatni zast4nci ,,unschoolingu*
vypracovali pomérné pevna pravidla — metodiku — jak spravné ,,nevyucovat* (viz [14]).
Zéci napt. nevypliiuji pocetniky, ale rodiGe jim postupné svéfuji vétsi zodpovédnost za
rodinné ndkupy, az i kontrolu daniového pfiznéani. Tato metodika mimo jiné rodice po-
vzbuzuje, aby se spolu s détmi zapojovali do vefejného Zivota obci, aby pracovali s détmi
a ne na déti.

Termin domaci Skola pak pouZivame pro pouhé pieneseni stylii a metod ze Skolnich
lavic ke kuchyiiskému stolu — v rodindch s doméci Skolou v tomto slova smyslu napf.
dodrzuji rozvrh i tempo kmenové skoly, déti kmenovou $kolu také pravidelné navstévuji,
nékdy v téchto rodindch dokonce 1 zvoni na zacatku a na konci hodin (tzv. formalni
vyuka).

Termin individualni vzdélavani, prosazeny ministerstvem do znéni zdkona, je Sirsi
— individudlné jsou vzdélavany napft. 1 hendikepované déti ve specidlnich Skoldch, mladi
sportovci, Zaci dlouhodobé nemocni. Individudlné by mély byt vzdélavany také déti
s dyslexii €i s jinymi problémy integrované do normalnich tfid.

Na ¢eském tizemi ma domaci vzdélavani dlouholetou tradici. Povinna Skolni dochédzka
(uzdkonéna 1774) byla pomoci chudym, kteti by své déti do Skoly jinak neposilali. Lidé
1épe situovani méli pred 1 po jejim uzakonéni ke svym détem soukromé ucitele a nebo je
ucili sami (nejcastéjsi byla kombinace obojiho). Doméci vzdélavani bylo z pochopitel-
nych divodi ve velké oblib& napf. u éeskych obrozenci. Frantisek Ladislav Celakovsky
a predevsim jeho Zena Antonie své starSi déti vzdélavali sami. NejstarSi Ladislav (budouci
prirodovédec) nastoupil k pravidelné dochdzce teprve do gymndzia. Nékteré predméty
ucil otec, jiné matka, na dalS$i (napf. na jazyky) najimali rodi¢e soukromé ucitele (srov-
nej [10]).

Doméci vzdélavani ostatné probihd podobné i1 dnes — jen soukromé ucitele nahradily
krouzky v Domech déti a mladeze, lekce v Lidovych Skoldch uméni, hodiny v jazykovych
Skolach a tréninky v Sokole a dalSich sportovnich organizacich.

Ani ve svété nebylo doméci vzdélavani neobvyklé, jak vycteme napiiklad ze Zivoto-
pisnych vzpominek Agathy Christie nebo Geralda Durrela.

Tradice doméaciho vzdélavani na naSem uzemi byla ukoncena teprve faSistickou oku-
paci v roce 1939. Totalitni reZimy institucionalizované Skolstvi ¢asto vyuZivali k mani-
pulaci. Filosof Stanislav Komarek v [8] snad trochu nadnesené, ale trefné tika, ze: ,.Skola
... nas pripravuje na budouci Zivot: na skutecnost, ze jeho vétsi ¢ast budeme drzet usta
a krok.*“ Novodobé je domdci vzdélavani u nds inspirovano tzv. homeschooling move-
ment (hnutim doméciho vzdélavani), které vzniklo v 60. letech ve Spojenych statech (viz
[9]). Jeho inicidtory byli ucitel matematiky na vybérovych Skoldch John Holt (viz [4],
[5], [6]) a pedagog Raymond Moore.

Vyhody individudlniho ptistupu jsou tyto: ve vyuce se postupuje idedlnim tempem,

3V CR se vyuzitim této metody pro vyucovani matematice zabyvd v doktorandské préci na Pedagogické fakulté UK Dana
Prazakova.
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kazdy rodi€ pripravuje pro své zaky jejich osobni, jedinecné, ,,na miru usité* kurikulum
(maximalni responsibilita) (viz [13]). Z4ci se nenudj, nemaji se s kym srovndvat (nepo-
vysuji se), nezvyknou si, ze jsou nejlepsi, ackoli nepracuji, neboji se posméchu, lépe se
nauci pracovat s literaturou (ve Spojenych statech podporuji hnuti doméciho vzdélavani
vefejné knihovny), déti maji vice ¢asu na ,,mimoskolni * aktivity (v Praze rodiny s do-
macim vzdélavanim podporuje Diim déti a mlddeZe Praha 8), Z4ci si navyknou, Ze nejde
ani o dochédzku, ani o zndmky, ale o vzdélani. Maji moznost se naucit lépe vyrovnavat
s chybami.

Rodice vzdélavajici své déti jsou pochopitelné mnohem vice zainteresovani — vzdé-
lavaji se a pouZzivaji co mozna nejlepsi a nejpestiejSi pedagogické metody — narativni,
projektové ¢i dramatické vyucovani. VyuZzivaji pomtcky vzdélavaciho programu Mon-
tessori, vyrabéji a vzajemné si zapijcuji vselijaké jiné pomicky, vytvareji a poskytuji si
navzdjem vlastni pracovni listy, doporucuji si uebnice, déli se o zkuSenosti a predavaji
s1 efektivni pedagogické metody. Vzhledem k tomu, Ze se vénuji pouze jednomu, resp.
nékolika malo détem, mohou reagovat pruznéji nez ucitelé ve tfidach s obvyklym poctem
dvaceti péti zak.

Doméci vzdélavani ve skutecnosti ¢asto probihd mimo domov — v knihovnéach, mu-
zeich, tovarnach, skanzenech, pfirodé, na nau¢nych stezkach, ve sklenicich, v zoologic-
kych zahradéich, galeriich, na vystavach a pii jiz zminénych mimoskolnich aktivitach.
Kompetence ziskané ,,v terénu‘ jsou trvalejSi. Hfe na housle se vyucuje individualné,
protoze je to efektivné;si. Individudlni vyuka je efektivnéjsi i pfi osvojovani dovednosti
trivia, stejné jako pfi vyuce cizim jazykim.

Mnohé vyzkumy naznacuji, Ze vira v samonosny piinos kolektivu je neopravnéna.
Bronfenbrenner (viz [1]) na zdkladé svého zkoumani zaka Sestych tfid uvadi, Ze upied-
nostiovani vrstevnikl je pro déti spiSe vychodiskem z nouze neZ svobodnou volbou.
VSechny déti davaji prednost vztahiim s dosp&lymi.

Skutec¢nost, Ze domaci vzdélavani je efektivnéjsi nez klasickd vyuka ve Skole, pfiznava
1 Vyzkumny ustav pedagogicky (viz [15]).

Van Galen (viz [3]) odliSuje dvé zdkladni motivace pro domaci vzdélavéani — ideolo-
gickou a pedagogickou. Rodi¢e nadanych déti maji pro tuto volbu nepochybné mnoho
pedagogickych divodi. Kromé prace a urCitého sebeobétovani jsou Casto prekvapeni
uspokojenim a radosti, které jim vyuka vlastnich déti pfinasi. Pocit uspokojeni u rodict
zaznamenal 1 Thomas (viz [12]).

Pro¢ mnozi nadprimérné inteligentni Zaci odchazeji z naseho zakladniho Skolstvi
s poSramocenym sebevédomim? Raymond Moore inicioval rozsahly vyzkum, ktery po-
ukdzal na skuteCnost, Ze vék Sesti let je pro zacatek klasického Skolniho vzdélavani
priliS nizky. Nervovy systém ditéte v tomto véku neni pro systematickou vyuku Skolnich
predmétl, zvlasté Cteni a psani, dostateCné zraly. Také denni kontakt ditéte s institu-
cionalizovanym prostiedim $koly nepovaZzuje v tomto véku za vhodny. Regeno slovy
Stanislava Komarka: ,,Podobné jako bonsajista, pedagog mladé stromecky ohyb4 a lame,
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ale vétSina z nas je bohuzel nucena v nalomené a ohnuté poloze prozit cely Zivot* (viz [8]).
Domaci vzdélavani oproti tomu umoziuje détem rozvijet jejich individudlni obdarovani
bez stresti i v tomto kiehkém raném véku.

V CR se o znovuvytvofeni podminek pro individudlni vzdé&lavani déti rodi¢i nej-
vice zaslouzili manzelé Jifi a Hana Ttimovi. Kolem nich a Michala Semina se vytvofila
nepocetnd, ale silnd komunita rodict a pratel domaciho vzd€lavani spojena ve dvou or-
ganizacich — Spolecnosti rodicu a ptatel domaci Skoly a Asociaci pro domaci vzdélavani
(viz [16], [17]). Tyto organizace prosadily pfes pomérné znacny odpor moZznost individu-
alnitho vzdélavani do nového Skolského zdkona. Organizuji vzdélavaci setkani pro rodice
1 rodiny, zvou zahrani¢ni hosty i ¢eské odborniky, komunikuji se sdélovacimi prostiedky
a publikuji. Rodiny, které své déti vzdélavaji doma, se ovSem schdzeji také neformalné
— ke spole¢né vyuce 1 k zabavé. Nyni, kdyz zdkon povoluje individuélni vzdélavani
teoreticky na vSech zédkladnich Skoldch, avSak pocet takto vzdélavanych déti na kazdé
z nich omezuje, je organizace rodicl zvlast dilezitd, aby nedoslo k poklesu vzajemné
podpory a politické sily téchto rodin. Metodicky Hana Ttimova a Véra Chloubova kolem
sebe tyto rodi¢e soustfeduji, organizuji dokonce i vybér $kol (mnohym by hrozilo zru-
Seni kviili malému poctu zZakd, vztah mezi Skolou a doma vzdé€lavajicimi rodici je tedy
oboustranné vyhodny), vyjednavéni o podminkéch pfijiméani, hodnoceni a prezkuSovani
domadcich skoldki. Doma vzdélavajici rodiny kolem zminénych metodic¢ek jsou proto
na kmenové Skole prakticky nezavislé, a mnohé z nedtistojnych podminek domaciho
vzdélavani stanovenych zakonem se jich tedy nedotykaji tak, jak by mohly.

Susan a Larry Kasemanovi (viz [7]) upozoriiuji na to, Ze v demokracii nesta¢i umoznit
vznik riznych vzdélavacich alternativ. Je potfeba dovolit t€émto alternativnim piistupim,
aby se mohly plné rozvinout, a tak byly co nejpiinosnéjsi. PfiliSna regulace mizZe mit na
domaci vzdélavani negativni vliv a miiZze omezovat jeho efektivnost, piesun od domdciho
vyucovdni k domdci Skole, tj. neda rodin€ prostor vyjit vstfic vzdélavacim potiebdm
ditéte. Proto naptiklad psycholog Véaclav Mertin podporuje moZnost doméciho vzdélavani
bez jakychkoli omezeni a také navrhuje, aby se dovolilo ovéfovat moznosti doméciho
vzdélavani i na druhém stupni (viz [18]).

Nezbyva nez doufat, Ze nas stat tuto alternativu osvobodi od nesmyslnych podmi-
nek a Ze se klauzule ,,povinna Skolni dochizka* kone¢né nahradi terminem ,,povinné
vzdélavani «.

Literatura

[1 ] Bronfenbrenner, U., Two worlds of childhood. Simon and Schuster, New York, 1970.

[2 ] Dobson, L., The homeschooling book of answers: The 101 most important questions
answered by homeschooling’s most respected voices (Prima home learning library).
Three Rivers Press, 1998.

[3 ] Van Galen, J. A., Ideology, curriculum and pedagogy in home education. Education

70



and Urban Society, vol. 21, no. 1, 1988, p. 52-67.
[4 ] Holt, J., Teach your own. Dell publishing, New York, 1989.
[5 ] Holt, J., Proc¢ déti neprospivaji. Agentura Strom, Praha, 1994.
[6 ] Holt, J., Jak se déti uci. Agentura Strom, Praha, 1995.

[7 ] Kasemanovi, L. aS., Foundations of the Rights and Responsibilities of Homeschooling
Parents. Homeschool Information Library, www . education-otherwise.org/europe.

[8 ] Komarek, S., Pocem, synu. . .a uc se! Prdvo 9. 6. 2005, ptiloha Salon.

[9] Lyman, I., What’s behind the growth in homeschooling? USA-Today (periodical),
Vol. 127, No. 2640, 1998, s. 64-66.

[10 ] Macura, V., Guvernantka. Mlada fronta, Praha, 1997.

[11 ] Nitschov4, D., Domdci vzdeéldvdni. Diplomova prace, FF UK, Praha, 1999/2000.
[12 ] Thomas, A., Educating children at home. Cassell, London, 1999.
[13]http://www.moorefoundation.com/formula.html

[14 ] http://www.naturalchild.com/guest/earl_stevens.html

[15] http://www.vuppraha.cz/index.php?op=media&mid=28

[16 ] http://www.volny.cz/domvzd

[17 ] http://wuw.domaciskola.cz

[18 ] http://www.rodina.cz/clanek3305.htm

Vyvoj pisemné komunikace v matematice na 1. stupni ZS

aneb cesta zaka P k Cislu a

Michaela Kaslovd!

Abstrakt: Cldnek md charakter piipadové studie. Trileté sledovdni nadprimérného
Zdka prvniho stupné, které probihalo ve tiech riiznych kontextech, umoznilo detailnéji
registrovat zmény postupi, zdjmii i zrdni Zdka v matematice ve vazbé na osobnostni
specifika.

'PedF UK, Praha, michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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Abstract: The article concerns a case study. A three-year observation of an above-
average elementary pupil, which ran in three different contexts, enabled to register
changes in procedures, interests and maturation of the pupil in mathematics connected
to personality specifics.

Zaméreni studie a metody prace

Cilem studie je:
a) popsat tiilety vyvoj nadprimérného zéka P,
b) ilustrovat tento vyvoj na cesté k algebte (zkoumani pfedevs§im pisemné komunikace),
¢) poukdzat na vlivy podilejici se na utvareni jeho vztahu k matematice, respektive ke
Skolni matematice.

Studie vychazi pfedevsim z nékolikaletého pozorovdni ve tfech rliznych kontextech:
a) ve tride,
b) v Klubu pratel matematiky (KPM),
¢) na individudlnich hodinach matematiky (IP).

Studie se opird o rozhovory s tiidni ucitelkou (TU), s ucitelkou matematiky (UM),
s vychovatelkami $kolni druZiny (SD), s otcem a prarodici sledovaného 7dka (R).

K zachyceni a analyze vyvoje slouZi pisemné prdce sledovaného Zdka, zdznamy
a pozndmky experimentatorky a audiozdznam.

Vychodisko

Z4dny proces kognitivniho zrani i procesu fe$en{ nelze podrobit analyze bez posouzeni
situaci a kontextu, ve kterych se to odehrava. Kontextem chiapeme néco, co je nezavislé na
sledovaném individuu (tfidu, ucitele, pomiicky, ilohy), situace je specificky kontext, ktery
1ze obtizné opakovat a je mimo jiné zavisly na osobnosti zkoumaného, na podilejicich se
emocich a aktualnich socidlnich vztazich.

Charakteristika zaka P

Skola

74k P $el o jeden rok diive do $koly; b&hem prvniho roéniku zvladl diky schopnostem
a také individudlnimu pfistupu ucitelky (jeden rok po ukonceni Pedagogické fakulty)
latku prvniho i1 druhého ro¢niku. Po konzultacich s psychologem a vedenim Skoly byla
podana Zadost o moZnost navStévovat hodiny matematiky ve vyS$im rocniku. V této tfide
byl se zdky, ktefi byli o dva roky stars$i nez on. Pfi opakovanych mérenich IQ v oblasti
kognitivni dosahoval hodnot 150 i vice. Od druhého ro¢niku vykazoval stale primérnou
az podpriimérnou droven grafomotoriky vzhledem ke spoluzdktim. V priibéhu tif let jeho
svalova koordinace ¢im dal tim vice zaostdavala oproti spoluzdkiim ve tfidé€. Jeho zvySujici
se zajem o PC byl provédzen snizenim z4jmu o Cteni a postupné neschopnosti drzet krok
v Ctendiské drovni se tiidou (drZet se v prvni poloving tiidy).
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Snaha fesit co nejvice problému zpaméti, vCetné jazykovych, zvySeny zdjem o cizi ja-
zyky (francouzstinu a anglictinu) se odrazily mimo jiné 1 ve zhorSeni prospéchu z ¢eského
jazyka. Zajem o jazyky se projevil 1 v matematice pfanim byt vyucovan v matematice
v cizim jazyce.

Rodinné zazemi

Ve vztahu k rodiné presel z pozice obdivovaného predskoldka do pozice ditéte, které
diky své inteligenci dovede svym adaptivnim chovanim docilit Casto toho, co si pieje.
Trida

Je problematické mluvit o jedné tfidé, ponévadz na matematiku chodi do vyssiho
rocniku. Ve kmenové tfidé ma ¢im dal tim méné kamaradi. Nerad se prizpisobuje
ostatnim. Ve tfidé€ na matematiku spolupracuje jen s nékterymi nadprimérnymi spoluzaky,
¢im dal tim vice voli jen on témata k hovoru, nezaujme-li ho téma navrzené jinymi,
nereaguje nebo se snazi vnutit své téma nebo odchizi. ZvétsSujici se izolaci kompenzuje
zdiraziiovanim toho, v ¢em se 1isi, kde na sebe snadnéji upozorni. V libovolném prostiedi
¢im dal tim méné snési prohru, odmitd aktivitu opakovat, pokud se mu hned nedafi, vzteka
se nebo reaguje pozadavkem na zménu cinnosti. Ve Skolni druziné vyhledava fyzicky
kontakt, chova se détstéji nez ve tiidé. Popsané projevy chovani ziejmé Gzce souviseji se
ztratou vyjimecnosti, zazracnosti, pozice, kterou ztratil v priibéhu druhého ro¢niku. Obé
ucitelky (TU 1 UM) se snazily o plné zaméstnéni P, o jeho integraci ve tfidé€, o spolupraci
s rodinou 1 experimetnétorkou.

Matematika

Skolni matematika

Ve Skole patii P mezi nejrychlejSi v pocitani zpaméti, pokud neni nejrychlejsi (je
mezi Zaky o dva roky starSimi). Jestlize nezvlada tempo feSeni slovnich tloh kvili
Cteni a pomalému psani, odpoutdvd pozornost k aritmetice, k prezentaci jeho znalosti
o velkych Cislech a podobné. V geometrii se postupné blokuji nékteré predstavy tim, ze
je pti poslechu nepozorny (podceiiuje tuto fazi) nebo Ze neni schopen si vytvéaret - Crtat
obrazek (pokud ano, jeho grafickd droven je podprimérna, a tak je Casto nefunkcni).
Pokud obrazek vytvoii soused, je zpravidla schopen ho intelektové funkéné zpracovat,
ale nedokaze proces verbalizovat. V poslednim pil roce nestiha uvaZovat o textu tak
dvéma podminkami) projevuje posledni 4 mésice motoricky neklid. UM to zdivodiuje
obavami o ztratu pozice mezi starSimi spoluziky.

V Klubu pratel matematiky

V KPM se sdruzuji zdjemci o matematiku ve véku od 6 po 11 let bez ohledu na
tspéchy dosazené ve $kolné matematice. Zak P byl pozorovéan v tomto heterogennim
kolektivu, ktery je stabilni vZdy pouze v rdmci jednoho Skolniho roku. Hned prvni rok se
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zaradil mezi ,,nejSikovnéj$i*. V pribéhu tii let 1ze uz pozorovat fadu specifik:

a) VyZaduje pozornost, ddva pirednost aritmetice pred geometrii a slovnimi ilohami,
nerad piSe a kresli, preferuje ustni feSeni. Ma rad hry pro jednoho hrace, kde jde opako-
vanim dospét k nalezeni vitézné strategie. Intuitivné dovede rychle odhadnout, do jaké
miry miiZe hra¢ ovlivnit vysledek, zda mé tedy jeho snazeni velky vyznam ¢i ne.

b) Diskutuje, smlouvd o metody feSeni, nerad hledd vSechna feSeni, postupné akcep-
tuje spranost odpovédi, ze iloha nema fesent: ,,Jak to mize byt dobfe, kdyz se to vlastné
nefesilo?*

c) Objevil, Ze ke stejnému vysledku se dé dojit riznymi cestami, a od té€ doby proziva
dilema, zda feSit origindlné, nebo ekonomicky, je v§ak brzdén negativné osobnim vztahem
k tvorbé poznamek, zapist. Ty pripadné tvoii jen tutrzkovité, na druhou stranu ho dany
zpusob Zene ke snaze zobecnovat, a tim mu obcas unikaji podminky feSeni; na dotaz je
schopen je zformulovat.

d) Ne kazdou dlohu chce fesit, ale akceptuje argumenty na drovni typu — touto tlohou
se rozviji. . ., trénuje. . . , umozni ti to pozdéji. . . a takovym argumentim dava prednost
pred ,,motivacemi‘ ndmétem nebo samotnym materidlem. JiZ nevyZaduje hodnoceni:
,»Lak co, byl jsem dobrej?* V tichosti o¢ekdva konkrétnéjsi hodnoceni, ptipadné vyzvy
jsou formulovany napf.: ,,Co tomu dneska fikate? Co vy na to? Ja vim, Ze mi vSechno
neslo, Ze jo?* O¢ekdva detailnéjsi rozbor typu: ,,Snaha skvéld, kdyby ses déle soustiedil,
nasSel bys vSechno a lIépe by se ti odpovidalo.” Na to reaguje zpravidla: ,,Kdyz jsem to
chtél ukdzat. Musel jsem to fict.* Pfi¢ina nedokonceni Casto tkvi v tom, Ze hlava nestaci
zpracovat zdplavu informaci a P potiebuje slySet dil¢i vysledek, aby mohl ptipadné
pokracovat. To znamena, Ze si ventilaci dil¢ich vysledki jednak pomadh4, jednak tak déli
proces feseni do specifickych etap. Pokud si udéla poznamky, tato situace nenastava.

e) Po celou dobu se vyskytuji problémy ve spolupréaci (ve dvojici €1 trojict). Vyjimku
predstavuje situace, kterou umi popsat pomoci terminologie, kterou ostatni neznaji. Rad
by mél ve skupiné hlavni slovo, ale nedovede si ziskat respekt. Je nutné poznamenat,
Ze presto vyhledava pro praci ve skupiné starS$i zaky. PfiCina problematické kooperace
ziejmé spociva 1 v tom, Ze jeho uvaZovani jde ve vétSich skocich, Ze interpretuje své
reSeni jinak neZ ostatni.

Domaci tkoly (DU)

V KPM nebo IP vyZaduje domaci dkoly, a to pravdépodobné ze tii diivodu:

a) Pfedvadi rodi¢tim, co uz umi, pon&vad? $kolni DU jsou pfili§ snadné, proto také
navrhuje ndméty pro DU: , Dej mi néco s pismeny. Dneska rovnice, jo? Jesté n&jakou
strategii. . .

b) Doma se nudi a vidi v nich zdbavu, pokud md plany, Z4d4 o odlozeni DU.

c) Rad pokracuje v aktivité, kterd umozni pii jistém poctu opakovani popsat optimalni
strategii, vi, co ocenim a za co bude obzvlast pochvialen (pokud to neni psani a kresleni).
Strategie voli také proto, Ze mu v budoucnu umozni zvitézit nade mnou, otcem nebo
spoluzaky v KPM.
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Vyhyba se slovnim tloham a uloham s geometrickou tématikou, pokud neni geo-
metrickd podstata ,,schovana®. Vice dava prednost uloham pisemnym, rad se s feSenim
pochlubi, ale pii feSeni doma zpaméti feSeni zapomina a je pro ného problém feseni opét
rekonstruovat (pamét, motivace) a spoléhd na to, Ze mu véiim: ,,Fakt jsem na to pfiSel,
ale ted’ se mi do toho uZ nechce.*

Individualni prace

Volba aktivit se fidi dvéma pravidly:

a) rozvojem schopnosti, které jsou v disharmonii s ostatnimi a soucasné jsou potiebné
pro jeho dalsi rozvoj v matematice,

b) posilovanim vztahu k matematice volbou zajimavych témat, formou aktivit Ci
podiizenim se jeho z4jmu - pfanim. Pres vSechny moZné prekvapivé zvraty, kontrasty
v dotazech od naivnich po netrividlni, jsou jeho celkové projevy stéile détské a Casto je
vedle pocitu z dspésného feseni, objeveni néceho ,,nového* dlleZité ocenéni obrazkem.
Tématické okruhy vztahujici se k Cislu jsou na konci ¢lanku v priloze.

Rozvoj

Cesta zdka P k Cislu je dominantni a rozviji se pres zdjem o znaky a prici s nimi.
Fascinace vétSimi a vétSimi Cisly (sextilion apod.) je pferuSovédna etapami, ve kterych se
zabyva moznostmi jejich kddovani a vlastnostmi jednotlivych Cisel, skupin Cisel, skupin
zapisti. Objevovani vlastnosti ¢isel v souvislosti se zdpisy predstavovalo relativné ne-
prerusovanou etapu, ve které dokazal jednotlivé objevy propojovat zprvu na piirozenych
Cislech, pozdéji v oboru celych Cisel a navazal dotazy na dané vlastnosti ¢isel v dalSich
oborech.

Niésledovaly etapy, které prokladaly préci s prirozenymi (desetinnymi, celymi zapor-
nymi Cisly). V téchto etapach se zabyval pismeny a jejich vztahy k ¢iselnému oboru,
ve kterém naposled intenzivnéji pracoval. Napiiklad po zvladnuti vlastnosti pfirozenych
¢isel do milionu prosel etapami: kdédovéni ¢isla v jinych kulturnich systémech, vyznam
pismene v rovnici (¢islo a pismeno, obr. 2), feSeni algebrogramt (Cislice a pismena,
obr. 3), dalsi rozSifeni Ciselného oboru, jiné vyznamy pismene v geometrii (pismeno
jako délka tsecky), zdjem o iraciondlni ¢isla. Po objevu, Ze jedno ¢islo mze mit riiz-
nou podobu zépisu v zavislosti na zdkladu soustavy, formuloval dotazy typu: ,,Jak by
se psalo pi ve dvojkové soustavé, bylo by pi ddle pi, miiZe se a rovnat pi?*“ Po praci
se zlomky a celymi Cisly nédsledoval zdjem o operace s pismeny a vztah mezi ¢islem
vyjadifenym pismenem a Cislicemi zaznamenanymi velkymi pismeny (kombinace alge-
brogrami a rovnic). Po hrach s ¢isly v desitkové soustavé nastoupil opétovny navrat
k pismentim, feSeni rovnic, objeveni ekvivalentnich tprav, feseni diofantovskych rovnic
pomoci tabulky, kde ddval najevo strategii zkrdceni s komentafem a poprvé akceptoval
nutnost hledani vSech feSeni uloh s tim, Ze by mozn4 stacilo najit nejmensi a nejveétsi
hodnotu: ,,Najdu nejmensi a nejvétsi Cislo pro ‘kazdy pismenko” a nemusim to pocitat
cely, kdyzZ to. .. po tfech. .. Spontdnni snaha vyjadfit objeveny vztah pomoci pismen
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nebyla sice zakonc¢ena uspéchem, ale protoze mu zpravidla neni poskytnuta napovéda,
vyzadoval takové ulohy, kde by to takto bylo zadano.

Vyuziva socialni inteligence k tomu, aby dosdhl ndpovédy jinou cestou mozna i proto,
Ze nedokdze svou prosbu ¢i dotaz dostate¢né formulovat, moznd i proto, Ze se této strategii
dafi doma. Zajem o operace s Cisly je zpravidla velmi kratky, jakmile pochopi algorit-
soustavé tak, aby nebyla pouZita ani jedna Cislice, jen pismena, obr. 1). Je-1i pro né¢ho
zpusob dosaZeni vysledku evidentni, nema tendenci praci dokoncit. Odkazuje na préci
s kalkulac¢kou, stru¢nym popisem toho, co je tfeba udélat, kdyby to mél dé€lat (v€etné
prace ve dvojkové soustavé). Saim ovSem o kalkulacku nejevi zdjem, bere ji jako ndstroj
pro situace, kdy se mu néco nechce délat, a vi, Ze se to na kalkulacce vyteSit da. HGf se
pro n¢ho vytvareji podminky pro to, aby citil potfebu vysledky ovéfovat. To se ovSem
promitd negativné v prici s pismeny.

Z4ajem o teSeni slovnich dloh a tdspéSnost jejich feSeni jsou zavislé na tom, zda jej
problém zaujme. Jakmile pfijde na princip, neni snadné ho donutit praci dokoncit, coz
vede nékdy k tomu, Ze neni schopen fici, zda (ne)existuje vice feSeni. Pokud mé v feSeni
slovni ulohy pouZit pismena, zdjem o né stoupd. Preferuje ustni feSeni, nebo podani
navodu. Takové situace ovSem u feSeni rovnic nenastavaji. Diskuse o ekonomic¢nosti
procedury feSeni se mu libi, tvrdi, Ze je zajimavéjsi hledat ,,zkratky* 1 na pocitacovych
nebo jinych hrach. Najit a popsat optimdlni strategii je zavislé na hie a zajmu, ktery
v ném vzbudi. U nékterych her neni schopen k objeveni dospét proto, Ze neni dost
trpélivy dosdhnout potfebné herni zkuSenosti nebo dostatecného poctu vyher. Pro popséni
objevené strategie mu nékdy chybi slova, rdd by pouZzil matematickou symboliku, ale nevi
si s ni rady (nap¥. u hry Ciselny logik). P¥i feSeni znakovych zavislosti a Sifer je Gsp&sny
jak u ¢islicovych, tak obrazkovych koédi, u pismenkového kddu ma niZsi dspésnost.

Typicky jako zédk mladSiho Skolniho véku dlouho nevydrZzi u jednoho tématu, ale rad
se k nému v urcitém cyklu vraci. Jeho ndvraty k tématim sméfuji do hloubky, avSak
dobu a miru si do jisté miry reguluje sdm. Z pohledu dospélého se jevi jeho hlubsi dotazy
nesystematické, avSak posuzujeme-li je v horizontu tfi a vice mésict, je patrné, Ze se
spirdlou k podstaté dostdva. Neni mu dopfan instruktivni pfistup (na ktery je zvykly
z domova), je vétSinou stavén pred oteviené problémy, podnécovan k objevovani a k dis-
kusi. Vzhledem k (pravdépodobné docasné) stagnujici schopnosti provadét sluchovou
analyzu jsou mu exkurze do historie podavany formou vypravéni bez pouziti grafické
podpory, dokud o ni sdm nepozada, nebo pokud neni ke grafické komunikaci (napf. tvorbé
poznamek) nucen. Schopnost si dé€lat pozndmky je problematickd; pokud se soustfedi,
vykazuje nadpriimérnou pamét, a tudiz neciti potfebu si poznamky délat. Poznamky jsou
redukovany predevsim na Cislice a pismena, vyhyba se jinym znakiim a obrazkiim. Je
mozné, Ze patii k t€ém 3 % populace, pro které ma symbolika vyznamné vyssi vypovédni
hodnotu nez pismo hlaskové nebo obrazkové.

Jeho komunikace ustni ziistava smiSend. Tedy neni schopen v prevazné vétsSiné spon-
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tannich vypovédi podat presné a tplné informace. Proces feSeni uloh vykazuje, Ze feSeni
neni ndhodné. Pisemna komunikace u ného je vice urc¢ena pro ného samého s tim, Ze ma
vedle sebe osobu, kterd problému rozumi a umi zapis deSifrovat tak, aniz by ho poSkodila
(zde narézi ve Skole, protoze UM ani TU tuto hru na leh¢ich alohach nepfijimaji. Do jaké
miry je zkratkovity zplisob komunikace, jako napiiklad ukazovani, pohled oci, pridecho-
vani, pauzy mezi slovy, zapticinén rychlosti mysleni, pii které nestaci dstné¢ kompletné
formulovat, se lze jen dohadovat podle znaki nonverbalni komunikace. Zajimava je
ovSem 1 volba slov ve slovni komunikaci v momenté, kdy prechédzi od Cisel zapsanych
Cislicemi k ¢islim zapsanym pismeny nebo pokud uvazuje o ¢isle v obecnéjsi roviné.
Typické jsou, zeyjména v zahdjeni komunikace o Cislech jako takovych, odbocky, které
nemusi byt vzdy tésné spjaty s tématem. ProZivani v takovém momentu ziejmé spousti
asociacni mysleni, které ho ovSem rozptyluje (napft. [4]). Ve zrychleném podavani in-
formaci ma tendenci vynechat sloveso nebo atributy sledovanych jevii. Na pozadani se
snazi myslenky zformulovat presnéji, povazuje to nékdy za zbytecné: ,,Dyt to vite!” Je
ovSem pristupny dvéma typiim zdtivodnéni: a) ,,Je to pro m¢ kontrola, Ze sis to v hlavé
dobfe srovnal.“ b) ,,Co kdybys ted’ vyslovil matematickou vétu.” Od druhého ro¢niku je
schopen postrehnout netplnost zadani tlohy a od tfetiho ro¢niku 1 nékteré neptresnosti,
na které rad upozorni, avSak do provedeni jejich korekce se nehrne.

Jeho relativné rychly postup v praci s Cislicemi i pismeny se ve svém dusledku
projevuje negativné nejen v mensi schopnosti komunikovat, popsat, co pravé délal, co
pravé vidi, ale dokonce 1 vyjadrit zajem a dostate¢né piesné se zeptat. Spoléha na to, ze
se dospély prizptisobi a bude se mu snazit vyjit vstiic, vciti se do toho, co sam chce asi
védeét. Nepristoupit na tuto jeho hru neni snadné.

Ve v
Zavéry
U Zaka P se projevuje zdjem o pismena v matematice v jakychsi spirdldch. Propojeni
prvnich relativné izolovanych zkuSenosti s pismenem v matematice narazi na jeho ma-

lou zkuSenost v oblasti aritmetiky, coZ mu brani hledat spolecné charakteristiky situaci
odehravajicich se v odliSnych kontextech.

Vliv pretrvavajiciho konkrétniho mysleni, které dominuje pokazdé v naprosto nové
situaci, v prvnich fdzich prace s pismenem v nové situaci se jevi jako tendence propojovat
pismeno s kone¢nym poc¢tem objektli (zpravidla do deseti) ve smyslu, jak to rozebird
Peregrin (viz [5], s. 42). Zdanlivé t€kani od jednoho tématu k druhému lze zdlvodnit
1 tak, Ze P potfebuje danou zkuSenost zpracovat (uleZet) a po nasyceni této potireby se
pak sam k tématu po urcité dobé vraci. Druhou fdzi nazvéme navraty. Jsou dvojiho typu
a lze je charakterizovat jako pottebu prohloubeni se zaméfenim na pravidla fungovani
a potfebu ujasnéni vyznamu. Zacina se formovat urcitd struktura ve svété pismen. Ve
tretim ndsledném typu ndvratu lze rozpoznat potfebu poznani hranic platnosti, pokud
uz tomu tak nebylo pfedtim, potfebu tvorivosti, poZzadovani novych situaci, kde by
bylo moZné pouZit aplikaci nebo vyuZit analogie. Treti fdze, kdy chdpe proménlivost
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vyznamu a moZnych hodnot pismene v zavislosti na kontextu, startuje spontanné zatim
jen ziidka. Prace s kontextem je vice intuitivni neZ védoma. Pfiiny nemuseji spocivat
jen ve véku zaka P nebo volbé aktivit, ale 1 v jeho (doCasném?) zhorSeni schopnosti se
soustfedit a obCasné neschopnosti ¢i nechuti zapsané precist (transformovat psany kod
do mluveného). Kontext zatim nechape jako zdroj specifickych informaci, které uvoliuji
nebo limituji informacni jadro, ktery podporuje rozhodovaci procedury. Pfi¢inou muze
byt i obecné dosavadni malé ¢tenafska zkusenost, nebo zplsob prace ucitele ve tiide.
Funkce kontextu zZak P zatim objevuje.

Proces zobecriovdni je obtizné mapovati vzhledem k tomu, Ze se P vyjadiuje zpravidla
utrzkovité a jeho slovni zdsoba (pii vstupu do Skoly nadpriimérnd) stagnuje. Pomérné
snadno pochopil rozdil mezi ,,je mozné* a ,,je nutné* v popisech pravidel her a v zadani
tloh. Jeho zamérfenost na fungovani pravidla, zdkonitosti (tykajici se skupiny objektii)
na principu ,,vZdy*“ je pro ného natolik dominantni, Ze pti shrnovani zkuSenosti neciti
potiebu toto slovo uzit, na vyzvu uvadi nebo naznacuje vycet objektt, pro které podle
n¢ho pravidlo plati. V poslechu ma tendenci nevénovat pozornost kvantifikatorim. Pfi
tvorbé vlastnich tloh je situace odliSnd, je schopen se dotazovat na obecnou platnost,
1 kdyz sam nékdy neni s to pravdivost odpovédi posoudit. V argumentaci piijima dobre
vyvraceni obecné platnosti uvedenim piipadu, kdy pravidlo nefunguje (Iépe na drovni
symboli nez slov).

Problém existence ¢i neexistence feSeni nardzelo v prvnich dvou letech predevSim
na problém ,,zbozsténi* symbolu ve smyslu ,,jde-li to zapsat, pak to existuje®, coz lze
povazovat za detail, ale ve své podstaté¢ jde o problém filosoficky (Russel, Nesvatba, Witt-
genstein, Kesner a dalsi). NedoreSena pro P zlstava otdzka vztahu rovnosti mezi dvéma
matematickymi symboly (at’ jiz jde o Cisla, nebo pismena). Je zfejmé, Ze Cislo zapsané
Cislicemi se miiZe rovna ¢islu zapsanému pomoci pismene, ale neni dokoncena diskuse,
zda a kdy se mohou dvé riizna pismena sobé€ rovnat (patrné vliv stfetu algebraickych tloh
s algebrogramy).

Propojeni dvou svéti, ,,svéta pismen* se ,,svétem Cisel®, je u P v rdmci popsanych
situaci pomérné uspésné zejména ve srovnani s Zaky t€hoz véku, avSak opacné propojeni
,»sveta Cisel“ se ,,svétem pismen* je problematictéjsi. Obé cesty nejsou pro zacateCnika P
stejné obtizné. Interpretaci mizeme hledat i v oblasti psychickych potifeb (potieba jistoty,
bezpeci, smysluplnosti, pfiméfenosti podnéti — Langmaier, Matéjcek a dalsi). Prvni cestu
muzeme charakterizovat jako cestu ze ,,svéta neznama“ do ,,bezpecného svéta“, druhou
jako cestu v opacném sméru. Svét pismen pravdépodobné neni pro P jen jeden, uz ovSem
nejde o izolovanou praci s jednotlivymi pismeny. Pismena jsou minimalné v rdmci jedné
ulohy propojena, jsou nositeli informaci a jiZ v izolovanych situacich (vdzanych na
obrazky a z jeho pohledu ne na ¢isla) 1 nastrojem vyjadieni obecnéjSich pravidel.
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Priloha

Obdobi| Zajem o Diskutované okruhy, terminologie
konec | velka Cisla Cislo — Cislice
l.r. jednotky, desitky, . . .
triliony, . . ., pocet cifer
nekonecno (v kontextu ¢iselnych oborti)
¢isla do milionu figurdlni ¢isla (modely Pythagora, Montessori)
délitelnost dvéma, deseti, péti
l.pol. | historie zdpisu Cisla pozi¢ni a nepozi¢ni soustavy
2.1. zéaklad soustavy, tvoreni pozi¢niho zapisu
pocet cifer a soustava
sudost a lichost v soustavach mimo z = 10
pozi¢ni desitkova symetrickd ¢isla
soustava délitelnost 3, 6,9, 11
soucet lichych (sudych) ¢isel s vyuZzitim figu-
ralnich cisel
pocCitani s velkymi Cisly
(nad milion)
test na substituce na urovni
obrazki
rovnice [ pismeno — Cislo
algebrogramy pismeno — &islice
2.pol. | pismena a geometrie pismeno — usecka (doc. Novotnd)
2.1 a+a=2a

n vyjadiujici pocet hran, stén

desetinna Cisla

zapis Cisel v pozi¢ni desitkové soustaveé

zapis desetinnych Cisel v jinych soustavach

rovnice 11

obrdzek a matematické symboly

pocet pismen

pocitani v jinych soustavach

Cislice soustavy o z = 32 (7, 8, 15,16, 25, . ..)

zapis Cisla, pokud nestaci abeceda

problém 7 a ostatni
pismena

pismena jako ¢isla v R (pro z = 10)

7 v dvojkové soustavé

pocitani zpaméti
1 s pismeny

pismena jako ¢isla (pro ného v N)

T+

miiZe se soucet dvou pismen rovnat nule?

zavislosti na drovni obrazk, znakd, ¢islic i pismen
pravidlo, pravidelnost
prevody prevod zdpisu Cisla do soustavy o jiném zdkladu

diofantovské rovnice

tabulky
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diofantovské rovnice pravidlo

meze pro Cisla

nasobky 10 a 2 v pozi¢nich
soustavach pro z # 10

Sifrovéani pismena a Cislice jako kddy, dekdédovani
rozdily mezi ¢iselnymi pismena mimo N
obory ¢iselné obory a Ciselnd osa

nezavislost podminek na
volbé pismen

soustavy rovnic

nerovnice v N podminky

nerovnice a rovnice

operace, jejich vlastnosti a | plati vZdy, nékdy, neplati nikdy
pismena

diskuze ke vzorclim v geo-
metrii

rovnice I11

pismeno a slovni ulohy
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Fyzikalni soutéze pro studenty strednich Skol

Zdenék Kluiber!

Abstrakt: Studenti stiednich skol CR se mohou iicastnit Fady republikovych a mezi-
ndrodnich fyzikdlnich soutéZi, resp. odbornych aktivit. KaZdd souté? md svoje vyraznd
specifika, avsak jejich spolecnym zdkladem je priprava ke vstupu na vysokou skolu, ke
studiu fyziky, resp. technickych disciplin.

Abstract: Secondary school students in CZ can take part in many national and
international physical competitions and other scientific events. Each competition has its
specifics but their common basis is the preparation for the entrance to university to study
physics or technical disciplines.

Rada student gymnazii se hodld jiZz v priib&hu svého studia pfed maturitni zkouskou
,,poméfit se svymi soky*, porovnat svoje kvality s kvalitami spoluzakt. Tim nejjedno-
dussim zplisobem je pak vstup do odbornych soutézi a aktivit (viz [1]).

Soutéz obecné predstavuje 1 prostfedek ke zvySeni zdjmu o dany obor. Stanovena
pravidla hodnoceni soutéze umoziuji klasifikovat studentovy kvality, a tim mu 1 sdélit,

'Pedagogickd fakulta, Univerzita Hradec Krdlové, zdenek.kluiber @ email.cz

82



ve které oblasti je, resp. neni, dobfe odborné ptipraven. U vSech déle uvedenych soutézi
jsou jednotné uvedeny ndsledujici udaje: rok zaloZeni, realizovany ro¢nik v roce 2005,
misto kondni, pocet tcastnikli (ptiblizné 400 — D, priblizné 1000 — M), zpisob feseni
uloh, resp. problémii (zdkladem je pisemné feSeni — P, zdkladem je Gstni presentace feseni
— U, presentace probihd v anglictin€é — A), zakladni charakteristiky.

Studenti stfednich §kol v CR se mohou zicastiiovat &tyf naroénych soutéZi ve fyzice
v ramci své mimoskolni prace, kterd vSak na vyuku fyziky bezprostfedné navazuje.
VSechny maji mezinarodni nadstavbu. Jde o tyto soutéze:

1. Fyzikélni olympidda (viz [3]): 1959, 46., stfidaji se mésta zucastnénych zemi, D — 60
zemi, P, nejosvédcenéjsi systém prace pii rozvoji studentl — individualit — talentovanych

2. Stfedoskolska odborna ¢innost v oboru fyzika: 1978, 27., nadstavbou jsou soutéZze,
resp. prehlidky Prvni krok k Nobelové cené za fyziku, Intel ISEF, EU Contest, ESI, ICYS,
D, P, U, A, zpracovani pisemného feSeni (jednim aZ tfemi studenty) zvoleného tématu
a na prehlidkach jeho vefejna obhajoba, v mezinarodni nadstavbé — A.

3. Prvni krok k Nobelové cené za fyziku: 1992, 14., VarSava — zakladatel a organizator
soutéZe je Fyzikalni ustav Polské akademie véd, D — 50 zemi, P, prace predkladany
v anglictiné, zajimavé a hodnotné vysledky feSeni vyznamného fyzikalniho problému
podle vlastniho vybéru studenta — individuality.

4. Turnaj mladych fyzika: 1979, 18., stfidaji se mésta zicastnénych zemi, D — 30
zemi, P, U, A, soutéZ péti¢lennych druzstev studentt stfednich skol, jsou feseny origindlni,
naro¢né ulohy, obecné formulované fyzikalni problémy podobné tikoltim, které fesi védci
pfi zkoumani fyzikalnich jevi.

Dile se mohou studenti CR zicastiiovat souté{ a aktivit:

5. Intel International Science and Engeneering Fair-Intel ISEF: 1950, 56., stfidaji se
mésta USA a Kanady, pfiblizné 1 500 tcastnikii z 50 zemi, P, U, A, presentace fesSeni
odbornych problémii z obori chovéni a socidlni védy, biochemie, botanika, chemie,
vypocetni technika, védy o Zemi a vesmiru, strojirenstvi, védy o Zivotnim prostfedi, védy
o stari ¢lovéka, matematika, medicina a zdravotnictvi, mikrobiologie, fyzika, zoologie,
primérné je asi 90 praci v jednom oboru, generdlnim sponzorem je firma INTEL

6. European Union Contest for Young Scientists — EU Contest: 1984, 22., vybrané
evropské mésto, 80 praci z 30 evropskych zemi, P, U, A, je chdpédna jako soutéz vitézil
narodnich prehlidek — kazdou zemi mohou representovat maximalné 3 prace, price
nejsou déleny do oborl — soutéZ probiha mezioborové, soutéz poradd Evropska komise
pfi Evropské unii.

7. QUANTA: 1995, 11., Lucknow, Indie, soutéz probihd na nejvétsi stredni Skole
na svété¢ — City Montessori School, D — 40 zemi, P, U, A, soutéZi aZ sedmiclenna
druzstva — jejich ¢lenové jednotlivé nebo ve dvojicich, v soutézich debata — mezinarodni
spolecenské téma, skupinovd diskuse — moderni technické nebo pfirodovédné téma,
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matematicky kviz — soubor teoretickych otazek a uloh (pisemné), astronomicky kviz —
soubor teoretickych otdzek a uloh (pisemné), pfirodovédny kviz — odpovédi na otazky,
obsah fotografii z fyziky, chemie a biologie (dstné€), programovani — na libovolné t€éma,
vytvoreni programu béhem péti hodin, jeho predvedeni a vysvétleni funkcnosti, kolaz —
aktualni, napt. ekologické téma, predvedeni modelu — prezentace predem stanoveného
odborného projektu ve vystavnim boxu.

8. Konference ICYS — International Conference of Young Scientists: 1994, 12., riizna
mésta zdcastnénych zemi, D — 30 zemi, P, U, A, soutézni obory fyzika, matematika,
vypocetni technika, ekologie, presentace feseni kvalitnich odbornych projektt.

9. Prehlidka ESI — Expo Science International: 1988, 10., riznd mésta zicastnénych
zemi, 1 600 ucastnikl ze 70 zemi, prezentace vysledku feSeni odborného problému, pro-
jektu, poradatelem piehlidky je MILSET (Mezinarodni hnuti védeckotechnické ¢innosti
ve volném case).

Do budoucna zieyjmé pribudou:

10. EUSO - European Union Science Olympiad: 2003, 3., riizna mésta ziacastnénych
zemi, Ucast — 15 zemi, U, A, soutéZ pro tficlennd druzstva studentii ve véku do 16 let,
soutézni obory spojeni fyziky, chemie, biologie — pravé odborniki z té€chto tfi obort se
Evropé v soucasné dobé nedostava.

11. IJSO — International Junior Science Olympiad: 2004, 2., zakladatel — Fyzikalni
spole¢nost Indonésie, ticast — 30 zemi, soutéz péticlennych druzstev studentl ve véku do
14 let, akcent na prirodovédné vzdé€lani jako celek.

Je tak nékolik mezinarodnich soutézi, ve kterych je vedle vybornych pisemnych
vysledki zpracovani ulohy, resp. projektu, vyrazné¢ dbano na presentaci. Tyto soutéze
probihaji v anglickém jazyce. Je tedy mozné tvrdit, Ze od studentd je poZadovéana velmi
dobra anglictina, spravna anglicka terminologie, schopnost v angli¢tiné diskutovat a ar-
gumentovat (viz [2]).

Ziskat skutecné dobré zkuSenosti z vyfeSeného problému, z perfektniho a smyslupl-
ného predneseni vysledkl vlastni prace, zkusenosti z rytifsky vedené diskuse — to jsou
zifejmé nejvyssi kvality provazejici ucast studentd v mezinarodnich soutézich.

Rozhodnuti studenta stfedni Skoly pro ur¢ity smér jeho budouciho, resp. pracovniho
zaméreni musi vychazet z odpovidajiciho se seznameni s kvalifikovanou praci v daném
oboru. Splnéni tohoto pozadavku predpoklada, aby studenti pifi svém stfedoSkolském
studiu ziskali moZnost si osvojovat védecké poznatky daného oboru (na pfisluSné urovni
odpovidajici stiedni Skole), ale aby méli predevsim moznost projevit aktivni tvlir¢i cinnost
simulujici prici védce, vysoce kvalifikovaného odbornika.

Ukolem proto je zajistit organiza&ni a materidlovou stranku vysoce efektivni pfipravy
talentovanych studentti stfedni $koly.

A7 na zakladé€ vlastni prace studenta ucitel pozndva charakteristické rysy talentova-
ného studenta. Teprve pak mu mize doporucit jeho ticast v nékteré ze zminénych soutézi.
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Ptirozené Ze spoleCnym jmenovatelem vSech odbornych stfedoskolskych fyzikalnich
aktivit je cilena priprava k vysokoskolskému studiu fyziky, resp. technickych obort.
Pro vSechny vitéze matematickych, programétorskych a fyzikalnich soutézi v daném
$kolnim roce pofdda Komise pro talenty JCMF pracovni konference (v roce 2005 jiZ po
sedmé), na kterych studenti pfednaseji o feSenich problém, které je v soutézich zaujaly.
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Struc¢né shrnuti vysledku testovani zaku 9. tiid

Eva Lesdkovd, Eva Ridkd'

Abstrakt: Nékteré vysledky testu matematickych dovednosti v devdtych triddch tiech
Ceskych krajit ukazuji, co vlastné je ve vyuce matematiky opravdu duleZité.

Abstract: Some results of the test of mathematical skills in Grades 9 of three Czech
districts show what is really important in the teaching of mathematics.

MSMT ma snahu doplnit zavadéni Rdmce vzdélavacich programi do zakladnich $kol
Nérodnimi srovnavacimi zkouskami. Tyto zkousky by prozatim v zavéru 5. tfidy a 9. tfidy
ovétovaly, do jaké miry byl na Skolach respektovan vzdélavaci obsah a ucivo stanovené
RVP pro ZS, a perspektivné by doplnily portfolia Zaki. Pro feditele stiednich $kol, na
kterych by absolventi 9. tiid radi pokraCovali ve studiu, by byla tato portfolia souborem
informaci o Zacich. Vybérové tizeni by pak bylo mozné provést bez kondni ptijimacich
zkousek.

Cermat (od 1. 1. 2005 Centrum pro zjisStovani vysledki vzdélavani) byl jiz v loiiském
roce v ramci piipravného Projektu Kvalita povéfen testovanim zakt v kraji Karlovarském.
V leto$nim roce prob&hlo ové&fovani dovednosti Zdki 9. t¥id jiz ve tfech krajich CR,
v kraji Libereckém, Pardubickém a opét Karlovarském. Uskutecnilo se 4. inora na vSech
7S jednotné, a to z testi Matematické dovednosti, Studijni dovednosti a Dovednosti
v Ceském jazyce. Kazdy test trval 40 minut Cist€ho ¢asu. Ve svém prispévku chceme
predstavit zjisténé vysledky. Testy jsou celé k dispozici na strankdch [3] Cermatu.

YCermat, Praha, lesakova@ cermat.cz, ridka@ cermat.cz
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Po loniskych zkuSenostech z Karlovarského kraje jsme letos jiz do pilotaZi zarazovali
ulohy s menSimi poZadavky napiiklad na schopnost abstrakce, ¢i upravu algebraickych
rovnicim. Stejnym problémem jako v lofiském roce vsSak zflistala doba trvani testu. Je-li
cilem testu provéfit vzdélavaci vystupy z devaté tfidy, neni dost dobfe mozné piipravit test
na 40 minut. Doporucujeme tedy vSem uzivatelim testu, aby zadavali test na 60 minut.

LetoSni test obsahoval 17 uloh, prvnich devét uloh bylo otevienych, Zaci v nich uvé-
déli postup fesent, tlohy 10 a 11 byly rozhodovaci, Zaci vybirali mezi odpovédi ANO-NE,
a ulohy 12-17 byly tlohy s vybérem odpovédi. Test byl zaddn ve dvou srovnatelnych
mutacich A, B. Maximum moznych bodt v testu bylo 50. Testovani se zidcastnilo 10953
zaka. Graf 1 znazornujici rozloZzeni bodi ve skupiné A koresponduje s obvyklou situ-
aci v klasifikaci matematice. Vrchol kiivky normélniho rozdé€leni je posunut k niz§im
bodovym hodnotam.
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Graf 1

Nicméné z grafu 1 také vyplyv4, Ze talentovani Zaci v matematice nevymieli. Kon-
krétni ddaje k vysledkiim testu jsou v tabulce 1. Podle ni prdvé 50 bodu ziskalo v obou
skupindch 14 Zdku!

nejvyse 15 boda nejvyse 25 boda alesponi 40 bodi alesponi 45 bodi
(30% uspésnost) (50% uspésnost) (80% uspésnost) (90% uspésnost)

1961 zaku 4094 zaku 330 zakua 87 zakua
(33 % tesiteln) (69 % tesitellr) (5,5 % tesiteltr) (1,5 % tesitell)
Tabulka 1
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Pro zajimavost uvedeme nékolik piikladl z testu a ispéSnost zaka pri jejich feseni.

Uloha 1
Vypoctéte (a je kladné Cislo):
1.1 -3—-(-8) =
12 23-13=
1.3 2a-3 =
1.4 2a:35=

[Nejlépe byla fesena tloha 1.1 (s¢itani Cisel, 88 %), nejhire 1.2 (s¢itani zlomkd,
45 %). Bez chyby fesilo vSechny tlohy 30 % zaka, nejvyse s jednou chybou fesilo 57 %
7aka. Vsechny Ctyfi tlohy mélo zcela chybné 8 % zaki, nejvyse jeden spravny vysledek
mélo 26 % zaka. Vysledek svazku ovlivnily vyraznéji druhé dvé dlohy (vyssi RIR), tyto
ulohy Zéky vyraznéji odliSily. Nejmensi rozliSovaci schopnost méla prvni uloha svazku,

kterou zvladla vétSina zakl. Asi 57 % déti ucivo zvladlo, 26 % jej nezvladlo.]
Uloha 2

Rodina Lacinovych plati mésicni zdlohu na elekttinu 1 000 K¢. Jejich skute¢né spo-
treba elektfiny za minuly rok je zaznamenana v tabulce. Spotfeba elektfiny je uvedena
v kilowatthodinach (kWh).

obdobi roku 1. pololeti | 2. pololeti
spotfeba v kWh | 1450 1350

Cena 1 kWh je 3,96 KC¢.
Uvedte, jakou ¢astku Lacinovi pfi rocnim vyuactovani doplaceli, piipadné kolik jim
bylo vraceno.

[Usp&snost 7dkd v tloze byla 52 %, tlohu nefesilo 28 % 7akd, plny podet bodi
(4 body) ziskalo 44 % zaki.]

Uloha 3

Zakreslete body K, L a M do soufadnicového systému Ozy, jsou-li diny jejich
soufadnice: K [—1;3], L[6;4], M[3;0].

[58 % Zzaki mélo dlohu bezchybné, nejvyse s jednou chybou zvladlo uc¢ivo 73 %
zaka. Ulohu neumélo vyfresit 27 % zaka.]
Uloha 4

V trojihelniku ABC jsou dany soufadnice vrcholt A[1; 0], B[5;0], C'[—2;4].

4.1 V trojuhelniku narysujte vysku z vrcholu B.

4.2 Urcete vzdalenost bodu C' od piimky AB.

[Uspé&snost zaki v tloze byla 24 %, tlohu nefesilo 29 % 74k, plny poet (3 + 1 bod)
mélo 15 % zaka a 28 % z4aka. ]

87



Z grafu 2 je mozné nahlédnout obtiZnosti jednotlivych tdloh. Tmavé sloupce predsta-
vuji dspésnosti zZakd v jednotlivych dlohdch (maximum je 1). Svétlé sloupce vyjadiuji
relativni Cetnosti Zakd, ktefi se nepokusili danou tlohu fesit.
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Zkuseni pedagogové jisté i z této ukazky nahlédnou, které ikoly d€laly Zakim potize.
Mohou si také ovérit znalosti svych zZakli a mj. je porovnat s timto vzorkem. Uvedené
podklady rovnéz najdou na vyse uvedenych strankach Cermatu. Tento test by mohl byt
i dobrou pomiickou pro ucitele stfednich Skol. Jeho pouzitim na zacatku 1. ro¢niku
studia by ziskali informaci o urovni znalosti a dovednosti novych zZaki a védéli by tak,
s ¢im mohou pfi dalSim vykladu pocitat. Je mozny 1 opacny zavér: védeli by tak, které
dovednosti u svych zaki nemohou pfedpokladat a co jim musi znovu vysvétlit. Ziskanymi
informacemi by mohli rozumné argumentovat i u feditelti Skol, budou-li spolu s nimi
zvazovat potfebnou hodinovou dotaci matematice.
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Hrava kombinatorika

Eva Milkovd'

Abstrakt: 'V ¢ldnku je predstaveno nekolik prikladii 7 oblasti rekreacni matematiky.
Jsou zde zarazeny pro inspiraci, jako ukdzka netradicnich viloh, které mohou byt vyuZity
pri vysvétlovdni pojmii z kombinatoriky.

Abstract: The article contains a couple of examples from the area of recreation
mathematics. These examples illustrrate non-traditional tasks that can be used when
explaning combinatorial concepts.

Kombinatorika je krdsnd matematicka disciplina, kterd je vynikajicim prostfedkem
pro rozvijeni logického mysleni. MnoZstvi tiloh mdme k dispozici v u¢ebnicich uréenych
ke studiu této milé partie matematiky. Chceme-li v§ak nabidnout studentiim néjaké dalsi,
netradi¢ni priklady, je zapotfebi poohlédnout se jinde. Dobrym zdrojem jsou jisté rtizné
matematické casopisy, ale nejen ty. Inspiraci lze Cerpat i v oblasti ,,hadankarské*. V nasi
rodiné se tési velké oblibé Casopis Kiizovka a hadanka. V ném vzdy najdeme vedle
rtiznych typu kiiZzovek a hddanek téZ zajimavé logické dlohy. A pravé ty mé v posledni
dobé zaujaly 1 z hlediska moznosti zpestfit svoji vyuku Diskrétni matematiky, a to v Casti,
kdy se v pfednaskach ¢i cvicenich vénuji kombinatorice.

Za¢néme jednoduchou listovkou. Ukolem tohoto typu hadanek je pierovnat sloupce
tabulky 1 tak, abychom ziskali smysluplnou vétu. (Vysledek nasi liStovky, jejimz feSenim
je véta v jazyce anglickém, je uveden na konci ¢ldnku.)

I I | RIM|B/A|O|N|O|C|T|C
N|E|H|S |[O|O|T|E|I |[S|F|S
G|U[Q|O|N|S|E|E[R|T|T]I
TIN|I |E|N|IF|R|S|M|P|O|C
I |O|LIA|S|G|F|N|E [R|O|G
TINIT |A|L|I |[K|H|C|I |[N|G
Tabulka 1

Jak tuto liStovku miiZeme pouZit pfi probirani kombinatorickych pojmii? Napriklad
tak, Ze si na ni studenti uvédomi, Ze se jednda o priklad permutace dvanacti prvki, kde
prvkem je kazdy sloupec tabulky. A Ze jinou takovou permutaci dostanou, vylusti-li
listovku. A déle uvedenou lisStovku miiZzeme vyuZit k polozeni otazky: , Kolik feté€zct
obsahujicich 12 krét 6 pismen by vypsal pocitac, kdyby provedl vS§echna moZzn4 sefazeni
sloupcii uvedené listovky?*

YUHK, Hradec Krdlové, eva.milkova@uhk.cz
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DalSim klasickym pfikladem permutaci jsou presmycky. Nejprve se zabyvejme témi,
v nichz se zddné pismeno neopakuje. Zaénéme kratkym slovem KRA. Necht'z néj studenti
udélaji urcujici zvite (patrné bez problémt okamzité najdou slovo RAK). Necht’ vypisi
vSechny permutace uvedeného slova KRA. Je pomérné zajimavé, ze z Sesti moZnych
permutaci hned c¢tyfi davaji smysluplné slovo. Dejme jim pak prostor, aby pro své
spoluzaky oni sami vymysleli rizné pfesmycky. A pak prejdéme k pfesmyckam, v nichZ
se pismena opakuji, tedy k permutacim s opakovinim. Napiiklad ze slova SAKRA
udé€lejme rybu (KARAS). A necht nam posluchaci sdéli, kolik slov (i nesmyslnych) by
v tomto piipadé mohli vypsat.

A v hratkach s presmyckami miiZzeme pokracovat, napiiklad feSenim presmyckové
vypustky. Aby vSem Ctenafiim bylo ziejmé, o jaky typ hadanky jde, uvadime piiklad
presmyckové vypustky s nésledujici legendou (viz [1]):

1. Tichnout; ndpor.-2. Kopati; Evropan.-3. Odmitani néc¢eho nebo nékoho; opuchlina.-
4. Nekultivovani; hornina.-5. Figurina jako symbol zimy; vapencové tizemi.-6. Dobyvané
motykou; stary zbrojnos.-7. Pentlicka; némecké karetn{ hra.-8. 60 minut; koncetina.-9. Se-
bevédomost; kupa slamy.-10. Sbor povérenych osob; smekajici se potac.-11. SdruZent;
pomluva.-12. Kovovy prvek; silné provazy.-13. Furie; stan.

(NN N | [WIN|—

O

[S—
(e

—_—
—_—

[S—
\S]

—_
W

Tabulka 2

V tabulce 2 je, pro ndzornost, vylusténa leva ¢ast prvniho fadku (feseni celé presmyc-
kové vypustky je uvedeno niZe) a miiZeme zacit s otdzkami. Napiiklad:

e LusStime-li pravou ¢ast (prvniho) fadku, kolik existuje slov (i nesmyslnych), ktera lze
ziskat vybérem Ctyf pismen z Sesti nachdzejicich se v nalezeném slové v levé Césti
ptislusného radku?

e Kolik riznych feSeni na konci (prvniho) fadku (tj. kolik riznych dvojic pismen) mi-
Zeme dostat z Sesti pismen slova uvedeného v levé Casti ptislusného fadku?
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e Jak spolu souvisi vySe uvedené dvé otazky?

V hledéni inspiraci 1ze pokracovat dal a dal. To vSak jiz nechdm na kazdého z vas,
koho tento kratky vylet do svéta logickych hadanek alesporni trochu zaujal.

Vysledky tloh

Listovka: COMBINATORICS IS ONE OF THE STRONGEST EQUIPMENTS FOR
INCREASING OF LOGICAL THINKING
Pfesmyckova vypustka:

1 1z ML [K |A|T]T |IL |A |K |z M
2 IR [UB AT |T IB |R [T [T |U |A
3 IB|lOo 71 |[K|O|T |Oo |T |0 [K|B |J
4 Is [Y [R [O |V [T IS |V |0 [R ]Y |i
5 1S (MR |[T [K |A|K |[R |A [S [IM]|T
6 |[K [O [P |[A N |E |[K [N |A [P |O |E
7 1S [T |[U |Z [K |A|S |[K |A |T U |z
8 |[H |O |D|I [N |A|N |O |[H |[A|D |I
9 [H R ID|O|S |[T|S |T |0 |[H R |D
Ik [0 M1 |S |[E]s I[IM|E |[K [0 |1
1mls [p oL |[E IK|K |L |E |P |s |O
21T |[A [N [T (AL |L |A [N |A]|T |T
13IL |1 [T |1 |c |[E Jc |E |[L [T |1 1

Literatura

[1] K7FiZovka a hadanka. NOVUM, roc. 56, ¢. 25, Praha, 2004.

Matematické nadani a prostorova predstavivost!

Josef Molndr*

Abstrakt: Tento prispévek je minén jako podnét k diskusi ¢i ke zkoumdni, jak to se
vztahem matematického naddni a prostorové predstavivosti vlastné je. Po pripomenuti
zdkladnich pojmit jsou zde na nékolika prikladech z vyzkumii prostorové predstavivosti

!Zpracovano v rdmci feSeni grantu 112208-CP-1-2003-1-AT-COMENIUS-C21.
2PiF UP, Olomouc, molnar@inf.upol.cz
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talentovanych a ,,netalentovanych* Zdkui demonstrovdny rozdilné vysledky korelace ma-
tematického naddni a prostorové predstavivosti.

Abstract: The contribution is meant to be an incentive for discussion about the re-
lationship between mathematical talent and space imagination. After introducing basic
notions, different results of correlation between mathematical talent and space ima-
gination are demonstrated on some examples from research on space imagination of
talented and less able students.

Sami jste si asi v§imli, Ze ne vSichni matematicky talentovani Zaci maji nadprimérné
rozvinutou prostorovou predstavivost. Mne k této problematice ptfivedlo vyhodnoceni
Stereoboje porddaného v ramci soustfedéni tfid gymndzii se zaméfenim na matematiku
a vitézl biloveckého korespondencniho seminare, které se konalo v roce 1984 v Moravce
v Beskydech. Ze Sesti ucastnikl Casti soutéZe zaméfené na uziti prostorové predstavi-
vosti pri feSeni Sesti zadanych uloh jen jeden ucastnik vyfesSil vSechny ulohy spravné
a jedna ucastnice naopak neziskala ani jediny bod (viz [6]). Jak to tedy s prostorovou
predstavivosti vlastné je?

Pripomenme si nékolik potiebnych pojmt. Homola a Trpisovska v [ 1] fikaji, Ze naddni
je podminéno vlohovym vybavenim (dhrnem vrozenych predpokladi k vykondvani urcité
¢innosti) a jeho rozvoj zdvisi na okolnich podminkéach (uceni, zkusSenost, pedagogické
pusobeni, motivace hodnotové zaméfeni, specializace aj.) Talent pak je nadprimérné
nadédni nebo konkrétni projevova strdnka schopnosti spojend s vysokym vykonem.

Nazory na to, co to jsou matematické schopnosti, si uvedme v historickém piehledu
podle Kosce (viz [3]). Matematicka schopnost je:

e schopnost fesit matematické ulohy, které se zadavaji ve Skole (Meinander, 1943),

e schopnost fesit matematické testy a tlohy (a to nejen takové, jaké se zadavaji ve Skole)
(Spearman, 1927),

e vlastnost(i) osobnosti, kterd je podminkou uUspéSného studia a uZivani matematiky
(Ri¢an, 1964),

e schopnost chdpat povahu matematickych (a podobnych) tloh, znaki, metod a diikazii;
naucit se je, udrzet je v paméti a reprodukovat je; kombinovat je s jinymi ulohami,
znaky, metodami a dlikazy; a pouzivat je pfi feSeni matematickych (a podobnych) dloh
(Verdelin, 1958).

Sam Kos¢ fika, Ze matematickd schopnost ma tyto slozky:
a) numericky faktor, uplatiiujici se v operacich s ¢iselnymi daty,
b) prostorovy faktor, ktery je dalezity zejména v geometrii, ale i napf. v aritmetice pfi
pozi¢nim zépise Cisla,
c¢) verbalni faktor, vyuzivany pii feSeni slovnich uloh,
d) faktor usuzovani, souvisejici s
e) g-faktorem vSeobecné inteligence, ktery je patrné zakladem vSech mentalnich dkont.
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Prostorovou predstavivost chipejme pro nasSe potieby v uzsim smyslu (jako geo-
metrickou predstavivost potiebnou ve stereometrii) jako soubor schopnosti tykajicich
se naSich reprodukcnich 1 anticipacnich, statickych i1 dynamickych pfedstav o tvarech,
vlastnostech a vzajemnych vztazich mezi geometrickymi utvary v prostoru (viz [7]).

Problematikou odhalovéani souvislosti a vztahil prostorové predstavivosti s dal$imi
schopnostmi se ve své disertaCni prici [2] zabyvala Zuzana JuS¢akova. Porovnavala
vysledky vlastnich testli prostorové predstavivosti uchazecu o studium na nékolika vy-
sokych Skoléach technického zaméfteni s jejich zndmkou ze stiedni Skoly nebo s bodovym
hodnocenim zévére¢né zkousky z matematiky po prvnim semestru na jedné z fakult
Technickej univerzity v KoSiciach. Ukézala se nizka korelace (r =~ —0, 16) mezi t€mito
jevy.

V disertacni préci [5] Pavla Leischnera 1ze nalézt jak srovnatelné, tak 1 rozdilné vy-
sledky student matematickych (GMK Bilovec a G tf. Kpt. Jarose) a ,,nematematickych*
(G Strakonice a Cesky Krumlov) tfid pfi feSeni testovych tloh vyZadujicich prostorovou
predstavivost. Pouzity byly mimo jiné ulohy podobné této uloze:

Wznacte ve volném rovnobéiném priimétu krychle primét jednoho kusu pozohyba-
ného nerozvétvujiciho se drdtu podle jeho ndrysu, pitdorysu a bokorysu (obr. 1).

B

N
n

Obr. 1

Rovnéz v ¢lanku [4] Jolany Laznibatové a kol. jsou mimo jiné uvedeny vysledky
vyzkumu prostorové predstavivosti déti 6-7letych v testu Figuralni analogie. Déti expe-
rimentdlnich tfid v Bratislavé (IQ nad 130) zde dosdhly vyrazné lepSich vysledkl nez
déti kontrolnich ,,béznych* trid.

Ukazuje se tedy, Ze vySe zminovand problematika je oteviend a zasluhuje si nasi
pozornost. Za VaSe zkuSenosti ¢1 vyzkumy ke vztahu matematického nadani a prostorové
predstavivosti pfedem dékuje autor tohoto piispévku.
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Projekt MathEU: Identifikace, motivace a podpora

matematickych talentu v evropskych skolach

Jarmila Novotnd, Jaroslav Zhouf!

Abstrakt: Cldnek informuje o projektu MathEU v rdmci programu Socrates — Come-
nius 2.1. Projekt md v podtitulu Identifikace, motivace a podpora matematickych talenti
v evropskych Skoldch. Témito sloZkami projektu se Cldnek zabyvd podrobnéji v jednot-
livych kapitoldch. Na zdveér je uveden ndstin pokracovdni projektu v rdmci programu
Socrates — Comenius 2.2.

Abstract: The article informs about MathEU project within Socrates — Comenius 2.1
programme. Its subtitle is Identification, motivation and support of mathematical talents
in European schools. The individual aspects of the project are treated in more detail. In
conclusion, a continuation of the project within Socrates — Comenius 2.2 is suggested.

d
Uvod

V mnoha evropskych Skolach jsou osnovy pro matematiku navrZzeny pro primérné
7Zéky a zdky s poruchami uceni, aniZz by byla vétS§i pozornost vénovana rozpoznéni

'PedF UK, Praha, jarmila.novotna@pedf.cuni.cz, jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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a podpore 74k nadanych na matematiku. Zdky nadané na matematiku je tfeba vyhledavat
jiz v raném obdobi a systematicky. BéZnou metodou pro rozpoznavani takovych zaku
jsou soutéze, ale je vSeobecné znamo, Ze o0 mnoha zacich nadanych na matematiku se to
nikdy nedozvime jednoduSe proto, Ze se takovych soutéZi nezucastiiuji, nebo proto, Ze
nejsou v soutézich mezi deseti nejlepSimi, nebo proto, Ze nejsou schopni dobte pracovat
pii Casovém omezeni.

Na zasedani Education Council of the European Union dne 12. Ginora 2001 ve Stoc-
kholmu bylo odsouhlaseno, Ze matematika je jednim z prioritnich pfedmétd. Zakladnim
cilem je zvySovéni zdjmu o matematiku od raného mladi a podniceni mlddeze, aby se
tomuto oboru vénovali profesionalné, specidlné vyzkumu v tomto oboru.

Evropské zemé se proto rozhodly hledat zpiisob, jak udrzet matematické talenty
v Evropé. K tomu je tfeba, aby matematici, védci a pedagogové pracovali spolecné
v evropskych dimenzich a navrhli program, ktery zméni postoje vlad, univerzit a nadaci
k podpofe matematickych talentii v Evropé a ke zmenseni odlivu mozk mimo Evropu.
Nadani Z4ci potiebuji pozornost, lasku, vycvik, uznéni.

Projekt MathEU

Jednou z aktivit popsanych vySe je vytvoreni projektu MathEU
(Identifikace, motivace a podpora matematickych talentli v evrop-
skych Skolach) v rdmci programu Socrates - Comenius 2.1 (referenéni .

¢islo 112212-CP-1-2003-1-CY-COMENIUS-C211, logo na obr. 1). mathil
Partnery v projektu jsou Kypr (koordinétor), Bulharsko, Ceska re-
publika, Itdlie, Mad’arsko, Némecko, Rumunsko a Recko a externi Obr. 1

hodnotitelskou zemf je Rakousko. Za Ceskou republiku se projektu

zh&astni Pedagogickd fakulta Univerzity Karlovy v Praze. Regitel-

sky kolektiv tvofi Jarmila Novotnd a Jaroslav Zhouf z Katedry matematiky a didaktiky
matematiky a Marie Hofmannova z Katedry anglického jazyka a literatury. Projekt byl
zahdjen v zaii 2003 a bude ukoncen v roce 2006.

Partnefi projektu chtéji nabidnout feSeni pro rozvoj nadanych zaka v Evropé pres
ucitele, pedagogické pracovniky, dalSi vladni 1 nevladni instituce a pomoci pfimych
spojeni pres Internet.

Cilem projektu je rozvijet metody a vzd€lavaci nastroje, které pomohou pedagogtim
rozpoznat a motivovat Zaky nadané pro matematiku a souc¢asné podporovat jejich rozvoj
v ramci Evropské unie bez jakéhokoli zvyhodiovéni.

Hlavni cile projektu Ize shrnout do té€chto zakladnich bodii:

e vyvinuti metod a doprovodnych materiald pro vyhledavani Zakd nadanych na mate-
matiku v evropskych Skoldch a podpora jejich rozvoje,

e vytvoreni (za pomoci univerzit, matematickych spolecnosti a nadaci) evropské sité pro
trvalou podporu Zak nadanych na matematiku,
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e zkoumani otazky ,,zaki nadanych na matematiku s problémy v uceni*.
Hlavni aktivity pti feSeni projektu jsou stanoveny takto:

e navrzeni metod a ndstroji pro rozpoznavani potencidlnich zakti nadanych na matema-
tiku na prvnim 1 na druhém stupni skoly,

e navrzeni materidli a aktivit pro pripravu ucitelii k tomu, aby uméli odhalit u svych
zaku jejich nadani na matematiku a toto nadani rozvijet,

e navrzeni pedagogickych metod a materidlii pro rozvoj a podporu nadanych zakl v ev-
ropskych Skolach,

e rozvinuti metod feseni a programu pro zménu postojl vlad, univerzit a nadaci k vypi-
sovani stipendii a k podpofe pfi udrzovani ,,matematickych mozka‘ v Evropé,

e navrzeni specidlni webové stranky urcené pro tento projekt, kterd umoZzni splnit cile
projektu.

Na zavér projektu jsou oCekavany tyto hlavni vystupy:

e evropskd prirucka obsahujici metody a néstroje pro rozpoznavani, motivovani a pod-
poru Zakd nadanych na matematiku,

e informacni program pro vlady, univerzity a nadace,

e kurs pro pedagogické pracovniky pripravujici ucitele pro prvni a druhy stupen Skoly
zaméfeny na rozpoznavani a rozvijeni Zak nadanych na matematiku.

Pfimy uzitek budou mit vSichni ucitelé matematiky na vSech trovnich Skol spolu-
pracujici s partnerskymi organizacemi. Podnéty mohou ziskavat i pedagogové v dalSich
oblastech, protoZe metody a nastroje pro rozpoznavani matematickych talentti mohou byt
vyuZity i pfi rozpoznavani nadanych zakil v jinych predmétech. Zvetejiiovani vysledki
v nasledném projektu v kursech nabizenych v rdmci Comenius Action 2.2 umozni jed-
notlivym pedagoglim ve vSech zemich Evropské unie i mimo ni a v§em pracovnikiim ve
Skolstvi (v€etné fidicich organti) vyuZivat vystupy projektu. Nejvétsi skupinu, kterd bude
vyuzivat vysledky projektu, budou tvorit studenti nadani na matematiku.

Identifikace zaku nadanych na matematiku

Nézory na to, co je to talent a konkrétné matematicky talent, jsou rtiznorodé, né-
které spole¢né znaky ale maji. My zde zminime pohled J. Novotné (viz [8]) na tuto
problematiku, kterd uvadi tyto slozky matematického talentu:

1. nadani (talent), tj. schopnost orientovat se v problémovych situacich, fesit je
a uvédomovat si vyznam teoretickych uvah,

2. matematicky talent, ktery se tykd neobvykle vysoké schopnosti porozumét matema-
tickym mySlenkdm a matematicky myslet, ne pouze velké schopnosti provadét aritmetické
operace nebo dostdvat nejlepsi zndmky v matematice.
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Na jedné strané¢ ne vSichni Zdci, ktefi ziskaji nejvice bodl v testech a maji nej-
lepSi znamky v matematice, jsou nutné matematickymi talenty (Skolni matematika ¢asto
upiednostiiuje ziskavani pocetnich dovednosti misto toho, aby zZdkiim nabidla dostatek
prostoru pro komplexni uvazovani, které je pro talentované Zaky charakteristické). Na
druhé stran€ tada talentovanych zakl neprojevuje vyrazné nadSeni pro praci ve Skole,
takZe je mozno jejich matematické nadani snadno prehlédnout.

VétSinou se objevuje ndzor, Ze Zaci nadani na matematiku musi byt identifikovéni
co nejdiive (viz [2]), na druhou stranu je ale provdzen pochybnostmi o pfesnosti iden-
tifikace v raném véku. Je proto velmi dileZzité rozvijet rozmanité zptisoby identifikace
talentovanych zaka.

Charakteristiky, které mohou byt kli¢em k identifikaci matematického talentu, mi-
Zeme shrnout do tohoto seznamu:

e nezvykle velkd vnimavost a zvidavost v matematice,
e neobvykle rychlé uceni se, pochopeni a aplikovani matematickych myslenek,

e velkd schopnost myslet a pracovat abstraktné a schopnost vidét matematické pravidel-
nosti a vztahy,

e velkd schopnost feSit matematické problémy pruzné, tvorivé, radéji nez stereotypnim
zpusobem,

e vysokd schopnost prenaset ziskané znalosti a dovednosti do novych matematickych
situaci.

Tento seznam neni vyCerpavajici, existuje jich fada jinych.
Spole¢né prvky ziskané z riznych seznamu pro nadaného studenta jsou (viz napf. [3]):

e ma vhled do aritmetickych uloh, které vyZaduji pozorné uvazovani, pokladd otizky,
které mifi k jadru dlohy,

e odhaluje mozna zjednoduseni postupt a ,,slepych* cest, pouziva vétsi ,,skoky* v tiva-
hach, zapisuje jen nékterych kroky, rychle se uci,

e ma nadprimérnou schopnost odtiivodiiovat,

e md mimotrddnou schopnost zobectiovat a prendSet znalosti do novych, neznamych
matematickych situaci,

e vyborné resi ulohy,
e vidi alternativy, je pripraven v odiivodnénych pfipadech zménit nazor, pracuje tvofive,

e neztraci rychle pozornost, ma zdjem a pfijimé vyzvu, kterd je v problému obsazena, je
trvale intelektualné zvidavy,

e skvéle komunikuje,
e ,vidi“ disledky,
e dlouhodobé si pamatuje, co se naucil,
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e vidi dlohy z rGznych dhli pohledu, navrhuje origindlni, nevyucované postupy pro
feSeni dloh, tvofivé kombinuje znalosti,

e je iniciativni, neCekd, aZ mu nékdo ukdze, jak postupovat, ale ma snahu fidit vlastni
postupy a rozvoj, pouZzivat své znalosti,

e m4 potéSeni z intelektudlnich vyzev, je vnitiné motivovan k tomu, aby se ucil mate-
matiku, méné je ovlivnén vnéj$i motivaci,

e ma velké pozorovaci schopnosti,

e mimoradné rychle se uci, porozumi a aplikuje matematické mySslenky,

e ma vysokou schopnost abstrakce a rychle vidi zdkonitosti a vztahy,

¢ z matematickych uloh odvozuje formdlni strukturu a dale pracuje uz v této strukture,

e snadno prechazi z jednoho pfistupu k jinému a odhaluje a zamita neproduktivni pfi-
stupy,

e operuje se symboly a prostorovymi objekty,
e rychle rozezna podobnosti, rozdily a pravidelnosti,
e vizualizuje a interpretuje fakta a vztahy,

e pouziva srozumitelné, jednoduché, ekonomické a raciondlni argumenty, ...
Tt1 hlavni charakteristiky talentovaného zdka na matematiku jsou:

e ochota tvrdé pracovat (zahrnuje fadu charakteristik, napt. rozhodnost, angazovanost,
energicnost, vytrvalost, sebejistotu, schopnost sniSet stres a vyruSovani),

e prirozend matematickd zruc¢nost,

e vyrazna tvorivost (schopnost myslet odliSné, kombinovat zkuSenosti a dovednosti ze
zdanlivé neslucitelnych oblasti a propojovat je do novych myslenek a vysledka).

Motivace zaku nadanych na matematiku

Po identifikovani matematickych talentl je hlavni otdzkou, jak studenty motivovat,
aby svuj talent rozvijeli. Neexistuje jediny pfistup, je tieba vytvofit individudlni programy
pro z4ky tak, aby byla respektovana Zdkova osobnost a potieby (rozdily napft. v rychlosti
prichodu matematického obsahu).

V ramci projektu MathEU byly stanoveny tfi urovné motivovani matematického
talentu (Michalides, interni material projektu, 2004), jez jsou schematicky znazornény
na obr. 2.
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Uroveii 1: Podpora rodiny

Vyzkum potvrzuje pfi motivovani matematického talentu dilileZitost postojl rodicii
a jejich podpory a vedeni. Rodice

e jsou povazovani za prvotni vliv, i kdyZ ne vZdy mohou sami nabidnout dostate¢né
matematické znalosti a dovednosti,

e hraji zdsadni roli vytvarenim kognitivniho a emocionalniho prostfedi, v némz déti
vyrastaji, u¢i je mentalni discipliné, usmériuji jejich schopnosti, hodnoti jejich silné
a slabé stranky, péstuji prani ucit se a vyuzivat nabizené moznosti, . . .

Uroven 2: Ucitelé a kurikula
Ucitelé nabizeji Zakim vnitini i vnéjsi motivaci. Maji dvé klicové funkce:

e vybiraji ulohy, které jsou pro matematické talenty dostateCnou vyzvou a podporuji
poznani (napf. mysleni a uvazovani jako nalézani pravidelnosti a vztahi, tvorbu holis-
tickych a lateralnich feSen{), meta-poznéni (napf. porovnani a rozvijeni riznych metod
reSeni uloh) a motivaci (napf. feSeni narocnych tloh),

e piipravuji pro Zaky prilezitosti, pfi nichZ se mohou zapojit do feSeni naro¢nych tloh,

Matematické talenty potiebuji diferencované kurikuldrni programy, které jsou pfri-
zpusobeny jejich individudlnim charakteristikdm, potfebam, schopnostem a zajmim.
Kurikulum m4:
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e podporovat, aby matematické talenty spolupracovali — budou se tak ucit jeden od
druhého, podnécovat se navzdjem, pomdhat si prekondvat prekdzky - budou z toho
tézit jak akademicky, tak 1 emocionalné,

e zdUraziiovat a rozvijet uvaZzovani a nezavislé vyzkumné dovednosti napt. zatfazova-
nim feSeni uloh a uceni se objevovanim, zafazovanim projektd, hledanim zakonitosti
a vztaht; aktivity maji pomahat Zakiim rozvijet strukturované i nestrukturované badant,
podnécovat dovednosti, kategorizovat a syntetizovat, rozvijet ucinné studijni navyky
a podporovat kladeni otizek,

e potlacovat dril, nabizet mezipredmétové a mezioborové souvislosti,

e byt pruzné jak v oblasti hodnoceni znalosti a dovednosti (nabizet pfileZitosti k sebe-
hodnoceni), tak v oblasti obsahu a zkuSenosti zakd, . . .

Urovei 3: Spolec¢nost

Motivovat matematicky nadané Zaky ze strany spolecnosti je ddna povinnosti na
urovni mistnich organizaci, vlad a univerzit a mize se v soucasné dobé uskutecnovat

Vv,

je mozné najit na adrese [11].

Podpora zaka nadanych na matematiku

Na podporu zakd nadanych na matematiku jsou v ramci projektu vypracovany uc¢ebni
materidly. Cely podplrny materidl se sklada ze zpracovani fady matematickych témat
(tzv. ladders). Kazdé téma (ladder) je zpracovano jako gradovand série tloh proloZzena
teoretickymi podklady a pedagogickymi komentéfi pro ucitele.

Pfi pouzivani tohoto uc¢ebniho materidlu je role uditele nezastupitelnd, proto je nutno
ucitele na praci s materialy pfipravit. Pocita se s tim, Ze v kazdé zastoupené zemi probéhne
Skolen{ uditeld pracujicich s talentovanymi Zadky v matematice.

Materialy jsou pripraveny ve dvou urovnich — pro zdkladni Skolu a pro stfedni Skolu.

Soucasny stav projektu

Price na projektu kontinualné probihaji, do soucasné doby jsou vypracovény identi-
fikacni a motiva¢ni nastroje a odborné texty na podporu rozvoje talentti (ladders).

JiZ bylo provedeno pilotovani té€chto texti na zacich, kteri byli identifikovani jako
talentovani jinymi prostfedky v jednotlivych partnerskych zemich. Pro tyto vytipované
zéky se béhem pilotaze jako mimoradné motivujici se ukédzalo:

e kontakt s odborniky v dané problematice,
e moZnost prezentace feSeni dloh z laddert,
e kontakty mezi studenty z rtiznych zemi nadanymi na matematiku,

e ziskani sebevédomi pii Uspésné prezentaci své prace.
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Vyhled do budoucna

Dalsi fazi projektu maji byt vyukové kurzy pro ucitele, ktefi budou pomoci laddert
vyhledavat talentované zaky a pracovat s nimi ve své zemi. K tomu je tfeba nejprve
doplnit pedagogické slozky vypracovavanych materidlii a metodické pokyny a pak pro-
vést Skoleni ucitelt, aby uméli laddery pouzivat. To uz ale bude soucasti pokracujiciho
projektu v rdmci programu Socrates — Comenius 2.2, ktery se rozebéhne na prelomu
kvétna a ¢ervna 2006 na Kypru.
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Smecka zakopanych psi v naSem Skolstvi

Alena Sarounovd'

Abstrakt: Cldnek se zamysli nad zménami, k nimz dochdzi v lidské spolecnosti, hlavné
v§ak v Ceském Skolstvi za poslednich nékolik desitek let. Nejde o objektivni studii, jednd
se pouze o subjektivni pocity autorky, a to hlavné o pocity negativni.

Abstract: The article focuses on changes which have taken place in society and mainly
in the Czech educational system in the last decades. It is not an objective study, it only
includes the author’s subjective thoughts, mainly negative.

Nelehce se mi pisi tyto fadky; je mi jako Clovéku, ktery uctuje se svym Zivotem
a zjisti, 7e se marné snaZil naplnit n&ktery z idedld svého détstvi. Ze pracoval marné —
protoze Spatné, popripadé proto, Ze si vybral neredlny cil. A smutné je, Ze uz neni cas
na napravu toho omylu, protoze okolnosti jsou mnohem silnéjs$i nez jedno lidské prani
a nejsme tu navéky. Od svych deseti let, od okamziku, kdy mne pan ucitel Josef Maudr
poslal na stupinek a fekl: ,,Sarounko, u¢! J4 musim odejit.“, jsem se zajimala o u&itelstvi
— a zlstala jsem mu pies vSechny ,,zlé Casy®, které m¢ potkaly, vérnad. Radda rozddvam
energii, dobrou nédladu a odvahu — ale pfiSel Cas, kdy je bohuZel nutné fici néco jiného.

Stejné jako v ostatnich oblastech naSeho Zivota jsme i ve Skolstvi zahlceni mnozstvim
studii, vyzkumnych zprav, zdkoni atp. VSechny Skolské dokumenty nds presvédcuji o nut-
nosti zlepSeni a o tom, jak to bude pro nis vSechny uZitecné. Pied o¢i nam kladou samé
vyhody zavadénych zmén a priklady krasnych vysledkd podobnych opatieni v cizing.
Ano, o kladech hovoii i instituce, které stoji u kolébky téchto snah, velmi naléhavé.
fadu uciteld, ale je nutné vidét i druhou stranu déji a véci — a kde to jde, néco pro jejich
napravu udélat.

Dovolte mi odcitovat zde jednu mySlenku prezidenta USA (nikoliv proto, Ze ji vyslovil
prezident USA, ale protoZe stoji za zamysleni): ,,Svoboda bez vzdélani je nebezpecn4,
vzdélani bez svobody je zbyte¢né.“ S prvni Casti bezvyhradné souhlasim, s druhou
,Civilizacni slupka“ na nés je priliS kiehkd — a spadne-li z nas, propadneme se do chaosu
a hriz, protoZe lidské zakony nedodrzime a o prirodni fad zvitecich skupin jsme pfisli
uz asi davno. Dostali bychom se (diky technice bez lidskosti) az na dno samé existence.
Lidstvo nem4 jinou cestu nez neustédlé vzdélavani, chce-li tu jest€ néjaky Cas pobyt.

Pominu zde nedostatek zodpovédnosti celé spolenosti k vlastni budoucnosti (plano-
vani od voleb k volbam, niceni prirody, hazardovani s ornou ptidou atd.) i vladu penéz
nad vS§im a ve vSem (naSe svoboda je iluze, jen si to pfiznejme!).

'MFF UK, Praha, sarounov@karlin.mff.cuni.cz
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Vzdé€lani je velmi vyznamnou slozkou kultury. Je pravda, Ze jen Cast vzdélani ziskame
ve Skole, ale je to ¢ast velmi dilezitd, protoZe tvofi urCity systém, ktery nds spojuje.
Soucasnd doba je charakteristicka ,,kulturnim zmatenim* v mnoha oblastech Zemékoule;
do jisté miry jsou jim zasazeny vSechny zemé&. Stadvame se povrchnéj$imi, nevyvazenymi,
nachylnymi zapominat i neuvazené prejimat.

,Kultura degeneruje jen tehdy, kdyz pfili§ zkostnati — nebo tehdy, kdyZ se pfili$
sméle a ukvapené fiti do prazkumu, tvrdi D. Morris v knize [1]. Uspéje jenom ta kul-
tura, kterd nalezne spravnou rovnovahu mezi obéma sméry. Dnes vidime kolem sebe
plno dokladu pfili§ ztrnulych i pfili§ ukvapenych kultur. Malé zaostalé spolecnosti, jez
uplné ovladlo tézké brimé zdkoni a starych zvyk, patii k t€ém prvnim. TytéZ spolecnosti,
kdyz se jich uymou vyspélé kultury, pomohou jim a zvrati jejich Zivot, se rychle stavaji
pfikladem druhych. Vysledkem je kulturni zmatek a rozpad. Totéz tvrdi 1 D. Morris:
,Stastnd je ta spole¢nost, kterd postupné ziskd dokonalou rovnovéhu mezi napodobo-
vanim a zvédavosti, mezi otrockym mechanickym piejimanim a rozumnym zkouSenim
novych moZznosti.*

Nu - podivejme se, co bychom si také méli pfiznat v oblasti Skolstvi my, ucitelé!
Skolstvi jako celek je nemocné neustdlym reformovanim. (Vite, kolik bylo od r. 1945 re-
forem?) Zakladni chybou je, Ze se nikdy nevyhodnotil jejich ,,skute¢ny dopad‘ na mladez
(to je zélezitost velmi dlouhodobd), Ze se zdlivodiiovaly ,,zkvalitiovanim vyuky*, a¢ §lo
vétSinou o politiku (vliv mocnosti) a o ekonomiku (hratky s délkou Skolni dochazky. . . ).

Kdy vefejné pfizndme napf. to, Ze premira osmiletych gymnazii Skodi — a to zdkladnim
Skolam, jimz ,,vyzobe* sluSné zdky (a vysledky v ochuzenych tfidach se nutné zhorsi),
i samotnym gymndéziim (kvili financim pfijmou co nejvic déti — nejen téch opravdu
nadanych — a droven jde opét dola)?

Pro¢ se vytvafi ve spolecnosti predstava, Ze diive ucily Skoly Spatné, protoze ucily
fakta —a ted budou uéit kvalitné, protoZe se nebudou zabyvat fakty, ale rozvojem mysleni?
Proc€ jsou Skoly nuceny tvofit si vlastni Skolni vzdélavaci programy? Ve spolecnosti je
péstovdna predstava, Ze Skola bude moderni (= dobrd), bude-li mit svlij program. Je
pravda, Ze po dvé 1éta probihal experiment na ,,pilotnich Skoldch* — ale kolik jich bylo?
A jak se vlastné hodnotil vysledek toho experimentu? Povazuji za krajné nezodpovédné
zavadét do vSech Skol to, co se nékde (Castecné!) kratce zkouSelo a ve skuteCnosti
nevyhodnotilo.

Mezi uditeli (a i fediteli) Skol koluji nejasné predstavy, Ze je tfeba sluCovat predméty,
vymycovat fakta. . . hlavné ,,ucit jinak* — ale vétSinou neni jasné jak. Dobré Skoly ucily
i diive zaky logicky myslet a samostatné pracovat, zdiraziiovaly mezipredmétové vztahy
a umoziiovaly vybér volitelnych aktivit podle zdjmu Z4dkd. Spatné $koly to nebudou
schopné délat ani po této reformé, spiSe jejich kvalita jeSté poklesne, protoze jen velmi
zodpovédni ucitelé s reformou vzad (na predchozi Skolni stupné) i vpred (na navazujici
Skoly) mohou vytvofit smysluplny Skolni vzdélavaci program. V opacném ptipadé hrozi
chaos a prudké zhorSeni znalosti nasich Zakt. Kromé par vybranych skol vidime postupné
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zhorSovani Skolnich vysledkl uz radu let.
Kdybychom chtéli byt upfimni sami pied sebou, museli bychom si pfiznat, Ze kvalit-
nimu vzdélani by prospéla fada velmi nepopularnich opatieni ve Skole:

e Sestidenni Skolni tyden (po dvou volnych dnech mame uz prazdninovy syndrom —
a patek 1 pondéli jsou ,,Spatné®,

e jasny fad, dislednost v kontrole povinnosti Zakii (nemaji jen praval),

e dodrzovani (rozumného) rozvrhu a podobné aktivity jako brusleni, divadla atd. nekonat
dopoledne, . . .

Z4kom také nesved&i $kolni kolosy s anonymnim prostfedim (sidlistni velkoskoly) —
ty ovSem nejsou dobré ani pro ucitele (bohuzel pro ekonomiku asi ano).

Reformacni horecka se nevyhnula ani vysokym Skoldm. UZ sdm piechod na kreditni
systémy hodnoceni studia umoziiuje fadé posluchact t€Zit ze situace a proklouznout me-
todou nejmensi ndmahy. Za pohromu vSak povaZzuji nésilny pfechod studia ucitelstvi na
dvojstuptiovy systém bakalaf-magistr. Lékarskym fakultdm se pry podarilo ubrénit to-
muto dé€leni studia, ale my budeme zfejmé vychovavat bakalare ,,ptlucitele®, ktefi budou
bud umét napf. pocitat, ale didaktické predméty jesté mit nebudou, nebo naopak. (Trochu
prehanim, ale toto nebezpeci tu opravdu je.) Formalizace, ktera nevychdzi z podstaty véci
— z potfeby, nemiZe nikomu prospét.

Jesté bych méla vysvétlit, jak Skodi Skolstvi premira testovani, ale to si nechim

vvvvv

vSemu aspon trochu prospét naSemu Skolstvi:

e Zajimejme se o to, co se déje na vSech stupnich Skol bez ohledu na to, kde ucime.
Ucitelim z niZ$tho stupné poméhejme radou a ctéme jejich zkusSenosti. Vic se tak
dozvime o svych Zicich i ,,kantofiné* obecné.

e Mezi svymi kolegy Sifme dobré ndpady 1 materidly — a také optimismus. (To je ovSem
nejtézsi, ale zkusme to.)

e Své napady a zkuSenosti se nebojme zvefejiiovat. Nékterému z kolegti se mohou hodit
— a ani my nevime vSechno.

e Pokud se nam néco ve Skolstvi nelibi, fikeyme to NAHLAS. Septem ni¢eho nedosdh-
neme. Asi nebudeme populérni, ale ndm jde prece o déti, ne? A nemame-li dostatecné
moudré nadfizené orgdny, musime byt moudii (a odvazni) sami.
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Projekt FRVS na rok 2004: Péce o talenty v matematice

Viadimir Vandk!

Abstrakt: V soucasnosti se problematice péce o talentované Zdky, zvldsté pak na ma-
tematiku, nevénuje velkd pozornost. V porovndni s ostatnimi vyspélymi stdty lze rici, Ze
prdce s nadanymi studenty u nds stoji mimo oblast zdjmu, prestoZe v minulosti jsme na
tomto poli zaznamendvali ispéchy. Cldnek se zabyvd prdvé soucasnym stavem a nej-
vétsimi problémy, se kterymi se v praxi potykaji ucitelé pri prdci ve specidlnich triddch
gymndzii. Autor se spolu s rediteli a uciteli téchto gymndzii snaZi najit reseni vySe zmi-
niovanych problému. Informace o soucasné situaci a data uvedend v tomto ¢ldnku byla
ziskdna v rdmci FeSeni projektu FRVS. Jednd se piedevsim o statistiku poctii studentii
studujicich v téchto triddch v pritbéhu poslednich péti let. Ddle zde ctendr miiZe nalézt
informace o historii vzniku matematickych t¥id na gymndziich v CR.

Abstract: There are not many current publications dealing with the care of talented
pupils, mainly mathematically talented. In comparison with other western countries, the
care of gifted students in our country is not in the centre of interest even though we reached
many achievements in this field in the past. The paper discusses current state and the
most serious problems of the teachers working in the special secondary grammar school
classes. The author and the headmasters and teachers of these secondary grammar
schools try to find a solution to the above-mentioned problems. All the information
about the current situation and data introduced in this article were gathered in a survey
conducted as a project of FRVS. It means foremost the statistical number of students
attending these schools during the last five years. You can also find information about
the history of establishing mathematical classes at Czech secondary grammar schools
there.

Historie

Jednou z nejkoncentrovanéjSich forem péce o matematicky nadané stredoSkoléaky je
jejich vzdélavani ve tfidach gymnazii se zaméfenim na matematiku. Prvni tfidy se zamé-
fenim na matematiku (01-Matematika) vznikly v roce 1974 v tehdej$im Ceskoslovensku
na Gtyfech gymnéziich. V Ceské republice to bylo na Gymnéziu W. Piecka, Korunni
2 v Praze 2, které se pozdéji premistilo do Zborovské 45 v Praze 5 a roku 1999 zis-
kalo Cestny nazev Gymnazium Ch. Dopplera, na Gymnéziu M. Kopernika, 17. listopadu
526 v Bilovci, jez si zachovalo své jméno dodnes. Na Slovensku to bylo na Gymnéziu
v ulici A. Markusa v Bratislavé (dnes se ulice nazyva Grosslingova) a na Gymnaziu ve
Smeralové ulici v Kogicich.

YKMPAF UP, Olomouc, viavan@email.cz
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Pozdg&ji bylo k témto $koldm piipojeno jesté Gymnazium v Ziling. Roku 1984 byla
sit matematickych gymnazii podstatné rozsitena tak, aby na teritoriu kazdého tehdejSiho
kraje (s vyjimkou Stiedoceského) byla ustavena aspon jedna takova tfida — tak bylo mezi
matematickd gymnézia v Ceské republice zafazeno Gymnazium, Mikuld§ské nam. 23
v Plzni, Gymnazium, Partyzanska 530 v Liberci 11, které 1. 1. 1999 ziskalo Cestny
nizev Gymnazium F. X. Saldy, Gymnazium J. K. Tyla, Tylovo nabiezi 682 v Hradci
Kralové a Gymndézium, tf. kpt. JaroSe 14 v Brné. Od Skolniho roku 1985/86 byly zfizeny
matematické tfidy na Gymnaziu, Jirovcova ulice v Ceskych Bud&jovicich a od $kolniho
roku 1986/87 na Gymnaziu, tf. Jiftho z Podébrad v Olomouci.

Dnes uz bohuzel existuji tiidy s matematickym zaméfenim pouze na gymnaziich
v Bilovci, Plzni, Brné a Hradci Kralové. Prazské Gymnazium Ch. Dopplera v roce 2002
uzavielo posledni tifdu se zaméfenim 01-Matematika. TakZe nyni jsou v celé Ceské
republice pouze Ctyfi matematickd gymnazia.

V soucasné dobé se velmi diskutuje pridvé o problematice spojené s praci s mate-
maticky talentovanou mladezi. V loniském roce v ramci feSeni projektu Fondu rozvoje
vysokych Skol probéhl vyzkum, ktery mél za ukol zmapovat soucasny stav péce o talen-
tované z4ky v matematickych tfidach gymnazii v CR.

Vyzkumny projekt

Vlastni realizace daného projektu byla zahgjena jesté pred jeho schvalenim, samotny
vyzkum pak zapocal v roce 2004. Vyzkum probihal v nékolika etapach.

1. etapa: V této etapé Slo o zmapovani aktudlnich problémi spojenych s péci
o matematicky talentovaného Zaka v tfidach gymnazii pivodné oznacovanych jako O1-
Matematika, a to prfedevSim o zjiSténi nazord pedagogti, ktefi bezprostfedné pracuji
s talentovanymi zdky v uvedenych tfidach. Soucasné Slo o studium dostupné literatury
zaméfené na identifikaci matematického talentu, organizacni formy prace s Zdky nada-
nymi na matematiku a moznosti péce o talentované zaky. Na zédklad€ studia odbornych
materidli a rozhovort s odborniky v dané oblasti byl sestaven dotaznik pro pedagogy a e-
ditele gymnazii, jez maji tiidy se zaméfenim na matematiku. Jednim z cilt projektu bylo
také vyuZiti poznatkd pro pripravu budoucich ucitelii matematiky na fakultach ptfipravu-
jicich ucitele. Tento cil byl naplnén pfipravou volitelného seminare ,,PéCe o talentované
74ky v matematice® pro studenty uéitelstvi druhého stupng ZS.

2. etapa: Tato cast byla vénovdna samotnému empirickému vyzkumu. V kvétnu
2004 byli kontaktovani feditelé vech &tyf gymnazif, které v soudasné dob& na tizemi CR
provozuji tfidy se zaméfenim na matematiku, jmenovité Mgr. Vaclav Vanék (Gymnazium
M. Kopernika, Bilovec), RNDr. Marta Pétova (Gymnazium J. K. Tyla, Hradec Krélové),
RNDr. Jifi Herman, Ph.D. (Gymndzium na tf. kpt. JaroSe, Brno) a Mgr. Josef Trnecek
(Gymnazium na MikulaSském ndm., Plzen). Zde pak vyzkum probihal, dotazniky pro
ucitele byly rozesldny poStou, data pro zpracovani po¢tu zaki byla shromazdovéna
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osobn¢, ¢imZ bylo dosaZeno maximadlni efektivnosti. Navs§t€v gymndzii bylo vyuZito
k ziskani fizeného interview vSech jmenovanych fediteli. Ty pak byly prevedeny do
podoby psaného textu se zachovanim maximalni diskrétnosti.

3. etapa: V této etapé doslo k zpracovani do elektronické podoby a vyhodnocenti zis-
kanych dat. Dil¢i vysledky vyzkumu pak byly prezentoviny na mezindrodnim workshopu
MAKOS 2004 v Jitetiné pod Jedlovou a na konferenci Aktudini problémy pedagogiky ve
vyzkumech studentit doktorskych studijnich programit na PAF UP v Olomouci. StéZejni
prezentace souhrnnych vysledkli pak probéhla v dubnu 2005 na konferenci Ani jeden
matematicky talent nazmar Il v Hradci Kralové.

4. etapa: V ramci feSeni projektu se podafilo navazat spolupréci s pfednimi odborniky
v dané oblasti ze Slovenska (s prof. L. KoS¢em). Vysledkem vzdjemné spoluprice bude
uskute¢néni dosud neprovadéného vyzkumu na zjisténi matematického kvocientu u zakt
matematickych tiid gymnazii v CR, ktery je pfipravovan na rok 2005. Vyzkum bude
stézejni Casti disertacni prace autora tohoto ¢lanku a vyznamné prispéje k moznostem
zkvalitnéni péce o talentované ziky.

Ziskané hodnoty

e V souasnosti existuji v CR pouze étyfi gymndzia celkem s dvaceti tifdami zamé&fenymi
na matematiku.

e Prvnim z cilli bylo osvojit a utfidit zakladni poznatky spojené s Vyhlevdévénim, identi-
fikaci a ndslednou péci o matematicky talentované zdky gymndzii v CR.

e Dalsi ukol predstavoval zmapovani poctt zakt studujicich v poslednich nékolika letech

ve specialnich tfidach. Za poslednich 5 let absolvovalo, ¢i studuje tyto tiidy 2683 zakd,
2057 chlapcti a 626 divek (podrobnosti viz tab. 1).

e O tisp&snosti absolventd hovoii napf. jejich procentudlni dsp&snost pfijeti na VS, ktera
se pohybuje mezi 95 %—100 %, i zastoupeni téchto studentli v matematické olympiadé.

e DalSim ukolem bylo charakterizovat nejvétsi problémy spojené s existenci matematic-
kych tfid a ndvrh jejich feSeni. Jde o:

1. nedostateny podet matematickych t¥id jak na ZS, tak i na gymnaziich,

2. zruSeni talentovych zkousek,

3. nizka dotace hodin matematiky,

4. s tim spojené omezovani rozsahu vyucovanych oblasti matematiky,

5. nedostate¢nd moZnost individudlni péce o talenty z asovych divodi,

6. povinnost vyucovat v daném poctu hodin tydné ve specidlnich tfidach predmeéty,
které nejsou, dle nazorti pedagogii, stéZejni pri rozvoji matematického talentu,

7.nizka atraktivita studia matematiky,

8. absence koncepce piirodovédného vzdélavani v CR,
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9. nedostate¢né finan¢ni i materidlni zabezpeceni vysoce naro¢né vyuky ve specia-
lizovanych tfidach,
10. mald podpora ze strany statu, . . .

Pocty studenti matematickych tfid gymnézii v CR
Skolni rok | ro¢nik | Zaci | chlapci divky
1999/2000 L. 111 73 38
II. 107 82 25
III. 97 77 20
IV. 85 75 10
2000/2001 L. 109 78 31
II. 108 72 36
III. 107 82 25
IV. 93 75 18
2001/2002 L. 109 84 25
II. 108 78 30
III. 107 71 36
IV. 104 79 25
2002/2003 L. 99 77 22
II. 105 81 24
1. 104 77 27
IV. 104 70 34
2003/2004 L. 118 89 29
II. 93 73 20
1. 104 81 23
IV. 106 79 27
celkem 2683 | 2057 626
Tabulka 1
ReSeni a vysledky

Na nékteré z té€chto problémi byla po diskusi s fediteli a uciteli matematickych tfid
nalezena odpovéd. Stru¢né tedy lze fici, Ze stéZejnim feSenim by bylo ponechat vétsi
moznosti rozhodovani o po¢tu hodin a mnoZstvi predméti v rukou feditele, dale pak
odlisit specializované tfidy od klasickych, a to administrativné a materidlni a finan¢ni
dotaci, s ¢imZ souvisi i vznik koncepce pfirodovédného vyucovani viibec.

Natalentové zkousky uskute¢niované mésic pred klasickymi pfijimacimi zkouSkami je
dvoji pohled, dvé gymnazia je velmi postrddaji a zbyvajici dvé jejich zruSeni akceptovala,
nebot’ vytvarely nepiijemnou atmosféru mezi ostatnimi gymnézii.
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Popularizace matematiky je nutnou soucasti prace ucitelti matematiky, jiz Ize usku-
tecniovat hlavné dokonalou pfipravou hodin, sebevzdélavanim a praci v mimoskolnich
aktivitich zaméfenych na matematiku.

Soucasné metody vyuky jsou z ¢asovych divodi omezeny pouze na frontdlni vyuku.
Hlavni formou péce o talenty je zapojovani vysokoSkolskych odborniku do vyuky, pora-
dani seminafa pro studenty a ucitele gymnazii a pfedevsim motivovani studentd formou
matematickych soutéZzi, jako je matematickd olympiada, Matematicky klokan apod. Na-
vazani spolupréce s prednimi odborniky na Slovensku pfi ptipravé ojedinélého vyzkumu
matematickych schopnosti zakt specidlnich tfid na rok 2005 se jevi jako velice piinosné.

Zaveér
Nékteré skutecnosti, na néz struéné upozornila tato stat, opraviiuji k tvrzeni, Ze se
momentdlné matematicky nadanym zakim nevénuje dostate¢nd pozornost. Tento jev je

ovSem paradoxem, nebot’ v zahrani¢i je nadanym jedincim vénovana maximalni péce.
Pokud se tento trend nezméni, bude se deficit nasi spole¢nosti neustdle zvySovat.
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NYEX, UNESCO a nezletilé talenty pro védu

Eva Vondrdkovd®

Abstrakt: Prispévek navazuje na sdéleni ,, Povinnd Skolni dochdzka budoucich védcii
a matematika“, prednesené na minulé konferenci. Seznamuje s nejnovéjsi mezindrodni
iniciativou podporujici védeckou vychovu stredoskoldki ve spoluprdci s univerzitami
a védeckymi pracovniky od doktorandii po nositele Nobelovy ceny. Na zdkladé zkuSenosti

! Spolecnost pro talent a naddni, vondrakova@ chello.cz
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Z prdce s mimorddné nadanymi détmi upozoriiuje na nékteré problémy, se kterymi se u nds
nadani, motivovani a uspésni stiedoSkoldci béhem studia setkdvaji. Informuje rovnéz
o novych trendech v poZadavcich rodicii na vzdéldavdni a rozvoj osobnosti nadanych déti.
Nabizi zamysleni nad variantami péce o nadané respektujicimi specifické vzdéldvact
potreby téchto déti i ve svété pocitovany nedostatek talentu pro prirodovédu a techniku.

Abstract: The contribution is a continuation of the article ,,Compulsory school edu-
cation of future scientists and mathematics*“ from the last conference. It deals with the
most up-to-date international iniciative supporting the scientific education of secondary
schools in cooperation with universities and scientific workers beginning with PhD stu-
dents and ending with Nobel prize winners. Some problems which talented, motivated
and successfull secondary students meet in the Czech Republic during their studies are
mentioned. New trends in parents’ demands on education and development of personali-
ties of talented children are dealt with. The article muses on the types of care for talented
students which respects their specific educational needs and on the lack of talended
students for natural and technical sciences.

V dubnu 2002 se v madarském Visegradu konalo pracovni setkani NATO — UNESCO.
Jeho cilem bylo seznamit pozvané odborniky z 23 ¢lenskych stati NATO a partnerskych
raeli a roz§ifit tyto poznatky do dalSich, zejména sttedoevropskych postkomunistickych
zemi. Setkani se zucastnili vynikajici odbornici z oblasti ptirodovédy a vzdélavani nada-
nych a zéastupci vyznamnych mezindrodnich instituci (NATO, UNESCO, Rada Evropy
a dalsi).

Na odborném programu i organizaci setkdni se vyznamnou mérou podileli mimotradné
nadani, sympaticti, organizacné schopni a vstficni studenti, komunikujici v nékolika ci-
zich jazycich, motivovani pro védu a nadSeni oborem, kterym se zabyvaji, 1 moznosti
setkat se s podobné zaméfenymi studenty a odborniky z mnoha dalSich zemi. Ve stfedo-
Skolském véku spolupracuji na skute¢nych vyzkumech a vétSinou studuji na univerzité.
Maji radost z pozndvéni a z moznosti sdilet své nadSeni s ostatnimi. Samoziejmé jim
nechybi smysl pro humor. Rozhodné neptisobi dojmem nestastnych, vyCerpanych, preti-
Zenych, pro bézny Zivot nepouzitelnych exotd.

Workshop umoznil ucastnikiim rozsitfeni obzoru, navazani novych kontaktl se zaji-
mavymi lidmi a pfinesl radost z opétovného setkani tém, ktefi se diky spoleCnym zdjmim
znali nebo spolupracovali uz diive. Setkédni v roce 2002 bylo zdkladem k vytvoreni sité
pracovist'i jednotlivcet, ktefi se chtéji podilet na vyméné zkuSenosti, informaci a vzdéla-
vacich nabidek pro védeckou pripravu velmi mladych adepti zejména piirodnich véd.

Druhy workshop NATO o vyhleddvani a rozvoji talentli pro prirodni védy a techno-
logie se konal 1.-3. fijna 2004 opét v Madarsku, v Egeru. Tentokrat byl pocet Gc¢astnika
mensi a program byl zaméfen predevsim na védeckou pripravu nadanych a motivovanych
stredoskoldkt. SloZeni dcastniki se ¢aste¢né zménilo, nadSeni zlistalo stejné.
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S dikladné vypracovanym systémem péce o védecké talenty se nové predstavili
zastupci Jihokorejské republiky. Jejich zdsluhou byl pozvan dalsi Cesky ucastnik, doc.
Zden€k Kluiber. Setkali se s nim v Brazilii, kde je v soutézi talentli pro fyziku zaujal
vykon jim vedenych ¢eskych student.

Zastupcem Slovenska byl doc. Lubomir TomasSka z katedry genetiky Piirodovédecké
fakulty UK v Bratislavé, ktery spolupracuje se Skolou pro mimotradné nadané déti a gym-
naziem, také v Bratislavé. Popsal situaci v péci o mimoradné nadané na Slovensku.

Kazda ze zucastnénych postkomunistickych zemi md v né¢em mirny ,,naskok* pred
ostatnimi a v néfem jiném proti nim zaostdva. Vyjimkou je Madarsko, které je v péci
o talenty mnohem pokrocilejsi. VSechny staty ale maji co zlepSovat a maji pfed sebou
podobny ukol: upravit vzdéldvaci podminky tak, aby se motivovani Zdci a studenti ne-
museli brzdit ve svém rozletu. ReSenim neni pouhd zména legislativy, ale zejména to, jak
odpovida skute¢nym potfebam mimoradné nadanych a jejich pedagogt, do jaké miry Ize
moznosti v legislativé uvedenych v praxi opravdu vyuZzivat a zda jsou nékteré Skoly 1 za
piiznivych podminek viibec ochotny potencidlnim talentim mimoradnou péci vénovat
a umoznit jim program odpovidajici jejich individualnim vzdélavacim potiebam.

Madarsko ma velky zdjem o rozvoj potencidlu své mladé generace. Svéd¢i o tom
mimo jiné skutecnost, ze se zde konaly uz dvé ECHA (European Council for High
Ability) konference — v r. 1990 v Budapesti a r. 2000 v Debreciné. Na t€ druhé uz
byla sekce v madarstiné (nebot’ stejné jako u nds, ani v Madarsku neumi vétSina ucitelt
anglicky), vénovana ucitellim pracujicim s nadanymi. Vzdélavaci systém je pruznéjsi,
Skoly maji daleko vétsi volnost v tvorbé vzdélavacich programi a je zde tedy i vetsi
moznost vybéru z pestré nabidky. Obce jsou hrdé na své Skoly a na Skolach je to vidét —
jak mé&li moznost se piesvédCit dcastnici debrecinské konference. Madafi se také snazi
vyuzivat nabidek zahrani¢nich stipendijnich pobyti pro své zaky a studenty. Zda se, Ze
délaji vSe proto, aby se uplatnili i v mezindrodnim méfitku, coZ se jim ostatné dafi.

V tomto prostiedi vznikla vySe zminéna iniciativa NYEX. Predchazel ji program,
pomdhajici nadanym stfedoskoldkim (ve véku 14 — 20 let) najit mentory, ktefi by je
uvedli do védeckého vyzkumu na madarskych univerzitich a ve vyzkumnych tdstavech.
Inicidtorem programu je molekuldrni biolog Peter Csermely, ktery spolupracuje s psy-
cholozkou Marii Herskovits, feditelkou Centra pro nadané v Budapesti a byvalou ¢lenkou
mezinarodniho vyboru ECHA.

I u nds mame spoustu zaki a studenti, intelektové nadanych podobné jako védecké
nadéje z Madarska, Indie a USA, se kterymi jsme se ve Visegradu a Egeru setkali.
Pro¢ tedy sviij potencidl realizuje jen mald ¢ast z nich? Pricin je celd fada. Nespocivaji
v tom, Ze bychom neméli kvalitni odborniky, ochotné vénovat se ,,védeckému potéru*.
Rozhodné jich ale neni dost. Stalo by urcité za zamysleni, pro¢ tomu tak je. Jisté zde hraje
roli zdjem spoleCnosti a z n€j vyplyvajici priority, jejich financni podpora a vytvoreni
systému, nejen formdalniho, ale pfedevsim funk¢éniho.
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Dal$im velkym problémem je jazykova bariéra, tykajici se zaku i uciteld. Spolecnost
pro talent a naddni nabizela ucitelim moZnost tcasti na mezinarodnich projektech,
zamérenych na praci s nadanymi zaky. Najit partnery ke spolupraci, schopné domluvit
se anglicky nebo némecky, vyZzadovalo zna¢né usili. Podobné tomu bylo pfi vyhledavani
vhodnych kandidata pro ucast na prestiZzni némecké akademii pro nadané a motivované
stredoskoldky. Zajemcu, ktefi by byli v nécem vyjimecni a jesté uméli vyborné némecky,
bylo poskrovnu. KdyZ uz se ale nasli, byli néktefi z nich na Spickové urovni, srovnatelné
s vySe zminénymi talenty. Jednoho pfedstavime v nasledujicich kasuistikach.

Nabidka ti¢asti na mezindrodnich programech pro &fm dél tim mladsi Zaky z CR
stoupa. Problém je v tom, Ze obvykle nejsou dostatecné pokrocili v cizim jazyce. V tomto
sméru se situace zlepSuje jen velmi zvolna a ve vyhodé jsou déti, jejichz rodice vyresi
to, co povazuji za potirebné, vlastnimi silami. Nerovnost prilezitosti k rozvoji intelektu
a osobnosti d&t{ se tim samozfejmé zvySuje. ReSenim by ale neméla byt snaha branit
v rozletu tém, ktefi se vzdaluji od priméru. Naopak je tieba vytvorit takovy systém, ktery
by pomohl k co nejlepsi realizaci potencidlu i détem znevyhodnénym. Vhodné modely
bychom nasli napt. ve Velké Britdnii, kde projekt ,,Excellence in Cities* je zaméfen na
vyhledavani a podporu nadanych déti z problémovych oblasti. Madarsky program ,,Janos
Arany“ je urCen na podporu nadanych déti z mist, vzdalenych od center vzdélavani.

Bariérou, uspésné branici mnoha naSim Zakim a studentim v rozvoji potencidlu,
ale také v jeho uplatnéni, je zptsob, jakym jsou mnozi studenti vychovavani, jakym
zpisobem je s nimi jedndno, nakolik jsou vedeni k samostatnosti a zda je podporovan
rozvoj jejich sebediivéry, potfebny k vytvareni kompetenci.

Mimoradné nadané déti mohou mit studijni problémy vzdor motivaci ke vzdélavani,
zajmu o obor, vybornym znamkdm a uspéchim v soutéZich. Zakladnim problémem
je nuda. Jsou-li v urcité oblasti napfed, nudi se i tam, kde by se vétSina ostatnich,
v dosahu svého bydlisté. Jsou povazovani za premianty a vysildni, aby reprezentovali
Skolu v rliznych soutéZich, coz dspésné plni. V ¢em je tedy problém?

Student je ve ,,svém* oboru na mnohem vySsi urovni a to, co mu nabizi jeho, byt
prestizni gymnéazium, mu nestaci. Navic je frustrovan zbyte¢nou ztratou Casu, kdyZ je
nucen se ,,ucit*“ néco, co uzZ ma davno zvladnuté a nemtize se vénovat tomu, co by pro néj
bylo nové, zajimavé a dostatecné naro¢né, aby mohl rozvijet sviij intelektovy potencidl.

Reseni by nemélo byt problémem, pokud by existovala moZnost oteviené partnerské
komunikace mezi vedenim Skoly, pedagogy, studenty (ziky), ptipadné rodici. Takové
Skoly existuji, stdle jich vSak neni dost. VétSinou mame jiné zkuSenosti. V poradenstvi pro
nadané, kterym se zabyvame pii Spolecnosti pro talent a nadani, se opakované setkdvame
s tim, Ze existuji Skoly natolik spokojené se svou povésti prestizniho vzdélavaciho ustavu,
7e na sobé nehodlaji nic ménit. V mensich méstech mozna spolé€haji na to, Ze nespokojeny
student nemad jinou moznost volby. Podobné problémy ale mohou mit i studenti ve velkych
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méstech. VySe uvedené ilustruji dva ptiklady z posledni doby.

1. Premiantka z menSiho mésta, kterd méla zajem o matematiku, opakované zadala
vedeni gymndzia o individudlni studijni pldn, ktery by ji umoZnil ndro¢né&;si variantu
studia. Nestalo se tak, naopak vedeni Skoly neslo nelibé, Ze je divka nespokojena presto,
Ze studuje na prestizni Skole a ma vynikajici prospéch. Po dvouletém marném usili
prestoupila do Prahy na Skolu, které ji tuto moZnost poskytla. I za cenu zmény bydlisté se
ted’ nadSené vénuje studiu, které si mize do zna¢né miry fidit sama. I na Skole, ktera dava
studentlim zna¢nou volnost a pfenechava zodpovédnost za studijni vysledky prevazné na
nich, mé vynikajici prospéch a znalosti. V pfistim Skolnim roce bude maturovat a uvazuje
o studiu fyziky.

2. Prestizni gymnazium vysilalo svého studenta na né¢kolik druhti olympiad, nebot
v nich Skolu opakované tspésné reprezentoval. Chlapec sdm mél zdjem jen o nékteré
ze soutéznich oboru, ze zdvorilosti vSak Skole ucast na téch dalSich neodmital, a¢ ho
pfiprava na né, vzhledem k jeho zodpovédnému pfistupu, zat€Zovala a zdrzovala. Sdm
mél zdjem o biologii, ve které se vypracoval na vysokoskolskou urovenl. V tomto oboru
se také dostal az do mezindrodniho kola soutéze. Jeho Skola byla ponékud vstficné;si,
presto vSak mél velké problémy, neZ se mu podafilo vymoci si individudlni studijni
plan a dostat souhlas k uvolnéni z vyuky, aby se mohl v zahrani¢i zucastnit soustredéni
nejuspesnéjsich resitelti olympiad.

Tento chlapec byl hostem Klubu rodi¢ii nadanych déti. Na otazku, co by od $koly
nejvice potieboval, odpovédél, Ze volnost ve zpiisobu, jakym si bude organizovat studium,
zejména v biologii. Jeho znalosti a porozuméni tomuto oboru jsou mnohem vyssi nez
u jeho spoluzaki a v nékterych tématech je patrné vétsim expertem neZ jeho pedagog.

V obou pripadech by se teoreticky dalo predpokladat, Ze Skola, navic s povésti pres-
tizniho vzdélavaciho zafizeni, bude rozlet svych mimofadné nadanych, motivovanych
a uspésnych student podporovat. Realita je ale casto takova, Ze Skola pokracuje v tom,
s ¢im ma dlouholeté zkuSenosti (jako napf. soutéZe), ma teoretické znalosti novych pojmii
a trendli (napf. emoc¢ni inteligence, kompetence), ale zatim je nespojuje s vlastni praxi.

Mimotéadné nadani Z4ci maji vétsi potfebu nezdvislosti nez jejich vrstevnici a v mno-
hem vétsi mitfe dokdzou fidit proces svého uceni sami. Malokdy k tomu ale maji pfi-
lezitost. Velmi Casto maji problémy s priliS autoritativnim vedenim ve Skole a néktefi
1 s nadmérnou péci rodiny. Takovéto, byt dobfe minéné podminky, ve skutecnosti ome-
zuji jejich osobnostni rozvoj, neumoznuji prevzit zodpovédnost za fizeni vlastniho Zivota
a brani ve vytvareni kompetenci.

V ¢em by se méla nabidka Skoly zménit, vidéno oima nadaného, motivovaného
a mezindrodné velmi uspésSného studenta? Jednu moZnost uvedl jiZ citovany talentovany
student: ,,V soucasné dobé€. . . spiSe neexistuje vyuka prace s informaci, jakoz 1 vyuka
reCnickych a prezentaCnich dovednosti. Pfitom jsem mél moznost na vlastni kazi si
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ovéfit, ze pravé zpusob prezentace vysledkii mého projektu je prinejmensim z poloviny
zodpovédny za to, zda se mi podaii zaujmout, popt. presvédcit.*

Jako tuspésnou variantu podpory talentli uvadi tento student ,,obCanské sdruzeni
Arachne, které porada odborna biologickd soustfedéni pro stiedoSkoldky. Jadro tohoto
sdruzeni tvori pfedev§im postgradudlni studenti Pfirodovédecké fakulty UK, ktefi celé
soustfedéni organizuji ve svém volném cCase. ... Arachne je jedine¢né tim, Ze se po-
kousi krom podpory intelektudlniho vyvoje potencialnich talentt i o jejich vSestranny
osobnostni rozvoj*.

Arachne je zndama mnoha ucastnikim této konference, nebot’ jesté pred neddvnem
se soustfedéni biologii konala spole¢né€ s obdobnym soustfedénim zdjemci o fyziku,
porfddanym nadSenci z MFF UK.

Na webovych strankdch NYEX se doctete, Ze se Arachne velmi aktivné zapojila do
této iniciativy. Jste-li fandy svého oboru a hledéte ,,sobé podobné*, podivejte se, prosim,
jestli by tfeba i pro vds nebyla zajimava spolutiast na tomto projektu. Netyka se jen
biologie. Bylo by dobré zapojit i nasSe studenty ve vétsi mife do tohoto sympatického
a nadéjného mezindrodniho spolecenstvi.

I rodice malych déti hledaji ¢im dal tim Castéji zymové Cinnosti, zamérené na védu
a techniku. Pokud hledaji Skolu, chtéji takovou, kterd bude rozvijet vzdélanost déti
a zaroven podporovat rozvoj samostatné kompetentni osobnosti. Mnozi jsou ochotni uz
se kviili dobré Skole pro své dité i prestéhovat, jak to zndme ze zahrani¢i. Zatim u nds
chybi moznost finan¢ni podpory vzdélavani mimoradné nadanych déti. Lze predpokladat,
Ze 1 zde ¢asem vznikne nadace, podobna napt. Davidsonové nadaci v USA.

To bude ale pfedmétem sdéleni na pfiSti konferenci, kde porovname napliiovani
specifickych vzdélavacich potieb déti, které se ,,nevejdou’ do naseho systému ani po
jeho tpravach, s feSenim podobnych ptipadi jinde.
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Ulohy na aritmetické posloupnosti vyssich Fada

v éeské (Ceskoslovenské) MO!

Jaroslav Zhouf®

Abstrakt: Na stiedni Skole se téma Aritmetické posloupnosti probird, ale neprobird se
téma Aritmetické posloupnosti vyssich rddii. Pritom obtiZnost tohoto rozSitujiciho tématu
je pro stredoskoldky také prijatelnd. Dokazuji to tilohy, které na toto téma muzZeme nalézt
v nasi matematické olympiddeé.

Abstract: The topic of arithmetic sequences is a part of secondary mathematics,
however, arithmetic sequences of higher orders is not. But the difficulty of this topic is
acceptable for secondary students. It can be seen in problems which can be found in
the Czech Mathematical Olympiad and which can be solved using the idea of arithmetic
sequences of higher order.

Uvod

Na stredni Skole se probird téma Aritmeticka posloupnost a fesi se v jeho ramci fada
zajimavych tdloh. Ve stfedoskolské matematice se ale fesi 1 tlohy, které patii do obecné;si
kategorie Aritmetické posloupnosti vyssich fada, ktera se vSak na stfedni Skole neprobira.

Diikazem toho, Ze se nejena o obtiZné téma, jsou dlohy, s nimiZ se miZeme seznamit
v [9] a[10].

Rekurentni definice aritmetickych posloupnosti vyssSich radu

Ze stiedni Skoly zndme rekurentni definici aritmetické posloupnosti. Ze znalosti
této definice miizeme analogicky vytvofit rekurentni definici aritmetickych posloupnosti
vyssich rada.

IPiispévek byl vytvofen s podporou grantu GAUK 500/2004/A-PP/PedF.
2PedF UK, Praha, jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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VSechny déle uvedené definice plati jak pro nekonecné, tak pro konec¢né posloupnosti.

Posloupnost (b,,) se nazyva aritmetickd posloupnost druhého ¥ddu, pravé kdyz po-
sloupnost (a,) = (b,+1 — by) je aritmetickd posloupnost.

Posloupnost (¢,) se nazyva aritmetickd posloupnost tietiho Fddu, pravé kdyZ po-
sloupnost (b,) = (¢,41 — ¢,) je aritmetickd posloupnost druhého fadu.

Analogicky se definuji dalsi aritmetické posloupnosti vyssich rddii.

Na stiedni $kole definovand aritmetickd posloupnost (a,, ), pro kterou plati a,, 11 —a,, =
= d, kde d je jeji diference, je vlastné aritmetickd posloupnost prvniho rdadu.

A posloupnost (d), kde d je konstanta, je aritmetickd posloupnost nultého Fddu.

Vzorec pro n-ty ¢len aritmetickych posloupnosti vyssich Fadu

Na stedni Skole se také uvadi vzorec pro n-ty ¢len aritmetické posloupnosti. Analo-
gicky lze najit vzorec pro n-ty ¢len aritmetickych posloupnosti vyssich radu.

Vime, Ze n-ty Clen aritmetické posloupnosti (prvniho fadu) (a,) je a, = a; +
+(n — 1)d = dn + (a1 — d), neboli a, = An + B, kde A a B jsou redlna Cisla.
Plati i opacné tvrzeni, a sice Ze kazda linearni funkce a, = An + B, kde A a B jsou
libovolnd redlna Cisla, je aritmetickd posloupnost (prvniho fadu), protoze je a, .1 — a, =
= [A(n+ 1)+ B] — [An+ B] = A.

Pro n-ty ¢len aritmetické posloupnosti druhého fadu (b,,) je analogicky b, = An? +
+Bn + C,kde A # 0, B, C jsou redlnd ¢isla. A plati i opacné tvrzeni, a sice Ze kazda
kvadraticka funkce b, = An? + Bn + C, kde A # 0, B, C jsou libovoln4 redlnd &isla,
je aritmetickd posloupnost druhého ¥adu, protoze b, 1 — b, = [A(n +1)>+ B(n+1) +
+C] — [An? + Bn + C] = 2An + (A + B) je linearni funkce.

Pro n-ty ¢len aritmetické posloupnosti tietiho ¥adu (c,) je analogicky ¢, = An? +
+Bn?> +Cn + D, kde A # 0, B, C, D jsou redlna &isla. A plati i opacné tvr-
zeni, a sice Ze kazd4 kubickd funkce ¢, = An3® + Bn? + Cn + D, kde A # 0,
B, C, D jsou libovolna redlna Cisla, je aritmeticka posloupnost tfetiho fadu, protoze
Coy1 —Cn = [An +1+ B(n+1)> + C(n+ 1) + D] — [An® + Bn* + Cn + D] =
= 3A4n* + (3A+ 2B)n + (A + B + C) je kvadraticka funkce.

Analogické uvahy plati i pro dalsi aritmetické posloupnosti vyssich radu.

Podrobnéji se o téchto pojmech mtizeme docist v [8] a [11].

Ulohy z &eské (Ceskoslovenské) matematické olympiady vyuZzivajici
aritmetickych posloupnosti vysSich radua

JelikoZ je téma aritmetickych posloupnosti vyssich fadi docela jednoduché a pro
sttedosSkoldky pristupné, domnival se autor tohoto ¢lanku, Ze to bude astym nadmétem
uloh matematické olympiddy, nebot’ feSitelé téchto uloh by si mohli jednoduse objevit
prislusnou teorii tykajicich se t€chto posloupnosti. ZjiSténi autora o poctu uloh tykajicich
se aritmetickych posloupnosti vyssich fada je vSak pro néj prekvapivé. MiZeme se
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tom presvédCit sami, nebot’ vSechny ulohy za dobu 54 let nasi matematické olympiady
zalozené na této teorii jsou déle uvedeny. V tomto je nim matematickd olympiada jesté
néco dluzna.

1. Ro¢nik 3 (53/54), kategorie A

Urcete soucet
Sp=12-22 432 — 42 4 ... 4 (—1)""n?
kde n je dané prirozené Cislo.

Vysledek:
n sudé: $p = —3n(n+1)
n liché: sn = 3n(n+1)

2. Rocnik 3 (53/54), kategorie A

Jestlize n je ptirozené Cislo, urcete soucet
Sp=1:2—2-3+3-4—4-5+---+(=1)""n(n+1).

Vysledek:
n sudé: sn = —3n(n +2)
n liché: Sp = 3(n+ 1)

3. Ro¢nik 4 (54/55), kategorie A

Urcete pocet trojuhelniki, které maji tyto dvé vlastnosti:
(1) Délky stran trojihelniki jsou celd Cisla.
(2) Délka libovolné strany téchto trojuihelnikti neni vétsi neZ dané ptirozené Cislo n.

Vysledek:
n sudé: $n = 3yn(n +2)(2n + 5)
n liché: $p=(n+1)(n+3)(2n+1)

4. Roc¢nik 14 (64/65), kategorie A

Vypoctéte soucet vSech moznych soucinii xy, jejichZ Cinitelé x, y jsou navzdjem rizna
Cisla vybrana z ptirozenych &isel 1,2, ..., n, kde n je dané prirozené Cislo.

Vysledek: sn=gn(n+1)(n—1)(3n +2)
5. Ro¢nik 16 (66/67), kategorie A

V prostoru je dano n rovin, z nichZz zadné dvé nejsou rovnobézné, zadné tfi nejsou
rovnobézné s toutéZz piimkou a Zadné Ctyfi neprochdzeji tymz bodem. Urcete, na kolik
oblasti déli tyto roviny prostor.

Vysledek: sn = §(n® +5n + 6)
6. Roc¢nik 16 (66/67), kategorie A
V tabulce cyklickych permutaci
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n,1l,....n—2,n—1
(n > 2) zndsobime kazdé ¢islo prvniho fadku tim Cislem k-tého fadku, které je ve
stejném sloupci. VSechny tyto souciny seCteme a vysledek oznaCime s; (napf. sy =
=1-242-3+---4+(n—1)-n+n-1).
a) Odvodte vztah mezi s;_1, s; a z ného vzorec pro sy.
b) Zjistéte, pro kterd k je pti daném n soucet s, nejmensi, a vypoctéte tento soucet.

Vysledek:

a) sk =51+ 5[k* — (n+2)k +n+1]

b)

n sudé: k=12, Sk = 51— %3

nliché: k= ”TH nebo k = HT%’ S = 81 — ”38’”
7. Ro¢nik 23 (73/74), kategorie A

V téze roving leZi kruznice kq, ko, ..., k, (n > 1).

a) Najdéte vzorec pro nejvétsi mozny pocet s,, oblasti, na ktery tyto kruznice rozdéli
rovinu. Jaky mé odvozeny vysledek vyznam pro Vennovy diagramy?

b) Budiz n = 4; popiSeme symbolem (1010) kaZzdou z oblasti, kterd leZi uvnitt k1, k3
a vné ko, ks, symbolem (0100) kazdou z oblasti, kterd leZi uvnitt ko a vné ky, ks, kq4,
a obdobné dale. Ukazte, ze je moZzné zvolit kruznice tak, Ze d€li rovinu na s4 oblasti
a kazda z nich ma jiny popis. Nakreslete obrazek.

Vysledek:
a) Sp=n>—n+2

8. Rocnik 23 (73/74), kategorie B

Je déna kruZnice k a pfirozené Cislo n. Zjistéte nejmensi a nejveétsi pocet Casti, na
které Ize vnitfek kruZznice k rozd€lit n tétivami.

Vysledek:
nejmensi pocet: Sp=n+1
nejvetsi pocet: sn=1n(n+1)+1

9. Rocnik 44 (94/95), kategorie B

V roving je dano n bodu. Jestlize navzajem pospojujeme piimkami kazdé dva z té€chto
bodi, vytvoii se dalsi priseciky. Dokazte, Ze pocet téchto novych prisecikli neni vétsi
nez

sp=3zn(n—1)(n—2)(n - 3).
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10. Roc¢nik 54 (04/05), kategorie B

Na stole lezi £ hromédek o 1, 2, 3, ..., k kamenech, kde £ > 3. V kazdém kroku vybe-
reme tfi libovolné hromdadky na stole, sloucime je do jedné a pfidame k ni jeden kdmen,
ktery na stole dosud nelezel. Jestlize po nékolika krocich vznikne jedind hromédka, neni
vysledny pocet kament dé€litelny tifemi. Dokazte.

Vysledek: kone¢ny poCet kament: s, = k(k; D ’i;l = k2+gk*1

Zavér

Poc¢ty moZznosti ve vySe uvedenych prikladech zde nejsou dokédzany. Je mozné je
najit v prislusSnych ro¢enkdch matematické olympiady. Nékteré z té€chto uloh nejsou tak
obtizné, takze se staly soucasti stftedoskolské matematiky. Jinak je moZné vSechny vyse
uvedené pocty moznosti dokdzat matematickou indukci, pfipadné dikazem pifimym.

V tomto ¢lanku vsak neslo o dikazy, Slo zde hlavné o zjisténi stavu, jak mnoho se
v nas$i matematické olympiadé€ vyskytuji ilohy na t€éma Aritmetické posloupnosti vyssSich
rada. A ukazalo se, Ze to neni moc Casté téma takovych tloh, i kdyZ to neni téma obtizné.

Mozna toto zjisténi vyprovokuje tvlirce dloh pro matematickou olympiadu k tvorbé
dalSich tloh na toto téma.
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Pracovni dilny

Otevrené ulohy a rozvijeni matematického talentu

7aka 2. stupné ZS

Jana Cachovd!

Abstrakt: Cldnek se zabyvd otevienymi iilohami v didaktice matematiky a moznosti
jejich vyuziti ve vyucovdni na 2. stupni ZS. PoukdZe na spojitost mezi Fesenim otevienych
iloh a rozvojem matematického mysleni Zdka — oteviené iilohy podnécuji deti k aktivni
cinnosti v matematice, ¢imz vyrazné prispivaji k rozvoji jejich intelektudlnich schopnosti.
Prdce s otevienou tilohou rovnéz podporuje tvorivost Zdka a vede také k rozvoji tvorivosti
ucitele.

Abstract: The article deals with open problems in mathematics education and their
use in the teaching at primary schools. It points to the connection between solving open
problems and the development of the student’s mathematical thinking — open problems
encourage children to work in mathematics actively and thus contribute to the deve-
lopment of their intellectual abilities. Solving open problems also supports the pupil’s
creativity and leads to the development of the teacher’s creativity, too.

K matematice neodmyslitelné& patif feseni nejrizngjich dloh a problémd. ReSeni
uloh jako podstatna soucast vyucovani matematice bezpochyby prispiva k rozvijeni ma-
tematickych schopnosti a dovednosti Zdka. Pojem iiloha je vSak velmi Siroky, miiZeme
Jim oznacit procvicovani pocetnich dovednosti v prvni tfidé primarni Skoly stejné jako
hledéni odpovédi na slozité otdzky, kterymi se zabyva odbornd matematika. F. Kufina
(viz [2]) pod pojmem matematickd uiloha chéape jakoukoli vyzvu k matematické cCinnosti.
Za nejbéznéjsi ve Skolské matematice povazuje ulohy kalkulativni, rozhodovaci, urco-
vact, konstrukéni a ditkazové. Podle roli, které mohou hrat tilohy ve vzdéladvacim procesu,
rozliSuje ulohy motivacni, instruktivni, procvicovaci, diagnostické a kontrolni. Podle n3-
ro¢nosti déli dlohy na cviceni (prosta aplikace jednoho nebo nékolika algoritmi), ilohy
(v uz8im slova smyslu — obvykla aplikace probrané teorie) a problémy (vyzaduji tvorivy
pristup).

Dvé ulohy, které se vazi k jednomu problému, nemusi byt stejné, ackoli se z¢asti
shoduji. Srovnejme nésledujici dvojici uloh:

'Pedagogickd fakulta, Univerzita Hradec Krdlové, jana.cachova@uhk.cz
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1. Zapis dvé nejmensi Cisla, kterd maji délitele 1, 2, 3 a 5.
2. Zapis dvé nejmensi cisla, kterd maji délitele 1, 2, 3 a 5.

a) Co se stane, kdy? zvétsime pocet hledanych Cisel na tri, popt. Ctyri?

b) Jak je treba zménit spolecné délitele, abychom nemohli pouZit dosavadni postup

reSeni?

K feSeni prvni z uloh zZak pravdépodobné vyuzije obvykly postup, ktery uziva pfi
feSeni podobnych uloh, ovSem ktery je méné efektivni pro vytvareni vztahli mezi pojmy
a postupy, nebo pro tfidéni a strukturovani poznatkt. U druhé z dloh musi Zak pfemyslet
o souvislostech — uZit nestandardni postupy, které rozvijeji poznéni, podporuji vznik
dalezitych vztahli a vazeb mezi pojmy a prispivaji k lepsi orientaci poznatkd. Poznatky
a dovednosti, které se v souvislosti s feSenim ulohy rozvijeji, jsou pak 1épe pouzitelné
v praxi (viz [5]).

V ¢em spociva hlavni podstata rozdilu obou tloh?

Prvni z udloh patii do skupiny tzv. uzavienych uloh, druhd patii k tzv. otevienym
uloham (viz [3]). Oba typy tloh jsou pro vyucovani matematice dileZité, oba napomahaji
rozvijeni matematickych schopnosti a dovednosti Zaka. Oteviené ulohy mohou posilovat
schopnost Zdka feSit problémy a problémové ulohy a pfispivaji k rozvoji jeho poznéni.
Také dvojice nasledujicich uloh patii k otevienym tlohdm:

3. Nakreslete sachovnici 8 x 8 poli. Zaskrtnéte cervené nékterd z bilych poli Sachovnice
tak, abyste oznacili presné ctvrtinu vSech poli Sachovnice.

4. Prikreslete k Sachovnici novd cervené znacend policka, aby Cervené vyznacend plocha
tvorila presné tretinu celkové plochy vSech policek.

Které dlohy tedy vlastné miizeme oznacit za oteviené?

S privlastkem otevieny se setkdvame u velkych matematickych probléma, znamych
z historie (napt. Velkd Fermatova véta — rovnice " + y" = 2" pro prirozend cisla x, 1,
z, n, kde n > 3, je neresitelnd — zGstavala otevienou, nedokazanou az do devadesatych
let 20. stoleti; dodnes patrné stdle zistava otevien i tzv. Goldbachitv problém — kazdé
sudé cislon > 6 Ize vyjddrit souctem dvou lichych prvocisel — zatim se nepodafrilo nalézt
jediné sudé Cislo, které by domnénce odporovalo, ani se ji nepodarilo dokazat). Z pohledu
historie matematiky je tak mozné chédpat otevieny jako dosud nevyreseny.

Pod otevienou tilohou ale z pohledu didaktiky matematiky nebudeme rozumét dodnes
nevyieSené problémy, ale otevienost se bude tykat otdzek, které iloha klade, metod jejiho
reSeni a charakteru vysledkii.

Zarazovani takovych dloh do vyuky matematice je Castéjs$i u vyucovacich pristupd,
které patii k tzv. otevienému vyucovini. Zdci mohou fesit tilohy, obdobné té nasledujici:

5. Trida 8. C pojede na vylet do Prahy. Kolik je treba vybrat do tridniho fondu? Na
Internetu jsme zjistili, Ze jedna cesta do Prahy viakem stoji 130 K¢, cena jedné
vstupenky je 120 K¢.
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S détmi se zacnou diskutovat eventudlni obmény redlné situace — napriklad kolik
uSetiime, pokud vyuZijeme zpdtecni slevu (cena jizdného tam i zpét je 144 KcC). Plné
jizdné ale bude hradit pouze ucitelsky doprovod — pro Zdky je moiné poZadovat détské
jizdné, rovnéZ bude moziné vyuZit hromadnou slevu atd. Po Praze se budeme pohybovat
prostredky méstské dopravy — diskutujeme ceny jizdného. Vyplati se objednat autobus
a jet do Prahy autobusem (uSetrime za méstskou dopravu)? Pokud ano, od jakého poctu
osob? Stejné je mozné hovofit o cené vstupného — napr. listek do divadla — jednotnd
cena pro déti i dospélé, listek na vystavu — lze poZadovat détskou slevu. Co se stane, kdyZ
t7i Zdci v den zdjezdu onemocni? Atd.

Oteviené vyucovani charakterizuji Pricha, Walterova, Mares (viz [4]):
a) ve smyslu ,,otevirdni Skoly ditéti“ podle jeho zdjmit a schopnosti,

b) ve smyslu ,,otevirdni skoly navenek“ kontaktem k mimoskolnimu prostredt.

Pod oteviené vyucovdni je tak mozné zahrnout napt. problémové vyucovani, projek-
tovou vyuku, ale i konstruktivni pfistupy k vyuc€ovani, rozvijeni matematického svéta
ditéte — vSechny koncepce vyhovuji obéma bodim.

Oteviené vyucovani miZzeme podle Silvera (viz [5]) vymezit jako:

vyucovdni, ve kterém Zdk analyzuje problémy a hledd moZné cesty, které povedou
k jejich reSeni, poté nékterou z téchto moznosti vybrany problém resi, ndsledné o ném
diskutuje, rozviji dalsi metody, jak situaci vyresit, a sviij postup ukdZe a obhajuje pred
tridou.

Oteviené ulohy mohou byt z aritmetiky, z geometrie, aplikované do praxe, je rovnéz
mozné pii jejich feSeni vyuzivat pocitac atd.

Pojem oteviené ulohy je stejn€ jako samotny pojem ulohy velmi Siroky. K podrob-
néjSimu vymezeni pouZzijeme klasifikaci podle Silvera (viz [5]):

I. Oteviena uloha je takova iiloha, na kterou neexistuje jedna jednoduchd odpovéd.
Silver uvadi tlohu:

6. Kolik bunék md telo prumérného dospélého muZe?
Jako pfiklad je moZné pouzit ulohy z knihy autori Hejny a kol. (viz [1]):

7. Podél cesty stoji sloupy, vzddlené od sebe 15 m. Turista jdouci po této cesté prosel
kolem osmi sloupui. Kolik metru usel?

8. Kolik rokit ubéhlo od roku 1965 do roku 1983?

9. Kolik hodin uplynulo od 1. 10. 1983 do 8. 10. 1983?

Tento typ dloh je tedy vymezen specifickym charakterem jejich vysledkd.

II. Oteviena uloha, je tiloha, kterd vede k riiznym metoddm reseni, k riznym zptisobim
zékovskych reSeni. Jako piiklad je mozné uvést tradi¢ni ulohu z kombinatoriky:

10. Ve skolnim turnaji v kopané se proti sobé utkalo systémem kaZdy s kazZdym jeden
zdpas 6 muZstev (8.A, 8.B, 8.C, 9.A, 9.B, 9.C). Kolik Zdci dohromady sehrdli zapasu?
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Jako ucitele nds moZzna nejprve napadne feSeni vypoctem podle vzorce pro kombi-
nace. Déti na 2. stupni ZS ale tento aparit k dispozici nemaji. Oviem tlohu mohou fesit
hned nékolika zptisoby — napf. tabulkou zapasu, vyctem vSech odehranych zapast, sys-
tematickym vyc¢tem vSech moznosti, graficky pomoci pavouka — kdo s kym muze jesté
hrat, pomoci uzlovych graft (uzly uspofadané v piimce, nebo jako vrcholy Sestitihelniku
atd.) — vyhodou grafii je to, Ze pro né déti nepotfebuji sloZitou teorii, ale mohou je snadno
intuitivné aplikovat.

V nasledujicich bodech III.-V. je oteviena tloha vymezena na zakladée otazek, které
klade a které je z ni mozné vyvodit.

III. Oteviena je rovné€z uiloha, kterd vede prirozené k dalsim vilohdm a zobecnénim.

11. UkaZte, Ze pocet vSech nejmensich trojiihelniku v kaZdém z vétsich trojiihelniku je
druhou mocninou prirozeného cisla (obr. 1).

\

Obr. 1

Otéazky, které mohou z4dky napadat v souvislosti s feSenou problematikou, poptipadé
na které je mtze ucitel navést:

Bude totéZ platit i pro vetsi trojiihelniky ?
Proc pocty trojithelnikii nesouviseji s trojithelnikovymi, ale se ctvercovymi Cisly?
Jak tilohu upravit, aby pocty trojithelnikit souvisely s trojithelnikovymi Cisly?

IV. Oteviena uloha je takova iuloha, kterd evokuje proces formulovdni problému.
Ukéazeme to na predchozi uloze:

12. Ukazte, Ze pocet vsech nejmensich trojithelnikii v kazdém z vétsich trojiihelnikii je
druhou mocninou prirozeného cisla (obr. 1). VyzkousSejte, Ze to skutecné plati — jakd
dalsi tvrzeni z toho miiete odvodit? Kreslete obdobné pravidelné obrazce
dokreslovdnim mensich trojithelniku do vétsich (popr. Ctverci, obdélnikit)
a popisujte jejich vlastnosti.

Otevrené ulohy tak pfirozené rozvijeji Zdkovu tvorivost, vedou k aplikovani matema-
tiky.

V. Otevrené iilohy je moziné pro potieby Skolni praxe konstruovat pomoct vivodnich
vet: ,,Co se stane, kdy?Z... “ ,, Co se stane, kdyZ ne. .. “
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Tyto ndvodné otdzky pomdhaji détem formulovat dalsi dlohy. (Pro ucitele — vyberte
jednu vhodnou tilohu 7 ucebnice a zkuste ji pomoci vivodni otdzky upravit na otevienou
ilohu.)

Ptikladem takového typu uloh je tloha 2 z ivodu tohoto ¢lanku.
Oteviené ulohy mohou byt aritmetické — napf.:

13. Pokuste se pomoct reci cisel popsat pravidelnost v pravidelnych obrdzcich z tiloh
v bodech Il a 1V.

Také mohou byt slovni — napf.:

14. Barborce je 5 let, je to prdavé polovina stdrii jejiho bratra Michala. Kolik je Michalovi
nyni let? Co budes moci Fici o jejich véku v prubéhu casu?

Oteviené ulohy mohou byt i geometrické — napft. prace s tangramem:

15. Sklddejte z dilkuu tangramu obrazce, aby obsah ctvercového dilku tangramu
predstavoval polovinu (tietinu, ¢tvrtinu, osminu) obsahu tohoto obrazce.

16. Sestavujte ze dvou dilkii tangramu riizné konvexni (nekonvexni) mnohotihelniky. Jaké
typy riiznych n-tihelnikii jde takto sestavit?

17. Wtvdrejte z dilkit tangramu stredové (osové) soumérné titvary.

18. Sestavujte ze dvou dilkii tangramu titvary a doplitujte je pomoci zbylych dilkii tak,
aby byly vysledné titvary stiedové (osové) soumérné.

Domnivam se, Ze na zdklad¢€ uvedenych ukazek je patrné, Ze vSechny typy otevienych
uloh rozvijeji matematické mysleni zdka, vedou jej k riznym ¢innostem v matematice,
vybizeji k aktivité. Zajem zdka o matematiku tak mulze prirozené vyristat ze samotné
podstaty matematiky, neni potfeba Zaky pro matematiku ziskavat falesnou motivaci (jako
napt. feSenim rtiznych tajenek ¢i kryptogrami, kde je matematika vlastné prekdzkou,
kterou je na cesté ke kyzené odpovédi potfeba prekonat).

Otevrené dlohy je moZné vyuZit v problémovém vyucovani (jako vhodné problémové
situace), v projektové vyuce (vyucovani je prirozené, vyuziva détskou zkusenost s okol-
nim svétem), ke konstruktivhimu vyucovani (Zak si pomoci nékterych uloh ¢astecné
konstruuje vlastni poznéni).

Reseni tloh pfispivé k vytvéfeni Zdkova vlastniho svéta matematiky. Domnivam se,
Ze zvlaste oteviené tlohy jsou vhodnym prostiedim, které zakim napomahd matematic-
kymi ¢innostmi rozvijet jejich predstavy, utvaret pojmy, vede je k pochopeni souvislosti
a ujasnéni struktury poznatki.

Podle Silvera (viz [5]) souvisi schopnost formulovat problém s intelektudlnimi schop-
nostmi jedince, je dilezitym hlediskem pro drovent matematickych ¢innosti. Schopnost
jasné formulovat problém miiZe slouZit k odhaleni matematického talentu Zaka.

Pokud tedy zatazujeme oteviené ulohy do vyucovani matematice, miZeme tim prispet
k rozvoji ¢i odhaleni matematického nadani z4kd.
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Quatro a Kklasifikace!

Antonin Jancarik?

Abstrakt: V ¢ldnku se sezndmime s moderni strategickou hrou Quatro a jejim vyuZitim
pri vyuce matematiky.

Abstract: The article introduces a modern strategic game Quatro and its use in the
teaching of mathematics.

Hra Quatro

Hra Quatro patfi mezi moderni strategické hry z dilny firmy Gigamic (viz [1]).
Od téhoz vyrobce jsou znamy také hry Goblet, Quixo, Quadas ¢i Pylos. VSechny tyto
hry patfi mezi abstraktni strategie pro dva hri¢e. Vzhledem k tomu, Ze v nich neni
zakomponovan Zadny prvek ndhody, jsou tyto hry plné deterministické, a 1ze u nich proto
nalézt vyhravajici strategie. Tato uvaha nemusi byt pro zdky zéakladnich 1 stfednich Skol
zcela triviélni, ale je to zdkladni mySlenka celé kombinatorické teorie her.

Vzhledem k poctu moznosti jsou algoritmy potiebné pro nalezeni vyhravajici stra-
tegie obvykle komplikované a pro vypocet vyhravajicich taht je tfeba pouzit pocitac.
S vysledky takového vypoctu v piipadé hry Quatro se miiZzete seznamit na Internetu na
strankach [2].

Pravidla hry

Podivejme se nyni na didaktické vyuziti hry Quatro pfi vyuce matematiky. Nejprve
uvedeme jeji pravidla. Hra Quatro se hraje na desce 4 x 4, hru hraji dva hrici, ktefi

!"Tento piispévek vznikl s podporou grantu GA CR 406/05/P561.
2PedF UK, Praha, Antonin.Jancarik@pedf.cuni.cz
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se pravidelné stiidaji v tazich. Tah je zahdjen tim, Ze hra¢ vybere kamen, ktery ma byt
umistén na desku, a pfedd jej protihraci. Ten kdimen umisti na volné pole. Kameny maji
Ctyti rizné vlastnosti (velikost: malé x velké, barvu: Cerné x bilé, tvar: hranaté x kulaté
a ozdobu: s otvorem X bez otvoru). Od kazdého typu je ve hie jeden kdmen. Hrac, ktery
utvori fadu ze ¢tyf kament stejné vlastnosti, vyhrava.

Klasifikace kamenu

Je velmi zajimavé sledovat, jak déti hrajici tuto hru spontdnné klasifikuji kameny.
Uvedeme priklad uvah, které dit€ pred vybérem kamene provadi:

Dité si prohlédne hraci desku a zjisti, Ze se na ni nachdzi fada tii Cernych kamend.
Tuto situaci glosuje slovy: ,,Cerny nemohu poslat.“ A ndsledn& odd&li ¢erné kameny od
bilych. Pri dalsim zkoumani zjisti, Ze se na desce jiZ nachdzi i fada tii kament s otvory.
Tento stav je opét glosovan: ,,Nemohu poslat kdmen s dirkou.* A oddéli od bilych kamenti
vSechny s dirkami. Po oddéleni kament dité zkontroluje situaci na desce a zjisti, Ze se
dalsi fada tif stejnych kament jiZ na desce nenachézi, a proto situaci ohodnoti: ,,Musim
poslat bily kdmen bez dirky.“ (K tomuto pfevraceni podminek (nemohu poslat cerny,
posilam bily) dochazi velmi Casto.) Nasledné z odd€lenych kameni spliiujicich vSechny
podminky vybird jeden kdmen a pfedava jej protivnikovi.

U zkusenégjsich hract k tomuto vyhodnocovani pozice dochazi jiz pred poloZenim
vlastniho kamene. Uvedeme si tyto uvahy na prikladu naseho protihrace. Jeho cilem je
nastrazit co nejvice posloupnosti tfi kament tak, aby jiz musel dostat kdmen, ktery se
mu bude hodit. Proto se v prvni fadé€ snazi kdmen umistit tak, aby jiZ byl tietim stejnym
v fadé. ProtoZe dostal maly bily hranaty kdmen bez otvoru, snaZi se jej ptidat do fady dvou
bilych malych kamenii. OvSem nez jej poloZi, za¢ne vyhodnocovat situaci: ,,Nebudu moci
poslat maly bily (nova fada), s dirkou, ani erny (stavajici fady).* Prohlédne si zbyvajici
kameny a shrne situaci: ,,Nemohu poslat bily ani ¢erny, musim dat kdmen jinam.* Nacez
hleda dalsi pozici, kam by kamen polozil. Pti tomto rozhodovani déti Casto své zbyvajici
kameny preskupuji, takZe je velmi jednoduché sledovat jejich myslenkové postupy. Navic
se v pribéhu hry kritéria mnohokrat méni, v nasem pripadé hra¢ nakonec piece jen umisti
kdmen do fady malych bilych kamend, ale na druhé volné pole, ¢imZ pferusi fadu ¢ernych
kament a posle protivnikovi velky ¢erny hranaty kdmen bez otvoru.

Po seznamenti se s pribéhem hry si ukdZeme n€kolik didaktickych aplikaci této hry.
MnoZina a jeji doplnék, Vennovy diagramy

Na této hie se déti prakticky seznamuji s tim, co je doplné€k, prinik a sjednoceni mno-
Zin. V pribéhu hry mnohokrat vyhledavaji naptiklad kamen, ktery lezi v komplementu
sjednoceni dvou mnoZin. Tim Ze maji odpovidajici motivaci (touhu vyhrat) a moZnost
kameny fyzicky preskupovat, necini jim tato uloha nejmensi potize.

Na kamenech mizeme také demonstrovat vSechny mozné vzajemné pruniky a do-
pliky Ctyf mnoZin.
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Binarni kodovani

Dalsi zajimavou moznosti této hry je prakticka ukazka bindarniho kédovéni. Na pfri-
kladu 16 kament rozdilnych vlastnosti 1ze ukdzat nékteré vlastnosti dvojkové soustavy.
Pokud si naptiklad zvolime v kazdé kategorii vlastnosti jednu volbu a kdmen ozna-
¢ime 1, pokud ma pozadovanou vlastnost, a 0, pokud nemd, dostdvame (pfi zachovani
poradi vlastnosti) v§echna bindrni ¢isla od O do 15.

Na tomto kédovani miizeme détem vysvétlit, Ze pro rozliSeni jednoho kamene potfe-
bujeme Ctyfi otdzky s bindrni odpovédi. To si déti mohou vyzkouset. MiiZzeme jim také
polozit otdzku, kolik by bylo potfeba kamend, kdybychom pridali jesté jednu vlastnost,
a kolik by bylo potfeba otazek na jejich rozliSeni. Zobecnénim této ivahy pak mizeme
napiiklad ukézat, Ze na rozliSeni 1024 ¢isel staci 10 otdzek, ale na 1025 je jich uz
potieba 11.

Zavér
Zavérem je tfeba zminit, Ze vzhledem k vySsi cené hry a tomu, Ze ji mohou hrét pouze
dva hraci, Ize hru t€zko hréit ptimo v hodinach. Je ale vhodnym dopliikem ttidy ¢i Skolni

knihovny k traveni volného ¢asu ¢i pomtickou na schiizky krouzkd pro matematicky
nadané déti.
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Fyzika proti matematice nebo s matematikou? —

— nékolik namétu z projektu Heuréka

Irena Koudelkovd'

Abstrakt: Prispévek je vénovdn moZnostem rozvijeni matematickych predstav Zdkii
prostrednictvim vyuky fyziky. Jsou uvedeny konkrétni ndaméty ovérené pri prdci se Zdky
a studenty v projektu Heuréka.

'KDF MFF UK a ZS Cerveny Vrch, Praha, irena.koudelkova@mff.cuni.cz, koudelkova@zscvrch.cz
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Abstract: The contribution is devoted to the possibilities of developing pupils’ mathe-
matical images in the lessons of physics. Some concrete suggestions are given taken from
the work with pupils in Heureka project.

Uvod

Ve svém prispévku bych se rada vénovala tomu, jak miize fyzika pomoci pfi rozvoji
matematickych predstav a znalosti déti. Jedna se o nékolik naméti, které pouzivame pfi
vyuce fyziky podle projektu Heuréka (viz [1]).

Fyzika a zdkladni predstavy o rovnicich

V 6. tiid€ v souvislosti s méfenim hmotnosti nechdvame déti hledat princip rovnovihy
na vahadle. Dé&ti pomoci experimentli dojdou k tomu, Ze rovnovaha nastava tehdy, kdyz
soucin poctu zavaZzi a jejich vzdalenosti od osy otdceni je na obou strandch vahadla stejny.
(Analogické tivahy muzete s détmi délat i v sedmé tiid€ pii vyuce rovnovahy na pace.)

Pak ucitel polozi otdzku, ¢im se zadsadnim zplisobem li$i s¢itani a ndsobeni. V diskusi
s détmi jim miiZe pripomenout, co se ucily pfi s¢itani jiZ v prvni tfid€. Déti si obvykle
vzpomenou, Ze jim pani ucitelka zdiiraziiovala, Ze mohou scitat jen jablicka s jablicky, ale
uz ne jablicka s hruskami. Pak se ucitel vrati k nové objevené zdkonitosti rovnovahy na
vahadle a vede déti k tomu, aby si uvédomily, Ze pii ndsobeni (a také pii déleni) nevadi,
kdyz jsou Cinitelé riizni (poCet zavazi krat vzdalenost). Necha déti hledat dalsi priklady,
ve kterych mohou najit stejny princip.

Pokud zizime experiment pouze na rovnoramennou paku, miiZzeme déti prirozenym
zpusobem dovést k zakladnim pfedstavam o rovnicich (a nerovnicich). Déti si uvédomi,
ze pokud néjaké zavazi odeberou nebo pridaji na jedné strané vahadla, musi totéz udélat
na druhé strané. Tento poznatek miiZze pozdéji ucitel matematiky velmi dobie vyuZit pfi
seznamovani déti s ekvivalentnimi Gpravami rovnic.

Fyzika a grafy

Velmi vyrazné se vzajemnd provazanost fyziky a matematiky miiZe projevovat pii
grafickém zndzoriiovani riznych fyzikalnich jeva.

Kyvadlo

V 6. tfid€ si s détmi poviddme o historii méfeni ¢asu, mluvime o rdznych typech
hodin a také o tom, jak Galileo Galilei zkoumal princip kyvadla. Déti davaji navrhy, na
¢em by kyvani kyvadla mohlo zaviset, a pak svoje navrhy ovéfuji. Dojdou k tomu, Ze
pohyb kyvadla zdvisi pouze na délce zavésu. (Jsme na urovni Sesté tfidy, takze to, ze
kyvani kyvadla zavisi na gravitacnim zrychleni a Ze pii presnéjSim méfeni bychom zjistili
1 zavislost na poc¢atecni vychylce, v tuto chvili s détmi nefeSime. Pokud déti tento ndvrh
daji, miZe jim ucitel o zavislosti fici, ale soucasné jim fekne, Ze ovéfeni této zavislosti
neni zatim v jejich moZnostech.) Nyni chceme podrobnéji zjistit, jakd je zavislost na
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délce zavésu. Déti pracuji ve dvojicich. Na tabuli nakreslime tabulku, ve které budou
v prvnim sloupci délky zavésu (od cca 15 cm aZ do cca 2 metrti — dle podminek $koly;
mate-li mozZnost zavésit kyvadlo mezi schodistém ¢i z okna, mlizete zkoumat i vyrazné
delsi kyvadla). Do dalSich tii sloupcii budou déti zapisovat vysledky méfeni.

Kazdéa dvojice dostane dvé hodnoty délek (doporucuji davat vZdy délky odlisné —
napt. ze zacCatku a prostiedku tabulky). Ma za ukol ze stativového materidlu sestavit
stojan, zavésit na néj zavazi na niti tak, aby byla dodrzena poZzadovana délka kyvadla
deset sekund. Détem bude vychdzet necely pocet kmitd, proto je vhodné jim fici, aby
vysledek zaokrouhlily na celky nebo poloviny. Kazdé méfenti se tfikrat opakuje, vysledky
déti pisi do tabulky na tabuli. Splni-li vSechny dvojice svij ukol, miZe ucitel s détmi
diskutovat, pro¢ se kazdé méfeni tiikrat opakovalo. Pak bud sam nebo spole¢né s détmi
vypocita aritmeticky pramér ze tii hodnot a napiSe ho do posledniho sloupce tabulky.
Opét je prilezitost k uvahdm o tom, zda ma smysl opsat do tabulky cislo, které ukazuje
displej kalkulacky, o zaokrouhlovani vypoctenych hodnot, ptfipadné o poctu platnych
Cislic (samozfejmé na urovni, které mohou déti rozumét). Déti si pak opisi do seSitu ¢ast
tabulky s délkami zavésu a primérem naméfenych hodnot.

Ucitel pak rozda détem milimetrovy papir a zadd détem za doméci ikol nakreslit graf
vyjadfujici zavislost poctu kmitl za deset sekund na délce zavésu. Vzhledem k tomu,

vvvvvv

Vv /s vV /2

podrobné;jsi pokyny — jaké zvolit méfitko na osdch, jak oznacit osy apod. Je nutné détem
zdiraznit, aby ziskané body nespojovaly a prinesly graf na pfisti hodinu.

V dalsi vyucovaci hodiné ucitel zkontroluje a ohodnoti pfinesené grafy. Pak s détmi
rozebere, zda ma smysl spojit ziskané body lomenou ¢arou, nebo zda by ¢ara méla byt
,hladka“. Déti si pak od ruky do svych grafi piislusnou kiivku nakresli. V dalsi diskuzi
ucitel s détmi uvaZuje o tom, co vlastné graf vyjadfuje, zda ziskana kfivka protne osy
soufadnic, nechava déti z grafu odecitat pocet kmitt kyvadla pro zadanou délku a naopak.
Podle svého uvazeni mize détem fici, Ze se jednd o kiivku, kterd se jmenuje hyperbola.

Metodicka poznamka

Prestoze se jedna o aktivitu, kterd zabere zhruba dvé vyucovaci hodiny, s détmi ji
délam a povazuji ji za velmi dileZitou. Déti se pti ni poprvé setkdvaji s jinym tvarem
grafu nez s pfimkou — z tohoto diivodu také volim graf zavislosti poctu kmiti na délce,
prestoZe jsou ziskand méfeni zatiZzena velkou chybou. Hyperbola je totiZ svym tvarem
velmi odli$na od pfimky. Pokud bych zZaky nechdavala méfit zavislost doby deseti kmitii na
délce (coz by se jist€ méfilo snize a presnéji), ziskali bychom odmocninovou zavislost,
kterou by déti mohly povazovat ,,skoro za pfimku®.

Déti se také vétSinou poprvé setkdvaji s grafem vytvofenym z namétenych, nikoliv
z vypocitanych hodnot, a viibec pro né neni jednoduché pripustit, Ze jednotlivé body
grafu nelezi pfesné na kfivce, Ze je tedy méfeni zatiZeno chybami (a dokonce Ze skutecné
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méreni je vZzdy a zakonit€ zatizeno chybami).

Z hlediska matematiky se jedna o téma, které zdaleka predbihd ucivo 6. tfidy, avSak
dovednosti a poznatky, které déti ziskaji (a které budou déle prohlubovéany), mohou byt
vyuzity pozdé€ji v mnoha oblastech.

V podstaté stejny experiment a jeho vyhodnocovani délaji kolegové z Heuréky 1 se
studenty stiednich Skol. V tomto pripadé je vhodné méfit dobu deseti kmitl a do grafu
vynaSet zavislost doby kmitu na délce. Je mozné se studenty hovofit o tom, Ze se jedna
o mocninnou kfivku (y = x*) a nechat je odhadovat koeficient mocniny (k = 1/2). Pak
je moZzné provést linearizaci kiivky sestrojenim grafu zévislosti 7 na délce. PovaZzuje-li
to ucitel za vhodné, je mozné uvahy se studenty vést az ke statistickému zpracovani dat,
korela¢nim koeficientlim apod.

I’Jlohy o pohybu

Na za&atku 7. t¥idy byvé obvykle zafazovan tematicky celek Pohyb. Zici se v ném
seznamuji s klasifikaci pohybt, fesi tlohy tykajici se rovnomérného piimocarého pohybu
a setkdvaji se i s grafy zdvislosti drdhy na Case a rychlosti na Case pfi rovnomérném
pfimocarém pohybu (pfipadné pfi nerovhomérném pohybu, ktery je slozen z nékolika
usekl, na nichz se rychlost télesa neméni). Ja osobné povaZzuji toto téma za velmi dilezité
pro rozvoj pochopeni grafického zndzornéni fyzikalnich déji, vénuji proto grafiim velkou
pozornost.

Zadavam détem razné typy uloh:

e PopiS pohyb néceho, s ¢im se nedomluvis (napt. doméaciho zvititka, auticka, vlacku,
maminky pfi Uklidu; nikoliv bratra, kterému feknes, béZ tam a zase sem). Nakresli
graf popisujici tento pohyb. (Jedna se o jednu z tvodnich dobrovolnych domécich
tloh tematického celku, neni upfesnéno, o jaky graf se musi jednat. Déti tedy voli
rizna feSeni. A vzhledem k tomu, Ze maji obrovskou fantazii, tak uz jsem dostala
napi. velky, mirné zmuchlany balici papir, na kterém byla stopa pohybu vodni Zelvy
s vyznacenymi polohami po ptil minuté, s komentafem, Ze Zelva lezla za hlavkovym
salatem, jindy zase na ¢tvereCkovaném papite nakreslenou trajektorii pohybu slunécka
sedmite¢ného. A jednou se hol¢icka omlouvala, Ze pfinese ukol pfisté, protoze chtéla
zkoumat pohyb kocoura, ale ten ji utekl.)

e K danému grafu (s méfitkem na osach) napis$ pribch. (Zacindm s grafem, kde pohyb
kterych ¢ara znazornujici pohyb nevychazi z poc¢atku soustavy souradnic.)

e K danému grafu zavislosti drdhy na ¢ase (bez méfitka na osdch) napi$ pribéh. (Tato
varianta predchozi tlohy je pro déti zajimava tim, Ze nejsou omezovany predepsanou
rychlosti téles, jejich pfibéh miize byt jak o Snecich, tak o raketach.)

e K vypravénému pribéhu nacrtni graf zavislosti drahy na case (bez méfitka). (Podstatné
je pochopeni jiného sklonu pfimky pfi odliSnych rychlostech, nikoliv pfesné vypocitani
a narysovani.)
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grafu pohyb, pri kterém se téleso vraci na ptivodni misto (béZec na stadionu) nebo se
pohyb opakuje (b&zi n&kolik kol). (Ulohy tohoto typu se ¢asto vyskytuji ve fyzikalni
olympiddé a déti, které se s nimi nesetkaly ve Skole, mivaji pii jejich feSeni velké
problémy.)

e K danému grafu drahy na Case, slozenému z nékolika tsekil s riznym sklonem cary,
narysuj graf zavislosti rychlosti na case. (Zde miizeme s détmi diskutovat o tom, zda
je redlné, aby byla rychlost nespojitd, aby se ménila skokem. V ptipadé, Ze se jedna
o fyzikaln€ zdatnou tfidu, miiZeme uvazovat o tom, jak graf “opravit”, aby odpovidal
realité, a tieba dojit aZ k pohybu zrychlenému.)

e [ze také s détmi fesit tkol, kde je v grafu zavislosti rychlosti na ¢ase ,,schovand* drdha
(obsah plochy pod kfivkou).

I kdybyste vSak s détmi obtiznéjsi ulohy jiz nefesili — at’ jiz z Casovych nebo jinych
divodi — a dovedli je jenom k pochopeni rozdilu mezi grafem zavislosti drahy na Case
a grafickym zndzornénim trajektorie pohybu, vykonali byste velmi zasluznou Cinnost
(vysledky testu Kalibro — ptirodovédny zdklad, rocnik 2004/2005, ukazuji, Ze tento
rozdil chape jen zhruba 25 % zaku 7. trid).

Dalsi tematické celky

Schopnost Zaki pracovat s grafy je mozné ve fyzice rozvijet i v dalSich tematic-
kych celcich, napiiklad: Teplo a zmény skupenstvi (graf zavislosti teploty na doddvaném
nebo odebiraném teple pfi zahfivani a zménach skupenstvi), Elektfina (graf zavislosti
proudu na napéti pii urcovani elektrického odporu, piipadné€ i voltampérova charakteris-
tika diody apod.), Radioaktivita (ur€ovani polocasu rozpadu radioaktivni latky, méate-li
k dispozici potiebné pomiicky, nebo alespoinn modelovani radioaktivniho rozpadu pomoci
minci (viz [2], ¢ast Pokusy).

Fyzika a prace s vyrazy, reSeni linearnich rovnic

Ztejmou aplikaci matematiky do fyziky je Gprava vyrazd, vyjadiovani nezndmé ze
vzorce, feSeni rovnic apod. Presto Ze se jednd skutecné o zcela zjevnou aplikaci, uvadim ji
zde proto, abychom si uvédomili, Ze pokud Z4ci maji s touto matematickou latkou potiZze,
prakticky nejsou schopni fesit fyzikalni ptiklady. Nebo, v lepSim pfipadé€, provedou
fyzikalni analyzu problému a ztroskotaji na matematickych dpravich (napf. pfi feSeni
j1z zminované kalorimetrické rovnice, kdy pfi vypoctu vysledné teploty smési potiebuji
vyjadrit nezndmou, kterd je jesté v zdvorce). Fyzika miZe matematice pomoci pti hledani
uloh a prikladii z béZného Zivota, potfebuje vSak od matematiky, aby Zaci bez vétSich
problém zvladali zakladni operace s vyrazy a Upravy rovnic.

Fyzika a rozmérova analyza

Matematika se pfifeSeni tloh z praxe obvykle pfili§ nezabyva jednotkami ptisluSnych
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fyzikalnich veli¢in (napf. v ilohdch o pohybu se v rovnici jednotky nevyskytuji), jednotky
se vétSinou pisi az k vysledku, ptipadné do odpovédi. Naopak ucitelé fyziky velmi Casto
zdiraziuji nutnost pouZzivat spravné jednotky v pribéhu celého vypoctu, nezapominat je
psét pii jednotlivych dpravach. Déti ale mnohdy povaZzuji jednotky za cosi zbytecného,
neuvédomuyji si jejich duilezitost.

Ucitel fyziky miiZe — tfeba pii n¢jaké volnéjsi hodiné v 8. ¢i 9. ro¢niku pied prazdni-
nami — zadat détem problém, ktery jim pomuze vhodné vyuZiti jednotek ocenit. Namét
na nasledujici ulohu pochazi ze starSich prijimacich zkousek do 1. ro¢niku Gymnazia
Jana Keplera v Praze:

e Predstav si, Ze piSeS pisemnou praci z tiloh o pohybu. Neucil jsi se a viibec netusis, co
by se s ulohou dalo délat. V tloze se vyskytuji Casy ¢1, t5 a vzdalenosti d;, dy. Mé se
spocitat néjaka rychlost. Diky dobrym kamaradtim se ti na stole sesly tahaky s riznymi
vysledky. Vyber, které vysledky by moznd mohly byt spradvné a které jsou zcela urcité
Spatné (dal$i mozn4 feSeni jist€ vymyslite sami):

dit1+dats
t1+12

_ di+do
b) U= t1+12

a)v =

_di  t
C)U—d2+t2

Vzhledem k tomu, Ze o zadani ulohy Zici nevédi témér nic, mohou tento problém
reSit pouze tak, Ze si uvédomi, v jakych jednotkdch by vychazel vyraz na pravé strané,
a porovnaji to s jednotkami rychlosti, kterd ma vyjit jako vysledek.

Nésledujici dlohu, kterd ma podobny princip feSeni predkladdm jako namét pro vés:

e Vite, jak se z desetihaléfe udéla desetikoruna? Vezméte deset haléit a provedte s nim
nasledujici operace (ale pozor, funguje to 1 obrdcené, at’ nepfijdete o vSechny své
penize):

10 hal = & K& = 1. 1 K& =50 - 20 hal = 1000 hal = 10 K&

1
2°5
Zavér

Vratim-li se k ndzvu svého piispévku, jednoznacné bych doporucila, aby se pii vyuce
zaku a studentil fyzika a matematika spolu dopliiovaly. Vlastné stejné jako se dopliuji
a vyuZzivaji navzajem své poznatky ,,velka“ fyzika a ,,velka* matematika — védecké obory
dilezité pro rozvoj lidského poznani.

Literatura

[1] www.kdf .mff.cuni.cz/heureka/

[2] www.energyweb.cz/
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MATEMATICO - soutéz i pro nematematiky

Zdenék Lauschmann!

Abstrakt: Cldnek prezentuje jednu matematickou soutéz, kterd je pFiméiené ndroénd,
takZe je pristupnd i prumérné nadanym Zdkim na matematiku. Tvori proto vhodné zpes-
trent vyuky matematiky na vSech typech skol.

Abstract: The article presents one mathematical competition of an adequate difficulty
so that it is accessible for average pupils, too. It livens up the teaching of mathematics
at all types of schools.

MATEMATICO je jednoducha soutézni hra s prvky matematiky; jeji velkou prednosti
je to, ze dava prilezitost vyniknout i nematematikim, jak opakované ukazuje praxe. Ma-
tematico totiZ provéruje a bystfi predev§im kombinac¢ni schopnosti a strategické mySleni
- tedy dovednosti, jeZ nejsou nutné vazany na matematické nadani. Proto m4 tato hra
Siroké pouziti jako zpestiujici ndpln suplovanych hodin a volného €asu ve Skole 1 jinde.
Matematicti talenti pochopitelné touto aktivitou mohou jen ziskat.

Matematico se kona uz fadu let na Arcibiskupském gymnaziu v Praze, na podzim
2005 probéhne jiz 5. ro¢nik oteviené soutéze v této zajimavé hfe — Matematico OPEN.
Kazdoro¢né se utkavaji dvojice reprezentantd prazskych skol, origindlni diplomy ziska-
vaji nejlepsi jednotlivci 1 Skoly.

2 stejna ¢isla (S,) 1b.

3 stejna ¢isla (85) Zb.

Ed 2 dvojice stejnych ¢isel (S17) 3b.

g 3 stejné a 2 jiné stejné (S,y3) 5b.

v 4 stejna ¢isla (Sy) 4b.

= Postupka ti ¢isel (P;) 1b.

- Postupka ¢tyi ¢isel (P4) 3b.

N N N AR RN Y Postupka péti ¢isel (Ps) 6b.

Obr. 1 Obr. 2

Popis pravidel Matematica lze najit napt. v [1]. Do pfedem pfipravené Ctvercové
miizky 5x5 okének (obr. 1) se postupné vpisuje 25 Cisel, kterd hlasi rozhod¢i. Cisel
je celkem 52, ¢tyfikrat od 1 do 13 (jako kanastové karty) a jsou taZena zpravidla po

YV,

5 sekundach. Soutézici se snazi vytvofit co nejvice tzv. figur (obr. 2) — boduji se radky,

Arcibiskupské gymndzium, Praha, 211.cz@centrum.cz
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sloupce 1 hlavni uhlopficky, stejna ¢isla nemusi sousedit, postupky mohou byt pfehazené.
Piiklad bodovani uvadi obr. 3. Kdo takto ziska nejvice bodu, zvitézil.

K prvnimu provedeni je vhodné namnozit prehled figur s bodovanim a tieba 1 mfizky,
zkuSenéjsi hraci uz si figury 1 body pamatuji a staci pfipomenout pravidla — napft. to,
Ze tazené Cislo je tfeba zapsat do mrizky ihned po ohldsSeni. Jako ¢asomira rozhod¢imu
postaci digitalni hodinky, taZzena Cisla je vhodné pokladat na stiil také v fadach po péti —
pro kontrolu poctu i ¢isel. Interval mezi Cisly, zprvu aspon pétisekundovy, Ize zkuSenym
hrac¢im zkracovat — tfeba az na 2 sekundy. Zajimavou obménou uvedenych pravidel je
hra ,,na nulu®, pfi niz je cilem dplnd absence figur ve vyplnéné mfiZce — podafi se to
malokdy, ale odménu zaslouZzi 1 hraci s jednim ¢i dvéma body. Jind obména, mozna jesté
obtiznéjsi, je hra ,,na 17%, tzn. na fixni zisk bodd (mtizZe to byt i jiny pocCet) — jen mistfi
dokazi pribézné sledovat a fidit tvorbu figur, aby zisk dosahl predem stanovené vyse
bodu. Lze tvorit i dal$i obmény.

Na zavér uvadime novy rekord v tzv. maximalni sestavé: 14 dni po konferenci v Hradci
Kralové prisel z Gymndzia Sokolov a ¢ini 68 bodil ze 72 teoreticky moznych (obr. 4).

131 2] 72 0% |E | 23

a2z 4 (0% B | 3

4|6|7|5|5|0|s, P, | ab.

43675 |0 P 6b.

43561 |0O0]|P, 3b.

olo|olo|o|o|d

S, |53 |54 |Ps5 %2 S2| | Sz 3 (4 |5 |1 ]2

P P 3b. 4 |5 |6 |2 |3

22412 3 5 |6 |7 |3 |4

b. b. b. b. b. b. 6 |7 [8 (4 |5
35b. 7 18 [9 [10]6

Obr. 3 Obr. 4

Jelikoz organizace této sout€Ze neni tak ndroCnd, urcité by stdlo za to uvazovat
o Pfeboru Skol CR ve hfe Matematico!

Literatura
[1] Zapletal, M., Encyklopedie 1000 her. Olympia, Praha, 1973.
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Vyuziti Cabri geometrie pri vySetiovani mnozin bodu

s danou vlastnosti

Pavel Leischner!

Abstrakt: Prispévek si klade za cil ukdzat metodické moznosti vySetrovdni mnoZin
bodu dané vlastnosti s podporou Cabri.

Abstract: The goal of the contribution is to show didactic possibilities of investigating
loci using Cabri.

Ulohy na vySetfovani mnoZin bodd s danou vlastnosti se &asto zafazuji do matematic-
kych olympiad. Pfispivaji k rozvoji matematického mysleni studentil. Pfesto byva jejich
vyuka na Skole zanedbdvéna jak uciteli, tak 1 autory aktualnich ucebnic. Je tomu tak
pravdépodobné proto, Ze téma se jevi obtizné, feSeni uloh pak zdlouhavé a nezdzivné.
Nastroje dynamické geometrie umoZnuji tuto problematiku zpiistupnit uciteliim i stu-
dentiim jednak posilenim motivace, jednak vizualizaci sestrojovani jednotlivych bodt
hledané mnoZiny & jejim piimym zobrazenim. Resitel tak snadno vytvoii hypoteticky
zaver a ziska prostor na vytvoreni presného dikazu, Ze nalezeny geometricky utvar je
mnoZzinou bodi s danou vlastnosti.

NezZ ptistoupime k vlastnimu feSeni nékterych dloh, pfipomenime si metodiku vySet-
fovani mnozin bodl s danou vlastnosti. Necht' M je hledand mnozina takovych bodi
v dané roviné, které spliuji danou vlastnost V. Pri klasickém zpisobu feSeni (v prvni
fazi — tzv. rozboru ¢i analyze dlohy) nejprve zkousime sestrojit nékolik bodi mnoziny M
tak, aby splinovaly danou vlastnost. Z jejich rozloZeni pak uc¢inime hypotézu, ze M = G
kde G je geometricky ttvar, o némZ se domnivame, Ze obsahuje sestrojené body. Druhou
a podstatnou fazi feSeni je nalezeni diikazu této hypotézy. Nezkuseni studenti sem veEtsi-
nou ani nedospéji. Staci jim vysloveni hypotézy M = G a v feSeni se omezuji na popis,
jak jednotlivé body sestrojovali. To je ovSem bezcenné. Zapis spravného feSeni muze
zaCinat uvedenim, Ze hledanou mnoZinou je ttvar GG, po némZ ndsleduje dikaz. Ten se
sklad4 ze dvou casti:

a) Dokdzeme, Ze kazdy bod X, jenZ nélezi utvaru G, spliiuje vlastnost V.

b) DokédZeme, Ze kdyZ libovolny bod X dané roviny spliiuje vlastnost V', pak

nalezi G.

Misto kazdého z poslednich dvou tvrzeni mizeme dokazovat jeho obménu. Existuji
tedy &tyfi mozné zpisoby provedeni diikazu,” které 1ze symbolicky zapsat takto:

! Pedagogickd fakulta JU, Ceské Budéjovice, leischne @pf.jcu.cz
2pomineme-li zim&nu pofadi bodii a), b)
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() ay XeGd=V(X)plati A b)V(X)plati = X € G

(2) a) X e G=V(X)plati A b) X ¢ G = V(X) neplati

(3) a) V(X)neplati= X ¢ G A b) V(X)plati= X € G

(4) a) V(X)neplati= X ¢ G A b) X € G = V(X) neplati

Vzhledem k omezenému rozsahu ptispévku popiSeme moznou metodiku vySetfovani
mnoZin bodi dané vlastnosti s podporou Cabri na jediném prikladu (véetné€ zapisu feSeni).

Uloha: V roving jsou dany body A, B, C' a D, z nichz zadné tfi neleZi na téze piimce.
Témito body vedeme po fade ptimky k, [, m an tak, aby ohranicCily pravothelnik K LM N
a body K a M byly priseciky pfimek k, m a [, n v daném poradi. VySetiete mnoZinu
stfedti vSech takovych pravodhelniki K LM N.

Metodika postupu vySetrovdni mnoZiny s podporou Cabri: Na prazdné pracovni ploSe no-
vého souboru sestrojime body A, B, C, D. Vytvorime jesté pomocny ovladac¢ (napiiklad
v pravém dolnim rohu), a to mensi kruznici (pfikaz ,,Kruznice*) a vektor s pocateCnim
bodem ve stfedu kruznice a koncovym bodem na kruznici. KruZznici skryjeme, vektor
ponechame (obr. 1).
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Obr. 1 Obr. 2

Pomoci piikazili ,,Rovnobézka“ a ,,Kolmice* sestrojime piimky k, [ jako rovnobézky
v bodech A, B se sestrojenym vektorem-ovladacem a piimky m, n jako kolmice v bodech
C, D na tento vektor. Ddle vytvorime vrcholy K, L, M, N pravouhelnika v souladu se
zadanim dlohy. Stied X pravouhelnika sestrojime napft. jako stfed tisecky K M (obr. 2).
Pomoci nabidky ,,Stopu ano/ne* (menu — druhy sloupec ikon zprava) nyni ozna-
¢ime bod X a pomoci nabidky ,,Pohyb objektu* uvedeme do pohybu koncovy bod
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vektoru-ovladace. Postupné se zacnou vykreslovat jednotlivé body hledané mnoZziny. Je-
jich hustota bude tim vétsi, ¢im méné natdhneme ,,pruzinku®. Na obr. 3 vidime vysledek
popsané akce. Je téZ mozné nepouzit nabidku ,,Pohyb objektu* a pohybovat vektorem
pomoci mysi ichopem za jeji koncovy bod. Tento zptisob je vSak méné elegantni a patrné
nedosdhneme rovnomérného rozloZeni vytvarenych bodi.
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Obr. 3 Obr. 4

Dospéli jsme k hypotéze, ze body hledané mnoziny lezi na kruznici. Potfebujeme
urcit jeji stfed a polomér, dile pak zjistit, zda je mnoZinou celd kruZnice, a dokézat, Ze
nalezeny geometricky ttvar je mnoZinou bodi s danou vlastnosti. K tomu ndim pomohou
dva geometrické postiehy:

1) Stfed X pravouhelnika je prisecikem jeho os soumérnosti. To znamena, Ze je
prisecikem os p, ¢ rovinnych pasii ohranic¢enych rovnobézkami k, [ a m, n.

2) Osy p, q prochazeji po fad¢ stiedy P, () isecek AB, C'D (obr. 4).

Body P a (@) jsou pevné uréeny zaddnim a trojihelnik PQ)X ma (pokud existuje)
pravy uhel pfi vrcholu X. Odtud snadno zjistime, Ze bod X lezi na Thaletové kruznici 7
s primérem PQ).

MiiZe s vSak stat, ze primky £ a [, resp. m an splynou, a tudiz se pravouhelnik K LM N
,»zvrhne* v tisecku. PrisluSné body X, to znamena stfedy usecek, které odpovidaji t€émto
limitnim situacim, musime vyloucit. Pokud jsou pfimky AB a C'D se¢nami kruznice 7,
vyloucime ty praseciky secen s kruznici 7, které jsou rizné od bodt P, () (obr. 5 a 6). Je-li
pfimka A B te¢nou kruZznice 7, vylou¢ime bod P (obr. 7), je-li C'D te¢nou, vyloucime ().
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Obr. 5 Obr. 6

Nyni jiZ na zdkladé rozboru miiZeme zapsat vlastni feSeni ulohy, ve kterém pouze
popiSeme nalezeny geometricky ttvar a dokaZzeme, Ze je roven mnoZiné¢ bodl s danou
vlastnosti. Dikaz provedeme podle schématu (2).

Reseni iilohy: JestliZe oznacime P, () po fadé stiedy
usecek AB, C'D, je hledanou mnoZinou kruznice 7 :
s prumérem AB, z niZ vylouc¢ime stfed E usecky :
s krajnimi body v patidch kolmic z bodi C, D na |
piimku AB a stfed F' dsecky s krajnimi body v pa- B4 —
I
|

tach kolmic z bodl A, B na pfimku C'D.
Diikaz: a)Nechtbod X € T—{E, F}, X ¢ {P,Q}. pf

\
Pak pfimky k, | vedené body A, B rovnob&zné¢ - 0 j
s ptimkou PX a pfimky m, n vedené body C, D A 7
rovnobézné s pfimkou ()X ohranici pravouhelnik I P i
KLMN se sttedem X. Je-li X = P # FE, ohra- "
nic¢i pravouhelnik K LM N kolmice k, [ na ptfimku
PQ v bodech A, B a pfimky m, n vedené body C,
D rovnobézné s ptimkou PQ). Je-li X = @ # F,
sestrojime pfimky k, [ jako rovnobézky s ptimkou
PQ@ v bodech A, B a primky m, n jako komice na
PQ) vbodech C, D.

b)Necht X ¢ 7—{FE, F'}. Kdyby pravouhelnik K LM N s vlastnostmi poZadovanymi
v uloze existoval, sviraly by nékteré jeho sousedni strany thel shodny s thlem PX ().
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To vSak neni mozZné, nebot’ thel PX () neni pravy (promyslete situace X = E = P
aX =F=qQ).

Na zavér poznamenejme, Ze ve zminéné dilné byla provedena i ukdzka prace s predem
pfipravenymi soubory, kterou vSak neni mozné v tomto prispévku realizovat. Dilna byla
pripravena na zakladé zkuSenosti z letni Skoly matematiky pro feSitele MO ze stfednich
Skol (Zadov, ¢erven 2004). Nasledujici dlohy k procviceni byly pivodné pfipraveny pro
zminénou letni Skolu.

leohy Kk procviceni

1. Urcete mnozinu vSech bodi X v roviné, které maji od danych bodid A, B stejnou
vzdélenost.

2.V roviné urcete mnoZinu vSech stfedii X usecek dané délky [, jejichZ jeden krajni bod
lezi na jednom rameni daného pravého uhlu a druhy na druhém rameni téhoz thlu.

3. Dané kruZnice k se zevniti dotykd kruznice h polovi¢niho poloméru, na niZ je pevné
zvolen bod X. Urcete mnoZzinu vSech poloh bodu X, jestlize se kruZnice h kutéli po
kruznici k.

4. Urcete mnoZinu té€zist’ vSech pravouhlych trojihelnikl sestrojenych nad pevnou pre-
ponou AB.

5. Urcete mnoZzinu stiedit X vSech kruznic vepsanych do trojuhelnikit ABC, kde C' lezi
na dané pulkruznici s primérem AB.

6.V rovin€ je ddna piimka AB. Urcete mnozinu vSech bodl vnéjsiho dotyku kruZnic
k, h, jestlize se kruznice navic dotykaji pifimky AB po fad¢ v bodech A, B. ([1], 11,
C-1I-2)

7. Uvazujme navzdjem shodné polokruznice. které lezi v daném pravém uhlu a jejichz
koncové body leZi kazdy na jiném rameni. Urete mnoZinu vSech takovych polokruz-
nic. ([1], 48, B-1-2)

8. Necht’ K je dany kruh s polomérem 1. UrCete mnoZinu vrchold C' v§ech rovnostrannych
trojuhelniki ABC, jejichZ vrcholy A, B lezi uvnitf nebo na hranici kruhu K. ([1], 30,
B-P-4)

9. Uréete mnozinu vrcholli C' vsech Ctverci ABC'D, jestlize vrchol A lezi na dané
pfimce p a vrchol B je pevné dan. ([2], 1.24)

10. V jedné z polorovin vytatych v roviné danou ptimkou A B uvazujme vSechny pravouhlé
trojihelniky s pfeponou AB. Oznadme X patu kolmice vedené bodem B na osu
uhlu BC A. Dokazte, Ze osy vsech takovych thli BC'A prochazeji pevnym bodem,
a vysSetiete mnoZzinu vsech bodt X. ([1], 21, C-P-3)

11. Nad danou dseckou AB, kterd ma délku c, jsou v jedné z polorovin vytatych piimkou
AB sestrojeny vSechny ostrothlé trojuhelniky ABX takové, Ze vzdalenost pat vysek
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

vedenych vrcholy A, B je rovna danému Cislu d. VySetiete mnozinu vSech vrcholi X
uvazovanych trojihelnikd. Provedte diskusi vzhledem ke kladnym &islim ¢, d. ([1],
14, B-1I-4)

Bod O lezi na tsecce AC. Uréete mnozinu bodd M, pro které plati |ZMOC| =
= 2|LMAC|. ([2], 1.1)

Ke kazdé dvojici kruznic o polomérech r1, ry (r; > 79), které se dotykaji pfimky p
a lezi (kazda ve vnéjsi oblasti druhé z nich) v pevné zvolené poloroviné ohrani¢ené
prfimkou p, sestrojime prisecik X jejich vnitfnich tecen. Urete mnoZinu vsech téchto
prasecika X. ([2], 1.2)

Je dana tsecka AB a jeji vnitfni bod C'. Uvazujme dvojici shodnych kruZnic, z nichz
jedna prochdzi body A, C' a druhd body B, C' a které maji kromé bodu C' dalsi spole¢ny
bod X. Urcete mnoZinu vSech takovych bodi X.

V roviné daného ¢tverce K LM N urcete mnoZinu vSech bodli P, pro néZ jsou thly
NPK, KPLa LPM shodné. ([1], 53, A-1-2)

Je dan pravouhelnik ABC'D. V roviné pravothelnika zvolime bod X tak, aby se soucet
jeho vzdalenosti od piimek AB a C'D rovnal souctu jeho vzdalenosti od piimek BC
a AD. Najdéte mnoZinu vSech takovych bodi X. ([2], 1.3)

V rovin€ jsou dany ¢tyfi body. Vedme kazdym z nich pfimku tak, aby tyto pfimky
ohranicily pravouhelnik. Co je mnozinou stiedd vSech takto vzniklych pravouhelnika?
([2], 1.15)

Literatura

[1 ] BroZury matematickych olympidd (prvni Cislo v odkazu udava ro¢nik soutéze, po ném

nasleduje oznaceni tlohy).

[2 ] Vasiljev, N. B., Gutenmacher, V. L., Pfimky a krivky. Skola mladych matematikt

(SMM), sv. 51, UV MO, Mlada fronta, Praha, 1982.

Kratke matematické hry

Ivan Masaryk!

Abstrakt: Ako sa dd spestrit’hodina matematiky Ci vylet v Skole prirode je ukdzané na

odskisanych krdtkych matematickych hrdch, ako su boje o hrady, stavby ciest i dobyvanie

'FMFI UK, Bratislava, ivan.masaryk@fmph.uniba.sk
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pokladov. Ocakdvania, pozornost, komunikdcia, spoluprdca, fantdzia, v takomto duchu
sa niesie tento clanok.

Abstract: The article deals with one way of animating a mathematics lesson or a trip
during ,,school in nature “ by using short mathematical games such as fights for castles,
building roads and conquering treasures. This text has an atmosphere of expectation,
attention, communication, cooperation, imagination.

Dielfia je zamerand na hrani niekolkych kratkych matematickych hier, ktoré vacsi-
nou vznikli dpravou existujtcich hier. Ich cielom je zmyslovy zazitok, ktory podnecuje
motivéciu deti, ale taktieZ zabezpecuje volnejSiu komunikéciu vndtri triedy a v neposled-
nom rade precviCuje matematické strategické myslenie spojené s mnozstvom lahkych
matematickych tkonov.

Citadely

Pri tejto hre sa rozvija

e ndhoda, resp. intuicia, tvorivost,
e schopnost vnimat’ ,,realitu‘ siperovymi o¢ami,
e strategické myslenie pocas paralelného odpocitavania celych Cisiel.

Hudba, ktord je moZné pustat’ na dielni, m6Zze pdsobit’ spociatku zaujimavo, avSak
neskor moéze rusit. Viac sa mi osvedcCilo, ked si deti nakreslia vlastny herny plan podla
obrazku na tabuli bez hudby. Pri tabuli sa odohra jedna vzorova partia podl'a nasledujtcich
pravidiel a potom sa deti pustia do hry vo dvojiciach najlepSie vo svojich laviciach.

Pravidla

Hradl| ‘ | ‘HradZ

Obr. 1

Na hernom uzemi (obr.1) md kazdy hrac svoj hrad a okrem toho je na iom nacrtnutych
pét moznych pozicii bojovych linii. Cielom hry je pomocou vojska dobyt siperov hrad.
Obaja hraci maju na zaciatku hry po 30 vojakov a bojova linia (pero) je v strede. Po kazde;j
bitke sa linia posunie o jednu poziciu doprava alebo dolava podla toho, kto vyhral. Ak
nastane remiza, bojova linia sa neposuva. Bitka prebieha tak, Ze si obaja hraci urcia tajne
pocet vojakov, ktorych posld do boja, od nula az po ten stav, ktory majui. Tento pocet si
aj napiSu na papier. Hraci si potom naraz ukazu, kolko vojakov poslali do bitky. Ten, kto
poslal do bitky viac vojakov, bitku vyhral, a preto sa posunie bojova linia o jednu poziciu
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v prospech tohoto hra¢a. Obaja hraci si vSak odpocitaju vSetkych vojakov, ktorych poslali
do tejto bitky. V pripade, Ze do boja poslali rovnaky pocet vojakov, tak sa bojova linia
neposuva, ale vojakov si hraci musia odpocitat. Ak sa podari posunut’ bojovu liniu az na
stiperov hrad, tak sa vyhrava. Ak nemd Ziaden hrd¢ vojakov a nie je dobyty ani jeden
hrad, tak hra skoncila remizou.

Tantrix
Pri tejto hre sa rozvija
e hmat (Zetoniky — novy predmet), zrak (estetické utvary), pamét’,

e schopnost komunikovat’ pomocou rec¢i a posunkov bez moznosti vidiet,
e kombinovanie vSetkych moZnosti a kontrola zdanlivo jednoduchého pravidla.

Hra Tantrix ma zloZité pravidla, ku ktorym sa mozno dostat’ napriklad na stranke [1],
ale pre tuto obmenu hry staci vediet, Ze Zetony tejto hry maju tvar Sestuholnika a na iom
je jeden zo vzorov na obr. 2.
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Obr. 2

Kazdy Zeton obsahuje cesty troch farieb zo Styroch moznych. V 56dielnej sade Tantrix
su vSetky kombindcie takychto zZetonov. Modifikécia hry vyuziva Specialnu vlastnost’tejto
sady. Z kazdych troch Zeténov je mozné spravit’ pyramidu tak, aby sa susedné Zetony
dotykali rovnakou farbou. Teda farba musi suhlasit’ na vSetkych troch spojoch. Tvar
pyramidy je na obr. 3. Na tuto hru potrebujete jednu sadu hry Tantrix.

Pravidla

Ucitel rozda Zetény a poziada Ziakov, aby si presne zapamitali vzor i farbu na ich
Zeténe. Potom si Ziaci obratia Zet6n na ruke tak, aby nari nevideli a na pokyn ucitela sa
snazia n4jst’ takych spoluziakov, aby sa s nimi dala vytvorit’ pyramida z troch Zetonov,
pricom Zetony sa moZu dotykat'len rovnakou farbou. Nie je povolené pozerat’ sa na cudzi
Zetdn z opacnej strany a ani obracat’ ten svoj, kym si nieste isti, Ze mate zZetony nastavené
v spravnej pyramide. Ak sa detom nedari vytvorit pyramidu, moZete ich povzbudit, Ze
z niektorej trojice sa robi pyramida tazSie, ale vzdy sa to da. MdzZete im povolit znova
si pozriet’ svoj Zetoén. Ak nezvladaji urobit pyramidu po pamiti, s tym Ze si aj CastejSie
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pozeraju na svoj Zeton, tak nech to skusia s oto¢enymi zetonmi. T1, ktorym sa to podarilo,
sa mo6Zu zlucit do Sestice a vytvorit' pyramidu zo Siestich Zetonov (obr. 4), popripade z 10,
15,21, 28, 36, 45 ¢i 55 zeténov. Prekvapujtce je prave to, Ze sa to da urobit’z lubovolného
poctu Zetonov.
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Obr. 3 Obr. 4

Je potrebné, aby bol pocet hracov delitelny tromi a aby sa mohli deti volne hybat po
triede. Hra s troma Zeténmi trva asi pat minut, ale deti chyti vytvaranie cesticiek, a tak
sa s Zzetonmi dokdzZu hrat’ aj omnoho dlhSie.

Tangram

Pri tejto hre sa rozvija

e hmat bez zraku, zrak bez hmatu,

e schopnost verbalnej komunikacie a predstavivosti a spoluprace pri obmedzeni jedného
zmyslu,

e aktivne pouZivanie ndzvov zdkladnych geometrickych ttvarov.

Na tato hru je potrebné mat’ sadu Tangramu

. alebo inej skladacky pre kazda dvojicu. Je po-
/Ill trebné, aby mala skladacka obal, do ktorého sa
' jednotlivé Casti presne vmestia napriklad v tvare

na obr. 5. V hre sutazia dvojice proti sebe. Jeden
z dvojice ma za chrbtom obal skladacky, popri-

/ pade ma aj zaviazané oci. Druhy z dvojice vidi
a radi, ale nesmie sa dotknut’ Ziadnej Casti skla-
dacky. Po tomto preteku si hrd¢i vymenia ulohy.

Obr. 5 Obr. 6 Po preteku Sikovni Ziaci stihnd poskladat’ napr.
Stvorec (obr. 6)
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Brany
Pri tejto hre sa rozvija

e chut, pohyb,
e spoluprica, Cestnost),
e porovndvanie ¢isiel (od 0 po 100), alebo od (—30 po 30), ...

Tato pochodova hra sice nepatri medzi kratke, ale je vhodn4 napriklad na vylet, ¢i do
Skoly v prirode. Vynimocna je tym, Ze je zamerand na chut’ a okrom toho nem4 vitaza.
Na hru je potrebné zaobstarat’ dva baliky piskot, platidla (nakrdjané slamky alebo hlinené
gulicky, ...)

Pravidla

Ziaci sa rozdelia do dvojic a rozdelia si dlohy. Jeden z nich sa stane branou a druhy
dobyvatelom. Spolu dostane dvojica 10 platidiel. Ulohou brany je vymysliet také &islo
z dohodnutého intervalu, ktoré sa bude tazko hadat. Ulohou dobyvatela je dobyvanie
bran. Ak chce dobyvatel’ dobyt’ branu, musi sa jej spytat’ nejakou otdzkou, na ktord
siedmymi?“, ...Brdna musi po pravde odpovedat. Za kazdu otazku vSak dobyvatel
poctivo zaplati jedno platidlo dobyjanej brane. Ak sa dobyvatelovi minie platidlo, mbZe
si ist’ po dalsie ku svojej brane. Svoju branu prirodzene nedobyja. Ak sa dobyvatelovi
podari uhadnut'’kd brany, tak ju dobyl a spolu s fiou sa vyberie za pokladom (za ucitelom).
Ten si potvrdi u brany dobytie a obdari dobyvatel'a piskétou. Brana si vymysli nové &islo
a dobyvatel si ndjde novu branu, ktort za¢ne dobijat’. Tesne pred tym, ako sa minie prvé
balenie piskotov, sa hra prerusi. Kazdej dvojici sa doplni stav platidiel na desat’a v dvojici
si vymenia ulohy. Poklad sa pocas celej hry pomaly posuva, o sposobuje premieSavanie
ziakov.

Shrnutie
Kréatka matematicka hra je dobra vtedy, ak
e sa pri jej hrani vd¢Sina deti dostane do stavu, v ktorom za¢ne (intenzivne) premyslat’,

e m4 jednoduché a jasné pravidla,
e ma rychly priebeh, poc€as ktorého sa opakuju jednoduché matematické operacie alebo

uvahy.
Dve moznosti, kde sa d4 hra zaradit' do vyucCovania, su

Koniec hodiny

Ziakom sa bud’ slibi na zaciatku hodiny, Ze ak budd pozorne pracovat), tak na konci
hodiny ostane chvilka ¢asu na hru, ktord sme si pre nich pripravili, alebo naopak ak
ostane ¢as na konci hodiny, tak méZeme pochvalit’ Ziakov za pracu a hru tam zaradime.
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Malou nevyhodou je to, ze ak hra deti ,,chyti®, tak sa jej venuju aj pocCas prestavky,
¢im sme ich o ti prestavku vlastne ukratili. Hlavne ich vSak uZ pocas prestavky nemame
ako sledovat), a tak vlastne moZeme ukracovat’ aj seba o rdzne postrehy.

Koniec celku

Rozvoju kompetencii a logického myslenia pomocou matematickych hier sa da pri-

.....

po dobrati vicSieho tématického celku.

Hra rozvija vztahy medzi ucitelom a ziakmi a zaroven aj vztahy medzi Ziakmi na-
vzajom. V neposlednom rade v§ak poméha k sebapoznaniu ako Ziaka, tak i ucitela. Do
uvedeného trojuholnika sa zapdja aj trieda ako celok, ale pri dalSich tvahach ju vyne-
chdme. Schematicky s uvedené vztahy zobrazené na obr. 7. Velkou vyhodou sti¢asného
Skolstva je moznost’ priamej komunikacie medzi Ziakmi. Ak by bola vyuka zabezpeco-
vand iba prostrednictvom internetu a konzultdciami s u¢itelom, tito vyhoda by ubudla.
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Obr. 7 Obr. &

Zaradenim hry, v ktorej je v popredi pouZzivanie nejakého zmyslu, mdéZeme docielit’,
zézitkom. Zmyslové vnimanie pomocou zraku, sluchu, hmatu, cuchu a chuti podporuje
v hre vznik zmyslového zazitku. Rozvijanim niektorych kompetencii, ako su schopnost’
spolupracovat, organizovat, rozhodovat, pldanovat, byt cestny, byt empaticky, ..., do-
stava hra vychovny charakter. Opakovanim matematickych ukonov a operacii a rozvojom
matematickych schopnosti, ako su logické, strategické, ¢i pravdepodobnostné myslenie,
systematické Struktiirovanie, formulovanie hypotéz, ..., sa stava hra odbornou, v tomto
pripade matematickou.

Matematickd hra moze zabezpecCovat komunikaciu medzi oblastami zobrazenymi na
obr. 8.

Nie je jednoduché vymysliet dobri dplne novi matematickd hru. Na druhej strane
mnoho takychto hier je uz vymyslenych a zvéc¢Sa sta¢i mald zmena pravidiel a hned

''''''

ndjst na stranke [2]. Su to zvicsa stredne dlhé hry, a tak si budu musiet’ zasluzit nejaku
zmenu.
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Algebraicka témata v Cabri Geometrii

Michal Musilek!

Abstrakt: Vyuku matematiky lze zpestiit pouZitim matematického software doporu-
ceného autory modulu ,,ICT ve vyuce matematiky*“. Porizovaci ndklady na vsechny
programy jsou viak pomérné vysoké. Ukolem cldanku je ukdzat, Ze i s jednim vhodné
zvolenym programem, kterym je Cabri Geometrie, lze pokryt vétsSinu témat stredoskolské
matematiky. MitZeme jej pouZit napriklad i pro zndzornéni grafii funkct, grafickd reSeni
rovnic, nerovnic a jejich soustav, nebo pro zndzornéni nékterych algebraickych vzorcu.

Abstract: The teaching of mathematics can be enlivened by the use of mathematical
software recommended by the authors of moduel ,,ICT in the teaching of mathematics “.
The cost of the programs is, however, quite high. The goal of the article is to show
that even one program, Cabri Geometry, can cover most of the topics of secondary
mathematics. For instance, it can be used for plotting graphs of functions, graphic
solutions of equations, ineaqualities and their systems, or for representing some algebraic
formulas.

Jednou z moZnosti, jak zpestfit vyuku matematiky a probudit zdjem Zakd o mate-
matiku, je pravidelné pouzivini vhodného matematického software ve vyuce. Ucitelé
matematiky SZS a VZS Hradec Krdlové maji to §tésti, Ze pro né $kola zakoupila neo-
mezené Skolni multilicence na veskery zdkladni software doporuceny autory volitelného
modulu ,,ICT ve vyuce matematiky“ (viz [1]) Skoleni urovné P v ramci Statni informacni
politiky ve vzdélavani (SIPVZ) (viz [2]) a zaroven jim umoZnila absolvovat tento voli-
telny modul. V pocitacové ucebné tedy maji na vSech pocitacich nainstalovany programy
Cabri Geometrie II Plus, Derive 6, Imagine Logo a OpenOffice 1.1.3. V této ucebné
vedou ucitelé pravidelné jednu hodinu matematiky tydné, uc¢i Zaky nejen obsluhovat pro-
stiedi Cabri Geometrie a Derive, ale pfedev§im pomoci téchto ndstroju fesit konkrétni
matematické tlohy.

Porizovaci naklady na veSkery uvedeny software nejsou malé. V dobé kondni kon-
ference se jednalo o 45 tisic K¢. Logicky se nabizi otdzka, zda je nutné pro solidni
pocitacovou podporu vyuku matematiky obstaravat vSechny uvedené programy, zda by

I Stitedni zdravotnickd Skola a Vy$5i zdravotnickd $kola, Hradec Krdlové, michal. musilek @ seznam.cz
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pro vétsinu témat nestacil jeden. Ukolem tohoto piispévku je dokdzat, Ze skute¢n& md-
Zeme vystacit s jednim velmi univerzalnim nastrojem, kterym je interaktivni geometricky
nacrtnik Cabri Geometrie. PrestoZe to ndzev software nijak nenaznacuje, je mozné ho
velmi dobfe vyuZit i pii vyuce algebraickych témat. OvSem i v piipad¢, kdy mame
k dispozici Cabri Geometrii 1 Derive 6, je Casto vyhodné pii vyuce algebraickych témat
nékteré ulohy fesit pomoci Cabri, protoze Derive 6 fesi problémy pfili§ automaticky,
aniz by zakovi ukazal postup feSeni, pouzitou metodu. Naproti tomu pii prici s Cabri je
Zék nucen sam konstruovat feSeni (geometrické objekty, grafy, tabulky), program pouze
pomdha s feSenim a urychluje rutinni ukony.

VétSina nasledujicich uloh je feSena v kartézské soustavé soufadnic a s vyuzitim
mifZovych bodd. Zakim je tieba zdlraznit, Ze pro zobrazeni mifZovych bodd je po-
treba kliknout na nékterou osu souradnic, protoze Cabri umi pracovat s vice soustavami
soufadnic soucasné. Body je vhodné oznacCovat usporddanou dvojici soufadnic v hra-
natych zavorkach. Pro zépis levé (pravé) hranaté zavorky pouZijeme kombinaci klaves
AltGr + F (G).

fy=-x+1

j4.1]

d
/ Soufadnice bodu A:

{4,00; 0,00}

Funké&ni hodnota: -7,00

/

/

/
m: y=1.-x"2/2
g_y:.ﬁi—:‘ /

/F e \m

4, ; . \

Obr. 1 Obr. 2

Pomoci Cabri mlizeme snadno zobrazit grafy linearnich (obr. 1), kvadratickych
(obr. 2) 1 dalSich funkci (obr. 3, 4). Cabri Geometrie je vhodnd i ke grafickému fe-
Seni rovnic (obr. 5, 6) a nerovnic (obr. 7) o jedné nezndmé i1 ke grafickému feSeni soustav
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rovnic se dvéma nezndmymi (obr. 8, 9). Mnohem vice ukdzek feSeni tloh miiZete najit

na www strankach [3].

fl: y=|x]+1

[-3.2]
f2: y=x+1|

.00l

Obr. 3

Grafické reseni

Leva strana:

“[-2; 2,5]

[0.1]

zde grafy fi a f2 fy=x-x

splyvaji

(3. 0]

linearni rovnice

y=1-(2x-5)/6

Prava strana:

[7;-0,5]
8 -1]

Soufadnice priseéiku: (9,25; -1,25)
Obr. 5
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| Nerovnice:
-3 < x-1]

Obr. 6 Obr. 7

-4.4]

Spolacnd
polopfimia

P = {[x x1]; x2-1}

®=-2 [0,0] x=2

P ={[22][2 2]}

Obr. 8 Obr. 9

Velmi pékné se daji v Cabri Geometrii graficky znazornit rizné algebraické rovnosti.
Obr. 10 je popsany, takze je hned ziejmé, Ze se jednd o vzorec (a + b)* = a? + 2ab + b2
Obr. 11 je zamérné bez popisu. Jist€ snadno urcite, o jaky vzorec se zde jedna.

S Cabri Geometrii se rychle nauci pracovat i primérni Zaci. Poc¢itaCem podporované
konstrukce grafickych feseni provadéji rychleji nez klasické rysovani do sesitl a vysle-
dek je vzdy presny a ptsobi velmi esteticky. Diky tomu se Zaci mohou soustiedit na
matematickou podstatu problému. V neposledni fadé€ je vyuka s pocitatovou podporou
i pro prumérné zaky vitanym zpestfenim a motivaci k praci. Tim spi§ bychom ji méli
nabizet matematickym talentam.
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Obr. 10 Obr. 11
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Grafy funkeci sinus a kosinus

Michal Musilek!

Abstrakt: Vyuka matematiky v pocitacové ucebné s vyuZitim matematického software
je na SZS a VZS Hradec Krdlové vyrazné podporovdna. Pocitacem podporovand vyuka
matematiky bavi Zdky i ucitele a motivuje k hlubsimu zdjmu o matematiku. V pocitacové
ucebné probihd pravidelné jedna vyucovaci hodina tydné. Jedno z probiranych témat je

Grafy funkct sinus a kosinus. K vyuce se pouZivaji pocitacové programy Cabri Geometrii
a Derive 6.

Abstract: The teaching of mathematics in a computer lab with the use of mathema-
tical software is very encouraged at SZS and VZS in Hradec Krdlové. Teaching with
computers is enjoyable both for pupils and teachers and motivates for a deeper interest

I Stitedni zdravotnickd Skola a Vy$5i zdravotnickd $kola, Hradec Krdlové, michal. musilek @ seznam.cz

151



in mathematics. One lesson a week is organised in a computer lab. One of the topics is
Graphs of Sine and Cosine Functions. Programs Cabri Geometry and Derive 6 are used
in this lesson.

Diky pochopeni a vstiicnosti vedeni SZS a VZS Hradec Kralové mohu pravidelng
jednu hodinu matematiky vést v pocitacové ucebné vybavené veskerym zdkladnim soft-
warem doporuc¢enym autory volitelného modulu ,,ICT ve vyuce matematiky* (viz [2])
Skoleni trovné P v ramci Statni informacni politiky ve vzdélavani (SIPVZ) (viz [3]).
V prvnim ro¢niku oboru zdravotnicky asistent (u¢im paralelni tfidy 1.A a 1.B) pouZi-
vame podle potfeby programy Cabri Geometrie II Plus a Derive 6. Mym cilem neni
seznamit Zaky se vSemi funkcemi a moZnostmi obou programt, ale vyuzivime pouze ty
funkce, které potfebujeme k feseni béZnych stiredoSkolskych uloh z u¢ebnice. V pocita-
¢ové ucebné probiha v kazdé tfidé pouze jedna hodina tydné z celkového poctu tif hodin,
zbyvajici dvé hodiny pracujeme klasickym zptsobem ,,tabule — kiida“.

Téma ,,Grafy funkci sinus a kosinus* vyS$lo na tyden, ve kterém se konala konference
,»Ani jeden matematicky talent nazmar* podle ro¢niho tematického planu. Piipravy na
hodiny v pocitacové ucebné¢ mam zpravidla uloZeny ve formé soubort na sitovém disku,
ve slozce pristupné zdktim. Pfipravu na tuto hodinu jsem vyjimecné pfipravil na webu
(viz [4]), aby byla trvale ptistupna vSem hospitujicim a aby ji mohli pfipadné vyuZzit ve své
vyuce. Z hlediska stavby jde o béZnou smiSenou hodinu s ivodnim opakovanim spojenym
se zkouSenim a déle s vykladem nové latky, jejim kratkym procvi¢enim a shrnutim.
Dalsi dikladnéjsi procviceni prijde v ndsledujici hodiné v béZné ucebné s ¢ernou tabuli,
kde budeme kreslit nacrty posunutych nebo jinak obménénych funkci sinus a kosinus
barevnymi kiidami na tabuli a pastelkami do sesiti.

V opakovaci ¢asti zaddme zakim dvé ulohy pfipravené jako soubory *.fig pro Cabri
Geometrii. V prvni jde o urCeni spravné velikosti orientovaného uhlu v radidanech a jeho
vyznaceni pomoci geometrického zobrazeni otoCeni (oti¢ime polopiimku kolem jejiho
pocateéniho bodu o uhel dané velikosti). Ve druhé uloze jde o zopakovani definice
goniometrickych funkci sinus a kosinus pomoci jednotkové kruznice, tikolem zkouSeného
Zaka je také urcit a odlivodnit, jaké znaménko maji funkce v jednotlivych kvadrantech.

Na opakovaci ¢ast plynule navazuje nové ucivo. Ucitel Zaktim ukaZe esteticky puso-
bivou konstrukci pravidelného ¢tyfiadvacetitihelnika (ornament podobny kvétu), diky niz
ziskdme 24 riiznych poloh bodu na jednotkové kruZnici. Svislé (y-ové) souradnice té€chto
24 poloh bodu vyneseme na systém rovnobézek s osou x. Kolmo k témto rovnobézkam
sestrojime druhy systém rovnobéznych primek, tentokrat v pravidelnych ,,rozestupech®.
Tim ziskdme miizku, do jejichZ priseciki miZeme vynést body grafi funkci sinus a ko-
sinus.

Protoze priprava miizky je pracnd a zdktim by zabrala podstatnou ¢ast vyucovaci
hodiny, dostanou mfizku pfipravenou v souboru *.fig, ktery nactou do programu Cabri
Geometrie a tam s nim dale pracuji. Nejprve vyznaci priseciky nalezejici grafu funkce
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sinus a pak aproximuji graf funkce sinus pomoci systému tsecek spojujicich vzdy dva
nejblizsi vyznadené priseéiky. Zak, kterému jde v lavici (na Zakovském pocita¢i) kol
nejlépe (nejrychleji), vyznadi s uritym ¢asovym odstupem fesSeni na ucitelském pocitaci,
aby je vSichni vidé€li promitnuté na platné pomoci dataprojektoru. Ucitel mezitim prochdzi
mezi lavicemi, kontroluje praci a pomaha s ikolem slabsim zdktim. Kdyz jsou zaci hotovi
s grafem funkce sinus, nactou znovu soubor s ,,prdzdnou‘‘ mfizkou a obdobné sestroji graf
funkce kosinus. Jako dobrovolny domaci ukol ucitel zada narysovéni stejného obrazku
klasickymi pomtickami (tuzka, pravitko, trojihelnik s ryskou, kruzitko).

V dalsi ¢asti hodiny se budeme zabyvat symetrii grafli funkci sinus a kosinus (funkce
lich4, funkce sudd) a také grafy posunuté nebo jinak obménéné. Pro tyto ucely by byla
prace v Cabri Geometrii pfili§ pomald, proto spustime dalS$i matematicky software —
program Derive 6 (viz [5]). V algebraickém okné programu vzdy zaddme funkcni predpis
a zobrazime ho ve 2D grafickém okné (obr. 1, 2). Ucitel navaze na vztahy odvozené
v minulé hodiné a zavede pojmy ,,funkce lichd* a ,,funkce sud4*. Potom spole¢né se Zaky
fesi ulohy z ucebnice [1].

V zéavéru vyucovaci hodiny shrneme a zopakujeme nové probrané pojmy a vyvozené
vlastnosti funkci sinus a kosinus a jejich grafi.

PocitaCem podporovand vyuka matematiky bavi zZaky 1 ucitele. Vhodné dopliuje kla-
sické vyucovaci metody, ackoliv je nemtiZe zcela nahradit. Je nepochybné, Ze programy
Cabri Geometrie a Derive 6 svymi moZnostmi motivuji k hlubSimu z4jmu o matematiku.
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Pokusy a pokouSeni aneb Kolmice spadlé z nebe

Alena Sarounovd'

Abstrakt: Mysleni a 7ec¢ spolu tizce souviseji, je proto nutné rozvijet oboji. A pokus
Jje diileZitou metodou pozndvdni svéta a md velkou roli ve vyuce. Tyto prostredky jsou
aplikovdany na modelovadni kolmic v roviné.

'MFF UK Praha, sarounov@karlin.mff.cuni.cz
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Abstract: Thinking and speaking are closely linked, therefore, both should be deve-
loped. An experiment is an important methods of getting to know the world and its role
in teaching is significant. An example of the above is given on modelling perpendicular
lines in plane.

Mili prételé, ac chci psat o zalezitostech tykajicich se matematiky a jeji vyuky, dovoluji
si zaCit nékolika pozndmkami takika jazykovédnymi. Jde o vztah , mySleni* a ,,feci®.
Vztah, kterym se zabyvali a zabyvaji filozofové 1 psychologové, ale bohuzel malokdy
ucitelé (nejen matematiky). At uz se priklonim k t€ ¢i oné teorii vysvétlujici jemné
predivo vztahii mezi fe¢i a mySlenim, jedno je nezpochybnitelné: mysleni a fe¢ spolu
velmi uzce souviseji. Rozvijenim rfeci se zlepSuji schopnosti logického mysSleni a logické
mySleni vyrazné zkvalitiiuje pfesnost a srozumitelnost naseho vyjadfovani. Proto tvrdim,
ze ucitel zadného Skolnitho predmétu nema pravo opomijet jazykové schopnosti svych
zakd. Nemdm na mysli jen odbornou terminologii ,,svého predmétu* (ndzvy vytvarnych
technik, télovychovné nazvoslovi, chemickou terminologii atd.), ale stru¢ny a vystizny
popis béznych Cinnosti, spravné vyjadieni souslednosti ¢i naslednosti déji, dokonavosti
sloves. Je neStéstim, neumi-li diplomant — budouci ucitel — jednoznacné a gramaticky
spravné zformulovat myslenku tak, jak ji sdm ,,ma v hlavé®, tj. aby ji ¢tenaf rozumél
stejné jako autor. Celkova uroven jazykovych schopnosti mladeze (bohuzel 1 vlivem
televize a tisku nejen denniho — tj. ,,nositelll kultury*) klesa a hodiny ,,jazyka ¢eského*
v soucasném pojeti tomu nezabrani. (A naplni-li se pfedstavy nasSeho ministerstva o vyuce
dvou jazyki na prvnim stupni, bude ziejmé jeste hiite.)

Obé pocate¢ni podstatnd jména nadpisu tohoto ¢lanku spolu etymologicky souviseji.
Miizeme jesté doplnit: ty pokusy — ta pokouseni. Nemyslite, Ze tajemno — neznamo — nas
pokousi, abychom mu pfisli na kobylku, abychom hledali jeho vysvétleni, abychom se
pokusili jeho tajemstvi odhalit? A pokud se nam to podafi, jaky krasny pocit mame, kdyz
zvitézime nad problémem, jehoz feseni jsme pfijali jako sviij ukol!

Silu tohoto prozitku a trvalost objeveného poznatku v nasi mysli si velmi dobfe
uvédomuji ucitelé snazici se zatfazovat do vyuky co nejvice experimenti pii vyuce nové
latky. Nékteti didaktici tvrdi, Ze vSe by mélo byt objevovano vlastni ¢innosti ditéte. Zni
to krasné — ALE. . .

Pozorujeme-li chovéani mlddat obratlovcd, zjiStujeme, Ze si mnoho uZite¢nych reakci
pfinesla na svét diky dédi¢nosti a dalSim se uéi pokusy, odménami (dosaZenim cile)
a ,tresty*. Zvitata kromé toho v mladi napodobuji chovani dospélych jedincli (matky,
Clend stada atp.), vysSi savci prokazuji uz jistou urovenn mysleni i formalni komunikace
(postoje, vystrazné zvuky, pocatky feci). Pochopi-li mladata tyto signdly, usetii si ,,praci*
—rfadu nedspésnych pokusti—arychleji se obeznami se zptisobem Zivota v daném Zivotnim
prostfedi. Stejn€ tak my — lidé — vétSinu nutnych poznatki ziskdvame zprostfedkovaneé:
napodobou, z knih, prednédsek a z diskusi. N4&s zivot (a vlibec prostfedi vytvorené nasi
civilizaci) je pfili§ slozity, nemame dostatek Casu ani prostiedkli k objevovani vSeho,
co musime nezbytné znat, abychom ,,sluSné prezili“. Neni moZné ucit se vSe pomoci

155



experimentti. Nemam rada lhani ani ve formé dobie myslené nadsazky. Nemohu proto
souhlasit s ¢lanky (nejen!) problematiku neovlddajicich novinait, které libivé popisuji
,,hovou Skolu a nové pedagogy*, ktefi nebudou déti ucit fakta, ale mySleni, a nebudou je
nutit dodrzovat ,,néjakd zastarald pravidla® (Gprava, vyjadfovani, koneckonct i sezeni,
které nenici pater).

Nelze ucit vSe jen pomoci experimentli. Nelze zanedbat soustavnost a zabyvat se
pouze vyhledavanim informaci (internet, encyklopedie), nelze trpét lajdactvi a povrch-
nost. (Vlastné LZE zanedbat — ale kam to povede?) — OvSem: co chceme po Zacich,
musime v prvni fadé dodrzovat sami, chceme-li se opravnéné honosit ndzvem ,,ucitel*.

Doufam, Ze jste si z pfedchozich fadka neutvofili zavér: ,,Sarounova je proti pokustim
ve vyuce.“ Ne, neni tomu tak. Ale jako u kazdého ,,1éku* je dobré znét jeho davkovani,
¢as 1 mnozstvi. Pokusy jsou velmi dilezZité. Je to metoda feSeni problémi, k niZ se
vracime mnohokrat v béZném Zivoté. UZ proto bychom se jimi méli zabyvat ve Skole
vSude tam, kde je to mozné. DiileZity je vybér problému, nacasovani pokusu, pfiprava,
prabéh pokusu (JAK jsme objevovali) i jeho dokumentace a zavér (CO jsme ,,objevili®).
Pokus Spatné€ zvoleny ¢i1 ,.hala-bala® provedeny je ztratou Casu — ale o tom snad nékdy
priste.

Na zavér Vam nabizim dva naméty préce - prvni je pro vés, ucitele matematiky, druhy
pro zaky:

1) Jsou ucebnice matematiky pro 1. stupeii ZS odborné bez chyb? Prohlédnéte si
je a upozornéte kolegy, ktefi podle nich uci, na ptipadné chyby, dvojznacnosti atp.
Myslim, Ze budete prekvapeni, jak mnoho autord ucebnic nemd patficny nadhled nad
matematikou ZS a pfipravuje détem problémy ve vys§ich ro¢nicich. (P¥iklad: Jsou-li na
obrazku dv¢ ,,malo riznobéZné* usecky a, b, jak ma dité 3. tfidy poznat, Ze ,,pfimky a, b
jsou riiznobézné*?)

2) Na ZS se Z4ci neudi o ,.kolmici k roving“, ale pii popisu téles ji text povaZuje za
znamou. Napravte to: Pfedlozte détem kruZitko, jeden trojuhelnik, provazek, vysttizeny
papirovy kruh a tuzku. Pozadejte je, aby vymodelovaly pfimku kolmou k roviné Skolni
desky. AZ déti vyberou vhodnou ,,pomiicku a dlohu provedou, zformulujte definici
1 kritérium kolmosti pfimky k roviné.

Odpovéd k tkolu 2): Definice toho, Ze pfimka je kolma k roving, je, Ze je kolma ke
vSem piimkam roviny. Kritérium toho, Ze pfimka je kolma k roviné, je, Ze je kolma aspon
ke dvéma riznobézkam lezicim v této rovin€.
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,,Kalendarové alohy‘ — inspirujici problémy

pro matematické talenty na ZS

Marta Volfovd'

Abstrakt: Cldnek upozorriuje na tzv. kalenddrové iilohy, které svou formulacni jed-
noduchosti a zdrovern casto znacnou obtiznosti pri nalézdni FeSeni se mohou stdt prdvé
pro nadané Zdaky vyzvou a motivovat je k orientaci na hleddni matematickych rveseni
nejriznéjsich problémii. Problematika je uvedena na nékolika iilohdch (casto z MO).

Abstract: The article focuses on so called calendar problems which are simply for-
mulated but quite difficult to solve. Therefore, they can become a challenge for talented
pupils and motivate them to look for mathematical solutions of different problems. The
ideas are illustrated on several problems (mostly from the Mathematical Olympiad).

Kalendafové ulohy jsou zahaleny urcitou tajemnosti a pfitahuji pozornost i1 zdjem
zakl. Pomérné jednoduchd formulace tloh vSak skryva ¢asto obtiznou cestu k nalezeni
feSeni, proto jsou tyto tlohy vhodné zejména do riznych typli matematickych seminait
a olympidd.

Uvedme nejprve nékolik autentickych odpovédi zaka 8. tiidy (z vyzkumu [2]) o tom,
jak se jim kalendarové tlohy libily, procC je ta i ona dloha zaujala a zda by si je prali
zaradit pfimo do hodin matematiky:

,,Byly supr, skoro jako IQ rozcvicka.*

,,Byly dobry, na logicky mysleni.

,,Libily, je to néco jiného nez v ucebnicich.*

,Byly velmi zajimavé. Nikdy by mé nenapadlo, Ze mohou byt matematické ulohy
z kalendare.*

,.Ulohy se mi libily, protoZe se u toho musi vic pfemyslet.*

,» Tak ani moc ne, byly moc t€zky na pochopeni.*

,» 1yto ulohy byly zédbavné a libily se mi.*

,Dané ulohy jsou velmi zaludné.*

,,JO, byly dobré, ale ne moc pro moji hlavu.*

,Nejzajimavé)si byla pata uloha, protoZe s ni to bylo na experimentovani.

A jak vidi z4ci vhodnost zatazeni do vyuky:

,,INe, protoze bych z matematiky propadla.*

,,UrCité ano. Je to néco jiného nez v ucebnicich.*

,,JO, jasné. Je to lepSi nez ucit se vzorecky, 1 kdyz je uz umim.

'PdF, Univerzita Hradec Krdlové, marta.volfova@uhk.cz
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,JO! Zaradit! Urcité!*

.,V zadném piipad€. Matematika je uz tak pro mé dost tézka.*
,,D0 néktery hodiny by se mélo zatadit, protoze je to zabava.*
,,Jo tfeba jako naky prémie k pisemce.*

Mnohé kalendarové ulohy, které byly zafazeny do nizSich kategorii MO-Z v posled-
nich letech, orientuji Zdky na experimentovani a kombina¢ni mySleni. Ty premyslivé by
pak mélo ponékud nudné probirani a oveéfovani jednotlivych piipadi dovést k napadu —
malému objevu — jak pocet zkoumanych pripadi zmenSit a dojit k feseni ,,elegantnéji*,
jako napf. v ulohach U1 a U2.

Ul: Moje maminka je narozena 16. 3. 1948. Je to pékné datum, plati totiz 16 - 3 = 48.
V kterych letech 20. stoleti takova pékna data

— byla zastoupena nejvice, (MO — Z9, 51. roc€.)

— byla zastoupena nejméné, (MO — Z6, 51. roc.)

—nebyla zadna? (MO — Z6, 36. roC.)

U2: Narodila jsem se v den, jehoZ datum zapsané bez tecek je soucasné poradovym Cislem
dne toho roku (napf. 14. leden da ¢islo 141., ale 14. 1. je jen 14. den roku, ne 141.). O jaky
den jde? (MO —Z8, 52. roc€., zestru¢néno)

[Mozné je napt. probrat vSech 365 dni v nepfestupném a zbyvajicich 307 dni v pre-
stupném roce, nebo uvazit, ze v lednu by poradové Cislo koncilo Cislici 1, v tinoru Cislici 2
atd., dale ze dny v lednu maji poradova cCisla 1 — 31, v unoru 32 — 60 (61) atd. a pak
provéritjen 11., 21., 31., 32.,42.,52., 63.,73., 83.,94., 104., 114. atd. den roku.]

Mensi déti mizZe fascinovat urcita (polo)magicnost kalendare libovolného mésice
(tabulka 1):

v

Po Ut St Ct P4 So Ne
1 2 3
4 5 6 7 (8 9 10
11 (12 13 14 |15 16 17
18 [19 20 21 |22 23 24
25 (26 27 28 |29 30

Tabulka 1

V kazdém Ctverci 3 x 3 je soucet Cisel v kazdé stiedni pticce stejny a je roven souctu Cisel
v kazdé uhlopficce a navic je pravé trojnasobkem prostiedniho ¢isla.

U3: Ovéf polomagic¢nost kalendare libovolného mésice (tabulka 1).
[Provérfeni této zdkonitosti pro mladsi Zaky spociva v jejim provéfeni ve vSech moz-

-----
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MiiZe to pro né byt diikazem uZzite¢nosti algebry.]

Pro lepsi orientaci déti v chodu roki prestupnych a nepiestupnych jsou vhodné tilohy
obdobné U4.

U4: Napi$ datum svého narozeni a datum, kdy budes oslavovat (nebo jsi uz oslavoval)
4.000. den svého zivota. (MO Z5, 43. roc.)

Zajimavé jsou i ulohy, které upozornuji na potiZe plynouci z toho, Ze v naSem pocitani
casu chybi rok nula.

US: Kolik let uplynulo od zaloZeni Rima? (Byl zaloZen r. 753 pied n. 1.)
[Reseni: 753 + 2005 — 1 = 2757]

Sportovce jisté zaujme tloha U6.

U6: Kolik let se konaly ptivodni sportovni olympiddy a kolik jich bylo?
[Odr. 776 pt. n. 1. dor. 393 n. 1., kdy byly zakazany.]

Pro orientaci Zakd o posunech dat na jednotlivé dny v tydnu poslouZi dobie napf.
ulohy U7, U8 a U9.

U7: V lednu byly ¢tyfi pond€lky i Ctyfi patky. Na jaky den tedy piipadl Novy rok?
[Reseni opét miiZe byt experimentalni: co kdyby bylo 1. 1. v pondéli, v ttery, . . . Lze
vyuzit i tabulku.]

US: Zjistéte, zda se mize stét, aby v nékterém roce nebyl ani jeden patek tfinactého. (MO
76, 47. roc.)

U9: Jedno potradové Cislo dne bylo smutné, protoZe nebylo (v ur¢itém roce) ani jednou
ned¢li. Které to bylo? (MO Z8, 54. ro€.)

Reseni: Piedpokladejme, Ze ono &islo padne v lednu na den D a uvaZujme, jaky den
tydne bude nést toto ¢islo v unoru, bfeznu, . . . (tabulka 2).

Vidime, Ze pouze den D+4 (v pfestupném roce D+5) se vyskytuje jen jedenkrat
v mésici, ktery nema vSech 31 moznych dni. Kdyby méla byt 31. ervna nedéle, nebylo
by v tom roce ¢islo 31 nikdy nedé€li. (Rok by zacinal v pondé€li, kdyby byl pfestupny, tak
v utery.)

Zéroveti vidime Feseni US: Cislo 13 projde v kazdém roce viechny dny tydne, tedy
vzdy je aspon jeden péatek tfindctého (a jak je ziejmé z tabulky 2, mohou byt v jednom
roce tyto ,,neStastné patky“ 1 tfi).

Z tabulky 2 se t€Z znovu potvrzuje znamy zaveér, Ze nepiestupny rok posouva datum
na nasledujici den tydne, pfestupny o dva dny déle. Padl-1i Novy rok v r. 2001 na pondé€li,
bude v r. 2002 v utery, v r. 2003 ve stfedu, v r. 2004 ve ctvrtek, v r. 2005 v sobotu,
v 1. 2006 v nedéli, v r. 2007 v pondé€li, v r. 2008 v utery, v r. 2009 ve Ctvrtek atd.

U10: Jirkovi zbyl kalendérf z r. 2001. V kterych letech 21. stoleti by ho mohl opét jako
zcela funk¢ni pouzit?
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Neptestupny rok | Prestupny rok

Leden D D

Unor D+3 D+3
Bfezen D+3 D+4
Duben D+6 D

Kvéten D+1 D+2
Cerven D+4 D+5
Cervenec |D+6 D

Srpen D+2 D+3
Zari D+5 D+6
Rijen D D+1
Listopad |D+3 D+4
Prosinec | D+5 D+6
Novy rok |D+1 D+2

Tabulka 2

[Napf. v letech 2001 + & - 28, kde k£ miiZe byt 1, 2, nebo 3, ale téZ v letech 2007, 2018,
2007 4 28, 2007 + 2 - 28, 2007 + 3 - 28, 2018 + 28, 2018 4+ 2 - 28.]

Maji-li Zaci uz dostate¢nou zkusenost s obdobnymi tivahami a dlohami, mohou dojit
az k vytvoreni svého ,,vécného kalendare*.

Ul11: Vytvortte si tabulky pro tzv. ,,vé¢ny kalendar*, ktery vdm dovoli rychle zjistit, na
jaky den tydne padlo ur¢ené datum.

[Jde o pfitazlivy ukol, jehoz splnéni Zdky velmi uspokojuje a motivuje. Vhodné je
naucit je pracovat se zbytkovymi tfidami mod 7. Celé feSeni by zde vSak neumérné
rozSitilo rozsah ptispévku. ]

Zavérem: Dopfejme naSim zakim zakusit ,,radost malého Prométhea, ktery krade
bohiim ohen®, délat mensi ¢i vétsi objevy, a to pri feSeni napt. kalendarovych tdloh.
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Seznam ucastniku

Jméno ucastnika

Skola, pracovisté

E-mail

1 | Blahova Jitka SOS, Lipova 56, §téiery
2 | BureSovd Dagmar | ZS, T. G. Masaryka 136, Slatifiany
3 | Burjan Vladimir | EXAM testing s. r. 0., Vranovska | burjan @exam.sk
6, Bratislava 5
4 | Cachova Jana UHK, nam. Svobody 301, Hradec | jana.cachova@ubhk.cz
Kralové
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6 | Castkova Daniela | G, Husitska 2053, Sokolov
7 | Cernotik Josef G, Lesni Ctvrt’ 1364, Zlin cernotik@gymzl.cz
8 | Danlkkova Dana G, Nameésti FrantiSka Kiizika 860, | dankova@gymta.cz
Tabor
9 | Dolejsi Dagmar G a SOS, Luzicka 423, Jarom&f dolejsi@goajaro.cz
10 | Dudkovd Magda- | SOU a OS SCMSD Poli¢kass. . 0., | dudcata@unet.cz
Iéna nam. Bohuslava Martina 95, Po-
licka
11 | Fabidnova Véra G, Ktenova 36, Brno fabianova@gymkren.cz
12 | Fantova Ivana G, Husova 470, BeneSov fantova@gbn.cz
13 | Fischer Jakub VSE, nam. W. Churchilla 4, Praha | fischerj@vse.cz
3
14 | Gieslerovda Kate- | SOS a SOU, Podébradska 94, Par- | katerina.gieslerova@
fina dubice centrum.cz
15 | Hajdinova Svét- | ZS, Zeyerova 3354, Kroméfiz s.hajdinova@seznam.cz
lana
16 | Hajkova Hana G, Kfenova 36, Brno hana.haj@centrum.cz
17 | Havlickova Sarka | ZS, Plhov, Nachod havlickova.s @seznam.cz
18 | Havlisovda Dag- | ZS, T. G. Masaryka 136, Slatiflany | d.havlisova@seznam.cz
mar
19 | Hoffmann Marek | G, T. G. Masaryka 106, Usti nad | hoffmann@gymuo.cz
Orlici
20 | Hofmanov4 Hana | VOS A SPSD, Masn4 18, Praha 1
21 | Horakova Hana G, Plovdivska 8, Brno hana_hor@seznam.cz
22 | Hrabakova  Mi- | G, Jiraskova 617, Horovice mhrabakova @ centrum.cz
roslava
23 | Hruska Michal G, Brandlova 875, Hradec Kralové | michal.hruska@wo.cz
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24 | Hudcova Milada | VOS, VZS, SOS a SOU, Hybegova | hudcova@abba.cz
53, Boskovice hudcova@nhskola-
boskovice.cz
25 | Jacko Martin Biskupské gymnézium, Hradec | jackom@seznam.cz
Kralové
26 | Jancaiik Antonin | PedF UK, M. D. Rettigové 4, | jancarik@atlas.cz
Praha 1 antonin.jancarik @
pedf.cuni.cz
27 | Jarolimkova Jitka | ZS, Masarykova 563, Rychnov nad | jarolimkova@
Knéznou zsrychnov.cz
28 | Jedlickova Milada | SPS, Havlicktiv Brod jedlickova@stavskola.cz
29 | Jilkova Eva 7S, Mandysova 1434, Hradec Kra- | eva.jilkova@email.cz
lové
30 | Kaslova Michaela | PedF UK, M. D. Rettigové 4, | michaela.kaslova@

Praha 1

pedf.cuni.cz
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kejzlarova@seznam.cz

32 | Kluiber Zden€k UHK, ndm. Svobody 301, Hradec | zdenek.kluiber@email.cz
Kralové
33 | Koldfovd Martina | ZS, Protivanov 292

34 | Kolmanova Dana | ZS, Hlaveénik 25 bohumila.kalinova@
cz.hlavecnik.indos.cz
35 | Kopfovéa Jana MU Slezské univerzity, Bezrucovo | jana.kopfova@
namésti 13, Opava math.slu.cz
36 | Kofenova Lenka | SPSCH a VOSCH, Na Tiisle 135, | lenkakorenova@
Pardubice seznam.cz
37 | Koudelkovd Irena | ZS, AlZirska 680, Praha 6 irena.koudelkova @
mff.cuni.cz

38

Kovarickova Ma-
rie

Biskupské gymnazium, Hradec
Kralové

marie.kovarickova@
seznam.cz

39 | Kubinovd Lud- | ZS, 9. kvétna 148, Chvaletice zschvaletice @cmail.cz
mila
40 | Kufina FrantiSek | UHK, ndm. Svobody 301, Hradec | frantisek.kurina@uhk.cz

Kralové

41

Lauschmann Zde-
nek

AG, Korunni 2, Praha 2

211.cz@centrum.cz

42

Leischner Pavel

PdFJU, Jeronymova 10, Ceské Bu-
déjovice

leischne @pf.jcu.cz
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43 | Leischnerova OA a VOS, SNP 170, Hradec Kra- | hana.leischnerova@
Hana lové email.cz
44 | Lesakova Eva UIV - CERMAT, Jeruzalémska 12, | lesakova@cermat.cz
Praha 1
45 | Liskova Hana VOSP a SPgﬁ, Komenského na- | liskova@lit.cz
mésti 22, Litomysl
46 | Madlova Ivana VOS, SPS a SOU, Pod KoZeluhy | madlova@vos-sps-
100, Jicin jicin.cz
47 | Machkova Lenka | G, J. K. Tyla, Hradec Kréalové machkova@gjkt.cz
48 | Masaryk Ivan UK, FMFI, Mlynska dolina, Brati- | masaryk @ingenium.sk
slava
49 | Micek Arnost 7S, Bezruova 1468, Hradec Kra- | doubravska@bezrucka.cz
lové
50 | Mikulasek Petr G, A. K. Vitdka 452, Jevicko miki@gymjev.cz
51 | Milkova Eva UHK, Vita Nejedlého 573, Hradec | eva.milkova@uhk.cz
Kralové
52 | Molnar Josef PiF UP, ti. Svobody 26, Olomouc | josef.molnar@upol.cz
53 | Musilek Michal SZS a VSZ, Komenského 234, | michal.musilek@
Hradec Kralové seznam.cz
54 | Novak Miroslav G, J. K. Tyla, Hradec Kralové novak @gjkt.cz
55 | Novdkova Marie | Prometheus, Praha novakova@prometheus-
nakl.cz
56 | Novotna Hana G, Husitska 2053, Sokolov
57 | Odstr&ilovd Jana | ZS, Habrmanova 130, Hradec Kra- odstrcilovaj@atlas.cz
lové
58 | Ondrackova Ivana | G, J. K. Tyla, Hradec Kralové ondrackova@post.cz
59 | Ondfejova Blanka | SPSCH a VOSCH, Na Tiisle 135, | ondrej@spsch.cz
Pardubice
60 | Pavlickovda He- | OA aISS, Bratiikt 851, Havli¢kiv | hellenka @centrum.cz
lena Brod
61 | Pomykalova Eva | G, Lesni ¢tvrt 1364, Zlin pomykalova@gymzl.cz
62 | Radvanova Alena | G, Zizkovo nam. 186, Rakovnik radvanova@ gzw.cz
63 | Reichertova G a SOS, Havlickova 812, Upice
Blanka
64 | Reza¢ova Rizena | VOS a SPS, Dusni 17, Praha 1 rezacova@spsdusni.cz
65 | Ridka Eva G, Nad Stolou 1, Praha 7 eva.ridka@gymstola.cz
66 | Skotfepa Ladislav | SS, TyrSova 207, Nachod skola@ssspna.cz
67 | Svobodova Ivana | A. Kanceva, Tabor 1vca.sv@seznam.cz
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Sarounova Alena

MFF UK, Sokolovska 86, Praha 8

sarounov @
karlin.mff.cuni.cz

69 | Simsa Jaromir MU, Janackovo nam. 2a, Brno simsa@ipm.cz
70 | Skvarlové Iva 7S, Zeyerova 3354, Kroméfiz
71 | Svachovd Jana G, Husova 470, BeneSov svachova@gbn.cz
72 | Svréek Jaroslay PiF UP, tf. Svobody 26, Olomouc | svrcek@inf.upol.cz
73 | Takacova Lenka | SOU Obchodni, Hradec Kralové lenka.takacova@
seznam.cz
takacova@cvkhk.cz
74 | Van€k Vladimir UHK, Vita Nejedlého 573, Hradec | vladimir.vanek @uhk.cz
Kralové
75 | Vanék Vladislav | SPSCH a VOSCH, Na T¥isle 135, | vanek56 @seznam.cz
Pardubice
76 | Vankova Jana G, Partyzanska 530, Liberec jana.vankova@gfxs.cz
77 | Vlaskova Jana Prometheus, Praha vlaskova@prometheus-
nakl.cz
78 | Volf Ivo UHK, ndm. Svobody 301, Hradec | ivo.volf@uhk.cz
Kralové
79 | Volfova Marta UHK, ndm. Svobody 301, Hradec | marta.volfova@uhk.cz
Kralové
80 | Vondrakovd Eva | Spole¢nost pro talent a nadani, | vondrakova@chello.cz
V remizku 926, Praha 5
81 | Vorsilkova Véra | G, Partyzanska 530, Liberec vo@gfxs.cz
82 | Vostruhovd  Mi- | G, Vitézn4 616, Cesky Brod miryv@seznam.cz
roslava
83 | Vybiral Josef UHK, Vita Nejedlého 573, Hradec | bohumil.vybiral @uhk.cz
Kralové
84 | Zhouf Jaroslav PedF UK, M. D. Rettigové 4, |jaroslav.zhouf@
Praha 1 pedf.cuni.cz
85 | Zabka Jan G, Bajkalska 20, Bratislava zabco@centrum.sk
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