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Matematika nespoc¢iva v symbolech a vypoctech, to jsou jen pra-
covni nastroje ... matematika spoc¢iva v napadech a hlavné v tom,
jak spolu rizné napady navzajem souviseji. Co musi nutné vyplyvat
z daného faktu? Cilem matematiky je porozumeéni takovym otazkam
tim, Ze se odstrani zbytecnosti a pronikne se do jadra problému.
Neni to jen otazka zjisténi spravné odpovédi, spiS podstaty toho,
pro¢ vitbec existuje n&jaka odpoveéd a proc je takova, jaka je. Dobra
matematika méa nadech tspornosti a prvek prekvapeni, ale prede-
vSim ma vyznam.

Ian STEWART ([75], s. 12)

Omyly jsou v samém zékladu lidského mysleni, jsou tam zabudo-
vany, vyzivuji celou stavbu nad sebou jako kotrenové uzliky. Kdyby
se nam nebylo dostalo daru chybovani a myleni, nikdy bychom se
nedopracovali né¢eho uzitetného. Nebot svou cestu si hledame tak,
ze volime mezi spravnymi a Spatnymi alternativami, sadzeje na ty
Spatné zrovna tak casto jako na ty spravné. Tak se bereme a de-
reme zivotem. Jsme zkonstruovani k délani chyb, jsme koédovéni
pro omyly. Riké se, Ze se ucime ,pokusem a omylem*. Pro¢ to po-
rad fikdme? Pro¢ ne ,pokusem a nachazenim spravné cesty” nebo
,pokusem a triumfem®“? Ta stard véta preziva proto, Ze je nejblize
skutec¢nosti naseho Zzivota.

Lewis THOMAS ([81], s. 113)




Predmluva

Tato publikace, ktera jistym zptisobem shrnuje mé nazirani na mate-
matické vzdélavani na zakladni a stfedni Skole, je urcena predevsim
ucitelim matematiky. Predstavuji v ni ¢ast elementarni matematiky,
nikoliv ovSem ve tvaru definic, vét a dukazu, ale ve volném vypravéni
ilustrovaném piiklady.

Léta 2006 — 2008 byla tirodna na ptivodni ¢eské sbirky tiloh z pro-
dukce nakladatelstvi Prometheus. Vysla vyborné didakticky zpraco-
vana sbirka Daga Hrubého, Teditele gymnazia v Jevicku, kniha vyve-
rajici z praxe a Skolni praxi urc¢ené [36]. Docent Emil Calda z Matema-
ticko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy napsal stylem jemu vlastnim
sbirku Stredoskolskd matematika pod mikroskopem [10]. A konecné nasi
,olympionici® Jaroslav Suréek a Pavel Caldbek vydali shirku naro¢nych
tloh pro talentované zéky [78]. Od téchto publikaci, k nimz se jesté
vratim v kapitole tfeti, se méa kniha lisi zejména ve dvou smérech: je
prevazné geometricka (to je dano mym zaujetim pro tuto oblast ele-
mentarni matematiky) a u tloh neuvadim jediné FeSeni, ale vzdy se
snazim o rizné pohledy na zvoleny problém.

Ulohy v publikaci uvadéné pfirozené nejsou pivodni. Pokud nejde
o ulohy zcela bézné, uvadim jejich ptvod. Rovnéz u feseni uloh odka-
zuji na autory (pokud je znam).



Uspésné fedeni tloh, které nemaji rutinni charakter, je zavislé na
intelektualni trovni fesitele. Pii feSeni tuloh jde témér vzdy ,,0 pokra-
¢ovani“, o to, ,jak to bude dal“. Toto pokracovani neni, s vyjimkou
zcela jednoduchych tuloh, urceno. Pritom feSeni tlohy neni prioritné
otazkou logiky, ale spiSe otazkou intuice a tvofivosti. Proto je TeSeni
tloh tak zajimavé, proto je feSeni tloh podstatné pro studium mate-
matiky. I proto mize byt studium matematiky pro nékoho obtiZzné.
K prekonavani téchto obtizi by méla ma kniha, ktera vznikla v ramci
feseni projektu GACR 406/08/0710, prispét.

Pteji Vam dobrou pohodu pti ¢etbé knihy.
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Kapitola 1

Matematika a spole¢nost

1.1 Pribéh dvou kvantifikatora

Karel Capek napsal ve stati Kazdy a v3ichni ([17],s. 158): ... na proni
pohled vypadd stejné, prohldsime-li, Ze ,,vSichni lidé maji nos“, nebo Ze
,kazdy clovek ma nos“. Oboji kategoricky vypovidd soubytnost c¢lovéka
a nosu. Ale je-li v obojim pFipadé stejnd soubytnost, neni stejniy nos.
Reknu-li, Ze vSichni lidé maji nos, zjevi se mi jakysi pomysing, obecny
a velikdnsky nos, organ se dvema dirkami a Zadnou osobni zvldstnosti,
nos, abych tak tekl, udélany z pojmové sddry. Ale veknu-li, Ze kazZdy
clovek mad nos, znamend to uz, Ze md svij nos, osobni, hrbolaty, hdk,
bambuli, velky, leskly, vsetecny, orli, studeny nebo teply nosdnek, nos,
rypdk ¢i chobot, zkrdtka Ze kaZdému prislusi jeho vlastni, persondlni,
ryze soukromy nos, jejz nékam strkd, na jehoz spicku nevidi a na némz
lidé ¢tou, co chce Tict. Nos kaZdého clovéka prosté a venkoncem nent
nos vsech lidr.
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Jak tuto ,,rozmanitost tvari* vidi vytvarnici, pfipomenme kreshou
Rodolpha Topffera z jeho publikace Essay de physiognomie z r. 1845
(obr. 1, reprodukovano podle knihy [29], s. 383).

Obr. 1

éapek s mimofadnym jazykovym citem navozuje otazku, se kte-
rou se setkdva student obvykle na zacatku studia matematiky, kdyz
poznava, ze v matematickych formulacich zalezi na poradi kvantifika-
tord.

Prevedme citované Capkovy véty do jazyka matematiky. Oznacime-
li vyrokovou formu

clovek md nos symbolem CmN

kvantifikitor kaZdy symbolem V,

kvantifikitor existuje symbolem 3,
pak vétu

Kazdy clovek md nos muZzeme zapsat VCIN[C'mN],

kdezto véta
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Vsichni lidé maji nos ma tvar INVC[C'mN].

Ze jde o rizné vyroky prokazal éapek neobycejné presvédcive.

Pripomenme neplatnost komutativity kvantifikitorta nékolika pii-
klady.

Znama poucka KazZdému trojiuhelniku lze opsat kruznici znamena
Ke kazdému trojuhelniku existuje kruznice, kterd je mu opsand. Samo-
ziejmé ovSem neplati: Fxistuje kruznice opsand libovolnému trojihel-
niku.

Kazdy zék zakladni skoly vi: Ke kaZdému piirozenému c¢islu exis-
tuje cislo vetsi. Neplati ovsem: Fxistuje prirozené cislo vetsi nezZ libo-
volné prirozené c¢islo, nebot nejuétsi prirozené ¢islo neexistuje.

Mozna, ze potize s vyjadrovani , kvantifikovanych vztaha“, které
mohou studenti na zac¢atku studia matematiky mit, spocivaji v tom, ze
kvantifikatory, zvlasté kvantifikator existenéni, mohu byt formulovany

11

riuznymi zpusoby, napf. slovy ,mizeme*, ,lze“, ...

Ackoliv naznacena problematika nalezi k zédkladiim matematické
gramotnosti studenta, existuje vysokoskolsky matematicky text z roku
1978, v némz muizeme Cist:

Funkce f(x) je shora omezend < Vo € D(f) 3K € R [f(x) < K],
ackoliv samoziejmé spravna definice zni

Funkce f(x) je shora omezena < 3K € R Vx € D(f)[f(z) < K].

Snad je to jen tiskova chyba (v textu se v8ak objevuje v riznych
modifikacich Sestkrat).

Divody, pro¢ jsem zaradil do tohoto textu tvahy o kvantifika-
torech, jsou ovSem ,globalné didaktické*. Co tim rozumim? Jednim
z problémt, které v praxi resi didaktika matematiky, je otazka roz-
sahu a hloubky probirané matematiky napt. na zékladni skole nebo na
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gymnéziu (které neni nijak specificky zaméfeno). Skute¢nost, Ze ma-
tematiku patrné bude kazdy ve svém zivoté potfebovat, to na strané
jedné, ale i Ze studium matematiky kultivuje ¢lovéka, vede k heslu
, Matematika pro vsechny®, tedy k presvédceni o tcelnosti jednotného
matematického vzdélavani pro celou populaci. Fakticky netspéch ta-
kovychto snah nas orientuje k realisti¢téjsimu presvédéeni vyjadie-
nému heslem ,, Matematika pro kaZdého*. Podobné jako éapkﬁv nos
pro v8echny je udélany ,,z pojmové sadry*, je nutné nezivotnym mon-
strem jednotna matematika vhodné pro vSechny. Nasi snahou by mélo
spiSe byt najit rozsah i pojeti Skolni matematiky nalezité diferencované
podle zajmi, moznosti, potfeb a nadani jednotlivych typt studenti,
tedy matematiku ,,Sitou na miru®“ tém, jimz je urcena. Nezastiram, Ze
je takovéto pojeti obtizné realizovatelné, jsem vSak presvédcen, Ze je
to schiidné cesta k tomu, aby matematiku chapala a oblibila si ji, jako
néco potfebného a tcelného, vétsi ¢ast populace. Realizace takovéhoto
pristupu k matematice je jen z¢asti mozné opatifenimi ,,shora“. Vérim
vSak, Ze nalezité vzdélany ucitel matematiky, ktery chépe problémy
a potTeby svych studentii, najde individualni cesty k matematice, s ni-
miz budou spokojeni studenti, jejich rodice i spolecnost.

1.2 O matematice

Jaky charakter mé ona oblast lidské aktivity, ktera se nazyva MATE-
MATIKA? Je to technika, véda nebo uméni? Je ziejmé, Ze na takto
poloZenou otézku nemuzeme ocekavat ani odpovéd jednoduchou, ale
ani odpovéd jednotnou. Jiz proto ne, Ze matematika se vyviji v celé
kulturni historii lidstva a zasahuje dnes snad do vSech oblasti Zivota.

Néazory, které zde uvadim, nejsou pokusem o néjakou definici ma-
tematiky. Jsou pouze jakymisi postoji nékolika autori a nezastiram,
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ze jejich vybér je spiSe véci mého vkusu nez néjakych objektivnich
kritérii.

Dirk J. Struik, klasik historie matematiky, se ve svém dile Deé-
nny matematiky vyjadiuje obrazné: Matematika je velkym dobrodruz-
stvim myslent; v jejich déjindch se zrcadli mnohé z nejhlubsich mysle-
nek bezpoctu generact lidstva ([77], s. 5) ... Matematika ... vznikala
pTi popisu kvantitativnich jevi svéeta a rozvijela se ve dvou metodickijch
liniich — jako abstraktni teorie snaZici se o axiomatickou systematiku
a jako abstrakce resent konkrétnich ekonomickyjch, astronomickijch, ze-
meémeérickijch, technickych a jingch pozadavki ([77], s. 228).

Tento pohled na matematiku je patrné vystizny, nebot po pade-
sati letech od jeho publikovani zduraznuje W. T. Gowers ve sborniku
Matematika: hranice a perspektivy [30], ktery byl vydan ke Svétovému
roku matematiky 2000: KaZdému matematikovi jsou dobte zndmé dvé
matematické kultury. Jednu vytvarejsi matematici, kteri povaZuji za
svig cil Tesit problémy, druzi se zabyvaji vystavbou teorii. Tyto cile
jsou ovsem navzdjem svdzany, nebot

1. Clilem resent probléma je lépe rozumeét matematice.
2. Clilem matematickiyjch porozumeéni je umeét lépe Tesit problémy.

Kupodivu tyto ideje, které charakterizuji védeckou matematiku,
koresponduji i s matematickym vzdélavanim. Student lépe porozumi
matematice, fesi-li vhodné tlohy a po probrani ur¢itého matematic-
kého celku muze tesit dalsi okruh tloh nebo fesit tlohy znamé vhod-
néjsSim zpusobem.

7 univerzitniho studia matematiky jsou znamy historické slozky
matematické védy: matematickd analyjza, geometrie, algebra, teorie
pravdépodobnosti spolu s matematickou statistikou. Novéji k nim pri-
byva oblast matematickijch struktur, matematickd logika, zdklady ma-
tematiky a komplex, ktery Miroslav Katétov nazyvéa v publikaci [38|
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matematika ¢innosti (obory souvisejici s kybernetickymi pristupy, vcet-
né teorie vypocetnich systémi a procesi). Tato prekryvajici se hlediska
respektuji pfedevsim poznatkové sféry — souhrny piislusnych axiomt,
definic a vét, tedy to, co bychom mohli nazvat predmét matematiky.
Jsou ovSem mozna i hlediska jina, které zdaraznuji spiSe ptistupy k ma-
tematice nez jeji obsah. Matematiku tak muzeme chapat napt. jako
systém formdlnich dedukci nebo jako idedlni techniku ¢i metodu pred-
poviddni pomoci formdlnich kalkuli (Vopénka [84]).

Americky matematik australského puvodu Terence Tao formu-
luje podnétné nazory na otazku Co je dobrd matematika? [79]. P¥ipo-
menme zde nékteré z jeho myslenek.

Dobrou matematiku bychom mohli charakterizovat jako

(i) Dobré matematické reSeni problémd.
Dobra matematicka technika.

)
(iii) Dobra matematicka teorie.
(iv) Dobry matematicky vhled
(v) Dobry matematicky vysledek.
(vi) Dobra matematicka aplikace.
(vii) Dobry matematicky vyklad.
(viii) Dobra didaktika matematiky.

(xii) Dobré matematické vztahy s vefejnosti.

Je pozoruhodné, Ze za slozku matematiky, dokonce dobré mate-
matiky, povazuje tento autor i tradi¢ni didaktické ¢i dokonce spole-
¢enské problémy (vii, viii, xii). Podobné zdiraznuje i Katétov, ze do
matematiky jako védy patri také metody, a to jak metody dikazové,
tak metody vytvdreni matematickych pojmi, matematickyjch systémaii



1.2. O MATEMATICE 15

a teorii, metody vyhleddvdani nadéjngch cest pro dokazovani vét a Te-
sent problémi, a také metody vyhleddvdni zdvaznijch a perspektivnich
problémii a témat védecké prdace (|38], s. 3). Je zajimavé, Ze tyto slozky
matematiky se zpravidla v matematickych monografiich neobjevuji.
Matematici nam, ucitelim matematiky, nedavaji obvykle dobry pfi-
klad, nebot z definic v monografiich nepozname, jaké myslenkové pro-
cesy vedly k jejich prijeti, dikazy vét jsou obvykle formulovany jinak,
nez jak byly vymysleny. Pfedvadéji nam elegantni svét teorii, do né¢ho
nepatii popis myslenkovych procesii, napadt a omylu, které jeho vznik
doprovéazely. Védecké texty jsou zaznamem vysledkid mysleni, nikoliv
zédznamem procesu mysleni. Matematické vzdélani by vsak podle mého
nazoru meélo byt ovliviiovano spiSe hledanim cest ke struktufte, nez po-
pisem hotové struktury.

Neni patrné ndhodou, zZe dva matematici svétového jména, kteri
zdtraznuji roli feSeni problému v matematickém vzdélavani, jsou ma-
darského ptuvodu Paul Halmos a George Polya. Madarsko ma snad
svétové nejvetsi tradici v kultivaci talentt a s tim souvisejici organi-
zaci soutézi v feseni matematickych tuloh.

Halmos napt. zduraznuje: V cem je skutecné jadro matematiky?
V axiomech, ve vétach, v dikazech, v pojmech, v definicich, v teoriich,
ve vzorcich, v metoddch? Matematika by jisté nemohla existovat bez
téchto soucdsti, jsou vSechny podstatné. Nicméné€ ja si vazné myslim,
Ze Zadnd z nich nent jadrem matematiky, Ze hlavnim oprdvnénim ma-
tematikovy existence je Teseni problémi, Ze skutecnym jadrem mate-
matiky jsou problémy a jejich Teseni (|31]).

Pripomenme na zavér tohoto oddilu, Ze zamysleni nad otazkou
,dobré skolské matematiky* jsem publikoval v ¢lanku [46].
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1.3 Lidé a matematika

Nase civilizace spjata s védou a technikou se nemtze bez matematiky
obejit. Pritom nejde prioritné o sofistikovanou matematiku, ale o ta-
kovou matematiku, ktera poméaha ¢lovéku prostrednictvim specidlnich
véd porozumét prirodé a spole¢nosti. Anglicky matematik I. Stewart
to vyjadril lapidarné: Nds svet spociva na matematickyjch zdkladech
a matematika je nevyhnutelné vnorena do nasi globdlni kultury ...
Kdyby matematika, véetné toho, co na ni spocivd, musela ndhle z na-
seho svéta zmizet, lidskd spolecnost by se zhroutila (|75], s. 38, 39).

Jaké cdasti matematiky jsou uzZitecné?, pta se jiny anglicky mate-
matik G. H. Hardy a odpovida si:

Predevsim je to podstatnd cdast skolni matematiky, aritmetika, ele-
mentdrni algebra, elementdrni euklidovskd geometrie, diferencidlni a in-
tegrdlni pocet ... Dadle je uzitecnd znacnd cdast univerzitni matematiky,
totiZ ta jeji cdst, kterd je ve skutecnosti rozvitim skolni matematiky
dokonalejsi technikou. . . Musime mit rovnéz na paméti, Ze jistd zdsoba
védomosti navic vidycky znamend vijhodu a Ze postaveni téch nejprak-
tictéysich matematiki by bylo ztiZené, kdyby jejich znalosti predstavo-
valy jen holé, nezbytné minimum ([32], s. 120, 121).

Jaky je vztah lidi k matematice?

Jsou lidé, ktefi matematiku potiebuji pii vykonu svého povolani
(technici, fyzici, chemici, ekonomové, finanénici, piirodovédci, lékari,
...). Soubor téchto osob ozna¢me K (konzumenti matematiky). Lidé,
ktefi produkuji nové matematické ideje, tvori jisté pocetné mensi sku-
pinu, kterou oznacime P (producenti matematiky). Ucitelé matema-
tiky na vSech stupnich Skol obvykle matematiku neprodukuji, nelze
ani tici, ze matematiku potfebuji jako napf. inzenyti. Tuto skupinu
osob oznacme D (distributoii matematickijch ideji). Ozna¢ime-li sou-
bor v8ech osob Z, muzeme vysledky predchozi iivahy zakreslit do dia-
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Obr. 2

gramu podle obr. 2. Jsou ovSsem lidé, kteri nalezeji do vSech tii z uva-
zovanych skupin; jisté napf. fada vysokoskolskych ucitelii matematiky
aplikuje matematiku v praxi a objevuje pritom nové matematické po-
znatky. Na druhé strané jsou lidé, které bychom jen stézi mohli zaradit
do nékteré ze tii uvazovanych skupin, nechceme-li povazovat za apli-
kaci matematiky prepocteni ¢astky placené v samoobsluze nebo zmé-
feni rozmérua rozbitého okna. Kazdy clovek je vSak casto ve svém zivoté
postaven do situace, kterou dosud nefesil a na jejimz feSeni ma zajem.
Kazdy clovek tesi urcité problémy. Modifikaci problému jsou otéazky
a tulohy, které hraji dilezitou roli jak v matematickém vzdélavani,
tak i v matematice samotné. Této problematice se budeme vénovat
ve druhé kapitole. Zde si vSimneme otazky, zda matematické vzdé-
lani pro konzumenty, producenty a distributory matematiky ma byt
jednotné. Jsem toho nézoru, ze napf. matematické vzdélani inzenyra
se ma lisit od vzdélani teoretického matematika i ucitele matematiky.
Pro technika je matematika néstrojem, ktery pouziva v praxi a vnitini
struktura matematiky neni pro ného prvorada. Proto si v jeho mate-
matickém vzdélavani mizeme dovolit mnohé dikazy jen naznacit, nebo
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dokonce vynechat, pokud nemaji zdsadni vyznam pro porozuméni ma-
tematickému obsahu. Vzdélani technika by mélo sméfovat primocate
k aplikovatelnym vysledktim. U¢it aplikovat matematiku je ovSsem di-
lezitd netrivialni slozka matematiky kazdého konzumenta. Profesio-
nalni matematik by vSak mél poznat do hloubky logickou strukturu
studované oblasti, jeji pojmovou vytiibenost a souvislosti jednotlivych
oblasti matematiky.

Pro ucitele matematiky je zasadné dilezita geneze matematickych
pojmu — a to jak z hlediska jejich historického vyvoje, tak i z hlediska
psychologickych moznosti porozuméni pojmum. Matematické vzdéla-
vani ucitele by mélo vénovat pozornost ,,cestam k matematice”, ne jen
matematice jako hotové, usilim generaci védct precizné formulované
a logicky skloubené discipliné. Vsude, kde je to mozné, bychom méli
déavat prednost procesim definovani, dokazovani a hledani feSeni pred
hotovymi definicemi, diikazy a feSenimi.

Formulace véta se dokazuje, pojem se zavddi, tloha se Tesi ...,
s nimiz se nékdy muzeme v praxi setkat, navozuji faleSné predstavy, ze
dikazy, definice a Tesent uloh jsou objektivné dény a nejsou zavislé na
,tudrcich®. Jak historif matematiky, tak didaktickou praxi lze dolozit,
ze definice jsou vhodnymi ¢i méné vhodnymi konvencemi, ze dikazy
zélezi podstatné nejen na ,okoli véty“ (na stavbé studované teorie),
ale i na zkusenostech a invenci autora. Tim spiSe jsou takto subjektem
fesitele ovlivnéna feSeni tloh. Jsem presvédcen, zZe tyto Gvahy plati na
kazdé arovni ,,matematické védy* a naSe publikace by méla vyznit na
jejich obhajobu.

1.4 O matematickém vzdélavani

Skolu utvareji zaci a ucitelé. Tyto dvé skupiny jsou formovany spolec-

Ve,
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vzdycky realizuji ve tiidach a patrné vzdycky deformované. V nezdravé
spolecnosti se nemtze dlouhodobé rozvijet zdrava skola.

Uvedme dva priklady.
Americky spisovatel Philip Roth napsal:

Tady v Americe poSetilosti naristaji hodinu od hodiny. Vsechny
vysoké skoly rozjely doplnujici programy, aby déti naucily, co maji umet
uZ v devdté tridé. Studenti prosazuji svou nedostatecnost jako vysadu.
Nedokdzu se to naucit, takZe je s tim néco v nepordadku. A taky je
néco v neporddku s tim nemozZnym ucitelem, ktery to chce ucit ... UzZ
neezistuji méritka .. pouze ndzory ... (|69], s. 261).

Némecké autorka Juli Zeh podéva zdrcujici obraz mladeze v sou-
¢asné spolecnosti slovy:

Tthle mladi lvdé po nicem netouzi, nemayi Zadné presvédcent, o ided-
lech ani nemluvi, neusiluji o konkrétni povoldni, nechtéji mit ani po-
litickyj vlw, ani stastné manZelstvi, nechtéji mit ani déti, ani domdci
vitata, ani vlast a netouZi ant po dobrodruzZstvi nebo revolté, ani po
klidu a miru v tradicnim duchu. Volny cas a pracovni cas jsou stejne
namdhavé a lisi se predevsim tim, zda penize vydéldvaji, nebo vyddvaji
... Tahle mlddez se uZ prestala zajimat o primyslove vyrdbénou modu,
identitu, hrdinské vzory a obrazy nepiitele ... (93], s. 271).

A tato mladez nam (nebo snad jen jim?) sedi v lavicich gkol a po-
slucharen vysokych skol. Vzdélavat ji musime. Mizeme také probudit
jeji poznévaci aktivitu? Jista ¢ast mladeze bude snad vzdycky k pozné-
vani svéta tithnout. Jak vzdélavat tu zbyvajici ¢ast? To je patrné tézko
feSitelny problém. Méme nasilim nutit bez valnych vysledku vSechnu
mlédez ke studiu pomérné rozséhlych oblasti z riznych obori, nebo
mame byt pouze k dispozici tém, ktefi maji o poznavani zajem? Zu-
zeni vzdélavani na aktivni zlomek mladé generace je lakavé. Ale nema
snad pravdu Johann Wolfgang Goethe:
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Aj, to se poddd, to je zvyk

déetdtko rovnézZ odmitne

prs matcin v proni okamzik

a pak mu rddo privykne.

A tak i vam se naposledy

nebude chtit od fiader védy (|28], s. 92).

Ackoliv jsou i v na$i dnesni skole ,,hodné déti a horlivi Sprti®, roste
i u nas neukdznénost, neicta, neurvalost, neochota se nécemu naucit,
spolu s wvulgdrnosti, kourenim marihuany a téhotenstvim nezletilyjch
dévcat, rysy, které jsou podle Nonny Auské typické pro americkou
skolu ([3], s. 230). Uvedené charakteristiky nejsou dolozeny statisticky,
ani jinak ,védecky, toto nebezpeci v8ak patrné vsichni pocitujeme.
Realita skolniho prostfedi a ideal, v némz se méa napt. podle autori
Bilé knihy [60] uskuteciiovat v , stfednédobém horizontu“ reforma nasi
skoly, je jednim z dilemat naseho vzdélavaciho systému.

Vim, zZe mame dobré skoly, dobré zaky a studenty a véfim, zZe
i vétsina nasich uciteli je dobrych. Petr Pitha k této problematice
napsal: Ucitel mizZe mnohé ovlivnit, nic vSak nemize zaridit. Kdyby
Ziwot spolecnosti byl urcovan skolami, byli by ucitelé zodpovédni napr.
za fasismus v Némecku, za komunismus v jeho zridnosti v Rusku, za
terorismus v Irsku atd. I kdyZ sdilim Komenského optimistickou viru
v silu vjchovy, wvédomugi si, Ze vychova je toliko jednou silou, kterd
ve sveté pusobi. Skola ddvd zdklad Ziwota, mikoli celek Zivota. Skola
prispiva k rozvoji spolecnosti, ale je také stavem spolecnosti urcovana
a jejim vyvojem nesena, casto proti svym zdmérum a snahdm, nékam,
kam se nechce dostat. Pri pohledu na vynikagjici snahu i vysledky néjaké
malé venkovské skoly mdm vZdy neiprosné smutnou predstavu, Ze tato
skola bude celkovym proudem spolecnosti striena nekam uplné jinam,
neZ kam sama smétuje. Mravenec, ktery cely den pospichd na sever
po zddech slona houpave smérujicitho na jihozdpad, je bolestné presnou
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paralelou mnoha kvalitnich uciteld v mdlo kvalitni spolecnosti (|64],
s. 32).



Plati-li vSeobecné, Ze prace je pozehnanim, pokud neni dfinou,
stane-li se ji v8ak, mize snadno prejiti v kletbu, plati to tim spiSe pro
praci, kterou ukladé skola mladezi. Na spravném pracovnim ovzdusi
proto velmi zalezi. Prace skolni nema byt provazena pocitem tisné,
coz snadno nastane, neni-li prace primérena zakovym silam, nebo
neni-li spravné rozdélena a neovladne-li ji poradek. 74k této tisni
uhybé — je v tom c¢asto jen zdravy pud sebezichovy — tim Ze préci
zanedbava. AvSak nedbani skolnich povinnosti je osudné nejen za-
kovu skolnimu prospéchu, nybrz i — a to je neméné zavazné — jeho
vychové mravni a podlamuje to zaroven mravni ptisobeni skoly; jeji
prostiedi ztraci vychovny vliv. Musi proto prace ukladana zakim
byti spravné odmétovana, aby nepfesahovala sily primérného zéka.

Bohumil BYDZOVSKY ([9], s. 250)

Matematika je TFeseni problémii. Regeni tloh a problémi by mélo
byt ohniskem Zzakova matematického Zivota. A¢ to muze byt nékdy
bolestné frustrujici, zaci i jejich uc¢itelé by méli byt stéle zapojeni do
tohoto procesu. Méli by mit napady, ale i pocitovat nedostatek na-
padu, méli by objevovat pravidelnosti, formulovat domnénky, kon-
struovat priklady a protipiiklady, vymyslet argumenty a diskutovat
o vysledcich. Specifické techniky a metody budou pak pfirozené vy-
rustat z tohoto procesu, tak jak tomu bylo i v historii, nebudou
izolované, ale budou organickym produktem problémového pozadi.

Paul LOCKHART ([55], s. 60)




Kapitola 2

TT1 pohledy na reSeni tloh

2.1 Pohled historicky

V tomto odstavci uvedu pohled na Sest geometrickych témat ovlivnény
historickymi podnéty, nebudu se vsak pokouset o vyklad skutecné his-
torie jejich TeSeni. Témata byla vybrana tak, aby tzce souvisela se
skolskou matematickou a ilustrovala zavislost feseni problému nejen
ve vyvoji védy v prislusném obdobi, ale i na zaméreni , tvirci®.

vvvvvv

jejichz problémy se zde budeme zabyvat. Nezasvécenému ¢tenafi se
muze zdat, ze §lo o soucasniky, ve skutecnosti vsak uvazujeme o ma-
tematice tvorené v pultisiciletém obdobi.

7 ?
PYTHAGORAS EUKLIDES | APOLLONIUS HERON| —»
-600 -500 -400 -300 -200 -100

Obr. 1
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2.1.1 Reseni t¥i nefesitelnych uloh

Ulohy, kterymi se zde budeme zabyvat, jsou t¥i klasické problémy fecké
geometrie:

Trisekce tihlu: Konstrukce poloprimek, které déli dany thel na tfi
shodné casti.

Kvadratura kruhu: Konstrukce ¢tverce, ktery ma stejny obsah jako
dany kruh.

Duplicita krychle: Konstrukce krychle, ktera ma dvakrat vétsi ob-
jem nez dané krychle.

Setka-li se s témito tlohami technik, bez problému je vyresi. Bude
patrné postupovat takto:

Ma-li dany thel velikost «, vypocitame velikost jeho tfetiny %oz
a sestrojime napt. pomoci tthloméru thel této velikosti.

Ma4-li kruh obsah S = mr? | pak pro stranu z hledaného ¢tverce
plati z? = 7r? neboli z = 7/ = r.1,77. ... Ctverec mé stranu nume-
ricky urc¢ené velikosti x a miizeme ho sestrojit.

Ma-li krychle objem V = a?, pak mame podobné pro objem hle-
dané krychle z® = 2a%, neboli z = a/2 = a.1,26. . ..

Pr1i TesSeni jakéhokoliv tkolu potrebujeme védét, jaké ,nastroje®
méame k dispozici, jaké technické nebo myslenkové prostfedky muzeme
pri jeho FeSeni pouzit.

Zminéné tii tlohy mély byt feSeny pouze pomoci pravitka a kru-
zitka tzv. euklidovskymi konstrukcemi, pricemz se pravitko a kruzitko
pouzije pouze ,standardnim® zpusobem, tj. pravitko ke konstrukci
spojnice dvou bodi a kruzitko k narysovani kruznice s danym stie-
dem a danym polomérem, délky tsecek mérit nemitzeme. Pres cetné
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pokusy tyto tlohy nikdo nevyftesil a teprve v 19. stoleti se podafilo na
zakladé hlubokych algebraickych tvah dokazat, Ze zminéné tlohy jsou
euklidovsky nefesitelné. Pouceni o této problematice lze najit naprt.
v Zluté knize Milana Hejného [33].

Klasické problémy fecké geometrie jsou produktem doby, kdy se
geometrie osvobodila od Temeslné pojatého mérictvi. Geometrie ne-
vznikla proto, aby resila praktické ilohy. Na to stacilo mérictvi samo. . .
pénka [85], s. 39). Prokdzand nemoznost vyresit klasické geometrické
problémy ocekdavanym zpusobem, to je nalezenim prislusnich euklidov-
skyjch konstrukct, je metrividlnim zdporngm poznatkem, jehoZ ziskdni
bylo provdzeno nékterymi jevy, jeZ takové poznatky obvykle prindseyt.
Je to poznatek rozcilujici, s nimz se nékteri lidé dodnes nejsou schopni
smirit ([85], s. 317).

ol

Obr. 2
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Uved'me nyni nékolik feSeni klasickych problému pii pouZiti ,,nekla-
sickych® prostredki.

Velmi jednoduchy ,trisektor” si muzeme zhotovit prerysovanim
pravého thlu ABC' a polokruznice s primérem BD (AB ~ BS ~ SD)

na pruhlednou f6lii F' podle obr. 2a. Uziti tohoto zafizeni na trisekci
thlu MV N je nakresleno na obr. 2b.

M
p
L Q
a a a Y
2a a
y s
X
2d a
a
\ P N
Obr. 3

Dalsi moznost rozdéleni ihlu MV N na tfi shodné ¢asti vyuziva
pravitka, na némz lze vyznacit urcitou tusecku. Postupujeme timto
zpusobem. Na rameni V M zvolme libovolné bod L a sestrojme pravy
thel PLQ), jehoz rameno L() je rovnobézné s VN a LP je kolmé
k ptfimce V' N. Na hrané p pravitka vyzna¢me tsecku XY se stfedem S,
tak, ze VL ~ X§ ~ SY. Umistéme nyni hranu p tak, aby prochazela
bodem V', bod X aby lezel na rameni LP a bod Y na rameni L(@). Pak
je podle obr. 3 thel NVY tretinou tthlu MV N.

Takika ,,automatickou” kvadraturu kruhu si mizeme priblizit po-
moci ,,odvaleni modelu kruhu po pfimce. Bod B se pri odvaleni po-
loviny kruhu po piimce dostane do bodu C' tak, ze tsecka AC' ma
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B
;
D C
X N
nr c D .
P2
A G
r y
\
F pA B
E
Obr. 4 Obr. 5

délku 7r. Pripojime-li k této tsecce tsecku C'D velikosti r, muzeme
podle Euklidovy véty o vysce sestrojit ¢tverec CEF G, jehoz obsah je
v? = 7r? (obr. 4).

Duplicitu krychle muZzeme provést pomoci manipulace se dvéma
pravymi thly. Nejdiive si v8imnéme lichobézniku ABCD, jehoz ra-
meno AD je kolmé k zékladnam AB, DC' a jehoz k sobé kolmé thlo-
pricky AC a BD se protinaji v bodé P. Trojuhelniky APB, DPA,
CPD jsou podobné a je-li |CP| =1, |BP| = 2, plati v oznaceni podle
obr. 5

neboli

To ovSem znamena, ze
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neboli

x = V2.

Podafi-li se tedy ,,sestrojit* lichobé&znik ABC D, bude urcena délka
hrany hledané krychle. Ackoliv to neni mozné provést euklidovsky,
ukdzeme, Ze je to mozné manipulaci se dvéma pravymi thly «, 8 mo-
delovanymi napt. ,,rohy“ obdélnikt z prihledné félie. Umistéme troj-
thelnik BC'P a piimky p, ¢ (obr. 6). Nyni pohybujeme thly «, 3 tak,
aby jedno rameno thlu « prochéazelo bodem B a jeho vrchol A lezel na
piimce p, a jedno rameno pravého thlu g prochazelo bodem C' a jeho
vrchol D lezel na piimce q. Usetka AD je ¢asti ramen obou pravych

uhld. Po chvili experimentovani se umisténi podaii a tsecka DP méa
velikost /2.

Obr. 6

2.1.2 Téznice trojuhelniku

V tvahéch o vlastnostech téznic trojuhelniku budeme vychézet ze zna-
losti vlastnosti stfedni pricky trojuhelniku, zejména véty
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S: Jsou-li M, N po tadé stiedy stran BC, AC trojihelniku ABC,
pak pro stiedni pricku MN plati (obr. 7):

MN||AB
1
MN| =5 AB| (1)

Dokazeme nejdiive vétu
T: Jsou-li M, N po tadé stredy stran BC, AC trojihelniku ABC,

pak pro prisecik T téznic AM, BN plati
|AT| |BT| 2

= = - 2
ITM] TN~ 1 @)

Obr. 7 Obr. &

1. dukaz véty T (H. S. M. Cozxeter, [15], s. 25)

Sestrojme stfedy N, M stran AC, BC (obr. 8) trojuhelniku ABC,
stfedni pricky NQ, M R trojuhelnikia C'T'A a C'T' B rovnobézné se stra-
nou C'T'. Z vlastnosti téchto pricek vyplyva, ze ¢tyrihelnik NM RQ je
rovnobéznik, jehoz uhlopricky se puli. To ovSem znamené, Ze plati (2).
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Obr. 9 Obr. 10

2. dikaz véty T (na zékladé podobnosti)

Protoze je piimka M N rovnobézna s AB (obr. 9), jsou stiidavé uhly «
a stfidavé thly £ shodné a trojihelnik M NT je podobny trojuhelniku
ABT, pticemz pomér podobnosti je v dusledku (1) roven ¢islu % Plati

tedy (2).

3. dikaz véty T (autorem je britsky skolak)

V oznaceni podle obr. 10 plati: Trojihelniky NT'C' a NT' A maji tyz
obsah S (maji shodné zékladny NC, NA a touz vysku). Z téhoz du-
vodu maji stejny obsah () i trojihelniky M CT a M BT. Protoze troj-
thelniky MCA a NCB maji stejny obsah (polovina obsahu celého
trojuhelniku ABC'), plati

25+ Q=2Q+S

neboli

S=Q
Pomér obsaht trojihelniki ATC' a TMC' je tedy 2 : 1 a protoze maji
stejnou vysku ke strané AM, plati (2).
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Dusledkem véty T je véta M:

V libovolném trojiuhelniku prochdzeji téZnice tymz bodem.

Obr. 11

To nahlédneme snadno, aplikujeme-li vétu T na dvé dvojice téznic
podle obr. 11.

Yvoev

T a M) uvadi Eduard Cech:

4. dukaz (véty T a M) ([19], s. 74)

Sestrojme prusecikem T téznic AM a BN piimku CT a na ni se-
strojme bod P tak, aby T byl stfedem tusecky C'P (obr. 12). Protoze
NT je stfedni pficka trojuhelniku ACP, je AP| BT, protoze MT je
stfedni pticka trojuhelniku BCP, je BP| AT. Ctyrthelnik APBT je
tedy rovnobéznik, H je stied strany AB a platnost vztahu (2) je rovnéz
ziejma.

Mame-li k dispozici aparat vektorového poc¢tu, mizeme studované

Yvoev
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Obr. 12 Obr. 13

5. dukaz

AM (obr. 13).

Vypocitejme souradnice bodu 7', pro néjz plati ﬁ = %

Protoze M je stied tsecky BC', plati
1

T—A:%M—A)

2 /1 1
T:A+§<;B+Q—A):§A+B+m,

nezavisle na tom, z kterého vrcholu trojuhelniku vyjdeme.

2.1.3 Vysky trojihelniku

Véta o pruseciku vysek libovolného trojihelniku nebyla patrné znama
Euklidovi a fecké matematice vibec. Poprvé ji snad dokézal teprve
Leonard Euler (1707 — 1783). Vétu ocenoval pro jeji eleganci a netri-
vidlnost Albert Einstein (1879 — 1955).
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Vsimnéme si tedy nékolika dikazi véty

Vysky libovolného trojuhelniku prochdzeji jednim bodem.

1. dikaz (C. F. Gauss (1771 — 1855), citovano podle [4], s. 41)

Sestrojime-li kazdym vrcholem trojuhelntku ABC pfimku rovnobéz-
nou s jeho protéjsi stranou, dostaneme trojuhelnik LM N, v némz jsou
vysky puvodniho trojuhelniku osami stran (obr. 14). ProtoZe osy stran
trojuhelniku maji spoleény bod (stied kruZnice trojihelniku opsané),
protinaji se v jednom bodé i vysky trojihelnika ABC.

N

Obr. 14

Ukazme,Ze na podobné ,,zaméné roli“ mtuzeme zalozit dalsi dikaz.
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2. diikkaz (pro ostrouhly trojihelnik ABC)

Sestrojme v ostroihlém trojuhelniku ABC se stranami a, b, ¢ paty
vysek P, ), R podle obr. 15. Vzhledem k tomu, ze plati

|AR| = ccosa, |AQ| = beos v,

je trojihelnik ARQ podobny trojihelniku ABC. Analogické vysledky
pro trojihelniky BQ P, C'RP umoznuji nahlédnout, ze vysky troju-
helniku ABC' jsou osami thlu trojihelnika PQR a protinaji se tedy
ve stfedu O kruznice jemu vepsané.

Obr. 15

Pripomenme, Ze v 1. dikazu nebylo nutné se zabyvat otézkou,
zda je trojuhelnik ABC' ostrothly nebo tupotuhly. Misto pripadné mo-
difikace dukazu 2. pro tupouhly trojuhelnik uvedme dalsi dukaz.
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3. dikaz (Véta o pruseciku vysek pro tupotuhly trojuhelnik)

ABC je libovolny tupothly trojihelnik s tupym thlem u vrcholu C.
Oznacme P prisecik jeho vysek z vrchola A, B (obr. 16). Trojuhelnik
ABP je ostrouhly a prusecik jeho vysek je bod C. To ovSem znamena,
ze vysky trojiuhelniku ABC' se protinaji v bodé P.

Dalsi dikaz uvedme v modifikaci pro ostrothly trojiuhelnik.

Obr. 16 Obr. 17

4. diukaz

V ostrothlém trojuhelniku ABC' sestrojme vysky AQ, BP, C'R (obr.
17), kruznici k jemu opsanou a pruse¢ik V' vysky CR s kruznici k.
Vzhledem k tomu, Ze na obrazku stejné oznacené thly jsou shodné,
jsou polopiimky AQ a BP obrazy polopiimek AV’ BV’ v soumérnosti
podle osy AB. Vysky AP a BP se tedy protinaji v bodé V vysky C'R.
Tento bod je prusecikem vysek trojihelniku ABC. Shodnost stejné
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oznacenych uhlu je zfejma: |[LABP| = |LACR| = 90° — |/BAC]|,
uhly ACV', ABV' jsou obvodové thly pfislusné na kruznici k témuz
oblouku AV’. Podobné lze zduvodnit i shodnost uhla BAQ, BCR
a BAV'.

5. ditkaz (pomoci vektorového kalkulu)

Interpretujme nékteré tsecky na obr. 18 jako umisténi vektoru. Je-li
V prusecik vysek AA’, BB’, pak pro skalarni souc¢iny vektoru a, u, b, v
plati

@.i=b7=0. (3)
Dale plati
T=a+7
7=u—b

Nésobime-li tyto rovnosti po fadé skalarné vektory g, a dostaneme

Zb=d.b+ b7
Z.d=u.d— b.d.
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Se¢tenim téchto rovnosti a upravou vzhledem k (3) dostaneme

-

Z.(a+b) =0.
Protoze
a+b=7c,
plati
ZC=0

a vektor 7 je kolmy k vektoru ¢. To ovSem znamena, ze prusecikem V'
vysek AA’, BB’ prochazi i tfeti vyska trojuhelniku.

2.1.4 Pythagorova véta

Proc¢ je pro pravouhly trojihelnik charakteristické, ze druhd mocnina
velikosti jeho nejvétsi strany je rovna souc¢tu druhych mocnin velikosti
jeho zbyvajicich stran?

Tato otazka se tahne patrné celou kulturni historif lidstva.

Dokonce i v dobéch, kdy nebyla geometrie matematickou disci-
plinou, ale praktickym méfictvim, byl tento problém fesen. Dokladem
toho je uvaha Petra Vopénky v hypotetické prirucce pro napinace pro-
vazi (|22], s. 21). Diikaz, ktery zde autor uvadi, je bézny v nasich uceb-
nicich geometrie a v této publikaci je uveden na prvnim misté. Rovnéz
Josef Ulehla pise v d&jinach matematiky: Byli to tesari a stavitelé, kte-
rym nejdrive napadnouti musila odvislost stran a whli v trojuhelniku
pravothlém [83].

Priklady toho, jak v pritbéhu historie resili lidé takovéto problémy,
jsou neobycejné poucnymi doklady matematické invence a matema-
tické kultury.

Uvodem poznamenejme, Ze ackoliv Pythagoras ze Samu 7il v 1étech
580 — 510, povazuje se za prokazané, ze Pythagorovu vétu znali stari
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Babylonané kolem roku 1700 pfed Kristem. Dnes je tématika Pytha-
gorovy véty zpracovana v nékolika monografiich. Klasickou knihou je
Lietzmannovo dilo z roku 1911 [54| a americka publikace Loomisova,
ktera je u néas nedostupna [56] a obsahuje udajné 371 dikazu Pytha-
gorovy véty. Dobry pirehled o nasi problematice lze najit v némecké
publikaci Anna Marie Fraedrichové |25] a americké knize Eli Maora

[57].

Diikazy, které uvedeme, nebudou fazeny chronologicky, spise bu-
deme sledovat ideje, které jsou pro vyvoj dokazovani charakteristické.
V celém tomto odstavci se bude jednat o dikazy téchto dvou vét:

Véta Pythagorova

Jsou-li a, b velikosti odvésen a c velikost prepony pravoihlého troj-
uhelniku, pak

2 2 12

c“=a"+0b. (4)

Véta obracena k vété Pythagoroveé
Plati-li pro velikosti stran a, b, ¢ v trojuhelniku
¢ =a’+ b,

je tento trojuihelnik pravouhly, c je velikost jeho prepony, a, b jsou
velikosti jeho odvésen.

1. dikaz (neznamy ¢insky a neznamy indicky autor)

Umistime-li shodné pravotihlé trojihelniky s odvésnami a, b a pre-
ponou ¢ (obr. 19) do ¢étverce se stranou délky a + b dvéma riaznymi
zpusoby podle obr. 20, vidime, Ze plati Pythagorova véta. Vice neZ
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slova nds piesvédci pohled na obrdzky (|22], s. 21). Je ovSem tieba
oveérit, ze ¢tyrtuhelnik v levé ¢asti obr. 20 je ¢tverec.

b
Obr. 19
a b
-/
b a
b2
C2
a b a?
b a

Obr. 20

Tento dukaz asi z 2. stoleti pfed Kristem je typickym pfikladem
,diukazu beze slov*, metody, kterou v poslednich letech rozviji zejména
americky matematik Roger B. Nelsen (Proofs without words, PWWs)
zejména v knihach [61], [62] a [2].

Vyjadiime-li skutec¢nost, Ze jsme pokryli ¢tverec o strané a + b
¢tyfmi shodnymi pravouhlymi trojihelniky s odvésnami a, b a pfepo-
nou c algebraicky, dostaneme z prvniho obrazku

1
(a+b)2:a2+2ab—|—62:4§ab+02
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neboli
a’ + b = 2.

Mame-li dokazanu vétu Pythagorovu, mizeme dokazat i vétu k ni
obracenou.

Piedpokladejme, Ze pro trojuhelnik 7; plati a? + b? = ¢? a se-
strojme pravouhly trojuhelnik 75 s odvésnami a, b. Protoze pro tento
trojihelnik plati Pythagorova véta, je a?+b? = 2. Trojuhelniky T, T
se shoduji ve vSech stranédch a jsou tedy shodné. Protoze je trojuhel-
nik 75 pravouhly, je pravouhly i trojihelnik 7. Tim je véta obracena
k vété Pythagorové dokazéana.

Tak, jak to obvykle chapou Zaci, a jak to bylo nékdy chépano
i v historii, vyslovime ekvivalenci:

Pro kazdy trojuhelnik ABC plati

|AC|* 4 |BC|* = |AB* & AC 1L BC

2. dikaz (neznamy ¢insky a indicky autor)

V oznaceni podle obr. 19 miZzeme vyjadrit obsah ¢tverce o strané c
podle obr. 21 takto:

1
= 4.§ab—|— (a —b)* = a® + b*

Premistime-li oznacené trojihelniky do nové polohy podle obr. 22,
je vysledek rovnéz ziejmy.
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Obr. 21 Obr. 22
H
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C
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' B
AT Im /B Obr. 23
g
b2
K N L

3. dakaz (Euklides, 3. st. pf. Kristem)

V oznaceni podle obr. 23 méa trojuhelnik FFAB obsah %bQ (zakladna
|[FA| = b, vyska k této zakladné je rovnéz b). Protoze jsou trojthel-
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niky FAB a CAK shodné (shoduji se ve stranach |FA| = |CA| = b,
|BA| = |AK| = ¢ a thlech FAB a CAK), méa i trojuhelnik CAK
obsah %62. To je ovsem polovina obsahu obdélniku AKNM (nebot
|AK| = ¢ je zékladna tohoto obdélniku i trojuhelniku AKC a vyska
tohoto trojuhelniku je rovna velikosti tsecky AM). Obdélnik AK N M
ma tedy obsah b%. Podobné lze dokazat, Ze obdélnik BLN M ma obsah
a’. ( %az je obsah trojihelniku GAB i s nim shodného trojihelniku
CBL.) Je tedy ¢® = a* + b*.

4. dikaz (podobnost trojuhelnikii)

Protoze plati podle vét uu v oznaceni podle obr. 24: AAPC ~ ANACB,
ABCP ~ ABAC, plati

SO
SIS
ISHNe

b
p
neboli

b = cp,a® = .

Sec¢tenim téchto rovnosti dostaneme

a® +b* =c(q+p) =
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5. dikaz (Leonardo da Vinci (1452 — 1519))

Umistéme trojihelnik K LM shodny s trojuhelnikem BAC podle obr. 25.

Obr. 25

Ukazeme, ze Sestithelnik ABGH E'F mé stejny obsah jako Sesti-
thelnik ACBLM K. Tyto Sestitthelniky nejsou sice shodné, ale shodné
jsou jejich poloviny, tj. ¢tyrihelniky FABG a CAKM. Ctyfﬁhelnik
FABG je polovinou Sestitthelniku FABGH E, nebot v osové soumér-
nosti podle osy o = FG piejde tento ctyfthelnik do ¢étytuhelnika
FEHG. Ctytthelnik CAK M je polovinou Sestitthelntku ACBLMK,
nebot ve stfedové soumérnosti se stfedem S piejde tento ¢tyiihelnik
do ¢tyrihelniku MLBC. Ctyfthelnik FABG je shodny se &tyFahel-
nikem CAK M, nebot druhy z téchto ¢tyrihelnik vznikne z prvniho
otocenim kolem stfedu A o 90 stupiii. Rovnost obsahii uvazovanych
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Sestitthelnikii ovem znamend a® + b* + ab = ¢ + ab, tedy platnost
rovnosti (4).

Rada ditkazt Pythagorovy véty se opird o moznost rozlozit ¢tverce
nad odvésnami pravoihlého trojuhelniku na ¢asti a z nich pak slozit
¢tverec nad preponou. Uvedme z nich jeden, snad nejelegantné;jsi.

6. dikaz (H. Perigal (1830), H. E. Dudeney (1917))

Primky vedené stfedem ¢tverce nad delsi odvésnou déli tento ¢tverec
na ¢tyfi shodné ¢tyrtuhelniky A, B, C, D, které je mozné premistit do
¢tverce nad preponou podle obr. 26 tak, ze zbyva misto praveé pro ctve-
rec E nad kratsi odvésnou. Podrobnéjsi zdivodnéni pfenechavam cte-
nari. Je tedy obsah ¢tverce nad pfeponou roven souc¢tu obsahti ¢tvercii
nad obéma odvésnami.

Obr. 26
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Nékteré dukazy Pythagorovy véty vychéazeji z moznosti vypocitat
dvéma zpuisoby obsah urcitého rovinného utvaru. Za vSechny uvedme
dikaz, jehoz autorem je 20. prezident Spojenych stati.

7. dikaz (J. A. Garfield (1850))

Pripojime-li k trojihelniku ABC shodny trojihelnik BE D podle obr.
27, dostaneme lichobéznik ACDE, jehoz obsah muzeme vypocitat
podle vzorce (poloviéni soucet zakladen nasobeny vyskou) nebo jako
soucet obsahti ti{ trojihelniki. Plati tedy

1 1
é(a—i— b)2 =ab+ 502

neboli

a’ + b = A2

Obr. 27

7, diukazi, které vyuzivaji dil¢i geometrické poznatky, pripome-
neme dikaz, ktery se zaklada na mocnosti bodu ke kruznici.
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8. dikaz (mocnost bodu ke kruznici)

Umistime-li pravothly trojihelnik SM A do kruznice k s polomérem c
podle obr. 28, dostaneme podle véty o mocnosti bodu M ke kruznici k

|AM|.|DM| = |EM|.|MF|,
v’ = (c+a)(c—a),
=2 —a?
neboli
¢ =a’+b.

"N

M - Obr. 28

Na konec uvah o Pythagorové vété uvedme t¥i pozoruhodné du-
kazy.

9. dikaz (Frank Burk, 1999, [62])

Zvétsime-li pravouhly trojihelnik s odvésnami a, b a preponou ¢ po-
stupné a-krat, b-krat a c-krat (obr. 29), miZzeme z prvnich dvou troj-
thelnikt slozit tieti a tedy ¢? = a® + b2
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Obr. 29

10. dikaz (Bernard Bolzano (1781 — 1848) [7])

Ozna¢me S obsah trojuhelniku ABC, S} obsah trojuhelniku APC,
Sy obsah trojuhelniku BPC' (obr. 30). Protoze pomér obsahu dvou
podobnych trojuhelniki je roven druhé mocniné poméru jejich podob-
nosti, plati

Si b b?
g - g,sl - Sg,
Sy a® a?
g — E,SQ - SE,

Z rovnosti S = S; + 59 dostaneme

b2 a?
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tedy
& =a’+ b

a Obr. 30

11. dukaz

Sestrojime-li ¢tverec nad preponou x pravouhlého trojuhelniku s thly
a, 3, plati pro obsah S tohoto trojihelniku podle obr. 31

S = %xQ cosavcos B = ka?, (5)
kde ¢islo k£ zavisi jen na velikostech thla «, 5.
Protoze pro obsahy S, S, S plati podle obr. 30
S =51+ S, (6)
je podle (5) a obr. 32
S = ke, S1 = kb*, Sy = ka®
a rovnost (6) muZzeme piepsat na tvar

kc® = ka® + kb2
Plati tedy pythagorejska rovnost (4).
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X oS d X cos B

a2

b2

X2

Obr. 31 Obr. 32

To je idea dikazu, ktera patrné nalezi George Polyovi [66].

Podivame-li se na jedenact zde naznacenych diikazu Pythagorovy
véty, muzeme si vS§imnout, ze italsky polyhistor Leonardo da Vinci vy-
pravi zcela jiny ,,pribéh* ditkazu Pythagorovy véty nez napt. americky
prezident Garfield, ze nas Bernard Bolzano aplikuje jiné poznatky
z matematiky nez napt. American George Polya. Ptibéhy dikazu téze
matematické véty mohou byt velmi rozdilné, mély by vsak byt zaji-
mavé a prirozené musi byt logicky spréavné.
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2.1.5 Apolléniova kruznice

Od jednoho z velkych helénistickych matematika, Apollonia z Pergy
(260 — 170 pred Kristem), pochéazi tloha, jejiz dvé feseni zde pripome-
neme.

Uloha zni:

Vysetrete mnozinu vsech bodi roviny, které maji od dangch bodi
P, @ pomeér vzddlenosti rovny ¢islu m (m # 1).

Ziejmé je, ze hledand mnozina bude soumérna podle piimky PQ
a dva jeji body na pfimce P, () nalezneme konstrukei podle obr. 33.

W

P AVO
Obr. 33

Mame ur¢it mnozinu vSech bodi X roviny, pro néz plati

|PX]| 7)
_ = m

QX

Je-li X jeden z takovychto bodi, ktery nelezi na piimce PQ),

sestrojime osu vnitfniho a vnéjstho dhlu u vrcholu X trojuhelniku
PQX a pruseciky téchto os s ptimkou PQ oznacime A, B (obr. 34).
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Sestrojme dale podle obr. 34 body E, F' piimky PX tak, ze QF| BX
a QF||AX. Zrejmé je |[EX| = |QX| = |FX| a plati

|PX| |PX| |PA|

= = = m’
QX] |IFX] oA
|PX] _ |PX] _ |PB| _

QX] [EX] QB

Obr. 34

Body A, B tedy nalezeji hledané mnoziné a vzhledem k tomu, ze
AX 1 BX, nalezi bod X kruznici k s prumérem AB.

Ukazme déle, Ze pro libovolny bod X kruznice k plati (7). K bo-
dum A, B, pro néz plati

[PAl _ |PB| _

QA ~ 1B ™"
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sestrojme na piimce PX body E, F tak, ze plati

|PA|  |PX]|
_— = :m’
QA[  |FX|

|PB| _ |PX]

= =m
QB |EX]|

Je tedy |[EX| = |FX| a protoze EQ L QF je EF pramér kruz-
nice, ktera prochézi bodem Q).

To znamen4, Ze plati |FX| = |QX]| a rovnost (7) je prokdzana.

Mnozina vSech bodi roviny, které maji od danych dvou bodu
dany pomér vzdalenosti, se nazyva Apolloniova kruznice.

Protoze Apollonius nemél vhodny algebraicky kalkul, nemohl ilohu
vyTesit zpusobem, ktery nyni pripomeneme.

V kartézské soustavé soutadnic podle obr. 35 hleddme mnozinu
v8ech bodu X[z, y] roviny, které maji od bodu P[0, 0], Q[g, 0], (¢ > 0),
pomér vzdalenosti rovny ¢islu m (m # 1).

y

Obr. 35

Pro hledané body ma tedy platit

Va2 4 y?
=m
V(T —q)? +y?
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Protoze tuto rovnost miizeme upravit na tvar

2
mZ 1 (mZ — 12’

’q
R O] a polomérem

je hledanou mnozinou kruznice se stfedem S [ 5
m2 —

r=_4
m? — 1|

2.1.6 Heronuv vzorec

Néekdy kolem pocatku naseho letopoc¢tu dal Heron z Alexandrie do-
hromady pribéh svého vzorce

S =+/s(s—a)(s—b)(s—c) (8)

pro obsah trojihelniku se stranami délek a, b, ¢ (s = 3(a+ b+ ¢)).

S obdivem nad Heronovou intuici a divtipem, nad skutecnosti,
ze nema k dispozici ,,zadnou matematickou védu* (vyuziva pouze po-
dobnost trojuhelniki), zde jeho dukaz zprostiedkovany M. Cantorem
[13] ptipomenu.

1. dukaz

V trojuhelniku ABC se stranami a, b, ¢ je k(S,r) kruznice vepsana,
ktera se dotyka stran trojuhelniku v bodech M, N, (). Pro tusecky =z,
y, z a uhly a, 8, v (v oznaceni podle obr. 36) plati:

r+y =c
y+z=a (9)
T +2z=0b
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a+pf+vy=m. (10)

Resime-li soustavu (9) vzhledem k neznamym z, y, z, dostaneme

1
r==(b+c—a)=s—a

2
1

yzi(a—i-c—b):s—b (11)
1

zzé(a—i—b—c):s—c

Sestrojme trojuhelniky ABP a SUQ podle obr. 37 (AB 1 BP,
SP 1 AS,Ue€ ABNSP).

Podle konstrukce je ¢tyttuhelnik APBS tétivovy a v dusledku rov-
nosti (10) je LZAPB = ~. V dusledku podobnosti trojuhelnika

NABP ~ ACMS, (12)
plati
|BA| |CM| |BH|

= = , kde |BH| = |CM| = z.
BP| ~ [sm| ~ Jsq| e [BHI=10M
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Obr. 37

Tuto rovnost mizeme upravit na tvar

|BA|  |BP|

|BH|  1SQ|"

7 podobnosti trojuhelnika
AUBP ~ AUQS

plyne
|BP|  |BU|

QS| QI

95

(13)



56 KAPITOLA 2. TRI POHLEDY NA RESENI ULOH

Plati tedy
|BA| _ |BU| (16)
|BH|  |UQ)
a tedy i
BA| _|BH| _|BU| _|UQ)
|BH| [BH| [UQ] |UQ)|
neboli
|BH|  [UQ|
Rovnost (17) ovSem muZzeme upravit na tvar
|BH[.[AH|  |UQ|.|AQ|
Protoze podle Euklidovy véty pro trojuhelnik ASU plati
UQLIAQ| = [SQF,
muZeme rovnost (18) prepsat na tvar
(|AH|.|SQI)* = |[AH|.|AQ|.|BQI.|BH], (19)

neboli

S=1/s(s —a)(s = b)(s —¢),
protoze |[AH| = x + y + z = s. Dnesni stfedoskolak muze odvodit
Heronuv vzorec témér samostatné, jak prfipomeneme v dalsim textu.

2. diakaz

Pro obsah trojuhelniku ABC miuZeme vyuzit vzorce

1
S = 5C-Ve; (20)
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a

Al

Obr. 38

kde ovSem je nutné vyjadrit vysku v. pomoci délek stran a, b, ¢
(obr. 38). K tomu muZzeme vyuzit kosinové véty pro trojthelnik ABC
a Pythagorovy véty pro trojahelnik APC"

b? + 2 — a?
2bc '

b2 2 _ 2\ 2
vc:b.\/l— (%) . (21)

Pouhou algebraickou tpravou prevedeme vyjadieni pro vysku v. na
tvar

|AP| = bcosa,v? = b* — b*cos® a, cosa =

UC:%\/S(S—a)(S—b)(s—c), (22)

z néhoz uzitim vzorce (20) dostaneme vysledek (8).

Elegantnéjsi ditkaz Heronova vzorce s vyuzitim komplexnich cisel
uvetejnil nedavno Miles Dillon Edwards [21]. Nazna¢me jeho postup.
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3. dikaz

Premistéme ve zvétseni trojiuhelniky SNA, SQB a SMC' z obr. 37 do
Gaussovy roviny podle obr. 39, potom plati pro komplexni ¢isla A, B,
C

A=r+xzi,B=r+yi,C =1+ zi. (23)
y
X A
C
y B
a
v
B
+ e Q=M=N.
AB.C S=P r X
Obr. 39

Vzhledem k tomu, Ze soucet amplitud komplexnich c¢isel je podle
(10) roven ¢islu 7 , je sou¢in A.B.C realné ¢islo. Imaginarni slozka
komplexniho ¢isla A.B.C' je tedy nulové:

r*(z+y+2) —ayz = 0.
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To znamena, ze plati

r= | TYE (24)
r+y+=z

Protoze podle obr. 37 je S = rs, s = x +y + z, mizeme vzhledem
k rovnostem (11) upravit rovnost (24) na Herontuv vzorec.



Spole¢nost, ktera sama sebe definuje skrze ,védéni“, by se dala
chapat jako spolecnost, v niZz rozum, tsudek, rozvaha, prozira-
vost, dlouhodobé shromazdovani argumenti a zkouméni hypotéz
konecné prevazily nad iracionalitou, ideologii, povércivosti, domys-
livosti, chtivosti a bezduchosti. Pohled na jakykoliv segment sta-
vajici spolecnosti vSak ukazuje, ze védéni této spolecnosti neméa
nic spole¢ného s tim, co se od antickych dob asociuje s takovymi
ctnostmi, jako je rozum, tsudek, prakticky duvtip a kone¢né moud-
rost ... védéni jednotlivce neni shodné s tim, co ma kdo v hlaveé.
V paméti uchovavana data jakéhokoliv druhu jesté nejsou védénim.
Lidé s fenomenalni paméti, schopni zapamatovat si nes¢etné podrob-
nosti, takzvané chodici encyklopedie, lidé schopni vylustit kazdou
kiizovku, toho ve vys$im smyslu moc nevédi.

Konrad Paul LIESSMANN ([53], s. 22)

. zobecnéni soudobych inovac¢nich tendenci, jak se u nas prosazuje,
ukazuje, Ze se zatim tézisté jednostranné presouva na zajem o otazky
pedagogického procesu, jeho prostiedky a metody. Neprimérené je
potlacovana kategorie obsahu vzdélavani a vyucovani. Obsah je tak
vlastné odtrhovan od jeho zprostfedkovani. ... NaSe soudoba pe-
dagogickd a psychologicka teorie neodpovida dostateéné uciteli na
otazky, které fakticky musi stale Tesit: jak dochéazi k osvojovani no-
vého védéni, jak se osvojovani systému pojmi méni s novymi véc-
nymi vztahy a kontexty, v ¢em spociva jejich struktura a kvalita
abstrakce a zobecnéni, jak zaci konstruuji a rekonstruuji pojmové
struktury, v ¢em spociva vyznam kontinuity védéni aj.

Jarmila SKALKOVA ([73], s. 54)
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2.2 Pohled didakticky

Ulohy zde uvadéné souviseji velmi tizce s matematikou zakladni a st¥ed-
ni 8koly a jsou zcela elementarni. Volil jsem je tak, aby vynikla moznost
ruznych pristupt k jejich reSeni.

2.2.1 Deset matematickych miniatur

Pti TfeSeni uloh je casto dilezity vhodny napad, o ktery miizeme celé
feSeni slozitéjsi tlohy opfit. Uvedme zde nékolik tloh, které spocivaji
celé na jediné myslence. Podle mych zkuSenosti mohou tlohy tohoto
typu studenty spiSe zaujmout nez naro¢néjsi dlohy, které se vysky-
tuji napfr. v matematické olympiadé. Takovymito miniaturami mtizeme
nejen podnécovat zajem studenti, ale do jisté miry i testovat troven
jejich matematického nadani.

M1: Mocnina jako soucet Urcete pocet scitanci v rovnosti
a"=a+a+---+a.

(n, a jsou prirozend cisla).

n

K feSeni si sta¢i uvédomit, Ze a® = a" '.a. Z této rovnosti je

patrné, e pocet séitanct je a™ L.

M2: Kterymi prirozenymi cisly mensimi nezZ 15 je délitelné kazZdé
cislo zapsané pomoci dvou stejngch trojic ¢islic? Jedné se tedy napf.
o Cisla
128128,973973, 100100, 333333, . ..
Oznac¢ime-li libovolné troj¢isli pismenem ¢, muzeme uvazovana

¢isla psat ve tvaru tt. Protoze tt : t = 1001.m, je kazdé tt ¢islo délitelné
kazdym délitelem ¢isla 1001, tedy cisly 7, 11 a 13.
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M3:  Existuji shodné geometrické witvary takové, Ze jeden je cdasti dru-
hého, ale druhy neni cdsti pruniho?

Pocateéni odhad, Ze takové utvary neexistuji, se opira o pred-
stavu, Ze hledané utvary jsou omezené (mnohothelnik, kruh, ...).
Rozsitime-li sviij pohled na utvary neomezené, dojdeme k feSeni (napf.
2 pravé thly s rovnobéznymi rameny).

M4: Nacrtnéte v kartézské soustaveé soutadnic mnoZinu vsech dvojic
[z, y] redlnych cisel, pro néz plati |y| = sin z.

Uvézime-li, Ze v horni poloroviné s hranici v ose x se jedna o graf
funkce y = sinz, v dolni pak o graf funkce y = —sinx, je vysledek
podle obr. 1 ziejmy.

m 2m 3m 4m 51

N N N

M5:  Urcete mnoZinu vsech bodi roviny, které maji stejnou vzddlenost
od danych poloprimek VA, VB.

Prvni reakce Tesitelu, Ze vysledek je osa tthlu AV B, je nespréavna.
K teseni tlohy je potfeba si uvédomit, co znamena vzdalenost bodu
od polopiimky. Protoze tuto vzdalenost méfime rizné v opac¢nych po-
lorovinach s hranici £ v oznaceni podle obr. 2, je spravny vysledek
sjednoceni thlu « s osou o podle obr. 3.
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A
X
Y
SN
\ P A
k
B
Obr. 2 Obr. 3

M6: Sestrojte ctverec, ktery mda obsah rovny dvojndsobku obsahu da-
ného clverce.

Uloha je jednoduchou aplikaci Pythagorovy véty, lze ji viak Fesit
i bez jeji znalosti podle obr. 4.

Obr. 4

MT7: Sestrojte kruh, jehoZ obsah je roven souctu obsahi dangch kruhi
s poloméry ry, ra.

Z rovnosti mr? 4+ 7r2 = wx? plyne, Ze polomér x hledaného kruhu
je preponou pravouhlého trojihelniku s odvésnami ry, rs.

MS8: Dokazte, Ze stredy stran libovolného ctyrihelniku jsou vrcholy
rovnobézniku.
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K dikazu si staci vSimnout, Ze v oznaceni podle obr. 5 jsou tsecky
MS a NO jako stfedni pricky trojuhelniki ABC a AC'D rovnobézné
a shodné.

M9: Dokazte, Ze osa libovolného whlu trojihelniku a osa protilehlé
strany prochdzeji tymz bodem kruznice trojuhelniku opsané.

Tvrzeni je ziejmé, jestlize osa strany a osa thlu splyvaji (to na-
stava u rovnoramenného trojuhelniku). Nejsou-li strany AC, BC' troj-
thelniku ABC shodné, jsou osy m, o (v oznaceni podle obr. 6) rizno-
bézné.

Prusecik D osy m strany AB s kruznici k trojihelniku opsané je
stfedem oblouku AB a stfedové thly ASD, BSD jsou shodné. Jsou
tedy shodné i prislusné obvodové thly ACD, BCD coz oviem zna-
mend, ze bodem D prochézi i osa o thlu ACB.

Obr. 5 Obr. 6
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M10: V libovolném trojihelniku ABC sestrojte kruznici k s priumé-
rem AB a kruznici m s pramérem BC'. Dokazte, Ze prisecik D kruznic
k, m je bodem primky AC'.

Tvrzeni plyne z toho, ze thly BDA a BDC' jsou podle Thaletovy
véty pravé.

2.2.2 Ctyfi slovni ulohy

Slovni ilohou obvykle rozumime slovy popsanou situaci z bézného zi-
vota nebo ur¢ité oblasti poznéni, v niz hledame odpovéd na poloZenou
otézku. Ulohy tohoto typu se obvykle zafazuji do u¢ebnic matematiky
pro zakladni skoly, velmi pékné obsahové i metodicky je zpracovana
napt. sbirka tloh, jejimiz autory jsou Emil Kraemer, Frantisek Hra-
decky a Vitézslav Jozifek [43]. K nékterym tloham, které zde uvedu,
jsem nasel podnét pravé v této knize.

Uloha 1 Ve tridé je a dévcat a b chlapei. Kolik procent dévéat a kolik
procent chlapci je ve tridée?
Celkovy pocet zaku ve t¥idé je a+b, 1 % poctu zaku tiidy je %(?’
a dévcat tedy predstavuje a : ‘%é’ = ZTZ procent. Podobné vypoci-
100b

tame, Ze pocet chlapcu je 73 procent.

V praxi se miize stat, ze zak ulohu, v niz se vyskytuji ,,pismena
ve vyznamu ¢isel”, vzdava a neumi si s ni poradit. V tom piipadé je
mozné formulovat tlohu , konkrétnéjsi“, napf.:

Ve tride je 14 dévcat a 6 chlapci. Kolik procent dévcat a kolik
procent chlapci je ve tridée?

Paralela numerického vypoctu s algebraickym zapisem usnadni
pochopenti tlohy
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Celkovy pocet zaku t¥idy je 100 % ...... 1446=20...... a+b

in 200 a+b
Jedno procento je 555 = 0,2 ... ot
Procento dévcat je 14 : % =1400:20="70 ...... a: %Lé) = ZOEZ

Uloha 2 Zbozi bylo nejdiive o p % zlevnéno a pak opét o p % zdra-
zZeno. Porovnejte pivodni cenu z tohoto zboZi s jeho wviyslednou cenou
m.

Puvodni cena z se po zlevnéni snizila na novou cenu

=10~ ("~ 1)
n=z——=z(1——).
100 100

Nova cena n po zdrazeni vzrostla na cenu

2
P P P P
m ”( 100/~ ° 100 100/ ~ 7 10000

p2
10000

Protoze 1 — <1ljez>m.

Ulohu opét muzeme konkretizovat. Je-li napi. z = 100 K¢ a zlev-
néni i zdrazeni v téze vysi je o p = 10 %, mame

n = 100 K¢ — 10 K¢ = 90 Ke,

m = 90 K¢ + 9 K¢ = 99 Ke.

To ovSsem odpovida vysledku

100 1 99
100 (1—- —2 ) =100. (1 - — ) = 100.22 = 99.
m OO( 10000) OO( 100) 00700 =%
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Uloha 3V pronim roce vzrostla vyjroba a-krdt, v druhém b-krdt proti
predchozimu stavu a ve tretim roce c-krdt. Jaky je primérny rist vy-
roby v téchto trech letech?

Oznacéme z pluvodni objem vyroby. Rust vyroby je prumérny,
vzrusta-li vyrobek rovnomeérné, napt. v kazdém roce m-krat.

Prehled o objemech vyroby muzeme zapsat do tabulky 1 a zné-
zornit obrazkem 7.

Riust vyroby | Rovnomérny rist vyroby
Pavodni stav z z
Po 1. roce az mz
Po 2. roce abz m2z
Po 3. roce abcz m3z
Tabulka 1
.a .b .C
./\\./\\./\.
z az abz abcz
mz m?z m3z
ze . [} [
N AN A \n_q/(
m .m

Obr. 7

7 rovnosti objemu vyroby po tfech letech dostdvame vysledek

abcz = m?z

neboli

m? = abe

m = v abe.
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Tento, tzv. geometricky prumér m je prirozené rizny od aritme-
tického prameéru s = %(a + b + ¢) prirastkd, ktery zde nema smysl
pocitat.

Vzroste-1li napft. v prvnim roce vyroba dvakréat, v druhém osmkréat
a ve tfetim Ctyrikrat, pak vzrostla v prumeéru v kazdém roce ¢tytikrat
(4 = v/2.8.4 = +/64).

Vzroste-li vyroba z za rok o p %, vzroste na z + 1% = 2 (1 + %),
tedy (1 + 55 )-krat.

Kdyby tedy vyroba vzrustala v jednotlivych letech po radé o p,
q, r procent, muzeme jeji rist vyjadrit tabulkou 2.

Rust vyroby

Puvodni stav z
Po 1. roce (1+%)z
Po 2. roce (1 + ﬁ) (1 + 1%) z

Po 3. roce (1—|—W’"0) (1—1—%0) (1+1’ﬁ)z

Tabulka 2

S rovnomérnymi prirustky se setkdvame napt. v penéznictvi. Riist
vkladu o 1 % ro¢né znamené, ze vklad za rok vzroste i-krat, kde ¢ =
1+ ﬁ = 1,01. Po n létech by tak ulozeny kapital K pri tzv. slozeném
urokovani vzrostl na ¢astku

K, = K.(i)".

V didaktické literature se najde pomérné mélo originalnich tuloh.
Také nasledujici uloha je prevzata z literatury ([33], s. 191); je pouze
,zmodernizovana“: misto hokynarky, kterd prodava vajicka, v ni vy-
stupuje prekupnik, ktery prodava mobily. Prodat polovinu syrového
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vajicka je stejné absurdni jako prodat polovinu mobilu — ale tloha mé
presto smysl.

Uloha 4 Prekupnik proddvd mobilni telefony. Pronimu zdkaznikovi
prodal polovinu své zdsoby a jesté polovinu mobilu. Druhému zdkazni-
kovi prodal polovinu zbytku zdsoby a polovinu mobilu. Tretimu zdkaz-
nikovi prodal opét polovinu zbylé zdsoby a polovinu mobilu. Nakonec
mu zistal jeden mobil. S kolika mobilnimi telefony zacinal prekupnik
obchodovat?

Uvedme tfi rizné pristupy k feSeni tlohy.

Prvni spoc¢iva v prevedeni tlohy do algebraického jazyka a jeji
feSeni zndmymi postupy.

Oznacme pismenem x ptvodni mnozstvi piistroji, které prekup-
nik mél.

Prvnimu zakaznikovi prodal %l‘ + 5

Druhému zékaznikovi prodal % (:p — “”Tl) + % = %’1 pristroji.

Tretimu zékaznikovi prodal %(x — ’”TH — le) + % = “”T“ pri-
stroju.

Vyjadreme nyni celkovou situace na ,trhu“ podle textu tlohy.

x+1+x+1+x+1
2 4 8

+1l=x

ReSenim této rovnice dostaneme x = 15.

Piavodné mél prekupnik 15 piistroji. Prvnimu zakaznikovi jich
prodal 7% + % = 8. Druhému zékaznikovi prodal 3% + % = 4 mobily.
Tretimu zékaznikovi prodal 11 + 1 = 2 pristroje a jeden pifstroj mu
zbyl.



70 KAPITOLA 2. TRI POHLEDY NA RESENI ULOH

Ulohu muzeme ovSem fesit ,,od konce*, napt. touto uvahou.

Jeden mobil, ktery prekupnikovi nakonec zbyl, vznikl jako vy-
sledek posledniho prodeje, tedy jako ,,polovina predchoziho stavu bez
poloviny mobilu®“. To znamen4, Ze pted touto akei mél prekupnik 3 mo-
bily. Tyto tii mobily opét predstavuji polovinu predchoziho stavu bez
poloviny mobilu. Pfedchozi stav je tedy 7. A tento pocet mobilu je
opét polovina predchoziho (tj. pavodniho) stavu bez poloviny mobilu.
Ptvodné mél prekupnik 15 mobila.

Ze znézornéni textu tlohy schématem podle obr. 8 mizeme bez-
prostedné ¢ist Feseni tlohy (stejnd mnozstvi jsou vyjadiena svorkami).

A A
4 e

135

L]
—
Y
[ ] [ ]
2. prodej (_H_M
24|

3. prodej

> e

Obr. 8

2.2.3 ResSeni rovnic

Algebra poskytuje algoritmy pro feSeni algebraickych rovnic. Ze zé-
kladni skoly je zndmo TeSeni lineadrnich rovnic, stfedni skola uvadi me-
tody TeSeni soustav linedrnich rovnic a rovnic kvadratickych. Z historie
jsou znamy problémy spjaté s feSenim rovnic vyssich stupni. Ukazeme,
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7e 1 pri feSeni rovnic se miize uplatnit ,,uméni vidét“ tak charakteris-
tické napf. pro feSeni tuloh geometrickych. Uvedme v této souvislosti
tii ulohy z pékné publikace Alezandra Soifera [74] a dvé alohy histo-
rické podle [42].

Uloha 1 Reste v oboru redlngjch cisel rovnici

Vi+l—+vVr—1=1 (1)

Snaha po odstranéni odmocnin umocnénim obou stran rovnice

vvvvvv

ovSem k rovnici

Ve+l+vVr—1=2 (2)

a seCtenim rovnic (1) a (2) dostaneme rovnici

2vr+1=3,

kterd ma jediny koten
5

r = —.

4

Tento vysledek muzeme ovéfit i graficky znazornénim funkei
y=va+l (3)
y=1++vr—1 (4)

Grafem funkce (3) je ¢ast paraboly s vrcholem [—1,0] a osou v ose
x, grafem funkce y = 1+ /& — 1 je ¢ast paraboly s vrcholem [1,1]
a osou v ptimce y = 1. Tyto vysledky nahlédneme posunutim soustavy
souradnice jednak do bodu P’[—1, 0], jednak do bodu P"[1, 1] (obr. 9).
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y=1+\x-1
y=\/x+1

Obr. 9

Uloha 2 Reste v oboru redlngjch cisel soustavu

2’ +yt =7 (5)
Ty = —2
Dosadime-li y = —%, které ziskdme z druhé rovnice, do rovnice

prvni, dostaneme rovnici

—92\?
3+ (—> = -7,
x

kterou miizeme interpretovat jako kvadratickou rovnici s neznadmou
A = 23. Dostaneme tak rovnici

8
A——=-T7,
A
jejimiz realnymi koreny jsou ¢isla
A1 == 1, AQ == —8
Odtud vyplyvaji pro nezndmou x vysledky z; = 1, x5 = —2.

Soustava (5) méa tedy TeSeni

1, -2],[-2,1].
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Uloha 3 Pro kterd redind = plati

2° —52° +4x > 07 (6)

Protoze (x° — 523 + 4z) = z(z* — 52? +4) = x(2® — 1)(2? — 4) =
=x(z — 1)(x + 1)(z — 2)(x + 2), muZeme nerovnost (6) psat ve tvaru

(x+2)(x+ z(x—1)(x —2) > 0.

Z obr. 10, v némz jsou znazornény funkce y = x+c, kde ¢ € {-2, 1,0,
1,2}, je patrné, Ze feSenim nerovnosti (6) jsou viechna x ze sjednoceni
intervalia (—2,—1) U (0,1) U (2, c0).

y

y=x+2

y=x+1

Obr. 10

Uloha 4 Rovnice Leonarda Pisanského — Fibonacciho (1180 — 1240)

Reste v oboru redlnijch cisel rovnici

32 4 4Vr? — 3r = 2° + 4. (7)
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Po tpraveé rovnice na tvar
4Vx? — 3z = 2% — 3z + 4,

muZeme poloZit 22 — 3x = A a feSit rovnici

AVA = A+ 4,
ktera je ekvivalentni rovnici
(A—4)?=0.
Je tedy A =4, coz vede k rovnici
=3 =4

s kofeny 4 a —1, které jsou koteny rovnice (7).

Uloha 5 Rovnice Girolama Cardana (1501 — 1576)

Reste v oboru redlnyjch cisel rovnici

162° = 2* 4+ 22° + 32 + 20 + 1. (8)
Uvédomime-li si, ze plati
(a+b+c)* =a*+ b+ + 2ab + 2bc + 2ac,
muZeme rovnici (8) psat ve tvaru
162% = o' + 2% + 14+ 22° + 22% + 22
neboli ve tvaru
162% = (2* + z + 1)
Je tedy
4o = +(2* +x + 1),
a rovnice (8) ma kofeny
3+ V5 3—v5 =54+ V21 —5—+021

2 2 2 2
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2.2.4 Rovina a rovnice

Technik vi, Ze kolo se ota¢i v roviné kolmé k ose rotace (jinak ,hazi*),
rovina rovniku je kolméa k zemské ose spojujici poly, vodorovné rovina
je kolma ke svislému sméru.

Matematik vi, Ze rovinu muze chapat napt. jako dvojdimenzio-
nalni podprostor euklidovského trojdimenzionélniho prostoru, ale Ze
rovinu nelze definovat v klasické syntetické geometrii. Tam je zaklad-
nim pojmem charakterizovanym napft. témito axiomy:

e Ttemi body, které nelezi v primce, prochéazi jediné rovina.

e Maji-li dvé rtuzné roviny spole¢ny bod, pak maji aspon jesté
aspon jeden spoleény bod.
e Existuje aspon jedna c¢tverice bodiu, které nelezi v zadné roviné

(88], s. 15).

Algebraickou reprezentaci roviny spjatou s pohledem technika
i matematika pripomenme feSenim nékolika tloh.

Uloha 1 Urcete obecnou rovnici roviny p, kterd

a) prochdzi bodem QI1,4,6] a je kolmd k vektoru 627 = (3,5,2),

b) prochdzi body Q, M1[5,2,5], N[1,6,1].

Zndzornete vysledek ve volném rovnobéiném promitani.

a) V souladu s predstavou technika, mizeme chapat rovir%ako mno-

zinu v8ech bodu X prostoru, pro néz plati, ze vektor X (@) je kolmy
k vektoru Cﬁ Bod X[z,y, 2] je tedy bodem hledané roviny, plati-li

pro skalarni soucin
QX.QT =0
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neboli
(x—1,y—4,2—6).(3,5,2) =0

3(x—1)+5(y—4)+2(z—6)=0.

Obecnéa rovnice hledané roviny p je tedy
3r+5y+22—-35=0
Obecnou rovnici roviny QM N ziskame z jejtho parametrického vy-
jadfeni .
X=Q+sQM+tON,scRscR

neboli

[z,y,2] = [1,4,6] + s(4,—2,—1) + ¢(0,2, —5)

tak, Ze v soustaveé

r=1+4s

y=4-—2s+2t

z2=6—5—05t
vypocitame z druhé a treti rovnice parametr s

1
=—(32—-5y—2
po jehoz dosazeni do rovnice prvni dostaneme obecnou rovnici
3r+5by+22—35=0. (9)

To je stejny vysledek jako v pripadé a). Rovina 3x+5y+22z—35 =0
urcenéd body @, M, N je kolmé k vektoru (3,5, 2), jehoz slozky jsou
koeficienty v jeji obecné rovnici.

Pro znazornéni roviny p v rovnobézném promitani uréime soutrad-

nice jejich pruseciku se soufadnicovymi osami (obr. 11):

xﬂp:X[%,0,0} ;yﬂP:Y[0a770]32mp:Z[O’O’%}'
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Obr. 11

Uloha 2 Reste pocetné i graficky (ve volném rovnobézném promitdini)
soustavu rovnic

182 + 15y + 14z = 90 (@)
Tr+4y + 3z =24 (8)
16z + 17y 4 10z = 80. (7)

Odecteme-li osmnactinasobek druhé rovnice od sedminéasobku prvni,
ziskdme rovnici (10), ode¢teme-li sedminasobek tfeti rovnice od Sest-
nactinasobku druhé, ziskime rovnici (11):

33y + 44z = 198 (10)
55y + 22z = 176. (11)

Odecteme-li tfiatficetinasobek rovnice (11) od pétapadesatina-
sobku rovnice (10), dostaneme rovnici

1694z = 5082.
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Resenim soustavy je bod Q[1, 2, 3].

Ku grafickému teSeni urc¢ime priseciky rovin «, 3, v se soufadni-
covymi osami:

45
anz=A[500],any=DB[0,6,0,anz=F [0,0,7}

24
BNz =F {7,0,0] ,fNy=B[0,6,0],5Nz=C[0,0,8§]

80
yNx=A[500,yNy=G [0,1—7,0} ,yNz=C10,0,8]

Pomoci prise¢nic rovin a;, 3, v se soufadnicovymi rovinami ur¢ime
priisecnice
anNf=ppBNy=qgany=s
a spolecny bod Q[1,2, 3] vSech tii rovin (obr. 12).

Uloha 3  Reste pocetné i graficky (ve volném rovnobézném promitini)
soustavu rovnic

x +2=6 (o)
vty =3 (8)
y+2:=9 ()

Protoze prvni rovnici mizeme interpretovat jako rovnici
r+0y+2=06,

predstavuje tato rovnice rovinu rovnobéznou s osou y (x, z jsou vazany
podminkou («), y je libovolné). Podobné usoudime, Ze rovina S je
rovnobéZzné s osou z a rovina <y s osou .
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Obr. 12

Reseni soustavy je ziejmé. Odec¢teme-li od prvni rovnice rovnici
druhou, dostaneme rovnici (12) a fe$ime soustavu

-y+ z=3 (12)
y+22=09.

Soustava ma tedy jediné FeSeni ([2,1,4]. Bod @ je spoletnym
bodem rovin «, 3,7, kterymi prochézeji podle obr. 13 pruse¢nice
p=anfg=anys=p5N7.
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M
z
N
H v_—G
LOXN
! . FAK AU
1 ) 1 I
! &
A B
SRR TN\
y
d
C Q
Obr. 13 Obr. 14

Uloha 4 (Stefan Turnau) Urcete prinik krychle ABCDEFGH s troj-
thelnikem MNQ. (A[0,0,0], B[0,5,0], F[5;5;5], M[0,0,8], N[—4, 5, 5],
Q5 7:0].)

Protoze zadné dva z vrcholt trojahelniku M N(@Q nelezi v zadné ro-
viné stén krychle, sestrojime napt. pruseciky piimky M) s povrchem
krychle. Protoze promitaci rovina M AG piimky M) protina povrch
krychle v obdélniku AJK H, jsou X, Y pruseciky primky M@ s povr-
chem krychle (obr. 14). Prinikem roviny pravé boé¢ni stény s rovinou
MQ@N je ptimka YN a roviny horni stény krychle s rovinou MQN je
pfimka X N. Prinikem krychle s trojuhelnikem je ¢tyifihelnik XY UV'.

2.2.5 Michani dvou kapalin

Mdme ndadrZ benzinu a stejné velkou nddrzZ oleje. Prelijme odmérku
oleje do benzinu a diukladné zamicheyme. Odmérku smési takto ziskané
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prelejme zpét do oleje. Bude vice oleje v benzinu, nebo benzinu v oleji?

(127, s. 43).

Predstavme si situaci nejdiive tak, ze objem kazdé nadrze je 4 litry
a odmérka mé objem 1 litr. Cely proces muzeme znazornit obr. 15.

BENZIN OLEJ
1. BENZIN OLEJ
(4- Dylitra= 2 itra
5 5
2. 4
75
ga/p 4. yiitra="Cjitrg
/5™ 75 (4.5 )litru=-litr (3+%)Iitr0=?litrﬂ
4,14
/5 /5 3.
4,4
751 75

Obr. 15

Oleje v benzinu je tedy stejné jako benzinu v oleji.

Resme nyni tlohu, je-li v prvni naddrzi n litrd benzinu, v druhé
n litri oleje a odmeérka ma objem 1 litr.

Nalejeme-li 1 litr oleje do nadrze s benzinem, dostaneme v prvni
nadrzi (n + 1) litra smési, v druhé (n — 1) litra oleje. Promichame-li
smés v prvni nadobé, bude v kazdém litru n+r1 litra oleje a 25 litra
benzinu.
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Celkem tedy je v prvni nadobé
(n+ 1).;25 litri benzinu a (n + 1)..=45 litrit oleje.
Vratime-li litr smési do druhé nédoby, bude
v prvof nadrzi n. 75 litra benzinu a nn%rl litri oleje,

1

n+1) litra oleje.

v druhé nadrzi nL—f—l litrt benzinu a ((n —-1)+
V prvni nadobé je tedy
n”—jl litrii benzinu a 5 litri oleje,
v druhé nadobé pak

n2 14 e .
— litri oleje.

—7 litrt benzinu a
Oleje v benzinu je tedy stejné jako benzinu v oleji, v souladu
s prvnim feSenim tulohy.

Ulohu muZzeme ovSem reSit 1 touto tivahou.

Po provedeni dvou odliti je v kazdé nadrzi stejné mnozstvi smési
a to takové jako bylo v prvni nadobé benzinu a v druhé oleje. Olej se do
prvni nadrze s benzinem dostal z druhé nadoby, pravé tak, jako benzin
se dostal z prvnf nadoby do druhé. Cést benzinu v prvni nadobé byla
nahrazena stejnym mnozstvim oleje z druhé nédoby.

Prvni feSeni je vizualizaci popsané procedury, druhé reseni je al-
goritmické, tieti FeSeni nazyva Freudenthal v publikaci [27] feSenim
pojmovym.
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2.2.6 Osa uhlu

Dokazte, ze plati: V libovolném trojihelniku déli osa hlu protilehlow
stranu v poméru stran prilehlyjch.

1. reseni

Obr. 16

V oznaceni podle obr. 16 mame dokazat

m b

o _Z 14
n o« (14)
Podle sinové véty plati ' .
v trojihelniku ADC : 21 , v trojihelniku BDC': Lo
b sin € a 511% 0
Protoze 6 = 180° — ¢, je sine = sind a plati m_n neboli m_2
b a n a

2. reseni

Vedeme-li bodem B pfimku BE rovnobéznou s osou o (obr. 17), pak
jsou shodné souhlasné uhly ACD, CEB i stridavé uhly DCB, CBE.
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Trojthelnik ECB je tedy rovnoramenny a plati |CE| = a. Vedeme-li
bodem C' piimku C'F' rovnobéznou s piimkou AB, jsou podle véty
(uu) trojuhelniky ADC, CFE podobné a plati (14).

3. FesSeni

Protoze maji trojuhelniky ADC, DBC stejnou vysku k zakladnam
AD, DB (obr. 18), je pomér jejich obsahti roven poméru zakladen:

Si_m
SQ N n ’
C
b
\" a
S2
h h
A B A
D P
(o]
Obr. 18 Obr. 19

Protoze maji tyto trojuhelniky stejnou vysku ke stranam AC, BC
(bod D lezi na ose uhlu), je pomér jejich obsaht roven poméru téchto
stran:

Sy b

Sy a

b
Plati tedy & = .
n a
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4. reseni

V osové soumeérnosti s osou o = C'D je obrazem bodu B bod E piimky
AC (obr. 19). Tento bod je i obrazem bodu B ve stfedové soumérnosti
se stfedem v pruseciku S primek EB, DC'. V této stfedové soumérnosti
je obrazem bodu D bod F' tak, ze ¢tyfiuhelnik DBFE je kosoc¢tverec.
Protoze je pfimka EF rovnobézné s primkou AB, jsou trojuhelniky
ADC, EFC podobné a plati |EF| = |DB| = n, |EC| = |BC| = a.
Z této podobnosti plyne (14).

Dalsi tloha se tyka osy pravého tihlu pravouhlého trojihelniku.
Uloha [20]

V pravoihlém trojuhelniku ABC' s odvésnami a, b oznac¢me D prisecik
osy pravého ihlu s preponou AB. Urcete velikost usecky CD.

B
e D Obr. 20
X
A [ A
N

1. resSeni

Sestrojime-li z bodu D paty kolmic M, N po fadé na odvésny a, b, jsou
trojuhelniky BM D a DN A podobné a pro stranu x ¢tverce DNC'M

plati (obr. 20):
r  b—zx

a—x T
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neboli
2= (a—2)(b—1).
Je tedy
ab—z(a+b)=0
a
_ab
Ca+b

Pro uhlopricku C'D ¢tverce CN DM plati

ab\/2
d= ) 1
a+b (15)

2. reseni

Umistime-li trojuhelnik ABC' do soustavy soufadnic podle obr. 21, ma

piimka C'D rovnici y = = a pifimka AB rovnici % + Y — 1. Prisesik
a

b
D téchto piimek mé souradnice z =y = a4 ;2 tedy plati (15).

3. reSeni
Vyjadieme dvéma zptisoby obsah trojihelniku ABC (obr. 22).

1 1 1
S = §ab = §adsin 45° + idb sin 45°. (16)

Protoze sin45° = muzeme rovnost (16) upravit na tvar

1
ﬁa
abV'2 = d(a +b),

ktery je ekvivalentni s rovnosti (15).
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y
B
D/ Y=X
i X, ¥_
E b"'a_1
C H X
A
Obr. 21
E
45°
B
b Obr. 23
D
®
a 0
45°
45° b
c A

4. feseni

Vedeme-li bodem A piimku rovnobéznou s piimkou BC' a oznacime-li
E jeji prusecik s primkou C'D (obr. 23), plyne z podobnych trojtahel-
niki CDB, EDA:

d b2-d

a b

neboli
bd = abV/2 — ad
d(a +b) = abV/2,

ab\/2
a+b
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Obr. 24

5. reseni

Vedeme-li bodem A piimku rovnobéznou s primkou C'D a oznacime-li
F jeji prusecik s ptimkou BC' (obr. 24), plyne z podobnych trojuhel-
niki BCD, BF A rovnost

d b2

a a-+b

ktera je ekvivalentni s (15).

6. reseni

Podle sinové véty pro trojuhelnik AC'D plati v oznaceni podle obr. 22:

d _ sina
|AD| — sin4b°

neboli
__|AD1.2 a2

d |AD| (17)

1

V2
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Protoze podle véty, Ze osa tthlu déli protéjsi stranu v pomeéru stran
prilehlych, kterou jsme dokézali v prvni ¢asti, je

IAD| b

IDB] ~ a
a tedy
a.|AD| = b.|DB|,
a.|AD| = b.(c — |AD]),
4D = (18)

Ca+b

Z rovnosti (18) plyne podle (17) rovnost (15).

7. resSeni

Podle kosinové véty pro trojuhelnik AC'D plati v souladu s rovnosti
(18) v oznaceni podle obr. 22

be)? b b
( 2

d?=0v+ —2. —,
(a+b)2 a+bc

(19)
’ b 8 . . 2 .
nebot cosa = —. Upravou rovnosti (19) ziskame vysledek (15).
c

2.2.7 Obraz kruZnice

Rotac¢ni vilec mizeme zobrazit napt. ¢tyimi zpusoby podle obr. 25.

V néaryse je obrazem kruhové podstavy valce tsecka, v ptdoryse
kruh. V nazorném pohledu miize byt kruhova podstava zobrazena jako
elipsa nebo jako kruh.

Vsimnéme si nékolika dalsich prikladi zobrazeni kruznice.
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Obr. 25

Uloha 1

Zobrazte kruznici k(S;r) ve stejnolehlosti h(0;3).

Protoze pro obraz X’ bodu X € k plati: X’ je bod polopiimky
OX a |OX'| = 1]OX]|, je obrazem kruznice k kruznice k. Je-li totiz
obrazem stfedu S kruznice k bod S’ lezi obraz libovolného bodu X €
k na kruznici k'(S’, %), nebot v trojihelniku SOX je S'X’ stredni
prickou (obr. 26). Obréacené: kazdy bod X' kruznice k' je obrazem
urc¢itého bodu kruznice k. Obrazem kruznice ve stejnolehlosti je tedy
kruznice.

o Obr. 26
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Obr. 27

Uloha 2

Je ddna kruznice k(P, r) s primérem AB. Sestrojte obraz kruznice
k v zobrazent, které libovolnému bodu X € k prirazuje bod X', ktery
je stredem usecky LX, kde L je pata kolmice sestrojené z bodu X na

piimku AB (obr. 27).

w2 . X . AP Fopl — —}

Oznacime-li soufadnice bodu X'[2/,y'], pak plati 2’ =z, y' = 4.
Protoze pro bod X kruznice plati v zobrazeném soufadnicovém sys-
tému

plati

neboli

Obrazem kruznice k je tedy elipsa e.

Zobrazeni popsané v této tuloze se nazyva afinita.
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Uloha 3

Je ddna kruznice k se stiedem S a na sebe kolmymi priameéery AB, CD
podle obr. 28. Sestrojte obraz kruznice v zobrazent, které libovolnému
bodu X € k prifazuje bod X' poloprimky SX tak, Ze vzddlenost |SX'|
je rovna vzddlenosti bodu X od primky AB.

c T X
X
m 4
a
sl X
A B a) |
Q s o pI[AP
n
K o
K
o
D
Obr. 28 Obr. 29

Protoze (v oznaceni podle obr. 28) je |SX'| = |QX]|, |SC| = |SX],
|/CSX'| = |/SXQ)| (stiidavé uhly u rovnobéznych piimek C'D, XQ),
jsou trojuhelniky SX@Q a C'SX’ shodné podle véty sus. ProtoZe je thel
SQX pravy, je pravy i uhel CX'S a bod X’ lezi na Thaletové kruZznici
m s prumérem C'S. Obracené dokazeme, ze kazdy bod kruznice m
muzeme povazovat za obraz nékterého bodu polokruznice AC'B. Stejné
lze uvazovat o dolni poloroviné s hranici AB.

Obrazem kruznice £ jsou tedy dvé kruznice m, n.
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Uloha 4

Je dana kruznice z(S, r) a kruznice k, kterd prochdazi stiedem S. Ur-
cete obraz kruznice k v zobrazent, které libovolnému bodu X kruznice k
prirazuje bod X' poloprimky SX tak, Ze plati |SX|.|SX'| = r%.

Pfipomenme nejdiive, ze obraz X' (respektive P’ v oznaceni podle
obr. 29) muzeme sestrojit podle Euklidovy véty o odvésné pro troju-

helnik ST X' (respektive SDP’).

Sestrojme prumeér SP kruznice k a obraz bodu P a libovolného
bodu X kruznice k podle textu tilohy. Protoze plati

ISX|.|SX'| =r* =|SP|.|SP,

plati i
|SX| |SP'|

|SP| — |SX'|

Trojuhelniky SXP a SP’X’ jsou tedy podobné. Protoze je tihel
SX P pravy, je pravy i uhel SP'X’. Obraz libovolného bodu X kruz-
nice k lezi tedy na pifimce k' kolmé k piimce SP’ v bodé P’.

Obracené dokazeme, 7e kazdy bod piimky k' = P'X’ je obra-
zem néjakého bodu kruznice k. Bod S ovSem v tomto zobrazeni obraz
definovan nema.

Obrazem kruznice (z niz je vynat bod S) je pfimka.

Zobrazeni popsané v této tloze se nazyva, jak znamo, kruhovd
muverze.

Uloha 5

Je ddna kruznice k(S; r) a bod Q v jeji vnéjsi oblasti. Sestrojte obraz
kruznice k v zobrazent, které libovolnému bodu X € k prirazuje bod X'
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polopFimky XQ tak Ze usecka X X' md danou velikost d vétsi neZ je
vzddlenost bodu Q) od kruznice k (obr. 30).

Obr. 30

K teseni tlohy postaci prevést text do grafické podoby. Obrazem
kruznice £ je kfivka tvaru osmicky, kterd je soumérna podle osy SQ.

2.2.8 Obvod a obsah obdélniku

Dokazte: Maji-li dva obdélniky sobé rovné obsahy a sobe rovné obvody,
jsou shodné.

1. rfesSeni

Oznacme strany jednoho obdélniku a, b, druhého ¢, d. Podminky tlohy
mizeme zapsat ve tvaru

ab = cd (20)
a+b=c+d (21)

Druhou rovnost mtizeme geometricky znazornit podle obr. 31.
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o
Q<

Obr. 31

Existuje tedy cislo z, pro néz plati
a=c+x,b=d—ux.

Dosadime-li takto vyjadiené délky a, b do rovnice (20), dostaneme
(c+z)(d—2x)=cd

neboli

cd+ x(d —¢) — 2° = cd.
Tato rovnost je splnéna bud pro x = 0, pak je a = c a b = d, nebo pro
r=d—c. Pak jeoviem a=d ab=c.

Obdélniky jsou tedy shodné.

2. feSeni (Viastimil Dlab)
Umocnime-li rovnost (21) na druhou, dostaneme
a? + 2ab+ b* =  + 2cd + d2,

ktera vzhledem k rovnosti (20) znamené, Ze tuhlopficky obou obdélniki
jsou shodné. Sestrojime-li tthlopiicku AC = v/a2? + b2 = /2 + d?, lezi
vrcholy B, D (respektive B’, D') hledanych obdélniki na Thaletové
kruznici s prumérem AC. Vzhledem k tomu, Ze obsahy obou obdélniku
jsou si rovny, jsou si rovny i vzdalenosti vrcholi B, B’ od uhlopiicky
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AC'. Vrchol B obdélniku ABCD nebo vrchol B’ obdélniku AB'C'D’
sestrojime tedy podle obr. 32. Vzhledem k soumérnosti konstrukce
podle osy tsecky AC' musi byt obdélniky se sobé rovnymi obvody
i obsahy shodné.

Obr. 32

3. feSeni (absolvent primyslové skoly strojnické)

Ukazme, Ze soustava

ab= S
1
s nezndmymi a, b a parametry S, o mé jediné feseni.

Vyjadiime-li z druhé rovnice napt. a, dostaneme

azg—b
2

a po dosazeni do rovnice prvni ziskdme po tpravé kvadratickou rovnici

20 — ob+ 28 = 0,
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ktera ma sice dva kofeny

0+ V0% —16S b — 0—+Vo?—16S
4 y V2 — )

blz 4

(23)

avSak

ay = b27a2 = bla

takze délky stran hledaného obdélniku jsou urceny jednoznacné. Z vy-
jadieni je rovnéz vidét, ze obdélnik splhujici podminky tlohy bude
existovat pro o > 44/S.

4. reseni

Znézornime-li soustavu (22) v kartézské soustavé souradnic podle obr.
33, je vzhledem k soumérnosti grafu podle osy m prvniho kvadrantu
ziejmé, ze obdélniky splhujici podminky tlohy jsou shodné.

N
5

) S

N N
\

[V]

ity

Obr. 33
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5. reseni

Prepisme podminky (20) a (21) na tvar

a d
= - 24
b’ ( )
b—c=d-—a. (25)

Umistime-li obdélniky spliujici podminky tlohy do polohy na
obr. 34, pak v oznaceni podle tohoto obrazku lezi body A, P, ) v pfimce,

nebot — = 3= tg . Vzhledem k podmince (25) to ovSem znamena,
c
7e a = 45° a obdélniky ABC'D, AHGF jsou shodné.

[

D C
F Q 15° 15°
G E
d-a
dl|lp P a\ ¢
bY-c
a
9\ |H
A b B A B
Obr. 34 Obr. 35

2.2.9 Van Hieleho iloha
ABCD je étverec, E bod jeho vnitiku. Dokazte, je-li |/ DCE| = |/.CDE| =

= 15°, potom je trojuhelnik ABE rovnostranny (obr. 35).

Prvni dvé teseni pochézeji od jejiho autora Van Hieleho.
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D c D c

15° ;
e 75 =
A
30
60°
A B A B
Obr. 36 Obr. 37

1. FeSeni ([35], s. 152)

Za¢néme konstrukef rovnostranného trojihelniku ABE (obr. 36). Pro-
toze |LABE| = 60°, plati |ZEBC| = 30°. Trojtuhelnik BEC' je rov-
noramenny a |/BEC| = [/BCE| = 1(180° — 30°) = 75°. Je tedy
|/ECD| = 15°. Protoze k témuz bodu E dojdeme jak konstrukei
podle textu tulohy, tak i konstrukei rovnostranného trojihelniku ABE,
je uloha vyfesena.

Van Hiele uvadi, ze toto Teseni, na které prisel jeden jeho zak,
tfida nepfijala a hledala feSeni , pifimé*. To nasel jeden zék, ktery znal
rozklad pravidelného dvanéctitihelniku na tii shodné ¢tverce, které zde
uvadime v odstavci 2.3.4.

2. feSeni ([35], s. 153)

Sestrojme rovnostranny trojuhelnik EC'F, ktery je ¢asti trojihelniku
EBC (obr. 37). Protoze podle véty (sus) je ADCE shodny s troj-
thelntkem BCF, plati
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|CF| = |FB|,|LCFB| = 150°.

Protoze i thel EF B ma velikost 150° (jak snadno spoc¢itame), je podle

véty (sus)
AEFB ~ NACFB

a plati tedy |EB| = |CB|, |L/EBA| = 60° a trojuhelnik ABFE je rov-
nostranny.

D S C D C
15° o
. X \75 =
a a y
y
A B A B
Obr. 38 Obr. 39

3. reseni

Vypocitejme v oznaceni podle obr. 38 velikost tisecky EB.

Identitu
sin 30° = 2sin 15°. cos 15°

miiZzeme piepsat na tvar

1
1 = cos 15°. cos 75°.
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Protoze z trojihelniku C'SE plyne

cos 15° = i,
2x

je
1

1 = %. cos 75°.

Upravme posledni rovnost formalné na tvar
a® = a*® + 2% — 2ax cos 75°.
Protoze plati podle kosinové véty pro trojuhelnik £C'B
y* = a® + 2% — 2ax cos 75°,

jea=y.

4. feSeni (H. S. M. Cozeter)

Toto feseni je nepiimé. Kdyby trojuhelnik AE B nebyl rovnostranny,
byl by tthel AE B bud mensi, nebo vétsi nez 60°. Rozebereme podrob-
néji prvni pripad.

Je-li [LAEB| < 60°, pak je |/EAB| > 60°. Déle je [LDEA| > 75°,
nebot 2|/DEA|+ |[LAEB| = 210°.

V trojuhelniku AEB je tedy strana EA proti vétsimu dhlu nez
strana AB a v oznaceni podle obr. 39 plati a < y. V trojtihelniku
AED je strana AD proti vétsimu thlu nez strana AE. Je tedy a > y.
Protoze obé tyto nerovnosti nemohou byt splnény zaroven, nemtze
byt tthel AEB mensi nez 60°. Podobné 1ze dokazat, ze nemuze byt ani
vétsi nez 60°. Trojihelnik ABFE je tedy rovnostranny.
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5. feSeni (H. S. M. Coxeter)

Otoc¢ime-li trojuhelnik DCE kolem stiedu S ¢tverce ABCD o thel
90°, piejde trojuhelnik DC'E do trojahelniku C'BE’ (obr. 40). Protoze
E'B je obrazem piimky EC v otoceni o 90°, jsou tyto pFimky k sobé
kolmé. Z konstrukce dale plyne, Ze trojuhelnik ECE’ je rovnostranny
a piimka 0 = BE’ je osou soumérnosti usecky EC. Je tedy |EB| =
= |BC| a trojihelnik ABE je rovnostranny.

D o\ c D P C
vy 15°
= E
5 \e . \
/A
A \B A S 2 B
Obr. 40 Obr. 41

6. feSeni (J. Holub)
Z pravouhlého trojuhelniku PC'E muzeme v oznaceni podle obr. 41
vypocitat

1 o
v = iatg 15%,

1
v=a(l— atg 15°). (26)
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Z pravouhlého trojuhelniku £BS pak podle Pythagorovy véty plyne

1 S|
P=a* |1 =tgl5° -
Yy =a [( 2g —1—4

Student Holub odhadl s pouzitim kalkulacky, Ze ¢islo v hranaté
zévorce je rovno 1 a ze tedy plati y = a.

Tento odhad musime provétit. Protoze plati
; a  [l—cosa
2 " V1t cosa’
muzeme vyraz v hranaté zavorce upravit na tvar
1 /1 300\ 1 1 S|
— cos ol°
11— =/ ——— - =|1-=(2—-+v3 - =1
( 2 1—|—COS30°> +4 { 2( \/_)] +4
Tim je nase tvrzeni dokazano.

7. FeSeni (A. Andrds)

Protoze plati podle obr. 42 tg 15° = 2—+/3, je v oznadeni podle obr. 41

2—v3 3
a v disledku rovnosti (26) v =a | 1 — 2\/_> = a;/_. Trojuhelnik

ABEFE je tedy rovnostranny.

Obr. 42

N | =

30° 1 15°

&
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2.2.10 Faulhaberova véta

Dokazte Faulhaberovu vétu (zobecnéni véty Pythagorovy):

Protneme-li po dvou k sobé kolmé primky x, y, z rovinou MNT
podle obr. 43, pak pro obsahy A, B, C, D trojihelniki PMN, PNT,
PTM a MNT platt

A? 4+ B* 4+ C* = D% (27)

Obr. 43

1. feSeni (Robert Ryden), |70]

V soustavé soutradnic podle obr. 43 oznac¢me

PJ0,0,0], MIp,0,0], N[0,q,0], T[0,0,7].
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Ziejmé plati

1 1 1
A= =pg.B==rq.C == 28
5P4 57 ST (28)

|[MN|=c=/p*+ ¢ |NT|=a=+/¢>+ 1% |MT| =b=/p* + 12

D:\/s(s—a)(s—b)(s—c),deS:%(a—i—b—i—c). (29)

Vypoctéme

b — b —b b—

D2:s(s—a)(s—b)(s—c):a+ +c. a—+ —I—c'a —|—c'a—|— c_
2 2 2 2

B 2a%b? + 2a*c? + 20%c® — a* — bt — ¢

— G )

Dosadime-li do tohoto vyrazu vyjadieni pro a, b, ¢ podle (29), vyjde
,pouhou” algebraickou tpravou

p2q2 +p2,r2 +q2,r2

D? =
4

= A’ + B? + C°.

2. resSeni

Oznacme h vysku T'Q) trojuhelniku M NT, m vysku PQ trojihelniku
MNP (obr. 43). Protoze

me = pq, ¢ = p° +¢* b =m? 17,
je

22 292 2 P°q B2 — ¢ 2_p2q2+p27’2—|—q27’2
m°c® = p*q®, m° = S h = = 3 .
p°+q p°+q
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Pro obsah D trojuhelniku M NT tedy plati

1 1 p2q2 +p2r2+q2r2
D2:—C2h2:—(p2—|—q2). —
4 4 P*+q?
2.2 2.2 2,.2
A e ek ST B2 G 3

4
3. reseni

Vypocitejme objem ctyrsténu M N PT dvéma zpusoby:

11 1
V=Z.Zpgr—- 30
5 ghar = Gpar (30)

1

kde D je obsah trojuhelniku MNT, v je vzdéalenost pocatku P od
roviny MNT'.

Protoze pro vzdélenost bodu Blzg, yo, 0] od roviny ax + by + cz+
+d = 0 plati vzorec

v — |ax0+byo +C20+d|

a rovina M NT' ma analytické vyjadieni

r Yy oz
—+=+-=1,
p q T

plati pro vzdalenost v poc¢atku od roviny MNT:

B 1 B 1 B pqr
v= 1 1 1 o 2,2 272 2,2 o 242 212 222
\/F+q_2+r_2 \/qr+pr+pq \/pq + q°r< + pr

p2q2r2
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Srovnanim vztahu (30) a (31) dostaneme

1 1
ZDv==
3 v 6]9617“
neboli
1 1
D = 51% — 5\/quQ + p2r2 + ¢2r2.

Je tedy podle (28) D? = A% + B? + C2.

4. feSeni (Svatopluk Zacharids)

Protoze pro obsah trojthelniku, jehoz strany jsou umisténimi vektort
i, U plati

S =i x 1,

N | —

kde @ x v je vektorovy soucin téchto vektori, miZzeme pro vektory
s —
TM = (p,0,—7), TN = (0,q,—r)
a jejich vektorovy soucin
— =

TM x TN = (rq, pr,pq)

vypocitat

-
T x TN| = V/P@ + PP+ P

a pro obsah D trojuhelniku TM N tak dostavame

1
D? — 1(pqu + g2+ r2p?) = A2 4+ B? + C2.
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5. feSeni (Pavel Leischner)

Promitnéme primku PT pravothle do roviny M NT'. Protoze je PT
kolmé& k roviné PM N, je PT kolmé k pfimce M N a pravotuhly prameét
TL je kolmy k M N (pravotuhly pramét pravého ahlu, jehoz jedno ra-
meno je ¢asti prumétny). Je tedy (v oznaceni podle obr. 44) QT vyskou
trojuhelniku MNT a QP vyskou trojihelniku M NP. V pravouhlém
trojihelniku QPT plati podle Euklidovy véty o odvésné

QP = |QLIIQT.

Vynasobime-li tuto rovnost ¢islem 1|MN|?, dostaneme

1 1 1
HNE QPR = (Gheliarl). (FuLierT). @)

P
D

Obr. 44

N

Oznad¢ime-li obsah trojuhelniku M NL jako A;, mizeme rovnost
(32) interpretovat jako rovnost
A* = A\D. (33)
Podobné mizeme odvodit
B? = B,D, (34)
C? =D, (35)
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kde B; a Cf jsou obsahy trojuhelnika NT'L a MT L. Se¢tenim rovnosti
(33), (34) a (35) dostaneme

A* 4+ B>+ C* = D(A, + Ay + A3) = D%

Tento diikaz je ovSsem piimou analogii ditkazu Pythagorovy véty
pomoci vét Euklidovych, ktery jsme uvedli jako 4. dikaz v odstavci
2.1.4.

2.2.11 Podivuhodny svét prvocisel

Mnozina prvodisel, prirozenych ¢isel, které maji pravé dva délitele, je
nekonecna. K libovolné skupiné pq, po, - - -, pr. prvocisel mizeme totiz
sestrojit dalsi prvocislo, které v této skupiné neni. VSimnéme si ¢isla
S = p1.ps.- -+ .pr + 1. Cislo s budto je prvocislem (a protoze je vétsi
nez libovolné z ¢isel p1, pa, - -+, pr , neni v této skupiné), nebo je ¢islem
slozenym. Pak ovSsem musi byt délitelné jistym prvocislem p. Protoze
pri déleni ¢isla s libovolnym z prvocisel pq, po, - - - , pr. dostaneme zby-
tek 1, je p nové prvocislo. Prvocisel tedy nemiize byt konecny pocet.
Tato uvaha, které je dosti hluboka (Jak pfijit na konstrukei ¢isla s?),
se vyskytuje jiz v Euklidovych Zékladech ze 3. stoleti pred nasim le-
topoctem, dila, které ovlivnilo zdsadnim zpisobem nejen matematiku,
ale evropskou védu vibec (|22], s. 7). Prvni ¢eské vydani Euklidovych
Zikladi pochézi z r. 1907 [23]. Nové vydani Zaklada pripravil a ko-
mentoval Petr Vopénka (|22], [24]).

Nékteré vlastnosti prvocisel pripomeneme formou tloh.

Uloha 1 Ackoliv nent zndm vzorec pro konstrukci n-tého procisla,
lze kazdé prvocislo psat ve tvaru 6k + 1 nebo 6k + 5. DokaZte.
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Protoze pii déleni prirozeného ¢isla ¢islem 6 lze ziskat pouze
5 zbytki, je mozné kazdé prirozené ¢islo zapsat v nékterém z tvartu

6k,6k + 1,6k + 2,6k + 3,6k 4+ 4,6k + 5, kde k je pTirozené.

Protoze ¢isla 6k, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4 jsou slozené, musi byt prvocislo
bud tvaru 6k + 1 nebo 6k + 5. Ze néktera z téchto cisel jsou prvocisly,
ukazuje priklad ¢isel 6.14+1 =7, 6.1+5 = 11. Cisla tvaru 6k + 1 nebo
6k + 5 mohou ovSem byt slozené, napt. 6.4 + 1 = 25, 6.5 + 5 = 35.

Uloha 2 Uspofddejte zacdtek posloupnosti piirozengjch cisel do troj-
uhelnikového schématu podle obr. 45. Prvocisla zapiste cislicems, slo-
Zend cisla vyznacte teckou.

Schéma na obr. 45, které pochézi od ¢eského matematika Jana Fi-
lipa Kulika (1793 — 1863, [63]), muZe byt zdrojem fady otézek. Uvedme
nekteré.

Kteryma procisly staci délit ¢islo n, mame-li zjistit, zda jde o pr-
vocislo ¢i ¢islo sloZené?

Ukézeme, Ze staci provéfovat prvocisla nejvyse rovna y/n . Déli-li
totiz prvocislo p > y/n ¢islo n, pak existuje prvocislo ¢ < v/n , které
rovnéz déli ¢islo n. Napt. k urceni, zda ¢islo 353 je prvocislo postaci
zjistit, ze toto ¢islo neni délitelné prvocisly 2, 3, 5, 7, 11, 13, ktera jsou
mensi nez \/ﬁz 18,8....

Na obr. 45 jsou mezery mezi prvocisly vyznaceny skupinami te-
¢ek. Po levé strané trojuhelniku jsou pak zapsany délky nejvétsich
mezer mezi prvocisly. Jsou to sama licha ¢isla. Bude to platit pro vetsi
prvocisla?

Uloha 3 Dokazte, Ze mezera mezi prvocisly nemize obsahovat sudy
pocet za sebou jdoucich cisel sloZenyjch.
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Protoze kazdé prvocislo vétsi nez 2 je liché, je ¢islo nasledujici po
sudém poctu za sebou jdoucich prirozenych ¢isel sudé, a nemuze byt
proto prvocislem.

Z obr. 45 vidime, Ze délky mezer mezi prvocisly rostou. Porostou
stale?

Uloha 4 Ukazte, Ze mezera mezi prvocisly mize byt vétsi nez libo-
volné prirozené cislo.

Konstrukei provedme napft. pro mezeru, ktera se sklada ze 100 slo-
zenych cisel. Jak ziskat 100 prirozenych ¢isel za sebou, ktera jsou ur-
¢ité cisly slozenymi? Takovou skupinu ¢isel dostaneme napft. touto
konstrukei:

2+ 101!,3 4 101!, 4 + 101!, ..., 101 + 101!

Kazdé z téchto cisel je slozené, cisla jdou za sebou a je jich
100. Podle dlohy 3 by ovSsem po takto slozenych ¢islech nésledovalo
¢islo sudé a mezera mezi prvocisly takto konstruované musi obsahovat
nejméné 101 ¢isel slozenych.

Nejmensi mezera mezi prvocisly ma délku 1. Takovato prvocisla
se nazgyvaji prvociselnymi dvojcaty. Z obr. 45 mtzeme urcit napt. tato
prvociselné dvojcata:

3,5], [5, 7], [11, 13], [17, 19], [29, 31], . . ., [347, 349] . ..

Otazka, zda je pocet prvociselnych dvojc¢at koneény ¢i nekonecny,
je dosud nevyfesenou otazkou teorie ¢isel.

Hlubsi pouceni o prvocislech je mozné najit napt. v nedéavno vyslé
publikaci Michala K7iZka [45].



2.2. POHLED DIDAKTICKY 113

2.2.12 Dirichlettiv, Pigeonhole — nebo Schubkasten
— princip

Dovolim si uvést toto téma osobni piithodou z roku 1951. V prijimacich
zkouskach na matematicko-fyzikalni fakulty UK v Praze mi akademik
Viadimir Kotinek polozil otdzku: Na pidé jsou cerné a hnédé ponozky.
Kolik ponoZek staci si potmé vzit, abyste méel jistotou, Ze budete mit
pdr ponozek stejné barvy? KdyZz jsem spravné odpovédél, ze tii, obratil
se akademik na prisediciho svazackého funkcionére s poznamkou: On
tu ulohu znal. A tak, ackoliv jsem tlohu neznal a ackoliv jsem neznal
Dirichletiv princip, jsem zacal studovat matematiku.

My zde tento princip pripomeneme ve tiech variantéch.

D1: Rozdéelujeme-li vice neZ n predmeéti do n skupin, pak je aspon
v jedné skupiné vice nez jeden piedmét (obr. 46).

m ph?dmétﬂ nm piedméti
o 85 & B oS
a» a» a» a» a» _a»
MMM BETREENTRETEN
n skupin n sI;upin
Obr. 46 Obr. 47

D2: Rozdélujeme-li vice neZ nm predméti do n skupin, pak je aspon
v jedné skupiné vice neZ m predméti (obr. 47).

D3: Jsou-li ay,as,...,a, lbovolnd kladnd redlnd cisla, pak aspon
jedno z nich je aspon tak velké jako jejich aritmeticky primer.



114 KAPITOLA 2. TRI POHLEDY NA RESENI ULOH

V kazZdé skupiné ay,aq, ..., a, kladnych redlngch cisel existuje pr-
a a . e Ay,
vek a;, pro ktery plati a; > S B .
n
a o e an
Kdyby totiz pro vSechna ¢ platilo, ze a; < St , pak by

a1+ as+ - a, <ar+a+ o+ a,.

D+, Dy, Ds jsou zcela elementarni tvrzeni, ktera se oznacuji jako
Dirichletiv princip. Ceska, terminologie dava obvykle prednost tomuto
terminu, i kdyz napf. terminologie némecka se neboji nazorného ter-
minu princip zdsuvkovy a americka terminu princip holubniku. Na
okraj pripomenme, ze Peter Dirichlet (1805 — 1859) byl nastupcem
Gaussovym a pfedchidcem Riemannovym na univerzité v Gottingenu.
Tato trojice polozila zaklad ke svétové proslulosti némecké matematiky
v 19. stoleti.

Ackoliv je Dirichletuv princip tvrzeni na pohled velmi jednoduché,
miZeme jeho vhodnym pouZitim dostat velmi silné vysledky. Obvykle
pomoci tohoto principu dokazujeme existenci objekti, které neni mozné
(nebo je velmi tézké) efektivné sestrogit ([8], s. 6).

[lustrujme Dirichletiv princip nékolika priklady.

Uloha 1

Dokazte, Ze v kaZdé skupiné 101 prirozeniych cisel zapsanich v de-
sitkové soustaveé budou dvé cisla s tymiZ cislicemi na mistech desitek
a jednotek (¢islo 2 zapiSeme jako 02, ... ).

Na poslednich dvou mistech mtze byt celkem 100 dvojic

01,...,09,10,11,...,98,99,00. (36)

V libovolné skupiné 101 ¢isel musi tedy byt podle principu Dy
dvé ¢isla, jejichz zapis konéi nékterou z dvojic (36).



2.2. POHLED DIDAKTICKY 115

Uloha 2 ([74], s. 11)

Kazdy bod trojdimenzidlniho prostoru je oznacen modrou, cervenou
nebo bilou barvou. Dokazte, Ze existuji aspon dva body vzddlené presné
1 metr, které maji stejnou barvu.

Sestrojme pravidelny ¢tyTstén s hranami dlouhymi 1m a zvolme
libovolné jeden jeho vrchol. Ten je obarven napt. barvou bilou. Zvolme
dalsi vrchol ¢tyrsténu.Je-li obarven rovnéz bilou, jsme hotovi. Neni-li
bily, je napt. ¢erveny. Piejdéme k dalsimu vrcholu. Je-li bily nebo cer-
veny, jsme hotovi. Neni-li bily nebo ¢erveny, je modry. Posledni vrchol
musi byt podle principu D; obarven nékterou ze zbyvajicich barev
a existence dvou bodu prostoru oznacené stejnou barvou je prokazéna.

Uloha 3 ([8], s. 11)

Ve ctverci o strané 5 cm je libovolné umisténo 51 bodi. Dokazte, Ze
nékteré tri z téchto bodi leZi v kruhu o poloméru 8 mm.

Rozdélme c¢tverec na 25 c¢tverci o strané dlouhé 1 cm. Podle
principu Dy lezi asponr v jednom z téchto ¢tvercti aspon 3 z da-
nych 51 bodi. OpiSme tomuto ¢tverci kruznici. Protoze jeji polomér

2 1,414... 1,6
je % = ’T < ’7 = 0,8, je tvrzeni dokazano.

Uloha 4

Dokazte, Ze v kaZdém trojihelniku je aspon jeden ihel velikosti nejmé-
né 60°, v kaZdém ctyrihelniku je asporni jeden thel pravy nebo tupy
a v kaZdém stouhelniku je aspon jeden whel velikosti neyméne 176°.

Ulohu miizeme Fesit piimo, ale fakticky se pfitom opirame o zdi-
vodnéni podle Dirichletova principu Dsg.
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Protoze soucet thli v trojuhelniku je 180°, je aritmeticky prumér
velikosti thli v trojihelniku % = 60° a podle D3 méa aspon jeden
thel trojihelniku velikost aspon 60°.

Podobné odvodime vysledek pro ¢tyfihelniky: Protoze @ = 90°,

ze aspon jeden thel ve ¢tyrihelniku vétsi nebo rovny thlu pravému.

Protoze soucet vnitinich thla v n-thelniku je (n — 2).180°, je
soucet vnitinich thla ve stothelniku 17640° a podle D3 ma aspon
jeden vnitini thel stothelniku aspon 176°.

2.2.13 Dva priklady z Taovy sbirky tloh

V roce 1986 ziskal tehdy jedenactilety australsky chlapec Terence Tao
bronzovou medaili na mezinarodni matematické olympiadé, v roce
1987 mu byla udélena medaile stiibrna a v roce 1988 jako nejmladsi
v historii ziskal medaili zlatou. V roce 2006 byly ,,mimoradné objevy*
Terence Tao ocenény Fieldsovou medaili, nejvyssim ohodnocenim vy-
sledkii dosazenych v matematice, které je srovnatelné s Nobelovou
cenou v matematice neudélovanou. V témze roce vydal Tao knihu
o Teseni matematickych tloh, z niz zde uvedeme dvé ukazky.

Taylorova tiloha o étverci ([80], s. 62)

Ve ctverci jsou sestrojeny obdélniky Ry, Ro, R3, R4 téhoZ obsahu podle
obr. 48. Dokazle, Ze ctyruhelnik Ry je ctverec.

Uvedme nejdiive Taovo feSeni.
Ozna¢me délky stran ,,vepsanych® obdélnikt podle obr. 49.

Je-li a; = ay, jsou vSechny obdélniky shodné a pravotuhelnik Ry
je ¢tvercem se stranou délky by — ay (je-li by > ay).

Ukazme, 7ze nemuze platit zddnéa z nerovnosti a; < as, a; > ao.
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ay by

R2 S a,
R, by s
Ro
R, S |b,
R4 ay, S
b4 ag
Obr. 48 Obr. 49

Z obr. 49 a z podminky, Ze obsahy vSech obdélniki si jsou rovny,
vyplyvaji vysledky uvedené v tabulce 3.

a1<a2:b2>b3 b2>b3:>a2<a3
(a1 + b2 = a9 + bg) (ag.bg = ag.bg)
as < ag = by >0by | b3 > by = a3z < ay
(CLQ + b3 =as + b4) (ag.bg = a4.b4)
a3<a4:>b4>b1 by > b = a4 < ag
(a3 +by=as+b) (a4.by = ay.by)

Tabulka 3

Z levého sloupce tabulky vyplyva, ze a; < a4, z pravého pak
ay < ay. Predpoklad a; < as vede ke sporu a nemitize nastat. Zcela
stejné uvazime, ze nemuze nastat ani pripad a; > ay . Obdélniky R,
Ry, R3, R4 jsou shodné a tuloha je vyTeSena.

Pokusme se v druhém fteSeni vyjadrit podminku, Zze pravoihelnik
Ry mé sobé rovné strany. V oznaceni podle obr. 50 (stranu ¢tverce
povazujeme za jednotkovou) miizeme ze tii vepsanych obdélniku Ry,
Ry, R4 tyto strany urcit a jejich rovnost vyjadiime podminkou
ab ab

b_l—azl—b_a
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neboli

1 1
a‘f‘b:ab(l_a—f—l—_b).

Je-lia+b=1,jel—a=b1—-b=a atato podminka je splnéna.

Jeelia+b<1,jel—a>b 1—b>aapodminka splnéna byt
nemiuze, pravé tak, jako kdyz je a + b < 1.

Obdélnik Rj, ktery vznikne ,,doplnénim* do ¢tverce podle obr. 50,
ma ovsem rovnéz obsah ab.

a 1-a
ab a b
ab 1o S a
b ab b s
R0
R
3 S |b
1-b ab a s
ab
[y b 2
Obr. 50 Obr. 51

Nemiizeme nasi tlohu fesit nasledujicim zptisobem?

Oznacme c velikost strany daného ¢tverce, S obsah kazdého z ob-
délniku Rl, RQ, R3, R4.

Protoze volbou strany a; obdélniku R; jsou vzhledem k podmin-
kam dlohy (a; +by = ¢, aa +bs = ¢, ..., a1by = S, azby = S, ...)
urceny jednoznacné délky stran vSech dalsich obdélnikii, dostavame
pro kazdé a < c jediné feseni ulohy znazornéné na obr. 51.

Srovnani dvou reSeni tlohy

Mezi dosti obtiznymi tlohami Taovy sbirky se vyskytuje i jedna, kte-
rou zname z ucebnice geometrie pro 8. ro¢nik nasi zakladni skoly.
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Je poucné srovnat styl vykladu reSeni této tlohy od vyznamného
matematika se strohym stylem autort ucebnice.

Nejdiive uvedme text ucebnice ([6], s. 67).

Jsou dany dvé rovnobézné primky a, b a mimo né bod C. Sestrojte
rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby vrchol A leZel na primce a a vr-
chol B na primce b.

Reseni

Rozbor (Obr. 52)

o/ b
g

Obr. 52 Obr. 53

Predpokladame, ze jsme piiklad vyfesili (obr. 52) a ze AABC
vyhovuje podminkédm tlohy. V rovnostranném trojihelniku ABC' plati
v = 60°. V otaceni R[C; +60°] se bod B zobrazi do bodu A a obrazem
piimky b prochéazejici bodem B je piimka b', ktera prochazi bodem A,
jetedy A€eand.

Konstrukece (Obr. 53)
1. o3 R[C; +60°] : b — b/
2. A;Aeant/
3. B;R[C;—60°]: A — B,B € b
4. ANABC
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Ovéreni spravnosti konstrukce
Bod A € an¥, bod B je jeho vzor v otaceni R[C, 60°].

Jestlize zndme bod A, potom bod B dostaneme pomoci opacného
otaceni k otaceni R[C;+60°]. Protoze trojuhelnik ABC' je rovnora-
menny a jeho thel pri vrcholu C' mé velikost 60°, vyplyva z toho, Ze
je rovnostranny.

Uloha méa vzdy feSeni, protoze jestlize al|b, potom piimky a, V'
jsou rtznobézné, a tedy existuje bod A i bod B. Ulohu splituje té7
trojﬁhelnik AlBlCl.

Terence Tao postupuje takto ([80], s. 58)

Jsou dany tri rovnobéziné primky. Sestrojte pomoci pravitka a kru-
Zitka rovnostranny trojuhelnik, jehoZ vrcholy leZi po Tadé na daniych
primkdch.

Na prvni pohled vypada uloha jednoduse a jasné (tak to u dob-
rych uloh byva). Jakmile se v8ak pokusime nakreslit obrazek (zkuste
to, ale nakreslete nejdiive rovnobézné piimky), vidime, jak oSidné ve
skutecnosti je ,trefit trojuhelnik s tolika pozadavky, jako je tomu
u rovnostranného trojuhelniku. Vse je prili§ ,,pevné“. Po experimen-
tovani s kruzitkem, s tthlem 60° a podobné, vidime, ze by bylo tfeba
néco specialniho. Nicméné, pokusme se nakreslit obréazek, jak nejlépe
umime (snad muzeme nakreslit nejdiiv rovnostranny trojihelnik a pak
ho vygumovat) a vSe ozna¢ime (obr. 54, oznaceni zde volime tak, aby
bylo v souladu s ozna¢enim v nasi u¢ebnici).

Nékoho by mohlo napadnout néco vypocitat. To je mozné, ale
neni to dobré. Skoncite patrné u vzorce pro vzdéalenost bodi a to neni

nejlepsi (a jisté ne nejgeometritéjsi) cesta jak ulohu resit. Tento zptsob
radéji opustime.
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Obr. 54

Ovsem, standardni zptsob feseni konstrukénich uloh je vzit néco
neznamého (bod, pfimku, trojihelnik nebo néco jiného) a uréit mozné
polohy nebo jiné konstruovatelné vlastnosti tohoto ttvaru.

Nez to v8ak ucinime, podivejme se na obrazek a zkusme, co mu-
zeme délat. Jedna véc, kterou snad uvidime je, ze méme-li jeden rov-
nostranny trojuhelnik, ktery je feSenim, miizeme ho posunout podél
primek a pozadavky tlohy budou stéale splnény. TakZze, napt. pro troj-
thelnik ABC poloha bodu C' na pfimce ¢ je zcela libovolna. Ovsem
polohy bodu A, B jiz zavisi na poloze bodu C. Umistime-li bod C' li-
bovolné, nic neztratime, starat se musime pouze o body B a A. Pfimka
¢ jiz neni dulezité.

Ukotvenim bodu C' je ovSem jiz trojuhelnik ponékud vazan. Toto
omezeni znamena pro body A, B omezené mnozstvi poloh. Jakych —
to jeSt€ nezname.

Rovnostranny trojihelnik méa pouze dva stupné volnosti: orientaci
a velikost. M4 vSak dvé ukotveni: jeden vrchol, B, musi lezet na piimce
b, dalsi vrchol A musi lezet na primce a. To by teoreticky mélo stacit
k jeho umistnéni, ale s tak komplexnim pojmem jako trojuhelnik je
tézké vidét jak pokracovat. Co vSak miizeme, je prejit od neznamého
k jinému snaze postizitelnému neznamému. Nyni je neznidmy rovno-
stranny trojuhelnik. A co néco jednodussiho? Jednodussi geometricky
objekt je bod. Takze bychom mohli pracovat napf. s bodem B, misto
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s celym trojuhelnikem. ProtoZe je vazan na piimku b, ma jen jeden
stupenn volnosti. Co znamen4 ukotveni na B? Rovnostranny trojihel-
nik se zékladnou AB musi mit tfeti vrchol (tj. A) na a. Toto ukotveni
je slozité a stéale zahrnuje rovnostranny trojuhelnik. Je zde snazsi cesta
jak reprezentovat A vzhledem k bodium B, C'? Ano: A je obraz bodu B
v rotaci 0 60° kolem bodu C' (v kladném ¢i zaporném smyslu). Problém
se zredukoval takto:

Je dan bod C' a rovnobézné piimky a, b, které bodem C neproché-
zeji. Urcete bod B na pfimce b tak, aby v rotaci o 60° se stfedem
v bodé C' padl jeho obraz na ptimku a (obr. 55).

Obr. 55

Nyni méme neznamy jen bod B. Je tedy méné stupni volnosti
a otazka by méla byt jednodussi. Chceme, aby bod B mél tyto vlast-
nosti:

a) B lezi na b.
b) V rotaci o 60° kolem bodu C' piejde bod B na piimku a.

Podminku b) nemiZzeme vyuzit, obratme ji proto:

b’) B lezi na obrazu piimky a v rotaci opacné k rotaci o 60° se stfedem
v bodeé C.
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To znamena, ze B lezi na o', kde d’ je obraz piimky a v rotaci opacné
k rotaci o 60° (v kladném nebo zaporném smyslu) se stfedem v bodé

A.
TakZze dostavame
a) B nalezi ptimce b,
b) B nélezi piimce o/,
jinymi slovy B je prunik piimek b a a’. A je to! Sestrojili jsme bod B
a trojihelnik lehce dokonc¢ime.
Pro uplnost uved'me celou konstrukci:

Zvolme na ptimce c libovolny bod C' a oto¢me kolem tohoto bodu
pfimku a o 60° (v kladném ¢ zaporném smyslu: pro bod B budeme
mit s kazdym bodem C' dvé FeSeni). B je prunik této oto¢ené piimky
s pfimkou b. Oto¢me bod B opac¢né o 60°, abychom ziskali bod A.

Jesté poznamenejme, Ze stejna konstrukce resi ilohu i v pripadé,
ze piimky nejsou rovnobézné (pokud nesviraji thel 60°).

Srovname-li dvé zde uvedend TeSeni tlohy o trojuhelniku, vidime
ze nasi autori v podstaté uvadéji hotové feseni problému. Typické je,
ze v nasich ucebnicich se prakticky nevyskytuji obrazky, které by zné-
zoriovaly vychozi situaci. Tao se naproti tomu snazi vést fesitele pri-
rozenym zpusobem k objevu feSeni.

2.2.14 Vyska a téznice v trojuhelniku

Uloha 1 Dokaste, e plati: Jestlize vyska CP a téznice CO déli uhel
ACB trojuhelnika ABC na tii shodné cdsti, je ABC' pravotuhly troji-
helnik s preponou AB (obr. 56).

S tlohou mam dosti bohaté zkusenosti; referoval jsem o piistupech
k jejimu feSeni na konferenci v Belarii [47] a vzbudila mimotradny
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ohlas nejen u nas, ale napiiklad i Polsku ([48], [16]). Uvedme zde
stru¢né nekolik jejich Feseni. Snad v kazdé skupiné méné vyspélych
resitelt (alohu jsem fesil i se studenty) se nasel odvazlivec, ktery tvrdil:
To nejde dokdzat! Na otazku Proc¢ obvykle odpovidal: V' pravouhlém
trojuhelniku s ostrymai whly 40° a 50° déli téZnice a vyska ke strané AB
thel ACB na dhly 40°, 10°, 40° a tedy nikoliv na stejné cdsti (obr. 57).

Tento Tesitel se ovSem myli, nebot nerozlisuje vétu a vétu obracenou.

Nejdfive uvedu své reseni.

1. reseni

Protoze bod O je stfedem strany AB a bod P stfedem tsecky OB, je
|AO| = 2|OP| (obr. 56). Protoze osa thlu trojuhelniku déli protilehlou

stranu v poméru pfilehlych stran (uloha 2.2.6), je
lor| |cpP| 1 .
— = = — =sinaq,

|AO| — |AC| 2
a tudiz o = 30°, 2e = 60° a |LACB| = 90°.

2. feSeni (Jaroslav Svrcek)

Je-li () pata kolmice sestrojené z bodu O na stranu AC' trojihelniku
ABC, jsou trojuhelniky COP a COQ shodné (podle véty usu) a troj-
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thelniky BPC, OPC, OQC, OQA maji tyz obsah S (obr. 58). To
ovsem znamend, ze @) je stied strany AC, trojihelniky AQO, CQO
jsou shodné a /OAQ je shodny s tthlem OCQ. Z pravouhlého troj-
thelntku APC vyplyva, ze € = 30° a trojihelnik ABC je pravothly.

C
1o
Obr. 57
C
k
€
€
A o /7 p B Obr. 59

30

3. feSeni (Karel Hordk)

Opisme trojuhelniku ABC kruznici k. Osa m strany AB se protne
s osou o thlu ACB v bodé D kruznice k. Protoze jsou ptimky CP
a OD rovnobézné a osa o puli thel OCP (obr. 59), je |OD| = |OC].
Protoze na primce m lezi stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC),
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je jim pravé bod O. Kruznice k ma tedy prumér AB a thel ACB je
podle Thaletovy véty pravy.

4. feSeni (Svatopluk Zacharids)

P1i oznaceni podle obr. 60 plati

tge = —c (37)
tg2e = —c. 38
g2 = ¢ (38)
Protoze 0t
ge
te 26 =
&2¢ 1—tg2e’
je
3 ie
—C = 2 5
4 _ <
16
neboli
5, 16
= —.
3

Tato rovnost ovSsem muze byt ovSem interpretovana jako tvrzeni
Euklidovy véty o vysce pro trojihelnik ABC'. Podle véty obracené
k Fuklidové vété o vysce je tedy trojiuhelnik ABC pravothly.

5. feSeni (Andrea Betlachovd)

Z rovnosti (37) a (38) dostaneme vztah

sin 2¢ 3sin e

)
Cos 2¢ COS €
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z néhoz pouzitim vzorct

Sin 2¢ = 281N € cos €

2 2

COs 2¢ = cos“ € — sin“ €

po tpravé dostaneme
cos® € = 3sin?e. (39)

Protoze
cos? € +sin*e =1,

muzeme rovnici (39) upravit na tvar
4sin®e =1,

jejiz kladny koten je % Je tedy € = 30°.

A % O’ﬁ? P. B
2 4
Obr. 61

6. feSeni (Jan Houska)

Protoze v osové soumérnosti podle osy n je obrazem bodu P bod P’
1

strany AC' je o = 30°, nebot sina = 5 (obr. 61). Je tedy podle véty

o souctu vnitinich uhli v trojuhelniku APC e = 30° a AC L BC.
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Co je charakteristické pro proces feseni matematickych tloh? Co
mne vedlo k tomu, v§imnout si osy thlu v trojihelniku AC'P v prvnim
feSeni, ale nenapadlo mé vidét v této konstrukeci osovou soumeérnost jak
to ucinil, v mnohem lepsim pfistupu Jan Houska v feSeni Sestém? Pro¢
si v8iml Karel Horak kruznice opsané trojuhelniku v feSeni tfetim,
ale Jaroslav Svréek obsahi trojuhelnika? Jak prisli Svatopluk Zacha-
rids a Andrea Petlachova na napad ,,zapojit“ do feSeni goniometrické
funkce? V otazkach, na néz neumim odpovédét, bychom mohli pokra-
¢ovat. Snad vSak je mozné si vzit jedno pouceni. Regeni tloh vychézi
z intuice, zkuSenosti a znalosti feSitele a z jeho schopnosti vzpominat,
kombinovat, uvazovat, ... Rozhodné neni feseni tiloh pouhou aplikaci
logiky. K teseni tlohy vyrazné prispiva vhodné nakresleny obrazek.

Pri feSeni nasi tlohy jsme dokazali nejen, Ze je trojuhelnik ABC
pravouhly, ale ze ma vnitini dhly 30° a 60°. Nebylo by mozné predpo-
klady tulohy oslabit, napf. tim, Zze budeme pozadovat pouze shodnost
,krajnich* dhla?

Dostavame se tak k nové tloze.

Uloha 2V trojithelniku ABC (|AC| # |BC|) oznacme CO téznici
a C'P vijsku z vrcholu C'. Jsou-li ihly ACO a PCB shodné a je-li viska
CP casti vnitrku ihlu AC'B, je ABC' pravouhly trojuhelnik s preponou
AB. Dokazte.

Horakovo teSeni tlohy 1 mtzeme povazovat za prvni feseni tlohy 2.

2. reseni

Opisme trojihelniku ABC kruznici k a oznacme jeji pruseciky s piim-
kami OC' a C'P po tadé E, F' (obr. 62). Protoze uhly ACE a BCF
jsou shodné, jsou shodné i kruznicové oblouky AE a BF'. Piimka EF
je tedy rovnobézna s primkou AB a trojihelnik EFC' je pravouhly.
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Protoze kruznice k je opsané trojiuhelniku ABC, je i kruznici opsanou
trojuhelniku FFC, je jeji stfed v bodé O. To ovSem znamena, ze k je
Thaletova kruznice s prumérem AB a trojuhelnik ABC' je pravotuhly.

Obr. 62 Obr. 63

3. feSeni (Jaroslav Svrcek)

Oznat¢me O, M po tadé stfedy stran AB, BC trojuhelniku ABC
(obr. 63). Uhly ACO a MOC jsou shodné (st¥idavé thly), s nimi
jsou shodné i thly ACO a PCB (podle predpokladu ulohy) a C'PM
(M je stied prepony pravotuhlého trojihelniku C'PB). Kruznice, ktera
prochazi body C, M, P prochézi i bodem O. Protoze je thel C PO
pravy, je pravy i thel OMC'. To ovSsem znamena, ze AC' 1. BC.

4. feSeni (Aart Goddijn)

Prodluzme stranu BC' trojuhelniku ABC' do bodu D tak, aby |AD| =
= |BD| (obr. 64). Z konstrukce plyne, ze uhly ADO, ODB, PCB
a ACO jsou shodné a kruznice opsana trojihelniku AOD prochézi
i bodem C. Protoze AO 1 OD, je AC' L BC.
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D C
€ € £
C O P
A B
& €

€

/7

Obr. 64 Obr. 65

5. feSeni (Milan Hejny)

Ozna¢me D obraz bodu C' ve stfedové soumérnosti se stfedem P
a F obraz téhoz bodu ve stfedové soumeérnosti se stifedem O (obr. 65).
Protoze jsou thly ACO, BFO, BCP, PDB shodné, lezi na kruznici
opsané trojuhelniku FCB i bod D. Jeji stied je prusecikem os tsecek
CD a CF, tedy bod O. Usetka AB je v disledku toho jejim pramérem
a uhel ACB je pravy.

6. fesSeni (Mdria Bako)
V oznaceni podle obr. 66 plati:

C C
= —y,tgle +0) =y+§,tg5=y-

tge =

Aplikujeme-li na tyto vysledky vzorec

tga + tg g

tg(a+ f) = T—tgatgd’
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dostéavame pro y rovnici

C
yo=—=I
YT L —ys +y?

N[O

pro jejiz kladny koten plati

2

2 C
_c

¥y =7

To ovsem znamena podle Pythagorovy véty pro trojihelnik O PC', ze

OC = 5 a trojihelnik ABC' je pravouhly.

C
€
51¢€
1
W
A < o) v P B
2
Obr. 66

7. FeSeni (Stefan Turnau)

Opisme trojihelniku ABC kruznici k a ozna¢me E jeji prusecik s piim-
kou OC' (obr. 67). Protoze thly AEC a ABC' jsou obvodové thly
prislusné k témuz oblouku AC' kruznice k, jsou shodné a trojihel-
niky AEC a PBC jsou podobné. Trojuhelnik AC'E je tedy pravouhly
a stfed kruznice k lezi na jeho preponé EC a ose usecky AB, tedy
v bodé O. To ovSsem znamena, ze AC' 1. C'B.
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8. feSeni (Ryszard Pagacz)

Kdyby trojuhelnik ABC' spliujici podminky tlohy nebyl pravothly,
protinala by polopfimka BC' kruznici k s prumérem AB v bodé C}
(Cy # C). Uhly oznacené na obr. 68 pismenem ¢ jsou shodné (|/BAC;| =
e, nebot 5+ € =90°, |LAC,0| = ¢, nebot |[AO| = |OC].

Obr. 68

Body A, O, C, C lezi tedy na kruznici (tsecka je vidét z bodua C,
C pod thlem €) s praimérem AC. To ovSem znamend, ze trojuhelnik
ABC' je rovnoramenny (nebot by muselo platit AO L OC) ve sporu
s predpokladem a musi byt pravouhly.

Jak pestra je paleta napadi a jak podstatné odlisna TeSeni je
mozné u takto jednoduché ulohy nalézt. Pritom neni pochyb o tom,
ze existuji reseni dalsi. Pokuste se je najit.

Pripomenme, ze rovnoramenny trojihelnik ABC ktery spliuje
ostatni podminky tlohy 2, pravouhly byt nemusi (obr. 69).



2.2. POHLED DIDAKTICKY 133

A O=P B

Obr. 69

2.2.15 Jak se rodi uloha

Pred ¢asem jsem si v§iml na hradeckém néadrazi loga jakési hodinarské
firmy znazornéné na obr. 70. Jak takové logo nakreslit? Tato otazka
muze byt formulovana jako geometricka tloha.

Obr. 70

Uloha 1 Rovnostrannému trojuhelniku ABC ,vepiste kruznice k, 1,
m, n podle obr. 71. Kruznice k, [, m jsou shodné.
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Ulohu muZeme Fesit napf. tak, Ze sestrojime libovolné shodné
kruznice K, I’, m' ,v fad&* a ,opiSeme” jim rovnostranny trojuhel-
nik A’B’C’ (obr. 72). Tim je ovSem sestrojen obraz Casti feSeni nasi
tlohy v urcité podobnosti a tilohu muZzeme snadno dokoncit.

.
G
Obr. 72

Polomér kruznice k, [, m muZzeme ovsem vypocitat a sestrojit
pravitkem a kruzitkem. Povazujeme-li délku strany AB trojihelniku
ABC za jednotku, plati v oznaceni podle obr. 73 |AP| = |BQ| = /3,
|AB| = |AP| + |PQ| + |QB|. Je tedy 2rv3 +4r =1,r =1 — V3.

C

Obr. 73 Obr. 74

Kdyby mély byt kruznice k, [, m, n shodné, museli bychom vyne-
chat napr. pozadavek, aby se kruznice [ dotykala tsecky AB. Dosté-
vame se tak k nové tloze.
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Uloha 2 Rovnostrannému trojihelniku ,vepiste“ shodné kruznice k,
[, m, n podle obr. 74.

Tato tloha je ovSem velmi jednoducha. Sta¢i si uvédomit, ze body
dotyku kruznic k, m, n s kruznici [ jsou vrcholy rovnostranného troj-
tthelniku a tlohu muzeme Fesit podobnosti.

v

Mnohem zajimavéjsi ilohu dostaneme, nebude-li trojuhelnik ABC
rovnostranny.

Uloha 3V libovolném trojihelniku sestrojte shodné kruznice k, I, m,
n tak, Ze kaZdd z kruznic k, m, n se dotykd dvou stran trojihelniku
a s kruznici | ma vnéjsi dotyk.

Naznacme TeSeni této tlohy, ktera byla zadédna v naSi matema-
tické olympiadé ([92], s. 169). Stiedy K, M, N kruZnic k, m, n lezi na
osach vnitinich thla trojuhelniku ABC'. Tyto osy se protinaji v bodé
O, ktery je stfedem kruznice trojuhelniku ABC' vepsané (obr. 75).
Vhodna stejnolehlost se stfedem v bodé O prevadi body K, M, N do
vrcholi A, B, C' a stfed L kruznice [ do stfedu S kruznice trojihelniku
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ABC opsané, nebot plati |KL| = |ML| = |[NL|. Muzeme tedy sestro-
jit napf. obraz k' kruznice k v uvazované stejnolehlosti (jeji polomér
je %|AS|) Protoze napt. obraz A’C’ strany AC' v této stejnolehlosti se
dotyké kruznice k' v bodé T”, muzeme sestrojit bod T' dotyku kruznice
k se stranou AC, a tak celou konstrukei dokoncit. (obr.76)

Obr. 76

Modifikace tlohy 1 pro libovolny trojihelnik neni pfili§ zajimava.

Uloha 4V libovolném trojuihelniku ABC sestrojte shodné dotykajici
se kruznice k, I, m, které se dotykaji strany AB a kruznici n, kterd md
s nékterou z kruznic k, I, m vnéjsi dotyk a dotykd se stran AC, BC.

Sestrojme opé€t obraz celé situace v né€jaké podobnosti. Shodnym
kruznicim k', I', m’ ,,v fadé“ opiSme trojihelnik A’B'C” podobny da-
nému trojihelniku ABC' (obr. 77). Dotyka-li se kruznice n’ kruznice I’
v bodé T”, je tento bod stfedem stejnolehlosti, ktera prevadi kruznici
n' do kruznice I'. Obrazy te¢en C'A’, C' B’ kruznice n’ jsou te¢ny kruz-
nice I' a jejich prusecik C” je obrazem bodu C’ v této stejnolehlosti.
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Bod T" dotyku kruznic I" a n’ je tedy prusec¢ik primky C'C" s kruz-
nici I’. Podobné bychom uvazili moznosti dotyku kruznic n’ po radé
s kruznicemi £’ nebo m/'.

Obr. 77

Dalsi modifikace tilohy o ¢tyfech kruznicich a trojihelniku mize
znit takto:

Uloha 5 V libovolném trojihelniku ABC sestrojte kruznici | trojihel-
niku vepsanou a kruznice k, m, n, které s ni maji vnéjsi dotyk a kazdd
se dotykd dvou stran trojihelniku ABC (obr. 78).

Obr. 78
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Ke kruznici [ vepsané trojuhelniku ABC muzeme sestrojit kazdou
z kruznic k, m, n pomoci stejnolehlosti popsané v tloze 4. Pro kruznici
k je konstrukce bodu dotyku 7" kruznic k, [ naznacena v obr. 78.

Jak se bude modifikovat tiloha 1 pro tii kruznice?

Uloha 6 Rovnostrannému trojuhelniku ,vepiste tii krusnice tak,
aby se kazdd dotykala dvou stran trojuhelniku a méla s kaZdou ze zby-
vagicich kruznic vnéjsi dotyk (obr. 79).

Obr. 79 Obr. 80

Resenf této tlohy je analogii TfeSeni ulohy 1. Sta¢i tfem shodnym
dotykajicim se kruznicim ,opsat® trojuhelnik a ziskat tak obraz hle-
dané situace v podobnosti. Mizeme ovsem polomér hledanych kruznic
vypocitat a sestrojit. Povazujeme-li stranu trojuhelniku za jednotku,
jer=231(v3-1).

Méme-li ,,vepsat® do libovolného trojuhelniku tii kruznice s vnéj-
Sim vzajemnym dotykem, dostaneme novou tlohu.

Uloha 7 V libovolném trojihelniku ABC sestrojte kruznice k, 1, m
tak, aby se kaZdd dotykala dvou stran trojuhelnika a méla vnéjsi dotyk
s kaZdou ze zbyvajicich kruznic (obr. 80).
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V roce 1803 dosel k této uloze Ital Gian Francesco Malfatti pti
feSeni problému

Jak vyrobit z mramoru, ktery md tvar kolmého trojbokého
hranolu tii vdlcovitd télesa s maximdlnim objemem.

Ackoliv predstava, ze 3 kruhy s celkovym maximalnim obsahem
muzeme z trojuhelniku vytvorit podle obr. 80 je velmi sugestivni, tr-
valo 126 let nez Michail Goldberg dokazal, ze je tato hypotéza mylna.
Staci si predstavit situaci na obr. 81: kruhy na obr. b) jisté maji cel-
kovy obsah vétsi nez kruhy na obr. a) sestrojené v souladu s textem
tlohy 7.

A
k c
51N a)
A
c
t
B b)
Obr. 81

Presto, ze je zdanlivé tato uloha prosta, nepodarilo se mi ji vy-
resit. Jeji TeSeni vyzaduje znalost hlubsich geometrickych souvislosti
a je uvedeno napt. v Hadamardové geometrii ([1], s. 283). Malfattiho
problém byl vyfeSen teprve v roce 1990.



Predstavivost jako zasobnik mozného, hypotetického, toho co nena-
stalo a mozna ani nenastane, avSak mohlo by nastat ... Dosazeni
tohoto zalivu potencialni nasobnosti je nezbytné pro kazdou formu
poznani. Basnikova a v nékterych rozhodnych okamzicich také veéd-
cova mysl funguje podle principu spojovani predstav, coz predsta-
vuje nejrychlejsi systém spojeni a vybéru mezi nekoneénymi for-
mami mozného a nemozného. Fantazie je svym zptusobem druh ...
stroje, ktery uvazuje vSsechny mozné kombinace a vybira ty, které
odpovidaji néjakému cili nebo jsou prosté nejzajimavéjsi, nejptvab-
néjsi, nejzabavnéjsi.

Italo CALVINO ([12], s. 132)

Matematik, podobné jako malif nebo basnik je tvircem vzorcu.
Jestlize jsou jeho vzorce trvanlivéjsi nez ty jejich, je to proto, ze jsou
vytvoreny z ideji (myslenek). Malif vytvaii vzorce z tvari a barev,
béasnik ze slov ... Matematikovy vzorce, stejné jako vzorec malite
nebo béasnika musi byt krasné; ideje, stejné jako barvy nebo slova,
do sebe musi harmonicky zapadat. Krasa je prvnim pfedpokladem:
osklivda matematika neméa na svété trvalého mista.

Matematika se vyznacuje nejdikladnéjsi a nejuzasnéjsi technikou
a skyta s ni¢im nesrovnatelné piilezitosti rozvinout cisté odborné,
femeslné dovednosti.

H. G. HARDY ([32], 5.77, 74, 78)
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2.3 Pohled zakovsky

Na radé prikladi z predchozich odstavcii jsem se snazil ukézat, Ze
podstatnou slozkou feSeni tloh je tvorivost, dobré napady, uméni vidét
souvislosti.V prvnich dvou tématech této kapitoly budeme sledovat
z téchto hledisek prace déti v predskolnim véku a na zacatku a konci
povinné skolni dochéazky.

2.3.1 Dokresli obrazek

Détem dvou materskych skol v nejvyssim oddéleni v Hradci Kralové
a v Chrudimi jsme individuélné zadali tukol:

Dokresli obrazek (obr. 1).

7’:\"

Obr. 1

Na détské dotazy tykajici se tkolu, ktery maji resit, jsme kon-
krétné neodpovidali, jen jsme znovu zduraznovali, Zze maji dokreslit
obrazek. Zamérné jsme se vyhybali navodu, Ze maji dokreslit panaka
nebo ze maji na druhou stranu obrazku nakreslit totéz, co je na strané
levé. Jeden z nasich dil¢ich problémii, ktery jsme sledovali, byla otézka,
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kdy dité pojme obrazek globalné, kdy, geometricky feceno, prejde do
druhé poloroviny. Z 36 vysledki, které jsme ziskali, ,ztstalo v levé
poloving“ 6 déti (figurky 1, ..., 6 (obr. 2)). Klarka (1) dokresluje
pouze kousek vlast, Lucinka (2) peclivé prikresluje prsty na noze i na
ruce, druhé oko a vlasy. Zajimavé je, ze Dagmar (3) vybarvuje pouze
hlavu, ktera je plosna, na ,linearnich“ ¢éstech obrazku nemé co vy-
barvovat. Odvazné vybarvuji, patrné vSak zamérné jen levou polovinu,
Michal, Jan a Kacka, ktefi patii k nasim nejmladsim spolupracovni-
kim (kresby 4, 5, 6 (obr. 2)). Do druhé poloroviny se odvazil vstoupit
velmi nesméle Tomasek (7). Kristynka prekresluje pomérné presné ce-
lého ,,pulpanacka (8). Ctyflety Daniel nakreslil, jak panacek odchazf
pry¢ (9), jakoukoliv komunikaci o obrazku vsak odmita.

Kresby 10, ..., 18 (obr. 3)) maji télo panacka ve tvaru tsecky.
Ocekévali jsme, ze to bude osa soumérnosti obrazku. Jak byl nas na-
zor mylny, vidime z galerie vSech 36 postavicek. Pétilety Nikolka (10)
ovSem symetrii citi a soustfedi se na peclivé provedenou ruku, ¢tyt-
leta Jana (11) se vénuje peclivému dokreslovani vlast, Kacenka (12)
nakreslila panackovi mohutné ,,bficho* — jak se sama vyjadrila. Mar-
kétka (13) citi pottebu kreslit v pravé ¢asti obrazku, je nejista a konci
prohlasenim ja to ale neumim*. MiSa a Vasek kresli figurky v zi-
vém pohybu, s minimélni mirou soumérnosti (14, 15). Trojici 16, 17,
18 miizeme interpretovat jako taneéni vystoupeni s mikrofonem. Pro
obrazky 19-27 (obr. 4)) je charakteristickd druha svisla linie, ktera
s poruSenim symetrie navozuje neobycejné vyraznou animaci posta-
vicek (21, 22, 27). Rozpolcené bytosti se povedly Lence a Lukaskovi
(19, 20). Pritom Lenka kresli témér cely obli¢ej do ptivodni poloviny
obrazku, Lukasek kresli nejen druhé oko, ale i mohutny druhy nos.
Sibalstvi vyjadrili ve svych kresbach Martin a Tereza (23, 27). To jsou
dokonalé figurky. Terez¢in panacek je kreslen s neobycejnym citem pro
soumérnost: pékné vykresleny oblic¢ej, soumérné vlasy i koncetiny. Je-
diny Dalibor (28, obr. 5)) vyjadril explicitng, Ze jde o panacka, vechny
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dalsi kresby maji télo kreslené jako uzavienou oblast, vétsinou ve tvaru
¢tyfahelniku. Krasné zivé typy zobrazila Peta (30) a Jakoubek (35).
Pouze u dvou figurek se objevuji klobouky (32 a 33), posledni klobouk
se ovSem premeénil v novy oblicej. Jediny Sestilety Kubik panacka po-
sadil (36).

Podle naseho nézoru se v obrazcich projevila neobycejné velika
mira tvorivosti. Na stejny podnét reaguji rizné déti rizné, podle svého
zalozeni a trovneé kreslitské zruc¢nosti. Charakteristicka je vyrazna ani-
mace kreseb, stroha geometricka figurka ozila a je postavickou détského
svéta.

Jak se bude déle vyvijet détska kresba na prvnim stupni zakladni
skoly?

Abychom ziskali odpovéd na poloZenou otézku, zaradili jsme v tino-
ru stejnou tlohu na dokresleni obréazku v prvni az paté tiidé jedné
zakladni skoly v Hradci Kralové.

Vysledky byly prekvapujici. Détské kresby postradaly rysy tvofi-
vosti a 1ze je rozdélit do dvou ptiblizné stejné pocetnych skupin: po-
stavy s télem ve tvaru tsecky a postavy s télem ve tvaru dvou tsecek

(obr. 6).

Obr. 6
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Je mozné, Ze jiz za pil roku skolni dochézky je dité preskoleno na
prizpusobivého vykonavatele byt jen tuSenych tukolu?

Tvorivost je patrné do znacné miry ¢lovéku geneticky déna, nelze
ji vypéstovat. Lze ji vSak pii vhodné péci kultivovat. Mnohé pied-
méty, mezi néz patil naptf. matematika, k tomu poskytuji dostatek
prilezitosti — a to od prvniho ro¢niku skolni dochazky. Zdé se vsak, ze
tvorivost, kterou si prinasi dité z predskolniho véku, skola spise tlumi.
Prostiedi prizptusobivého plnéni rutinnich tkoli, reprodukéni charak-
ter vyuky protkany siti formalizmi k tomu poskytuje drodnou pudu.
Snazme se tuto stranku nasi skoly systematicky eliminovat.

Na ztratu vytvarné tvofivosti v nasi Skole upozornuje napt. i vy-
tvarnik Adolf Born: Vétsina déti maluje bezvadné. S tim nastdvd ko-
nec, jakmile je Skola dezorientugje [26].

Dilci studie o geometrické pohledu na détskou kresbu jsme pub-
likovali v pracech [49] a [50].

2.3.2 Dvé netradi¢ni konstrukce

Regeni tloh je vyznamné i pro zavadéni pojmi. Dvéma tlohami fe-
Senymi zéky osmych t¥id chci ukazat, ze zak je schopny na zakladé
predstav pracovat i s pojmy, které nebyly explicitné zavedeny, napf.
definicemi.

Uloha 1 Nakreslete mnohothelnik, ktery md tuto vlastnost: z nékte-
rého bodu jeho vnitiku (vnéjsku) neni vidét Zadnd jeho strana celd.

Zadny z 74kl se nepozastavoval nad terminy bod vnitfku nebo
vnéjsku mnohotuhelniku, spravné interpretovali i formulaci strana je
(neni) videét celd. Zaci zakladni skoly se vidy s velkym zaujetim pustili
do experimentovani a nejbystiejsi po delsi ¢i kratsi dobé feSeni prvni
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¢asti ulohy obvykle nalezli. Starsi zaci castéji po nékolika netspésnych
pokusech dochézeli k zavéru: Takovy mnohotuhelnik neexistuje.

Bézna chyba pfi feSeni tilohy spocivala ,,v diléim pohledu®. Napf.
zak Petr tspésné sestrojil mnohothelnik, z jehoz vyznac¢eného bodu
nebylo vidét 7 stran, ale dvé strany ,,zobaku* jsou vidét celé (obr. 7).
Mame zde prilezitost na neformalni tirovni procvic¢it formulace s kvan-
tifikatory. Pavla dosla jiz na Sesty pokus ke spravnému vysledku. Pro-
ces jejtho hledéani a nalezeni je reprodukovian na obr. 8. Zajimavou
metodu objevil Cyril. Nezacinal kreslit mnohotihelniky, ale nakreslil
bod s ,izolovanymi®“ prekazkami ve tvaru tusecek. Dosel tak rychle
k feseni (obr. 9). Tomas vytvoril postupnym vylepSovanim na prvni
pokus ,monstrum®, které na dalsich obrazcich zjednodusoval az na
¢tyfcipou hvézdu (obr. 10).

[ zz\ Obr. 8

Obr. 7
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Obr. 9 Obr. 10
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Obr. 11 Obr. 12

P e

dogla k zavéru, 7e feSeni neexistuje. Usp&sna byla jiz zminéna Pavla,
ktera i tuto ulohu vyfesila na Sesty pokus (obr. 11). Zakyné Klara
nasla krasné reSeni dokonce na ¢tvrty pokus (obr. 12). Mnozi zaci
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s prekvapenim uznali, Ze nakresleny utvar je sedmnactithelnik a Ze
bod B nalezi jeho vnéjsku, ackoliv se ,tak nezda“.

Uloha 2 Rozdeélte ctverec na ctyii shodné cdsti

Tuto dlohu muze vyftesit snad kazdy zak, ktery ma zakladni pred-
stavy o Ctverci a shodnosti. Bohatstvim vysledkii a tvart se nadchl
napf. dvanactilety Toméas. Z jeho 35 spravnych vysledkt zde pripo-
menu 12 ukazek (obr. 13).

B
= % -

@®®

Uloha rozviji nejen zakovské piedstavy o shodnosti, je i prope-
deutikou obsahu ttvaru.

2.3.3 Druha mocnina pfirozeného cisla

Ulohu

Dokazte, Ze n* +n + 1 neni pro Zddné pFirozené n druhou mocninou
prirozeného c¢isla

fesilo 70 gymnazisti ve véku 16-19 let.
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YV wrvs

kvadrat prirozeného &isla by mohl vyjit. ProtoZe n? je ,malo“ a (n+1)>?
je ,,moc®, je zfejmé, ze zadné prirozené ¢islo, jehoz druh& mocnina je
rovna &islu n? +n + 1, nemiZe existovat (obr. 14).

2 2
n n +n+1 n +2n+1

n+1

Obr. 14

Timto zpisobem vyiesilo tlohu 14 % Fesitela.

2. reseni

Kdyby n? +n+ 1 byla druhou mocninou piirozeného &isla, které ozna-
¢ime napft. x, muselo by platit

n®+n+1=2? (1)
neboli
(x+n)(r—n)=n+1. (2)

Protoze n+x > n+1, neni ¢islo n+1 délitelné ¢islem n+x a prirozené
¢islo x spliwjici rovnici (1) tedy neexistuje.

Takto zacali fesit ulohu 3 studenti (4 % FeSiteli), tvahu o neexis-
tenci feSeni vSak neprovedli a tilohu nevyfesili.
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3. resSeni

Zaver o fesitelnosti (1) vzhledem k neznamé n ve tvaru

vede k otazce, zda Cislo v/4x2 — 3 muZe byt liché. K tomu dosli dva stu-
denti, zadny z nich vSak nedokéazal tento problém uspokojivé vyftesit.

Rovnice
Vix? —3=2m—1, meN
vede k rovnici
(m—z)(m+x) =m—1,

ktera pro zadné z a m neni splnéna, nebot m + x > m — 1. Protoze
V4x? — 3 nemuze byt liché, nem4 rovnice (1) v pfirozenych ¢islech
feSen.

Celkem 79 % studentii ilohu nevyf¥esilo. To je dosti vysoké ¢islo.
P1i teSeni tlohy se projevil u nékterych studenti formélni pristup.
Napt. 17 % studentti psalo: Kdyby n? + n 4 1 byla druhou mocninou
prirozeného ¢isla, musel by diskriminant kvadratické rovnice

n4+n+1=0

byt nulovy. Protoze vsak je —3, nemé tuloha feSeni.

Na formalismus ve védomostech poukazuje rovnéz napad dokazo-
vat (a ,,dokdzat“) tvrzeni matematickou indukei.

2.3.4 Pribéh pravidelného dvanactithelniku

Matematicka kultura ¢lovéka se neprojevi jen na teSeni slozitych pro-
blémii. Naopak: mnoha pouceni mizeme ziskat na reSeni jednoduchych
tloh, které ovsem nabizeji vice zptisobu feSeni.
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Takovou je napf. tloha

Vypocitejte obsah pravidelného dvandctiihelniku vepsaného do kruz-
nice poloméru r (obr. 15).

30° B 1B

Obr. 15 Obr. 16

Pripomenme nejdiive dvé feSeni tulohy.
Pravidelny dvanactithelnik je sjednocenim 12 trojuhelnikt shod-
nych s trojuhelnikem ABO na obr. 16.

Protoze ma thel AOB velikost 30°, je trojuhelnik ACO rovno-
stranny a polovina jeho stran %7“ je vyskou ke strané OB trojuhelniku
OAB. Jeho obsah tedy je

SA = —-T
a obsah dvanactithelniku je
S = 3r2.

Toto FeSeni uvadi Vladimir (obr. 17).

Vysledek S = 372 je mozné vidét bez poéitani, divtipnym roz-
kladem pravidelného dvanéctithelniku na trojuhelniky podle obr. 18
ze 3. stoleti z Ciny.
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Obr. 17
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Ukazme, s jakymi postupy se miizeme setkat pii feSeni nasi ulohy

v praxi u absolventu strednich skol.
Nékolika prvnimi priklady dokumentujeme nizkou troven umeéni
vidét souvislosti a Tesit tlohu jednoduse adekvatnimi matematickymi

prostiedky.

N

B

Obr. 18
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Obr. 19

Na obr. 19 je reprodukovano neobycejné slozité, ale spravné reseni
Lucky S.

Na obr. 20 je feseni absolventky polského lycea Moniky K. s uzitim
kosinové véty.

Komplikovany vysledek s uzitim sinové véty pripominame feSenim
Petra K. na obr. 21.

Regenf s vyuzitim goniometrickych funkei nejsou ¢asto dovedena

do kone¢ného tvaru. Takovym je elegantni feSeni Jana H. na obr. 22,
Casté je Teseni, které zde uvadime na obr. 23 (Jitka H.).
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Bohuzel se vyskytuji i feseni, ktera dokumentuji vazné nedostatky
v matematickém vzdélani jejich autoru (Jana N., obr. 24, Jitka Z.,
obr. 25, Filip V., absolvent pramyslové skoly, obr. 26).

Dokladem matematické negramotnosti Marka K., ktery toho mno-
ho z matematiky ,,zna“, je jeho vypocet na obr. 27.

Celkové jsme ,ziskali“ nasledujici ,,spravné“ vzorce pro obsah
S pravidelného dvanéctithelniku. Prenechdvam c¢tenéri, aby si jejich
transformace na tvar S = 3r? provedl a pokusil se odhadnout cestu,
jak k nim jejich autori dosli:

sin 30° sin? 30°
S = 6r2. A= —==
" sin 75° 4sin®75°’

1 1
" Sin 750 16 sin2 75°

S:12\/T(2+‘/2_\/§) V2 =3 V2 — V3 (22— /3)
: 5 , '

2 2 ' 2 ’

S = 12.%2\/2— \/5.\/2+J§,

S =6r2A/2 —/3.sin75°,

g 12r2. sin 30° cos 15°
2sin 75°

S = 12r?.sin 75° cos 75°,

S = 12r2. sin 15° cos 15°,

S = 6r%sin 30°,

S = 3r2
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2.3.5 Sonda geometrické predstavivosti

Sto dvanacti studentim, pfevazné z gymnazia J. K. Tyla v Hradci
Kralové, 20 studenttim Univerzity v Hradci Kralové, 27 studentiim Pe-
dagogického institutu v éernigové a 18 studentiim univerzity v Talla-
hassee na Floridé jsme zadali tuto ulohu:

Nakreslete a popiste téleso, které vznikne otdcenim obdélniku a)
kolem jeho strany, b) kolem jeho whlopFicky.

Uloha vyzaduje pouze znalost pojmit obdélnik, jeho strana a thlo-
piicka a pojem otaceni kolem piimky v intuitivnim pojeti. Ukolem bylo
nakreslit a popsat vzniklé téleso. Zarfazenim této tlohy jsme se snazili
nejen zhodnotit troven predstav o télese, ale také poznat grafickou
a verbalni kulturu studentt.

Je pozoruhodné, ze 13 % nasich fesitelit nepoznalo v télese z prvni
¢asti tlohy vélec a ani téleso uspokojivym zptisobem nenakreslilo. Jen
7 nasich studentii nakreslilo geometricky spravny obrazek druhého té-
lesa, jeden z nich pro nazornost jesté zdiraznil soustavu poledniki
(obr. 28), jeden student nakreslil jeho pidorys a narys (obr. 29).

Vzhledem k tomu, ze v USA fesili tlohu studenti na pocatku
a v Rusku na konci ucitelského studia, nelze vysledky srovnavat. Presto
je pozoruhodné, Ze 40 % ruskych respondentii nakreslilo v podstaté
spravny vysledek tilohy b. Na obr. 30 reprodukujeme za vSechny kresbu
Tatany Z.

Dvacetiletda Melinda M. podala z americkych studenti nejlepsi
vykon, jehoz kopie je na obr. 31 i s komentafem. Zadny americky
student nenakreslil téleso lépe. Reakce Phila S. je na obr. 32.

Spravny vysledek tlohy b) byl formulovan napt. slovy:

sjednocent dvou kuzZeli a dvou komolych kuZeli,
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vyskytly se ovSem napf. i formulace:

nékolik propojengch kuZeli,
ctyrkuzel, . ..

=

V

Obr. 28 Obr. 29

Neékteri respondenti vidéli v télese napt. civku, kdcu nebo trychtyr
nahote se sbihajici do vrcholu, americkd Melinda si povzdechla ,,vypadd
to jako wdlec v pase staZeny nebo jako zaspicaténé presypaci hodiny
s kuzeli nahote a dole®, Phil vidi mi¢ na americky fotbal. .. A jeden néas
student konstatoval: , Jeste mi nikdo nerek, co to je. Néco divného.“

Podle mého nazoru se na feseni projevuje znamy fakt. Skola veé-
nuje malou pozornost stereometrii a zcela se zanedbéva geometrické

kresleni.
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2.3.6 Stereometricka sonda

Témuz okruhu studenti jako v sondé o geometrické predstavivosti
jsme zadali tlohu

Prekreslete obrazky a sestrojte prinik (fez, spolecnou ¢dst) roviny

p = PQR a krychle. P, Q, R jsou stiedy hran (obr. 33).

o

y====}---

---9---- ————]e—— PEPEpR P

Te
e
e

Obr. 33

Jedna se tedy o typickou stereometrickou tlohu o vzajemné poloze
geometrickych tutvart (roviny a krychle). K feSeni je tfeba znat, aspon
na intuitivni trovni, zékladni vztahy prostorové geometrie, zejména
véty o pruniku dvou rovin, o urc¢enosti roviny a o prusecnici roviny se
dvéma rovnobéznymi rovinami.

Ptes nevhodnost srovnavani vysledkt u studentii riiznych katego-
rif a jisté i pfi ne zcela identickych podminkach pro vypracovani feseni,
uvedme, Ze pouze 4 % Ceskych studentii vytesilo spravné vSechny tii
tlohy, zatimco rusti studenti byli tspésni v 18 % a z americkych ucast-
nikl Setfeni nevyftesil tieti tlohu nikdo.

Je zarazejici, ze potize délaly i prvé dvé modifikace tlohy (obr. 34).
Ze spravnych feSeni ruskych autort reprodukujeme praci Niny K.
na obr. 35.

Nejlepsim Americanem byl Bob N. s vysledkem reprodukovanym
na obr. 36.
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ez 7 Q
Obr. 34
| K
1 1 B 9
! R ! —_
_Z Q Q -
P P
Obr. 35
Obr. 36

Typicky priklad nedostatku prostorového vnimani pripominame
obr. 37a Melindy M.

Sonda potvrdila znamou véc: stereometrické vzdélani je problé-
mem v mnoha zemich. Podle mého nazoru bychom méli vénovat hlubsi
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péci této problematice, véetné kresleni a rysovani jiz na zakladni skole.
Pri¢iny nedostatkti v tlohach na obr. 37b netkvi v neznalosti stereo-
metrickych poucek, ale v nedostateném vnimani prostoru.

-
-
"

-
-
Le

pmmmmm————

N
Jrmmmmm————

N
Jrmmmmmm———a

-
.”
.

2.3.7 Trojtuhelniky v lichobéZzniku

Vsimnéme si pouceni z feSeni nasledujici tilohy u 140 nasich stredo-
skolak.

U je priusecik whlopricek lichobézZniku ABCD se zikladnou AB
(obr. 38). Mayji trojuhelniky ADU a BCU stejny obsah? Odpovéd zdii-
vodnéte.

Jadrem nalezeni diikazii mnoha matematickych vét je urceni cest
od predpokladu k tvrzeni. To obvykle vyzaduje umét si predstavit
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nové danou situaci. Bylo tomu tak i v nasi uloze. Proto ji povazuji za
dosti obtiznou. Pred zadéanim tlohy jsem znal pouze jedno jeji feseni,
studenti nalezli celkem Sest odlisnych dikazii naseho tvrzeni, o nichz
se zde struéné zminim. ReSenf ulohy vyzaduje pouze znalost zaklad-
nich vzorcti pro obsah trojihelniku, nékteré feSeni jsou zaloZena na
podobnosti.

Obr. 38

74 % tesitelt ulohu vibec nevyfesilo, pouze 10 % studenti po-
dalo tiplné a spravné feseni. Netspéch pri reseni tlohy nebyl zptisoben
neznalosti logiky (napt. metod dokazovani), ale nizkou trovni predsta-
vivosti, neschopnosti vidét souvislosti a nahlédnout situaci z nového
pohledu.

Kladnou odpovéd na poloZenou otazku ovlivnila analogicka tloha,
kterou si nékteri tesitelé formulovali pro obdélnik. Je zajimavé, ze
nikdo nepfisel na kladnou odpovéd zprostfedkovanou rovnoramen-
nym lichob&nikem, zapornou odpovéd vyvolal v nékolika piipadech
lichobéznik s rameny ,velmi odlinych délek“ (obr. 39). O nazorné
predstavy se nelze vzdy spolehlivé opfit.

v Obr. 39
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Predstavivost, umeéni vidét, mé pro hledani dikazi v matema-
tice, a patrné i obecnéji pro matematickou tvorivost znacny vyznam.
Jedna z metod, kterou bychom chtéli v této situaci zdiraznit, je me-
toda pohledu na situaci ,,od konce“, z hlediska cili tlohy, z hlediska
dokazované véty. V nékolika pripadech lze dolozit, Ze studenti, ktefi
vychazeli z predpokladu, ze trojihelniky ADU a BCU maji stejny
obsah a polozili si otdzku ,,Co z toho plyne?*, byli ispésni. Zda se, ze
heslo vyjadiujici lidovou moudrost ,, Hloupy konci na zacdtku, chytry
zacind od konce“ ma didaktické uplatnéni.

Vsimnéme si nyni studentskych teSeni tlohy.

ReSeni 1
Trojuhelniky ABC' a ABD, které maji stejné obsahy (maji spole¢nou
zékladnu AB a touz vysku — vzdalenost ptimek AB a DC'), jsou po

fadé sjednocenimi nepiekryvajicich se trojihelnikii

AABD = AABU U AAUB,
AABC = AABU U ABUC (obr. 40.)

Z toho plyne, Ze trojuhelniky AUD a BUC maji stejny obsah.
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Reseni 2

Tti studenti rozdélili lichobéznik ABC'D useckou PQ (P, @ jsou stiedy
zékladen) na dva lichobézniky téhoz obsahu (obr. 41). Protoze troj-
thelniky APU a BPU maji tyz obsah, a podobné lze dokézat, Ze
i trojihelniky C'QU a DQU maji sobé rovné obsahy, maji tyz obsah
i trojihelniky ADU a BCU. Mé&-li byt dikaz tplny, je tfeba prokézat,
ze primka PQ) prochazi bodem U (to oviem Zzadny z FeSitelt nepro-

vedl).

ResSeni 3

Vsimneme-li si, ze bod U je stfedem pricky M N rovnobézné se za-
kladnami lichobézniku, vidime v oznaceni podle obr. 42, Ze maji stejny
obsah trojihelniky MUD a NUC (3zv) i trojihelniky MUA a NUB
(32w) a tedy i trojthelniky ADU a BCU. Tvrzeni, ze |[MU| = |UN]|
je ovSem opé&t potieba dokazat (napf. pomoci stejnolehlosti). To nasi
TfeSitelé vzali z nazoru.

U dalsich t¥i feSeni naznacme, podobné jako nékteri studenti,
pouze ,,postup od konce“. Vlastni dikaz je pak jiz rutinni zalezitosti.
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Obr. 42

Obr. 43

Reseni 4
Z rovnosti obsah trojihelnikii ADU a BCU plyne podle vzorce
S = L bsi
= jabsiny

pro obsah trojihelniku v oznaceni podle obr. 43:

Lo L
QS.TSHIW = 5 Y sim w

neboli
sr = ty,

t.
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Tato rovnost je ziejma na zakladé podobnosti trojihelniki AUB a CUD.
Obréacenim postupu ziskdme FeSeni nasi dlohy:.

Reseni 5

V oznaceni podle obr. 44 plyne z rovnosti obsahti uvazovanych troju-
helniki

TV = yw.
Toto tvrzeni je ekvivalentni s rovnosti

r Yy

w v
ktera plyne z podobnosti trojihelnikai AUB a CUD. Dalsi postup je

ziejmy.

ReSeni 6
Protoze trojihelniky ABU a BCU maji touz vysku ke stranam AU
a UC, plati pro jejich obsahy v oznaceni podle obr. 45

Sy
Sl_l"
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Protoze trojuhelniky ADU a ABU maji touz vysku ke stranam DU
a UB, plati

S _z
Syt
Pro pomér obsahu S’ a S tedy plati
g.5=2.2
T i

Maé-li platit S" = S, musi platit

y
z

|8

Protoze je tato rovnost diisledkem podobnosti trojuhelniki AUB a CUD,
je dalsi postup dikazu zfejmy.

2.3.8 Obsah ¢tyriahelniku

Vsimnéme si tlohy:
Vypocitejte obsah vysrafovaného ctyiihelniku, ktery je priunikem
shodnijch ctvercii podle obr. 46. S je stied ctverce.

Obr. 46



174 KAPITOLA 2. TRI POHLEDY NA RESENI ULOH

Studenti ucitelstvi matematiky pro zakladni skolu nasli fadu po-
stuptu jak tlohu resit.

V tloze jde o vypocet obsahu c¢tyruhelniku, ktery je priunikem
dvou c¢tverci. Protoze jeho obsah nemuZzeme urcit pfimo, je nutno
najit cestu k provedeni vypoctu, coz dava radu prilezitosti k uplatnéni
predstavivosti.

7, matematického hlediska nevyzaduje feSeni zadné znalosti pre-
sahujici ucivo zakladni skoly.

K feSeni mtuzeme pristupovat trojim zpisobem.

1. Rozdélenim ¢tyituhelniku, jehoz obsah hleddme.

2. Doplnénim ctyrihelnika na mnohothelnik, jehoz obsah umime
vypocitat.

3. Globalnim pohledem.

Celkem 56 % studentt ulohu nevytesilo. Toto procento je patrné
dosti vysoké. Za hlavni pri¢inu této skutec¢nosti povazuji nizkou troven
predstavivosti, nebot pfi feSeni je podstatna otazka: Jak jinak se mii-
zeme divat na vySrafovany ¢tyiihelnik? Vétsina netspésnych fesiteli
si nedokazala vybavit vhodny pristup ke geometrické situaci.

Komentujme nyni spravné feseni tulohy.

Na obr. 47 jsou znézornéna rozdéleni ¢tyituhelniku na ¢ésti, jejichz
obsahy lze vypocitat na zakladé tdaji danych v textu.

Vypocet obsahu ¢tyitihelniku doplnénim na obdélnik nebo ¢tverec
uvedli dva Fesitelé (obr. 48).

Na obr. 49 jsou reprodukovéina reseni zalozena na predstavé o pre-

misténi. Otocime-li vySrafované trojuhelniky o 90° kolem stredu S, je

zfejmé, ze obsah hledaného ¢tyrihelniku je roven i obsahu ¢tverce
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o strané 4 cm. Tento postup, ktery se opira o celkovy pohled na geo-
metrickou situaci, jsme nazvali globalni.

o~

Obr. 47

Obr. 48

Obr. 49

Na konec uvedme dvé velmi jednoduché feSeni.
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Prvni spoc¢iva v doplnéni jednoho Ctverce ¢tvercovou siti, z niz

je patrny vysledek. Napad takika trivialni umozni vidét situaci zcela
nové (obr. 50).

\

Obr. 50 Obr. 51

Popisme nyni posledni feseni. Doplnime-li ptivodni obrazek dal-
Simi tfemi ¢tverci podle obr. 51, je ihned vidét vysledek.

Regenf tlohy pfineslo i nékolik pou¢nych negativnich vysledku.
Povazujeme za doklad nizké tirovné matematické kultury, potiebuje-
li absolvent stfedni Skoly k urceni strany ctverce z jeho tuhlopiicky
sinovou vétu podle obr. 52:

a sin 45°
d  sin90°
B sin 45°
© 7 8in90°”

Jiny student urcuje délku tsecky = podle obr. 53 kosinovou vétou.

22 = V82 + 12 — 2v/8. cos 45°

z = /5.
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>

a d=\/10 2 /8

Obr. 52 Obr. 53

Uspésnému rteSeni tulohy prirozené napoméhé nakreslit si pre-
hledny obréazek. Je to prvek matematického jazyka, kterému bychom
méli ve Skole rovnéz vénovat péci.

2.3.9 Péticipa hvézda
Ulohu, o niz nyni podame zpréavu, fesilo 70 student gymnézia ve véku
16-19 let.

Dokazte, Ze vsechny péticipé hvéezdy kreslené podle obr. 54 maji
stegny soucet velikosti oznacenijch vnitinich whli w vrcholi. Urcete
tento soucet.

Obr. 54
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1. reseni

Snad nejelegantnéjsi feSeni tlohy se opira o ndpad vSimnout si souc¢tu
vnitinich thli v trojahelniku D H K podle obr. 55. Protoze thel DH K
je vngjsim thlem v trojihelniku ACH, ma velikost o + 7, protoze
DK H je vnéjsim thlem v trojuhelniku FBK, ma velikost € + (3.

Plati tedy
a+B+v+d+e=180° (3)

Toto krasné reseni objevilo 13 % studentt.

2. reseni

Celkem 39 % fesSitelt aplikovalo vétu o souc¢tu vnitinich thla v pétia-
helniku podle obr. 56.

Protoze plati

a+ 0+ ¢ = 180°
B+ €+ pp =180°
v+ a+ @3 = 180° (4)
0+ B+ ps = 180°
e+ 7+ @5 = 180°

a protoze soucet vnitinich thla v pétidhelniku HKLMN je
©1 + P2 + 3+ o4 + @5 = 3.180° = 540°,

plati v disledku rovnosti (4) rovnost (3).
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Sedm procent TeSiteli dospélo k vysledku porovnanim souc¢tu tuhli
v trojuhelnicich ADE, ECD, DBC, CAB, BEA a v pétithelniku
ABCDEF (obr. 57). Oznac¢ime-li symbolem S; soucet velikosti thla
s indexy (aq, ag, B, ..., €1, €), S hledany soucet, plati
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251 + S5 = 5.180° = 900°,
Sy + S = 540.
To ovSem znamenéi
2(540° — S) + .S =900°,

S = 1080° — 900° = 180°.

4. FeSeni (student Petr K.)

Vsimnéme si trojuhelniku ABD (obr. 58). Protoze ¢ + p = € + v
(trojuhelniky PAB a PEC sice nejsou podobné, ale maji u vrcholu P
stejny thel), vyplyva z rovnosti o + (¢ + p) + f + d = 180° rovnost
(3).




2.3. POHLED ZAKOVSKY 181

5. feSeni (studentka Alena N.)

Protoze v trojuhelniku BDC' je v oznaceni podle obr. 59 soucet vniti-
nich thla
(wW+e)+v+(p+0)=180°
a protoze
wteo=a+dapto=L+e,

plati (3).
6. feSeni (M. Stein)
Vedeme-li body A, B primky rovnobézné s piimkou C'E podle obr. 60,

pak podle véty o stiidavych a souhlasnych thlech je rovnéz z tohoto
obrazku tvrzeni patrné (soucet thla v trojahelniku ADB’).

Obr. 60

Nakonec pfipomenme , kinematické* reSeni tlohy.
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7. reSeni

V rotacich r1(A, a), ma(C,7), r3(E,€), r4(B,5), r5(D,0) prejde po-
stupné polopiimka AD do polopfimky souhlasné rovnobézné s polo-
ptimkou D A. To ovSem miiZeme interpretovat tak, Ze plati (3) (obr. 61).

Celkove vyfesilo ulohu o hvézdé 63 % ucastniki Setieni. Nejcas-
téjsi nespravné fesSeni bylo vyvolano predstavou, Ze stejny soucet thla
z vrcholt ,,obecné® péticipé hvézdy ma i hvézda ,,pravidelna“ a pro tu
byl soucet urcen. Pritom se nevyskytly zadné argumenty pro opravné-
nost tohoto postupu.




U¢inné prostredi, v némz se zaci uéi (powerful learning environ-
ment), predevsim pak Skolni prostiedi, by se mélo vyznacovat té-
mito znaky:

e navozovat a rozvijet konstruktivni, kumulativni a zacilené
uceni u vSech zaki; vyvazovat uceni prostifednictvim osobniho
zkoumani a objevovani také systematickym skolnim vzdélava-
nim a fizenym poznavanim.

e umoznovat, aby se zdkovo uceni v co nejvétsi mire odehra-
valo v autentickém kontextu, ktery zdkovi otevira osobni smysl
toho, emu se uci; kontext by mél vyuzivat riznorodych zdroji
uceni, riznorodych uc¢ebnich materiali a nabizet moznost spo-
luprace mezi zaky.

e byt flexibilni, pfizptisobovat se potfebam zaki, poskytovat jim
adresnou pomoc, kterd bere v iivahu stupen jejich samostat-

nosti a autoregulace a také individualni rozdily v jejich kogni-
tivnich, afektivnich a motivacnich charakteristikéch.

Jitf MARES ([58], s. 176).




V prostiedi apatie, nezajmu, lhostejnosti ¢i dokonce bojkotu a ne-
pratelstvi nelze realizovat zadné ucinné vzdélavani. Probuzeni
zajmu zakid je nutnou, ne vSak postacujici podminkou k nastar-
tovani vzdélavactho procesu. Zajem by mél byt Ziven pfedevsim
uspéchy zaka v reakcich na podnéty ucitele. Projevem zajmu zaka
jsou otézky, které klade. Aktivita ucitele je tak zaméfena na rozvi-
jeni aktivity zéka, na konstrukci poznatki v jeho duSevnim svété.
Podle povahy zédky miize byt podkladem pro takovou konstrukci
otézka Ci problém ze svéta prirody, techniky nebo matematiky samé.
Pii feSeni takovéhoto problému muiuzeme pfirozené sdélovat zaku
vSechny potfebné informace, vysvétlovat pojmy, odkazovat na infor-
mace v encyklopediich a priruckach, avsak vse ve sluzbé matematiky
rodici se ve védomi zaka. Konstruktivni vyucovani tedy muze obsa-
hovat transmisi celych partii, mize obsahovat i instrukce k feseni
typickych tloh.

Milan HEJNY, Frantisek KURINA ([34], s. 208, 209, 196).




Kapitola 3
Zaveéry

Pokusme se na zavér formulovat shrnujici pohled na tlohy, na pro-
ces jejich TeSeni, na jejich vyznam ve vzdélavani, na charakter skolské
matematiky a problémy s tim spojené.

3.1 O tulohach

V odstavci 2.2 jsme pripomnéli Halmosiiv nazor, ze jadrem matema-
tiky jsou problémy a jejich feSeni. Problémy a tlohy jsou ovSem i ja-
drem matematiky skolské.

Ulohou rozumime obvykle jakoukoli vyzvu k ¢nnosti. Matema-
tickd uloha vyzyva feSitele k matematické ¢innosti.

Prehled o nejbéznéjsich typech tuloh, které se vyskytuji ve skol-
ské matematice, a jim odpovidajicich otazkach muzeme shrnout do
tabulky 1.

Priklady na jednotlivé typy si patrné kazdy ¢tenar snadno vybavi,
podrobnéjsi zpracovani problematiky uvadim v ¢lanku [51]. Protoze
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Uloha Vyzva Otazka
Kalkulativni | Vypodéitejte ... | Kolik?
Rozhodovaci | Rozhodnéte ... | Zda?
Urcovaci Urcete . .. Ktery?
Konstrukéni | Sestrojte ... Jak?
Dtkazova Dokazte ... Pro¢?
Tabulka 1

v kazdé tloze jde o urceni néceho (&isla, rozhodnuti, mnoziny, kon-
strukce, dukazu, ...), lze vSechny tlohy chapat jako tlohy urcovaci.
Tuto ideu uplatnil Jan Vysin v praci [89]. Ulohy miZeme rizné modi-
fikovat a pii jejich feSeni se obvykle setkdvame s fadou dalSich tkolu
a konvenci. ReSeni rovnic se zpravidla neobejde bez kalkulaci, v tlo-
héach na urceni mnozin vSech bodt danych vlastnosti se nespokojujeme
s popisem vysledku, ale pozadujeme i dikaz, Zze kazdy bod vysledné
mnoziny ma pozadované vlastnosti a body, které do mnoziny nenéalezi,
pozadovanou vlastnost nemaji atp.

Podle roli, které maji ilohy hrat ve vzdélavacim procesu, mizeme
rozlisit:
Ulohy motivaéni.
Ulohy ilustraéni (pitklady).
Ulohy procvi¢ovaci.
Ulohy diagnostické.
Ulohy kontrolni.

AN R

Prvni tfi skupiny tloh slouzi ke kultivaci zékova dusevniho svéta,
posledni dvé skupiny slouzi k diagnoze trovné zékovych védomosti.

Podle narocnosti reseni tloh pro studenta lze rozlisovat
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1. Cviceni.
2. Ulohy (v uzim slova smyslu).
3. Problémy.

Néazvy skupin, které jsem zde uvedl, vyzaduji vysvétleni. U cvi-
¢eni vystacime pii FeSeni se znalosti postupu, ktery je v podstaté ur-
¢en textem tlohy a ktery by si mél student po precteni uvédomit.
Tyto dlohy maji charakter ,matematického femesla“ a jsou obvykle
prostymi aplikacemi jednoho nebo nékolika algoritmi. U tloh druhé
skupiny feSitel kombinuje vice algoritmii, jejich urceni je podstatou
feSeni tlohy, jde vSak v nich o obvyklou aplikaci teorie. Schopnost Te-
Sit tyto dva typy tloh miiZeme oznacit jako matematickou gramotnost
studenta. Vsichni, kdoz absolvuji prislusny stupen skoly, by méli byt
v tomto smyslu matematicky gramotni.

Problémové tdlohy vyzaduji pti feseni tvorivy pristup. Postup fe-
Senf tlohy neni znam, teSitel hleda cestu k vysledku originalnim zpu-
sobem. Vétsina tloh druhé kapitoly méla charakter problémai.

Je ziejmé, Ze rozliSeni tloh do tii skupin nenf klasifikaci. Uloha,
kterou jeden student vyftesi na zakladé zndmého algoritmu nebo znamé
teorie, mize u jiného studenta vyzadovat tvofivé usili. Problémové
tlohy vyzaduji hluboké soustfedéni, invenci a c¢as. I ilohy tohoto typu
bychom méli zarazovat do vyucovani, nemély by vsak byt pouzity jako
tlohy kontrolni. Typickymi problémovymi tlohami jsou tlohy mate-
matickych olympiad. Takovéto tulohy jsou analogiemi védeckych pro-
blémii.

Vsimnéme si, jakou terminologii uzivaji autofi sbirek, o nichz jsem
psal v predmluvé.

Dag Hruby uziva v nadpisu a v celé knize termin cviceni, v pred-
mluveé vsak pise o 1500 wulohdch. Zavidim Dagovi, ze jen asi u 30 nd-
rocnéjsich z téchto tuloh potrebuji jeho Zaci navod. Emil Calda pise
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o sbirce 1loh, pro néz v textu uziva oznaceni priklady. To jsou v mé
terminologii problémy, pravé tak jako tulohy v praci autoru Svréek —
Caldbek, kteti razi terminy netradicni nebo zajimavé lohy. Vidime
tedy, Ze i v této oblasti neni terminologie Skolské matematiky zcela
jednotna.

3.2 O feSeni uloh

Uvodem pfipomenme dva znamé piibéhy.

Vyznamny francouzsky matematik Henri Poincaré (1854 — 1912)
popisuje zrod Teseni matematického problému takto: Dva tydny jsem
se snazil dokdzat, Ze neexistuje funkce jisté vliastnosti. Kazdy den jsem
zasedal k pracovnimu stolu, stravil zde hodinu, dvé, probiral velké mnoz-
stvi kombinaci a nenachdzel Zadny vysledek. Jednou vecer jsem proti
svému zvyku vypil hrnek cerné kdavy, nemohl jsem usnout, mel jsem
mnoZstvi ndpadu. Zddlo se mi, Ze se setkdvaji, aZ se nakonec dva spo-
qily, aniZ by tzce souvisely. Rano jsem konstatoval existenci jisté tridy
Fuchsovyjch funkci. Zbyvalo formulovat vysledky, coZ mi zabralo jen
néekolik hodin [65].

Bertrand Russell (anglicky filozof a matematik, 1872 — 1970)
vzpomina ve svém zivotopise: Usilovné jsem se snaZil vyresit rozpor
plynouct z paradoxu holice. KaZdé rano jsem si sedl pred prdazdny list
papiru a cely den jen s kratkou prestdvkou na obéd jsem na neéj ziral.
Kdyz prisel vecer, papir byl casto jesté prazdny ... Zddlo se mi ... do-
cela pravdépodobné, Ze celyj zbytek Zivota stravim nad prdazdnym listem
papiru. Jesté neprijemneéjsi bylo, Ze slo o trividalni rozpory a Ze jsem
travil cas tvahami o vecech, které se mezdaji byt hodné systematické
pozornosti (citovano podle [5], s. 113).
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Nékdy se, podle mého nazoru ponékud jednostranné, zduraziuje
role logiky pfi feSeni uloh. Projevuje se to zejména pojetim feseni tiloh
(pfedevsim konstrukénich) ve ¢tytech fazich

1. rozbor,
2. konstrukce,
3. dikaz,
4. diskuse,

pricemz se zdiraznuje, ze ,vlastni Teseni konstruktivni wlohy je de-
duktivng dvaha, jeZ md za cil vyhledat jisté ... objekty“ (|89], s. 144),
a rozbor ma tuto logickou strukturu: ,existuje-li utvar, ktery mdme
sestrojit, pak md tyto ... vlastnosti; hledame tedy rozborem nutné pod-
minky“ (|87], s. 190).

Samoziejmé Ze v rozboru zac¢indme s predpokladem existence
utvaru, ktery hledame, avsak zridkakdy jsme schopni z toho bez dal-
sich predpokladi vyvozovat zavéry. Dolozme to na zcela jednoduché
tloze ze zakladni skoly.

Sestrojte trojiuhelnik ABC, je-li dana velikost a strany BC, velikost
vysky v, a téZnice t, k této strané.

A
Obr. 1
ta Vg
/]
B S P C

V rozboru tedy budeme predpokladat, Ze trojihelnik s pozadova-
nymi vlastnostmi existuje (obr. 1). Vlastni ivaha pak pokracuje napf.
témito cestami:
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a) Narysujeme-li stranu BC (|BC| = a) se stfedem S, pak bod A
lezi na pfimce rovnobézné s piimkou BC ve vzdélenosti v, a na
kruznici s polomérem ¢, se stfedem v bodé S ...

b) Narysujeme-li téznici AS (|AS| = t,), pak body B, C lezi na piimce
SP, kde P je prusecik Thaletovy kruznice s prumérem AS s kruz-
nici k(A;v,) ...

Kurzivou vyznacené ¢asti ivah a, b viibec nejsou véci logiky, ale
napf. véci zkusenosti, intuice nebo experimentovani.

V rozboru kreslime obréazek, vyznacujeme, co je dano, co hle-
dame, dokreslujeme, premyslime o moznych souvislostech, ... az snad
dospé&jeme k népadu, ktery je klicem k feseni tlohy. Rozbor tedy neni
prioritné otazka logiky. V mnoha textech nasSich ucebnic se charak-
terizuje rozbor dosti volné, obvykle bez zduraznéni rozhodujici role
napadu.

Podivame-li se do klasickych praci o feSeni tuloh, napft. do knih
Georga Polyi (|66], [67]) zjistujeme, Ze zminéné ¢tyii faze FeSeni se zde
neuvadéji. Neuvadéji se v mnoha pripadech ani v publikacich o mate-
matické olympiadé (napf. [92]), ani v uéebnicich Eduarda Cecha (napt.
[18]).

Reseni tloh nenf zpravidla ddno predem jasnymi pravidly ¢i do-
konce algoritmy, ale mé charakter tvirci, proto mizeme mluvit o umeéns
resent ulohy. V literature se touto problematikou pochopitelné zaby-
vala fada autoriu. Chtél bych zde pripomenout predevsim praci Uméni
myslet anglického psychologa Grahama Wallase [90], jejiz prvni vydani
je z roku 1926, a na ni navazujici publikaci vyznamného francouzského
matematika Jacquesa Hadamarda | The Mathematician “s Mind] z roku
1944. Ideje v téchto pracech obsazené sahaji ovsem, jak autori uvadeéji,
az k Hermannu Helmholtzovi (1821 — 1894) a Henrimu Poincarému
(1854 — 1912).
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Tito autofi charakterizuji tvaréi mysleni (a feSeni problému tvir-
¢im myslenim je) ¢tyfmi fazemi, které zde pripomenu pocestélymi an-
glickymi nézvy:

1. preparace,
2. inkubace,

3. iluminace,
4. verifikace.

V pripravné fazi feSeni problému jde o studium souvislosti a po-
znavani vztahi. Toto poznani musi uzrat v duSevnim svété fesitele,
aby, Casto po delsi dobé a usilovné dusevni praci, prisel ,,Stastny* na-
pad, ktery vede k feseni problému. Takové feSeni miize pfirozené mit
intuitivni charakter a je tfeba je provérit ditkladnou logickou analyzou.

Pti feseni tloh ve gkole ,,shrnujeme* piipravu, zrani a objeveni né-
padu do tzv. rozboru. Piiprava feSeni tilohy snad byva nékdy ,, vytvore-
na‘“ predchozi vyukou, na zrani problému nebyva obvykle ve skole ¢as
a nelze se proto divit, ze se nékdy rozbor nahrazuje navodem. Je-li
feSeni problémi uménim, nelze je patrné , vtésnat do ¢tyr fazi.

Reseni tloh je pochopitelné vaznym problémem matematického
vzdélavani. Uplatiiovat pritom , kulturni“ zretele znamena dobrou pii-
pravu jejich feseni a spravny odhad jejich obtiZznosti. Forméalné , nauce-
na“ feseni nemaji prakticky zadny vyznam.

Francouzsky matematik Gustave Choquet popsal v publikaci Vznik
teorie kapacit: zamyslent nad vlastni zkuSenosti tviréi hledani védce
takto: Chovdni védce, al’ uZ v matematice ¢i v experimentdlnich véddch
pripomindg chovani prizkumnika v lese, hledd pramen nebo vzdcny druh
hmyzu. Kraci stezickou s napnutymi smysly pripravenymi vnimat pod-
néty. Bez umdlent vyuzivd postranni pésinky. A nekdy se stane zdzrak.
Vydal se za motylem a objevuje poticek, v nemzZ se povaluji valouny
Zlata.
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Snad mohu po tomto ptiznani védce pripomenout myslenku Emila
Caldy, kterou patrné ani nemyslel vazné: Zirdme-li na obrdzek predsta-
vugict rozbor konstrukéni ulohy dostatecné dlouho a stdle nic nevidime,
spojime dva namdtkoveé vybrané body a koukdme, jestli uz néco vidime.
Jestlize ani ted nic nevidime, spojujeme postupné dalsi a dal$i body tak
dlouho dokud néco neuvidime, nebo dokud nevznikne takovd zmét car,
Ze uZ vibec nic vidét nemizZeme. V tomto pTipadé nakreslime puvodni
obrdzek znovu, spojime jiné dva body a cely postup opakujeme ([11], s.
11).

George Polya v této souvislosti piSe: Dobry ndpad je neocekdvand,
ndhld zména pohledu, reorganisace dosavadniho chdpani ulohy vyvo-
land pTesvédcenim, Ze zvoleny postup povede k Feseni problému.

Podstatnou slozkou feseni problémi je ovSem mysleni.

Klasik americké pedagogiky John Dewey ptitom zdaraziuje: Pii-
vodem myslent jsou jisté rozpaky, zmatek nebo pochybnosti. Mysleni
neni Zddnym spontannim spalovdnim, nedochdzi k néemu na zdkladée
,obecngch principi.“ VZdy existuje néco, co je zpiusobuje a vzbuzuje.
Vieobecné naléhdni na dité (nebo na dospélého), aby myslelo bez ohledu
na existenci néjaké obtiZe v jeho vlastni zkusenosti, obtiZe, kterd je
trapi a rusi jeho rovnovahu, je stejné€ nicotné jako rada, aby se samo
vyzdvihlo pomoci svych tkanicek u bot (citovano podle sborniku [72],
s. 96).

Zakladnim problémem feSeni tloh je jejich atraktivnost, jako jedna
z kladnych slozek motivace zaka. Maji-li se zZaci né¢emu naucit, musi
se chtit ucit.
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3.3 O skolni matematice

Inteligentni laik se pii kontaktu s matematikou obvykle stretne se
tfemi ,nepfijemnymi“ skutecnostmi: zvlastnim jazykem, pojmovou
vytiibenosti a logickou strukturou discipliny. Pojmy zahrnuji pouze
to, co je explicitné formulovano v definicich, jediné vyznamné souvis-
losti jsou souvislosti logického charakteru. Je to pravy opak bézného
zivota, kde neni nic definovino a vztahy a souvislosti se odvijeji od
vseho mozného, malokdy v8ak od logiky. Setkani dospélého laika s ¢asti
,hotové” matematické discipliny byva ziidkakdy tspésné. K matema-
tice bychom méli vést déti od utlého mladi, a to pokud mozno zajimave
a prirozené. Nikoliv predkladédnim ¢asti hotové matematické discipliny,
ale jeji konstrukei, kterd by méla vyplynout z feSeni vhodnych tloh.

Po celozivotnich zkuSenostech se mi jevi tcelné zduaraznit téchto
PET P matematického vzdélavani: pamatovat si, pocitat, premyslet,

porozumét, pouzit (obr. 2).
MATEMATICKE
PAMATOVAT S

VZDELAVANI

Obr. 2

Jadrem skolni matematiky by mélo byt rozvijeni mysleni. To vzhle-
dem ke skole zduraznoval napt. némecky filozof Friedrich Nietzsche
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(1844 — 1900): Skola nemd jinou dileZitéjsi ulohu, neZ ucit jasnému
myslent, opatrnému tsudku, konsekventnim zdvérim (citovano podle
[53], s. 45). A nas prirodovédec Jan Evangelista Purkyné (1787 — 1869)
nabada: Méj odvahu myslet! (|68], s. 24). Dnes bohuzel vira v ukldddni
dat na pocitacové disky nahrazuje myslent, vSudyptitomnost informac-
nich databdzi sugeruje demokratizaci védeént, ackoliv je to fakticky vel-
koplosnd nivelizace védéni ([53], s. 39).

Role paméti ve vzdélavani byva mnohymi ,modernimi“ autory
zleh¢ovana. Pamét v8ak je pro tspésné matematické vzdélavani dile-
zita. Ackoliv zZijeme v dobé, kdy si lze bez potizi a rychle nalézt in-
formace prakticky o vSem a mnohé si lze odvodit, nelze se bez paméti
ve vzdélavani obejit. Souhlasim se Zdenkem Kratochvilem, ze clovék
je do urcité miry urcen tim, co md ve své pameti. Pamet je dispozict
nasi mysli, zakladd moznosti Teci i zpisob vnimadnd ([44], s. 144). Pa-
mét hraje zékladni tlohu pii orientaci v nejriznéjsich souvislostech,
v TeSeni uloh, ve schopnostech ziskat ndhled. Zvldsté mensim détem
je pamét tou silou, kterd buduje rostouci schopnost mysli (|44], s. 144,
157). Pamét je uschovdni pochopené a posouzené véci pro budouct pou-
ziti ([41], s. 53). Fantazie, intuice i logika pracuji se zapamatovatelngmi
tdagi (|71], s. 100). ReSeni problémi a tloh neni bez zprostiedkujici
role paméti mozné. Predevsim na rtznych tlohach a hrach je mozné
pamét trénovat.

Zapamatovani nejruznéjsich faktt bez porozumeéni a bez souvis-
losti, napt. jako trénink k riznym ,,védomostnim® soutézim, nema
ovSem valny smysl. Védenim se ... jednotlivosti a pojmy stdavaji te-
prve tehdy, kdyZ jsou vzdjemné propojené podle logickyjch a konzistent-
nich kritérii natolik, Ze jsou ve smysluplném a prezkoumatelném vztahu

(53], s. 25).

Pocitani je tradi¢ni charakteristicka slozka matematiky, ktera je
dnes bohuzel podcenovana. Pritom Zivd bytost, (i ta nejskromnéjsi,
napt. bakterie) komputuje, to znamend, Ze nejenom ,pocitd, kalku-
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luge“, ale provddi také operace, které jsou podrizeny jisté logice a jistym
pravidlim, které sméruji k zachovdni Zivota organizmu (E. Morin).
Petr Vopénka charakterizuje poc¢itanim celou matematiku: Matema-
tika je metodou predpoviddani pomoct formdlnich kalkuli ([84], s. 735).
Pritom formdlnim kalkulem rozumime hru se znaky provadénou podle
néjakiych pevné stanovengch pravidel.

Problémy skolnich numerickych vypoc¢ti jsou dnes teoreticky vy-
feseny pouzivanim kalkulatort a pocitaci, jejich systematické ,,zapoje-
ni“ do matematického vzdélavani vsak neni dosud jasné.

Vratme se jesté k otazce mySleni. Matematika jako vyucovaci
predmét neznamené automaticky kultivaci mysleni. Snad skyté mate-
matika vice prilezitosti k rozvijeni mysleni nez jiné predméty, ale jedna
se pouze o prilezitost, kterou bychom méli vyuzit. Matematika chapana
jako systém formalnich dedukci, jako systém definic, vét a dikaz nebo
na elementarni drovni jako systém vzorcl neni nejvhodnéjsim zakla-
dem pro pristup ke skolské matematice, nebot je i prilezitosti k formél-
nimu ,,zvladani“ matematickych poznatku. Definice, véty, ba i dikazy
se lze naucit, aniz bychom jim rozuméli, tento soubor ,,védomosti* l1ze
reprodukovat u zkouSek. Dobra pamét rozvijena tréninkem se muze
zdat postacujici k osvojeni si minima matematiky. Takovato matema-
tika mysleni nerozviji, ale spise utlumuje, nebot proniknout do struk-
tury vytiibené nékdy i mnohogeneracnim vyvojem nazori na feSeni
urcitého problému mize byt obtizné. Ne tedy studium casti hotové
matematiky, ale poznédvani cest k matematice, jak uz jsem uvedl, je
zékladni prilezitosti k rozvijeni mysleni. Je tedy tcelné vychazet pri
vyucovani z otazek a problémi, dochézet k domnénkam a pokustim
problémy Tesit, poznavat aparat, ktery k tomu potrebujeme, véetné
utvareni a vymezovani pojmu a cest k zdivodnovani tvrzeni. Posledni
tfi body mého presvédcéeni o charakteru matematického vzdélavani
tedy spolu tzce souviseji.
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3.4 O matematické kulture

Zminénych 5P matematického vzdélavani tvoii zaklad matematické
kultury clovéka. Matematickou kulturu miize péstovat u svych zakiu
jak ucitelka prvni t¥idy, tak i vysokoskolsky profesor u svych dokto-
rand.

Clovek s dobrou matematickou kulturou je matematicky gramotny
(ovlada dobfe urcitou oblast matematiky s jejimi pojmy a metodami),
dovede o matematice komunikovat riiznymi zptsoby (ovlada rizné ma-
tematické jazyky) a vidi souvislosti mezi riznymi pojmy a riznymi ob-
lastmi matematiky. O Grovni matematické kultury studenta se muzeme
presvédcit arovni metod, kterymi je schopny fesit problémy. Vynikajici
uroven matematické kultury vykazuje stfedoskolak, ktery je schopen
reSit napf. tlohy matematické olympiady. Pojem matematicka kultura
prirozené nelze definovat, budeme mu rozumét ve smyslu dobra mate-
matika podle Terence Tao, o némz jsem psal v odstavci 1.2. Péstovat
matematickou kulturu znamené ucit vidét korfeny matematiky v rea-
lité (v prirodé, ve spole¢nosti, ale i v matematice samé), poznavat svét
matematickych pojmi, rozumét mu a umét ho aplikovat , kultivované®
a spravné na feseni nejriznéjsich problémii.

O matematické kulture miizeme mluvit na kazdé trovni zvladnuti
matematiky. Ur¢itou matematickou kulturu by mél vykazovat absol-
vent zékladni skoly, jinou absolvent stfedni Skoly, na vyssi drovni pak
absolvent univerzitniho matematického vzdélavani, matematickou kul-
turu by mél mit femeslnik, ale, pochopitelné jinou, i 1ékar, ba i filozof ¢i
umeélec. Je prirozené, ze tyto trovné matematické kultury nema smysl
srovnavat, ale kazdé matematické vzdélavani, které méa vyssi ambice
nez dovést absolventy k zakladni irovni matematické gramotnosti, by
mélo pecovat o kultivaci matematické kultury svych absolventi. 74k
je matematicky gramotny, rozumi-li a umi pouzit zakladni uc¢ivo pfi-
slusné tridy.
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Matematicka kultura se prirozené projevuje kladné nebo zaporné
v praci ucitele ve t¥idé, v individualnich diskusich s nadanymi zéky,
z hlediska matematické kultury muzeme hodnotit u¢ebnice matema-
tiky i matematické monografie.

K matematické kultufe nalezi prirozeny pristup k ucivu tak, aby
nové pojmy zapadaly nenésilné do zakova rozvijejicitho se matematic-
kého svéta, aby jejich pochopeni neztézoval zbyteény pomocny aparat,
aby jednoduché bylo vyvozovano jednoduse.

Elementarni matematika tkvi svymi koreny v realité. Kulturné
koncipovana skolni matematika tuto stranku nezastiré, ale vhodné vy-
wiva. Zak by mél poznat matematiku jako disciplinu, ktera vyrusta
z jeho poznani svéta, a ne jako néjakou umélou konstrukci, které je
nejen diky svému obsahu, ale také pro svij zvlastni jazyk normaél-
nimu ¢lovéku cizi a nesrozumitelna. Napf. proces poznévani jednotli-
vych objekti na strané jedné a proces shrnovani urcitych objektt do
celkll na strané druhé je zarodkem tvofeni pojmi a predobrazem kon-
strukce mnozin v matematice. Mnoziny se nevyskytuji ani v prirodé,
ani ve spolecnosti. Jako matematické objekty jsou to myslenkové kon-
strukce, podnéty k jejich konstrukci jsou vSak casto zcela prirozené.
Zvolené misto muizeme povazovat za mnozinu jeho domt, obyvatel
nebo obchodi, to zélezi na thlu pohledu. Skoln{ tfidu mtZeme inter-
pretovat jako mnozinu zaki, jako mnozinu lavic, nebo jako mnozinu
jejich sportovci. Prvky mnoziny maji urcité charakteristické vlastnosti
a ziidkakdy jde o shrnuti libovolnych objektii do jednoho celku, jak
naznacuje ucebnice matematiky pro gymnazia:

Mnozinou budeme rozumét souhrn néjakych piedméti (objekti).

,2Mnozinové opojeni spjaté s reformou matematického vzdéla-
vani u nas, kdy byla zavedena ,,mnozinova matematika® od prvni tridy
zékladni skoly, zakonité zmizelo, mnoziny jsou dnes prirozenym zékla-
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dem skolni matematiky, jsou zédkladem matematické kultury. Se za-
dostiucinénim muzeme konstatovat, Ze tlohy typu:

Doplnte za promeéennou y ve vete: ,y je pritokem Labe“ z mno-
Ziny Tek oboru proménné y, y € {Upa, Metuje, Orlice, Dunaj, Volha,
Loucnd, Don, Chrudimka, Vih, Vitava, Ohie} tak, aby véta byla prav-
diva
se snad jiz v naSich ucebnicich nevyskytuji.

V soucasné dobé u nés uplathované strukturéalni hledisko, proje-
vujici se napt. sadou ucebnic matematiky pro gymnézia nakladatelstvi
Prometheus, ma prirozené jisté vyhody, student si vSak muze hiife uve-
domovat souvislosti riznych pojmi. Za vSechny jmenujme napf. feSeni
soustav linearnich rovnic o tfech neznamych a studium vzajemné po-
lohy rovin v prostoru (viz kapitola 2) nebo uziti metod analytické
geometrie k feSeni metrickych tloh ve stereometrii.

Zcela jiny piistup ke konstrukeci kurikula uplatiuje singapurska
skola matematiky. Zakladem jeji stavby je feSeni tloh, cel&d koncepce
je naznacena pétitthelnikovym schématem na obr. 3 ([91], s. 33). Je
otazka, jak je v tomto pojeti zabezpecena soustavnost vykladu uciva.
Nicméné neobycejné tispéchy singapurskych studenttt napf. v hodno-
ceni TIMSS ([82]) a v olympiadéach prokazuji Zivotaschopnost tohoto
pojeti.
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Déjiny lidstva nejvic formovala matematika, historie, filosofie a te-
ologie, tedy nepraktické obory bez vlastnich patentii.
Véclav CILEK ([14], s. 156)

Matematika je krasna. Co bylo pravda vcera, je pravda i dnes.

Jaroslav KURZWEIL

Uci-li ucitel vSechny své zaky stejnym zptsobem, poc¢ina si podobné
jako lékar, ktery by stejnym zptisobem 1écil vSechny své nemocné.
Stanislav KOMENDA (]40], s. 22)

Hnaci silou matematickych objevi neni uvazovani, ale pfedstavi-
vost.

August de MORGAN (citovano podle Soifer [74], s. XIII)
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V Cing mél jeden nosi¢ dvé velké hlinéné nadoby. Visely na
obou koncich klacku, ktery nosil na krku. V jedné byla prasklina,
naproti tomu ta druha byla dokonalé a vzdy nesla plnou miru vody.
Na konci dlouhé cesty od potoku k domu méla praskla nadoba vodu
uz jen do polovicky.

Dva celé roky to takto $lo, nosi¢ vody nosil do domu kazdy
den jeden a pul nadoby vody. Samoziejmé dokonald nadoba byla
pySna na svuj vykon, vzdyt to délala dokonale. Ale chudak praskla
néadoba se stydéla za svou nedokonalost a citila se uboze, protoze je
schopna jen poloviéniho vykonu.

Po dvou letech souzeni oslovila nosice: Stydim se, protoze voda
tece po celou cestu domu. Nosi¢ ji odpovédél: Vsimla sis, ze kytky
rostou jen na tvé strané chodniku a ne na strané druhé? Veédeél jsem
o tvém nedostatku a na tuto stranu cesty jsem rozséval semena
kvétin. To ty jsi je kazdy den zalévala. Dva roky sbiram tyto krasné
kvétiny, abych si ozdobil still. Kdybys nebyla takova, jaka jsi, tak
by tato krasa nemohla rozzarit mij domov.

Vsichni mame osobité chyby. Vsichni jsme prasklé nadoby. Ale
tyto praskliny a chyby, které jsou v kazdém z nés, tak délaji nas
zivot zajimavym a vzacnym. Jen kazdého musime prijmout tako-
vého, jaky je, a vidét v ném to dobré. To nejlepsi pieji vSem svym
prasklym nadobam — prateliim.
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