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1. UVOD

Problematika vyuky matematiky a vysledk( nasich Zakl v matematice je v popredi zajmu odborné i laické
vefejnosti jiZz po fadu let. Pfispivaji k tomu i pomérné Spatné vysledky mezinarodnich testovani z matematiky.
V ramci projektu GA CR Kritickd mista matematiky, analyza didaktickych praktik ucitel jsme si poloZili otazku,
zda existuje néjaka oblast (oblasti), v které maji Zaci zejména obtize, a jaké konkrétni obtiZe to jsou. Vychodiska
nasi prace byly ctyfi.

Za prvé se jedna o sekundarni analyzy vysledk( mezindrodniho srovndvaciho vyzkumu TIMSS 2007 z matematiky
pro 8. ro¢nik (Rendl, Vondrovd, 2014) a analyzy obecnych vysledk( vyzkum TIMSS z jinych let a vyzkumu PISA.
Tak jsme ziskali konkrétni poznatky o tom, jaké typy uloh jsou pro nase zZaky obtizné.

Za druhé se jednd o vysledky hloubkovych rozhovori se zkusenymi uciteli zakladni Skoly, jejichZ primarnim cilem
bylo zjistit, jaké oblasti matematiky zakladni Skoly povazuji pro nase zaky za obtizné. Vysledky jsme shrnuli
v monografii (Rendl, Vondrova a kol., 2013). Ucitelé jako kritické identifikovali vesmés ty oblasti, které se jako
kritické objevily i v mezinarodnich srovnavacich vyzkumech, ale také nékteré nové (napr. konstrukéni dlohy).

Za treti jsme pFipravili a realizovali kvantitativni Setfeni formou online dotazniku pro ucitele 1. stupné a ucitele
matematiky zak( nizsich sekundarnich skol. Jeho hlavnim cilem bylo do jisté miry ovéfit zjisténi z rozhovoru
s uCiteli. Podrobnéji se mu vénujeme v kap. 3.

Témata uvedena v kap. 4 aZ 8 patfi mezi ta, kterd ucitelé popisovali jako pro zaky nejobtiznéjsi a ktera se jako
obtiznd jevi i v mezinarodnich testovdnich. Pro tato témata jsme pfipravili sady uloh, které jsme zadali
omezenému vzorku Zakd, v matematice spiSe pramérnych (ovsem bez zdvaznych diagndz branicich jim
porozumét matematice zakladni Skoly), abychom zjistili, v ¢em spociva podstata jejich obtiZznosti a v ¢em maiji
konkrétné Zaci potize (Ctvrté vychodisko). Pouzili jsme metodu hloubkového rozhovoru s Zdky, protoze jen tak
bylo mozné ziskat podrobné informace, jak Zaci ulohy tfesi a v ¢em konkrétné maji problémy. Vysledky jsme
shrnuli v knize (Vondrova, Rendl a kol., 2015). Praveé z této knihy zejména vychazime pfti zpracovani tohoto textu;
zpracovavame dosazené vysledky zplsobem, ktery, jak doufame, bude pristupny béznému uditeli matematiky,
ktery se zamysli nad tim, jak pomoci svym Zaklm pochopit matematiku.

Co tedy Ctenaf vtomto textu nalezne? U kazdého z obtiznych témat uvadime kromé souvisejicich vystupl
z Rdmcového vzdélavaciho programu pro zakladni vzdélavani: a) ulohy (nejen)z mezinarodnich testovani, v nichz
nasi Zaci dosahli horsich vysledk(, b) diagnostické ulohy, které jsme pouZili pro zjisténi obtizi zakd, c) konkrétni
obtize zakd s navrhem metodickych doporuceni, d) doporucenou literaturu. Metodickd doporuceni vychazeji
nejen z naseho vyzkumu v ramci projektu GA CR, ale také z vysledk(i dalsich existujicich vyzkumi (ty jsou
podrobnéji zpracované v obou knihach (Rendl, Vondrova a kol., 2013, Vondrova, Rendl a kol., 2015); zde se k nim
nevracime). Tento text je mozné do zna¢né miry chapat jako doplnék druhé ze zminénych knih, na kterou se také
na prislusnych mistech odkazujeme. Pro jednoduchost se na ni budeme odkazovat slovem Kniha napsanym
kurzivou.

Na zaveér nékolik poznamek nutnych pro pochopeni textu.

Obtize formulujeme bez ohledu na to, jak ¢asto se mohou objevovat. Za prvé je takika nemoziné je néjak
kvantifikovat, zda druhé se domnivame, Ze to neni nezbytné. Chceme totiz dat uciteliim repertoar obtizi, které
se mohou projevit, a k tomu pfipadna doporuceni. V Zadném pripadé se vsak nejedna, a ani nemUze jednat,
o Uplny prehled problémd, s nimiZ se u Zakd v danych tématech miZeme setkat.

Mluvime-li o rozhovorech, mame na mysli vySe zminéné hloubkové rozhovory s zaky. Nékdy také uvadime Uryvky
z téchto rozhovord. V nich pouzivdme pismeno T pro promluvu, kterou pronesl tazatel, a celé kfestni jméno pro
Casti fecené Zakem. U jmen Zak( pouzZivame pseudonymy. Pfi prvnim vyskytu jména uvadime do zavorky roénik
zaka.

Odkazy na RVP pro zakladni vzdélavani se vztahuji k dokumentu platnému od 1.9.2013.



Obtize nasich zakd dokumentujeme jejich vysledky pfi feSeni Gloh z nékolika typl testovani. Jednak
mezindrodnich TIMSS a PISA (viz stranky www.csicr.cz), jednak narodnich. Zde vychazime zejména z vysledkl
testovani centra CERMAT (viz stranky http://www.cermat.cz/projekty-archiv-1404034774.html) a vradmci

projektu Kalibro (www.kalibro.cz). Je vSak tfeba si uvédomit, Ze tyto zdroje jsou natolik rGzné, ze nemUzeme
jejich vysledky hodnotit stejné. Zatimco mezinarodni vyzkumy pracuji s peclivé vybranym vzorkem Zaka, ktefi
maji reprezentovat celou zakovskou populaci daného véku, narodni vyzkumy zpravidla pracuji s omezenym
vzorkem Zaka.

Jak u projektu Kvalita (CERMAT), tak u projektu Kalibro se jedna o Zaky, jejichz Skoly je k testovani samy pfihlasily.
Testovani CERMATu vsak zahrnulo mnohem vys$si pocty Skol, v pribéhu projektu podet testovanych Zakl
dosahoval desitek tisic zakd. Slo vidy o vice nez 50 % (a nékdy aZ 90 %) 7dkovské populace daného roéniku
v kazdém zucastnéném kraji. V projektu Kalibro Slo o pocty rfadové nizsi. Konkrétni pocty zak( uvadime
u jednotlivych uloh.

Lze predpokladat tendenci, Ze do testovani se prihlasi spiSe Skoly, které ocekavaji dobré vysledky svych zaka. Tim
je pak ovlivnéna reprezentativnost vysledk(l vzhledem k celé Zakovské populaci. Domnivame se vsak, Ze i tak jsou
vysledky téchto testovani cenné, protoze poukazuji na typy uloh, které jsou pro nase zaky tak ¢i onak obtizné,
a mohou vést k ivaham, jak zménit vyucovani, aby Zaci témto uloham rozuméli lépe.

Tento text je urcen ucitellm matematiky a uciteldm 1. stupné, ktefi premysleji o tom, jak svym zakim pomoci
pfekonavat obtiZe a rozvijet jejich porozuméni matematice. Nepoddva definitivni ndvody, pomoci nichz se podafi
Zakovské obtize napravit. Nedotyka se vSech problematickych mist, ani neuvadi dplny vycet obtizi, které mohou
u zakl nastat. Doufame v3ak, Ze mize rozsifit a prohloubit pohled na mozné problémy, které Zaci s porozuménim
ucivu maji, a umoznit tak ucitelim zretelnéjsi reflexi jejich vlastnich zkuSenosti.

Podékovani: Text byl vypracovan v ramci projektu GA CR P407/11/1740 Kritickd mista matematiky na zakladni
Skole, analyza didaktickych praktik uciteld.


file:///C:/Users/Naďa/AppData/Local/Temp/www.csicr.cz
http://www.cermat.cz/projekty-archiv-1404034774.html
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2. KRITICKA MISTA MATEMATIKY ZAKLADNi SkoLY oCIMA

CESKYCH UCITELU

Za tzv. kritické jsme oznadili oblasti, v nichZ Zaci ¢asto a opakované selhdvaji, jinak fe¢eno, které nezvladnou na
takové Urovni, aby se jejich matematicka gramotnost produktivné rozvijela a také aby mohla byt tvorivé uzivana
v kazdodennim Zivoté. V rdmci hloubkovych rozhovor( jsme zjistovali, jaké oblasti povazuji za kritické ucitelé
1. stupné i ucitelé matematiky nizsiho stupné sekundarniho vzdélavani.

Ucitelé 1. stupné hovofili o obtizich zakd v oblasti aritmetickych operaci, konkrétné pocitani s prechodem pres
desitku, déleni se zbytkem a algoritmu pisemného déleni dvojcifernym délitelem. V oblasti geometrie si stéZovali
na problémy v oblasti rysovéni a zjistovani obvodu a obsahu. Kromé toho, pro nas trochu pfekvapivé, zminovali
i jednu z matematickych konvenci, a to zaokrouhlovani. Ucitelé obou stuprid Skol zddrazriovali obtize zaku
v oblasti slovnich uloh.

Ucitelé matematiky zminovali jako kritické chapani desetinnych cisel, zlomk( i celych Cisel, s dlirazem na
problémy v oblasti pocetnich algoritm( s témito Cisly. Nejvice byly tematizované jako obtizné algebraické vyrazy,
avsak spise v oblasti Uprav algebraickych vyraz( nez v procesu algebraizace (matematizace slovni ulohy). Ucitelé
matematiky za obtizné povazovali i konstrukéni dlohy a vypoctovou geometrii (tedy zjistovéni obsahu, objemu
a povrchu).

Jak je vidét, problémy Zaka se podle ucitell objevuji témér ve vsech tématech, ktera se na zakladni skole vyucuiji.
Nebylo v nasi moci podrobné prozkoumat s zaky vSechna. Pri vybéru témat pro vyzkum s zZaky jsme vychazeli také
z vysledkl mezindrodnich srovnavacich studii. Napf. sekundarni analyzou Gloh TIMSS 2007 a Uspésnosti nasich
7ak( v nich jsme zjistili (Rendl, Vondrovd, 2014), 7e v Sesti Ulohdch z domény Cislo, v nichi se pracuje
s desetinnymi Cisly, maji nasi zaci dobré vysledky (v priméru 20 % nad mezindrodnim pramérem). Jen v péti
ulohach, v nichz se desetinna Cisla objevuji v kombinaci se zlomky, klesa odstup od mezinarodniho priméru na
Cesky standard +9 %. TakZe zadna uloha s desetinnymi Cisly nepatfi mezi nami vymezené slabé ulohy a ve
vyzkumu jsme se nadale soustredili spiSe na problémy ceskych Zak( se zlomky. Jediné oblast konstrukcnich tloh
se neobjevuje v mezinarodnich srovnavacich vyzkumech (protoze tam zadné ulohy konstrukéniho typu nejsou
zatrazovany), ani ji neni vénovana prakticky Zadna vyzkumna pozornost, a to ani v zahranici. Ucitelé obou stupnili
Skol vsak konstrukéni ulohy jako problematické misto zmiriovali opakované a zdiraznovali jejich dllezZitost
v ramci Skolni geometrie. Proto jsme se rozhodli i tuto oblast s zaky prozkoumat. Tento text se tedy bude
podrobnéji vénovat tématim uvedenym v tab. 2.1.

Tab. 2.1: Matematickd témata vybrana pro vyzkum s Zaky

1. stupeni ZS 2. stupent ZS
Aritmetika Slovni ulohy Zlomky
Algebra Algebraické modelovani a Upravy algebraickych vyrazi

. Konstruk¢ni dlohy
Geometrie

‘ Mira v geometrii (obsah, objem)

Pokud se ctenar zajima o nazory (vesmés) zkuSenych uditell z praxe, pak jej odkazujeme na knihu (Rendl,
Vondrova a kol., 2013), kterd obsahuje vysledky analyz rozhovorl s uditeli 1. stupné i uciteli matematiky
z rlznych hledisek, didakticko-matematickych i psychologickych.



3. ONLINE DOTAZNIK PRO UCITELE

Na zékladé vysledk( rozhovor( s uditeli tykajicich se kritickych mist matematiky zakladni skoly jsme pfipravili
kvantitativni Setfeni formou online dotazniku pro ucitele 1.stupné a ucitele matematiky Zak( nizsich
sekundarnich Skol. V prvni ¢asti dotazniku se ucitelé méli vyjadrovat k rGznym vyrokim tykajicim se kritickych
oblasti matematiky na ¢tyfstupriové Skale od , Uréité souhlasim® az po ,Ur¢ité nesouhlasim®. Ve druhé ¢asti byly
zafazeny oteviené otazky. Ucitelé se méli vyjadrit ke konkrétnim Uloham a napsat, jakych nejcastéjsich chyb se
budou Zaci daného véku pravdépodobné dopoustét. Zatimco prvni a druha ¢ast byla odlisna pro ucitele 1. stupné
a ucitele matematiky 2. stupné, posledni ¢ast dotazniku byla spole¢nd. V ni byly poloZeny otdazky tykajici se vlivu
dil¢ich psychickych a socialnich faktor( na Uspéch v matematice (napf. pisobeni rodiny a skoly, nadani, motivace,
pocitu osobni kompetence zaka), parametrl vyuky (napf. vztahu vyuky k praktickému Zivotu, zplisobu prezentace
latky, vyuzivani domacich tkold). Cast otazek se tykala také rozdild mezi divkami a chlapci a s nimi spojenych
stereotypu (napf. co se tycCe sebedlvéry v matematice, postoju k ni, nadani, pile). UcCitelé se opét vyjadfovali na
skalach postihujicich miru souhlasu, nebo pfiklonu k jednomu z faktord tvoricich bipolarni skaly.

Informace o dotazniku byla zaslana elektronicky na véechny zakladni $koly a osmiletd gymnazia v Ceské republice
a dale o ném byli informovani konkrétni ucitelé, s nimiz maji reSitelé projektu kontakt. Od ¢ervna do zari 2014
jsme ziskali cca 645 vyplnénych dotaznik(l od ucitel( 1. stupné a cca 280 od uciteld matematiky (viz tab. 3.1).
Pocet uciteld, ktefi vyplnili jednotlivé polozky dotazniku, kolisal od 570 do 645 v pfipadé ucitell 1. stupné a od
248 do 280 v pripadé ucitelll matematiky nizsiho stupné sekundarniho vzdélavani. Vybér uditeld neni samoziejmé
reprezentativni, ic¢astniky vsak miZeme povaZzovat za ucitele aktivni, ktefi se zajimaji o vyuku matematiky. Jejich
nazory maji tedy svou vahu.

Tab. 3.1: Respondenti online dotazniku pro uditele 1. stupné a ucitele matematiky nizsiho stupné sekundarniho vzdélavani!

Ucitelé 1. stupné Ucitelé matematiky 2. stupné

Aprobovani ucitelé 88 % 89 %

Délka praxe

do 5 let 12% 8%

vice nez 5 let az 10 let 8% 12 %

vice nez 10 let az 20 let 31% 31%

vice nez 20 let az 30 let 35% 34 %

vice nez 30 let 15% 16 %

Nize uvedeme vysledky online dotazniku v jednotlivych oblastech, a to viceméné bez komentafe.2 Domnivédme
se, Ze pro Ctendre (ucitele) mlzZe byt zajimavé na otazky dotazniku si odpovédét a srovnat své reakce s reakcemi
dalSich uciteld. Ovsem na tomto misté upozornime, Ze vyssi cetnost odpovédi nemusi nutné znamenat, Ze jeji
autori maji ,,pravdu”, a pokud jsme to dosud délali jinak, méli bychom se priblizit vétSiné. To plati napf. pro
strategii vyhledavani tzv. signdlnich slov pro feseni slovnich uloh (jak je uvedeno v kap. 6). Spise bychom to méli
brat jako vyzvu k zamysleni.

1 Soucet neni chybou zaokrouhleni 100 %. Skladba délky praxe je u obou stuprid kol pozoruhodné podobna.
2 5 komentarem se ¢asti dotazniku objevuji v dal3ich publikacich Fesitell projektu GA CR, mj. také ve zmifiované Knize.
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3.1 ODPOVEDI UCITELU 1. STUPNE

urcité | spise spise urCité | nemam
. celkem
nesou- | nesou- | souhla- souhla- | zkuse- .
ucitell
hlasim | hlasim | sim sim nost
1. Obliba matematiky jako pfedmétu v priibéhu
1. stupné Z8 vyrazné klesa. 19,4% [53,4% [22,8% |3,6% |0,8% |644
Zaokrouhlovani
2a. Zaci maji se zaokrouhlovénim problémy, protoze
v ném nevidi Zadny konkrétni smysl. 22,7% [50,1% |19,6% |[3,6% |4,0% |643
2b. Pravidla pro zaokrouhlovani musim zakim
opakované pripominat, ackoliv s jejich pochopenim
nemaji vétsi problémy. 10,1% [32,0% (42,3 % 11,0% |4,5% | 643
Prechod pies desitku
3. Poditani s prechodem pres desitku je potfeba
vénovat zvlastni pozornost. 39% [11,5% |258% |57,9% |0,9% |643

Déleni se zbytkem

4a. Porozuméni operaci déleni se zbytkem zavisi na
dokonalém zvladnuti malé ndasobilky. 20% |3,8% |152% |759% [3,1% |607

4b. Déleni se zbytkem se Zaci vétsSinou predem obdvaji. |13,8% |47,5% [26,9% |57% |6,1% |609

4c. Pro dlikladné porozuméni operaci déleni se
zbytkem pouzivam rlizné manipulativni ¢innosti
s predméty (modelovani). 1,8% |[76% [326% |51,1% (6,9% |607

4d. Hlavni pti¢inou probléma pfi pisemném déleni je
nedostatecna znalost malé nasobilky. 12% |58% [309% |57,8% (4,5% |606

Pisemné déleni a nasobeni

5a. Pri zavadéni pisemného déleni necham Zaky podilet
se na vytvareni algoritmu. 2,5% [13,3% |45,5% 28,5% [ 10,2 % | 600

5b. Nejvétsi problémy pfi pisemném nasobeni plynou
z nepochopeni zapisu Cisla v desitkové soustavé
(jednotky, desitky atd.). 76% |350% |40,1% |10,4% [6,9% |606

Geometrie — rysovani

6a. Podstatou geometrie na prvnim stupni je rysovani. |14,5% |35,7% [34,0% |155% |0,3% |600

6b. Bez porozuméni zakladnim pojmUim v geometrii
(bod, usecka, ptimka, poloptimka) nelze pokracovat
s dalsim geometrickym ucivem (trojuhelnik, ¢tverec,
atp.). 52% [135% |33,0% |482% [0,2% |600

6¢. Zaci, ktefi jinak v matematice vynikaji, maji ¢asto
problémy s rysovanim. 12,3% |54,3% [26,2% |50% |2,2% |600

6d. Dnesni Zaci maji stale vétsi potize s ovladanim
rysovacich potieb. 3,3% [16,4% |47,4% |[31,3% |1,7% |604




uréité | spise spise uréité | nemam
. celkem
nesou- | nesou- |souhla- souhla- | zkuse- o
. i i i uciteld
hlasim | hlasim | sim sim nost

Vypocty v geometrii (obvod, obsah)

7a. Zaci potfebuji mnemotechnickou pomdicku, aby si
uvédomili geometricky vyznam slov ,,obsah” a ,,obvod”. |3,3% [13,9% |39,1% |37,9% |57% |575

7b. Zaktim se pletou slova obsah a obvod, i kdy?
podstaté pojmu jiz rozuméji. 19% (19,1% (47,9% 24,5% (6,6 % |576

7c. Vypocet obvodu a obsahu mnohouhelniku ukazuji v
redlné situaci a z ni vyvodim vzorecky. 1,4% (23% [22,2% |61,5% |12,6% |571

7d. Zaci jsou netispésni v tlohach vedoucich k vypoctu
obsahu a obvodu, protoZze neumi sprdvné pfriradit
odpovidajici vzorec k danému ukolu, tzv. ,si pletou
vzorce”. 23% (224% |482% |18,1% [9,0% |575

Slovni ulohy

8a. Pro Uspésné reseni slovnich dloh je nezbytné, aby
Zaci méli zautomatizované pocetni spoje. 6,8% [22,8% |36,5% [33,2% |0,7% |570

8b. Pro feseni slovnich uloh je dualezité reseni vzorovych
(typovych) uloh. 39% (12,8% |51,5% |31,5% [0,4% |569

8c. Strucny zapis zadani slovni ulohy je pro porozuméni
Uloze nezbytny. 58% [229% |40,0% [30,9% (0,4% |567

8d. Slozitéjsi slovni ulohy vyrazné prispivaji k tomu, zZe
obliba matematiky jako predmétu vyrazné klesa. 58% |41,4% |42,7% |7,6% |2,5% |567

8e. VysSi Uspésnost pfi feSeni slovnich uloh poukazuje
na vyssi rozumové predpoklady Zaka. 25% |11,5% |53,6% |30,9% [1,6% |567

8f. Pri vyuce slovnich uloh vedu zaky k tomu, aby v
uloze vyhledali slova, kterd signalizuji pocCetni operaci. |2,5% [4,7% |37,6% |54,5% [0,7% |569

8g. Zaci, ktefi maji problémy s feenim slovnich tloh,
jsou Casto Spatnymi ¢tenafi. 30% |16,8% |453% (339% [1,1% |567

Z nasledujicich deviti vyrokt méli ucitelé vybrat maximalné tfi, které podle nich vyjadruji nejlépe rozdil mezi zaky,
ktefi jsou Uspésni v feseni slovnich uloh, a zaky, ktefi Uspésni nejsou. Vyroky jsou sefazeny podle cetnosti vybéru.

Slovni ulohy (celkem ucitel 590)

Zaci, ktefi jsou velmi Gspésni v fedeni slovnich tloh, se od svych méné tspésnych spoluzaka lisi
zejména v schopnosti propojit text slovni tlohy s jeji matematickou strukturou. 71,9%

Z4ci, ktefi jsou velmi Uspésni v Feeni slovnich tloh, se od svych méné Gspésnych spoluzaka lisi
zejména v schopnosti pracovat systematicky. 38,6 %

Zaci, ktefi jsou velmi Gspésni v fedeni slovnich tloh, se od svych méné Gspésnych spoluzaka lisi
zejména v schopnosti stanovit si predem postup feseni. 38,1%

Z4ci, ktefi jsou velmi Gspésni v Fedeni slovnich uloh, se od svych méné Uspésnych spoluzak lisi
zejména v schopnosti vysvétlit feseni slovni Glohy. 31,0%

Zaci, ktefi jsou velmi Gspésni v fedeni slovnich tloh, se od svych méné Gspésnych spoluzaka lisi
zejména v schopnosti udrZet v paméti vSechny potrfebné Ciselné udaje a kontext. 23,1%




Z4ci, ktefi jsou velmi Usp&3ni v Fedeni slovnich tloh, se od svych méné Uspédnych spoluzaka lisi
zejména v rychlosti rozpoznani matematické struktury ulohy. 21,4 %

Zaci, ktefi jsou velmi Gspésni v fedeni slovnich tloh, se od svych méné Gspédnych spoluzaka lisi
zejména v schopnosti vyfesit matematicky nebo textové neobvyklé (nerutinni) slovni tlohy. 21,0%

Z4ci, ktefi jsou velmi Usp&3ni v Fedeni slovnich tloh, se od svych méné Uspédnych spoluzaka lisi
zejména v schopnosti zapamatovat si sled dil¢ich krok( Feseni. 20,7 %

Zaci, ktefi jsou velmi Gspésni v fedeni slovnich tloh, se od svych méné tspésnych spoluzaka lisi
zejména v rychlosti potfebnych vypoctl. 11,5%

3.2 ODPOVEDI UCITELU MATEMATIKY 2. STUPNE

urcité spise spise uréité | nemam
. celkem
nesou- nesou- |souhla- | souhla- | zkusSe- o
, . i i ucitell
hlasim hlasim | sim sim nost

Zlomky

1a. Zaci se na konci dochazky na zakladni $kolu
zlomka zpravidla obavaiji. 8,9 % 30,6 % [46,5% | 12,2% |1,8% |271

1b. Aby Zaci uméli fesit Ulohy se zlomky, je dllezité,
aby chdpali podstatu pocetnich algoritmi pro scitani
a odcitani zlomkd, tedy proc algoritmy funguiji. 1,1% 51% |36,0% |56,6% [1,1% |272

1c. Aby zaci uméli resit ulohy se zlomky, je dullezité,
aby chépali podstatu pocetnich algoritm( pro
nasobeni a déleni zlomkd, tedy proc algoritmy
funguji. 1,5% 70% |356% |548% [1,1% |270

1d. Operace scitani a od¢itani zlomkd ucim pomoci
model(, napft. kolace nebo cokolady. 2,2% 6,3% |34,4% |56,3% (0,7% |270

le. Zaci hife rozuméji zlomkGm vétsim nez 1
a operacim s nimi nez zlomkim mensim neZ 1
a operacim s nimi. 12,2 % 40,6 % |32,8% |13,3% [1,1% |271

7 wvs

Zaporna cisla

2a. Aby Zaci uméli fesit ulohy se zapornymi Cisly, je
dllezité, aby chapali podstatu pocetnich algoritmi
pro scitani a odcitani zapornych Cisel, tedy proc

algoritmy funguiji. 2,3% 81% |31,9% |56,9% [0,8% |260

2b. Aby Zaci uméli fesit ulohy se zapornymi Cisly, je
dilezZité, aby chapali podstatu pocetnich algoritma
pro nasobeni a déleni zapornych Cisel, tedy proc

algoritmy funguiji. 2,7 % 88% |350% |52,7% [0,8% |260

2c. Bez modell (napt. teplomér, platebni bilance,
Ciselnd osa) zaci neporozuméji scitani a odcitani
zapornych Cisel. 1,9% 85% |40,0% |48,8% [0,8% |260




urcité spise spise uréité | nemam
celkem
nesou- nesou- |souhla- | souhla- | zkuse- o
. . , , ucitell
hlasim hlasim | sim sim nost
Algebraické vyrazy
3a. Pro porozuméni Upravam algebraickych vyrazi
pomaha zaklm poukazovani na souvislosti s
pfislusnymi dpravami Ciselnych vyraz(. 1,6 % 32% |359% |56,6% (2,8% |251
3b. Pro porozuméni Gpravam algebraickych vyraz(
pomdha Zzakim metafora ,jablitka a hrusticky”, tj.
nahrazovani pismen abstraktnich proménnych
konkrétnim pfedmétem (nebo presnéji jeho nazvem). | 1,6 % 48% |30,4% |60,4% [2,8% |250
3c. U algebraickych vyraz( vyuZivam jejich
geometrickd znazornéni (geometrické reprezentace). |7,1% 349% |34,9% |13,5% [9,5% | 252
3d. Ulohy na zobecriovani éiselnych pravidelnosti
(napf. ¢iselnych rad) jsou pro pochopeni proménné
daleZité. 0,4 % 14,9% | 55,4% |20,9% |8,4% |249
Slovni ulohy
4a. Pfi vyuce slovnich uloh zakim doporucuji, aby
v Uloze vyhledali slova odkazujici k urcité pocetni
operaci. 4,1% 17,2% |43,0% |33,6% [2,0% |244
4b. Pro feseni slovnich uloh je dulezité feseni
vzorovych (typovych) uloh. 0,4% 74% [393%(529% |- 244
4c. Zapis zadani slovni ulohy (slovy nebo obrazkem) je
pro proces Zakovského feseni dlleZity. 0,8% 20% [250% (72,1% |- 244
4d. Je dulezité vyucovat slovni tlohy podle
jednotlivych typ(. 2,5% 15,6 % [52,9% | 29,1% |- 244
Programy dynamické geometrie
5a. PouZiti programi dynamické geometrie prispiva k
porozuméni zakd geometrii. 2,0% 82% |36,3% |20,4% |33,1% |245
5b. Programy dynamické geometrie ve své vyuce
pouzivam. 9,4 % 15,1% | 26,1% | 15,5% |33,9% | 245
5c. Programy dynamické geometrie maji Zaci sami
pouzivat az po zvladnuti dané latky klasicky, tj.
,,S tuzkou a papirem”. 2,1% 22,6 % | 28,4% | 14,0% |32,9% | 243
Vypocty v geometrii — obsah, objem, povrch
6a. Vzorce pro obsah trojuhelniku, kosodélniku
a lichobézniku vidy odvozuji nebo vedu Zaky k tomu,
aby je odvodili. 0,4% 32% [27,5% |68,0% |0,8% |247
6b. Vzorce pro objem a povrch kolmych hranold
odvozuji nebo vedu zaky k tomu, aby je odvodili. 0,8% 1,6% [28,7% [67,6% |1,2% |247
6¢. Vzorce pro objem a povrch valce odvozuji nebo
vedu Zaky k tomu, aby je odvodili. 0,8% 24% [27,1% |68,4% |1,2% |247
6d. Vzorce pro objem a povrch jehlanu odvozuji nebo
vedu Zaky k tomu, aby je odvodili. 1,2% 49% |36,8% [53,8% |3,2% |247
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urcité spise spise uréité | nemam
. celkem
nesou- nesou- |souhla- | souhla- | zkuse- o
. . , , ucitell
hlasim hlasim | sim sim nost
6e. Vzorce pro objem a povrch kuZele odvozuji nebo
vedu Zaky k tomu, aby je odvodili. 2,0% 10,2% |37,8% |46,7% |3,3% |246
6f. Zaci jsou nelisp&3ni v tlohach na vypolet obsahu a
objemu, protoZe neznaji pfislusné vzorce. 53% 30,4% (39,3% |24,7% |0,4% |247
6g. Zaci nechapou, co to je obsah Gtvaru. 14,2 % 51,0% |28,7% |6,1% |- 247
6h. Zaci nechapou, co to je objem. 16,7 % 54,9% |22,4% |57 % |- 246
6i. Zaci u Gloh na vypodet objemu a obsahu pfilis
spoléhaji na vzorce. 1,2% 17,1% |54,5% [ 25,6 % | 1,6 % |246
Konstrukeni tdlohy
7a. Je duleZité, aby se Zaci naucili zapsat postup
reseni konstrukcnich dloh pomoci matematickych
znacek. 1,2% 20,1% |44,3% |33,6% |0,8% |244
7b. Nejobtiznéjsi ¢asti feSeni konstrukénich uloh je
rozbor. 3,3% 19,3% (34,4% [41,8% |1,2% |244
7c. Je dlleZité, aby Zaci provadéli geometrické
konstrukce pomoci rysovacich pomcek. 0,4 % 58% (22,7% |70,2% |0,8% |242
7d. Pri feseni konstrukénich uloh je potreba, aby Zaci
nejdrive udélali nacrtek, pak zapsali postup
konstrukce a nasledné udélali vlastni konstrukci. 4,1% 19,3% [36,9% [39,3% |0,4% |244

3.3. ODPOVEDI UCITELU OBOU STUPNU SKOL — CAST PSYCHOLOGICKA

V grafu na obr. 3.2 jsou shrnuty odpovédi ucitelll, ktefi méli oznacit faktory, které se podileji na Zakovskych

vykonech. Polozky v dotazniku vypadaly tak, jak je uvedeno na obr. 3.1.

Na dobrych Zakovskych vykonech v matematice se podili fada faktord. Rozhodnéte u kazdé skaly, ktery z

faktort se podle Vs silnéji podili na dobrych vykonech Zaki.

vdhu, oznacte stred Skaly.

Napf. pokud u prvni poloZky posunete ukazatel doleva, pak prikidddte vétsi vahu naddni.

nadani, inteligence[-3]

porozuméni[-3]

skola, vyukal-3]

pfiméreny vnéjii tlak na 7aka[-3]

zazitek uspéchul-3]

vyklad utitele[-3]

[otD1]
v

[otD2]
v

[o0tD3]

[otD4]
|

[otD5]
v

[0tD6]
v

[+3]pile, motivace

[+3]pamé&tni nauceni

[+3]rodina, domaci pfiprava

[+3]vnitFni zdjem o matematikuy|

[+3]obava z neuspéchu

[+3]objevovani Zika

Obr. 3.1: Polozky dotazniku tykajici se faktord podilejicich se na vykonech zak( v matematice
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Nadani, inteligence (-3) x (3)pile, motivace

Porozumeéni (-3) x (3)pamétni nauceni

Skola, vyuka (-3) x (3)rodina, domaci 1 .
pfiprava m]. stupen

- o ews , e, 2. stupen
Pfiméteny vnéjsi tlak na zéka (-3) x (3)vnitini
zajem o matematiku

Zazitek tispéchu (-3) x (3)obava z netspéchu

Vyklad ucitele (-3) x (3)objevovani zaka

Obr. 3.2: Faktory podilejici se na dobrych vykonech Zdkd v matematice

Graf obr. 3.2 je obtiZnéj$i na pochopeni neZ data v tabulce, proto ho kratce popiSeme. Kratké sloupce grafu
vyjadfuji, Ze ulitelé se nepriklanéji k Zzadnému z kontrastnich vyroka. Z hlediska ucitele jsou pro dobry vykon Zaka
nadani a inteligence stejné dlleZité jako jeho pile a motivace (zejména na 2. stupni zakladni skoly). Mirny pfiklon
k jednomu z kontrastnich vyrok(i zaznamenavame u t¥i poloZek. Skolni vyuka se ucitel@im jevi mirné dalezit&jsi
nez domaci pfiprava a rodinné zazemi. Vlastni objevovani zaka hraje o néco vétsi roli nez vyklad ucitele. Zajem
Zakd o matematiku je pro jejich vykon jen o malo vyznamnéjsi nez vnéjsi tlak.

Bez ohledu na stuper skoly lze konstatovat, Ze existuji dva faktory vykonu s nejvétsi vyhranénosti uciteld.
Porozuméni probiranému ucivu je pro Uspésné zvladnuti matematiky mnohem dilezitéjsi nez pamétni uceni.
Ucitelé silné vnimaji vyznam pozitivni vykonové motivace. ProZitek Uspéchu Zakl se jim jevi pro zvladnuti
matematiky jako mnohem podstatnéjsi nez obava z nedspéchu.

Statisticky vyznamné rozdily mezi uciteli obou stupfili nachazime u t¥i faktord. Ucitelé na 1. stupni pfikladaji vétsi
vyznam nadani a inteligenci déti nez ucitelé na 2. stupni, kladou vyssi dliraz na zajem zakd o matematiku a vice
vnimaji duleZitost pozitivni vykonové motivace zaka.

Dalsi ¢ast dotazniku se vénovala riznym aspektim vyucovani matematice z hlediska psychologického.

urcité ~ - - .
nesoU- spiSe nesou- | spiSe uréité nemam Celkem
, hlasim souhlasim | souhlasim | zkuSenost | uciteld
hlasim
Vyuka musi byt pro déti zabavna, musi je bavit.
1. stupen - 0,8 % 22,4 % 76,9 % 0,0% 389
2. stupen - 4,3 % 48,6 % 46,5 % 0,5% 185
Celkem - 1,9% 30,8 % 67,1 % 0,2% 574

Predstaveni uciva musi byt jasné, pfimé, bez zbytecnych odbocek.

1. stupen 0,8% 8,5% 31,7 % 59,0 % 0,0 % 388
2. stupen 0,5% 10,9 % 45,1 % 42,9 % 0,5 % 184
Celkem 0,7 % 9,3% 36,0 % 53,8 % 0,2% 572
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urcité " " - ,
spiSe nesou- | spiSe urcité nemam Celkem
nesou- , , ) . v e
hlasi hlasim souhlasim | souhlasim | zkuSenost | uditel(
asim

V matematice je dileZity pocit vlastni zdatnosti a dlivéry ve své schopnosti.

1. stupen 0,0 % 1,8% 39,2 % 58,4 % 0,5% 385
2. stupen 0,5 % 2,7% 47,3 % 48,9 % 0,5% 184
Celkem 0,2 % 2,1% 41,8 % 55,4 % 0,5% 569

Pro matematiku je podstatnéjsi soustfedénost a pile nez tvorivost.

1. stupen 6,7 % 50,8 % 35,2 % 6,2 % 1,0% 386
2. stupen 4,4 % 49,2 % 359% 9,9% 0,6 % 181
Celkem 6,0 % 50,3 % 35,4 % 7,4 % 0,9 % 567

Pro porozuméni matematice jsou nezbytné priklady z praktického Zivota.

1. stupen 0,3% 1,6 % 31,5% 66,7 % 387
2. stupen 0,0 % 3,3% 30,6 % 66,1 % 183
Celkem 0,2 % 2,1% 31,2% 66,5 % 570

Pro vybér uciva v matematice je podstatna jeho uzitecnost pro Zivot.

1. stupen 0,5% 4,4 % 43,2 % 51,4 % 0,5% 387
2. stupen 1,6 % 13,7 % 52,5% 32,2% 0,0 % 183
Celkem 0,9 % 7,4 % 46,1 % 45,3 % 0,4 % 570

Nasleduje ¢ast dotazniku tykajici se genderovych otdzek.

nedGvé- | malo spise velmi nemohu celkem
fuji daveéruji davéruji davéruji urcit uciteld

Jak si podle Vaseho nazoru Zaci a Zakyné dlvéruji v matematice? - Chlapci a divky

1. stupen 0,0 % 9,1% 78,6 % 2,1% 10,2 % 374
2. stupen 1,1% 40,3 % 42,6 % 1,1% 14,8 % 176
Celkem 0,4 % 19,1% 67,1% 1,8% 11,6 % 550

Jak si podle Vaseho nazoru Zaci a Zakyné duvéruji v matematice? - Divky

1. stupen 1,3% 46,9 % 43,3 % 1,3% 7,3% 386
2. stupen 3,3% 55,7 % 30,1% 2,2% 8,7% 183
Celkem 1,9% 49,7 % 39,0 % 1,6 % 7,7% 569

Jak si podle Vaseho nazoru Zaci a Zakyné dlvéruji v matematice? - Chlapci

1. stupen 0,0 % 4,7 % 64,5 % 23,6 % 7,3% 386
2. stupen 0,5% 20,2 % 66,7 % 3,8% 8,7% 183
Celkem 0,2% 9,7% 65,2 % 17,2 % 7,7 % 569

Nakonec méli ucitelé uvaZzovat o prevazujicich tendencich v divéim a chlapeckém nadani, pili, domdci pfipravé a
vysledcich. Otazka je na obr. 3.3. Odpovédi uciteld naznacuje graf na obr. 3.4; vysvétleni viz komentar k obr. 3.2.
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Vyberte na $kdle, zda podle Vds plati spise prvni, nebo druhy vyrok; v pfipadé, 7e podle Vds neplati ani jeden z vyrokda,
oznacte stied skaly.

[otH1]
Divky maji v&t3i nadani, dispozice[-3] v [+3]Chlapci maji vétsi nadani, dispozice
. _— N [otH2] . I .

Divky jsou pilné&j3i a snazivéjsi[-3] (] [+3]Chlapci jsou pilngj5i a snaZivéjsi

. [otH3] o
Divky maiji lepsi vysledky[-3] v [+3]Chlapci maji lepsi vysledky
] ) [otH4] . .

Divky matematika vice zajima[-3] (] [+3]Chlapce matematika vice zajima

) ) [otH5] . ] ]
Divky lépe nasleduji pokyny ucitele[-3] ’ [+3]Chlapci Iépe nasleduji pokyny ucitele

Obr. 3.3: Pfevazujici tendence u divek a chlapcl

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1
Divky maji vétsi nadani, dispozice(-3) x
(+3)Chlapci maji vétsi nadani, dispozice'
Divky jsou pilnéjsi a snazivéjsi(-3) x
(+3)Chlapci jsou pilnéjsi a snazivéjsi' 5
H 1. stupen
Divky maji lepsi vysledky(-3) x 5
(+3)Chlapci maji lepsi vysledky' W 2. stupen
Divky matematika vice zajima(-3) x
(+3)Chlapce matematika vice zajima'
Divky lépe nasleduji pokyny ucitele(-3) x
(+3)Chlapci lépe'
Obr. 3.4: Pfevazujici tendence u divek a chlapc — odpovédi ucitell
Nakonec uvedeme cast dotazniku tykajici se domacich tkold.
. L. L., kazdou dvakrat  az | jednou za 'mene nez . Celkem
Jak ¢asto zadavate domaci ukoly? ) R jednou viibec .
hodinu tiikradt tydné | tyden L ucitell
tydné
1. stupen 9,1% 69,0 % 17,4 % 3,5% 1,0% 397
2. stupen 8,1% 389 % 32,4% 18,9 % 1,6 % 185
Celkem 8,8 % 59,5 % 22,2 % 8,4% 1,2% 582

Ucitelé, ktefi pouZivaji domaci ukoly, se méli vyjadrit k jejich ucelu. Z Sesti dvodl méli vybrat nejvyse tfi, které
jsou podle jejich nazoru nejdllezZitéjsi. Vyroky jsou sefazeny podle cetnosti vybéru.

Ucitelé 1. stupné (celkem 420)

Domaci ukoly slouzi k procviceni a upevnéni pravé probiraného uciva 85,0 %
Domaci ukoly slouzi k péstovani pracovnich navyku a systematicnosti 54,8 %
Domaci ukoly slouzi k informovani a spolupraci s rodici na skolni vyuce 41,4 %
Domaci ukoly slouzi k pfipomenuti dfive probiraného uciva 26,4 %
Domadci ukoly slouZi k zasazeni uciva do souvislosti praktického Zivota 18,3 %
Domadci ukoly slouzi k ukazani zabavnosti a zajimavosti uciva 14,3 %
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Ucitelé 2. stupné (celkem 191)

Domaci ukoly slouzi k procviceni a upevnéni pravé probiraného uciva 90,1 %
Domaci ukoly slouZzi k zasazeni uciva do souvislosti praktického Zivota 18,8 %
Domaci Ukoly slouzi k péstovani pracovnich navykd a systemati¢nosti 64,9 %
Domaci ukoly slouzi k pfipomenuti dfive probiraného uciva 23,6 %
Domaci ukoly slouzi k informovani a spolupraci s rodic¢i na skolni vyuce 20,4 %
Domaci ukoly slouzi k ukdzani zabavnosti a zajimavosti uciva 11,5%

15




4. KONSTRUKCNi ULOHY

Prvnim kritickym mistem (podle minéni uciteld), kterému se budeme vénovat, budou konstrukéni ulohy, a to
u zakh 1. i 2. stupné. Konstrukénimi Glohami rozumime takové Glohy, v nichz maji Zaci na zakladé zadanych
hodnot zkonstruovat geometricky objekt danych vlastnosti. Pro pochopeni obtizZi, které Zaci v této oblasti maji,
musime nejdfive predstavit nékolik zakladnich pojm.

Geometrické objekty jako body, pfimky, mnohouhelniky apod. jsou abstraktni povahy a jejich geometricka
znazornéni prostiednictvim obrazkd mohou byt jen jejich nedokonalymi reprezentacemi. Obrazky v geometrii
maji tedy nejednoznacnou roli. Na jedné strané odkazuji na teoretické geometrické vlastnosti (napf. u nacrtku
Ctverce si predstavime, Ze vSechny vnitfni Uhly jsou kolmé) a na druhé strané prindaseji urcité prostorové-grafické
informace (u nacrtku Ctverce si mdZzeme vSimnout jeho konkrétni velikosti ¢i polohy). MGzZeme tak hovofrit
o prostoru geometrickych objektd a vztahG (nebo také teoreticko-geometrickém prostoru) a prostoru
reprezentaci. Do teoretického prostoru patfi ty Cinnosti Zaka, v nichZ se odkazuje na vlastnosti idedlnich
geometrickych objektll a geometrické véty (napf. pfi dlkazu néjakého geometrického tvrzeni). Do prostoru
reprezentaci patfi ¢innosti typu rysovani ¢i kresleni do obrazku, pohyb s obrazkem, méreni pravitkem apod.

Konkrétnim projevem vyse uvedeného rozdéleni prostor( je skutecnost, Ze stejny obrazek mize reprezentovat
abstraktni geometricky objekt i jeho urcity konkrétni pfipad. Napr. rovna ¢ara na papife miZe reprezentovat
usecku urcité konkrétni délky nebo i konkrétniho umisténi, nebo Usecku libovolné délky. Teprve dalsi kontext
(text ulohy) ndm umozni rozhodnout, o jaky vyznam se v Uloze jedna. Pfikladem muze byt nasledujici situace.
V pisemné préci pro 6. ro¢nik byla zadana uloha: , TéZnice tp v trojuhelniku ABC md délku 24 cm. Jaka je vzddlenost
tézisté T od vrcholu B?“ U ulohy byl udélan nacrtek trojuhelniku s téznici t», ktera vsak nebyla 24 cm dlouha. Pro
nékteré zaky to nebyl problém. Chapali nacrtek jako reprezentaci abstraktniho geometrického objektu a dokazali
z néj vyvodit hledanou délku (nebo si poradili bez nacrtku). Pro fadu Zakl byl viak nacrtek neprekonatelnou
prekazkou — ocekavali, Ze obrazek trojuhelniku bude odpovidat parametriim, tedy Ze téZznice bude 24 cm dlouha.
Ztotoznili tedy nacrtek s objektem samotnym.

Ze $kolni praxe vime, Ze v feseni (nejen) konstrukénich uloh hraji dileZitou roli prototypy geometrickych objekta.
Zaci si napf. misto obecného trojihelnika nakresli pravouhly trojuhelnik. Kazdy geometricky objekt ma jeden
nebo vice prototypickych priklad(. Témi jsou zpravidla ty priklady, s nimiz se Zak setkava nejdfive a které existuji
v jeho predstavé daného objektu. Za prototyp budeme povazovat takovy priklad pojmu, ktery Zaci nejcastéji
vybiraji jako reprezentanta dané kategorie jako jediny nebo jako prvni. Dilezitym znakem prototypickych
prikladl je to, Ze jsou pfijimany jako reprezentanti pojmu intuitivné, okamzité, s divérou a s pocitem, Ze pro né
neni nutné zZadné zdlvodnéni. Je vsak tfeba zdlraznit, Ze prototypy si vytvarime v kazdodennim Zivoté béiné;
pomdhaji ndm vyznat se ve slozitych situacich kazdodenniho Zivota.

4.1 RVP PRO ZAKLADNIi VZDELAVANI
Z RVP pro ZV vybirame vystupy, které se néjak tykaji konstrukcnich dloh.

Prvni obdobi 1. stupné: 74k

M-3-3-01 rozezna, pojmenuje, vymodeluje a popise zakladni rovinné Utvary a jednoducha télesa; nachazi v realité
jejich reprezentaci,

M-3-3-03 rozezna a modeluje jednoduché soumérné Gtvary v roviné.

Druhé obdobi 1. stupné: Zak

M-5-3-01 narysuje a znazorni zakladni rovinné Utvary (Ctverec, obdélnik, trojuhelnik a kruznici); uziva jednoduché
konstrukce,

M-5-3-02 scita a odcita graficky Usecky; urci délku lomené ¢ary, obvod mnohouhelniku sec¢tenim délek jeho stran
M-5-3-03 sestroji rovnobézky a kolmice,

M-5-3-05 rozpozna a znazorni ve ¢tvercové siti jednoduché osové soumeérné Utvary a urci osu soumérnosti Utvaru
prekladanim papiru.
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2. stupen: Zak

M-9-3-01 zdUvodriuje a vyuZiva polohové a metrické vlastnosti zakladnich rovinnych Gtvard pfi feSeni uloh
a jednoduchych praktickych problém; vyuZiva potfebnou matematickou symboliku,

M-9-3-02 charakterizuje a tfidi zakladni rovinné uUtvary,

M-9-3-03 urcuje velikost Uhlu mérenim a vypoctem,

M-9-3-05 vyuZivd pojem mnozina vSech bodl dané vlastnosti k charakteristice Utvaru a k feSeni polohovych
a nepolohovych konstrukcnich uloh,

M-9-3-06 nacrtne a sestroji rovinné dtvary,

M-9-3-08 nacrtne a sestroji obraz rovinného utvaru ve stiedové a osové soumeérnosti, ur¢i osové a stiedové
soumérny utvar,

M-9-3-13 analyzuje a resi aplikacni geometrické Ulohy s vyuZitim osvojeného matematického aparatu.

4.2 ULOHY, KTERE PUSOBi CESKYM ZAKUM PROBLEMY

Jak jiz bylo uvedeno, v mezinarodnich srovnavacich vyzkumech neni problematice konstrukcnich uloh vénovana
z4dnd pozornost. Vlastné jsme nenasli ani Zadny vyzkum z posledni doby, ktery by se zabyval pravé konstrukénimi
ulohami. Naproti tomu velkd pozornost je vénovana pouziti programd dynamické geometrie, které, zda se,
zejména v zahrani¢i dominuje vyuce v oblasti konstrukénich dloh. Nicméné jimi se zde zabyvat nebudeme
a podivame se na obtiZe pfi klasickém Feseni konstrukcnich uloh pomoci rysovacich prostiedka.

Jediny zdroj dat tykajicich se vétsiho poctu ¢eskych Zakl a jejich schopnosti fesit konstrukéni alohy jsme nasli
v testovani centra CERMAT. Pfislusné ulohy uvedeme i s procentudlni Uspésnosti zak( v hranatych zavorkach.
V kulatych zavorkach bude pro zajimavost uveden pocet Zaku, ktefi tlohu fesili.

Uloha pro 5. ro¢nik (n = 8 804)3
a) Bodem B vedte pfimku k kolmou ke strané AC. [41 %.]
b) Bodem C vedte rovnobézku p se stranou AB. [37 %.]

c) Prisecik ptimek k a p oznacte pismenem F. [43 %.]

Uloha se tykd zakladnich konstrukénich krokd, presto je Gspésnost 7akt pomérné mala. Navic témér ¢tvrtina 7akd
ulohy uplné vynechala, coZ bylo vyrazné vice nez u uloh jiného typu. Pricinu obtiZznosti tlohy nezname. Mohl jim
byt fakt, Ze zaci méli kolmice a rovnobézky rysovat ke stranam trojuihelniku a ne k samostatnym tsec¢kam.

Uloha pro 9. roénik A (n = 2 782)

Je dana pfimka p a mimo ni dva rGzné body K, L.* S pouZitim pravitka a kruzitka sestrojte na pfimce p postupné
vsechny body A, B a C, pro které plati:

a) |< KAL| = 180° [50 %],
b) [LB| = [KL| [39 %],

¢) |LC| = |KC| [28 %].

Uloha se tyka zakladnich mnoZin bodi dané vlastnosti (kruinice, osa Usecky), bez jejichi pochopeni nelze
zvladnout sloZitéjsi konstrukce. Jeji Uspésnost u zakd na konci Skolni dochazky je velmi mala. Obtiznost dlohy
spociva podle naseho nazoru v tom, Ze neni explicitné uvedeno, Ze Zak ma narysovat kruznici ¢i osu usecky (nejde
tedy o ovéreni znalosti konstrukénich krokt), ale hledana mnoZina bodu je popsana svou vlastnosti. Je to jedna
ze zakladnich obtizi nasich zaka.

3 U dlohy byl nakreslen obrazek obecného trojuhelniku ABC v neprototypické poloze.
4 Obrazek primky a obou bodU byl v zadani nakreslen. Nas obrazek s feSenim je na obr. 4.1.
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Obr. 4.1: Obrazek k uloze pro 9. roc¢nik A (testovani CERMAT)

Uloha pro 9. roénik B (n = 10 969)
V trojuhelniku ABC jsou dany soufadnice vrchol( A[1; 0]; B[5; 0]; C[-2; 4].°
a) V trojuhelniku narysujte vysku z vrcholu B. [15 %]

b) Uréete vzdalenost bodu C od pfimky AB. [28 %]

C
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Obr. 4.2: Obrazek k uloze pro 9. ro¢nik B (testovani CERMAT)

Obtiznost ulohy spociva vtom, Ze se jednd o tupouhly trojuhelnik. Vysky na stranu ¢ a b museji tak byt
konstruovany mimo Utvar. Je samoziejmé mozné, Zze Zaci méli problém se samotnym pojmem vyska; to nelze
z vyslednych zprav CERMATu vy¢ist. Uloha b) je jednodussi, protoze stadi spustit vy$ku v prototypické (svislé)
poloze na jiz existujici osu x (pokud byla v zadani nakreslend; presné zadani dlohy nemame k dispozici), zatimco
u ulohy a) Zaci museli jesté prodlouZzit Usecku CA za bod A. Na druhé strané v zadani b) neni pojem vyska pfimo
zminén. Uspésnost tlohy u #ak( na konci $kolni dochazky je velmi mala.

5 Obrazek byl zadan, viz obr. 4.2, ktery vsak neni origindlni. Nevime, zda vypadal praveé tak, zda napfiklad obsahoval obé osy.
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Uloha pro 9. roénik C (n = 49 671)

Trojuhelniku ABC je opsana kruznice (obr. 4.3).

Obr. 4.3: Obrazek k uloze pro 9. roc¢nik C (testovani CERMAT)
a) Sestrojte obraz B: bodu B v osové soumérnosti podle pfimky CS. [19 %]

b) Sestrojte obraz A2Cz Usecky AC ve stiedové soumérnosti podle stfedu S. [23 %]

| u této ulohy je Uspésnost zakl na konci zakladni sSkoly pomérné mald, kdyz vezmeme v Uvahu, Ze se jedna
o zakladni konstrukce obraz( bodu a Usecky v osové a stfedové soumérnosti. Mald Uspésnost mizZe byt dana
raznymi faktory. V 9. ro¢niku jiz mohli Zaci u¢ivo zapomenout a Zaky mohlo také zmast, Ze je trojuhelnik vloZzen
do kruinice a Ze pfipomind rovnostranny trojuhelnik. Poznamenejme, Ze tento obrazek je typickym
predstavitelem obrdzku, kde Zaci musi rozliSovat mezi teoretickym prostorem a prostorem reprezentaci.
Nemohou tedy z obrazku vycist vlastnosti, které vyplyvaji jen z toho, ,jak se situace jevi“, museji vychazet
z kontextové informace, v niz se nemluvi o tom, Ze by trojuhelnik mél néjaké specifické vlastnosti.

4.3 DIAGNOSTICKE ULOHY POUZITE V NASICH ROZHOVORECH S KOMENTAREM

4.3.1 ULOHY URCENE PRO 1. STUPEN (4. A 5. ROCNIK, VIZ TAKE KNIHA, ODDIilL 3.3.2)

Uloha 4.1.1a. Na obrazku (obr. 4.4) je p&t bod(1 A, B, C, D, E. Vlyber si tfi z nich tak, aby to byly vrcholy trojuhelniku.
Zapis, které jsi vybral. Trojuhelnik narysu;j.

kS

B

Obr. 4.4: Obrazek k Uloze 4.1.1a
Uloha 4.1.1b. Kolik Gsecek je témito tfemi body uréeno? Zapis je.
Uloha 4.1.1c. Porovnej jejich délky. Zapis je od nejkratsi po nejdelsi.
Uloha 4.1.2. Pferysuj trojuhelnik BCE.
Uloha 4.1.3. Konstruuj podle pokyn(:

Narysuj pfimku p.
Vyznac na ni dva rdzné body, pojmenuj je A a B.
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Sestroj dvé kruZnice tak, aby se neprotnuly a jedna byla se stfedem v bodé A, tu nazvi k, druhd se stfedem
v bodé B, tu nazvi /.

Uloha 4.1.4. Zjisti, jestli na obrazku u prvni Glohy (obr. 4.4) je pfimka AB kolma na ED. Nejdfive odhadni, pak ov&F.

Uloha 4.1.5. Zjisti, jestli na obrazku u prvni tlohy (obr. 4.4) jsou p¥imky CD a BE rovnobézné. Nejd¥ive odhadni,
pak ovér.

Uloha 4.1.6. Na obrazku® je narysovana piimka p a na ni bod K.
Sestroj bod M tak, aby usecka KM byla dlouha 4 cm.

Sestroj kruZnici k se stredem v bodé K a polomérem r= |KM|.
Sestroj kruznici / se sttedem v bodé M a polomérem r = |KM|.
Pruseciky kruznic oznac L a N.

Narysuj usecky KL, LM, MN, NK.

Jaky obrazec jsi narysoval?

V prvni Uloze jsme zjistovali, jak Zaci chdpou pojmy Usecka, bod a vrchol, jakou techniku porovnani usecek
pouzivaji a do jaké miry jsou jejich védomosti ovlivnény prototypy geometrickych objektli, které mohou
zpUsobovat prekazky v uvazovani. V ucebnici i Zaky je silné preferované oznacovani vrchol( trojihelniku prvnimi
pismeny abecedy A, B, C, proto jsme tyto tfi body v zadani umistili do jedné pfimky, aby nebylo mozné z nich
vytvofit trojuhelnik. Podobné trojuhelnik byva obvykle zobrazovan sjednou stranou rovnobéinou se
spodnim okrajem papiru. Rozmistili jsme tedy body tak, aby bylo mozné zvolit jak tento prototypicky trojuhelnik,
tak trojuhelnik pro zaky ,nestandardni”.

Porovnani Usecek v Uloze 4.1.1c se dalo vyresit rllznymi zplsoby: pomoci méfidla (pravitka), odhadem, pomoci
prstd ¢i néjakého jiného pfedmétu (napf. tuzky, kruzitka).

Yo vy

Ve druhé Uloze zjistujeme znalost konstrukce trojuhelniku podle véty sss. Uloha je viak obtiZné&jsi tim, Ze nejsou
dany délky stran pomoci Cisel. Vysledny stav je urcen, Ukolem Zaku je vymyslet postup konstrukce a geometricky
objekt zkonstruovat. Zamérné jsme zvolili takovy trojuhelnik, jehoz zakladna neni vodorovna s okrajem papiru.

Ve treti Uloze maji Zaci rysovat podle fetézce slovnich instrukci. Museji pfitom pfedjimat, co mliZe nastat, a podle
toho rozmistit body A a B a prizpUsobit poloméry kruznic tak, aby zadani vyhovovaly a pfitom se vSe veslo na

papir.

Ctvrta a patd Uloha testuje kromé znalosti pojm a pfislu$né terminologie, zda jsou #aci schopni pouZit nauéeny
postup konstrukce rovnobézek a kolmic rovnéz v situaci, kdy je vysledny Utvar dan a jejich dkolem je ovéfit, zda
se o rovnobézky/kolmice jednd. Z obrazku neni mozné feseni okam?zité vycist. Dale se divdme na to, jak dobfe
zak rozumi pojmu primka: usecky, jimiz jsou dvé pfimky dany, nemaji zddny spolecny bod. V Sesté uloze méli zaci
rysovat podle pokyn(, pficemz uloha obsahuje vice instrukci s matematickymi symboly.

4.3.2 ULOHY URCENE PRO 2. STUPEN (VIZ TAKE KNIHA, ODDIL 3.3.3)

Uloha 4.2.1. Jsou dany body A a B. Najdi véechny body, které maji od bod(i A a B stejnou vzdalenost.

Uloha 4.2.2. Jsou dany body A, B a C, které uréuji trojuhelnik. Najdi viechny body, které maji od bodii A, Ba C
stejnou vzdalenost.

Uloha 4.2.3. Narysuj kruznice k(S; 4 cm), m(M; 3 cm), n(N; 2 cm) tak, aby kaZzdé dvé z téchto kruznic mély vnéjsi
spolecny dotyk.

6 Nasledoval obrazek pfimky oznacené p.
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Uloha 4.2.4. Narysuj ,vyplii“ okna podle obrazku.

Uloha 2.5. Sestroj trojuhelnik MNO, pokud je déno |NO| =6 cm, |OM| =5 cma | ZMNO| = 45°.
Uloha 2.6. Sestroj trojuhelnik PQR, pokud jsou dany velikosti véech jeho t¥i stfednich pficek: 2 cm, 3,5 cm, 3 cm.

Uloha 2.7. Sestroj lichob&inik ABCD, kdyz vi3, 7e | ZDAB| = 30°, | ZABC| = 60°, |BC| =3 cm, |AB| =9 cm.

V prvni Uloze méli Zaci de facto najit osu uUsecky AB, zatimco ve druhé méli najit stfed kruZnice opsané
trojuhelniku, ovdem tyto terminy v zadani uloh nefiguruji. Cilem bylo zjistit, do jaké miry si Zaci uvédomuji
vlastnosti mnoziny bodd, které tvofi osu Usecky, resp. kruZnici opsanou trojuhelniku, a do jaké miry budou
schopni feseni experimentalné najit. Treti uloha (Kufina, 2006, s. 9) vyZaduje, aby si Zaci uvédomili spravnou
polohu tfi hledanych kruZnic, co? véak neni trivialni. Ctvrtou tlohu jsme vybrali proto, Ze v ni rysovani nenf cilem
ale prostfedkem dosaZeni cile (jak ji charakterizuje F. Kufina, 2006). Je zajimava tim, Ze vysledna situace je uz
dana a 73k ma pfijit na to, jak ji korektné zkonstruovat.” Patd Uloha se jevi jako klasicka uloha na konstrukci
trojuhelniku, ale pro Zaky zakladni Skoly mUzZe byt prekvapenim, Ze vysledkem jsou dva trojuhelniky. Jsou dany
délky dvou stran a jeden Uhel, ten viak je dan proti mensi ze stran. Nejde tedy o konstrukci podle véty Ssu. Sesta
uloha testuje znalost geometrické terminologie a vlastnosti stfednich pficek trojuhelniku. Sedma uloha vyZaduje
uvédomeni si vlastnosti lichobézniku a je to spiSe typicka Skolni Uloha.

Reseni uloh pro 2. stupen
Uloha 4.2.1: Hledané body le¥i na ose tsecky AB.
Uloha 4.2.2: Re$enim je stfed kruznice opsané.

Uloha 4.2.3: Viz obrazek 4.5. Nejdfive narysujeme podle véty sss trojihelnik NMS (se stranami o délce 5, 7 a 6).
Poté Ize jiZ narysovat véechny tfi kruZnice. Uloha m4 jedno Fedeni.

Uloha 4.2.4: Po narysovani ¢tverce a Ghlopfi¢ek v ném stadi sestrojit kruznice vepsané &tyt vzniklych trojahelnika.

Uloha 4.2.5: Viz obrazek 4.6. NejdFive narysujeme Usecku NO, poté kruZnici k se stfedem v bodé O a polomérem
5 cm. Dale narysujeme polopfimku NX, pro kterou plati | ZXNO| = 45°. Treti vrchol trojuhelniku ziskdme jako
prisecik poloptimky NX a kruznice k. Uloha mé dvé Fegeni, trojuhelnik MiNO a M2NO.

Uloha 4.2.6. Stfedni pricka trojuhelniku ma poloviéni délku ne? protéjsi strana. Trojuhelnik PQR ma tedy délky
stran 4 cm, 7 cm a 6 cm. Sestrojime ho pomoci véty sss.

Uloha 4.2.7. Viz obrazek 4.7. Nejdfive sestrojime Gsecku AB a kruZnici k se stfedem v bodé B a polomérem 3 cm.
Dale sestrojime polopfimku BX tak, Ze | ZABX| = 60°, a poloptimku AY tak, Zze | LYAB| = 30°. Nakonec sestrojime

rovnobézku r s pfimkou AB jdouci bodem C. Bod D ziskdme jako prasecik pfimky r a kruznice k. Uloha ma jedno
feseni.

7 Je zajimavé, Ze i nezanedbatelny pocet studentl uditelstvi a uciteld, s nimiz jsme Ulohu za posledni roky testovali, v obrazku
kruznici vepsanou ,nevidi“ a hledaji feseni experimentédlné. U varianty, kterou také F. Kufina (2006) nabizi, kdy je okno
kruhové a ne ¢tvercové (jedna se o kruznici rozdélenou kolmymi primeéry na ¢tvrtiny a v kazdé z nich je nakreslena dalsi
kruznice) a kde se musi kvili feseni dokreslit isecky mimo obrazek, to plati dvojnasob. Pocet Gspésnych fesitell je u ni
skutecné maly.
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Obr. 4.5: Obrazek k uloze 4.2.3.

Obr. 4.6: Regeni Glohy 4.2.5

Obr. 4.7: Redeni tlohy 4.2.7
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4.4 OBTIiZE ZAKU A JAK JIM PREDCHAZET NEBO CELIT

A) ZAK S| NEUVEDOMUJE ROZDIiL MEZI GEOMETRICKYM UTVAREM JAKO TEORETICKYM OBJEKTEM
(NAPR. TROJUHELNI{K) A JEHO REPREZENTANTEM NA PAPIRE (TEDY KONKRETNIM NACRTNUTYM NEBO
NARYSOVANYM OBRAZKEM TROJUHELNIKU). PROVADI NEKOREKTN{ KONSTRUKCE.

Sem patfi pripady, kdy si Zaci nacrtnou obrazek s takovymi atributy, které nejsou v Uloze dany, a nasledné na
zadkladé tohoto nekorektniho obrazku pak usuzuji na postup feSeni. Napf. Zdernka (8. roénik) si nakreslila
lichobéznik a podle obrazku usoudila, Ze Uhel CAB bude mit velikost poloviny z 30° (obr. 4.8 vlevo). To pak chtéla
pouzit pfi konstrukci. Johana (8. rocnik) si u ulohy 4.2.6 nacrtla trojuhelnik (nespravné oznacila PQR velky
trojuhelnik, ne trojuhelnik stfrednich pricek) a pak chtéla rysovat jednu ze stfednich pficek jako kolmici na stranu

Rg?\\
P

Obr. 4.8: Zdencin nakres lichobézniku a Johanin nédkres trojuhelniku se stfednimi prickami

QR, protoze se ji to na nacrtu jevilo jako kolmé (obr. 4.8 vpravo).

Také Zaci, ktefi navrhuji do nacrtu rysovat ¢i v ném mérit, trpi zminovanou obtizi. Pfikladem je Adéla (8. rocnik),
ktera nejdfive u ulohy 4.2.3 nadrtla polohu vSech t¥i kruZnic, pak pomoci pravitka spojila jejich stfedy a méfila
vzniklé usecky.

Casta jsou také nekorektni Feseni, v nichz se kombinuji spravné konstrukce s konstrukcemi ,,od oka“. Typické to
bylo v nasich rozhovorech pfi hledani stfedu treti kruznice v Uloze 4.2.3. Napf. Prokop (9. roc¢nik) si nejdrive
narysoval jednu kruZznici se stfedem S. Stfed M druhé kruznice udélal tak, Ze od ndhodné zvoleného bodu prvni
kruznice naméfil nahodné vybranym smérem 2 cm. Tim mu vyslo nepresné feSeni. Treti stfed N opét hledal tak,
Ze od ndhodné vybraného bodu na prvni kruZnici nanesl kruzitkem oblouk ve vzdalenosti 2 cm, a totéz provedl|
od druhé kruznice, kde opét zabodl hrot kruzitka do bodu, pro ktery od oka usoudil, Ze bude na ,spravném® misté
(obr. 4.10). Spatny vysledek pfisoudil nepfesnému rysovani. Podobny problém se projevil u konstrukce bod@
dotyku u kruZnice vepsané v Gloze 4.2.4. Zaci korektné sestrojili stfed kruZnice, ale bod dotyku jen odhadli. Dali
priklady obtizi a podrobné;si popis viz Kniha, oddil 3.4.2.

Doporuéeni: Zak, u ného? se projevila vyée uvedend obti?, nedostate¢né odliduje oba prostory, s nimiz se
v geometrii setkdva, tedy teoreticky prostor a prostor reprezentaci. Obrazky (pouhé reprezentace idealniho
geometrického objektu) zaménuje za objekty samotné. Je tieba se ve vyuce explicitné zamérit na odliseni obou
prostorll. Vést Zaky k uvédoméni, které vlastnosti z ndértku vycist Ize a které ne, co Ize délat s nacértkem, jak se
promitnou teoretické vlastnosti objektl do konstrukénich krokd pomoci rysovacich prostfedkd. Nelze spoléhat
na to, Ze Zaci si vytvori schopnost odliseni obou prostorli mimodék, pfi feseni konstrukénich uloh. Viz také
doporuceni u obtize B.
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Obr. 4.10: Prokopovo nekorektni rysovani tfi kruznic u tlohy 4.2.3

B) ZAK NEUMI PRACOVAT S NEKONKRETNIM ROZMEREM, NECHAPE, CO U KONSTRUKCNI ULOHY
ZNAMENA SLOVO LIBOVOLNY CI OBECNY.

S problematikou rozliseni teoretického prostoru a prostoru reprezentaci souvisi neochota ¢i neschopnost zaku
pracovat s obecné (tedy neciselné) zadanymi objekty. V Glohach, kde bylo dano napfiklad ,narysuj kruznici k se
stfedem v bodé A“, se vétSina zak( 1. stupné bud dotazovala na rozmér kruznice, ¢i se ujistovala, Ze maze byt
libovolny, nebo automaticky sahla po pravitku a do kruZitka nabrala urcitou, obvykle celociselnou, délku. Silna
potieba znalosti rozmérd se projevila naptiklad v tloze 4.1.3, kdy méli Zaci zvolit libovolné body A a B na pfimce p.
Neztidka se objevilo, Ze si Zak vzdalenost téchto bodl odméfil, byt k tomu nebyl Zadny divod.

Také u Zakl 2. stupné se projevila silnd potfeba konkrétnich ¢iselnych hodnot. Napf. u Ulohy 4.2.1 si fada z nich
neudélala dva body jen tak do prostoru na papir (¢i na pfedem narysovanou pfimku), ale zakreslili bod A, od néj
udélali polopfimku a na ni nanesli urcity pocet centimetr(, ktery si predem rekli nebo na ktery se zeptali. Podobné
u ulohy 4.2.2 fada Zakd méla potrebu fici, kolik centimetrt budou mit jednotlivé strany trojuhelniku, ktery urcuji
tfi zadané body, cozZ bylo vlastné zbytecné.

Podobnd situace byla také u kruZnic, pokud nebyl zaddn polomér. Zaci na obou stupnich kol ¢asto nejdfive
priloZili kruzitko k pravitku a naméfili si do néj urcity pocet centimetrl, misto aby kruZitko prosté rozevreli na
néjakou vzdalenost.

Slovo libovolny Ci obecny si néktefi zaci 2. stupné vykladali i tak, Ze si mohou vybrat néjaky podtyp daného Utvaru
(zpravidla prototyp, viz nize). Napf. Amalie (8. ro¢nik) se u ulohy 4.2.2 rozhodovala, jaky trojuhelnik ABC si zada:
,Udélam si ho tfeba rovnoramenny.” Dominik (8. roc¢nik) se rozhodl pro rovnostranny: ,Trojuhelnik je
rovnostranny, to je nejjednodussi.“ Neni zcela jasné, do jaké miry si oba uvédomuiji, Ze zvoleny trojuhelnik by mél
reprezentovat vSechny mozné trojuhelniky.

Urcitou obdobou potfeb konkrétnich rozméra byl nékdy az krkolomny zpUsob prenaseni Usecek u zaka 1. stupné.
Napfiklad v tloze 4.1.2 si vétSina Zakl neuvédomila, Ze méreni na centimetry a milimetry neni nutné a délky
Usecek je mozné prenést pomoci kruzitka. Zaci si strany trojuhelniku nejprve zméfili, nékdy i zapsali, a pak teprve
vzali délku do ramen kruzitka (pomoci pravitka) a rysovali. Ojedinélé nebyly ani extrémni pripady, kdy si Zaci délku
usecky nabrali do kruzitka, pfiloZzili jej k pravitku, odecetli délku, a pak tuto délku znovu vzali do kruzitka a teprve
pak konstruovali. TotéZ se opakovalo v Uloze 4.1.6, kde podobné pracovali s polomérem KM: misto toho, aby
vzali polomér KM ptimo z obrazku ¢i ze zadani a rovnou udélali kruznici, zméfili si vzdalenost KM pravitkem, aby
ji vzapéti mohli nabrat do kruzitka.
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Doporuceni: Potfeba Zakl pracovat s konkrétnimi ¢iselnymi hodnotami a obtiZ s obecnosti v geometrii je do jisté
miry pfirozend a prameni z duality teoreticko-geometrického prostoru a prostoru reprezentaci. Zatimco
symbolicky se ,,cokoli” da vyjadrit pomérné jednoduse (v algebre se misto Cisel pouziji pismena), pomoci obrazku
to je prakticky nemozné; obrazek vidy predstavuje konkrétni objekt, i kdyz ma reprezentovat objekt abstraktni.
Zaci se musi postupné naudit, které informace mohou z obrazku vyéist a které naopak musi teoreticky odvodit.
Zaci 1. stupné jsou v tomto procesu teprve na zac¢atku; jde o kognitivné naroény Ukol, protoZe jde o praci na
vysokém stupni abstrakce. U Zakd 2. stupné je neschopnost rozliSovat oba prostory zdvaznou prekazkou dalsi
poznévaci ¢innosti v geometrii. Od uciteld to vyZaduje, aby kladli explicitni dliraz i na odliSnost geometrickych
objektl a jejich reprezentaci obrazky. U dloh 4.2.2 a 4.2.3 napf. mlze ucitel navodit diskusi o tom, jak ony body
volit a zda je nutné pfesné volit vzdalenosti mezi nimi.

C) ZAK JE V ZAJETI PROTOTYPU GEOMETRICKYCH OBJEKTU, DIKY CEMUZ JE V RESENI ULOHY
NEUSPESNY.

Nase ocekavani u ulohy 4.1.1 (viz oddil 4.3) se nenaplnilo. TEmér vsichni Zaci byli schopni bez delsi prodlevy zvolit
jiné body, které na rozdil od trojice A, B, C neleZi v pfimce. Nejcastéji volenou trojici bodl byly body A, D, C. Za
moznou pri¢inu Ize oznadit urcity prototyp v uvazovani — tyto tfi body totiz tvofi trojuhelnik, jehoz zakladna je
rovnobézna s okrajem papiru. Ndhodna také nebude skutecnost, Ze vétsina zakul volila kombinaci bodl obsahujici
bod A. Bud'je to kvlli tomu, Ze bod A je umistén prihodné uprostifed mezi ostatnimi body, anebo jsou Zaci opét
svedeni prototypem a hledaji nejprve trojahelnik ABC, ktery po zjiSténi, Ze takovy nelze sestrojit, jen lehce
pozméni.

Na daldi prototypické predstavy jsme narazili v feSenich ulohy 4.1.2, kde bylo Ukolem do volného prostoru
prerysovat zadany tupouhly trojuhelnik v ,netypické” poloze (Slo o trojuhelnik BCE z bod( na obr. 4.4). VétsSina
zak( v predstavé trojuhelnik skutec¢né otocila a rysovala se zakladnou rovnobéznou se spodnim okrajem papiru
(tedy trojuhelnik otocili do prototypické polohy). Zajimavé pfitom je, Ze ¢ast Zaka si nebyla jista, zda bude po
otoceni trojuhelniku zachovéna shodnost. Prikladem je Noemi (5. ro¢nik).

Noemi: Uvidime, jestli mi to vyjde. (Kruzitkem ziskava délku usecky BC. Pfenasi vzdalenost, zapichuje
hrot kruZitka do bodu B.) No, ale to mi nevyjde, protoZe to musi bejt presné natoceny podle toho.
T: Hmm. Tak jak si s tim poradime? (Noemi nasledné celou konstrukci vygumovala.)

Je zajimavé, Ze u ulohy 4.1.3 Zaci ¢asto rysovali obé kruznice se stejnym polomérem, ackoliv o tom v zaddni nebyla
zminka, a prestoZe to pro nékteré zaky znamenalo, Ze museli pfepracovat celou konstrukci. Dlvod naznacuje
Olga (6. rocnik).

Olga: Obé stejné? Ne, Ze jo.

T: Nevim, jestli to tam piSou.

Olga: NepiSou, ale mélo by to bejt, asi tak.

T: Jestli to tam nepiSou, tak zalezi na tobé. Libovolné. (Olga provadi konstrukci.) Tak, musely bejt
stejné velky, nebo nemusely?

Olga: Hm, nemusely.

T: Nemusely.

Olga: (Chvili ticho.) Ale je lepsi, kdyz jsou.

K zamysleni je také skutecnost, Ze Zadny z Zakd nezvazoval moznost, Ze by jedna kruznice lezela uvnitf druhé.

Zajimava z hlediska prototyp( byla rovné? tloha 4.1.6. Zaci méli zakreslit bod M tak, aby tsecka KM byla dlouha
4 cm. PrestozZe dalsi informace o bodu M v zadani jiz nebyly, témér vsichni Zaci vyznacili bod M na pfimce p,
ackoliv mohl byt kdekoliv v pfislusné vzdalenosti.

Témér ve viech rozhovorech s Zaky 2. stupné jsme pozorovali silné tendence k prototyplm, at uz to bylo ve tvaru
urcitého utvaru ¢i v jeho oznaceni. Pokud byl zadan trojuhelnik, Zaci si nakreslili rovnostranny (nejcastéji) Ci
rovnoramenny trojuhelnik, v méné pripadech pravouhly trojuhelnik. Nékdy to prokazatelné zplsobilo problém
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pfi feSeni. Napf. Martina (9. rocnik) si u ulohy 4.2.6 nakreslila rovnostranny trojahelnik (obr. 4.11 vlevo) a od
nakresu se nedokdazala odpoutat, ani kdyz ji tazatelka udélala jiny nacrt.

T: Napada té néco z toho nacrtku, kdyz se na to podivas? Jestli bys tam tfeba nasla néjakou spole¢nou
vlastnost néjakych treba jinych pfimek? Nebo vice pfimek? Nebo vzdalenosti a tak? Cokoliv. [...]

Martina: Ze to nad tim vZdycky jako bude rovnostranny trojuhelnik. Ze ta stejna vzdalenost by byla...

T: My si to zase udélame pro néjaky jiny trojuhelnik. (Tazatelka bere Cisty papir a nacrtava obecny
trojuhelnik.) Treba takovyhle. A ted tady jsou ty stfedni pricky. (Dokresluje do nacrtku stfedni
pricky trojuhelniku.) Takze vidis, Ze tfeba tohle neni rovnostranny trojuhelnik. [...]

Martina: Tak spi$ rovnoramenny?

Q1

Obr. 4.11: Martina a jeji nacrtek u tlohy 4.2.6 a Tomasovo feseni ulohy 2.2

Tomas (8. rocnik) si u ulohy 4.2.2 nakreslil rovnostranny trojahelnik a stfed kruznice opsané pak hledal tak, ze
pouZil postup konstrukce pro hledani os strany. Ovsem misto aby spojil oba priseciky vzniklé protnutim
kruznicovych obloukl vynesenych nad stranou (coZ je korektni konstrukce osy strany), nasel jen jeden ze dvou
prasecikd a ten spojil s vrcholem trojuhelniku (obr. 4.11 vpravo). V pfipadé rovnostranného trojuhelniku mu
konstrukce samoziejmé vysla (nebot v rovnostranném trojuhelniku téZnice splyvaji s osami stran i vyskami).

Pokud si zaci 2. stupné méli dtvar sami oznacit, bez vyjimky to bylo pismeny A, B, C, D (napf. u ulohy 4.2.4, kdyz
si zaci méli prerysovat Ctverec a rovnoramenné trojuhelniky v ném). Amalie dokonce automaticky onacila
narysovany trojuhelnik u Ulohy 4.2.6 jako ABC a teprve na konci své prace ho preznacila na pozadované PQR.
Adéla automaticky predpokladala, Ze trojahelnik, ktery vznikne ze stfedl kruznic, musi byt rovhoramenny nebo
rovnostranny.

Doporuceni: Prototypy nam umoznuji vyznat se ve svété, prototyp je vlastné ,nejlepsi priklad”“ dané kategorie.
Déti se tak uci pozndvat svét a maji tendenci k prototyplim samoziejmé i ve skole. Je vSak ulohou skoly, aby si
Zaci uvédomovali omezeni uvaZovani v prototypech a aby Skola naopak nezplsobila svym nepredchazenim
prototypdm nebo dokonce jejich posilovanim prekazku v dalSim pozndvani geometrie. K posileni tendence
k prototypiim mulze dochazet prostfednictvim vyuky, pfi niZ se Zaci setkdvaji prevainé s prototypy utvarl (jak
v hodindch matematiky, tak v uéebnicich). Je tedy nutné predchazet pfilisSnym tendencim Zakd upinat se na
prototypy a nabizet jim atvary v rlznych polohach, srdznymi rozméry, rlizné znacené tak dlouho, dokud
nepochopi, které vlastnosti Utvaru jsou nutné a které jsou nadbytecné. Teprve kdyz se zak dostane na takovou
uroven uvazovani, ze si uvédomuje, Ze na oznaceni i poloze Gtvaru nezalezi, a nauci se obrazek vidét jen jako
reprezentanta teoretického objektu s urcitymi vlastnostmi, neni tfeba oznaceni a polohu utvaru variovat
a pracovat s prototypy. Pro pochopeni rozdilu mezi teoreticko-geometrickym prostorem a prostorem
reprezentaci je vhodné pracovat s vystfiZzenym Utvarem, kterym lze pohybovat po papiru, ¢i v programu
dynamické geometrie. Tyto programy (napf. GeoGebra, viz www.geogebra.org) jsou pfirozenym prostfedim pro

rizné modely geometrickych Gtvar(, protoZze umoznuji jednoduchou konstrukci atvar( a zejména pohyb, pomoci
ného? se méni jejich tvar. Zaci tedy |épe ne? na statickém obrazku vidi, jaké vlastnosti ttvaru jsou nutné a jaké
vlastnosti jsou jen nahodné. Domnivame se, zZe prace v téchto programech by také mohla prispét k tomu, Ze se
Zaci odpoutaji od potreby konkrétnich Cisel a budou ochotni pracovat i s neciselnym, obecnym zadanim. Pokud
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je mozné napf. Usecku libovolné presouvat a ménit jeji délku, nema smysl ji konstruovat tak, aby méla predem
danou délku (jako to délali Zaci v nasich rozhovorech).

D) ZAK DOKAZE PROVEST KONSTRUKCNI KROKY, ALE JEJICH POVAZE NEROZUMI.

Zaci 1. stupné vesmés dokazali rysovat rovnobézky & kolmice, oviem pokud dostali opaénou tlohu, zjistit, zda
jsou dvé pfimky rovnobéziné ¢i kolmé, nedokdzali to. Napf. BlaZzena za rovnobézné povazovala vSechny pfimky,
které se neprotinaji v ,,dohledné” vzdalenosti, ostatni dvojice primek jsou pro ni kolmice.

BlaZena (5. rocnik): (Pfecetla zadani tlohy 4.1.5.) TakZe CD, to je takhle, a BE, to je takhle...no...ty jsou
kolmé, protoze ...

T: Rovnobézné.

Blazena: Teda rovnobézné. Pardon. ProtoZe jedna bézi tady a jedna béZi tady a nedotknou se. [...]

T: Ovér, abys mohla nékomu ukazat, Ze to je rovnobézné.

BlaZena: Jo. TakZe...BE...takhle sem, tak. (Rysuje obé pfimky.) Nejsou jakoby na sobé Zadny bod, takze
prosté ja si myslim, Ze jsou kolmé.

T: Hmm. A mohla bych ti tfeba... [...] (Na okraj papiru rysuje od oka dvé nerovnobézné cary, které se
neprotinaji.) Tak ty jsou rovhobézné?

BlaZena: Jsou, protoZe, kdyZ vlastné pljdou tak, jakoby porad jdou rovné, Ze se nespoji, porad jdou
takhle prosté po té své care. Prosté kdyzZ pujdou az sem nékam, ale porad se nespoji, protoze to
by taky Slo porad tam.

T: Hmm. A nevypada ta... Vidis, Ze ta jedna je trosku jinak postavena, nebo si myslis, Ze jsou [...] obé
stejnym smérem?

Blazena: No, trosku jo, ale tfeba kdyby to bylo jako u trojuhelniku, trosku jako u trojuhelniku, tfeba
takhle (pomoci pravitka modeluje pfimku, ktera je rliznobézna vzhledem k jedné z ¢ar tazatelky
a protina ji), tfeba takhle (posouva pravitko do jiné polohy) a takhle (posouva pravitko do polohy
témér kolmé vici narysované care), tak to se uz... Prosté tfeba takhle a takhle (opakuje pohyb
s pravitkem), tak se to uz stfetne, protoZe uz nahore je to spojené.

T: TakZe ta mald vychylka nevadi?

BlaZzena: Ne.

T: Nevadi.

Blazena: Vadilo by, kdyby to bylo tfeba takhle (pomoci pravitka modeluje pfimku, ktera kfizi jednu
z Car tazatelky), Ze jo...tak to uZ se stretne.

Dalimil (5. ro¢nik) usuzoval na rovnobéznost podle toho, zda jsou pfimky rovnobézné s hranou papiru, nebo ne.

U Zakl 2. stupné se projevilo v plné mife, Ze znalost terminu (napf. osa) a postupu pfislusné konstrukce
nezarucuje, Zze zak ma dany pojem, ktery je terminem pojmenovan, podepfen spravnou predstavou. Napf.
Zdenka u ulohy 4.2.1 de facto provedla spravnou konstrukci osy Usecky AB, ale byl to pro ni jen prostfedek pro
sestrojeni stfedu Usecky, o némz tvrdila, Ze je jediny bod splnujici zadani.

Zderika: No, Ze jakoby tady a tady to méfi stejné (tuzkou ukazuje na bod A a bod B), takie je to asi
jediny bod, od kterého maji stejnou vzdalenost. Protoze kdybych udélala bod tfeba tady (tuzkou
ukazuje nad usecku AB a vice doprava), tak budou mit jinou vzdalenost od A a od B.

T: Dobre, takZe ten bod F (tak si Zdenka pojmenovala stfed Usecky AB) je jediny, od kterého ma AB
stejnou vzdalenost? (Zderika pfitakdva.) A proc jsi tam nakreslila to 0?

Zderika: To je osa té usecky, aby jakoby to bylo jasny, Ze je to ten stfed. Ta osa strany.

T: Jo, takZe neexistuje jiny bod?

Zdenka: Ne. Nebo?

T: Ja nevim. Treba kdybys méla od toho F nékde nahore néjaky bod, je mozné, Ze bude mit od A
stejnou vzdalenost jako od B?
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Zdenka: Jo, jako kdyby to byl jesté rovnostranny trojuhelnik nebo rovnoramenny... (bere do ruky
pravitko a pomoci ného a tuzky si ukazuje). Vlastné kdybychom na téhle pfimce o udélali bod, tak
vzdycky bude mit stejnou vzdalenost od toho A i od toho B?

T: J4 nevim. Ptas se mé nebo...?

Zdenka: No, ja se ptam.

T: No, tak jo.

Zdenka: Tak, kdyZ je tam téch bodl nekonecné, tak jak to udélat?

Zdencina posledni otdzka ukazuje, Ze si stdle neni védoma, Ze hledanou mnoZinu nekone¢né mnoha bodi dané
vlastnosti uz narysovala.

Stejny problém se objevil i u Tomase, ktery u tlohy 4.2.1 sdm navrhl osu, spravné ji i narysoval, ale vlastné nemél
predstavu, jaké vlastnosti body lezici na ose maiji.

T: Tak. Ktery teda bod ¢i body jsou stejné vzdalené od bodu A a B?

Tomas: No ...

T: Mluvil jsi o stfedu, ten je kde?

Tomas: Tady. (Ukazuje spravné, tazatel pfitakava.) Tak ... ze stfedu naberu 3 cm a nanesu sem a sem
(ukazuje na bod A a B).

T: Vzniknou ti body na té ose, takze mohl bys to néjak shrnout?

Tomas: Hm. ...Ze tim vznikne, ta druhd Usecéka ... hm ...

T: Dobra. TakZe stfed S je stejné vzdaleny od obou bod( a co tfeba dalsi body, které by lezely na té
ose, nebyly by stejné vzdaleny od téch bodl?

Tomas: (Zkousi jakoby méfit — posunuje pravitkem tak, Zze prochazi bodem A, a cislem 0 na pravitku
»jede” po ose 0.) Byly.

Rada 74k( si u Ulohy 4.2.1 a 4.2.2 po zakresleni dvou, resp. tii bodd, které byly dany, viibec neuméla predstavit,
o jakou situaci se jedna. Nedokazali zacit experimentovat a tieba si néjaky konkrétni bod najit a ovéfit, zda spliuje
podminky. Je mozné, Zze kdyby dostali za Ukol narysovat osu nebo stfed kruznice opsané, byli by Uspésni.

Doporuceni: Domnivame se, Ze vySe zminéné obtizi bychom mohli pfedchazet oslabenim dlrazu na konstrukéni
postupy, na ovladnuti posloupnosti konstrukcénich krokd, ve prospéch ddrazu na porozuméni pojmm, které jsou
v pozadi téchto krokl. Zaci by méli dostat pfileZitost, aby se setkavali s Glohami na mnoZiny danych vlastnosti
,0béma sméry“. Tedy jak ,narysuj osu Usecky AB“, tak ,najdi vSechny body, které jsou od bod{ A a B stejné
vzdalené”; jak ,narysuj kruznici”, tak ,najdi vSechny body, které jsou stejné vzdalené od daného bodu”.
Vezmeme-li v Uvahu zpUsob, jakym se konstrukéni dlohy zpravidla uci (ddraz na systematicky pfistup, na zapis
konstrukce a na konstrukci az jako zavrSeni celého procesu), pak se zda, Ze vyuka podceriuje fazi
experimentalniho a manipulativniho rfeseni.
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5. MiRA V GEOMETRII

Mirou v geometrii budeme pro potfeby tohoto textu rozumét zjistovani obvodd, obsah(, povrchd a objemd.

Budeme se pfitom vesmés omezovat na miru mnohouhelnik( a hranatych téles. Jednoznacéné se jedna o oblast,
kterou ucitelé (i Zaci) povazuji za kritickou. Nejdfive opét uvedeme trochu nutné teorie.

Pojmy délka, obsah a objem jsou v mnoha ohledech propojeny.® Viechny se tykaji prostoru (i kdyZ rdznych
dimenzi) a pro vSechny je duleZity pojem konzervace (zachovani). Pro jejich méfeni je duleZity vybér jednotky
a jeji iterace (opakovani), pricemz tato jednotka ma stejnou dimenzi jako dand mira. Pomoci pokryvani
méreného utvaru jednotkami vytvarime strukturaci prostoru — pro délku opakujeme jednotku v jednom sméru,
pro obsah opakujeme jednotku ve dvou smérech a vytvafime tak obdélnikovou mfizku. Pro objem mlzeme
postupovat obdobné, tedy zapliujeme prostor opakovdnim jednotky ve tfech smérech, ¢imz vznikd
trojdimenzionalni mriz, nebo vypliujeme nddobu tekutinou, a jednotka tak ziskava tvar uréeny tvarem nadoby.
Méreni obsahu a objemu vede k multiplikativnimu vztahu mezi délkami (pro mnohouhelniky a hranata télesa,
kterymi se zde zabyvame). Tento vztah je zapsan prostfednictvim vzorcQ, pficemz mezi vzorci pro miru zakladnich
Gtvar( ¢i téles existuji uréité vztahy. Na tomto misté je véak nutné zdGraznit, Ze se nejednd o linedrni proces. Zaci
se mohou zabyvat otazkami zachovani miry a soucasné se setkavat s jednotkami miry; zZ4ci, ktefi jiz znaji vzorec
pro vypocitani obsahu obdélniku, se vraceji zpét a zvédomuji si podstatu tohoto vzorce, uvédomuiji si, které délky
jsou v multiplikativnim vztahu, atp.

Cely proces jsme uchopili schématem, ktery je v Knize, v oddile 5.1. Nyni vySe zminény pojmotvorny proces jesté
trochu rozvedeme. Rozdéleni Gtvar( na ¢asti a pochopeni, Ze pokud tyto ¢asti seskupime jinak, nedojde ke zméné
obsahu celku téchto ¢asti, je podstatou konzervace (zachovani) miry. DlleZitd faze pojmotvorného procesu
pojmu mira v geometrii spociva ve zkoumani miry Utvar(, aniz by se zjistovala presna Ciselna hodnota. Tedy Z4ci
zkoumaji zménu obsahu (Ci jeho zachovani) spojenou se zménou tvaru Utvaru. Porovnavaji obsah Gtvartd (napf.
prekrytim, poloZzenim Utvar( vedle sebe), rozdéluji Gvary na ¢asti a preskupuji je do jinych tvarQ a zjistuji, jak lze
utvar pokryt jinymi tvary (nejen ctverci), apod. V této fazi je také dulleZité, aby Zak zacal ziskavat zkusSenosti
s komplementem utvaru. Napf. pfi zjiStovani obsahu kosodélniku mizeme prenést pravouhly trojuhelnik zleva
doprava (viz obr. 5.1) a z kosodélniku se stane obdélnik, jehoz obsah jiz Zaci uméji vypocitat. Vhodnym nastrojem
je zde ¢tvereckovany papir.

Obr. 5.1: Zména kosodélniku na obdélnik s vyuzitim myslenky komplementu (doplriku)

Zasadni roli v procesu méreni v geometrii hraje jednotka a jeji tvar. Zaci museji vybrat vhodnou jednotku méfeni
a pak ji opakované pokladat (pozdéji jen v predstavé) na méreny Utvar, a to bez prekryvani a bez mezer.
Jednotkou muZe byt napf. Gsecka délky 1 cm, kterd je prohladena za jednotku, &i &tverec o obsahu 1 cm?, ktery
je prohlasen za jednotku.® Pro zobecnéni od pocitani jednotek pokryvajicich Utvar k vytvofeni numerickych
procesl je dlleZité, aby Zaci pracovali i s ¢astmi jednotek (napf. jejich polovinami, tfetinami apod.), které
pokryvaji dany atvar.

V dalsi fazi je nutné zjistit pocet jednotek. Pfitom se postupuje od nakresleni ¢i modelovani jednotek a jejich
spocitani jedné po druhé, pres slouceni oddélenych jednotek do sloZzenych jednotek (takovou sloZzenou jednotkou

8V jinych se zase lisi. Zatimco délku miZeme pfimo méfit, obsah a objem se musi zpravidla vypoditat (i kdyZz obsah mizeme
nékdy zjistit prikladanim jednotkovych Utvar( a objem Ize méfit pfimo pomoci tekutin).

9 S tim Uzce souvisi i problematika pfevodu jednotek, ktera je pro zaky krajné obtizna. Souvisi vsak spiSe s pochopenim
desetinnych Cisel, proto se jimi v tomto textu zabyvat nebudeme.
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je fada jednotkovych ¢tvercl u obsahu nebo vrstva z jednotek objemu, které pokladédme na sebe) a zjistovani
poctu téchto sloZzenych jednotek, az po pocitani jednotek ¢i slozenych jednotek vypliujicich zkoumany objekt jen
v pfedstavé. DuleZity je vSak také opacny proces, kdy je jednotka a strukturace prostoru predem dana — Utvar je
nakreslen na Ctvere¢kovaném papiru Ci téleso je jiZ sestaveno z jednotkovych téles. V tom pFipadé zak odecita
¢iselnou hodnotu miry z obrazku ¢i fyzického modelu. U zjistovani objemu se do hry dostdva jesté nutnost
strukturace trojdimenzionalniho prostoru, coz je pro zaky zpravidla obtiznéjsi.

Proces pocitani jednotek a sloZzenych jednotek je zobecnén do multiplikativni struktury; zak si uvédomuje, Ze
podstatou zjistovani miry je nasobeni pfislusnych délek. Zasadnim problémem je skok v uvazovani, ktery musi
Zak ucinit. Situaci mu miZeme usnadnit pomoci obrazkd, v nichZ je napt. obdélnik rozdélen jednotkovou mtizkou;
tyto obrazky reprezentuji souvislost mezi vypoctem obsahu a ndsobenim pfirozenych cisel. Pokud jednotky
rozdélime na mensi Casti, dostaneme reprezentaci souvislosti vypoctu obsahu s nasobenim zlomk(. Ovsem
multiplikativni vztah ma platit pro kladna realna Cisla. To znamena, Ze Zaci si musi vypocCetni proceduru zobecnit
na realna cisla limitnim procesem, kdy jednotka je stdle mensi a mensi. Pfechod od pfirozenych Cisel k redlnym
ucebnice matematiky zpravidla nijak nefesi (také i proto, Ze obsah obdélniku se probira zpravidla na 1. stupni,
kdy Zaci nemaji dostatek znalosti, a uCebnice 2. stupné jiz predpokladaji, Ze obsah obdélniku neni tfeba znovu
zavadét). Pfedpoklada se, Ze pokud Zak nahlédne, Ze obsah obdélniku s celociselnymi délkami stran se vypodita
jako soucin délek obou sousednich stran, pak platnost tohoto vypoctu automaticky vztahne i na necelociselné
délky stran.

Pro zaky mze byt problematicky pfechod od zjistovani miry u jednoduchych Gtvart (téles) k dtvardim (télestim)
nepravidelnych tvarl nebo rlzné zakfivenym objektlim, v nichZ neni mozné si predstavit pokryvani ¢tverci Ci
vyplnovani krychlemi. V neposledni fadé i prechod od malych Utvard, které se daji nakreslit ¢i modelovat a vnimat
najednou, jako celek, k velkym prostoram jako pole, pokoje ¢i budovy, miiZe byt pro Zaky obtizny.

V nejabstraktnéjsi fazi pojmotvorného procesu miry v geometrii je pouzit jazyk algebry pro abstraktni uchopeni
multiplikativni struktury; tak vzniknou vzorce. Na jedné strané vzorce vystihuji jddro poznatku, daji se
zapamatovat a dobfe se s nimi pracuje (pokud Zak pochopi podstatu prace s algebraickymi vyrazy). Na druhou
stranu maji vzorce tendenci stat v poznatkové struktufe osamocené, Zaci se je uci pamétné, bez pokusu jim
porozumét, a vzorce se tak stavaji pouhou nahradou skutecného poznani. Umoznuji totiz zakovi pocitat i to, cemu
sam nerozumi.

5.1 RVP PRO ZAKLADNi VZDELAVANI

Prvni obdobi 1. stupné: Zak

M-3-3-01 rozezna, pojmenuje, vymodeluje a popiSe zakladni rovinné Utvary a jednoducha télesa; nachazi v realité
jejich reprezentaci,

M-3-3-02 porovnava velikost utvar(i, méfi a odhaduje délku usecky.

Druhé obdobi 1. stupné: Zak
M-5-3-02 scitd a odcita graficky usecky; urci délku lomené ¢ary, obvod mnohouhelniku se¢tenim délek jeho stran,
M-5-3-04 urci obsah obrazce pomoci Ctvercové sité a uziva zakladni jednotky obsahu.

2. stupeni: Zak

M-9-3-01 zddvodriuje a vyuZiva polohové a metrické vlastnosti zakladnich rovinnych Gtvarl pfi feSeni uloh
a jednoduchych praktickych problém(; vyuZiva potfebnou matematickou symboliku,

M-9-3-03 urcuje velikost Uhlu mérenim a vypoctem,

M-9-3-04 odhaduje a vypocita obsah a obvod zakladnich rovinnych utvarq,

M-9-3-09 urcuje a charakterizuje zakladni prostorové uUtvary (télesa), analyzuje jejich vlastnosti,

M-9-3-10 odhaduje a vypocita objem a povrch téles,

M-9-3-11 nacrtne a sestroji sité zakladnich téles,

M-9-3-13 analyzuje a fesi aplikacni geometrické ulohy s vyuzitim osvojeného matematického aparatu.
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5.2 ULOHY, KTERE PUSOBi CESKYM ZAKUM PROBLEMY

5.2.1 ULOHY Z MEZINARODNIHO TESTOVANIi A NASE VYZKUMNA SONDA

Nase rozhovory s zaky 7. az 9. ro¢nikd mimo jiné ukazaly, Ze Zaci maji ¢asto problémy s jednoduchymi vypocty
obsah( utvarl tam, kde se nemohou spolehnout na dosazeni do zndmého vzorce. Proto jsme vybrali pét uloh
z mezinarodniho testovani, v nichz méli nasi Zaci Spatné vysledky, a ve snaze zjistit podrobnéji, v ¢em spocivaji
zakovské obtize, jsme je zadali na sedmi zakladnich Skoldch a péti osmiletych gymndaziich v Praze a jejim blizkém
okoli v rdmci hodin matematiky jako neznamkovany test. Zaci jiz méli probran obsah trojihelniku a objem kvadru.
Testy zadavali ucitelé matematiky pod vedenim spolupracujici osoby, kterd byla za tim u¢elem proskolena. Test
nebyl ¢asové omezen a zaklm bylo sdéleno, Ze vysledky testl nebudou mit vliv na jejich hodnoceni z matematiky.
Zaci méli dostatek ¢asu na vypracovani testu. Pfedpokladame tedy, 7e pokud né&jakou tlohu vynechali, nebylo to
kvlli nedostatku Casu. Pisemna reseni Zakl jsme analyzovali s cilem zjistit Uspésnost zaka, identifikovat pouzité
strategie Fedeni a postihnout réizné chyby, kterych se 7aci dopustili. Vysledky uvddime v tomto oddile. Ctendr,
ucitel, maze Ulohy zadat svym zak(lm a porovnat jejich Uspésnost s nasi sondou.

Pfi porovnani vysledk(l Zakd v TIMSS a v nasi sondé vsak musime byt velmi obezfetni, protoZe vzorek zZaku je
rozdilny. V TIMSS byli Zaci ndahodné vybrani, aby reprezentovali celou zakovskou populaci daného véku. V nasi
sondé se jednalo o prileZitostny vzorek Zakl z rliznych roénikl. Proto jsou pro nas dulezZitéjsi informace, které
jsme ziskali o zpUsobech reseni a chybach zakd. Ty budeme prezentovat formou komentovanych tabulek.

Prvni ze zadanych uloh je na obr. 5.2. U ni byla Uspésnost nasich zak( jen 23,1 % (coZz bylo 5,6 % pod

z4ka v reseni ulohy uvadéji:
Pfi jejim feSeni musi prokdzat nejen to, Ze [Zaci] znaji a umi pouZit vzorec pro vypocet obsahu
trojuhelniku, ale i Ze parametry potfebné pro vypocet dokdzou vycist z obrazku. To, Ze nebyla

explicitné uvedena délka strany a pfislusna vyska trojuhelniku, byl pravdépodobny dlivod pomérné
nizké uspésnosti feSeni ulohy.

Na obrazku je uvniti étverce vybarveny trojuhelnik. =——— 4cm ————=l<— 2cm —|

Jaky je obsah vybarveného trojuhelniku?

6cm

Obr. 5.2: Zadani dlohy M01-12 (Tomasek a kol., 2009).

Podle naseho nazoru vsak muze jit i o neschopnost rozdélit si obrazek na ¢asti, jejichZz obsah se da jednoduse
zjistit i bez dosazovani do vzorce pro obsah obecného trojuhelniku, ¢i vyuzit zachovani obsahu pro trojihelniky.
Uloha se kromé pouZiti vzorce pro obsah trojuhelniku da fesit pomoci rozdéleni étverce na dil¢i konfigurace —na
dva obdélniky dokreslenim nebo domyslenim si kolmice ke strané ¢tverce jdouci hornim vrcholem trojihelniku;
strany trojuhelniku jsou pak Uhlopficky téchto obdélnikll a v nich vysrafovana ¢ast zabira pravé jednu polovinu.
Obsah vysrafované Casti je tedy polovinou obsahu ¢tverce. Dalsi zpulsob feseni spociva v posunuti horniho
vrcholu trojuhelniku napf. do pravého horniho vrcholu ¢tverce — obsah trojuhelniku se tim nezméni, protoze se
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nezménila ani délka strany ani vysky na tuto stranu, a je vidét na prvni pohled, Ze hledany obsah je polovinou
obsahu ctverce.

Uspésnost zaki z nadi sondy v feenti Ulohy je v tab. 5.1.

Tab. 5.1: Uspé$nost 7aka 7. a2 9. roénikd u Glohy z obr. 5.2 (n = 661)

Pocet Pocet Uspésnych % Uspésnych
7. ro¢nik 185 101 54,6
8. ro¢nik 256 158 61,7
9. roénik 220 157 71,4

661 416 62,9

Tab. 5.2 ukazuje prehled strategii, které Zaci vyuZzili. Celkem 13,5 % Zakd vSech ro¢nik( Ulohu vynechalo, coz
odpovidad zhruba vysledku TIMSS. Uloha byla fazena jako prvni, 7aci ji tedy zfejmé nevynechali z dGvodu
nedostatku Casu. Prekdzkou byla bud neznalost vzorce pro obsah trojuhelniku, nebo neschopnost poradit si
pomoci jednoduché Uvahy tak, jak to ucinilo 285 Zaku, tedy pomoci obsahl dvou bilych trojihelnik( ¢i obsahy
obdélnik, jejichz jsou tyto trojuhelniky soucasti. Dalo by se fici, Ze jsou Zaci pfiliS zaméreni na pouZziti vzorcl
a neuvédomuji si souvislost mezi vypoctem obsahu trojuhelniku a obsahu pfislusného obdélniku. Naprava
spociva v ziskani vice zkusenosti s rozdélovanim Utvard na mensi ¢asti. Na druhou stranu si mizZeme vSimnout,
Ze pomérné dost zakl (konkrétné 81) dokazalo pouzit zpUsob reseni, ktery jsme povaZovali za nejobtiznéjsi, a sice
posunuli horni vrchol trojuhelniku do rohu ¢tverce, ¢imz se obsah trojuhelniku nezménil.

Tab. 5.2: Strategie feSeni Ulohy z obr. 5.2 (n = 661)

Spravné | Spatné
Spatné dosazeni do spravného vzorce | 19
. y 5 (ztoho 3 do
Dosazen zméfeny rozmér L,
spravného vzorce)
Nenalezeny potiebné rozméry 4
Nedopocitano 12
Vzorec S = abc 14
Re$eni pomoci vzorce pro obsah 130 VzorecS=aa,S=ab,S=av 26
trojuhelniku Vzorec pro obvod 18
Vzorec pro lichobéznik 2
Vzorec typu soucet délek stran 3
déleno dvéma
Pokus o reseni pomoci Pythagorovy 30
vétyl0
Jiny nespravny vzorec 12
Odecteni obsahu bilych trojahelnikd L.
. 89 Chyba ve vypoctu 3
od obsahu ¢tverce
Jedna se o soucet polovi¢nich obsahl 105
dvou obdélnik oL
- — - Chyba ve vypoctu 8
Soucet polovicnich obsahl dvou 10
obdélnikl odecten od obsahu ¢tverce
Obsah ctverce déleny dvéma (viz .
. 81 Chyba ve vypoctu 6
ilustrace na obr. 5.3)
Nefeseno 89

10 O feseni pomoci Pythagorovy véty se pokouseli témér stejnou mérou zaci vsech roénika.
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Obr. 5.3: Jedno ze spravnych feseni ulohy o trojuhelniku ve ¢tverci

Dal$i ze zaddvanych Gloh plvodné z TIMSS je tloha na obr. 5.4. Zéci v ni byli Gspé3ni jen z 50 %. Uloha viak byla
problematickd i pro Zaky z jinych zemi, nebot mezinarodni prdmér Gspésnosti byl 42,3 %.

Kolik ¢tverecnych centimetr( je obsah obrazce na / \
obrézku?
3cm

9cm

A) 66 cm? K
B) 69 cm? 8 cm

C) 81 cm?

D) 96 cm? N /]

12 cm

Obr. 5.4: Uloha M07-08 z TIMSS 2007 (Tomégek a kol., 2009)

Uspésnost tlohy v nasi sondé je vtab. 5.3. Opét je nase Uspésnost vyssi nei v TIMSS, i kdy? tentokrat nijak
dramaticky. Ulohu jsme viak povaZovali za jednoduchou a fakt, 7e téméF 20 % 7akd na konci $kolni dochazky
ulohu nevyresilo, nas ponékud zaskocil.

Tab. 5.3: Uspé$nost 74kd 7. a7 9. ro¢nik{ u tlohy z obr. 5.4 (n = 661)

Pocet Pocet Uspésnych % Uspésnych
7. rocénik 185 99 53,5
8. ro¢nik 256 177 69,1
9. ro¢nik 220 180 81,8

661 456 69,0

Tab. 5.4 shrnuje pouZité strategie feSeni zZakl v nasi sondé. Podle ocekavani 75 % Uspésnych Zakul resilo dlohu
pomoci rozdéleni na ¢tverec a obdélnik. Kolem 12 % UGspésnych zaka ji fesilo rozdélenim na jiné Gtvary a 8,5 %
Uspésnych zakl resilo dokreslenim zbyvajici ¢asti Utvaru do obdélniku. Témér 30 % nelspésnych zakd bylo
neuspésnych proto, Ze neuméli vycist z obrazku chybéjici rozméry, i kdyz Gtvar rozdélit na mensi atvary dokazali.
Celkem 32 Zaku si prokazatelné nevédélo s tlohou radu, u 84 zaku, ktefi dlohu vynechali, si nemiZeme byt jisti
(mohla jim také Uplné schazet motivace k fesSeni tloh testu).

Tab. 5.4: Strategie fesSeni Ulohy z obr. 5.4 (n = 661)

Spravné | Spatné
Obdélnik 8 x 12 49
Obdélnik 9 x 5

Jiny Spatny rozmér obdélniku

Rozdéleni obrazce na ¢tverec 3 x 3 a obdélnik 12 x 5 342 - —
Nedopocteno, numericka chyba

Spatny vzorec — poéita obvod

Jiny Spatny vzorec

Rozdéleni obrazce na obdéinik 3x8a9 x5 42 Jeden rozmeér Spatné

~AflOnjloO|lO|UT| W
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Rozdéleni obrazce na Ctverec a dva obdélniky 12 Numericka chyba 2

Reseni ,z hlavy” 3
Dokresleni obrazce na obdélnik 12 x 8 a vypocet
39 S chybou 5
12-8-9-3
Rozdéleni obrazce na jednotkovou sit (69 ¢tvereck) 5 S chybou 10
Obvod obrazce 13

e Yy, Vyndasobeni nékterych hodnot 9
Nespravné zplsoby feseni

Soucet nékterych hodnot

Jiné Spatné

Nefeseno 84
VRN ; g
3cm Voo U Bign ™
=) 9cm . SR B
8cm| . | [ . F & -
b ! -
| | -
B 7
12 em

Obr. 5.5: Jedno z nelspésnych reseni tlohy o obsahu nepravidelného Gtvaru

Na obr. 5.5 je ukdzka jednoho Spatného reseni, které je opét ukazkou toho, Ze Zaci nerozliSuji mezi teoretickym
prostorem a prostorem reprezentaci. Leva strana Utvaru se jevi jako sloZzenad ze tfi Usecek o délce 3 cm a tak s tim
74k pracoval. Kromé toho potital, Ze jeden &tvereCek md obsah 1 cm?, a tedy dospél k vysledku 9 cm? (protoZe
Ctvereckl je tam 9).

Zkoumana uloha byla v TIMSS zadana jako uzaviena. Opét se potvrzuje, Ze pfitomnost distraktorl vyznamné
ovliviiuje povahu Zakovskych chyb. Napf. nejcastéjsi chybny vysledek, k némuz dospéli Zaci v nasi sondé, byl 105
(tedy 9 + 8 - 12) — dospélo k nému 49 zakQ, tedy 7,4 %. Tato moZnost mezi distraktory v TIMSS chybi. Naopak
v Setfeni TIMSS 16,4 % 74k0 vybralo nespravnou odpovéd 66 cm?, kterd se v nasi sondé objevila jen okrajové.
Oproti tomu nasi Zaci dospéli k mnoha dalsim vysledkim, které mezi distraktory TIMSS viibec nejsou.

Dalsi uzavrena uloha z TIMSS, kde jsme dosahli slabych vysledkd, je na obr. 5.6. Vysledek zak( v ramci TIMSS je
pfimo za jednotlivymi distraktory.

Kolik cm? je obsah tmavé ¢asti obdélniku na obrazku?
A) 24 cm? (20,4 %)
B) 44 cm? (16,6 %)

C) 48 cm? (23,2 %)

D) 72 cm? (32,8 %) «~— 8cm —>

Obr. 5.6: Uloha z TIMSS 2007 (Toméasek a kol., 2009)

Ulohu jsme zadali 7akiim v nasi sondé jako Ulohu otevienou. Uspé$nost 7akd 8. ro¢niku (viz tab. 5.5) byla
dvojnasobna. Jak bylo jiz uvedeno, nas vzorek nebyl nahodné vybran a nemizZe, na rozdil od TIMSS, byt
reprezentativni. Je mozné, ze v TIMSS byli Zaci distraktory navedeni na nespravnou odpovéd vice, nez kdyz nasi
Zaci méli ulohu resit jako otevienou. Tim myslime mozZnost, Ze Zak nelplnym vypoctem dospéje k néjaké
hodnoté, kterou najde mezi distraktory, a tak dale nad Ulohou neuvaZzuje. Zatimco zak si pfi feSeni oteviené tlohy
neni jisty spravnosti prvniho ndpadu k reseni ulohy, proto o ni uvazuje opakované.
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Tab. 5.5: Uspésnost 7akdl 7. a7 9. roénikd u Glohy z obr. 5.6 (n = 661)

Celkem Pocet uspésnych % Uspésnych
7. ro¢nik 185 103 55,7
8. rocnik 256 165 64,5
9. ro¢nik 220 177 80,5

661 445 67,3

Zajimavéjsi jsou vsak jevy, které z vysledkd TIMSS vycist nejdou, protoZze nemame k dispozici pfimo zakovska
feseni. Tab. 5.6 ukazuje, jaké metody FesSeni Zaci pouzili pfi feSeni Ulohy a zda byly Uspésné. Celkem 26 zZakud
vychazelo z toho, Ze lichobéznik tvori % obsahu obdélniku (fadek 8 v tab. 5.5). Obrazek v tloze je vsak v roli
objektu (tedy proporce jednotlivych ¢asti odpovidaji), nemiZeme tedy fici, zda tuto Uvahu méli teoreticky
zdGvodnénou, nebo zda vychézeli jen z vizualniho dojmu, Ze to tak ,,vypada“. Zaci nejéastéji odeéetli obsah bilého
trojuhelniku od obsahu celého obdélniku (pres 35 % zaku, radek 3 a 4 tabulky). Pétina z nich vSak nebyla Uspésna.
Témér tretina Zak( rozdélila lichobéznik na obdélnik a trojuhelnik (fadek 1 a 2), Ctvrtina z nich vsak byla
nelspésna. Problémem se ovsem ukazal obsah trojuhelniku. Konecné, vzorcem pro obsah lichobézniku resilo
ulohu relativné malo zaka (fadek 5), vétsina z nich v3ak byla nelspésna. Na povazenou je vysoky pocet zaku, ktefi
Ulohu viibec nefedili. Uloha byla zadavana jako ¢tvrta z péti, pritom viak patou Glohu vynechalo méné 7aka
(celkem 93), u vSech se tedy zcela jisté nejednalo o nedostatek casu.

Tab. 5.5: Strategie feSeni ulohy z obr. 5.6 (n = 661)

Spravné | Spatné
1. Soucet obsahu obdélniku 6 x 8 a poloviny jeho obsahu 111 26
2. Soucet obsahu obdélniku 6 x 8 a obsahu bilého trojuhelniku 39 23
3. Odecteni poloviny obsahu obdélniku od obsahu celého obdélniku 66 "
4. Odecteni obsahu trojuhelniku od obsahu celého obdélniku 124
5. Vzorcem pro obsah lichobé&Zniku 14 221
6. Pomoci zlomku (3/4 z celku) 19 1
7. Pomoci zlomku (odecte % z celku) 7 4
8. Trojnasobek obsahu bilého trojihelniku 22 4
9. Jiné nespravné 21
10. NeteSeno 114

O malych zkuSenostech s pokryvanim Gtvaru jinymi nez ¢tvercovymi jednotkami svédci to, Ze jen 55 % Ceskych
74kd 8. roéniku vyresilo ulohu na obr. 5.7.12 Uloha byla zadana jako uloha s vyb&rem spravné odpovédi.
NeUspésni Zaci se zhruba stejnym dilem domnivali, Ze spravny vysledek jsou 4 trojuhelniky, resp. 6 trojuhelnikd.

Kolik trojuhelnikd shodnych

s vybarvenym trojuhelnikem je potieba
k dplnému pokryti plochy obdélniku?

4 cm

A. Ctyri trojahelniky.

2cm

B. Sest trojuhelnika.

C. Osm trojuhelnika.

.. e 3 p
D. Deset trojuhelnika. cm cm

Obr. 5.7: Uloha z TIMSS 1999 (Pale¢kova a kol., 2001)

Uspésnost zakd v nasi sondé, kde jsme vak zadali Glohu jako otevfenou, je v tab. 5.6.

117 toho 9 zdména se vzorcem pro obsah trojuhelniku, 4 zaména se vzorcem pro obvod obdélniku.
2 Jloha je uz z roku 1999. Vzhledem k sestupnému trendu ve vysledcich Setfeni TIMSS lze spise predpokladat, 7e vysledky
soucasnych zaku by byly stejné nebo horsi.
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Tab. 5.6: Uspésnost 7akdl 7. a7 9. roénikd u Glohy z obr. 5.7 (n = 661)

Pocet Pocet Uspésnych % Uspésnych
7. ro¢nik 185 133 71,9
8. ro¢nik 256 182 71,1
9. ro¢nik 220 195 88,6

661 510 77,2

Tab. 5.7 shrnuje strategie feSeni Zak( v nasi sondé. Podle ocekavani vétsina zakad resila na zakladé obrazku, tedy
vizualnim rozdélenim obdélniku na trojuhelniky. Dalsi poCetnd skupina byla Uspésna resenim pres obsahy obou
utvar(. Opét se ukazuje vyznamny vliv vybranych distraktord. Distraktory pouzité v TIMSS omezily mozZnost,
jakych chyb se Zaci mohou dopustit. Vysledek 4 nabidlo jen 3,3 % nasich Zak( (oproti 18,8 % Zak( v TIMSS),
vysledek 6 jen 1,5 % nasich Zaka (v TIMSS 21,8 %) a k vysledku 10 nedospél nikdo. Naopak nasi Zaci nabizeli jako

vysledek i 2, 5, 7, 9 a 12 trojuhelnik(.

Tab. 5.7: Strategie feSeni Ulohy z obr. 5.7 (n = 661)

Spravné | Spatné
Grafické reseni— déleni obdélniku na trojuhelniky | 277
Grafické teSeni — dokreslovani trojuhelnikd 18 S chybou 5
k zadanému trojuhelniku
Obdélnik misto trojuhelniku (vysledek 4) 14
Nedopocteno 4
Pocetni — pres obsahy 169 Chyba v obsahu trojahelniku 7
Chyba v obsahu obdélniku 2
PouZit vzorec pro obvod misto obsahu 7
Pocetni — pfes poméry stran 5 S chybou 2
Regeni ,z hlavy” 27 Dalsi nespravna reseni (2, 4,5,6,7,9,12) |31
Neteseno 93

Obr. 5.8 a 5.9 ukazuji nespravna feseni zaka. Prvni dvé svédci o neschopnosti Zakd pokryt Gtvar trojuhelniky, o niz
jsme se zminili jiz vySe. Treti feSeni obsahuje zmateni obsahu a obvodu.

Z

/

6 u;zz/// i

\/
1%

dom

Obr. 5.8: Nespravné rozdéleni obdélniku na shodné trojuhelniky
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Obr. 5.9: Nespravné feseni Glohy vzorcem

V nasi sondé jsme zadali také jednu Ulohu na objem (obr. 5.10). V TIMSS 2007 ji fesilo spravné jen 29,8 % Ceskych
7ak{ 8. ro¢niku a celd tietina ji vynechala; Gloha byla zadana jako oteviena. Uloha viak podle nadeho nazoru neni
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dobre formulovana. K jejimu UspéSnému feSeni totiz staci pouZzit i strategii, kdy si Zaci feknou, Ze prosté najdou
tfi odliSné hodnoty (protozZe ty pro objem kvadru potiebuji) a ty mezi sebou vynasobi. Pravé tak resili ulohu
néktefi Zaci z naich rozhovord. Uloha tedy miiZe vést i k formalnimu pouZiti vzorce, diky nému? jsou aci Gspésni.
Z4ci tak neprokazuji prostorovou predstavivost, co? byl jeden z cild dlohy: ,(siti pFifadit odpovidajici téleso)
a schopnost z grafického zadani urcit rozmeéry potiebné pro vypocet objemu” (Tomasek a kol., 2009, s. 69).

KdyZ dtvar na obrazku sloZime, 5cm
vznikne krabicka s obdélnikovymi . . 3
sténami. Vypocitej objem krabicky. / k .
2 cm 2cm
"

% N
B a

Obr. 5.10: Uloha z TIMSS 2007 (Tomasek a kol., 2009)

3cm

V tab. 5.8 vidime Uspésnost zakl z naseho testovani.

Tab. 5.8: Uspé$nost 74kl 7. a7 9. roénik{ u tlohy z obr. 5.10 (n = 661)

Pocet Pocet Uspésnych % Uspésnych
7. roénik 185 92 49,7
8. rocnik 256 177 69,1
9. ro¢nik 220 172 78,2

661 441 66,7

V tab. 5.9 jsou shrnuty strategie reseni, které zaci pouzili. Nebrali jsme ohled na to, zda se Zak nedopustil chyby
v jednotkach. Vétsina 24k si nepotrebovala nacrtnout kvadr, aby byla Uspésna — kvadr si jen predstavovali, nebo,
jak jsme upozornili uz vyse, si uvédomili, Ze pro objem jim staci tfi rozméry, tak vyhledali tfi rizné rozméry v siti
a vynasobili je. Tab. 5.10 obsahuje pfic¢iny chybnych feSeni. Nejcastéji se stalo, Ze zaci misto objemu hledali
povrch. Mozna proto, Ze byla dana sit, a u sité je pfirozené zjistovat obsah, tedy povrch télesa. Celkem 16 zakd
nedokazalo spravné dosadit rozméry do vzorce. Tato uloha byla nejcastéji nefeSena z celého souboru péti tloh,
které jsme Zakam zaddvali. Byla pfitom zadavana jako druha v poradi, nemohlo tedy jit o nedostatek ¢asu

Tab. 5.9: Strategie feSeni tlohy z obr. 5.10 (n = 661)

Spravné | Spatné

Regeni s nacrtkem kvadru (z toho 6 7akd si jen barevné vyznacilo v siti pfisluéné sobé 153 31

prislusejici hrany)

Reeni bez na¢rtku kvadru 286 69

NefeSeno 121
Tab. 5.10: Chybna feseni Glohy z obr. 5.10 (n = 100)

Pocita obsah sité 44 (z toho 10 navic $patné dosazuje do vzorce)

Pocita obvod sité, s¢ita délky hran 19

Nedosazuje spravné do vzorce, ktery zna 6

Spatny vzorec (@ + b%+ c2, @®, a?V)

Jiné nelspésné reseni 25
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5.2.2 DALSi PROBLEMATICKE ULOHY Z TESTOVANI

V tomto oddile uvedeme dalsi tlohy z oblasti miry v geometrii, u kterych mame vysledky pro vétsi pocty ¢eskych
74k a v nichz byli Zaci spiSe nelspésni.

Porozuméni ¢tvereckovanému papiru a praci v ném vyzadovala tloha z PISA 2012 uréena pro 15leté Zaky. Uloha
je naobr. 5.11. Uspésnost ¢eskych 7ak( v prvni ¢asti Glohy byla 20,2 %. Druhd ¢ast tlohy viak piedstavovala vétsi
problém, Uspésnost nasich zakud byla jen néco malo pres 17 %. Pokud zanedbame chyby pfi pocitani s méfitkem,
pak obsah nepravidelného Utvaru ve Ctvercové siti spravné vypocitalo 30 % zaka. DalSich 30 % zak( ulohu Uplné
vynechalo. Domnivame se, Ze to ukazuje na nedostatecné zkuSenosti s délenim utvaru na jednotky (Ctverce)
aspraci na ctvereckovaném papiru (coz, jak jsme uvedli vySe, je vhodny model nejen pro uUvodni faze
pojmotvorného procesu pojmu obsah v geometrii).

Na obrdzku vidis planek Vchodové dvefe

Markétiny cukrarny. Rozhodla ’
se, ze v cukrarné provede

malé Upravy. Pfipravna je od N
Vstupni prostor

ostatnich prostor oddélena

prodejnim pultem. ‘

Poznamka: Jeden ¢tverecek

sité ma rozmery 0,5 metru x Prostor
k sezeni

0,5 metru.

A. Na vnéjsi hranu pultu chce

Markéta nalepit novou listu.

Kolik metr( listy bude

potfebovat? Napi$ postup

vypoctu.

B. V cukrdrné nechd Markéta
také udélat novou podlahu.
Jaky je obsah podlahy v
cukrarné, kdyz nezapoctes
pfipravnu a pult? Napis
postup vypoctu.

Obr. 5.11: Uloha z PISA 2012 ,,Cukrarna“ (Tomasek, Fryzek, 2013)

Uloha d4 tesit napt. dokreslenim &tvercové sité do obrazku nebo vepsanim &i opsanim obdélniku Gtvaru, a tak
dospét k odhadu obsahu. Podobné ulohy se vsak, pokud je ndm znamo, v ceskych uéebnicich témér nevyskytuiji.
PFic¢inou je tedy mala zkuSenost Zak( s podobnymi Ulohami. Otazkou, kterou bychom si méli poloZit, je, zda by
dobré porozuméni pojmu obsah nemélo zahrnovat i schopnost fesit podobné ulohy, které maji i praktické
aplikace. Nelze vsak v nich aplikovat mechanicky vzorec.

38



Ropny tanker narazil na podmofrsky utes, ktery prorazil
diru do cisteren s ropou. Tanker byl v té chvili vzdalen
priblizné 65 km od pobrezi. Za nékolik dnd se na mofi Pobrezi
vytvorila ropna skvrna, kterou vidi$ na mapé.
More
Vyuzij méfitko mapy a odhadni obsah ropné skvrny
v kilometrech étvereénych (km?).

eyt
Odpovéd: .......... km? e

Ropna
skvrna

1 cm odpovida 10 km b Ropny tanker

—

Obr. 5.12: Uloha z PISA 2012 ,,Ropna skvrna“ (Tomasek, Fryzek, 2013)

V TIMSS 2007 byla zadana stejna uloha jako v TIMSS 1999 (obr. 5.13), ktera se tykala prace ve ctvercové siti. Jeji
Uspésnost v ¢asti A klesla z 27,2 % na 19,8 % (coZ vsak bylo stale nad mezindrodnim pridmérem). Velka ¢ast zaka
(20,7 %) ulohu zcela vynechala. Z vysledkd lIze dale vycist, Ze dalSich 14,2 % Zakd ulohu fesilo ¢astecné. Vétsinou
tak, ze obdélnik byl sice spravné nakreslen, ale nebyla u né&j uvedena délka a/nebo $itka, nebo byla uvedena
chybné. Problém tedy spocival ve vypoctu délek stran.

Ulohu B vynechalo 49,9 % 7akil a zcela spravné bylo jen 10,4 % odpovédi. Vétsina 7ak(, ktefi uvedli ¢astecné
odpovédi (3,3 %), udélala chybu v tom, Ze uvedla obraceny pomér. BohuZel o povaze vétsiny chybnych reseni
nemame Udaje a nevime tedy, zda méli Zaci problém s vypoctem obsahu ¢i se sestavenim poméru.

-
2| B
| ™

délka

8cm

A. Do ctvercové sité dole nakresli obdélnik, jehoz délka se rovna tfem ctvrtindm délky obdélniku na hornim
obrazku a jeho? Sitka se rovna dva a pal nasobku Sitky obdélniku na hornim obrazku. Ve svém obrazku uved délku
a Sitrku nakresleného obdélniku v centimetrech. Strana ¢tverce ve Ctvercové siti je dlouhd 1 cm.

[Déle byla uvedena ¢tvercova sit.]

B. Jaky je pomér obsahu plvodniho obdélniku k obsahu nového obdélniku?

Obr. 5.13: Uloha M01-11A (Toméasek a kol., 2009)

Dal$i uloha tykajici se obsahu je na obr. 5.14. Usp&nost ¢eskych 7akd byla 43,2 %. Uloha ma 9 rdznych fedeni.
Uloha je svou podstatou podobna uloze z obr. 5.4, kde viak o to vypocet také provést. Bylo by zajimavé védét,
zda mezi UspéSnymi zaky byli také ti, ktefi si spletli obsah s obvodem. K vypocétu obvodu staci také 4 rozméry.
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Pokud chces odhadnout, jaky je celkovy

obsah podlahy bytu (véetné terasy a zdi), ] ID
muzZes zméfit rozméry jednotlivych Kuchyii

Métitko:

Koupelna

1 cm pfedstavuje 1 m

mistnosti, vypocitat jejich obsah a pak I

EObWaci okoj
(=] _

]|

[ |

obsahy vsech mistnosti secist. Celkovy
obsah podlahy vsak muzes zjistit
i jednodussim zplsobem a stadi ti

k tomu jen 4 méreni. Vyznac na planku
Terasa

nahofte Ctyfi rozméry, které potiebujes

k odhadu celkového obsahu podlahy
bytu.
Loznice

Obr. 5.14: Uloha z PISA 2012 ,Byt“ (Tomasek, Fryzek, 2013)

Uloha z obr. 5.15 byla pro nase zaky (ale i pro zaky v zahranié¢i) velmi obtizna. Vyresilo ji jen 12,96 % zaka.
Problémem s nejvétsi pravdépodobnosti byla schopnost vycist Udaje z okdtovaného ndrysu a bokorysu télesa.
Matouci pro Zaky mohla byt i pfitomnost mnoha nepotrebnych rozmérd. Dale bylo nutné pouzit Pythagorovu
vétu k vypoctu chybéjiciho rozméru obdélniku.

Na téchto dvou ndkresech jsou v metrech uvedeny rozméry garaze, kterou si Jifi vybral.

) 2,50 R

1,00 } 00
& F 3

2,40 2,40
v v
IH +—pr P |t—P > « »
0,50 1,00 2,00 1,00 0,50 6,00

Pohled zepredu Pohled z boku

Strecha gardze je vyrobena ze dvou shodnych obdélnikovych dild. Vypocitej celkovy obsah stfechy. Napis
postup vypoctu.

Obr. 5.15: Uloha M01 — 05 z TIMSS 2007 (Toma3ek V. a kol. , 2009)

Jiného charakteru byla uloha z TIMSS 2007, v niz méli Zaci zjistit, jaky je obvod ctverce, jehoZz obsah je 100
Ctverecnych metrd. Zatimco v roce 1999 byla Uspésnost Ceskych zakl 43,7 %, v roce 2007 klesla na 34,2 %.
Nicméné byla stéle jesté témér o 6 % vyssi nez mezinarodni prdmér.

Dalsim zdrojem informaci o obtiZich ¢eskych Zakl je testovani zak( 9. rocnikl, které provadél jiz zminény
CERMAT.® Napf. v roce 2004 jen 39 % 7ak( (n = 2 782) fesilo spravné ulohu s vybérem odpovédi ,Jaky bude
vysledny objem V, smichame-li kapaliny o objemech 3 hl a 200 dm3?“ (Lesakova, Ridkd, 2006). Zaci neuméli

13 http://www.cermat.cz/projekty-archiv-1404034774.html
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prevést krychlové jednotky na litry. Zavérecna zprava CERMATu ze stejného roku uvadi z naseho pohledu
alarmuijici fakt, Ze jen 42 % zakU 9. ro¢niku vypocitalo obsah pravouhlého trojuhelniku. Pfesné zadani tlohy vsak
neni ve zpravé uvedeno, nevime tedy, zda to bylo zplsobeno neznalosti vztahu pro vypocet obsahu trojahelniku
nebo jesté jinymi vlivy danymi zplsobem zadani Glohy.

Jedna z Uloh z testovani CERMATu roku 2005 se tykala vypoctu obsahu nepravidelného Utvaru, pro néhoz neni
znadm vzorec, ale ktery Ize jednoduge doplnit na zndmy Gtvar nebo rozdélit na zndmé Gtvary (obr. 5.16). Uspé$nost
byla jen 31 % (n = 10 969), cozZ zfejmé poukazuje na pfilisné Ipéni Zaka na vzorcich a neschopnost vyuzit strategii
doplnéni na zndmy Utvar, na kterou Gloha vede i svym zadanim (,,Gtvar vznikl odsttizenim*“).

Utvar na obrazku vznikl odstfizenim rohu obdélnika. Cisla D 9 c

vyjadfuji délky ¢ar v decimetrech (dm). Najdéte obsah plochy
pétiuhelniku ABCDE.
A) 65,5 dm?
10
B) 66 dm?
C) 74 dm?

D) jina hodnota

E

Obr. 5.16: Uloha z testovani 9. ro¢niku v roce 2005 (Lesakova, Ridkd, 2006)

vvvvv

v ramci néhoz jsou publikovany zavérecné zpravy. Z nich jsme vybrali nékolik souvisejicich uloh.

Kalibro, 3. roénik, 2013/14
U)PC>I|U>‘. raj

| . %
‘_lVybarvujeme uzemi statt. Na Cesko se .
spotiebuje stejné barvy jako na dva ctverce. - - Mmore e

Polsko
Odhadni spotiebu barvy na Polsko.
(Na kolik ctvercti se spotrebuje stejné barvy?)

Odpoved: Na Polsko se spotfebuje priblizné stejné
barvy jako na Ctvercil.

Ulohu Gspésné fesilo asi 25 % 7akd (n =2 279) (spravné byly vysledky 7, 8 a 9). Pétina 74k viak Glohu vynechala.
Botlik a Soucek v zavérecné zpravé upozoriuji na to, Ze 29 % zakd uvedlo jako vysledek 11 ctvercl. To by
znamenalo, Ze jen spocitali ¢tverce na mapé, do nichZz Polsko vyrazné zasahuje. To je v rozporu se zadanim,
protoZe pFi pouZiti této jejich logiky bychom na Cesko pottebovali 3 &tverce.
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Kalibro, 7. roénik, 2013/14

G | dspésnost 7

Objem tasky: 75 litrd

Vypocditej objem velké sportovni tasky.
(mazes vyjit treba z objemu nejvétsiho
kvadru, ktery se do tasky cely vejde,
anebo z objemu nejmensiho kvadru, do
kterého se vejde cela taska bez uch;
vysledek zaokrouhli na celé litry)

5dm

[\
6dm E

Uspésnost je pouhych 7 %, pficem? pétina zaka Glohu vynechala (n = 2 210). Nejcastéjsi chybny vysledek 360 (7 %
Zakl) odpovida soucinu vSech rozmérl uvedenych na obrazku, tedy 4 x 6 x 5 x 3. Vysledek 72 (5 % zaka) je

soucinem rozméru 4 x 6 x 3, tedy Z4ci nevzali v Gvahu vysku tasky. Vysledek 90 (5 % ZakU) zase znamena, Ze Zaci
nevzali v Uvahu, Ze se taska nahoru zuzuje.

Kalibro, 5. roénik, 2014/15

G uspésnost 57, reduk. 35 3111 4|2

CtyFi plochy na étvere¢kovaném planu je téeba osit travou. Sefad je podle toho, kolik se spotiebuje travniho
semene: /. - plocha s nejvétsi spotrebou, ..., V. - plocha s nejmensi spotrebou. (spotieba travniho semene
na jeden ctverecek je u viech ploch stejnd; zapis do ramecku cisla vsech ploch ve spravném poradi)

1. 2. 3.

4.
u47 u49 uso

u41

Uloha opét vypovid4 o problémech 74kl se zjistovanim obsahu ve ¢tvercové siti (n = 4 293). Zaci prakticky

nemuseji pouZzivat vzorce, kromé obsahu obdéinika. Redukovana Uspésnost 35 % znamend, Ze pouze 35 % Zakl
mélo vSechny vysledky spravné.
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Kalibro, 5. roénik, 2014/15

lispésnost 8 Obsah: 18 000 cm?

Svecovi maji doma nékolik rtiznych kusti nabytku, na kterych se da spat. Na obrazku jsou spolu s rozméry
(v centimetrech) pFi pohledu shora. Jak velka (v centimetrech ctvereénich) je nejmensi spaci plocha?
(obsah nejmensi spaci plochy zapis do ramecku)

1. 2 3. 4,

60

140

120

210
190
120

140

60
100

90

Uspéénost 74ka 5. roéniku je velmi malé (8 %) (n = 4 293), ovéem porovname-li ji s vysledky podstatné starsich
zakl u podobné ulohy, neni nijak prekvapiva. Botlik a Soucek v zavérecné zpravé uvadéji, Zze i Zaci, kteti chapali
pojem obsah, ,mohli podlehnout optické iluzi, zZe treti ,slozity” Utvar ma plochu hodné velkou a neni tfeba se jim
pfi porovnavani vibec zabyvat. Bez jakéhokoli vypoctu bylo diky optické iluzi dokonce mozné mylné tipovat
Ctvercovy Utvar jako nejmensi, ackoli je ve skutecnosti nejvétsi.” Autofi dale upozornuiji, Zze se (mylné) domnivali,
Ze 74aci 5. rocniku jiZ znaji vzorec pro obsah obdélnika, , protoZe se tak vyvozuje nasobeni”. (Ovsem podle RVP pro
ZV se 7Zaci maji setkat jen s obsahem ve Ctvercové siti). Chybné vysledky vsak podle nich ukazuji, Ze Zaci si spiSe
pletou obsah a obvod — spravné ¢i Spatné spocitanym obvodem jsou hodnoty 560 (11 % Zak), 280 (11 % z4aka)
i 360 (3 % zaka).

Posledni dvé ulohy zadané ve dvou rlznych rocnicich jsou si podobné. Jejich Uspésnost byla mala (7. ro¢nik:
n =2 093; 9. roénik: n = 2 969). Zaci mohli pouZivat kalkulagku.

Kalibro, 7. roénik, 2014/15

dspésnost 16 Objem ledu: 30 m?

Obdélnikové kluzité ma obsah (plochu) 1 500 m?% Stejnomérna vrstva ledu je 2 cm vysoka. Jaky je celkovy
objem ledu na kluzisti? (vysledek zaokrouhli na celé metry krychlové)

Kalibro, 9. roénik, 2014/15

E lispésnost 21 Vyska ledu: 2 cm

Obdélnikové kluziité ma obsah (plochu) 1 500 m2 Je na ném celkem 30 m?ledu. Jak je vrstva ledu vysoka?
(tloustka vrstvy ledu je na celém hristi stejna, vysledek zaokrouhli na celé centimetry)

Botlik a Soucek v zavérecné zpravé uvadéji, Ze ulohy jsou zajimavé i kvili ¢isldm samotnym, a pokladaji si otazku,
jaké hodnoty obsahu kluzisté a objemu ledu by asi Zaci odevzdali, kdyby se jich na né ucitel zeptal bez souvislosti
s timto testem. Byl problém ve $patném poufZiti vzorce pro objem kvadru, nebo si Zaci viibec neuvédomili, Ze se
jedna o kvadr?
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Ve varianté pro 7. rocnik mezi nejcetnéjSimi chybné vysledky patfily chyby v fadu cisel (3 000, 300, 3, 30 000 —
celkova cetnost 32 %), vysledek chybné Uvahy (obsah plochy déleny vyskou vrstvy — 7 %) a rovnéz pomérné
zvlastni vysledek 6 000, ktery je numericky ¢tyfnasobkem obsahu kluzisté (1 % zZakud). Ve varianté pro 9. rocnik
byl nejéetnéjsi chybny vysledek 50 (15 % zaku), ktery vznikne tak, Ze plochu kluzisté 1 500 vydélime objemem
ledu 30.

5.2.3 DALSIi SOUVISEJiCi ULOHY

Nakonec se jesté podivame na nékolik uloh, jejichZz spolecnym jmenovatelem je nutnost prace s pojmem obsah,
aniz bychom obsah vycislovali. Pfikladem je Uloha, kterou uvadi F. Kufina (2011) jako doklad, Ze Zaci maji
problémy s chapanim zachovanim obsahu p¥i zméné tvaru Utvaru. Celkem 140 zakdm stfedni Skoly (ro¢nik autor
neuvadi) zadal Glohu z obr. 5.17. Ulohu vyteSilo jen 10 % 7ak(. Jednim z parametrd, ktery mohl negativné ovlivnit
uspésnost zaka, byl fakt, Zze nebyla zadana zadna cisla a zaci méli obsah dvou trojuhelnikl jen porovnat, ne ho

pocitat. S tim nasi Zaci zkuSenosti zpravidla nemaji.

U je prasecik uhlopficek lichobéZzniku ABCD se D C
zdkladnou AB. Maji trojuhelniky ADU a BCU stejny
obsah? Odpovéd zdlvodnéte.

A B

Obr. 5.17: Uloha o lichobéZniku (Kufina, 2011, s. 168)

Uloha z obréazku 5.18 pochazi z jedné japonské hodiny natoéené v rdmci TIMSS 1999 Video Studly.

Na obrazku vidite dva pozemky. Prestavte plot, ktery
tyto dva pozemky oddéluje, tak, aby byl rovny (aby ho
tvorila Usecka a ne lomena cara) a pfitom se
nezménily velikosti ploch zahrad.

Obr. 5.18: Zadani ulohy ,,Ploty zahrad”

Reseni je zcela bez vypottu a je zaloZené na skutec¢nosti, 7e pokud se nezméni strana trojuhelnik a k ni pfisluind
vyska, nezméni se ani obsah trojuhelnika. Re$eni je na obr. 5.19. Bodem A a B vedeme p¥imku a s ni rovnobé&znou
pfimku p prochazejici bodem C. Vzdalenost rovnobézek AB a p urcuje vysku vc v trojuhelniku ABC. Pfi libovolném
posouvani bodu C po pfimce p bude obsah trojuhelniku ABC zachovan. Staci tedy bod C posunout az na okraj
zahrady do bodu C" nebo C”.

Uloha je obtiZna v tom, Ze ze zadani tlohy neni nikterak ziejmé, Ze feseni povede pravé pres trojuhelnik a jeho
obsah. Obtiznost pro nase zaky spociva také v tom, Ze nejsou zadany Zadné rozméry a Ze se obsah nema pocitat,
ale ma se s nim pracovat.

Pro ulohu nemame k dispozici vétsi vzorek Zaka. Jen pro zajimavost jsme zadali tlohu Zakiim jedné tfidy 1. ro¢niku
stiedni $koly. Uspé$nost byla velmi mald (6 7ak@ z 25). Uloha zaky motivovala k vyuZiti rGznych vypoété. Jedno
z takovych Fedeni je na obr. 5.20. Zaci vesmés zacali tim, Ze si oznadili Gsecky na obrazku ciselné (zmérili délky
usecek), nebo pomoci proménnych a pak pouZivali rizné vzorce. Nejcastéji samoziejmé vzorec pro vypocet
obsahu trojuhelniku, ale ¢asta byla i Pythagorova véta a Euklidovy véty. Zaci se totiZ snaZili do obrazku dokreslit
rGzné trojuhelniky, zejména pravouhlé. Nejcasté;jsi bylo vytvoreni trojuhelniku a jeho rozdéleni na dva pravouhlé
trojuhelniky, které je patrné z obr. 5.21.
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Obr. 5.20: Pokus o vypoctové feseni u Ulohy Ploty zahrad

Obr. 5.21: Vytvoreni pravouhlych trojihelnikd u ulohy Ploty zahrad

Zemédélci nutné potiebuji postavit cestu pres b -
sva pole. Chtéji ale zabrat co nejmensi plochu, 2

aby se vynosy nezmensily. Rozhoduji se mezi
dvéma variantami vyznaéenymi na obrazku.'* Pro
jakou moznost se rozhodnou? Jaka cesta zabira
nejmensi plochu pole?

A2 E

Obr. 5.22: Uloha Cesti¢ka (podle Ku¥ina, 2006)

14 Body v zadani oznaceny nebyly.
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Uloha je rychle fesitelna, pokud si Zaci uvédomi, Ze se v obou pfipadech jedna o obsah rovnobézniku, u néhoz
najdeme obsah pomoci soucinu délky strany a vySky na ni. Ta je u obou stejnd. Jind moZnost je zjistit shodnost
tfi trojuhelnik( AGD, ECF a EBC. Cely obdélnik se tedy sklada z jedné z cesti¢ek a dvou shodnych trojuhelnikd.
Tedy jinymi slovy, cesti¢ka je v obou pfipadech doplnék dvou ze tfi shodnych trojihelnikl do obsahu celého
obdélniku. Proto tedy musi byt obsahy obou cesticek shodné.

Informace o zakovskych fesenich mame z disertani prace B. DiviSové. Jeji Zaci 5. rocniku osmiletého gymnazia
resili Ulohu vyhradné pocetné. Jen tfi studenti znali vzorec pro vypocet obsahu kosodélniku, ostatni si kosodélnik
rozdélili na obdélnik a dva shodné trojuhelniky. Ani jeden z 7ak(i netesil Glohu obecné. Zaci si zvolili konkrétni
$itku i délku obdélnikového pole, nebot védéli, Ze plochy cest stadi jen porovnat.

Pouze jedna zakyné se nad ulohou zamyslela i geometricky. Po zjiSténi, Ze plochy cest jsou stejné, hledala i jiné
mozné feseni. Nasla v obrazku vSechny tti shodné trojuhelniky AGD, ECF a EBC a odvodila feseni: ,,Obsah cesty je
v obou pfipadech obsah obdéInikové louky bez dvou ze tfi shodnych trojuhelnikd. Cesty maji tedy stejné obsahy.”

Zaci 6. roéniku zakladni skoly Fesili také Ulohu zprvu vyhradné podetné. Dostali tedy radu, at si zvoli délky stran
obdélnikového pole. Na vypocet obsahu kosodélniku jim ale bohuZel nestacil matematicky aparat, a tak si
vysledky spiSe tipovali ¢i k nim dochazeli dosazovanim Cisel do rliznych vzorcll. Na spravné feseni prisli pouze dva
Zaci a jejich rfeseni se velice podobala. Rozdélili si obrazek na 25 shodnych obdélnik(, jak naznacuje obr. 5.23.
Jeden zak pouZil barev stejné jako zde v obrazku. Druhy Zak namisto stejnych barev oznacil policka stejnymi Cisly.

Oba Zaci méli stejné argumenty. Tvrdili, Ze shodné obarvena i ocislovana policka maji i stejny obsah. Proto je
mozné pridat k cesté obarvené (ocislované) policko, které lezi mimo cestu. Potom se da zjistit, ze policka
v jednom tadku obrazku je mozné poskladat tak, aby bylo vidét, e dohromady tvofi jeden obdélnik. Sikma cesta
stejné jako kolma cesta zabird jeden obdélnik na kazdém radku. Maji tedy stejny obsah. Jesté zbyva dokazat, ze
stejné barevné obrazce maji opravdu stejny obsah. Oba Zaci to vysvétlili spiSe intuitivné.

Obr. 5.23: Jedno z Fe$eni Ulohy Cesticka 7aka 6. ro¢niku 2§

5.3 DIAGNOSTICKE ULOHY POUZITE V NASICH ROZHOVORECH

Majitel koupalisté chtél postavit obdélnikovy bazén. Poté, co zacaly vykopové prace, vsak nahle zjistil, Ze bude
muset snizit naklady na stavbu a provoz bazénu. Chtél ale, aby bazén zlstal stejné hluboky, proto ho musel
navrhnout jinak.

50 m

Plvodné planovany bazén
18 m
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Zvazoval dvé varianty bazénd, jejichZ ptidorysy jsou na obrazku 1a a 1b. Hloubka bazénu je vSude stejna: 160 cm.
U obou variant je plocha®® dna o étvrtinu mensi, neZ byla plocha plivodné planovaného bazénu.

50 m 50m
A

18 m
18 m

Obr. 1a: Varianta 1 Obr. 1b: Varianta 2
Uloha 5.1. Jaky rozmér je reprezentovan otaznikem na obrazku 1a?

Uloha 5.2. K vykachli¢kovani bazénu chce maijitel pouZit kachli¢ky o rozméru 10 cm x 20 cm. (Kachli¢ky bude
pokladat se zanedbatelnymi sparami.) Je néktera z variant bazénu vyhodnéjsi z hlediska spotfeby kachlicek?
Vysvétli.

Uloha 5.3a. Majitel se rozhod| vybudovat bazén s plidorysem na obréazku 1a. Zatim vykachli¢koval dno a $ikmou
sténu bazénu a nyni se chysta dokoupit material na zbylé stény. Kolik bude potrebovat jesté kachlicek na oblozZeni
ostatnich stén?

Uloha 5.3b. Majitel se rozhod| vybudovat bazén s ptidorysem na obrazku 1a. Zatim vykachli¢koval dno a nyni se
chystd dokoupit material na stény. Kolik bude pottebovat jesté kachlicek?

Uloha 5.4. Majitel vZdy napousti bazén 20 cm pod okraj. Kolik u$etfil vody pfi jednom naplnéni bazénu oproti
plavodné planovanému bazénu? [Nasledovaly obrazky plivodné planovaného bazénu a realizovaného bazénu
z obr. 1a.]

Uloha 5.5. Po sezéné majitel potfebuje bazén vypustit a vycistit. Bazén se vypousti ¢erpadly rychlosti 2 100
litr(/min. Za jak dlouho se bazén vypusti? (Odpovéd zaokrouhli na minuty.)

Zadani bylo zdmérné prezentovano formou rediného kontextu s cilem zjistit, do jaké miry jsou Zaci schopni vyuzit
své matematické poznatky v Ulohach, které nepatii mezi casto uzivané ulohy typu ,Vypocti obsah... objem...”
apod. Redlny kontext by také mohl fungovat jako pfirozeny korektor, pokud Zaci pouziji nesprdvné postupy
a dostanou neredlné vysledky. Zamérné jsme volili nepravidelny tvar bazénu, aby Zaci nemohli pouZit vzorce pro
kvadr ¢i krychli, které mohou mit uchopeny jen pamétné, ale museli je néjak modifikovat ¢i si ve vypoctu poradit
jinak.

Ulohy jsou na sebe vyznamové navazané a umozniuji zpravidla jak fe$eni pomoci (upravenych) vzorc(, tak feseni
zaloZené na predstavé dané situace. Napr. u ulohy 5.1 si staci uvédomit, Ze pokud ma byt obsah odriznutého
trojuhelniku se stromem ctvrtinou obsahu celého obdélniku, tak povedeme-li kolmici pravym dolnim vrcholem
tohoto trojuhelniku na stranu obdélniku, vznikne obdélnik, ktery musi mit obsah poloviny obsahu velkého
obdélniku. K tomu je nezbytné mit dobrou predstavu obsahu obdélniku rozdéleného na ¢asti (poloviny, Ctvrtiny),
a tedy souvislosti mezi vypoctem obsahu obdélniku a trojuhelniku. | bez této predstavy je viak mozné Ulohu resit
Cisté vypoctem pomoci vzorce pro obsah trojuhelniku. Vysledek prvni tlohy je 25 m.

Dalsi dllezita okolnost spociva v tom, Ze obrazek 1a neni nakreslen v poméru. Obrazek ma roli ilustrace; jedna se
o nacrtek, topologické schéma dopliujici zadani ulohy, které ale nemusi splfiovat presné proporce uvedené
v zadéni Ulohy. Zaci tedy museji vyuZit usuzovani na zakladé teoretickych geometrickych vlastnosti a prekonat
vizualni prekazku — odvésna pravouhlého trojuhelniku je na pohled delsi nez polovina strany obdélniku (coz je

15 Zde jsme se priklonili k nepfesnému vyjadreni, které je viak ve skolské matematice bézné pouzivané.
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spravny vysledek). Pokud by obrazek byl v roli objektu, ktery vSsechny tyto proporce spliiuje, Zaci by mohli usoudit
jen na zakladé vizudlni podoby, Ze se jednd o polovinu Sifky obdélniku.

Uloha 5.2 mimo jiné testuje, zda si 74k uvédomuje, e rozdil ve spotiebé kachlicek mezi obéma bazény maze byt
zpUsoben jediné obvodem jejich dna, protoze plochu dna i hloubku maji bazény stejnou. Rozhodnuti ve prospéch
druhé varianty bazénu muizZe padnout i bez vypoctu délky sikmé stény — staci si uvédomit, Ze rozdil ve spotiebé
kachli¢ek je dan rozdilem délek kosé strany a pravouhlé strany, kterd je jasné kratsi. Je mozné, Ze Zaci budou
argumentovat, Ze u Sikmé stény se musi kachlicky palit podle uhlopficky, coz mize byt nesikovné, a tedy prvni
varianta je lepsi.

Uloha 5.3 je ve dvou variantach — pro mladsi Zaky, ktefi jesté neprobirali Pythagorovu vétu, a pro starsi zaky.
Vysledek pro ulohu 5.3a je 7 440 kachli¢ek, vysledek pro ulohu 5.3b je cca 9 920 kachlicek. Nebereme v Uvahu
spary.

Uloha 5.4 je zalozena na Uvaze, ktera ukazuje na zakovo porozumeéni pojmu objem, a sice 7e objem bazénu zaleii
na ploSe dna a jeho hloubce. Vime-li tedy, Ze majitel usetfil Ctvrtinu plochy dna, musel také usettit Ctvrtinu
objemu vody puvodniho bazénu, protoZe hloubka napousténé vody méla zUstat stejna. Staci tedy vypoditat
Ctvrtinu objemu celého bazénu, tedy kvadru, a tim se vyhnout pracnéjsimu a na predstavu slozZitéjSimu vypoctu
objemu hranolu s lichobézZznikovou podstavou. Pro tento hranol nemaji zaci na rozdil od krychle a kvadru hotovy
vzorec. Vysledek je 315 m3.

Posledni Uloha navazuje na pfedchozi — staci vyndsobit vysledek ulohy 4 tfemi, prevést metry krychlové na litry
a vydélit pritokem. Jedna se spiSe o skolni Ulohu. Vysledek je 450 minut, tedy 7 hodin a 30 minut.

Jako doplrikové ulohy jsme poutZili Glohy z TIMSS 2007 uvedené na obr. 5.4 a 5.6. Upozornime na souvislost ulohy
5.1 a ulohy z obr. 5.6. Geometricka situace je stejna, i kdyZ se obé ulohy lisi v tom, co je dano a co se ma zjistit.
V Uloze 5.1 je pozornost upfena na trojuhelnik, zatimco v Uloze z obr. 5.4 na lichobéznik. Obrdzek v dloze 5.1 je
v roli ilustrace, u Ulohy z obr. 5.4 je v roli objektu.

Vyse uvedené Ulohy jsme zadavali zejména zakim 8. a 9. ro¢niku, presto vykazovali nékteré obtize ukazujici na
nedostatky v zakladnim chapani pojmu obsah a objem.

5.4 OBTiZE ZAKU A JAK JIM PREDCHAZET NEBO CELIT

A) ZAK NEMA PREDSTAVU O POKRYVANI ROVINY A VYPLNOVAN{ PROSTORU. MA TEDY OBTIZE SE
STRUKTURACI PROSTORU.

V ramci feSeni Uloh z oddilu 5.3 se u nékterych Zakud projevilo, Ze nemaji predstavu o strukturaci prostoru, tedy
vyplriovani roviny Utvary Ci prostoru télesy, kterou by si méli pfinést uz z 1. stupné. Nap¥. Slavomir (9. ro¢nik)
vibec nevédél, jak resit ulohu 5.3. Tazatelka mu pomahala smérem k postupnému pokryvani stén kachlickami,
ale obrazek mu musela nakonec sama nacrtnout (jako obdélnik). Slavomir se nejdfive snazil odhadnout na
zakladé nacrtu, kolik fad kachlicek se do stény (obdélnika) vejde (hadal ,tfi“). Poté se pokusil o vypocet, v némiz
neproved| pfevod metr( na centimetry a hlavné misto s délkou a $itkou bazénu pracoval s jeho obsahem, ktery
postupné délil obéma rozmeéry kachlicky (nejdrive dvaceti centimetry, pak deseti centimetry).

Slavomir: (Pocita) ... tak vedle sebe 400 ...

T: Na téch 50 metr( 400 ... to jsi zjistil, Ze si téch ...

Slavomir: Jo, tady téch 50 krat 160 déleno 20 .... (Pocitd.) [...] Sem by se dalo 800 (ukazuje delsi stranu)
... a na sebe 400 (ukazuje vysku stény). [...]

Slavomir: (Vysvétluje, jak dostal ¢islo 800:) 50 krat 160 déleno 10.

Tazatelka se pokusila Slavomirovi pomoci tim, Ze situaci zakreslila do ¢tvereckované sité (obr. 5.24). V ni Slavomir
néjaké obdélniky kachli¢ek vyznacil (tu¢né obtazené obdélniky s rozmeéry 1 x 2 na obr. 5.24). S pomoci tazatelky
dospél ktomu, Ze vtom vyznaceném jednom metru Ctvere¢nim bude 5-10=50 kachlicek (vypocet vlevo
nahote). Tazatelka dokreslila Sest kachli¢ek vlevo na obr. 5.24 s tim, Ze hloubka bazénu neni 1 m, ale 160 cm.
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Slavomir vsak nebyl schopen ve strukturaci jen v predstavé pokracovat (kachlicky vlevo byly jen naznaceny), jim
vytvoreny vypocet viibec neodpovidal nakresu a tazatelce se ho nepodafilo k spravnému resSeni privést. Dalsi
priklady Zakovskych probléma se strukturaci prostoru lze nalézt v Knize, oddil 5.5.3, 5.5.7 (pfipad Tobias) a 5.5.8

(pfipad Glorie).

Obr. 5.24: N&crtek kachli¢ek u tlohy 5.3 pro Slavomira

Prikladem Zakyné, ktera neméla dobrou predstavu o strukturaci 3D prostoru, je Adriena z 9. ro¢niku (podobny
pfipad Anny viz Kniha, oddil 5.5.3). Adriena nevédéla, jak vypocitat objem kvadru. Tazatelka ji nacrtla kvadr (obr.
5.25) a poskytla ji 6 krychlicek, aby si situaci namodelovala. Adriena vsak nebyla schopna kvadr vymodelovat.

-

Obr. 5.26: Adrieniny pokusy vymodelovat kvadr

Po vymodelovani svého prvniho , kvadru“ (obr. 5.26 vlevo) Adriena nahlas spocitala, Ze na jednu i druhou stranu
od krychle v rohu ,,jsou tfi“ krychlicky. Sama si zfejmé uvédomila, Ze to neni dobre. Nasledné vytvorila téleso na
prostifednim obrdzku. Tazatelka ji upozornila, Ze kvadr ma mit podle nacrtku rozméry 3,2 a 1, a Adriena odebrala
jednu krychli a vytvofila téleso na obrazku vpravo. S tim uz byla spokojena a popsala ho tak, Ze ma pozadovany
rozmér 3 (ukdazala pfitom na dvé Zluté a jednu modrou krychli), 2 (ukazala na Zlutou krychli v rohu a ¢ervenou
krychli vlevo) a 1 (ukazala na Zlutou krychli v rohu). Tazatelka se ji tedy zeptala, zda i z druhé (boc¢ni) strany ma
téleso rozmeér 2. Nyni si uz Adriena uvédomila chybu a nakonec kvadr vymodelovala. Je vidét, Zze Adriena neméla
na zakladé nacrtku prostorovou predstavu o kvadru, jen formalné ,vytvarela” do t¥i smérl rozméry 3, 2 a 1. Také
jeji ,,vysvétleni” metru krychlového ukazuje na formalnost jejiho chapani miry.
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T: Kdybych byla tfeba patak a ty bys mi méla fict, jak vypada, jak si mdZu predstavit metr krychlovy?

Adriena: Hm. Em na tfeti ... takovou tu trojku.

T: Em na tteti, dobre, [...] vi$ co, em na tfeti, ja nerozumim jako patak.

Adriena: Haha. Ja taky ne, ja jsem ...

T: Jak si to mam predstavit?

Adriena: No, tady napiSete vysoko nad em ... (Tazatelka pfitakava.) TakZe to je ... jakoby krat 3? Jako
tiikrat vétsi nez em?

T: Hmm, tak dobre, a ¢tvere¢ni metr?

Adriena: To je na druhou (piSe prstem do vzduchu dvojku).

Problémy s pfedstavou pokryvani roviny stejnymi Utvary a oddélenost vypocetni procedury obsahu obdélniku od
pojmu obsah se samozifejmé projevuje nejen u éeskych Zakd. Napf. Zacharos (2006) popisuje, jak jedenactileti
Zaci resili ulohu, v niz méli nejdfive vypocitat obsah obdélniku s rozméry 5 x 3 (obdélnik byl nakreslen na papife
a u dvou jeho sousednich stran byly napsany rozméry 5 a 3). Stim neméli Zaci vesmés problémy. Vedle byl
nakreslen vybarveny &tverec s vyznaenymi rozméry 1 x 1. Ve druhé ¢asti ulohy méli Zaci fict, kolik takovych
Ctvercl se do daného obdélniku vejde. | kdyZ predtim obsah daného obdélniku vypocitali, témér 61 % zakl na
tuto otdzku nedokazalo odpovédét, nebo odpovéd znovu zjistovali pomoci obrazku (napt. tak, ze si do obrazku
kreslili ¢tverce a poéitali je). Ctenat, ucitel, mhZe zkusit tuto jednoduchou tlohu déat svym zakam.

Doporuceni: Jiz dfive jsme uvedli, Ze strukturace 2D a 3D prostoru je nezbytnym (i kdyZz ne postacujicim)
predpokladem pro pochopeni pojmu obsah a objem. Zaci by méli fesit dostatek uloh, v nich? budou opakované
propojovat rozdéleni Gtvaru (télesa) na pravidelné Utvary, které tvofi jednotku obsahu (objemu), a vypocetni
proceduru. Méli bychom se vyvarovat rychlého nastupu vypoctd, at uz ve formé nasobeni rozmérl bez predstavy,
co onim nasobenim vlastné ziskam, nebo dokonce ve formé vzorc(l. Zaci totiz souvislost nasobeni rozmér{ Gtvaru
s obsahem zdanlivé chdpou u obdélniku a teprve pfi probirani obsahu jinych utvarid se projevi, Ze vypocet maji
uchopeny jen formalné bez pfedstavy (viz pfiklady déle v textu). Modely jsou v tomto procesu dlleZité. Kromé
predmétnych modeld (2D modell vystfizenych z papir ¢i 3D modell) je v dnesni dobé mozné pouZit rizné
applety, které zprostfedkuji zkuSenost se strukturaci prostoru.

B) ZAK MA TENDENCI K OKAMZITEMU POUZITI VZORCE, JAKMILE ZJISTi, ZE SE JEDNA O OBSAH,
POVRCH NEBO OBJEM. NESNAZ{ SE NEJDRIVE ZISKAT DO SITUACE VHLED.

Prakticky u vSech uloh a u vSech Zakl jsme pozorovali obrovskou snahu o okamzité poufZiti vzorce, aniz by se Zaci
snazili nejdfive o situaci uvazovat a udélat si predstavu. Jakmile Zaci zjistili, Ze se ma pocitat obsah nebo objem,
okamzité zacali nahlas uvaZovat o podobé vzorce. V mnoha pripadech méli vSak vzorec Spatné. Prikladem je
Vilém (9. ro¢nik), ktery zfejmé nespravné zobecnil vzorec pro obsah obdélniku (,,ndsobi se riizné rozméry Gtvaru”)
na obsah lichobézniku, kdyz mél vypocitat obsah lichobéznikového dna bazénu: , Ted bych asi si udélal obsah.
[...] Dobfre. a krat b krat c krat d.” (Pismeny a, b, ¢, d si oznacil strany lichobézniku.) Zarazil se teprve poté, kdyz
zacal do svého vzorce dosazovat a vychazelo mu velké Cislo. Drive totiz nasel obsah celého dna plvodniho bazénu
tvaru obdélniku, ktery byl mnohem mensi nez Cislo, které mu vychazelo pro lichobéznik. Vzorec si sam nedokdzal
opravit. Dalsi priklady této obtiZe jsou uvedeny v Knize, oddil 5.5.4 az 5.5.7.

Doporuceni: Ve shodé s dalSimi autory (napf. Hejny, Kufina, 2009) se domnivame, Ze je tfeba oslabit takové
zpUsoby vyuky, v nichZ se pfilis brzy vyucuji numerické procedury (vypocty miry v geometrii) na ukor ziskavani
dostatku zkusenosti s vyplfiovanim roviny a prostoru jednotkami (viz také obtiz 5.4a) a se zachovanim obsahu. Je
nutné, aby Z4ci ziskali predstavu o vlastnostech geometrickych Utvarl pomoci rozkladani Utvara na ¢asti a jejich
opétovného skladani, zkoumani Utvar o stejném obsahu, skladani rliznych Utvar( z obdélnikd a trojihelnikd
a hledani souvislosti mezi nimi, co se ty¢e obsahu, apod. Bez dostatecné propracované predstavy strukturace
prostoru a zachovani miry se Zaci obtizné dostanou na vys$si Uroven vypoctl a tim méné na Uroven vzorcu.
Dulezité také je, aby byli Zaci (nejen) pfi vypoctu obsaht a objemu vedeni k tomu, aby si nejdfive udélali o situaci
predstavu, aby ji napt. zakreslili obrazkem a uvaZzovali o moznych zplisobech feseni. V tom mohou pomocii tlohy,
u nichz vypocet pomoci vzorcl nevede k cili nebo vede k cili jen s obtiZzemi a u nichz mohou byt Zaci Uspésni i za
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pomoci Uvahy. Vhodné jsou také ulohy, kde neni mozné pouzit vzorec bez modifikace. Nékteré takové ulohy byly
predstaveny v oddile 5.2.

V neposledni radé doporucujeme, aby ucitelé ve vyuce davali (a to opakované) dlraz na vzajemné vztahy mezi
vypoctem obsahu zékladnich Gtvarl ¢i objemu u téles, pricemz dileZitou roli hraje vizualizace tohoto vztahu (viz
napf. obr. 5.1). Je zfejmé, Ze prechod od konkrétni manipulace k abstraktnimu vzorci pro miru neni jednordzovy,
tedy Ze k nému nedojde najednou a jednou providy. Zaci by méli dostat takové dlohy, aby k tomuto pfechodu
dochazelo opakované; musime opustit predstavu, Ze staci vzorec jednorazové ,odvodit” a déle se jeho podstatou
nezabyvat.

C) PRI ZJISTENI, ZE BYL POUZIT NESPRAVNY VZOREC, HLEDA ZAK NAPRAVU POUZE KALKULATIVNE.
NEVRACI SE K SITUACI POPSANE V ULOZE A NESNAZI SE JI LEPE POROZUMET.

Predpokladali jsme, Ze pokud Zak pouZije Spatny vzorec a vyjde mu nerealny vysledek (cozZ si diky praktickému
kontextu — stavbé bazénu — uvédomi), vrati se k Gloze a bude se snaZit najit jiné feSeni nebo se bude snaZit vzorec
opravit na zakladé znalosti vlastnosti geometrickych Utvar(. To se vsak ve vétsSiné pripadl nepotvrdilo. Naopak
byli jsme svédky zcela jiného pfistupu k opravé nespravného feseni.

Zaci méli pfi zjidténi, Ze zfejmé poufili nespravny vzorec, spise tendence se navratu do faze uchopovani situace
vyhnout a hledali ndpravu Cisté kalkulativnim zplsobem. llustrativnim prikladem je Jifi (9. ro¢nik), u néhoz se tato
tendence projevovala konsistentné v celém souboru uloh. Napf. u ulohy 5.4, kdyz hledal objem bazénu, nejdrive
bez zavahani pouZil spravny vzorec pro objem kvadru pro vypocet objemu plvodné planovaného bazénu. Pak
zjistoval objem realizovaného bazénu s lichobéznikovym dnem. VSechny rozméry dna i vysku vody v této chvili
uz znal (viz obr. 5.27). Uvedeme zdznam rozhovoru tazatele s Zdkem s komentarem, jak asi Jifi uvazoval a co bylo
pric¢inou jeho chyb.
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Obr. 5.27: Jitiho postupné vypocty objemu bazénu s lichobéznikovym dnem (1,4 m je hloubka bazénu)

Jiti: TakZe by to bylo ... hm ... 50 krat 18 krat 30,8 krat to 25 krat 1,4 ... tohlencto cely ???

T: Hmm.

Jiti: (Pocita a Septd si.) ... hmm ... to je blbost. [Uvédomuje si, Ze zde mu vychazi mnohem vétsi Cislo
nez u plvodniho bazénu tvaru kvadru, ktery je vsak vétsi nez realizovany bazén.]

T: Vyslo 970 000 ... jo?

Jifi: To je blbost. MGZu sito ...? Hm ... je to teda moc ... nebo néco takového ... Ze by se to ... nasobilo
jenom timdlec tim ...ne, to je blbost ... druhej pokus ... (pocitd a Septa si) ... [Zjevné hleda, co s ¢im
ma nasobit, aby vyslo realisti¢téjsi ¢islo.]

T: Jo, ted nasobis jenom tu stranu 30,8 krat 25?

Jifi: Jo, to by bylo 1 076 ... coZ by bylo ... ono by to ... to by tak mohlo bejt, jo, jelikoZ to je mensi,
takze...
atady 1076 ...

Jifi: No, i kdyZ to je ... jenom o néjakejch 200 ... nebo kolik to bylo metr( ... ¢tverecnich mensi ...

T: 225. (Obsah trojuhelniku se stromem.)

Jifi: 225, takze to celkem ddva smysl ... téhle 200 ... zhruba mensi.
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Jiti dale spravné vypocital objem nerealizovaného bazénu (945 m3), ktery mél tvar kvadru a objem kvadru Jifi
pocital bezpecné. Neuvédomil si viak, Ze je divné, Ze u obou bazénl usetfil jiné mnozstvi vody, kdyZz mély stejnou
hloubku a stejnou plochu dna. Tazatelka se ho na to snazila navézt otazkami.

T: Tak ja se ptam, jestli jako ti to pfijde realisticky, kdyz je ukrojena stejna cast ...

Jifi: Je to praveé Ze blbost taky ... [...] No prave, Ze by to mélo vychazet stejné ...

T: Hmm.

Jifi: J4 jesté zkusim (pocitd) ... 30,8 krat 18 ... 5000 ... ne 500, aha 500 ... to je taky min ... [Jifi setrvava
na své strategii kalkulativni opravy vzorce a navrhuje ndsobeni jinych tfi rozmérQ. Stale mu vsak
nevychazi vysledek 945 m3.]

T: A jesté krat hloubka, Ze jo?

Jifi: Jo, jasny. Hm ... (pocita) ... 30,8 krat 25 krat 1,4 ... to vychazi stejné, ja jsem tedka vypocital ten
stim ... jasné ... hmm ... 4 ... ono to vySlo mif nezZ todle jesté ...

Jifi byl zase bezradny, tazatelka se ho tedy snazila pfimét, aby si predstavil téleso, které predstavuje bazén
s lichobéznikovym dnem.

T: Jak bych si mohla teda prestavit ten tvar o rozmérech 30,8 krat 18 krat 1,4? (Rozméry viz obr. 5.27,
1,4 m je hloubka dna.)

Jifi: To by byl ... to by bylo takhle (ukazuje jakoby U-cko) ... [...]

T: Kostka nebo kvadr?

Jifi: Kvadr (??? ale i kdyZ tady chybi 25 a ... 50 ... metr0 jesté ... [Jifi se vraci ke své myslence, Ze pro
vypocet objemu télesa je tfeba vyuzit vSechny jeho rozméry.] [...]

T: Kdyz se koukame tady na ten obrazek (ukazuje), tak tady, jak sis to rozdélil, to bys to umél...tfeba
...eee ... spocist vodu v téch ¢astech? Jako kdyby sis to takhle rozdélil. [Tazatelka se ho snazi navést
na rozdéleni bazénu na kvadr a hranol s trojuhelnikovou podstavou.]

Jifi: No to, to takZe 25 (ukazuje) a 18. (Tazatelka pfitakava.) To by vychazelo (pocita na kalkulacce) ...
630.

T: Hmm. TakZe kdyZ bysto vzal po ¢astech

Jifi: Tady to by bylo 630, myslim. Ta ¢ast. (Ukazuje na ¢ast bazénu, kde neni zkoseni.) .. a téch druhejch
25 krdat 18 krat 30,8 a to by bylo zase moc. To by bylo moc velky ¢islo. [Jifi neumi vypocitat obsah
trojuhelniku, opét vyuZiva predstavu, Ze obsah se vypocita vynasobenim délek stran Gtvaru.]

Jifi si po chvili vzpomnél, Ze u trojuhelniku se néco déli dvéma, bohuzel opét pracoval s nespravnymi rozméry.

Jifi: To bysme esté museli vydélit téma dvéma. Vlastné, jo, jo jsem si vzpomnél vlastné, jak jsme to ...
jesté predtim. Jo.

T: Hmm. Tak to zkus schvalné, kolik nam to vyjde.

Jifi: (Pocita na kalkulaéce.) 25 krat, kolik to ... 30,8 krat 18 rovna se ... déleno 2, 6 930.

KdyZ ho tazatelka upozornila, Ze to asi nebude dobfe, vynasobil Jifi jen Cisla 25, 18 a 1,4 a pak vydélil dvéma.
Souvislost vysledku s tvarem obou téles (hranol s lichobéznikovou podstavou vznikne rozfiznutim kvadru) mu
vsak unikala i pfes snahu tazatelky. To potvrdil i odhadem, ktery proved! na konci feseni Ulohy na popud tazatelky,
a sice, Ze uetfend ¢ast 315 m3 je z celkového objemu 1 260 m? jedna tietina.

Je zfejmé, Ze Jifi umi dobfe pouzivat vzorec pro obsah obdélniku a objem kvadru, pokud zna jejich rozméry. Je
také vidét, ze vi, Ze objem hranolu bude zaviset na obsahu podstavy a jeho vysce, ale bohuZzel neumi vypocitat
obsah trojuhelniku. Pro trojuhelnik stejné jako pro lichobéznik navrhuje nasobit délky vSech stran. Zda se, Ze jde
0 nespravné zobecnéni multiplikativni struktury obsahu obdélniku na dalsi Gtvary. Zavérem jesté upozornime na
fakt, Ze Jiti uz u Ulohy 5.1 neumél najit obsah trojuhelnika a navrhoval nasobit rozméry vsech tfi stran. Tazatelka
ho po delsi dobé dovedla ke spravnému vypoctu, a to pomérné nazorné pomoci doplnéni na obdélnik. Presto,
jak jsme pravé vidéli, to k nadpravé Jitiho hluboce zakofenéné predstavy o ,nasobeni rozmérd vSech stran“
nestacilo, protozZe ho pouZzival stale. Je zfejmé, Ze reedukace bude dlouhodobéjsi zalezitost a bude pro ni treba
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mnohem vice izolovanych modell pro obsah trojuhelniku a jeho vztahu k obsahu pfislusného obdélniku i
kosodélniku.

Dalsi priklady kalkulativni napravy vzorce jsou uvedeny v Knize v oddile 5.5.5.

Doporuceni: Jednou z pficin, pro€ Zzak sahne spiSe ke kalkulativni ndpravé vzorce spiSe nez snaze ziskat do situace
lepsi vhled, mlze byt i jeho nizkad sebedlvéra v matematice. Pro takového Zaka muizZe byt feseni dosazenim do
vzorce bezpecnym resSenim, protoZe se podle svého minéni nemliZze na spravnost své Uvahy spolehnout (vi
o sobé, Ze je v matematice spiSe nelspésny). Ovsem vyznamné budou podle naseho nazoru didaktické ddvody.
Zpusob vyuky, ktery dava velky dlraz na pouZiti vzorcll, z néhoZ tfeba Zaci nabydou pfedstavy, Ze jen se vzorci je
feSeni dostatecné ,matematické”, mdze tendenci k pouZivani vzorcl posilovat. Dalsi doporuceni viz obtiz 5.4b.

D) ZAK NECHAPE PODSTATU VZORCE, MA HO UCHOPEN JEN PAMET{ A NEDOVEDE S NiM EFEKTIVNE
PRACOVAT. ZAK NEVI, JAK VYPOCITAT OBSAH TROJUHELN{KU. NEUVEDOMUIJE SI VZTAH VYPOCTU
TROJUHELNIKU A PRISLUSNEHO CTYRUHELNIKU (ETVERCE, OBDELNIKU, KOSODELN{KU).

Priklady formalniho uchopeni vzorcl pro miru jsme vidéli uz v predchozim textu. V rozhovorech jsme byli svédky
mnoha situaci, Ze ani Zaci, ktefi vzorec méli pred sebou (vzpomnéli si na néj, nebo si ho vyhledali v tabulkach),
s nim neuméli pracovat. Zaci neuméli fict, ktery rozmér se do vzorce za co dosadi, béZné se ptali napf. ,ktery

rozmér je c?“.

V souladu s vysledky u nékterych uloh z mezinarodnich testovani z oddilu 5.2.1 méli Zaci vSech rocnik( 2. stupné
problémy se vzorcem pro obsah trojuhelnika. Nevybavili si ho a ani si nedovedli pomoci tim, Ze pravouhly
trojuhelnik, jehoz obsah zjistovali, si doplni na obdélnik. Uvedeme ptiklad Glorie (8. ro¢nik), kterd fesila ulohu A.

Glorie: (Cte zaddni.). Ten vzorec, 7e jo? Haha. To bude tak, e se rovna ... pockat ...

T: A ted premyslis o vzorci, pro ktery ... pro ten cely obdélnik nebo ...?

Glorie: No, pro ten cely ... [... ] Hmm ... to je snad 2 krat a plus b ... nebo jak to je ... haha.

T: A tak hele, koukni, kdyby si méla ten obdélnik, tadydle mame 6, jo ... tak ja nakreslim ... (Kresli obr.
5.28). Raz, dva tfi, Ctyfi, pét, Sest ... si pfedstav, Ze todle je 6 cm ... a tady mame 16, jo? (Kresli
nacrtek). Tak tady mame 16 a takhle néjak ten obdélnik vypada. A obsah se méfi v jakych
jednotkach?

Glorie: Ctvereénich.

T: Ve Ctverecnich ... takZe kdyZ by todlenc to mélo 1 cm, tak tamdle ten kousek ma ... to je? (Ukazuje
na vybarveny centimetr ¢tverecny.)

Glorie: 1 cm ¢Etverecni.

T: No, super. Tak ted snadno spocitas ... vidis, kolik jich je takhle ... a kolik jich je takhle ... (Ukazuje
svisly a vodorovny smér.)

Glorie: 6 krat 16.

T: Hmm. Super.

735: Hm ... 6 krat 16 cm a kdy? mam tady téch 8 ... To je polovicka od 16. [...]

Glorie: To bude ... hm ... tfeba 6 tady to vy... odeCteme tu osmicku? (Vaha.) [...]

T: To budes mit takhle 6 a takhle 8, to bude jaka plocha ... 6 krat 8? Dokazes mi to tfeba tady na tom
ukdzat? 6 krat 8?

Glorie: (V4ha.) Aha ... to nebude pres to ... takhle jako ... (ukazuje na trojahelnik a na pfeponul) ... haha

T: ProtoZe tadydle mas, Ze jo ... 6 krat 16 ... to je cely obdélnik. (Glorie pritakava.) Takze 6 krat 8? Je
jakoby jaky tvar? (Glorie vaha.) Dohromady kdyZ si vezmes jako 6 ¢tvereckl na vysku tfeba ...

Glorie: Jo, takhle ... taky obdélnik. [...]

T: Super a odhadla bys, jak velka cast je ten bily trojuhelnik vzhledem ktomu celku? (Bilym
trojuhelnikem se mysli trojahelnik vyznaceny na obrazku u ulohy A.)

Glorie: Jedna tfetina tfeba ... jako?
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T: No, takhle myslim z téch 96 ... tfetina, polovina.

Glorie: Hm ... tfetina asi ... no ... nebo ... nevim ...

T: Hmm a tady ten ... dobre ... tady ten obdélnik ... téch 6 krat 8 ...? (Glorie vaha.) By byla jaka ¢ast
z toho celého?

Glorie: Polovicka.

T: Polovina ... hmm ... a ten trojuhelnik ... tady ten?

Glorie: To je polovicka ty polovicky.

T: Hmm. TakZe je to z celku? Kdyz je to pulka palky?

Glorie: Haha ... palka pulky, takZe to je ta jedna Ctvrtina teda.

Obr. 5.28: Napovéda Glorii pro obsah obdélniku pomoci ¢tvercové sité

Glorie nema ani v 8. ro¢niku dobfe upevnény vztah mezi strukturou jednotkovych ¢tvercld a multiplikativni
operaci ani reprezentaci zlomk{ néjakou ¢ast obdélniku, ktera sama neni obdélnikem. Svou prvni odpovéd', jedna
tretina” fikd na zdkladé povrchniho vizualniho dojmu.

Glorie sice uUlohu vyresila, ale za pomoci velkého vedeni tazatelky. K ndpravé jeji predstavy o obsahu obdélniku
nedoslo. To je vidét i ze situace, kdy méla v Uloze 5.1, kterou fesila aZ po uloze A, zjistovat obsah dna bazénu.
Navrhla: ,Hm ... to bude vzorec ... 50 krat 18 krat 160?“1® Nasledné& u tlohy 5.2 pfi zjistovéni obsahu stény bazénu
tdpala jesté vice. Kromé neznalosti vypoctu obsahu obdélniku u ni zfejmé schazela predstava, jak vlastné stény
bazénu vypadaji. Tazatelka se ji snazila pomoci modelu ve formé krabicky pomoci, ale ani pak nebyla Uspésna.

Slavomir, Jifi a Tobids (viz Kniha, oddil 5.5.7) navrhovali pro vypocet obsahu trojuhelniku jen vynasobit délky
odvésen. Pozdéji, kdyz méli vypocitat obsah lichobézniku, navrhli secist délky jeho stran. Tobias a Jifi navrhovali
pro obsah trojuhelniku, kde by znali vSechny strany, i vzorec abc. Domnivame se, ze mohlo dojit k interferenci
vypoctu obvodu trojuhelniku, v némz jsou potreba délky vSech tfi stran, a znalost, Ze u obsahu se jedna
o ndasobeni.

Priklady toho, jak Zaci neuméji se vzorci pracovat a modifikovat je, jsou v Knize v oddile 5.5.6, 5.5.7, 5.5.8 a 5.5.9
(a také zde v oddile 5.4e).

Doporuceni: Jak jiz bylo zminéno, pro pochopeni obsahu utvard je nutné mit dobré pochopeni obsahu obdélniku
a souvislosti mezi obsahem obdélniku, trojuhelniku a rovnobézniku. Toto pochopeni se buduje jiz od 1. stupné
zékladni $koly (a na 2. stupni se déle prohlubuje). Zaci se setkavaji s izolovanymi modely obdélniku, v ném? je
zakreslena ¢tvercova sit, a pomoci nich si pak maji propojit nasobeni délek stran obdélniku se zjistovanim obsahu.

Souvislost obsahu pravouhlého trojihelniku a obsahu pfislusného obdélniku by Zaklm 2. stupné méla byt jasna.
Predpokladali jsme, Ze pravé tim zplsobem se ve Skolach obsah trojihelniku odvozuje a Ze s tim Zaci maji bohaté
zkuSenosti. Ty je tfeba Zakdm zprostfedkovat. Budou-li dobfe rozumét vypoctu pro obsah trojuhelniku, obsahy
dalSich utvard si jiz dokazi odvodit.

16 Hodnoty 50 m a 18 m jsou rozméry dna plvodniho bazénu a 160 cm je hloubka bazénu.
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E) ZAK POUZIVA NESPRAVNE VZORCE PRO VYPOCET OBJEMU RUZNYCH TELES. JEHO PREDSTAVA
O ZJISTOVANT OBJEMU JE ZALOZENA NA PREDSTAVE, ZE SE ,NEJAK VYNASOBI ROZMERY TELESA“.

Objem maji néktefi zaci uchopen pro kvadr jako soucin tfi délek, ne obecnéji jako pro hranol, tedy soucin obsahu
podstavy a velikosti vysky télesa. Objemu se v nasich rozhovorech tykala Uloha 5.4 a uloha B. Pro ulohu 5.4
prevlddala u zZakd vypoctova strategie nad Uvahou. VétSina zakd vypocitala postupné objemy obou bazén( a
odecetla je. Projevila se snaha okamzité zacit pocitat podle vzorce, bez néjakych Gvodnich Gvah (viz oddil 5.4.b).
Jen néktefi Zaci pocitali ¢tvrtinu z objemu pdvodniho bazénu. U nékterych vsak nebylo jasné, zda si uvédomuji,
proc to musi platit — Ze tedy na hloubce nezalezi, protoZe je u obou variant stejna, a Ze jde jen o plochu dna. A ta
se li&i o &tvrtinu. Zaci mohli odpovidat pouze intuitivng, protoZe se v tloze Etvrtina vyskytovala.

Ptiklady nesprdvného porozuméni objemu jsme narazili u rfady Zak(. Uvedeme priklad Glorie, kterd nejdfiv
navrhla pocitat objem pUlvodniho bazénu tak, Ze se vyndsobi hloubka (140 cm) obvodem dna, tedy
140 - (50 + 18 + 50 + 18).

Glorie: Takze ... 140 krat 50 ... plus 18 ... plus 50.

T: Tak koukni, tedkon spocitame objem, Ze jo?

Glorie: No.

T: Tady si pfipomén, jak si pocitala tu krabicku ... objem ...

Glorie: A krat b krat c.

T451: Hmmm. A krat b kratc. [...]

Glorie: No. TakZe to je 50 krat 18 ...

T: Krat?

Glorie: 140.

T: A pozor na jednotky.

Glorie: Centimetru ... takZe 1,4 ... (PiSe a pocita na kalkulaéce.) ... 1 260 metru (Glorie napsala spravné
napsala m3).

T: Hmm. Super. Metr( krychlovych. Bezvadny. Tak ... a co s timhle tim bazénem? Kdyz je to ukousnuty.

Glorie: 25 krat 18 minus 120 ... 1 2607? (1 260 je vysledek predchoziho vypoctu.)

Vypada to, jakoby prvni soucin analogicky odpovidal vypoctu pro objem kvadru jen s tim rozdilem, Ze misto
Cisla 50 vzala Glorie 25 (délku jedné zakladny lichobéZzniku). Nevime vsak, proc¢ chtéla odecist objem celého
bazénu.

T: 25 krat 18 ... to bys spocetla obsah obdélniku ... jako obsah ¢asti dna.

Glorie: Hm ... tak 25 - 30,8 - 18 ... (30,8 m je délka prepony trojuhelniku, tedy druhého ramene
lichobézniku.)

T: Tak jesSté jednou se podivdme tady na ten vlastné model, Ze jo? Tady kdyZ jsme pocitaly obsah ...
vzorecek ,strana krat strana‘ ... to je vlastné obsah toho dna, jsme dostaly, a krat vyska. (Ukazuje
na krabiéce a Glorie pfitakdva.) Jo? Ale ted nemame to dno Uplné cely. Ted ndm tady kus chybi.
KdyZ si to predstavis, jako kdyby byl ten bazén takhle ... (Ukazuje na krabicéce, jak je bazén
ofiznuty.) [...]

Glorie: Takze ... to by bylo 30,8 - 18 - 50? (Opét chce nasobit jiné tfi rozméry lichobézniku.)

Glorie se vlastné snazila pocitat objem hranolu s lichobéZnikovou podstavou tak, jak s dopomoci pocitala objem
u kvadru, tedy nasobenim rozmér(. Zjevné neméla predstavu objemu jako soucinu obsahu podstavy a vysky.

Objemem se zabyvala také uloha B, v niz méli Zaci jeSté vyCist ze sité kvadru rozméry. Teprve pfi analyze
Zakovskych resenich jsme si uvédomili, Ze Uloha neni dobfe formulovana. K jejimu Uspésnému reseni stacilo
a ty mezi sebou vynasobi. Pfikladem je jiz zminéna Glorie. MlzZe to vést i k formalnimu poufZiti vzorce. Jifi
v nasledujici ukazky hleda cisla na obrazku a snazi se na reseni ,logicky” pfijit, aniz by si musel vytvaret predstavu
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prostorové situace. Na druhou stranu je ziejmé, ze si uvédomuje souvislost krychlovych jednotek a nutnosti
nasobit tfi Cisla.

Jifi: Hm, takZe to bude... tam je teda (ukazuje si na obrazek u ulohy B) tfikrat dvojka.

T: Hmm.

Jifi: Trikrat dva. To je blbost teda, Ze by to bylo 6. Tak to bude ... Objem, takze kry, krychlovych. Jo,
takze to bude 5 krat 3 krat 2.

Doporuceni: Doporuceni je obdobné jako nahore, protoze se stale jedna vesmés o problém pfiliSného spoléhani
na dosazovéni do vzorce. Z4ci by se méli setkavat s pfiklady strukturace prostoru. Méli by mit zkugenost se
skladanim téles z jinych téles a rozkladem téles na dalsi télesa. Pfedmétné modely jsou nezbytnym predpokladem
pro vytvoreni predstavy této strukturace. Pojem objem by se mél budovat obecnéji jako mira, ktera pro hranata
télesa zavisi na obsahu podstavy a vysce, nez jako Cislo, které vyjde, mame-li k dispozici pro dané téleso vzorec.
Vhodné také je, aby Zaci zjistovali objem i u téles, pro néz neexistuje jednoduchy vzorec, resp. nemaji ho nauceny
a museji sv{j stavajici vzorec néjak modifikovat. Napf. hledani objemu kvadru, z néhozZ je ¢ast vyjmuta, nebo
objemu krychlovych téles (téles sestavenych z krychli). Flexibilnéjsi pfedstavu o tom, co je objem, Zak ziska také,
bude-li mit k dispozici télesa, kterd maze plnit piskem nebo vodou a riiznym prelévanim bude zjistovat, jaké jsou
vztahy mezi jejich objemy.
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6. SLOVNi ULOHY

Jak bylo fec¢eno v kap. 2, uditelé obou stuprid skol uvadéli jako problematické praveé slovni ulohy. Slovni tlohou
zde budeme myslet aritmetickou Ulohu, kterd je formulovana slovy (tedy nikoliv pomoci matematickych symbold)
a vyZaduje od fesitele odpovéd na poloZenou otazku ¢&i otazky?. Jeji kontext pfitom nemusi byt nutné vazan na
realitu, mGZe vybizet k Fedeni problému &isté matematického charakteru?®. Slovni Glohy jsou jednim ze zakladnich
stavebnich kament matematiky na 1. stupni zakladni skoly. Ukazuje se vsak také, Ze jsou soudasné i kamenem
urazu.

6.1 RVP PRO ZAKLADNIi VZDELAVANI

V Ramcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani se slovni spojeni ,slovni Ulohy” vyskytuje pouze
v souvislosti s nestandardnimi aplikaénimi tlohami a problémy:

M-5-4-01 (Z&k) fedi jednoduché praktické slovni tlohy a problémy, jejich? Feseni je do znaéné miry
nezavislé na obvyklych postupech a algoritmech Skolské matematiky.

Zamérime-li se dikladnéji na formulace cilG vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace, nalezneme opakované
pozadavek na ,pouZivani matematiky v realnych situacich”, ,praktickém zivoté“ ¢&i dokonce schopnost
,matematizovat realnou situaci“. Neni zde sice explicitné receno, Ze vhodnym prostfedkem k naplnéni téchto
cild mohou byt pravé slovni Glohy, ovsem predpoklada se, Ze k tomu slovni Ulohy v nasem kurikulu slouZzi.

Z bézné skolské praxe a napf. i rozloZeni uciva v ucebnicich a ve Skolnich vzdélavacich programech vyplyva, ze
slovni ulohy jsou mnohymi vnimany jako specifické ,,uivo” matematiky zakladni Skoly. Ucitelé se ¢asto vyjadiuji
v tom smyslu, Ze slovni Ulohy slouZi k procvi¢eni nové probrané latky. Tomu odpovida i béZzna praxe v nasich
Skolach — slovni ulohy zarazuje ucitel do vyuky v okamziku, kdy Zaci proberou urcitou oblast, napf. scitani
desetinnych cisel. Hlavnim cilem feseni téchto uloh je procvicit a upevnit znalosti o desetinnych Cislech. Takové
vnimani slovnich uloh povazujeme za zuZené, slovni ulohy mohou velice dobfe poslouZit napfiklad i k otevieni
urcitého matematického uciva, konkrétniho problému ¢i jako motivacni prvek nebo diagnosticky nastroj.

6.2 ULOHY, KTERE PUSOBi CESKYM ZAKOM PROBLEMY

ProtoZe jsme obtiZe ¢eskych Zaka pfi fesSeni slovnich uloh zkoumali pouze u Zaka 1. stupné, omezime se v tomto
oddile na ulohy urcené pro tento stuperi skoly.

V mezinadrodnich srovnavacich vyzkumech se slovni Glohy objevuji pomérné hojné, a jsou tedy pro nas vhodnym
zdrojem pro zjistovani obtizi ceskych zaku.

Mezi testovacimi Glohami TIMSS 2011 pro zaky 4. rocniku byla zafazena slovni Uloha, kterou neméli Zaci resit
numericky, ale pouze vybrat, ktery z navrhovanych postupt by je dovedl ke spravnému reseni.

Uloha M6 (TIMSS 2011): Sest set knih musi byt zabaleno do krabic, do kazdé z nich se vejde 15 knih. Kterym
vypoctem zjistiS pocet krabic, které na zabaleni knih potrebujes?
A) Pricti 15 k 600. B) Odecti 15 od 600. C) Vynasob 600 Cislem 15. D) Vydél 600 Cislem 15.

Jednalo se o uUlohu, ve které méli Zaci prokazat, jak umi matematizovat realnou situaci a zda rozumi operaci
déleni. Uspésné si s tlohou poradilo 52,7 % &eskych 74ka (jen asi 0 2 % méné ne? mezinarodni primér; stejny

......

Uloha M17 (TIMSS 2007): Otec vzal své tii déti na vystavu. Listky pro dospélé staly dvakrat vice ne pro déti. Otec
zaplatil za 4 listky celkem 50 zedu. Kolik zed( stal jeden détsky listek? NapiS postup vypoctu.

17 Zde jsme inspirovani vymezenimi Vysina a Kufiny, viz Kniha, oddil 2.1.1.
18 Takovou ulohou je napfiklad dloha: Myslim si ¢islo, kdyZ od jeho poloviny odectu jeho tfetinu, dostanu éislo 5. Jaké Cislo si
myslim? Ovsem témito Glohami se v tomto textu nezabyvame.
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Ulohu numericky spravné a s dobie zapsanym postupem vypoctu vyiesilo jen 8,5 % ceskych 7ak( (mezinarodni
pramér cinil 11,7 %). Ovsem dalsich 17,3 % Ceskych zaka doslo ke spravnému vysledku, ale nezaznamenalo
spravné postup. Za povsimnuti stoji také fakt, Ze 25,6 % zakd se o feSeni Ulohy vibec nepokouselo. V uloze se
ocekavalo Feseni Uvahou — stoji-li listek pro dospélého dvakrat tolik, kolik stoji listek pro dité, pak je vstupné pro
tfi déti a jednu dospélou osobu stejné jako vstupné pro 5 déti.

Nejvétsi potize méli nasi zaci s Ulohami (i slovnimi), kde se objevovaly zlomky. V nich dosahovali nékdy az trikrat
horsiho vysledku nez mezinarodni primér. Ddvodem je nejspiSe nase kurikulum, ve kterém na néjakou dobu
zlomky z 1. stupné zcela vypadly.?®

Zamérfime-li pozornost na podobné vyzkumy u nas, mlZeme vyuZit vysledky testovani provedené v ramci
projektu Kalibro.

Uloha A z varianty A pro 3. roénik (2013/14): Kubi¢kovi maji koci¢ku Tlapku. Odhaduji, Ze utrati za jeji zradlo
10 K¢ denné. Kolik stoji Zradlo pro Tlapku za osm tydn(?

Uspésnost v této Uloze byla prekvapivé nizka (pouze 33 %), druhou nej¢astéjsi odpovédi (téméF 30 %) bylo 80 K&,
k ¢emuz Zaci dospéli vypoctem 8 - 10, tedy pravdépodobné pouzili ¢astku 10 K¢ jako cenu Zradla na jeden tyden.
Bud'si zadani necetli peclivé a zaménili den za tyden, nebo chybovali v fetézeni pocéetnich operaci v disledku
pritomnosti skrytého Ciselného tdaje ve slové tyden.

Dalsi uloha ze stejného testu se tykala porovnani. Jednalo se o sadu uloh/otazek vztahujicich se k tabulce (viz
obr. 6.1). Ukolem 73kl bylo napftiklad vycist z tabulky, kolik hochd je vysokych 135 cm a méné (oval piedstavuje
hocha, obdélnikovy tvar divku), nebo o kolik vice je ve tFidé déti, které méri 131 az 135 cm, neZ téch, které méri
méné nez 126 cm?°. Dalsi otazky vyZadovaly také slovni od(ivodnéni, jaké Gdaje tabulka mdZe poskytovat a jestli
a jak by se zménila, kdyby Zaci provadéli méreni za rok. Uspésnost celé série téchto tloh byla pomérné vysoka
(47 %), ovsem spravné na vsechny polozky odpovédélo pouze 19 % z4ka.

m Uspesnost 47, reduk. 19
Déti z jedné treti tridy se zméFrily. Potom si v u¢ebné povésily tabulku s tim, co zjistily:

00000
| @ @0 9000
00000

vice nez 135 cm

126 cmaz 130 cm

méné nez 126 cm D @ D

Obr. 6.1: Tabulka k Uloze z testovani Kalibro 2013/14 pro 3. ro¢nik

V letech 2006 a 2007 provedl CERMAT rozsahlejsi testovani dovednosti v matematice u zakd 5. rocnika.
Z testovani v roce 2006, kterého se zucastnilo celkem 8 804 zaka, vyplynuly dva hlavni zavéry — Zaci maji znacné
potize s chapanim slovnich spojeni , kolikrat vice/méné“. Autofi testu sice pripoustéji, Ze urcité procento zakud
chybovalo v disledku nedbalého ¢teni (zaménili za ,,0 kolik vice/méné“), ale propad byl tak velky, Ze je tfeba
hledat moZné priciny i jinde. Autofi rovnéZ poukazuji na celkovou chabou dovednost Zak( vyjadfovat se,
formulovat zavéry svymi vlastnimi slovy a vnimat skutecny obsah ¢teného textu (Zaci méli v testovani odpovidat
celou vétou). Vysledky testovani z roku 2007 ukazuji, Ze vétsina Zakl nema problémy s podetnimi algoritmy,

19 Do RVP pro zakladni vzdélavani se vratily opét v zaFi 2013.
20 pFesné znéni Ulohy: Déti, které méFi 131 cm az 135 cm, je ve tFidé vic neZ déti, které méfi méné nez 126 cm. O kolik?
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dokud nejsou ulohy formulovany slovné. Doslovné je uvedeno, Ze ,z4ci jsou zvykli pracovat s Cisly prevazné jen
podle naucenych ¢i uvedenych vzorcd. U slovnich Uloh se Zaci nedokazi zorientovat a spravné vybrat vhodnou
pocetni operaci ¢i posloupnost operaci.” (CERMAT, 20073, s. 26)

Vynechdme-li geometrické ulohy, pak nejproblematictéjsi se ukazala byt uloha 7 z testovani CERMATu z roku
2006,2! kterou dobfe vyresilo pouze 21,9 % procent 73kl ve varianté A (18,0 % ve varianté B). Zaci méli na zakladé
informaci z grafu zjistit ,pfiblizné kolikrat méné bylo navstévnikd ve stfedu nez v nedéli” (viz obr. 6.2). Problém
se ¢tenim grafu mdZeme prakticky vyloudit, nebot téhozZ grafu se tykala i iloha 5 (,,0 kolik méné bylo navstévnik
v patek neZ v nedéli“), ve které byli Zaci naopak velmi Uspésni (77,7%). Problém tedy pravdépodobné spocival
v rozdilu mezi ,kolikrat méné“ a ,0 kolik méné“.

TEXT K ULOHAM 5 az 7

Graf znazomuje pocet divakq, ktefi se béhem uvedenych ti dnd pfisli podivat do prazskych kin na film
Harry Potter a Ohnivy pohar.

Navstévnost v multikiné

2500

2000 1954

1509
N 1500
@ potet
navitéwnikd 1000
490
500
0 T T
stfeda patek nedéle

Obr. 6.2: Uloha z testovéni 5. roénik (CERMAT, 2006)

6.3 DIAGNOSTICKE ULOHY POUZITE V NASICH ROZHOVORECH S KOMENTAREM

V tab. 6.1 uvadime vSechny ulohy, s kterymi jsme v naSem vyzkumu pracovali, spolu se stru¢nym didakticko-
matematickym komentafem a spravnym Fe$enim.?? Pro nase Ucely jsme vytvareli Ulohy podobné klasickym,
napfiklad tém z ucebnic nakladatelstvi Alter, protoZe se jedna o nej¢astéji pouzivanou rfadu u¢ebnic matematiky
pro 1. stupen u nas (soudé na zakladé vysledkl online dotazniku pro ucitele zminéného v Uvodu této knihy).
Doplnili jsme je o Glohy méné standardni, zejména o ulohy s antisignalem a operatorové uUlohy (vysvétleni bude
uvedeno niZe v textu), se kterymi se nasi Zaci bézné nesetkavaji (jak vyplyva z analyzy M. Ptakové (2010) a rovnéz
z diplomové prace P. Weinzettel (2014)). Pfi tvorbé Uloh jsme se snaZili o rozmanitost situacniho kontextu uloh
a o rlznou narocnost v rdmci jedné série Uloh, dale jsme u Uloh ménili pouZité aritmetické operace, pocet krok(
nutnych k jejich feseni, roli, v jaké se Cisla v Uloze nachazeji, apod. Zaradili jsme také Ulohu s nadbyte¢nymi Gdaji
(3/5) a ulohy nejednoznacné, jejichz feseni je zavislé na Zakové interpretaci zadani (2/5 a 3/4). Kazda uloha je
uvedena kédem: ro¢nik (pokud je tam napf. Cislo 1, znamena to, Ze Uloha je urena pro zaky s dokoncenym
1. ro¢nikem), lomeno Cislo ulohy.

Charakteristika Glohy ‘ Reseni

Na stole lezelo 15 kolach. Sedm jich bylo tvarohovych, ostatni makové. Kolik kolacd bylo makovych?

1/1 | jednoducha dloha na od¢itani nebo doditani, pfechod pies desitku,
Zaci by mohli mit potiZe s heterogenitou objektli — tvarohové x 15 -7 =8 (kolacu)

makové kolace, jedno z Cisel zadano slovem

21 http://www.cermat.cz/ukazky-testu-1404034151.html
22 K (loze uvadime vidy pouze jeden z moinych Fesitelskych postup(. Zaci mohou provadét jednotlivé kroky v jiném potadi,
s vétsim poctem mezivysledkl apod. Vysledek Glohy je v tabulce vyznacen tucné.
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Ivanka dostala k narozeninam 3 nové obrazkové knizky. Spocitala si, Ze ted' uz ma 12 obrazkovych
knizek. Kolik knizek méla pred narozeninami?

1/2 slozZitéjsi uloha na odcitani, obsahuje antisignal ,dostala”, pfechod "
. , . 12 — 3 =9 (knizek)
pres desitku, odehrava se ve dvou ¢asech (minulost, pfitomnost)
Na hfisti si hralo nékolik déti. Ales pozoroval, Ze v jedné chvili pét déti priSlo a dvé déti odesly. Bylo
13 pak na hfisti vice, nebo méné déti? O kolik?
slozZita uloha na odcitani, operatorova Uloha — nezndme pocatecni | vice déti
stav, zadani obsahuje dvé otazky, neobsahuje Zadnou cislici 5-2 =3 (déti)
Tomas zjistil, Ze je 0 5 cm vétsi nez Mirek, ale o 2 cm mensi nez Lenka. Kdo je nejmensi a kdo je
nejvetsi?
1/ sloZitd operatorova uloha, ve které nezndme pocatecni stav, nejmensi je Mirek,
narocna by mohla byt také pritomnosti veliciny (cm) nejvétsi Lenka

Fotbalisté z Dolni Lhoty hrali letos 15 zapasu. Sedm zapasu vyhrali, tyri prohrali a zbytek byl
nerozhodné. Kolik zapasu hrali nerozhodné?

1/5 | sloZend slovni tloha: je tfeba vice neZ jedné pocetni operace, pro )
ey N il . 15-7 -4 =4 (zapasy)
nékteré resitele mize mit slovo ,vyhrali“ antisignalni povahu (,je

tfeba scitat 15 + 7“), bez znalosti kontextu mozna obtizné resitelna

Na prazdné parkovisté pred dim pfijelo v sobotu 8 aut, v nedéli o 4 auta vice nez v sobotu. Kolik aut
stdlo na parkovisti, kdyz zadné auto neodjelo?

1/6
slozenad slovni Uloha vyZadujici spravné zietézeni pocetnich tkond,
. . ey o 8 +(8+4) =20 (aut)
obsahuje operator porovnani ,,0 4 auta vice
Sportovni soutéZe v atletice se ztcastnilo 24 chlapct a 13 dévcat. Kolik déti se zucastnilo soutéze
v atletice?
2/1

tradi¢ni Uloha na séitani, heterogenni skupina objektd (divky, L
& pina objektd (divky 24 +13 = 37 (d&ti)

chlapci, déti), détem dobfe znama situace

Maruska méla v knihovnicce 47 kniZzek. Jednu knizku pujcila Anicce, jednu Ivance a jednu Markétce.
Sama ma jednu rozectenou knizku v aktovce. Kolik knizek ma ve své knihovnicce nyni?

2/2 | mohla by se povaZovat za sloZzenou tlohu, opakované od¢itani
jedné, Cisla zadana slovy, slovni spojeni ,,ma roze¢tenou” by pro 47 -1-1-1-1 =43 (knizek)
nékteré mohlo byt signdlem k pfigitani (tedy antisignal)?

Turistického vyletu se zlucastnilo 28 c¢len( turistického oddilu a 23 dalSich Gcastnikl z rad rodicli a
kamaradu. Kolik osob se zucastnilo turistického vyletu?

2/3
/ jednoducha uloha na scitani, heterogenni skupina objekt
. Ly .. . . 3 28 + 23 = 51 (osob)

(¢lenové, ucastnici, osoby), pfechod pres desitku

Do svétového poharu horskych kol nastoupilo 42 zavodnik, ale 7 z nich mélo na trati neopravitelny
2/4 defekt. Kolik zavodnikd dokoncilo zavod?

jednoducha uloha na odcitani, obsahuje cizi slovo ,,defekt”, pro i o

., . . L 42 —7 =35 (zavodniku)

Zaky pravdépodobné neznamé

Kouzelna rostlina Papoldea v cervnu méfila o 9 cm vic nez v lednu, ale o 7 cm méné nez v prosinci. O
25 kolik centimetrd povyrostla Papoldea béhem kalendarniho roku??*

,operatorova uloha“, podobna lloze 1/4, numericky jednoducha, 9+7=16 (cm)

= cm
ovsem naroc€na na porozumeéni, tfi Casové udaje (leden, cerven,

23 Slovni vyjadreni ,,pajcit knizku” je vyznamoveé v jiné hladiné nez , mit roze¢tenou knizku®, které na rozdil od prvniho obratu
nemusi v daném kontextu vyvolat predstavu o Gbytku knih. Ze je tfeba i tuto knihu odecist, se fesitel dozvida aZ z otazky,
kterd specifikuje, Ze je tfeba zjistit pocet knih v knihovné, nikoliv pocet knih, které ma Maruska.

24\ (loze je zamlcCeny predpoklad, Ze se jednd o mésice stejného roku. Vzhledem k tomu, Ze Uloha nebyla zaddvana v ramci
testu, ale pfi rozhovoru, predpokladali jsme, Ze se kolem této okolnosti miZe rozvinout diskuse, pfi niZ se vyznam vyjasni
a z niz bude zfejmé, do jaké miry si Zak snazi situaci predstavit.
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prosinec), vsechna Cisla v roli operator( véetné hledaného
vysledku, v Uloze je antisignal ,méfila vic” a ,,méné nez“, obsahuje
neznamé slovo ,,Papoldea”, pro nékteré by mohlo byt
nesrozumitelné sloveso , povyrostla”

Hazenkarky TJ Sokol prohraly svlij zapas 29:31, prestoZe prvni polocas vyhraly 15:12. Jak dopadl druhy
polocas? Kolik branek ve druhém polocase daly a kolik dostaly?

ndroc¢nd uloha vyzadujici znalost kontextu, zejména zplsob zapisu

2/6 | ) ’ ) 29-15=14
vysledku zapas(, sloZzena uloha na odcitani, neklade naroky na 31-12=19
fetézeni, ale vybér spravnych dvojic ¢isel, mozné neporozuméni 14:19
slovu ,,polocas”, prechod pres desitku
Zuzanka v nedéli vecer pocitala penize. Zjistila, ze ma v pokladni¢ce 67 korun. Odpoledne si koupila za
14 korun zmrzlinu a za 19 korun limonadu. Po obédé ji dédecek pridal jesté dvacetikorunu. Kolik méla
2/7 Zuzanka naSetfeno v pokladniéce v nedéli rdno?
uloha s antisignalnimi slovy , koupila“ a , pfidal”, pfechod pres
desitku, Fetézeni pocetnich operaci, odehrava se v nékolika ¢asech | 67 + 14 + 19 — 20 = 80 (Kc)
(vecer, odpoledne, rano) jedno Cislo zadano slovy
LyZarského zajezdu se zucastnilo 19 lyzard. Kabinka ma sedacky pro ctyfi lyZare. Kolik plnych kabinek
obsadili? Kolik lyzar( jelo v kabince, ktera nebyla Uplné obsazena?
2/8 ijlloha na dellenl ¢i postuvpne’odutanl (Za'VISI 'na znalos'tech re5|tele3., 19 - 4 = 4 (pIné kabinky)
Cislo zadané slovem, dvé otazky — druha z nich se pta na zbytek pfi Lo
o 19 - 16 = 3 (lyzari)
déleni
Déti v odpoledni druziné vyrabély spolecny plakat s pampeliskami a fialkami. Kazdé dité nalepilo na
plakat tfi pampelisky a Ctyfi fialky. Kolik kvétin mély déti na plakatu, kdyz jich dnes bylo v odpoledni
2/9 druzZiné jen 12?
uloha resitelna nasobenim ¢i opakovanym scitanim, néktera cisla
zadana slovy, heterogenni skupina objektd (pampelisky, fialky, (3 +4)-12 =84 (kvétin)
kvétiny)
Anicka koupila syr za 17 K¢ a pét housek po 3 K¢. Platila padesatikorunou. Kolik korun ji vratila pani
prodavacka?
3/1 | tradiéni sloZend slovni Uloha vyZadujici spravné zietézeni pocetnich
operaci, kromé déleni jsou nutné viechny zékladni pocetni 50— (17 +5 - 3) =18 (K¢)
operace, jedno z Cisel zadano slovné
V automobilce Skoda vyrobili v patek 87 automobil(i. Ve stfedu o 18 vice nez v patek a v pondéli o 16
32 méné nez ve stfedu. Kolik vozU vyrobili v pondéli?
sloZzena slovni Uloha vyZadujici spravné zietézeni pocetnich ukond, )
e e L ) . o 87 +18 — 16 = 89 (vozl)
obsahuje tfi rizné ¢asové udaje (patek, stfeda, pondéli)
Ctyi kamaradi dostali spole¢né sacek s bonbony. Rozdélili si jej tak, Ze kazdy dostal 7 bonbon( a 3 jim
v sacku zlstaly. Kolik bonbont bylo celkem v sacku?
3/3 sloZzena uloha o déleni se zbytkem, ovsem pro vyreseni je nutno
uvazovat obracené, tedy nasobit a nasledné scitat, slovo ,rozdélili .
oy Y . S “r » 7 -4 +3 =31 (bonbon)
muze pro nékoho byt antisignalem (pokynem k déleni 7 : 3), ¢islo 4
zadano slovem
V auté je nadrz, do které se vejde 40 litra benzinu. Tatinek cestoval do prdace a cestou spotreboval
2 litry benzinu. Odpoledne natankoval 29 litrG a tim byla nadrz naprosto plna. Kolik litrd benzinu mél
3/4 | v nadrii pfed cestou do prace??

narocna slozena uloha s dvéma antisignaly (,,spotieboval”,
40-29+2=13(l)

,natankoval”), Cisla vystupuji jako veli€iny (litry), odehrava se ve

25\ této Uloze je zamléeny predpoklad, Ze tatinek jel do prace rano a zpét se vracel odpoledne.
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dvou rGznych Casech, kontext pravdépodobné mimo zkusenost
zak(, zadani pripousti rizné interpretace (natankoval odpoledne
téhoz nebo jiného dne?)

Autobusova linka ¢. 193 prijela na zastavku Nuselska radnice, kde ¢ekalo 5 cestujicich. Nejprve nékolik
cestujicich vystoupilo a pak tfi cestujici nastoupili. Na zastavce Paloucek vystoupilo 5 cestujicich
a nastoupil pouze jeden. V autobuse ted sedélo 13 cestujicich. Kolik jich na zastavce Nuselska radnice

3/5 | vystoupilo, kdyZ tam pfijelo 18 cestujicich?
narocnd sloZend uloha s antisigndlem (opét jen pro nékteré
. . . . 18-x+3-5+1=13
resitele), obsahuje dva nadbyteéné Udaje (193 a ,,5 cestujicich”), x = 4 cestujici
néktera Cisla jsou zadana slovem, pocatecni stav je neznamy
Studenti Zuzana a Petr pracuji jako brigadnici v supermarketu Zlaty dil. Zuzana obdrzi kazdy vecer
800 K¢ a Petr 900 K¢. Zuzana si koupila za ctvrtinu svého denniho platu tricko, Petr za tretinu svého
3/6 platu kopaci mi¢. Komu zbyla vétsi suma na dalsi atratu a o kolik?
L . . i L. obéma zbylo stejné
sloZzend uloha se zlomky, néktera Cisla zadana slovem (Ctvrtina,
tfetina), porovnani 3/42800 =600
2/3 2900 =600
Tri kamarddi jeli na vylet, nejprve vlakem, pak autobusem. Za jizdenku na vlak zaplatil kazdy 18 K¢, za
jizdenku na autobus 23 K¢. Kolik korun zaplatili celkem za jizdenky?
4/1 tradi¢ni slozena slovni Uloha, kontext ve zkusenostech zakd,
obsahuje veli¢iny (K¢), jedno z Cisel zadano slovem, vyZaduje 3.18+3-23=123 (Kc)
spravné fetézeni pocetnich operaci (s¢itani a nasobeni)
Na farmé sebrali za tfi dny 945 vajec. Prvni den sebrali 213 vajec, druhy den o 40 vajec méné nez
prvni den. Kolik vajec sebrali treti den?
4/2 | slozena slovni uloha vyZadujici spravné zfetézeni vypocetnich
krok(, pritomna velkd Cisla, nelze je snadno modelovat ani 213-40=173
simplifikovat, mGzZe pro nékoho obsahovat antisigndl ,za tfi dny”, 945 — (213 + 173) = 559 (vajec)
ktery lze vnimat jako ,,dohromady”, tedy vést ke scitani
Jitka precetla o jarnich prazdnindach knihu, ktera méla 650 stranek. V pondéli precetla 50 stran, ostatni
dny (od utery do nedéle) cetla kazdy den stejny pocet stran. Kolik stran precetla v pondéli a v Utery
dohromady?
4/3 sloZena uloha, zahrnuje vSechny zakladni pocetni operace kromé
nasobeni, kontext znamy ale méné redlny, otazka nemusi ddvat
sqpLo . Cih . . . (650-50) : 6 =100
zakam smysl, je uméld, nasilnd, coz by mohlo vést k odpovédim na
R i . . L. . 50 + 100 = 150 (stran)
jinou otazku, kterou si Zak v ramci feseni spontanné stanovi, jedno
Cislo dano implicitné (6 dni v tydnu)
V tovarné vyrobili délnici na jedné sméné 6 600 soucdstek, na druhé sméné o Sestinu soucastek vice.
Vsechny soucastky pak zabalili do krabic po jedné stovce soucastek. Kolik krabic bylo pripraveno na
prodej?
sloZena slovni Uloha, obsahuje zlomek vyjadreny slovem ,Sestina”,
4/4 | dalsi dvé Cisla vyjadiena slovem ,druhd“ a ,stovka“, vyzaduje 1/6 2 6 600 = 1 100
spravné zretézeni vypocetnich krokd, kontext mimo zkusenost 6600+ 1100 =7 700
déti, soubor objekt( je heterogenni (souc¢astky, krabice, dni), (6 600 + 7 700) : 100 = 143
neznamé slovo ,,sména“, otdazka umoznuje vice porozuméni — neni (krabic)
zcela jasné, Ze vSechny naplnéné krabice jdou do prodeje
4/5 Roéni piijem pana Simka byl 280 000 K¢, co? bylo o 48 000 K¢ vice, neZ si vydélala pani Simkova. Kolik

korun si vydélala pani Simkova? Jaky byl roéni pfijem obou manzelG?
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tradi¢ni Uloha obohacena o antisignal (,,0 48 000 K¢ vice”), resi se
280 000 — 48 000 = 232 000 (K¢)

280 000 + 232 000 = 512 000
(Kc)

odcitanim, kontext dlohy zndm pouze zprostredkované z rodiny,
obsahuje velka Cisla, které je mozné simplifikovat (na 280, 232
apod.)

Nejvyssi horou svéta je hora Mount Everest, kterd méri 8 848 m, coZ je o 4 038 m vice, nez kolik méri
nejvyssi hora Evropy Mont Blanc. Kolik metrl méri nejvyssi hora Evropy?

4/6 jednoducha uloha obohacend o antisignal ,0 4038 m vice“, fesi se
odcitanim, Cisla ukotvena jako veli¢iny (m), kontext srozumitelny, 8848 -4038=4810(m)
velka ¢isla

Filmova pohadka trva 93 minut. Kdy bude koncit, jestlize zacatek je v 16 hodin 45 minut?

jednoducha uloha, jejiz obtiznost spociva pouze v praci v soustavé
4/7 | o zakladu 60, nutny je také prevod jednotek, Cisla jsou kotvena 93 min =1 h 33 min

jako veli¢iny, soubor je heterogenni (h, min), kontext je reélny, 16:45 + 1:33 = 18 h 18 min
détem dlvérné znamy

Z cisterny, ve které bylo 120 hektolitri%® vody pro kojence, odebrali dopoledne 580 litr(i vody, co?
bylo o0 230 litrd méné, neZ odebrali odpoledne. Kolik litrli vody v cisterné zbylo?

4/8 sloZzena slovni Uloha s antisignalem ,,0 ... méné”, situaci komplikuje | 120 hl=12 0001
také slovo ,odebrali“, vypocty je nutné spravné zretézit, cisla jako 580 + 230 = 810
veli€iny, soubor heterogenni (I, hl) nutny pfevod jednotek, kontext | 12 ggg — (580 + 810) =

neznamy, (daje obtiZné pfedstavitelné =10 610 (I)

Pan Vesely dostal za praci zaplaceno 945 K¢, pan Smutny dostal tfikrat méné nez pan Vesely. Kolik
korun si musela pani Ucetni pripravit pro oba dva?

5/1 | tradiéni sloZend slovni tloha, pfibéh probihajici v ¢ase a otazka
jdouci proti toku ¢asu, kontext je znamy, i kdyz spiSe 945 + (945 : 3) =1 260 (Kc)
zprostiedkované nez z vlastni zkuSenosti

Podél cesty ma byt vysazeno 26 stromu, vzdalenost mezi dvéma sousednimi stromy bude 12 metrd.
Jaka bude vzdalenost mezi prvnim a poslednim stromem?

tradi¢ni Uloha, obtizné resitelnd bez predstavy situace, Cisla
5/2 | ukotvena jako stavy i veli¢iny, soubor objekt( je heterogenni
(pocet stromd, jejich vzdalenost), situace je staticka, snadno ji Ize 25-12 =300 (m)
vizualizovat, je ve zkusenostech zakl (pripadné jeji analogicka
obdoba)

Z desetimetrové role latky se prodalo nejprve 2,6 metri latky. DalsSi zakaznice si koupila

180 centimetry latky a treti potfebovala 3 metry a 7 decimetr(. Kolik latky se jiZz prodalo? Kolik latky
jesté zbylo?

tradicni sloZzena slovni Uloha s desetinnymi Cisly, nutno prevést 2,6m+180cm+3m7dm=>
5/3 | . e , . . y .

jednotky, soubor objektl je heterogenni (m, dm, cm), néktera Cisla | prevod jednotek

zadana slovné, pribéh odehravajici se v ¢ase, kontext pro vétsinu 2,6 +1,8+3,7=8,1(m latky

asi neznamy, pro pochopeni je tfeba predstavit si situaci prodano)

analogickou 10-8,1=1,9 (m zbylo)

V pekarné pecou tfi druhy kolacl, tvarohové, makové a povidlové. Makovych je dnes 465 ks, co? je
5/4 | polovina ze vSech upecenych kolach. Tvarohovych je tfetina ze vSech upecenych kolaca. Kolik kolach
je povidlovych? Kolik kolact upekli dnes celkem?

26 Cast 7aki dostala zadani této Glohy s chybou — misto 120 hl bylo uvedeno 12 hl, a Gloha proto byla nesmyslna. Vzhledem
k zajimavym situacim, ke kterym v disledku této chyby doslo, jsme se rozhodli Glohu z analyzy nevyrazovat.
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sloZzend uloha se zlomkem (vyjadreny slovem), Cislo jako pocet
kusl i jako pocet druhd, zlomek jako ¢ast celku, alespori analogicky | 465 - 2 = 930 (vSech kolacu)
kontext zndmy, pro velka ¢isla obtizné modelovatelny, obsahuje 930:3=310

antisignal ,,coz je polovina®“, ktery vede k déleni, ale zapotrebi je 465 — 310 = 155 (povidlovych)

nasobit, zapotfebi je poCetni operace spravné fetézit

V obchodé s horskymi koly vyhlasili posezénni vyprodej a poskytovali slevu ve vysi jedné sedminy
plvodni ceny. Novakovi koupili jedno kolo za 6 600 K¢ a druhé za 5 400 K¢. Kolik korun usettili oproti
bézné cené?

5/5 | slozena uloha o slevé, obsahuje zlomek, ¢islo kotveno jako veli¢ina
6600:6=1100

5400:6 =900
1100 + 900 = 2 000 (K¢)

(K¢), zlomek jako ¢ast celku, pribéh neni v Case, ale mohl by tak byt
vniman, kontext je zndmy, pravdépodobné prozity, sleva je zaddna
netypicky jako ,sedmina“

Cyklista mél rdno na tachometru 328,5 km, v poledne 415,3 km a vecer 531,1 km. Kolik kilometr ujel
dopoledne a kolik odpoledne? Kolik ujel za cely den?

415,3 —328,5 = 86,8 (km dop.)
531,1-415,3 =115,8 (km odp.)
115,8 + 86,8 = 202,6 (km cely
den)

Kazdy Zak patého ro¢niku provozuje alespon jeden druh sportu, 17 déti jezdi na kole a 15 déti hraje

5/6 | sloZena Uloha s desetinnymi &isly, p¥ibéh Glohy probihd v ¢ase,
soubor objektld je homogenni, neni tieba prevadét jednotky,
kontext pro nékteré déti neznamy — jak funguje tachometr

fotbal. Do paté tridy ale chodi jen 26 ZakU. Je to mozné?

uloha formulovana jako mozné — nemozné, soucasti zadani je
5/7 , o o . y .| 17+15-26=6
podminka ,kazdy Zak provozuje...“, kontext détem pravdépodobné Ano, i

no, je.
znamy, snadno predstavitelny, slovo ,alespon” mize nékterym ']

resiteldm cinit problémy
Podnik prodal v prvnim Ctvrtleti zbozi za 18 470 000 K¢. Jeho naklady ale byly 14 697 000 K¢. Staci
ziskané penize na nakup novych strojl za 3 800 000 K¢?

jednoducha uloha s velkymi Cisly, formulovana jako mozné — . .
5/8 . , “ iy . . 18 470 tis. — 14 697 tis. =
nemozné, slovo ,ndklady” pravdépodobné neznamé, tézko . .

=3 773 tis. <3 800 tis.

pfedstavitelné, neni ve zkuSenostech ditéte, Cisla tézko ..
Nestaci.

predstavitelna

6.4 OBTiZE ZAKU A JAK JIM PREDCHAZET NEBO CELIT

NejCastéjsi problém, se kterym se ucitelé setkavaji v souvislosti se slovnimi Ulohami, je, Zze Zak slovni uloze
,nherozumi”. Toto ,nerozuméni” vséak mGze mit rlizné pficiny. V rdmci nasich rozhovor( s zaky jsme identifikovali
tfi hlavni pri¢iny neporozuméni: (1) zak nerozumi textu slovni uUlohy (nerozumi jednotlivym sloviim, slovnim
spojenim nebo syntaktické strance textu), (2) Zak nerozumi matematické podstaté slovni Ulohy (nechape vztahy
mezi objekty ulohy, jeji matematickou strukturu), (3) Zak nerozumi urc¢itému konceptu, pojmu, ktery v Uloze
vystupuje (jinymi slovy nerozumi matematické latce, napt. nechdpe, co je jedna sedmina, primér, objem aj.).
Vsechny tfi pfiiny se navenek projevuji podobnym zplsobem — Zak neni schopen ulohu spravné uchopit, od
jejiho Fedeni bud odstupuje (ztraci zajem), nebo Zada vysvétleni/pomoc, nebo nevédomky voli chybnou strategii
a dostava se tak k chybnému reseni. Bézné jsou i pfipady, kdy se zak védomé uchyluje k viceméné nahodné
kombinaci po&etnich operaci a ¢&isel ze zadani.?’

Pro Gcinnou pomoc je tfeba nejprve rozlisit pricinu neporozuméni. V rozhovorech se zaky se ndm osvédcilo
nejprve vyzvat zZaka, aby se pokusil pojmenovat, co je na Uloze nesrozumitelného. Kdyz se ukazalo, Ze Zak napfr.

27 Greer, Verschaffel a da Corte (2002) tento jev do jisté miry vysvétluji pojmem ,word problem game’, ktery zahrnuje
presvédceni zaka a uditelll tykajici se Gcelu slovnich uloh, jejich pfedpoklddané struktury apod. a komplexni sit implicitnich
pravidel a oCekavani (véetné ocekavani, Ze pokud je Uloha zadana v matematice, bude mit feseni).
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nerozumi nékterému slovu (remiza, tachometr, defekt), stacilo toto slovo vysvétlit/nahradit synonymem a zak
byl schopen ulohu vyfesit bez dalSi pomoci. V ostatnich pfipadech, kdy Zak nebyl schopen pfi¢inu neporozuméni
uréit nebo pojmenovat, jsme jej vyzvali, at text Glohy znovu precte, potichu nebo nahlas, ¢i jej prevypravi
vlastnimi slovy. Pfi hlasitém cteni se v kritickém misté ulohy Zak obvykle zadrhne, zméni tempo feci, pouzije
neprirozenou intonaci, zaméni nebo zkomoli slova, ¢imz oznaci misto, kde by mohl byt problém. Také podle
prevypravéni mize ucitel poznat, jak si Zak ulohu interpretuje, které prvky ulohy vnima jako dominantni, které
naopak z néjakého divodu nebere v potaz. Nékdy takové vyzvy k odhaleni pfi¢iny neporozuméni stadi, jindy je
tfeba se dale dotazovat. Ne vzdy je snadné a moZné pficinu spravné urcit. Nejobtiznéjsi je situace, kdy Zak rozumi
textu tzv. ,po svém”, tedy si interpretuje nékteré vyrazy v posunutém vyznamu, a Uloha tak dava smysl, oviem
nikoliv ten zamysleny autorem ulohy. Na autentickém rozhovoru s Vitem, Zdkem 4. ro¢niku, ilustrujeme, jakym
pfekvapivym zplsobem muzZe 74k nad textem Ulohy?® uvaZovat. V jeho vypovédich Ize identifikovat viechny tFi
vySe zminéné problémy (s matefskym jazykem, matematickou strukturou ulohy a konceptem zlomku). Na obr.
6.3 vidime jeho pisemné reseni.

T: A ¢tvrtd slovni dloha, ta byla o ¢em?

Vit: No, tam bylo to, v tovarné, tam délali rGzné Sroubky a tak dale, a pak kolik téch krabic jakoby
vyslali za stovku.

T: Kolik vyslali za stovku? (...) A zjistit jsi mél co?

Vit: Pak kolik, pak se jesté musely dat do krabic, ty byly po stovkach, pak méli zjistit, kolik si vydélali,
nebo kolik prodali téch krabic.

T: Co dal vis o té Uloze?

Vit: Ze pak téch 6 600 se musi koupit, 6 krat vic.

T: To znamena 6 krat vice, je tam napsano 6 krdt vice v té slovni tloze?

Vit: (Cte zadéni.) Ne, $estinu.

T: O jednu Sestinu vice. Dokazal bys vypocitat, jednu Sestinu z téch soucastek? Nebo z kolika soucastek
to bylo, to ,,0 jednu Sestinu vice“?

Vit: No, téch 6 600.

T: Jo, z téch 6 600, mame vypocitat jednu Sestinu. Jak bys to vypocital?

Vit: No, krat 6, tak jak to mam.

T: Tak jak to mas, 6 600 krat 6. Hmm, a pak jsi pocital, vidim, Ze tady mas krat 100. To znamena co?

Vit: To je pak, jak to proddvali, takhle si vydélali.
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Obr. 6.3: Vitovo Feseni tlohy 4/4

28 \/ tovarné vyrobili délnici na jedné sméné 6 600 soucastek, na druhé sméné o Sestinu soucastek vice. Vsechny soucastky
pak zabalili do krabic po jedné stovce soucastek. Kolik krabic bylo pfipraveno na prode;j?
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Pokracovani rozhovoru s Vitem spolecné s dalSimi priklady je v oddile 2.4.2 a 2.5.2 Knihy. Zde jsme jim chtéli
ilustrovat obtiZznost identifikace podstaty obtizi Zak(l pfi feseni slovnich uloh.

Nyni, podobné jako v jinych kapitolach, uvedeme vycet nékolika konkrétnich problém0 Zakd s porozuménim
Uloze spolecné s doporucenim, jak jim Celit ¢i pfedchazet. Neuvadime, v kterém rocniku ten ktery zak je, protoze
tato informace se da vycist z toho, jakou Ulohu Fesi. Napf. uloha 4/3 je uloha pro 4. rocnik, tedy fesi ji zak
s ukonéenym 4. ro¢nikem (na zacatku 5. roc¢niku).

A) ZAK NEROZUMI ULOZE KVULI NEDOSTATKUM V JAZYCE €I VE CTEN{

Jazyk matematiky se od materského (prirozeného) jazyka nékdy znacné lisi. Snazi se byt presny, Usporny,
objektivni, neobrazivy. Mnohdy se pak stava az nepfirozenym, pouziva slova, ktera nejsou v matefském jazyce
bézna nebo je pouZziva v jiném napf. SirSim nebo posunutém vyznamu (napf. obsah knihy versus obsah ctverce).
Jazyk slovnich uloh lezi nékde na hranici obou jazykl, ¢asto Zakim zpUsobuje problémy. Zde uvadime cast
rozhovoru s zakem Oliverem, ktery si Glohu 4/3%° vysvétlil po svém.

T: Uloha ¢islo t¥i, jak jsi dospél k tomu &islu, vysledku 100 stran?
Oliver: Ze Jitka precetla 650 stran, v pondéli precetla 50 a od Utery do nedéle &te furt stejny pocet
stran.
T: TakZe jak jsi dospél k tém 100 strandam?
Oliver: Ze 50 + 50 = 100.
Dalsi priklady obtizi v této oblasti naleznete v Knize v oddilech 2.4.2 a 2.5.2.

Doporuéeni: Ulohou gkoly by mélo byt 7aky postupné seznamovat se specifiky jazyka slovnich Gloh, péstovat
vnimavost viic¢i drobnym nuancim a cit pro jeho pouZivani. Ucitelé by méli nabizet Zakiim dostatek pfileZitosti se
s matematickym jazykem setkavat, a to nejen v podobé slovnich uloh, ale i v ramci bézného mluveného slova

(napfiklad, bude-li se udlitel ptat ,jaky je soucet sedmi a Ctyf“ namisto ,kolik je sedm plus Ctyfi?”, prejde
zanedlouho slovo ,,soucet” i do slovniku Zakd, a to souc¢asné s porozuménim jeho vyznamu).

Ke zlepSeni porozuméni jazyka slovnich dloh mUGzZe vyrazné napomoci také vytvoreni dobrych podminek pro
vymeénu nazorl (prostor pro Zakovské diskuse). Jako dobry material pro takové diskuse poslouzi napfiklad ulohy,
které pripoustéji vice spravnych interpretaci (napf. uloha: ,,Pavlinka s Tondou a Vérkou byli v |été s rodici u more.
Jeli autobusem, ve kterém bylo 20 dospélych a 10 déti. Kolik jelo celkem v autobuse lidi?“)3°, dale dlohy
s nadbyte¢nymi ¢i chybéjicimi Udaji a tzv. kapitanské ulohy (tedy uUlohy, které obsahuji Udaje, z nichz se neda
otazka zodpovédét).3! Zafazovany mohou byt v pfiméfeném mnozstvi jiz od 1. roéniku. DUleZité je udriovat
v Z4cich védomi, Ze text Ulohy je tieba vidy peclivé &ist. Uciteli hojné pouZivanad strategie tzv. signalnich slov3? ve
spojeni s nacvikem reseni typovych Uloh muze zplsobit presny opak — Zaci prfestanou byt vici textu vnimavi
a zaméfi se pouze na vyhledavani signdlnich slov, ktera jim prozradi, jaka pocetni operace se ma ve vypoctu
pouzit. Do urcité miry tomuto jevu nahrava fakt, Ze Zaci pozndvaji pocCetni operace postupné, tedy variabilita
slovnich uloh se zda na pocatku skolni dochazky velmi zdZena, navic se do ucebnic zafazuji ¢astéji takové ulohy,
na nichz mohou ucitelé predvést, jak se tvofi zapis slovni Glohy, ktery je také predmétem vyuky. Domnivame se
vsak, Ze i Ulohy tzv. ,na s¢itani“ mohou byt rlizného typu a udrZet Zdkovu bdélost i jeho upfimny zajem. Takovymi
ulohami mohou byt naptiklad dlohy s antisignalem (Hejny, 2014), které jsme predkladali i Zaklm v rdmci naseho
vyzkumu. Jejich odliSnost spociva ve slovni formulaci, ktera zdanlivé neodpovida pocetni operaci, kterou je tfeba
pfi reseni ulohy pouZit. Napf. Tomas(v bratr vstrelil na tréninku 8 branek, coz bylo o 6 branek méné nez Tomas.

29 Jitka precetla o jarnich prazdninach knihu, kterd méla 650 stranek. V pondéli precetla 50 stran, ostatni dny (od Utery do
nedéle) Cetla kazdy den stejny pocet stran. Kolik stran ptecetla v pondéli a v Gtery dohromady?

30 Jlohu jsme vybrali z pracovniho sesitu Matematika pro 3. roénik ZS, dil 1, SPN, 2014, str. 6. Ulohu |ze chapat tak, 7e v deseti
détech jsou zapocitani i Pavlinka, Tonda a Vérka, tedy resenim je 20 + 10 = 30. Nic ovsem nebrani opacné interpretaci, tedy,
Ze je nutné k cestujicim v autobuse pfipocist i tyto tfi déti.

31 Napfiklad dloha: V pekarné maji otevieno od 6:00 do 18:30. Kolik korun stoji pllka chleba?

32 Y¢itelé timto zpUsobem chtéji pomoci zakim zorientovat se ve slovni Uloze vybérem ,podstatnych informaci“, které by
mély ukazat na to, jakou operaci pouZzit. Napt. vyskytne-li se v Uloze slovo vice, pak se pricita.
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Kolik branek vstielil Toma$?33 Na ulohach tohoto typu lze dobfe sledovat, do jaké miry se z3k Fidi signalnimi slovy
a do jaké miry Cte text s porozuménim (o Ulohach s antisignalem vice v oddilech 2.4.3 a 2.5.5 Knihy).

Kromé potizi s chapanim matematického jazyka mivaji zZaci problémy i s porozuménim materskému jazyku,
neznaji napf. vyznamy nékterych béznych slov ¢i slovnich spojeni. Stejné jako problémy s matematickym jazykem
Ize tesit tyto situace preformulovanim ulohy, a to bud ucitelem, nebo jinym Zakem. V zastupném textu se
ucitel/zak muaze volbou vhodného synonyma vyhnout problematickému vyrazu, pfipadné dotvorit kontext ulohy
tak, aby byl Zdkovi Iépe srozumitelny (aby uloha pusobila napt. jako drobna ,historka ze Zivota“ s hadankou na
konci). Také mize informace v textu usporddat pro zéky pfirozenéjsim zplsobem (napf. chronologicky). Text
ulohy Ize s pomoci ostatnich zaku také zdramatizovat v podobé kratké scénky, ¢i vymodelovat pomoci zastupnych
predmétl, coz napomaha rovnéZ pochopeni matematické struktury ulohy. Dale mlzZe dobre poslouZit také
variace na tichou postu — Zaci si tichou postou pfedavaji text slovni Glohy, posledni z Zak( (ve skupiné) ulohu
fekne nahlas ¢i vyresi. Daldi zpUsoby, jak zlepsit jazykovou kompetenci zakl, mdzZeme nalézt v literatute
orientované na rozvoj ¢tenarské gramotnosti.

Dalsi problémy spadajici do této kategorie jsou problémy s technikou ¢teni, pomalé, povrchni nebo nepozorné
Cteni mlzZe také negativné ovliviiovat porozuméni textu slovni Ulohy. Necte-li Zak plynule nebo dostatecné rychle,
mohou mu unikat kromé vyznam{ slov a vét napf. vztahy mezi jednotlivymi objekty ulohy. Nema-li Zak ¢teni plné
zautomatizované, vyCerpava mnoho energie na precteni textu Ulohy a nezbyva mu ji pak na samotné feseni.
Kromé snahy obecné zlepsit Uroven zakovych ¢tendrskych dovednosti, je feSenim slovni tlohu Zakovi precist nebo
fict, prfipadné tim povéfit jiného Zaka. DuleZité je v zakovi neZivit pocit, Ze neumi tesit slovni ulohy (pfenesené
pak, Ze je nedostatecny v matematice), kdyZz problém, ktery m3, je jazykového puvodu.

B) ZAK NEROZUMI{ ULOHAM TYPU , 0 NEKOLIK VICE/MENE“ NEBO ,NEKOLIKRAT ViCE/MENE*“

Pfestoze se také jednd o problém do urcité miry jazykovy, rozhodli jsme se mu vénovat zvlastni oddil, nebot se
s nim ¢asto setkdvame i p¥i rozhovorech s ugiteli a vyplyva i z testovani uvedeného v oddile 6.2. Zaci obvykle
»prehlizeji“ predlozku ,0“ a pracuji s operatorem jako se stavem, coz je patrné napfiklad v tomto rozhovoru
s Cyrilem:

Cyril: To mam jako secist?

T: Tak, jak mysliS, na co se nas ptaji? Kolik aut stalo na parkovisti celkem.

Cyril: Tak 12, 8 + 4, je to 12.

T: No jasné, tak si to jesté rozhodime na ty dny. Kolik tam pfijelo v sobotu?

Cyril: V sobotu jich tam pfijelo 8.

T: Hmm, a kolik jich tam pfrijelo v nedéli?

Cyril: 4.

T: Tak si to precti poradné. O 4 auta vic nez v sobotu. Tam nepiSou, Ze by pfijela Ctyfi auta, tam piSou,
Ze 0 4 auta vic neZ v sobotu, jo?

Cyril: Ale udaj je takovej, Ze tam celkem bylo 12 aut.

T: To tam nepiSou, ono ses blizko, ale v sobotu jich tam pfijelo 8 a kolik jich tam pfijelo v nedéli?

Cyril: O Ctyfi auta vice.

T: O Ctyfi auta vice nez kdy?

Cyril: NeZ v sobotu.

T: NeZ v sobotu, v sobotu jich tam pfijelo 8, tak kolik jich tam pfijelo v nedéli?

Cyril: V nedéli jich tam pfijelo 12.

Doporuéeni: Problémy stémito tzv. operdtorovymi ulohami3* mohou byt také disledkem jednostranné
zamérené pozornosti na urcité typy uloh v obdobi, kdy se formuje Zaklv nazor na to, co jsou slovni ulohy.

33 Antisignalnim slovem je zde ,,méné“, které navadi k operaci od¢itani (8 — 6 = 2 branky).
34 Jedna se o typ tzv. sémantického ukotveni ¢isla, které rozpracoval M. Hejny (napf. 2014).
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Cisla jako tzv. stavy (napf. mam 3 mice, sklenice ma objem 3 dl). Kromé této role vS§ak mohou disla v tloze
vystupovat také jako operatory (napft. svetr byl zlevnén o 150 K¢, Veronika ma o jednoho bratra vice nez Tereza)
nebo ukazatele frekvence (napf. kazdy druhy den chodim do prace pésky, autobus ma interval 10 minut). Tyto
role Cisla ve slovni Uloze maji podstatny vliv na jeji charakter i obtiznost. Napf. uloha, kde jsou vSechna Cisla stavy,
je pro zaky jednodussi nez ta, ve které jsou Cisla pouze v roli operatord. Porovnejme nasleduijici tfi ulohy, vSechny
ulohy se tykaji porovnavani.

1. Lukds méri 120 cm. Jirka je o 4 cm vy3si neZ Lukas ale o 2 cm mensi neZz Tomas. Kolik centimetrl méri
Tomas?
2. Lukas méfi 120 cm. Jirka je 0 4 cm vyssi nez Lukas ale o 2 cm mensi nez Tomas. O kolik centimetrd je
Tomas vyssi nez Lukas?
3. lJirka je 0 4 cm vyssi nez Lukas ale o 2 cm mensi nez Tomas. O kolik centimetr( je Tomas vyssi nez Lukas?
V prvni Uloze je zadan jeden stav (120 cm) a dva operatory (0 4 cm, o 2 cm), otazka je smérovana na zjiSténi stavu
(kolik cm méri Tomas). Zatimco v druhé UGloze, narocnéjsi, je v odpovédi poZadovan operator (o kolik?). Treti
nimi spociva v pfitomnosti alespon jednoho stavu (Luka$ méfi 120 cm), pfitom tato informace je nadbytecna
a Uloha se da fesit i bez ni.

PFicinou obtiznosti Uloh, kde se vyskytuji operatory, je skute¢nost, Ze k sobé vazi dalsi ,virtudlni neznamé®, jinymi
slovy, Cislo jako stav je sobéstacné (Ema ma 6 kulicek), zatimco operator je vyjadienim vztahu mezi dvéma
kvantitami (Ema ma o 6 kuli¢ek vice neZ Lenka — tedy Cislo 6 je spojeno s dvéma dal$imi Cisly — po¢tem kuli¢ek
Emy a poctem kulicek Lenky). Pro dité je narocné pracovat s operatory, i kdyZ jiz dobte pocita se stavy.

S témito rlznymi rolemi Cisla by se Zaci méli seznamovat jiz od 1. ro¢niku, oviem na pfijatelné drovni (pomoci
dramatizace nebo modelovani zkoumané situace, viz nize). Ucitel by mél vénovat velkou péci vybéru uloh tak,
aby zajistil jejich pestrost nejen z hlediska kontextll a pouZitych pocetnich operaci, ale pravé i z pohledu

vy

jejich struktury obvykle potfebujeme Sipku nebo jiny symbol vyjadfujici zménu nebo porovnani.

Z4ci by méli poznavat idiom ,,0 nékolik vice/méné“ nejdfive v akcich, naptiklad v rémci dramatizace slovni Glohy
nebo nejlépe komentovanim bézné situace. Napftiklad pfi Fazeni déti na télocviku do dvojic divka — chlapec mlze
ucitel konstatovat: ,Mame o dvé divky vice nez chlapcd.” Déti vidi situaci, chapou, co ucitel mini svym
konstatovanim, situaci proZivaji na vlastni k(Zi, neni tfeba nic vic vysvétlovat. Takové situace mUze ucitel
navozovat i zdmérné. Podobné Ize Zaky pfipravovat pomoci modelovani situace: postavte z krychli véz tak, aby
méla o dvé kostky vice nez ma moje véz, presurite knihu o dvé police nize apod.

C) ZAK NEUMIi MATEMATIZOVAT SLOVNi ULOHU - VYJADRIT SLOVNE POPSANOU SITUACI
MATEMATICKYMI PROSTREDKY

| kdyZ nebylo vidy mozZné presné urcit povahu problému, ¢asto jsme béhem rozhovor( s Zaky nabyvali dojmu, zZe
prestoZe v jazykové roviné uloze dobre rozumi, maji problém postihnout jeji matematické jadro a zapsat ji
jazykem matematiky. Na ukazce rozhovoru se Ctiborem je patrné, Ze izolovanym informacim v textu dobre
rozumi (s vyjimkou slovniho spojeni ,tfikrdt méné“), ale nema dobrou pfedstavu o struktufe tlohy,® co? se pak
projevuje v jeho pokusech o matematizaci situace.

Ctibor: (Nejprve déli beze zbytku 945 : 3 = 315, pak piSe odpovéd), ale zahy Skrta a dale pocitd 945 : 2
=472 zb.1, piSe odpovéd.)
T: Tak se na to podivame.

35 pan Vesely dostal za praci zaplaceno 945 K¢, pan Smutny dostal tfikrat méné nez pan Vesely. Kolik korun si musela pani
Ucetni pfipravit pro oba dva?
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Ctibor: Ja jsem si to tady spletl.

T: Co si spletl?

Ctibor: Oni jsou dva, ja jsem pocital tfikrat méné nez pan Vesely, tak mi to prislo divny, Ze jsou dva.

T: A co tfikrdt méné nez pan Vesely?

Ctibor: Téch 945, dostal min penéz.

T: A o kolik?

Ctibor: Nejdriv mi to vyslo 315, pak mi pfislo divny, Ze jsou dva, tak jsem si to udélal znova a vyslo mi
472 a zbytek 1.

T: To jako, Ze by si pani Géetni pfipravila 472 a deset halif0? Precti si jesté jednou to zadani.

Ctibor: (Cte zadani a pise , pan Vesely 945 K&“, pod to ,pan Smutny 3x méné“. Po delsi pauze pisemné
nasobi 945 - 3)

T: Ja té jesté zastavim. Tedka pocitas co, kolik dostal pan Smutny?

Ctibor: No, a pak to jesté vydélim dvéma.

T: Pro¢ dvéma?

Ctibor: ProtoZe jsou dva.

Dalsi priklady problému Zakd s matematizaci jsou v oddile 2.5.2 Knihy.

Doporuceni: Matematizace je naro¢ny myslenkovy proces, kterému se musi Zaci postupné ucit. Obvykle mu ve
Skole napomahame zapisem slovni tlohy nebo zndzornénim (obrazkem). Tyto nejbéznéjsi prostfedky k uchopeni
ulohy (které byvaji povaZovany nékdy za nedilnou soucast jejiho feseni) maji ovsem sva uskali — jejich
problematiku komentujeme ve zvlastnich oddilech nize. Stejné jako v pfipadech vyse i zde plati, Ze je v prvni fadé
nutné dovést Zaka k porozumeéni textu, tedy zjistit, jak Zak zadani ulohy interpretuje, ve kterém misté ma potize,
a tyto obtize pokud moZno odstranit (vysvétlenim problematického slova, vyznamu, vztahu, pfirovnanim,
synonymem, rozsifenim kontextu nebo rozloZenim slozeného problému na vice jednodugsich). Zak by mél dostat
prileZitost se na procesu matematizace aktivné podilet a nemél by byt penalizovan za jiny postup nebo jinou
formu fedeni, v pfipadé, Ze jsou spravné. Casto tuto roli na sebe prebira ucitel, nebo ji prenechava zakovi, ktery
s matematizaci nema problémy. Ostatni Zaci jsou pak ¢asto pouhymi zapisovateli cizich myslenek, které pak jen
aplikuji na ulohy stejného typu, aniz by svému pocinani rozumeéli. Kromé toho, Ze tento pfistup mize v Zacich
podpofit faleSnou predstavu, Ze existuji jediné platné postupy feseni slovnich uloh, degraduje texty uloh na
pouhého nositele Cisel. Vysledek je pak stejny jako v pripadé strategie signalnich slov (zminéna vyse) — Zaci
prestanou text Uloh povaZovat za dlleZity.

Ucinnou aktivitou pomahajici 24kim odhalovat v textu matematickou strukturu méZe byt ¢innost opaéna, tedy
tvorba dlohy na zaklad& daného &iselného vztahu. Zakiim je napf. predlozen &iselny vyraz (7 + 8) - 2 a jejich
ukolem je vymyslet takovou situaci, kterou tento Ciselny vyraz vystihuje. Pfipadné je zaklm zadano jedno nebo
vice Cisel a slovo ¢i slova (podstatné jméno, sloveso, pfislovce), kterd maji v textu ulohy figurovat, napf. vymyslete
slovni Ulohu, kde vystupuiji ¢isla 0,8 a 1000 a sloveso nakrdjet v libovolném tvaru.

D) ZAK NEUMI RADNE ZAPSAT ZAPIS SLOVN{ ULOHY, NEUM{ VYBRAT DULEZITE INFORMACE

Vytvoreni zapisu vyZzaduje jednak vyhledani Ciselnych Gdajl v textu ulohy a pfifazeni k jejich nositelim a jednak
zachyceni struktury vztahd téchto Gdajd. Na jeho zakladé by pak mélo byt mozné vyvodit potfebné pocetni
operace a sestavit prislusnou rovnici. Zapis miZzeme také chapat jako urcity druh redukce textu se zachovanim
jeho vyznamu, ke které pouzivame specificky nejen slova ale také symboly a jiné grafické prvky (Sipky, tecky,
znaménko rovnosti apod.). Obvykle slouZi pro lepsi orientaci v popisované situaci, jako podpora paméti v pfipadé
dlouhych textl/zadéani, a mnohdy také jako prostfedek k uchopovani tlohy (pti tvorbé zapisu si teprve vytvarime
predstavu o matematické strukture ulohy).

Na nasledujicich obrazcich vidime dva polaritni druhy zapist dvou rGznych Gloh. Na obr. 6.4 jde o minimalistické
vyjadreni, na obr. 6.5 se jednd o opak — text zapisu je témér totozny s textem ulohy.
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2. Nafarmé sebrali za tfi dny 945 vajec. Prvni den sebrali 213 vajec, druhy den o 40 vajec méné
nef prvni den. Kolik vajec sebrali tfeti den?

Y= %5 214 22 %

12213 __© = ;
17 S0
210 —
356

Obr. 6.4: Strucny zapis slovni Ulohy
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Obr. 6.5: Maximalisticky zapis slovni ilohy3®

Doporuceni: | z nasi ukazky je patrné, Ze tvorba zapisu slovni Ulohy neni samoziejma a vyzaduje pokrocilé
dovednosti spadajici také pod ctenafskou gramotnost. Je tfeba si také uvédomit, Ze Zaci nemohou dospét
k vhodné formé zapisu hned, ale musi se k ni postupné dopracovat. Hotova forma, kterou jim ¢asto nabizime my
ucitelé nebo ucebnice a ktera ndm pfipada jasnd a jednoduch3, je ve skutecnosti vysledkem dlouhodobého
a sloZitého procesu hledani. Tim, Ze Zakim upirdme moZnost projit si timto procesem nalézani vhodné formy, je
pfipravujeme o to nejcennéjsi, co jim pfi feSeni Uloh nabizime (postupné budovani matematickych poznatk
prostfednictvim aktivniho feseni uloh).

V souvislosti s tvorbou zapist nardzime ¢asto na nechut 73k0.3” Ta mliZe byt zplisobena bud tim, Ze se jednd
o myslenkové narocnou c¢innost, nebo naopak o c¢innost rutinni. Neni pak vyjimkou, Ze Zak nejdfive ulohu vyresi
a teprve zpétné vytvofi jeji zapis. Chapeme-li zapis jako nastroj k uchopeni slovni tlohy, pak jeho prace postradala
smysl. Chceme-li Zaka vybavit zkuSenostmi s tvorbou zdpisu jednoduchych uloh a pfipravit ho tak na reseni uloh
sloZitéjsi, je nas poZadavek opravnény. MlZeme Zaka posunout dal tim, Ze mu predloZime Ulohu, ktera jej k zapisu
pfirozené pfiméje (napf. ulohu s dlouhym textem, sloZzenou slovni uUlohu, nestandardni Glohu). V nasich
rozhovorech se stavalo, Ze sloZitéjsi dlohy si zaci méli tendenci zpracovavat zapisem (byt bez velkého efektu).
Casto se také snazili zaznamenat sloZitym zdpisem ulohu, kterou bylo velmi snadné vystihnout obrazkem (viz
nize). Ukazalo se, Ze Zaci maji problémy tvoftit funkéni zapisy k Uloham pro né obtiznéjsim a rozpoznat, kdy je
lepsi pouZit tu kterou formu zaznamu (slovni, grafickou, smiSenou). Ucime-li tedy Zaky na typovych ulohach
vytvaret jednoduché zdapisy, je tfeba posunout se také dal a udit je aplikovat nabyté zkusenosti v jinych
kontextech. DulleZité je si také uvédomovat, Ze zapis Ulohy nemusi byt hned v pocatku definitivni, Ze se muze
v pribéhu ¢teni zadani nebo dokonce feseni ilohy ménit, mdze byt doplfiovan, upravovan dle potfeb fesitele.
Osvédcilo se nam také text Ulohy preddvat Zaklm pouze Ustné, ucitel Ulohu jednou ¢i vicekrat pfecte nahlas
ulohy), Zaci se snazi zvysit svou Uspésnost tim, Ze si zacnou zapisovat informace, které povazuji za dulezité, a to
obvykle stru¢né, protoze na vypisovani nemaji ¢as. S témito zdznamy muze ucitel déle pracovat. Aktivita je téz
vhodnd pro skupinovou praci — ucitel bez predchoziho varovani jednou precte ulohu, rozdéli Zzaky do skupin
a vyzve je, aby text ulohy zrekonstruovali.

36 podél cesty ma byt vysazeno 26 strom(, vzdalenost mezi dvéma sousednimi stromy bude 12 metrd. Jakd bude vzdéalenost
mezi prvnim a poslednim stromem?
37 Minozi zaci v nasem vyzkumu projevovali radost z toho, Ze nemusi psat zapisy ulohy.
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E) ZAK NEDOKAZE VYTVORIT FUNKCNI OBRAZEK, NACRT, ZNAZORNENI

Na obr. 6.6 vidime snahu Radky vyfesit Glohu 5/23% s pomoci obrdzku poté, co ji k tomu tazatel vyzval. SnaZil se ji
nejprve navést na analogii — mezi tfemi stromy jsou dvé mezery, mezi 26 stromy bude 25 mezer. Tento pokus
vsak selhal (viz horni polovina obrazku), proto ji tazatel doporucil, aby si namalovala stromy vSechny (spodni
polovina obrazku). Usporadani stroml ve tfech fadach vsak zpusobilo, Ze pfi mechanickém pocitani mezer (jak
to délali prakticky vSichni Zaci v nasem vyzkumu, viz oddil 2.5.3 Knihy) vypadla mezera mezi poslednim a prvnim
stromem mezi dvéma radky. Radka tuto slabinu svého nacrtku neodhalila.

— T

~ )
\, \
N

Obr. 6.6: Obrazek Radky k uloze 5/2

Doporuceni: V naSem vyzkumu se ukdzalo, Ze Zaci grafickou formu zdznamu upozaduji ve prospéch pisemného
ukazalo, Ze Z4ci vizualizace nejsou viibec schopni, nevidi v jeji tvorbé vyznam nebo ji neumi pfi feseni vyuzit. Zda
se tedy, Ze této dovednosti neni ve Skole vénovana vétsSi (systematickd) pozornost. Stejné jako jinym
dovednostem se Zaci i tvorbé a funkénimu vyuZivani vizualnich prostfedkl musi ucit. Pfitom by se s nimi méli
setkavat opakované, aby v jejich pouZiti doslo k urcité rutinizaci a nedochazelo tak ke kognitivnimu pretizeni, kdy
je zak natolik zaméstnan tvorbou grafické reprezentace, Zze mu uZz nezbyva energie na vlastni feseni ulohy.
Podobné jako je tomu se zapisem Ulohy, i na tvorbé nacértku nebo jiného grafického zaznamu ulohy (napft. tabulky,
diagramu) by se méli Zaci aktivné podilet, aby rozuméli jeho smyslu. U¢itel by mél Zaky k vizualizaci rGznych situaci
vyzyvat a rovnéz jim rlizné formy vizualizace predstavovat a nabizet, nemél by spoléhat pfilis na priklady
v ucebnicich, které byvaji ¢asto jednotvarné. Poslouzit k tomu mohou i Ulohy, které se nesnadno zachycuji
zapisem, jako naptiklad pravé nase Uloha 5/2, kterou ke grafickému zachyceni pfiméla prevaznou vétsinu zaka
v rozhovorech.

U¢innd maze byt také diskuse sZaky nad jednotlivymi typy grafického znazornéni — které je pro Ulohu
vhodné/nevhodné a proc. Pozornost by se méla vénovat také pocatecni fazi spocivajici v rozliseni situace, kterou
je snazsi popsat slovy a kterou Ize jednoduseji zaznamenat obrazkem, pripadné jakym. Kromé tvorby grafickych
zaznamu by se méli Zaci z grafickych zaznama udit ¢ist, tedy napf. zjistovat, jaké informace mazeme z konkrétniho
obrazku ziskat, které jsou zfejmé, které pravdépodobné.

38 podél cesty ma byt vysazeno 26 stromd, vzdalenost mezi dvéma sousednimi stromy je 12 metru. Jakd bude vzdélenost mezi
prvnim a poslednim stromem?
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7. ZLOMKY U ZAKU 2. STUPNE

Problematika zlomkd patfi dlouhodobé k problematickym mistiim matematiky na zakladni skole. V tomto smyslu
se vyjadrili i ucitelé z nasich rozhovorl (podrobnéji in Vondrova, Zalska, 2013, s. 73-79). Zlomky byly jako
problematickd oblast uciva 2. stupné zmifiovany jednoznacné nejcastéji. Kromé toho, Ze podle ucitelt plsobi
zlomky Zakdm problémy pfi samotném probirani latky, stavaji se také prekazkou v dalSich tématech. Ucitelé
zminovali rovnice, Upravu aritmetickych nebo algebraickych vyrazd a také pouZiti zlomkovych ¢asti jednotek
v geometrii, napt. 1/3 metru.

Podle uciteld plsobi zakdim obtize zejména osvojeni si zakladnich pocetnich operaci, ale také operaci spojenych
s ekvivalenci zlomkd (kraceni zlomkd, prevod mezi zlomkem a smiSenym ¢islem).

Ucitelé se shoduji vtom, ze Zaci si osvoji operace kazdou zvlast, ale jejich kombinace (napftiklad
nasobeni a scitani v jedné Uloze nebo v jednom souboru uloh) jim déla problémy. V této souvislosti
také mluvi o problémech s poradim operaci, tj. pouZiti distributivniho zdkona. Také ¢asto zminuji
kratkodobost tohoto osvojenti, ktera se projevuje u pozdéjsich témat a tloh. (Vondrova, Zalska, 2013,
s.74.)

S tim souvisi také skutecnost, Ze ekvivalence rdznych vyjadreni téZze velikosti zlomku se pro Zaky nestava
samoziejmosti ani po probrani uciva.

Jako indikator problémi s porozuménim zlomku jako pojmu je moZné chapat zakovské nepochopeni jinych
vyznamU zlomku, neZ je vztah Casti a celku. Ucitelé ho zminovali jednak u zlomku jako podilu (resp. ekvivalentu
operace déleni), jednak u zlomku jako cisla. V tomto ohledu tedy jsou vyjadreni ucitell velmi podobna tomu, co
uvadi zahrani¢ni odborna literatura. S konceptudlnim porozuménim zlomku ddle souvisi absence predstavy
o vztahu mezi zlomky a desetinnymi Cisly, kdyZ néktefi Zaci fesi prfevod zlomku na desetinné Cislo spiSe jako
jakousi ,,sklddanku” Cislic — napf. 8/100 = 8,100.

Nékteré dalsi problémy souvisejici se zlomky, které ucitelé uvadéli, jsou podobné jako u jinych oblasti uciva. Podle
ucitell Zaci zlomky pochopi, ale zapomenou; chyby délaji predevsim tehdy, kdyzZ se ucivo nahromadi a ,plete se
jim“ (napft. algoritmy pfi sCitani a pri ndsobeni) nebo kdyZ jsou zlomky soucasti komplexnéjsich uloh (rovnice,
vyrazy, slovni Ulohy). V rovnicich, vyrazech a slovnich Ulohach se podle ucitell projevuje u Zakd tendence se
zlomkdm vyhybat a nahrazovat je desetinnymi Cisly.

O nézorech nasich ucitell na vyuku zlomk( vypovida také nékolik poloZek dotazniku, ktery je cely uvedenv kap. 3.
Zde okomentujeme jen cast tykajici se zlomk{ a ur¢enou pro ucitele matematiky 2. stupné (viz oddil 3.2).

Vétsina respondentl se domniva, Ze Zaci se zlomk( obdvaji. Tento nazor ovSsem neprevazuje nijak vyrazné, na
zakladé rozhovor(l jsme ocCekavali vétsi souhlas s tvrzenim. Dalsi dvé polozky ukazuji naprosto prevaZujici nazor,
Ze pro Uspésné feseni Uloh se zlomky musi Zaci chdpat podstatu algoritm( pro operace s nimi. Pfitom
v rozhovorech ucitelé ¢asto poukazovali na potize 74k, které neporozuméni algoritmim signalizuji, predevsim
na Casté zamény Uprav pfi rlznych operacich. Lze tedy usoudit, Ze ucitelé povaZuji porozuméni algoritmim za
dilezité, ale to se u 4kl ¢asto nedostavuje. Stejné velké procento ucitelll se hlasi k tomu, Ze pfi s¢itani/odéitani
zlomk{ pouzivaji ndzorné modely. PoloZzka zminuje jako pfiklady kolacovy a ¢okoladovy model. Nelze tedy zcela
spolehlivé fici, zda to znamen3, Ze se prevazné pouzivaji 2D modely (tak se vyjadfili ucitelé pri rozhovorech). Je
to vSak pravdépodobné. V posledni poloZce jsme si ovérovali, nakolik ucitelé sdileji nas predpoklad, Ze zaci nejsou
zvykli zachazet se zlomky vétSimi neZ jedna a Ze s nimi budou mit vétsi problémy. S timto predpokladem
souhlasila jen necela polovina respondentl (46 %).

Nékteré pojmy nutné pro pochopeni povahy obtizi zak( se zlomky (jako napf. rGzné role zlomk() budou
vysvétleny pfimo tam, kde je obtiZ popsdna. Zde uvedeme jen tfi typy elementarnich uloh, v nichz je zlomek v roli
operatoru, protoze je budeme potiebovat na vice mistech:

1. Jsou dany zaklad a zlomkovy operator a ma se zjistit zlomkova cast.
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2. Jsou dany zlomkova ¢dast a zlomkovy operator a ma se zjistit zaklad.
3. Jsou dany zéklad a zZlomkova ¢ast a mad se zjistit zlomkovy operator.®

Terminy zéklad, zlomkova ¢ast, operator jsou ¢asteénou analogii termin( pouzivanych bézné u Uloh na procenta.
V souvislosti se zZlomky se objevuji napf. v knize (Hejny a kol., 1990, s. 69).

Poznamka: Na rozdil od ostatnich kapitol budeme Ulohy z testovani, které pUsobi nasim zakdm potize, uvadét
pfimo v textu vénovaném obtizim Zak(, tedy v oddile 7.4.

7.2 RVP PRO ZAKLADNi VZDELAVANI

Prvni obdobi 1. stupné: 74k
M-3-1-03 uziva linedrni usporadani; zobrazi [pfirozené] ¢islo na Ciselné ose.

Druhé obdobi 1. stupné: Zak

M-5-1-05 modeluje a urci ¢ast celku, pouziva zapis ve formé zlomku,

M-5-1-06 porovn3, scita a od¢ita zlomky se stejnym jmenovatelem v oboru kladnych &isel,
M-5-1-07 precte zapis desetinného Cisla a vyznaci na Ciselné ose desetinné Cislo dané hodnoty.

2. stupen: Zak

M-9-1-01 provadi pocetni operace v oboru celych a raciondlnich Cisel; uzivd ve vypoctech druhou mocninu
a odmocninu,

M-9-1-04 uziva rGzné zplsoby kvantitativniho vyjadreni vztahu celek — ¢ast (pfirozenym cislem, pomérem,
zlomkem, desetinnym cislem, procentem),

M-9-1-05 fesi modelovanim a vypoctem situace vyjadiené pomérem; pracuje s méritky map a planda,

M-9-1-06 fesi aplikaéni tlohy na procenta (i pro pfipad, Ze procentova cast je vétsi neZ celek).

7.3 DIAGNOSTICKE ULOHY POUZITE V NASICH ROZHOVORECH

Ulohy zde uvadime bez didaktického komentate. Ten je uveden v oddilech 7.1, kde se k tlohdm vracime.

7.3.1 ULOHY S OBRAZKY

KdyzZ tohle je ;,jak vypada celek? | KdyzZ tohle jsou ;,jakvypada' celek? | KdyZ tohle je Z,jak vypada celek?

* & %
O o
oo o o X & k& %

@) ® T %

[Vysledek: 15 ¢tvereckd] [Vysledek: 14 krouZzkt] [Vysledek: 12 hvézdicek]

Instrukce pro tazatele: Nechte Zaka, aby se sdm rozhodl, zda bude celek kreslit nebo jen pocitat. Pokud by podital,
pozadejte ho nasledné o nakresleni. (Neni nutné ho vést k uspofadanym tvarim, jde nam o to, jaké grafické
vyjadreni zvoli a jak ho vysvétli.) Pokud bude nejprve kreslit, zeptejte se nasledné, jak (by) to vypocital.

39 Terminy zéklad — ¢ast — operdtor jsou CasteCnou analogii termin pouzivanych bézné v oblasti Uloh na procenta.
V souvislosti se zlomky se objevuji napf. v (Hejny a kol., 1990, s. 69).
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7.3.2 ULOHY O CENACH
1. Poslevé o jednu tfetinu stala mikina 756 K¢. Kolik stala pavodné? [Vysledek: 1 134 K¢]

2. Kuchyrisky robot stoji v zakladni verzi 2860 K¢. To je 5/8 toho, co bychom zaplatili za verzi s Gplnym
prislusenstvim. Kolik stoji Uplna verze? [Vysledek: 4 576 K¢]

7.3.3 ULOHY S KOLACI
Uloha A: Matka Setfilkova pece ¢asto na vikend kolaé. Déla ho tak, aby se snédl erstvy a nic nezbylo.

Recept kolace obsahuje: 3/8 kg mouky, % ctvrtkilogramového baleni mésla, 1/4 kilogramového baleni cukru,
3 vejce. Kromé toho samoziejmé trochu mléka ke smiseni tésta a ovoce podle potreby.

Rodina ma 5 ¢len(: matka, otec, jejich dvé déti (syn a dcera) a babicka. Aby kola¢ vystacil pro celou rodinu, musi
ho matka upéct z dvojnasobného mnozstvi surovin, nez obsahuje recept. KdyzZ se kolac nakraji, snédi otec a matka
po tfech dilech, déti o 1/3 vice nez rodice, babicka naopak o 1/3 méné (nez kazdy z rodica).

Al: Kolik surovin (mouky, masla, cukru a vajec) je na kolac potreba? [Vysledek: % kg mouky, % kg masla, ¥ kg
cukru, 6 vajec.]

A2: Na kolik dild se kolac kraji? [Vysledek: Na3+3+4+4+2=16dilG.]

Uloha B: Minuly vikend se u Setfilk(l zastavili na ne¢ekanou navitévu Nesettilovi: teta, stryc, bratranec a mald
sestrenice. Matka chce narychlo upéct jesté jeden kolac. Vi, Ze dospéli (teta a stryc) snédi stejné jako ona a otec,
bratranec sni urcité stejné jako kazdé z jejich déti (jsou zhruba stejné stati). Naopak mala sestfenice sni jen tolik
jako babicka.

B1: Problém je vtom, Ze matka ma uz jen 5 vajec. Kolik bude matka potfebovat ostatnich surovin? [Vysledek:
5 vajec — to vyZzaduje 5/8 kg mouky,5/24 kg masla, 5/12 kg cukru.]

B2: A bude to stacit, aby bylo pro Nesetfilovy kolace dost?

[Pokyny pro tazatele: ,Ustné dovysvétlete, 7e jde o to, zda budou Nesetfilovi mit z kola¢e kazdy alespori stejnou
hmotnost (vahu), jako méli Setfilkovi.“]

[Odpovéd: Stacit to bude. Z kolace, ktery matka pece pro vlastni rodinu, by Nesetfilovi snédli 12 dild — to jsou
% kolace. Z poctu vajec, ze kterého déla kolac pro Nesetfilovy, je patrné, Ze druhy kolac je péti Sestinami prvniho.
Je-li tedy surovin na 5/6 plivodniho kolace, je to vice neZ potfebné % - presné o 1/12 prvniho kolade, tzn. 0 1/10
druhého kolace.]

7.3.4 ULOHY NA CiSELNE OSE

Pokyn tazatele zdkovi u tlohy 1: ,Cisla G a Q jsou zlomky. Cislo G vidi§ zndzornéné na ¢&iselné ose, &islo Q ti feknu.
Mdame rovnici G + Q = N. Kde pfiblizné na Ciselné ose bude leZet N (tedy vysledek) a jakou bude mit hodnotu?“

a) (G=17/4), Q=19/6 *° [Vysledek: 89/12 = 7%]

40 U tlohy 1 uvadime obrazek se vsemi nabidnutymi osami, u dalsich Uloh uz jen osu se zadanim.
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Zlomky na ciselné ose —uloha 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8
| | | | || | | | |
R | I [ 1 [ [ [ [ "
G
0 1 2
P | | -
] | | -
0 1 2 3 4
— | | | | -
I I I I I
0 1 2 3 4 5 & 7 8
P | | | | | | | | -
o | [ [ [ [ [ [ [ "
0 1 2 3 4 = 6 7 § 9 10 11 12 13 14 15 16

Pokyn tazatele zdkovi u tloh 2-4: ,Cisla G a Q jsou zlomky. Cislo G vidi§ zndzornéné na &iselné ose, &islo Q ti
feknu. Mame rovnici G - Q = N. Kde pfiblizné na Ciselné ose bude lezet N (tedy vysledek) a jakou bude mit
hodnotu?“

2.(G=7), Q=7/11(jeden Cinitel celé ¢islo, druhy zlomek mensi neZ 1) [Vysledek: 49/11 = 4%]

Zlomky ma ¢iselné ose — uloha 2

[—]
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™

.

i E
(=1

=

=]

3.(G=17/3), Q=8/11 (oba zlomky, jeden vétsi nez 1, druhy mensi nez 1) [Vysledek: 136/33 = 4%]

Zlomky na ciselné ose —uloha 2
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4. (G=7/9), Q=6/12 (oba zlomky, oba mensi nez 1) [Vysledek: 7/18]

Zlomky na ¢iselné ose — uloha 4

Poznamka: Nadstavbové ulohy zaradime v pfipadé€, Ze predchozi Ulohy netrvaly zakovi pfilis dlouho.

Pokyn tazatele zikovi u Glohy 5: ,Cisla G a Q jsou zlomky. Cislo G vidi zndzornéné na ¢&iselné ose, &islo Q ti feknu.
Mame rovnici G — Q = N. Kde pfiblizné na Ciselné ose bude leZet N (tedy vysledek) a jakou bude mit hodnotu?“

5. (G =51/12), Q = 15/9 [Vysledek: 31/12 = 2%]

Zlomlky na fiselné ose — aloha 5
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Pokyn tazatele zakovi u uloh 6-7: ,,Cisla G a Q jsou zlomky. Cislo G vidi§ znazornéné na ¢&iselné ose, &islo Q ti
feknu. Mame rovnici G - Q = N. Kde pfiblizné na Ciselné ose bude leZet N (tedy vysledek) a jakou bude mit
hodnotu?“

6. (G=4), Q=25/9 (jeden Cinitel celé Cislo, druhy zlomek vétsi nez 1) [Vysledek: 100/9 = 11&]

Zlomky na ciselné ose — uloha 6

o1 =

7.(G=28/13), Q=45/7 (oba zlomky vétsi nez 1) [Vysledek: 1260/91 = 180/13 = 13%]

Zlomky na ¢iselné ose —uloha 7

POKYNY PRO TAZATELE
Vsechna zadani se prezentuji na Ciselné ose o rozsahu 0 — 8.

- Nechte Zaka vyjadfit (odhadnout) ¢iselnou hodnotu G, nasledné ji fici pfesné a nechte ji zaka zapsat (ptfimo do
formulare, vyuZijte misto mezi ¢iselnymi osami).

- Reknéte 7dkovi hodnotu Q a nechte ho, aby si ho zapsal a zobrazil Q na &iselné ose.

- Ptejte se, na které ose (ze Ctyf nabidnutych méfitek) se jim dany vypocet bude nejlépe délat. Volba jiné nez
plvodni osy znamena nutnost znovu znazornit zadané hodnoty G a Q a N.

- Kdyby méli Zaci tendenci dosadit hodnoty G a Q do rovnice a vysledek pocitat, je tfeba nechat je nejprve
odhadnout, kde na Ciselné ose bude N lezet. (A po vypoctu porovnat odhad s vysledkem.)

- Pokud budou mit Zaci potize s numerickym pocitanim, nechte je bez pomoci a bez kalkulacky fesit jen prvni
vypocet. V dalSich si nechte vysvétlit, co chtéji pocitat, a dovolte jim kalkulacku, pfipadné délejte numerické

vypocty za né.
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- Pokud by mél zak potize s korespondenci zobrazeni na Ciselné ose a Ciselné hodnoty zlomku uz od pocatku, je
mozné se s nim vracet k jednodussim zlomkdm az napf. po %.

- Pro pfipad, Ze by Zak nékolikrat opravoval sva znazornéni, odhady a vypocty, je tfeba mit nékolik papird
s Ciselnymi osami v zasobé.

7.4 CHAPANI ZLOMKU A JEHO RUZNYCH VYZNAMU U NASICH ZAKU

Nasi Zaci se setkavaji se zlomky prevdzné ve tfech vyznamech:

e Vztah ¢ast-celek: Tento vyznam je vychozim bodem konstrukce konceptu zlomku na 1. stupni.

e Zlomek jako cislo: Zlomek je u€astnik symbolickych operaci s Cisly.

e Zlomek jako operator: V tomto vyznamu vystupuje zlomek predevsim v klasickych slovnich Ulohach se
zlomky s (pseudo)redlnym kontextem. Elementarnimi Ulohami s operdtorem jsou vsak i ulohy typu
,kolik je m n-tin z x“ ( napf. 1/3 2 27,5/8 2 24, 12/7 ze 49).

Dal$im vyznamem je zlomek jako mira, tedy jako velikost dana vzdalenosti od nuly na Ciselné ose. V zahrani¢ni
literatufe je tento vyznam Casto povazovan za kli¢ovy pro konceptudlni porozuméni zlomkam. Casto se viak
konstatuje, Ze je vyuzZivan nedostatecné. | u nas se s nim zZaci setkavaji mnohem méné nez s predchozimi tfemi.

V odborné literature se vyclenu;ji jesté dalsi dva vyznamy. Prvnim z nich je zlomek jako podil. Predpokladame, ze
zlomek jako podil predstavuje pro nase Zaky spiSe jen jiny zapis pro déleni. Pak jim konstatovani, Ze vysledkem
déleni 10 : 3 je 10/3, nedava smysl. Vyznam podilu v tom smyslu, jak ho uvadi odborna literatura, by mohl byt
patrny pfi operaci na Ciselné ose. Tam 10 : 3 znamena rozdélit Usek 0 az 10 na tfi stejné Casti. Jak velké tyto Casti
budou?

Poslednim vyznamem zlomku je zlomek jako pomér. V ném se vlastné kontext ,Cast-celek” méni na , Cast-Cast-
celek”, coz zakladni vztah celek-Cast komplikuje. Otazkou pak je, zda by se zlomek jako pomér mél probirat
soubéZiné s jinymi vyznamy, nebo radéji zvlast, aby nekomplikoval zakladni porozuméni zlomkdm.

7.4.1 OBTIiZE ZAKU PRI CHAPANI ZLOMKU JAKO CiSLA

V tomto vyznamu je zlomek predevsim Cislem, s nimz se pocita (je ucastnikem aritmetickych vypoctl), a Zaci se
s nim tedy setkavaji ¢asto. Podle nasich zkusenosti se zlomky v pocetnich operacich jevi Zakiim jako zvlastni druh
Cisel, s nimiz se pocita podle jinych pravidel nez s ,,béznymi“ Cisly. Pficemz se Z4ci ¢asto nesnazi do logiky téchto
pravidel proniknout. Pravidla tak u nich zlstavaji nepropojena, bez vzajemnych souvislosti, nedaji se odvodit. Pfi
vypoctu jde predevsim o pfifazeni spravného pravidla.

Vondrova a Zalska (2013) shrnuji poznatky z rozhovor( s uditeli takto:

U zlomkt pusobi problém zejména osvojeni si zakladnich pocetnich operaci..., ale také jiné operace
vyuZivajici podstaty ekvivalence dvou zlomkd, jako je kraceni zlomk{ nebo prevod mezi zlomkem a
smiSenym Cislem. UCitelé se shoduji v tom, Ze Z4ci si osvoji operace kazdou zvlast, ale jejich kombinace
(napfiklad nasobeni a scitani v jedné uloze nebo v jednom souboru uloh) jim déla problémy. (s. 74)

Také v nasich rozhovorech se Zaci dopoustéli zamén pocetnich operaci se zlomky i v elementarnich krocich.
Nebyli si napf. jisti, zda jednu tfetinu z néceho vypocitaji tak, Ze budou nasobit jednou tfetinou, délit jednou
tretinou, délit tfremi ¢i nékdy i nasobit tfemi. To je zfejmy projev nedostatecného konceptudlniho porozumeéni.
Ovsem odpovéd na otazku, jak by vlastné takové konceptualni porozuméni mélo vypadat a jakym zplsobem ho
dosahnout, neni vibec jednoduchd, a to ani u zakladni ulohy typu ,kolik je jedna n-tina z x?“. Problémem je
korespondence predlozky ,z“ s Ciselnou operaci, jinymi slovy otdzka, zda zadani ,jedna n-tina z x“ odpovida
operace ,,*/n- x“ nebo ,x : n“ nebo ,x : }/n".

“«

Doporuéeni: PoloZme si otazku, jak vibec zakam vysvétlit, Ze ,Ctyfi pétiny z péti” je 4/s - 5, zatimco ,,Ctyfi z péti
je bézné chapdno jako 4 : 5. Je to vlastné ,,sémanticka past“: Jazykovy vyraz ,,4 z 5“ bude vétSinou chapan tak, ze
5 je celek, z néhoZ bereme 4, tedy zlomkovou ¢ast, coz jsou vlastné 4/5 tohoto celku. To odpovida uloze, v niz
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zname zaklad, zlomkovou Cast a zjistujeme operator. Pokud oviem vyjadfime 4 jako zlomek, napf. jako 12/3, pak
tento zlomek bereme naopak jako operdator a pfi zakladu 5 je vysledna zlomkova ¢ast 20. To vlastné odpovida
uloze, v niz zname zaklad a operator a zjistujeme zlomkovou ¢ast. Jednou onomu ,,z“ odpovida déleni, podruhé
nasobeni.

Mozna jesté duleZitéjsi je nasledujici skutecnost. To, Ze jedna n-tina z néeho je €ast vznikla rozdélenim na
n stejnych Casti, je v kontextu celek-¢ast zplsob definovani zlomku. V zakladu definice (kmenového) zlomku je
tak déleni. Toto déleni se demonstruje na realnych predmétech (kolac, pizza, cokoldda, ty¢, kulicky), pfipadné na
(vétsinou) obdélnicich predem rozdélenych na ¢asti. Takovému ,déleni” mozna navic v détském vnimani
odpovida spiSe ,krajeni“ nez matematicka operace déleni. Tak ¢i onak, stane-li se prototypem (typickym
predstavitelem) zlomku kmenovy zlomek, je operace ndsobeni vyfazena ze hry (ndsobeni Citatelem 1 postrada
smysl). Navic vétsi pocet ,,nakrajenych” n-tin se i v pfipadé slozitéjsich uloh ziskava spiSe postupnym spocitanim
(napoditanim po jedné) nez nasobenim. Odvodit ztoho, ze x:n = 1/n - x mozna neni pro dité zdaleka tak
samoziejmé, jak to pripada dospélym.

Aby k vytvoreni takového prototypu (zlomek je kmenovy zlomek, tedy ¢ast, ktera se ziska rozdélenim celku na
n stejnych ¢asti) nedoslo, bylo by podle naseho nazoru treba

1. bez vétsi ¢asové prodlevy zacit pracovat i s nekmenovymi zlomky,
2. zavést jako celky (zaklady) poCty vétsi nez jedna.

Napft. v Uloze , odvézt ze skladu 3/8 ze 48 automobil(“ znamena vypocet zlomkové ¢asti nutné zahrnuti operace
nasobeni. Zaroven je takova uloha uz vlastné ulohou se zlomkovym operatorem. Pfi téchto Ulohach miZe ovsem
zlomek byt détmi chdpdn jen jako posloupnost operaci déleni jmenovatelem a ndsobeni Citatelem a tento
algoritmus tedy ze zlomku ¢ini dvé oddélena Cisla. Je tedy tfeba tento vypocet, resp. strukturu obsazenou v Uloze
soubézné ukazovat v kontextu celek-¢ast, aby byl zlomek chdpan jako jedno Cislo. Napf. ukdzat ¢lenéni 48 tecek
na osminy a vyznacit v ném strukturu odvezenych a zbylych automobild.

Potize stémito elementdrnimi Ulohami ukazuji, Ze je tfeba zaroven ukazovat a procviovat ekvivalenci
zlomkovych vyrazli nejen ve formé matematickych vyraz(, ale také vyrazli jazykovych: ,,m n-tin z néceho (z x)“ je
vlastné ,m krat 1/n z nééeho”, a to je ,m krat néco/n“ a to mohu zapsat také jako , ™"/, Je tfeba vychazet
z vyjadreni, kterd détem davaji smysl, a teprve pak postupné ukazovat, Ze ekvivalentnimi Gpravami se tento smysl
neméni. Kromé toho je tfeba rozsifovat rejst¥ik jejich chapani jazykovych vyrazii spojenych se zlomky. Zaci maji

o

napf. problémy chapat vyraz ,kazdy paty ucastnik” jako , jedna pétina ucastnik”, chapat rozdil mezi ,o tretinu

vice” a , tfikrat vice” apod. (viz také kap. 6).

7.4.2 PROBLEMY ZAKU V ZAKLADNi ZLOMKOVE STRUKTURACI A V ULOHACH S OPERATOREM

Zajimavé poznatky o zakladni orientaci nasich Zak( ve zlomkové strukturaci celku pfinaseji néktera testovani.
Ukazuje se, Ze mnoho Zakd ma problém vypocitat celek, je-li pfislusny zlomkovy operator vyjadien neprimo jako
doplnék souctu nékolika zlomkd do 1.

TIMSS 2007, 8. rocnik: Listky na koncert stoji 10 zedd, 15 zedl a 30 zed(.
Z 900 prodanych listkd byla 1/5 po 30 zedech a 2/3 po 15 zedech.

Vyjadti ZLOMKEM, jaka ¢ast prodanych listkd byla po 10 zedech.

Ulohu z TIMSS vyfegilo Gspé&3né jen 22 % nasich 7akd (32 % Glohu vynechalo).

CERMAT ve svém projektu Kvalita | zadal v roce 2007 v 9. rocnicich ulohu, kterd spocivala v tkolu urcit cenu zboZi,
kdyz splatky v prvnich dvou letech byly vyjadfeny dvéma riznymi kmenovymi zlomky a ve tfetim roce konkrétni
¢astkou. Uspésnost byla pouze 30 % (n = 58 604).
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Podobna Uloha byla zadana v ramci projektu Kalibro ve $kolnim roce 2010/2011 v sedmych roénicich. Uspé$nost
byla 37 % (n = 2 798).

Kalibro, 2010/2011, 7. roénik (n = 2 798)

D | dspénost 37 Poiet kusi: 250 000

Kruhovy diagram znazoriuje, jaky dil z celkového poctu mobilnich
telefond prodanych v roce 2010 se prodal v jednotlivych ctvrtletich.
V prvnim covrtleti, u néhoZ Gdaj chybi, se prodale 25 000 kusd
mohilnich telefond. Kolik kusdi mobilnich telefond se prodalo v roce
2010 celkem®

Ve $kolnim roce 2012/13 zadalo Kalibro v 7. roénicich pomérné slozitou slovni tlohu (n = 1925):

F | dspésnost 59, reduk. 4 13|57

Babic¢ka upekla vnouéatiim pekaé buchet. Anicka snédla 8 buchet. Bert snédl jednu étvrtinu viech buchet
a Cilka snédla jednu Zestinu viech buchet. Buchet na pekadi nebylo vice nez 50, jedly se celé a mohly i zbyt.
Vyber viechna pravdiva tvrzeni.

1. Babicka urdité upekla vice nez 20 buchet. 78 5. Na pekadi mohlo zbyt 13 buchet. 27
2. Anicka uréité snédla nejvice buchet. 22 6. Bert s Cilkou mohli dohromady snist

3. Pekaé mohl mit ,rozméry” 6 x 8 buchet. 46 vice neZ polovinu buchet. 44
4. Na pekadi mohlo zbyt 7 buchet. 28 7. Bert urcité snédl vice buchet nez Cilka. 61

Spravné tvrzeni, Ze Bert urcité snédl vice buchet nez Cilka, povaZovalo za pravdivé 61 % Zaku, chybné tvrzeni, Ze
Bert s Cilkou mohli dohromady snist vice nez polovinu buchet, povaZovalo za pravdivé 44 % zakd. Vyssi Gspésnost
zde ovsem s velkou pravdépodobnosti mUZeme pficist tomu, Ze tu jde o volbu odpovédi ano — ne, zatimco
v ostatnich ulohach jde o vlastni odpovéd.

Uvedené tlohy potvrzuji problémy Ceskych Zaku se zakladni zlomkovou strukturaci celku, jde-li o zZlomky s riznym
jmenovatelem. K horsim vysledkdim v Uloze TIMSS oproti Uloze CERMATu muZe prispivat to, Ze jeden ze zadanych
zlomkU je nekmenovy (Citatel je vétsi nez 1).

V graficky zadanych ulohach s operatorem jsme se v nasich rozhovorech setkali s obtizemi jen u nékolika zaka.
Tykaly se jednak ¢lenéni na n-tiny, jednak interference vypoctl v rliznych typech tloh s operatorem.

V nasem vyzkumu jsme zadali Ulohy uvedené v oddile 7.3.1. U vsech ti Uloh jde o zjisténi zékladu, pficemz
zlomkova Cast je zadana jako rizné graficky clenény pocet kusu. Zvysujici se obtiznost Uloh méla byt dana hlavné
zvySujici se hodnotou Ccitatele, tedy jakymsi vzdalovanim se od kmenového zlomku. S tim souvisi sloZitost
grafického usporadani a naro¢nost grafického ¢lenéni na n-tiny.

V prvni Uloze je nizka obtiznost dana tim, Ze operatorem je kmenovy zlomek, jedna n-tina je to, co je nakresleno.
I v druhé uloze je ¢lenéni dosti patrné, i kdyz uspofadani do ¢tverce s vodorovnou zakladnou by bylo jesté snazsi.
Ve treti Uloze je grafické ¢lenéni na n-tiny nejméné patrné.
Pro vétSinu déti nebyly ulohy obtizné. Jen nékolikrat se objevily problémy s tim, Ze za jednu n-tinu povazovaly
jeden prvek (Ctverecek, kolecko, hvézdicka), nebo v pfipadé ulohy 3 trojice hvézdicek. Vladimir (9. ro¢nik) se
chyby tohoto typu dopustil pouze u ulohy 3.

Vladimir: ProtoZe 5/6 je téch 9,10, moment, no, téch 10 hvézdicek...

T:Je5/6.
Vladimir: Tak 11 hvézdi¢ek bude téch 6/6.
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Zajimavé srovnani nabizi vyzkum Sedlakové (2006). Sedlakova v jedné z uloh ukazala jedenacti détem ze
7. rocniku a Sesti détem z 8. ro¢niku 18 tecek usporadanych do Sesti radku a tfi sloupcl. Nasledné po nich chtéla
vyznacit postupné 2/3, 5/6, 2/9, 5/12 a 4/18. Zatimco tedy v nasem vyzkumu predstavovaly ulohy s obrazky
z oddilu 7.3.1 z hlediska ¢lenéni tloh s operatorem 2. typ uloh, u Sedlakové slo o 1. typ.

Sedlakova podobné jako my zjistila, ze nékteré déti vyclenuji n-tiny v grafickém obrazci jako tvar. V ulohach
s tfetinami a Sestinami byla ¢asté&jsi strukturace naraz, jako by déti tfetiny a Sestiny rovnou vidély. U zbylych
zlomkU postupovali spise tak, Ze si tiply velikost n-tiny jako Utvaru a nasledné ovérovaly, zda dostavaji opravdu
n Casti, pripadné zkouseli rlizné varianty clenéni celého Gtvaru. Ukazalo se, Ze ¢im byl jmenovatel vétsi, tim méné
se déti snazily postihnout n-tiny jako tvary a vice ulohy resily pomoci tzv. pocetni strukturace, ktera vychazi ze
zjisténi n-tiny vypocCtem. Z vysledkl lze usuzovat, Ze u déti na 2. stupni v Ulohach, v nichZ jim neni zfejma
strukturace nardz, vyrazné prevazuje strukturace prostfednictvim vypoctd nad snahou zkouset graficka reseni.

Dalsi potize zak( se tykaji toho, jak vypocitat celek, coZ souvisi s problematikou Uloh se zlomkem
jako operatorem.

V projektu CERMATu (2006; n = 8 814; slo o testovani ve tfech krajich) Uspésné tesilo pres 50 % zaka uz
v 5. ro¢niku ulohy, kde operatorem byly familiarni kmenové zlomky (za familiarni kmenové zlomky povaZzujeme
zlomky se jmenovatelem mensim nebo rovnym 5). Zde slo o ulohu 2. typu: Je zaddna cena zboZi po zlevnéni,
ktera predstavuje 1/3, resp. 1/5 puvodni ceny, zjistuje se plvodni cena.

V testech Kalibro pro 5. roénik (2010/11) feSilo 49 % zaka spravné i dlohu 3. typu (n =6 373):

s

Alena doma zvazila nékteré predméty a vysledky vazeni zapsala do tabulky. Tabulku
si prohlédni a potom vyres tlohy uvedené pod ni.

Predmét Hmotnost Predmét Hmotnost
(gramy) (gramy)
sklenéna kulicka 12 krabicka se 40 zapalkami 9
dievéna tuzka 3 prazdna krabicka od zapalek 5
prazdna sklenicka 227 kousek modeliny 30
kostka cukru 4 korkova zatka 6
3 pripinacky celkem 1
N tispésnost 49 2

Alena nakonec obalila modelinou korkovou zatku. Spotrebovala viechnu modelinu a vznikl pékny valecek.
Jaky dil hmotnosti valeéku predstavuje hmotnost samotné korkové zatky?
(pracuj s tabulkou; zapis do ramecku cislo jediné odpovédi, ktera vyjadruje podil zatky na hmotnosti valecku)

1 1 3 1
1. Jeto s - 15 2. Jeto = 49 3. Jsouto 1 18 4. Jeto 1 7

Kromé 49 % uspésnych resitelt v této Uloze dalSich 15 % zak( délalo chybu spiSe v tom, Ze k sobé vztahli
hmotnosti zatky a modeliny (1/5).

TIMSS 2007, 8. rocnik: Délnik ufizl 1/5 trubky. Kus, ktery odfFizl, byl 3 metry dlouhy. Kolik metrd mé¥ila pdvodni
trubka?

A.8m[11 %]
B.12m [9 %]
C.15m [76 %]

D. 18 m [4 %]
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Pravé uvedend uloha je 2. typu. Odpovéd ,12 m“ ziejmé poukazuje na to, Ze zaci pocitali délku zbylé trubky,
a jejich problém tedy nespocival ve strukturaci celku. Zajimavé by ovsem bylo znat Uvahy vice nez 11 % zakua,
kteti volili odpovéd',,8 m“.

TIMSS 2007, 8. ro¢nik: Anna a Jana si mezi sebou rozdéluji 560 zedu. KdyZ Jana dostane 3/8 penéz, kolik zedd
dostane Anna?

Tuto Ulohu Uspésné fesilo jen 37 % nasich Zakd a dalsich 15 % Ulohu vynechalo. | kdybychom pricetli 14 %
nespravnych odpovédi ,210“, které pocitaji ¢ast pro Janu na misto pro Annu, ale prokazuji schopnost takového
vypoctu, Slo by o Uspésnost vyrazné nizsi nez v pfedchozi Gloze. MlzZeme si klast otdzku, nakolik sehrava roli to,
Ze se v Uloze pracuje s operatorem ve tvaru nekmenového zlomku (3/8). Ve hie je oviem také to, Ze jde o tlohu
bez nabidky odpovédi a vypocty se délaji s vétsimi Cisly.

7.4.3 OBTIiZE ZAKU PRI IDENTIFIKACI ZAKLADU

Operator ma sémanticky smysl jen ve vazbé na zaklad (resp. kvantitu, na niz provadi operaci), ale détem se mozna
nékdy jevi jako &islo, které odkazuje na pravidlo. Napf. pro operator 3/4 to znamend ,vydél ¢tyfmi a vynasob
tfemi”. Dochazi zde tedy k interferenci mezi vyznamem zlomku jako Cisla na jedné strané a vyznamem zlomku
jako vztahu celek-¢ast nebo zlomku jako operatoru, které oba nutné zahrnuji vztah k predmétné kvantité, na
strané druhé.

Pfikladem nespravného chapanu operatoru je Aneta, ktera se snazila vypocitat mnozstvi mouky v tloze z oddilu
7.3.3 snizené o 1/6 oproti plvodnimu mnoZstvi 6/8 kg mouky tak, Ze odditala 6/8 — 1/6. Nevztihla tedy
operator 1/6 k zadnému zakladu a operovala s nim pfimo jako s Cislem, tedy ucastnikem operace od¢itani.

Na rozdil od aditivniho operatoru v Ulohach s multiplikativnim operatorem absence vnimani tohoto vztahu
a zachazeni se zlomkem jako s ¢islem vétSinou nezpuUsobuje problém, protoZe posloupnost nasobeni a déleni
(nebo obracené) je tu adekvatnim algoritmem. Spatné porozuméni zlomku jako operatoru tak neni viditelng,
mohlo by se projevit aZ pfi dotazu na jednu n-tinu a na strukturaci celku (zakladu) a ¢asti jejim prostfednictvim.

Napf. je-li zdkladem 12 jablek, pak zjistit 3/4 z 12 jablek znamena vypocet (12 : 4) - 3 nebo (12 - 3) : 4. Z4k p¥itom
nemusi ani u prvniho vypoctu védét, Ze ,jedna Ctvrtina jsou tfi jablka a tfi Ctvrtiny je tfikrat tolik” (tim méné
u druhého vypoctu), a presto mu vyjde spravny vysledek a neporozuméni z(stdva skryto. Naproti tomu pfi
zjistovani, kolik je ,0 3/4 méné neZ 12 jablek (= ze zakladu 12 jablek)” signalizuje vypocet 12 — 3/4 zfetelné
neporozuméni, at uz momentélni nebo trvalejsiho razu.*

Zda se, Ze v obou kontextech (zlomek jako vztah celek-Cast i zZlomek jako operator) nemusi byt skutecnost, ze zak
nevnima vazbu zlomku na jednotku kvantity, pro pozorovatele viibec zfejma. V kontextu celek-¢ast je vétSinou
jednotkou kvantity stdle jeden celek-kus, a opakované uvadéni, ze jde o jednu ctvrtinu koldce, o dvé pétiny
koldce, tfi osminy koldce, se nezda potiebné a zjazykového hlediska je nepfirozené. Casto tedy nejde
jednoznacné vysvétlit pfi¢inu jednotlivé chyby Zaka a nelze rozhodnout, zda problém vznikd na drovni
matematickych vztah( nebo na drovni interpretace jazykovych vyraz(.

V nasem online dotazniku (viz kap. 3) odpovidali ucitelé také na otdzku, jaké typické chyby predpokladaji u ulohy
Obrazky 3 z oddilu 7.3.1. Pti srovnani s nasimi vysledky se zdd, Ze ¢4ast uciteld obtiZznost Ulohy spiSe preceriuje,
vétsSinou vsak ucitelé popsali typy chyb, s nimiz jsme se setkali. (Podrobnéji viz Kniha, oddil 4.5.2.)

Dalsim problémem pfi identifikaci zakladu mGze byt chybny predpoklad, Ze pokud se v uloze objevuje vice
zlomkd, vztahuji se vsechny k témuz zakladu, nebo naopak Ze stejny zlomek znamena stejnou velikost zlomkové
Casti. Typickym prikladem tohoto predpokladu jsou chyby Zak( v ulohach, kde zboZi bylo zlevnéno o urcity zlomek
své ceny, a pak bylo znovu zlevnéno o jiny (pfipadné i tenty?) zlomek (stavajici) ceny. Zaci ¢asto vztahuji obé slevy

41 Nemusi jit nutné o neporozuméni zZlomkam. Zak maze zadani chépat jako ,,0 3/4 jablka méné“. Jde pak o neporozuméni na
urovni jazykové konvence.
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k ptvodni cené. Projekt Kalibro zadal Zakiim 7. ro¢nikd tento typ ulohy ve $kolnim roce 2011/12 (n = 2 476).
Jednalo se o Glohu, v niZ byla cena $amponu nejprve o 1/5 zvyéena a po tfech mésicich o 1/5 snizena. Zaci se
vyjadrovali k sérii tvrzeni, pficemz 45 % z nich souhlasilo s tvrzenim, Ze Sampon stal po Cervnové slevé stejné jako
pred zdrazenim v bfeznu.

Ticha a Machackova (2006, s. 27) zmiruji dalsi tendence Zaka pti identifikaci zakladu: Pokud jsou v textu dlohy
dvé Cisla, pak jako zaklad budeme brat vétsi z nich; pokud je v textu Cislo a zlomek, pak Cislo pfedstavuje celek.

7.4.4 OBTiZE ZAKU U ULOH S OPERATORY ZPUSOBENE INTERFERENCi TYPU ULOH A VYPOCTU
V TECHTO ULOHACH

Chyby tohoto typu se mohou tykat jednak vsech moznych zamén pozic ¢iselnych ¢lenl Ulohy — pfedevsim zakladu
a zlomkové casti, pripadné i zlomkového operatoru, pokud by byly zdklad nebo zlomkovd cast vyjadieny
zlomkem. V nasich rozhovorech jsme na zamény vypoctd pro ulohy 1. typu (kde hledame zlomkovou cast)
a 2. typu (kde hledame zdaklad) narazili ve vSech slovnich tlohach uvedenych v oddile 7.3.2 a 7.3.3.

Chybny vypocet mliZze mit minimalné dvé priciny, které vétsSinou neni mozno rozlisit bez cileného dotazovani:

e 74k spravné identifikuje strukturu Glohy (mam nékolik n-tin, najdu jednu n-tinu a pak zaklad), ale nevi, jaky
vypocet (posloupnost operaci) tomu odpovida.

e Interference se projevuje uz na urovni porozuméni strukture ulohy, resp. vztah jejich ¢lend.

Také Sedlakova (2006) zaznamenala u zak( postupy, kdy pfi zjistovani poctu tecek v n-tiné zaci zamériovali
spravné déleni jmenovatelem za déleni cCitatelem (diky interferenci dvou zakladnich typ( uloh s operatorem).
Zjistila také, Ze nékteré déti, které spravné urci zlomkovou ¢ast prostfednictvim operatorového vypoctu (napf.
2/9-18 = 4) a vyznali 4 tecky v celkovém utvaru, presto nasledné nedokazi Gtvar rozclenit na (jednotlivé)
devitiny.

Ztoho na jedné strané plyne, Ze samo zvladnuti vypoctu s operdtorem neznamena porozuméni zlomkové
strukturaci celku. Na druhé strané jsme zjistili, Ze ani chdpani vztahu neznamenalo automaticky znalost vypoctu
¢i schopnost ho vyvodit.

Uvedeme pfriklad ulohy uvedené v oddile 7.3.2: ,Po slevé o jednu tretinu stdla mikina 756 K¢&. Kolik stala
pGvodné?“

Vétsina Zaka zacinala vypocet tim, Ze délila 756 : 3. OvSsem béhem rozhovor( se ukazalo, Ze vyznam tohoto kroku
nebyl u vSech zakl stejny. Néktefi pomoci néj hledali tfetinu, kterou je tfreba ke zlevnéné cené pricist, aby ziskali
cenu pUvodni.

Jitka (9. ro€nik): Mikina stala 756 po slevé a dfiv stala o0 1/3 vic. TakZe 1/3 z 756 je 252, takze 756 + 252
je 1009 korun.

Jini védéli, Zze 756 K¢ predstavuje dvé tretiny plvodni ceny, ale puvodni cenu — zéklad — zjistovali chybnym
vypoctem.

Isabella (sekunda gymnazia): Takze... (piSe 756 = 2/3 a néco polohlasné fika.)

T: Vyborné.

Isabella: A jedna tretina. Jo uz to chapu. 756 déleno tfemi... (zapisuje to, co fika.) Jsou dva...
T: Ano... Pro¢?

Isabella: KdyZ to vydélim a pak to vyndsobim dvéma...

Tazatelka: Tak dostanes$ co?

Isabella (hodné potichu): Tak dostanu ten vysledek...

Doporuceni: Ve vztahu k dlohdm se zlomkovym operdtorem by podle naseho nazoru bylo dobré uvazovat nad
tim, jak Zakim vice otevfit vhled do struktury tlohy — tedy jejich ¢len(, vztah(l mezi nimi a také vypocta, které
s témito vztahy koresponduji. Domnivame se, Ze pfispét by k tomu mohly explicitni a jednoznacné terminy
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k oznaceni jednotlivych ¢lenl dlohy obdobné, jako je tomu béZiné u procent. Nami uZivané terminy zaklad
a zlomkova cast by ziejmé bylo moZno ponechat pravé pro jejich zfetelnou analogii s ilohami s procenty. Bylo
by asi nutné se zamyslet nad takovym oznacenim operatoru, které by zakiim davalo smysl podobné jako u uloh
s procenty termin ,pocet procent”.

Dal$im doporuéenim by bylo podobné jako u procent jasné odlidit tfi zakladni typy Uloh. Zaci by se mohli
explicitné ucit typy uloh rozliSovat, byt u kazdé ulohy vedeni k uvédoméni, ktery Udaj v zadani odpovida kterému
¢lenu ulohy (zaklad, zlomkova cast, operator), o ktery typ ulohy tedy jde, a také k uvédoméni korespondujici
logiky vypoctu. Lze si pak predstavit, Ze ¢ast procvicovani by byla zamérena pouze na rozpozndvani typU uloh
s pfipadnym naznacenim vypoctu, aniz by je pritom Zaci resili. Podobna didakticka praktika se vyuziva pfi vyuce
pfimé a nepfimé umérnosti. Podobné jako u tmérnosti je vSak tfeba podotknout, Ze vyuka zamérena na odliseni
zékladnich typ0 uloh nesmi byt zaméfena na mechanické zvladnuti tfi typd algoritmd pro jejich FeSeni.

Orientace vyuky uloh s operatorem na tyto aspekty by s sebou automaticky nesla propojeni s kontextem celek-
Cast, véetné jeho znazornovani. VySe zminénou ulohu TIMSS, v niZ se Jana a Anna déli o 560 zed(, je napf. mozno
zndazornit vyseCovym grafem, v némz kruh (=560 zed() bude rozc¢lenén na osminy, z nichZ kazdd predstavuje
70 zedd. T¥i dily-osminy kruhu (celku, zakladu) patfi Jané a odpovidaji ¢astce 210 zed(, zbytek, tedy 5/8, patfi
Anné a €ini 350 zedd.

7.4.5 OBTIZE ZAKU SE ZLOMKEM JAKO MiROU

S timto vyznamem zlomku se nasi Zaci podle nasich zkuSenosti setkdvaji jen zfidka, coZ odpovida i vysledkim
nasich rozhovor( s zaky. Zaci méli velké problémy s umistovanim zlomké na éiselnou osu.

V ramci rozhovort jsme zaklim zadali Ulohy z oddilu 7.3.4. Pokyny pro tazatele sméfovaly k tomu, aby Zak byl
nucen davat do souvislosti Ciselné vyjadreni zlomk( a jejich pozici na Ciselné ose a aby také odhad vysledku
operace nejprve umistil na ose a teprve potom provadél vypocet. Zakovi byly také nabidnuty dalsi osy v jiném
méritku a mél moznost volit, ktera je pro feseni dané ulohy vhodna.

O nedokonalé predstavé zlomkového ¢Elenéni ¢iselného kontinua reprezentovaného ¢iselnou osou ¢i jeji uplné
absenci svédci fakt, Ze v fadé pripadu se déti v nasich rozhovorech pokousely vyjadrit zlomkem Ciselnou hodnotu
bodu na ose tak, Ze za jmenovatele nebo Citatele braly sousedni celd Cisla. Podle této logiky by napf. byly
v intervalu mezi 4 a 5 ¢tvrtiny nebo pétiny, blizkost Cisla 2 by ukazovala na Citatel 2 apod.

Nap¥. Vladimir se v nasledujici ukdzce pokousi umistit ¢islo 19/6.

Vladimir: Bude to v rozmezi ty pétky Sestky.

T: Pro¢ myslis?

Vladimir: Nebo ne, Sestky sedmicky. ProtozZe to je téch Sestin a tady jsme, kdyZ jsme pocitali s tou
Ctyrkou, tak to bylo za tou ctyrkou.

T: Je to zavadéjici, kdyz pocitame se ¢tyrkou, tak se tam kupodivu objevily ¢tvrtiny, tudiz kdyZ jsou
tam Sestiny, myslis, Ze budeme pocitat za Sestkou. Tvrdéj to skoro vsichni.

Vladimir: Chyba?

Tazatelka: No, zkus se zamyslet, co je to 19/6.

Podobné jevy zaznamenala i Sedlakova (2006). Zadala détem osu s popsanymi body 0 a 3/4, mezi nimiz bylo
vyznaceno 15 dilk(, vpravo od 3/4 pak dalsich 14 dilk( (obr. 7.1).
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Jestlize vi§, kde na ose lezi 3/4, vyznaé na ni 2/5.

Obr. 7.1: Sedlakova (2006), Uloha 6
Nékteré déti uvazovaly podle jejich zjisténi takto:

3/4 jsou na patnacté Carce, proto 4/4 budou za nimi na Sestnacté ¢arce, 2/4 na ¢trnacté a 1/4 na
tfinacté Carce pred 3/4. Takto se déti vyrovnaji se Ctvrtinami. Nékteré déti pak umistuji pétiny za 4/4
(1/5 pak lezi na sedmndcté, 2/5 na osmndécté, 3/5 na devatenacté ¢arce atd.). Jiné pracuji s faktem,
Ze 2/5 jsou mensi neZ 3/4, a proto umistuji pétiny pfed ¢tvrtiny. 1/5 pak leZi na dvanacté a 2/5 na
jedendcté ¢arce nebo jsou 2/5 umistény nékam pred tfinactou ¢arkou, na které lezi 1/4. Dité, jehoz
feSeni znazorruje obrazek, nejprve umistovalo pétiny za ¢tvrtiny a po mém upozornéni na velikostni
nesrovnalost pétiny pfemistilo pred ctvrtiny.

Popsana strategie je jeden ze zplisobu viazovani zlomk( do Ciselného kontinua. Déti pfi této strategii
fadi zlomky na ¢iselnou osu kontinualné za sebou po jedné ¢arce. Pfitom umistuji zlomky se stejnym
jmenovatelem vedle sebe. Vytvareji tak na Ciselné ose skupinky stejnych n-tin. (Sedlakova, 2006,
s. 105)
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Obr. 7.2: Priklad miskoncepce pozice zlomku na ¢iselné ose (Sedlakova, 2006, s. 105)
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Sedlakové popisuje ve zminéné Uloze i dalsi zpUsoby, jak Zaci pracovali. Ovsem v zadném dité nehledalo 2/5
prostiednictvim celku, ktery by se odvodil z poétu dild mezi ¢islem 0 a 3/4. KdyzZ se autorka na celek zeptala, braly
ho jako 15 ¢arek mezi Cisly 0 a 3/4, jako vSechny ¢arky vyznadené na ose, jako 3/4 zvétsené o 4 carky
(s vysvétlenim, Ze Ctvrtina jsou Ctyfi ¢arky). Jen Ctyri déti byly Uspésné samy bez dopomoci a ty pouZily prevod na
spolecného jmenovatele. Zda se vsak, Ze u nékterych to byl spiSe pokus-omyl umoznény tim, Ze spolecny
jmenovatel 20 odpovidal tomu, jak byla osa ¢lenéna na dilky. | vysledky Sedlakové tedy ukazuji, Ze prace se zlomky
na Ciselné ose je pro nase Zaky obtizna.

V nasich rozhovorech néktefi Zaci nezvladali ani odhad umisténi zlomkl mensich neZ 1 a jejich vzdjemné pozice,
zejména pokud Slo o zlomky se jmenovatelem vétSim neZ 5. Potvrzuje se tak skutecnost, Ze porozuméni
familidrnim zlomklm zdaleka neznamend porozumeéni zlomkdm obecné. Déle se ukazalo, Ze se zZlomkem na ose
Zaci intuitivné pracuji tak, jako by Citatel bez ohledu na zadaného jmenovatele ukazoval pocet desetin, jinymi
slovy jako by kazdy zlomek brali jako desetiny.

T: Sedm Ctyriceti devitin je kolik, kdyZ to vykratis?
Sofie (9. roc¢nik): Nula celd sedm.

Casto se také projevovala neznalost nebo chyby pfi pfevodu zlomk na desetinna &isla a naopak, napt. v pomérné
Casté chybé typu ,,m celych n desetin rovna se m n-tin“.

T: 4,3, tak a umi$ 4,3 napsat jako zlomek?
Bohumil (9. ro¢nik): To jsou Ctyfi tietiny, ne?
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Potize Ceskych zakl pfi pouZivani smisenych Cisel a pf¥i pfevodu zlomkl na desetinnd cisla mlze ilustrovat také
Gloha testu TIMSS 2007 pro 8. roéniky, kde méli Z4ci prevést na desetinné &islo smiSené &islo 3%/6. Ulohu byla
oteviena, neslo tedy o vybér z nabidnutych odpovédi. Spravné ji fesilo jen 27,5 % nasich zak(d a 15 % ji vynechalo.
Celych 9 % zakU uvedlo odpovéd 3,56.

Soucasti Uloh na Ciselné ose (viz oddil 7.3.4) v naSich rozhovorech byl odhad, kde na ose bude lezet vysledek
operace. Zéci pti odhadech volili vétdinou aritmeticky postup, v némi pracovali s celoéiselnymi hodnotami
smisSenych Cisel, na néz predtim zlomky prevedli. Graficky postup, odpovidajici vlastné sc¢itani, odcitani a nasobeni
usecek, vyuzivali v mnohem mensi mire.

Faktorem, ktery détem vyrazné komplikoval odhady, bylo nasobeni zlomkem mensim nez 1. Vyplyva to ze
skutecnosti, Ze zatimco Uspésnost feSeni Uloh (tedy spravné umisténi zlomkd na Ciselné ose, vypocet zadané
operace a umisténi vysledku na Ciselné ose) se postupné zvySovala tak, jak zaci resili jednotlivé ulohy, Uspésnost
odhad postupné klesala, protoze ulohy byly obtizné&;jsi: s¢itani (17/4 + 19/6) — nasobeni celého Cisla a zlomku
mensiho nez 1 (7 - 7/11) — nasobeni zlomku vétsiho nez 1 a zlomku mensiho nez 1 (17/3 - 8/11) — nasobeni dvou
zlomk( mensich nez 1 (7/9 - 6/12).

Resenf tlohy s nasobenim zlomkd mensich nez 1 jsme mohli porovnat s vysledky ¢eskych 7aka 8. roénikd ve
srovnatelné uloze TIMSS 2007. V obou pfipadech pouZzili Zaci zhruba tytéz postupy. MGZeme je sefadit tak, ze
predstavuji postupné faze prechodu od a) predstavy, Ze pfi ndsobeni se Cisla nutné zvétsuji, takZe jsou vidy
alespon dvojndsobkem jednoho z &initel,* b) k postupné korekci tohoto zvétSovani. V prvni korekci je vysledek
stdle vétsi neZz oba Cinitele, ale uz je mensi nez 1. Ve druhé korekci je vysledek umistén mezi oba Cinitele. To
poukazuje na predstavu, Ze prvni z Ciniteld se po vynasobeni Cislem mensim neZ 1 zmensi. Tento druhy pfipad
byl v nasich rozhovorech mnohem castéjsi nez ve zminéné uloze TIMSS. To vSak je mozné prisoudit vlivu
predchozich uloh a rozhovoru s tazatelkami.

Doporuceni: Jako kli¢ova se pro pochopeni pozice zlomkl na ose a zlomkové strukturace Ciselného kontinua
ukazala obezndmenost s tim, co to je smiSené Cislo. Néktefi Zaci nevédéli, o co se jedn3, ale po prvnim poufziti na
radu tazatelky si ho byli schopni osvojit a v dalSim feseni ho Uspésné pouZzivali. V rozhovorech bylo patrné, ze
prechody mezi zlomky a smiSenymi Cisly jsou snazsi pro ty zaky, ktefi automaticky pouzivaji znalost nasobilky

a nasobeni/déleni zpaméti.

SmiSend Cisla mohou byt vyznamnym ndstrojem orientace ve zlomkovém ¢&lenéni ¢iselného kontinua, a mohla by
tedy byt ve vyuce takto vyuZivana. Podle naSich zkuSenosti jsou vSak Casto brana jen jakysi témér zbytecny
privések vyuky zlomkd, ktery umoziiuje pfipadné zjednodusit koneény zapis vysledku operaci se zlomky. Jakoby
pro néj ve vyuce nebylo misto. V nasem online dotazniku (viz kap. 3) se ucitelé méli vyjadrit k uloze, v niz maji
Z4ci zobrazit zlomek 65/9 na Ciselné ose, a méli uvést, jaké chyby predpokladaji u zZakd 8. ro¢niku. Na zékladé
srovnani jejich odpovédis nasim vyzkumem lze fici, Ze ucitelé dokazali odhadnout moZné obtize. Otazkou je, proc
pfi védomi obtizi, které by Zaci s touto ulohou méli, nevénuji ucitelé podobnym Glohdm ve vyuce vétsi pozornost.
Logickou se zda domnénka, Ze jim — ve shodé s ucebnicemi — nepfrikladaji velky vyznam podobné jako praci
s Ciselnou osou.

V nasich rozhovorech se potvrdila nase zkusenost, Ze pti urCovani pozice Cisla na ose preferuji Zaci desetinna Cisla,
nez kdyz méli pouZit zlomky. Pfi vyuce totiz Ciselnou osu automaticky vyuzivame, jedna-li se o desetinna dCisla,
zatimco u zlomk{ pouzivame spise jiné modely. To odpovida i RVP pro zékladni vzdélavani, kde je Ciselna osa
zminéna pouze v souvislosti s desetinnymi Cisly a u zlomkd se o ni nemluvi. Problematiku Ciselné osy jako
dlleZitého modelu pro zlomky povazujeme za natolik dileZitou, Ze se ji budeme vénovat ve zvlastnim oddile.

42 Jde o nasi neovéfenou domnénku. Jind moznost je, Ze do hry vstupuje nasobek uréeny hodnotou (Citatele a zejména
jmenovatele jako celého Cisla.
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7.5 DIDAKTICKA DOPORUCENI: 2D MODELY VS. CiSELNA OSA

Z nasich rozhovora s uciteli v predchozim vyzkumu Ize usoudit, Ze pokud uditelé pfi vyuce vysvétluji podstatu
operace odpovidajici zadani,,m n-tin z néceho”, pak tak Cini prostfednictvim dvourozmérnych nazornych model,
a to jiz na 1. stupni. Ze 1/n z x odpovidd operaci nasobeni zliomkem, se povaZzuje pfinejmensim pfi zachazeni
s kmenovymi zlomky jako samoziejmé a nezdQvodnuje se.

Z ucebnic pro 1. stupen, do kterych jsme nahlédli, pouze autorky Blazkova, Matouskova a Varurova (Alter, 4.
roénik, 3. dil, s. 33) vysvétluji, jak vypocitat 3/4 z daného disla: , Tfi Ctvrtiny z daného &isla vypocitame tak, Ze
nejprve vypocitame jednu Ctvrtinu tohoto Cisla a vysledek vynasobime tfemi.” V pfedchozim pfikladu je na zadani
,»,3/4 z 8 rohlikd” ukazano, Ze jednu ¢tvrtinu ziskdame délenim. Predtim pfi zavadéni zlomk( se kmenové zlomky
demonstruji rozdélenim dvoudimenzionalnich obrazct. Ovsem bez néjakého prechodu objevuje cviceni 9 (s. 16),
v némZ ma zak vypocitat jednu osminu, ¢tvrtinu a polovinu Cisel 8, 32, 24, 16, 48, 40, 80. Apeluje se pritom:
,Pripomen si: Jednu polovinu z daného ¢isla vypocitdme tak, Zze ___ “, stejné tak pro Ctvrtinu a osminu. Za
prispéni ucitele je zfejmé vyvozeni korespondence mezi ¢lenénim modelu na n-tiny a ciselnym délenim
délitelem n trividlni zalezZitosti. Pokud by vsak ucitel povaZzoval tuto korespondenci za tak zjevnou a samoziejmou,
Ze by ji explicitné nezminil, mame jistotu, Ze k ni kazdy zak dospéje?

Zd3 se, ze dalsi u€ebnice pro 1. stupeni (pfinejmensim nakladatelstvi Fraus*® a Prodos — vydéani z roku 1997)
problém, jak vypocitat dany zlomek z daného Cisla, explicitné neformuluji. Setrvavaji predevsim u vyjadreni
raznych zlomk( jako ¢lenéni 2D modeld, na nichZ pak z operaci demonstruji jen s¢itani zlomkd se spoleénym
jmenovatelem (v souladu s RVP pro ZV).

V fadé ucebnic pro 2. stupen (nakladatelstvi Prometheus, autord O. Odvarka a J. Kadlecka), ktera se v nasem
online dotazniku ukazala jako nejrozsirenéjsi, je otazka vypoctu daného zlomku z daného cisla zahrnuta do
kapitoly o nasobeni zlomkd (7. ro¢nik, dil 1., s. 29). Uloha , vypocitej 2/5 ze 3“ se vysvétluje na obrazku t¥i étvercl
¢lenénych do péti horizontalnich pruhd, pficemz v kazdém Ctverci jsou dva pruhy vybarveny. Pokyn k reseni zni:
,Vezmi2/5z 1. celku, 2/5z 2. celku a 2/5 z 3. celku. Kolik pétin je to dohromady?“ V ramecku se pak uzavira: ,2/5
ze 3 jsou %/5-3=23/5 = 6/5.“ Obdobné se na &tverci ¢lenéném na tfi Fadky a pét sloupct vysvétluje, kolik je 2/3 ze
2/5.

Podobné tento problém obchazi autorsky kolektiv vedeny M. Komanem, kdyZ vysvétluje jen nasobeni zlomk
celymi Cisly, nikoli nasobeni zlomkem. Je pouzit tento Uvodni pfiklad: ,Kolik kg rybizu je v 5 Iahvich, kdyz v kazdé
je 3/4 kg?“ (Koman a kol., 2003, s. 19) Vysledek 15/4 je vSak pro Zika pétinasobkem tfi ¢tvrtin a ne tfemi
Ctvrtinami z péti. Nakonec pfichazi obecné shrnuti: ,Zlomek vynasobime zlomkem tak, Ze vyndsobime citatele
Citatelem a jmenovatele jmenovatelem.”

Ucebnice tedy pouZivaji prestrukturované ad hoc (pfinejmensim z hlediska Zaka) 2D modely, které snad umozni
Zakovi, aby reseni dané ulohy pochopil, které ale zfejmé nedokaze pouZit jako oporu vlastnich feseni, protoze je
neumi vytvorit. Détem jsou predkladany obrazky, které reprezentuji ¢lenéni celkd na n-tiny, a vysvétluje se jim,
Ze kdyz si nakreslime takovy obrazek, mizeme vidét, jak ta ¢i ona operace funguje. V nasich rozhovorech jsme
ovsem vidéli, Ze problémem déti je, jak si nakreslit pravé takovy obrazek, ktery by potfebnou operaci vyjadroval.
Znazornovani pro né neni nastroj bézné uzivany k feSeni Uloh a pozdéji k vybaveni odpovidajiciho algoritmu.
Jedno z pficin je zfejmé preZivajici predstava, Ze jednorazové pochopeni ¢i objev logiky zlomkd pfi jednorazové
¢i nékolikrat opakované manipulaci s modely vede k trvalému porozuméni a interiorizaci konceptu. Logika
modelu se vsak zakim ozfejmi aZ jeho mnohondsobnym pouZivanim jako nastroje pfi feseni Uloh, které se
neomezuje na obdobi, kdy se zlomky probiraji. To je zfejmé moZno povaZzovat za nejdulezitéjsi doporuceni tykajici
se vyuky (nejen) zlomk(: je nutné se ve vyuce opakované vracet k podstaté algoritmd a dat zZakdm néjaky
prostfedek (model), ktery jim ji opakované ozrejmi (srov. s doporucenimi v kap. 5 tykajicimi se vzorct).

43 Jde o fadu ucebnic Hejného a kol.
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Moznou prekazkou vyse uvedeného poufZiti 2D modeld je zfejmé také tézkopadna a pomala prace s nimi. Navic
technika jejich pouZivani se méni, nemd pevna pravidla, protoZze pro kaZdou operaci je model jiny a pro kazdou
situaci je nutno vZdy znovu vytvafet ad hoc znazornéni.** Jak Ize hodnotit snahu o pestrost a rliznorodost modeld
pfi vyuce zlomk(? Podle naseho nazoru mohou situaci i zhorsit. Nedochazi totiz k rutinizaci techniky jejich
pouzivani, kterd zakdm umozni v budoucnu model pouZivat a pfislusny algoritmus — pokud byl zapomenut —
znovu vyvodit. | kdyby vSak bylo moZné reprezentovat Ciselné operace na stale stejném 2D modelu, domnivame
se, ze povaha ,velikosti oblasti” z(stava natolik odlisnd od povahy &iselného kontinua, Ze to mlZe vytvéaret
propast mezi zndzorfiovanim operaci se zlomky a jejich chapanim jako operaci s €isly v ¢iselném kontinuu.

V této souvislosti ocitujeme Tichou a HoSpesovou (2011, s. 46), které kladou ddraz na tzv. preklad mezi
reprezentacemi, ktery je zaloZen na

presvédéeni o vyznamné roli vyuzivani rlznych mod( reprezentace pfi rozvijeni a prohlubovani
porozuméni pojmu zlomek. [...] Nas pfistup koresponduje s ndzorem, Ze Uroven a kvalita porozuméni
zavisi na soustavném obohacovani ,zdsoby” rGznych mod( reprezentace a péstovani schopnosti
»prekladat” mezi nimi, napfriklad mezi zapisem aritmetické operace a slovni tlohou.

Vyznam prechodl mezi rGznymi reprezentacemi je podle naseho nazoru velky. OvSsem opét si dovolime
upozornit, ze kvantitativni obohacovani zasoby reprezentaci nepovede automaticky k hlubsimu porozuméni
problematice. Je tfeba hledat propracované reprezentace, které by zobrazovaly co nejvice souvislosti daného
konceptu a co nejvice oteviraly moznosti prechodu k dalSim konceptlm. V souladu s odbornou literaturou se
domnivame, Ze takovym modelem by mohla byt Ciselna osa. Toto nase doporuceni neznamena, ze bychom méli
opustit tradi¢ni zplsob zavadéni zlomkl prostfednictvim pfedmétnych ¢i obrazkovych modelll. Chceme tim fFici,
Ze je tfeba brzy ukdzat vztahy celek-Cast i na Ciselné ose a nadale ji drzet jako zakladni reprezentaci, ktera
propojuje rlizné vyznamy zlomku a umoZzriuje Zzakim prechazet mezi nimi.

Napt. uvedenou ulohu TIMSS (Jana a Anna se déli o 560 zed() je moZno zndazornit na Ciselné ose nasledujicim
zpUsobem. MlzZeme zacit diskusi o poctu dilk(, které potfebujeme na ose mit (potfebujeme jich 560 nebo jich
staci 56 nebo jen 8?) a o vhodném méritku (aby byly dilky dobfe patrné a zaroven se osa vesla na stranku).

Zvolime-li 56 dilkd, pak kazdy predstavuje 10 zedU (a zaroveri 10 jednotek Ciselné osy, tedy Cislo 10). 1/8 z téchto
56 dilkt bude 7 dilk(, 3/8 nalezici Jané bude 21 dilkd = 210 zed( (jednotek Eiselné osy). Zvolime-li 8 dilkd, pak
kazdy dilek predstavuje 1/8 z celku 560 zedd, tedy 70 zedd (70 jednotek Ciselné osy, tedy &islo 70). Jané nélezi
3/8, tedy 3 dilky zakladu, tedy 210 zedl (= jednotek ¢iselné osy).

V nasich rozhovorech jsme pfirozené nemohli najit potvrzeni viech nasich dvah. Nicméné minimalné jsme
ukazali, Ze Ciselna osa dobre odhaluje nékteré aspekty nedostatecného porozumeéni zlomkdm. Za zfejmou ovsem
povazujeme také skuteénost, Ze Ciselna osa mlze pomoci Zaktm vradit zlomky do jiz pochopené fady celych Cisel,
pfipadné ciselného kontinua tvofeného desetinnymi Cisly. Tim se zakaim ozfejmi i velikost zlomkd, a to jak
absolutni jako vzdalenost od nuly, tak relativni ve vztahu k dalsim ¢isldm (celym &isldm i zlomkdm). Stejné tak je
patrné, Ze pravé aktivity na Ciselné ose umoini zakim, aby si vytvofrili koncept ciselného kontinua, mentalni
Ciselné osy, které je v odborné literature prisuzovan velky vyznam.

Uvédomujeme si, Ze je obtizné vySe uvedené doporuceni uvést do praxe. Je jeSté tfeba propracovat postupy
provadéni operaci se zlomky na Ciselné ose tak, aby byly pro Zzaky pochopitelné a zvladnutelné, a dat je do vztahu
s algoritmy operaci se zlomky jako Cisly, a to takovym zpulsobem, aby Zaci pochopili jejich princip. Je
pravdépodobné, Ze by bylo mozno se inspirovat pokusy v nékterych zahrani¢nich ucebnicich a vyukovych
programech.

44 K tomuto zavéru jsme dospéli pfi prohlizeni u¢ebnic nakladatelstvi Alter, Fraus, Prometheus (Odvérko, Kadlecek). Pouze
v uéebnici nakladatelstvi Prometheus pro nizsi stupern gymnazia (Hermann a kol., 2010) je patrna urcita (ne zcela disledna)
snaha pouzivat pfi zavadéni zlomkd, jejich kraceni i operaci s nimi stale stejné modely kruhu a obdélniku, navic paralelné.
| zde ovsem plati, Ze slouZi k vyvozeni algoritmu a déle jako by se s nimi nepocitalo.
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8. ALGEBRAIZACE A PRACE S ALGEBRAICKYMI VYRAZY

Oblast algebry byla Siroce zminovana uciteli matematiky nizsiho stupné sekundarniho vzdélavani jako velmi
obtizna pro ceské Zaky. Zmirnovali zejména problémy s Upravami algebraickych vyrazl. V této kapitole se vSak
kromé téchto Uprav budeme zabyvat i algebraizaci. Tou rozumime vyjadieni (reprezentaci) situace (konceptu,
vztahu, procesu atd.) algebraicky, tzn. pomoci proménnych, algebraickych vyrazu ¢i (ne)rovnic. V prostredi Skolni
matematiky ma smysl sledovat algebraizaci situaci vyjadienych geometricky, slovné (tj. téch, které najdeme ve
vétsiné tzv. slovnich uloh) a jazykové (tj. téch, které v béznym jazykem popisuji matematickou situaci - napr. ,pét
krat vice”). Prace s algebraickymi vyrazy se tyka zejména jejich Uprav, tj. nachazeni algebraickych vyrazi, které
jsou rovny plvodnimu, véetné substituce za proménnou a operaci s algebraickymi vyrazy.

8.1 RVP PRO ZAKLADNIi VZDELAVANI A PRO GYMNAZIA

Zak 2. stupné

M-9-1-07 matematizuje jednoduché redlné situace s vyuzitim proménnych; uréi hodnotu vyrazu, s¢ita a nasobi
mnohocleny, provadi rozklad mnohoclenu na soucin pomoci vzorct a vytykanim,

M-9-1-09 analyzuje a fesi jednoduché problémy, modeluje konkrétni situace, v nichz vyuziva matematicky aparat
v oboru celych a racionalnich cisel,

M-9-2-04 vyjadfi funkéni vztah tabulkou, rovnici, grafem,

M-9-2-05 matematizuje jednoduché realné situace s vyuZzitim funkcnich vztahd,

M-9-3-01 zddvodnuje a vyuZiva polohové a metrické vlastnosti zakladnich rovinnych utvard pfi rfeseni uloh
a jednoduchych praktickych problém; vyuZiva potfebnou matematickou symboliku,

M-9-3-13 analyzuje a fesi aplikaéni geometrické ulohy s vyuZitim osvojeného matematického aparatu,

M-9-4-02 fesi uUlohy na prostorovou predstavivost, aplikuje a kombinuje poznatky a dovednosti z rlznych
tematickych a vzdélavacich oblasti.

Z3k gymnazia

e upravuje efektivné vyrazy s proménnymi, urcuje defini¢ni obor vyrazu (Cislo a proménna),

e rozkladd mnohocleny na soudin vytykanim a uZitim vzorcl, aplikuje tuto dovednost pfi feseni rovnic
a nerovnic (Cislo a proménna),

e geometricky interpretuje Ciselné, algebraické a funkéni vztahy (Cislo a proménna),
e v ulohach pocetni geometrie aplikuje funkéni vztahy a Gpravy vyraz(, pracuje s proménnymi (geometrie).

8.2 ULOHY, KTERE PUSOBi CESKYM ZAKUM PROBLEMY

Uvadime nékteré ulohy, ve kterych byli ceSti Zaci vzhledem ke svému priméru méné Uspésni v ramci
mezinarodnich srovnavacich testd TIMSS 1999, TIMSS 2007 (pro 8. ro¢nik) a PISA 2003. Uspé$nost 74kl je
uvedena v zavorce.

Uloha 8.1 (TIMSS 2007%)

Co znamenad vyraz xy + 1?

A) PFicti 1 k y, potom vynasob x.

B) Vynasob x a y jednickou.

C) Pricti x k y, potom pficti 1. [20,8 %]

D) Vynasob x a y, potom pficti 1. [64,7 %]

45 Uloha byla uvolnéna v ramci testovani TIMSS 2011, uvedené vysledky jsou z roku 2007.
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V tloze jde o pfitfazeni jazykového vyjadieni algebraickému vyrazu. Zaci nejéastéji nespravné interpretovali soucin
proménnych jako soucet, pfricemZ nejde pouze o zdménu pojmu soucin a soucet (vzhledem k formulaci
odpovédi).

Uloha 8.2 (TIMMS 2007; 24,6 %)

Pepa vi, Ze pero stoji o 1 zed vice neZ tuzka. Jeho kamardd za 17 zedl koupil 2 pera a 3 tuzky. Kolik zed(i bude
Pepa potiebovat, aby si mohl koupit 1 pero a 2 tuzky? Napis$ postup vypoctu.

Zde je uvedena slovni uloha, v niz mohou Zaci prokdzat schopnost algebraizace realné situace pomoci rovnice
s jednou neznamou, pripadné pomoci soustavy dvou rovnic se dvéma neznamymi, a pouZit je k vyreSeni ulohy.
Redeni dlohy algebraicky probiha ve dvou krocich — vyjadfeni a uréeni ceny pera, resp. pera a tuzky a vypocet
ceny za 1 pero a 2 tuzky. Ulohu Ize samoziejmé Fesit zkusmo, popfipadé ¢astecné zkusmo, pokud zak sestavi
napfiklad rovnici 2x + 3y = 17 a najde jeji feSeni, které odpovida podmince x = y + 1. Dostupné vysledky vsak
neposkytuji vhled do postupu zakl. Vime vsak, Ze tfi Ctvrtiny Uspésnych zaka ulohu resilo bez sestaveni tradicnich
rovnic. Je také mozné, Ze Zaci ukoncili feSeni uréenim ceny pera, resp. tuzky, a nevyresili tak zadani dlohy, coz
oviem také nelze ovéfit.

Uloha 8.3 (TIMSS 1999)

Cena C za vytisténi svatebnich ozndmeni se sklada ze stalého poplatku 100 K¢ a z poplatku 6 K¢ za kazdé vytisténé
oznameni. Pomoci kterého z uvedenych vypoc¢tl miZeme urcit cenu, kterou zaplatime za vytisténi n svatebnich
ozndmeni?

A) C=(100 + 6n) [50 %]
B) C = (106 + n) [14 %]
C)C=(6+100n)

D) C=106n [19,1 %]

E) C = 600n

V této uUloze opét sledujeme, jak Zak interpretuje slovné popsanou redlnou situaci a/nebo naopak, jak
interpretuje rovnici a vztahy vyjadfené pomoci algebraickych prostfedkd. Zék samoziejmé musi chapat slovni
zadani situace, napfiklad to, Ze staly poplatek se plati jen jednou, nezavisle na po¢tu oznameni. Nejcastéji vybrana
nespravnd odpovéd d) by odpovidala bud nejasnosti tohoto slovniho vyjadieni, nebo neporozuméni
algebraickému mechanismu. Naopak odpovéd b) mize poukazovat predevsim na toto druhé neporozuméni, zak
pouze s€ita udaje v zaddani, aniz vyjadfi vztahy mezi nimi.

Uloha 8.4 (TIMSS 2007%)

Ktery vyraz vyjadruje obsah tohoto obdélnika?

A)x*+2
B) x? + 2x [35,5 %]

C)2x+2

D)4x+4 X+2

Kromé uplatnéni vztahu mezi obsahem obdélnika a délkou jeho stran zde Zaci museli dany soucin upravit.
Nejéastéji vybirali odpovéd x? + 2, z &eho? Ize usuzovat, Ze jim soucin proménné a dvojélenu plsobil problémy.

46 Uloha byla uvolnéna v ramci TIMSS 2011.
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Ovsem v nasich rozhovorech se ukazalo, Ze k tomuto vysledku dospéli Zaci i jinym zplsobem, a to tak, Ze pfi
sestavovani vyrazu pro obsah zapomnéli zapsat zavorky mezi obéma Ciniteli. V jejich pfipadé tedy nelze usoudit
na problémy v oblasti roznasobeni zavorky.

Uloha 8.5 (TIMSS 2007)

Ktery vyraz se rovna vyrazu 2(x +y) - (2x - y) ?
A) 3y [24,7 %]

B)y

C) 4x + 3y

D) 4x + 2y

Vyraz v zadani musi Zaci upravit, pficemz maji aplikovat distributivni zakon pfi ndsobeni a odc¢itani dvojclenu (tj.
pfi odstranéni zavorek). Nejcastéjsi nespravné odpovédi byly vyrazy 4x + 2y a y (mozZnost B a D), coZ poukazuje
na to, Ze alespon v jednom z téchto ukon( Zaci chybovali.

Uloha 8.6 (TIMSS 2007)

Necht a =3, b =-1. Kolik je 2a + 3(2 - b)?
A) 15 [33,8 %]

B) 14 [5,8 %]

c) 13 (10,4 %)

d) 9 (44,6 %)

Z4ci maji dosadit za proménné ve vyrazu konkrétni ¢iselné hodnoty, jedna z nich je zaporna. Z vysledk( se zd3,
Ze 7akiim nejcastéji délalo potiZe pravé dosazeni (nebo odecteni zaporné hodnoty), tj. dosadili do vyrazu 2 — b

8.3 DIAGNOSTICKE ULOHY POUZITE V NASICH ROZHOVORECH S KOMENTAREM

Jak bylo zminéno v Gvodu kapitoly, sada uloh pro algebraizaci méla za ukol odhalit nékteré potize s reprezentaci
pomoci algebraického jazyka. Ulohy jsou formulovany tak, aby neslo o vyieeni tlohy ve smyslu dobrani se
néjakého konkrétniho vysledku ¢i hodnoty, které lze casto ziskat metodou nealgebraickou (napfiklad pokusu
a omylu). Zaci propojovali algebraicky jazyk s jazykovym vyjadFenim, slovné popsanou (pseudo)redlnou situaci
a geometrickym vyjadfenim vztahd. U zadani dloh*” uvadime jak spravné odpovédi, tak mozné ndpovédy, které
pouzivali tazatelé béhem rozhovori s Zaky.

Ulohy 8.7 a7 8.9 se tykaji prevaziné propojeni béiného jazyka a algebraické (nebo aritmetické) symboliky.

Uloha 8.7
Zapis pomoci Cisel tyto véty: [Odpovédi:
a) osm zmenseno o tfi pétiny a)8-3/5
b) tti krat vice nez sto dvacet pét b) 3 -125;
c) dvojnasobek Cisla 27 zmenseny Ctyrikrat c) 2 - 27 : 4 nebo ekvivalentni vyraz;
d) pétindsobek souctu ¢isel 87,5 a 65 d)5-(87,5+65);
e) ¢tvrtina z podilu &isel 125a 5 e) 125 :5: 4 nebo ekvivalentni vyraz.]

47 Jedna se o vybér z uloh, které jsme zadavali v rozhovorech s Zaky. Jejich kompletni seznam s komentarem je v oddilech
6.3.2 a 6.5.2 Knihy.
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Uloha 8.8
x je kladné &islo. Co znamena vyraz g ? Vyberviechny [Odpovéd: a), b) a d)]
spravné odpovédi.

a) Cislo x vyndsobené jednou tretinou

b) jedna tfetina z Cisla x

c) Cislo x déleno jednou tretinou

d) ¢islo x zmensené trikrat

e) Cislo x zmensené o jednu tretinu

Uloha 8.9

n oznacCuje jakékoli Cdislo. Zapi$ matematicky [Vysledek: 3(n+ 5), popiipadé (n+5)-3 ]

(vyrazem) vétu ,Pricti n k péti a vynasob tremi.” . . . i o .
Jako napovédu mohli tazatelé pouzit nasledujici vybér

odpovédi:

a) n+5-3
b) 15n+3
c) 5n -3
d) 3(n+5)
e) (5+n)?

Uloha 8.7 byla zadavana 7akdim 6. roéniku, od kterych jsme oéekévali aritmetické vyjadieni popsanych hodnot.
Tato schopnost je predpokladem pro analogickou praci s proménnymi, jako napftiklad v dloze 8.8. V neposledni
radeé nas zajimalo, jak Zaci vnimaji ¢ast celku a zda ji poznaji i zapisi ve formé zlomku. Zajimala nas také schopnost
interpretovat zménu stavu (,,zvétSeno/zmenseno”, ,,0/kradt”) pomoci operace s ni spojené a (zejména v pfipadé
ulohy 8.9) schopnost pouZit konvenci zavorek. Tato schopnost samoziejmé spadd jiz do oblasti uloh
aritmetickych.

Nasleduji dlohy zamérené na algebraizaci situaci v kontextu tzv. slovnich uloh. Prvni tfi jsou zdmérné gradovany.

Uloha 8.10

[Odpovéd: Pocet kilograml jahod v péti
V bedynce je j kilogram0 jahod. Co znamena vyraz 5;? bedynkach.]
Uloha 8.11

Zuzana vazi o 1 kg méné nez Tomas. Zuzana vazi [Vysledek:t=2z+1]

z kilogramQ. Tomas vazi t kilogramd. Jak bys zapsal(a , . wilo - . .
g & y psal(a) Tazatelé mohli poskytnout Zakiim jako ndpovédu

matematicky, kolik vdzi Tomas? oy . o . ,
¥ vybér z nasledujicich moznosti:

a)z=t-1
b)yt=z-1
c)t=z+1
dz+t=1

e)z-t=1
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Uloha 8.12

Cokolada Margot stoji o 5 korun vice ne? krabi¢ka Mega [Odpovéd: mx + p(x - 5) nebo ekvivalentni vyraz.]

Lentilek. x j ¢okolady M t jadruj et T Y s Y (x
entilek. x je cena cokolddy Margot, p vyjadfuje poce Tazatelé méli za ukol v pripadé potreby, navadét

krabicek lentilek a m pocet Cokolad Margot, které si k zépisu krok po kroku. Pfiklady navodnych

kupujes.Vyjadri celkovou dtratu. otazek jsou: Kdybys kupoval dvé Margotky, kolik

Celkova utrata = zaplatiS? Jak jsi na to pfisel, jak to zapiSesS?

Uloha 8.13

Vyber vsechny odpovédi, které odpovidaji situaci [Spravna odpovéd: c)]
vyjadrené touto rovnosti:

6x—3y =18
a) KaZzdé dité snédlo sest kolacl a kazdy dospély tfi kolace,
dohromady snédli 18 kolaca.

b) Petr je nesika. Z kazdého baleni po Sesti vejcich jich na
cesté polovinu rozbije. Nakonec donesl domt jen 18 vajec.

c) Kazdé z dévcat nazdobilo 6 vajicek a kazdy z chlapcq,
kteti prisli na koledu, od nich dostal tfi nazdobena vajicka.
Pro dalsi koledniky jesté zbylo osmnact nazdobenych
vajicek.

V Uloze 8.10 sledujeme, zda se zaci uchyli k tzv. ,mnemotechickému klamu“, na ktery upozoriiuje odborna
literatura. Budou interpretovat pismeno j jako jahody (popt. pocet jahod)? Spokoji se s odpovédi , pét bedynek”
nebo projevi potfebu byt exaktnéjsi?

Uloha 8.11 je typickou tlohou s antisigndlem: vyraz ,,0 jeden kilogram méné“ Ize sdm o sobé vyjadfit operaci
od¢itani, tedy ,,- 1“. Pokud Zak pouze ,,prepise” vétu v zadani matematicky, ziskd tak ,z—1 =t"", coz danou situaci
nepopisuje. Na rozdil od predchozich tGloh navic uloha 8.12 obsahuje poZadavek na sestaveni rovnosti, tj. vztahu
mezi dvéma proménnymi.

Nejkomplexnéjsi uloha z celé sady, co se tyCe poctu Uvodnich dat a krokd k vyreseni, je uloha 8.12. Ocekavali
jsme potize jak se slozitosti textu, tak s potem proménnych a s parametrem. Samoziejmé Zaci musi ,dat
dohromady” celkovou strukturu dlohy, tj. linedrni zavislost obou cen (rozdil mezi nimi, ktery je opét formulovan
antisignalnim vyjadrenim), predstavu o vztahu celkové ceny za urcité zbozi a urcity pocet kusa (multiplikativni
vztah) a celkové ceny za vSechno nakoupené zbozi (aditivni vztah). Zajima nas, jak Zaci pristoupi k rozboru situace,
zda budou mit potfebu usporadat zadané informace, neZ pristoupi k sestaveni algebraického vyrazu, jak toto
usporadani provedou a jak jej vyuZziji pfi feSeni tlohy. Pro uvédoméni pfislusnych vztahid je mozno jako napovédu
pouzit konkrétni hodnoty, napfiklad sadu navodnych otazek: Kdybys kupoval dvé Margotky, kolik zaplatis? Jak jsi
na to pfisel? Jak to zapises?

V Uloze 8.13 opét pozorujeme zdkovu schopnost propoijit slovné zadanou reélnou situaci s algebraickou. Uloha
ulohach), co v Uloze zlstava proménné a co je dano pevné. V pfipadé a) opét figuruje antisignalni slovo ,snédli“,
které mlze zaka svést k prijeti této odpovédi (jelikoZ v rovnici je znaménko minus), ackoli jde o aditivni strukturu
(,dohromady snédli tolik kolaci“) jako u Ulohy 8.12. MoZnost b) je narocna na uvédomeéni si zavislosti poctu

|ll

zbylych vajec na ostatnich udajich. Koeficienty 6 a 3 odpovidaji ,poloviné” v zadani, ,,z nich rozbil“ odpovida
operaci od¢itani. Jedinou proménnou je zde pocet baleni vajec. Je také zajimavé sledovat, zda budou Zaci mit
potfebu rovnice sestavit ke kazdé nebo nékterym ze situaci. To by vSak nemélo byt soucasti zadani, sestaveni

bychom volili spiSe jako kontrolu. Tazatelé se méli vyptat Zzakd, co oznacuji jednotlivé proménné v téchto
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pFibézich (a presvédtit se, Ze je chdpou jako hodnoty, napt. ,pocet déti“, ne pouze ,déti“). Uloha navic jisté
poslouzi jako diagnostickd i aktivizacni bez nabidky mozZnosti. V naSich rozhovorech ji ¢asto Zaci oznacovali jako

vyvy

jednu z nejtézsich, ale zaroven priznavali, Ze je také jedna z nejzajimavéjsich. Pro ilustraci citujeme jednu z zakyn:

Jako mné pfrisla docela zajimava ta posledni [Uloha 8.13], no, jako Ze, to je takovy, Ze, to jsem snad
jesté nikdy v Zivoté nepocitala, takhle. Tak ta byla takova, pravé ze, zména. A no, tohle bylo taky jiny,
ta sedmicka [uloha 8.14].

Uloha 8.14
Ktera z moznosti je znazornéna vyrazem 2x + 3x? [Odpovéd: Moznost C.]
A. délka této Usecky: —X 4+ >
B. délka této Usecky: 24> X
2,3

C. obsah tohoto obrazce:

D. obsah tohoto obrazce:

Tazatelé méli za kol vyZadovat u odpovédi, kterou Zak vybere, zdGvodnéni a diskutovat se Zaky, jak by vypadaly
vyrazy pro ty dal$i moznosti.

Pri feSeni ulohy 8.14 (lUloha je pfevzata z mezinarodniho Setfeni TIMSS) sledujeme, jak spojuji Zaci algebraické
vyrazy s geometrickymi Utvary a jejich charakteristikami. DokaZzi pracovat s proménnou, pokud je zadana jako
délka ¢asti utvaru, a dokazi s ni pracovat ve vyjadreni délky Usecky a obsahu obdélnika? Zatimco v geometrickych
ulohach maji vétsinou Zaci vypocitat konkrétni hodnotu, zde tuto moznost nemaji, musi pouzit znalosti vztaht
(soucet casti usecky pro délku usecky a multiplikativni vztah pro obsah obdélnika) a vyjadfrit jej algebraicky. Pro
nékteré zaky to mlze byt prvni setkani s algebraickou reprezentaci geometrické situace (mimo standardni
»vzoregky” pouZivané pro vypoclty v geometrii). Zéky vedeme k tomu, aby odpovédi zd@vodnili. Mimo jiné nés
zajima, do jaké miry je ovliviiuje konkrétnost nacrtku v jejich predstavé o délce x; pfifazuji mu néjakou konkrétni
hodnotu na zakladé odhadu? Vnimaiji protilehlé strany v obdélnicich moznosti C a D jako stejné dlouhé a dokazi
tuto informaci aplikovat pro vypocet? Mimochodem, obé tyto situace nazorné ukazuji princip distributivniho
zadkona, tj. zachovani obsahu mezi sou¢tem obsahl malych obdélniki a obsahem obdélniku velkého vede
k rovnosti 5x + 5x = 5(x + x).

Posledni tloha kombinuje propojeni mezi algebraickou, slovni, jazykovou i geometrickou reprezentaci.

Uloha 8.15
Rozhodni, zda kazda z nasledujicich mozZnosti je pravdiva (zakrouzkuj spravnou odpovéd). Vyraz cd + 1 znamena:
a) soucin hodnot c a d zvyseny o jednu.  ANO — NE [Odpovéd: ANO]

b) v kazdé z c zavarovacich sklenic je d okurek. Jedna okurka se

do sklenic nevesla. ANO — NE [Odpovéd: ANO]
c)czvySenéo d+1. ANO - NE [Odpovéd: NE]
d) obsah obdélnika o stranach ca (d + 1). ANO — NE [Odpovéd: NE]
e) soucet c a d zvySeny o jednu. ANO - NE [Odpovéd: NE]

Vsimnéme si, Ze nékteré ulohy maji charakter vyzvy ,interpretuj algebraicky objekt” (Glohy 8.8, 8.10, 8.13, 8.14
a 8.15). Jsme presvédceni, Ze jak pro diagnostiku, tak pro algebraickou ,,gramotnost” je tento typ uloh dulezity,
stejné jako ulohy typu ,vyjadfi algebraicky”. A presto jsou tyto ,interpretacni“ Ulohy ve vyuce (podle nasich
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zkusenosti) pouzivany mnohem méné (podobné jako tvorba slovnich dloh cilena k interpretaci ,,mechanismu”
ulohy, jako napfiklad dané linearni rovnice).

Na interpretaci vztahu vice proménnych vyjadreného algebraicky je zamérena nasledujici uloha ,Soutéz
o nejlepsi kuchyri“. Uloha byla vytvofena na motivy podobné Glohy z mezindrodniho $etfeni PISA 2003. Verze A
byla uréena zakdim 6. ro¢niku, verze B star$im zak{m.

Uloha 8.16
1. Soutéz o nejlepsi kuchyn

Casopis Dim a design uZiva bodovy systém pro hodnoceni novych kuchyni. Kuchyf s nejvy$$im poétem bodd
ziskava cenu ,,Kuchyr roku”. Pét porotcli udéluje body podle nasledujiciho systému:

3 body: nadstandardni 2 body: standard 1 bod: pod standardem

Primérna hodnoceni péti kuchyni od rGznych vyrobci, podle kritérii Prakticnost a Vzhled, Ize vycist z tabulky.
Hodnota Energetickd ndrocnost uvadi index energetické spotfeby, pficemz hodnota 3,0 urcuje nejvyssi
energetickou spotrebu.

VERZE A
Kuchyn Prakti¢nost (P) Vzhled (V) Energicka narocnost
(V)
K1 2,8 2,0 1,0
K2 2,6 1,8 0,4
K3 2,0 2,2 1,8
K4 2,0 3 2,8
K5 2,6 ? 0,2
VERZE B
Kuchyn Funkénost (F) Vzhled (V) Bezpecnost (B) Energeticka
narocnost (U)
K1 2,8 2,0 2,2 1,0
K2 2,6 1,8 2,6 0,4
K3 2,0 2,2 2,8 1,8
K4 2,2 3 1,8 2,8
K5 2,8 ? 2,0 1,2

a) VERZE A: Na vypocet celkového hodnoceni casopis pouzivd nasledujici vzorec. Vysvétli, pro¢ je pred
pismenkem U ve vzorci minus.

celkové hodnoceni= (5 - P)-U + V

a) VERZE B: Na vypocet celkového hodnoceni kuchyni Casopis pouziva vzorec, jak je vidét nize. Dopln do
prazdnych poli¢ek znaménka + a — . Vysvétli svou volbu.

Celkové hodnoceni = O 6G-FQos-B) 1 es-n v
b) Vypocti celkové hodnoceni kuchyné K1.
c) Jaké ohodnoceni by musela ziskat v kategorii Vzhled kuchyn K5, aby byla celkové lepsi nez K1?

d) Vyrobce kuchyné K4 nesouhlasi se zplsobem, jak se uréuje celkové hodnoceni. Jaky jiny vzorec mize
navrhnout, aby se jeho kuchyn stala Kuchyni roku?
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Odpovédi verze A:

a) Jakakoli odpovéd, ktera vystihuje, Ze energetickd naro¢nost ma negativni dopad na celkové hodnoceni
kuchyné.

b) 15 bodd

c) 2,3 a vice bodl (Pozn.: V daném systému udélovani bod( vsak mize ziskat pouze hodnoty z uzavieného
intervalu [1;3], které jsou zaroven nasobkem jedné pétiny., tj. hodnoty 2,4; 2,6; 2,8 nebo 3,0. Tuto odpovéd’
jsme vsak od Zakl nevyZzadovali.)

d) Jakykoli vzorec, ktery vyhovuje podminkdm zadani a zaroven zachova logicky vyznam znamének a operaci.
Odpovédi verze B:

a) Doplnit znaménko plus do vSech policek, kromé tfetiho zleva, kde ma byt znaménko minus. Zdlivodnéni by
mélo obsahovat myslenku negativniho dopadu energetické naroc¢nosti na celkové hodnoceni kuchyné.

b) 15,26 bodi

c) Vice nez 2,66 bodu. (Pozn.: V daném systému udélovani bodd viak mUze ziskat pouze hodnoty z uzavieného
intervalu [1;3], které jsou zaroven nasobkem jedné pétiny, tj. k vyhfe nad kuchyni K1 mUGze ziskat hodnoty 2,8
nebo 3,0. Tuto odpovéd vsak od zakl nevyZzadujeme.)

d) Jakykoli vzorec, ktery vyhovuje podminkam zadani a zaroven zachova logicky vyznam znamének a operaci.

Jiz v zadani musi zak pracovat s velkym poctem informaci: délka Uvodniho textu, usporadani dat v tabulce,
oznaceni proménnych a samotny vzorec pro vypocet vysledného ohodnoceni. Hodnoty v tabulce jsou
jednomistna desetinna Cisla. Verze pro starsi Zaky (8. a 9. rocniku) je ztizena tim, Ze vzorec obsahuje koeficienty
z oboru desetinnych Cisel. V prvotni fazi feseni je tedy mozno Zaky vést napftiklad tim, Ze je nechame tabulku
popsat a vysvétlit. Pokud je pro Zaka situace nadale nejasnda, doporucujeme s nim sestavit podobnou tabulku
s mensim poctem parametr(l a pouze dvéma Ucastniky. Naptiklad tabulka hodnoceni dvou aut a jejich Zaky
navrzenych vlastnosti, véetné jedné negativni (naptiklad spotfeba nebo naklady na servis).

Jadrem dulohy je algebraicky zadany vztah linearni zavislosti veliCiny na nékolika proménnych, jde o vazené
hodnoceni, které se pouziva i ve skolnim prostredi, napfiklad pfi hodnoceni zaka.

V podotdzce a) jde o to, aby Zaci prokazali pochopeni vyznamu hodnotici formule a zejména, aby dokazali propojit
negativni dopad energetické narocnosti na celkové hodnoceni se zapornym znaménkem (koeficientem) ve vzorci.

V Uloze b) pak sledujeme, jak Zak dokaze pouzit data z tabulky a ,dosadit” je do dané formule. Samoziejmé
sledujeme dovednost provadét operace s kladnymi a zdpornymi desetinnymi Cisly (u varianty pro mladsi zaky
sCitani a odcitani).

V Uloze ¢) ma zak najit hodnotu chybéjici v tabulce tak, aby celkové ohodnoceni splnilo urcitou vlastnost.
V podstaté 7k fedi nerovnici s jednou nezndmou. Ulohu lze fesit dopocitavanim, 4ci mohou pracovat pfimo s jiz
vypocétenymi danymi hodnotami (rozdil mezi dosavadnim celkovym poctem K1 a K5) nebo dosazenim rozdilG
hodnot jednotlivych znamych kategorii do vzorce. Sledujeme také, zda a jak Zaci uchopi problematiku mnoziny
moznych feSeni: zda Zak zlstane u prvniho kroku reseni (urceni hodnoty pro situaci, kdy dojde k vyrovnanému
vysledku) nebo uplatni svij vypocet v odpovédi na otdzku ulohy, tj. zda uréi za mnoZinu feseni vsechna Cisla vétsi
nez 2,2%8. Pokud 73k uvede 2,3 body (popf. 2,66 bodl pro verzi B), je dobré zjistit, zda to povaZuje za jediné
reSeni, nebo zda si uvédomuje, Ze je to minimalni hodnota.

48 Zde navic jde o dalsi dva aspekty: a) propojeni feSeni s kontextem soutéze a pravidel hodnoceni (hodnota udélena jednim
rozhod¢im jednomu kritériu mizZe byt maximalné 3, stejné jako maximalni primérné ohodnoceni jednoho kritéria) a b) pokud
je za danych pravidel rozhodcich pét, hodnoty v tabulce mohou nabyvat pouze hodnot, které jsou nasobky jedné pétiny,
z uzavieného intervalu [1, 3]. VZdy tedy jde o mnoZinu kone¢ného poctu feseni.
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Sérii dil¢ich uloh tykajici se Soutéze o nejlepsi kuchyn pak zavrSuje ukol, ktery lze oznadit jako otevreny.
V podstaté uloha zkouma, zda Zak chape funkci koeficientu v hodnotici formuli. Zaroven nas také zajim3, jak se
Zaci postavi k Uloze, kterd neni ,jasné zadana“, tj. zak mlzZe navrhnout jakékoli koeficienty (zfejmé z oboru
kladnych realnych Ccisel), které by zarudily splnéni podminky ulohy a zéroven logiku kladného a zaporného
hodnoceni kuchyni.

Nasleduji Glohy zaméfené na Upravy algebraickych vyrazi. Ulohy 8.17 a 8.18 jsou podobné standardnim
uéebnicovym ulohdm™*. V prvni z nich ofekavame, Ze Zaci prokazi dovednosti tykajici se distributivniho zdkona,
zde operaci nasobeni a od¢itani dvojclenu v zavorce. Mohou ovSsem zvolit i jinou Upravu, konkrétné vytknuti
dvojclenu (x + 1). V nasich rozhovorech Zaci toto feseni nezvolili ani jednou. Dvoji zplisob Feseni vS§ak mlze byt
didakticky pfinosny, nebot ukazuje na rovnost vyrazi x> - 1 a (x - 1) (x + 1), tj. tradi¢niho ,vzorce” pro rozklad
na soucin. Zaroven zak objevuje vyhodnost tzv. strategické manipulace (Hejny, 1991), nadhled i vhled do ulohy,
ktery mu poslouZi pfi vybéru z vice moznych Uprav, s nimz by mél Zak postupné ziskavat vétsi a vétsi zkusenosti.

Uloha 8.17
Zjednoduste: x(x + 1) = (x + 1) =

[Vysledek: x2 - 1, nebo (x — 1) (x + 1) & (x — 1) (x + 1)]

Uloha 8.18 mapuje schopnost 7aka najit ekvivalentni vyraz ve formé soucinu. V zadani zamérné neuvadime slovo
Lvytknuti“. Chceme zjistit, zda Zaci proces/ukon vytknuti spojuji s Upravou vyrazu na soucin. V gradované sadé
péti uloh sledujeme, jak Zaci postupné a) vytykaji Cislo, b) vytykaji proménnou, c) vytykaji postupné dvé
proménné nebo proménnou a ¢islo a nasledné vytknou dvojélen, d) rozkladaji dvojélen typu a? — b?, kde a je celé
kladné &islo a b je vyraz np, kde n € N a p proménnad, a kone&né e) rozloZi dvojélen typu a? — b?, kde a i b jsou
vyrazy typu np, kde n € N a p proménna. U zakl 9. rocniku, ktefi by méli mit zkusenost s rozkladem podle vzorce,
bychom mohli vSechny Ctyfti ¢asti Ulohy chapat jako ukazky standardni manipulace s vyrazy. U Ulohy c) mizeme
sledovat, do jaké miry provadéji zaci prvotni krok strategicky, tedy se zamérem, nebo spise "zkusmo", tj. zkusi
,»Vvytknout cokoli” (napf. Cislo 3 v prvnich dvou ¢lenech a proménnou x v druhych dvou ¢lenech), coz je povede
k mezivysledku, ktery jim nemusi byt pfed jeho provedenim zfejmy jako strategicky vyhodny. Diskuze nad
strategicky vyhodnym krokem by méla opét rozsifit zkusenosti Zaka se strategickou manipulaci algebraickych
objektd.

Uloha 8.18

Rozlozte na soucin:

a)2x+4 = Vysledek: 2(x + 2)

b) x> —5x = Vysledek: x(x — 5)
c)3a+3b+ax+bx= Vysledek: (3 + x)(a + b)

d) 16 -9p? = Vysledek: (4 —3p)(4 + 3p)

e) 4a® - 25b% = Vysledek: (2a — 5b)(2a + 5b)

Za netypickou povazujeme ulohu 8.19, zak zde ma doplnit ve dvou pfipadech symboly operaci a zavorek tak, aby
ziskali rovnosti. Uloha silné posiluje koncept rovnosti upravenych vyrazd. Zak zde vyrazy "neupravuje”, ale hleda
dva takové, které jsou ekvivalentni. V obou ¢astech zak musi vyuzit také aritmetickych o rozkladu celych cisel na
soucin ¢i soucet dvou Cisel. Samoziejmé nds zajima, jak zak naloZi s pouZitim zadvorek. U druhé z uloh navic

42 Uloha 8.19¢ ptimo pochazi ze Sbirky ???
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pfistupuje druha mocnina a nasobeni dvojclenu jednoclenem se stejnou proménnou, jak tomu bylo i v Uloze 8.17.
Uloha je opravdu bohatd pro diagnostiku toho, jak 7ak zvlddd konvence algebraického jazyka.

Uloha 8.19
Doplrite misto te¢ek znaménko operace. MUlzZete pouZit zavorky.
a)6p..7..2p=8p+7 Vysledek: 6p+7 +2p=8p+7

b)6p..7..2p=12p*>—14p Vysledek: (6p—7) - 2p = 12p? - 14p

Ulohy 8.20 a7 8.22 se tykaji tzv. substituce, neboli dosazeni. Sledujeme, jak 74k dokaze pracovat s proménnou &i
vyrazem jako zastupcem jinych objektG. Prvni Ulohu jsme jiz diskutovali v oddile 8.2, v této verzi je v3ak otevren,
poskytne nam lepsi vhled do problému. Je potizi dosazeni nebo odecteni zaporné hodnoty? V nasich rozhovorech
Zaci ukazali jesté na jiny problém, a sice problém s uplatnénim konvenénim poradi operaci, jak podrobnéji
diskutujeme v oddile 8.4. V Uloze 8.21 Z3ci dosazuji za proménné dvoj¢len, coz nemusi byt samoziejmosti a zaddni
muze zpUsobit potiZe, doporucujeme zZaka navést k provedeni dosazeni a zejména sledovat, jak pouZije zavorky.
Ulohu 8.22 Ize fesit i tim, Ze 7ak vyiesi rovnici v zaddni a dosazuje déle konkrétni hodnotu za proménnou x. Pokud
Zak pristoupi k tomuto reseni, nechame jej resit prvni dvé ulohy timto zplsobem, poté jej vsak vhodné navedeme
na substituci, napfiklad dotazy typu: Maji zadani a Glohy néco spole¢ného? Slo by toho vyuzit k méné pracnému
reseni? V prvnich dvou ukolech je spolecny dvojclen 2x + 5 objekt vidét na prvni pohled, ale v dalSich je nutné
pouZzit néjaké dvahy navic (napf. ,2x + 6 je o jedna vice neZz 2x + 5“). V kazdém ptipadé je nutno pracovat
s dosazenim zaporného Cisla a provadét operace se zapornymi Cisly, coZz ndm také poslouzi k diagnostice.

Uloha 8.20

Nechta =3, b=-1. Kolik je 2a + 3(2-b)? Vysledek: 15

Uloha 8.21

m=1+x,n=2-x.Kolik je a)2m+n? b) 2m—n? Vysledky: a) 4 — x, b) 3x
Uloha 8.22

Plati 2x + 5 = —2. Najdéte hodnotu nasledujicich vyraz(:

a) 3(2x+5)=

b) —-1:-(2x+5)—1-(2x+5)=
c) 2x+6=

d) 2x+4-=

e) -05-(2x+4)=
Vysledky: a) - 6; b) 4;c)-1;d)-3;e) 1,5

Vsechny nasledujici Ulohy (8.23 az 8.25) jsou z prostiedi geometrické reprezentace. Samoziejmé nas zajima
i schopnost vyjadfit situaci algebraicky, dlohy jsou vSak bohaté na ukony v oblasti Upravy vyrazi, doporucujeme
tedy Zaklim s danym metrickym vztahem pomoci. V Uloze 8.23 jde zvlasté o spravné zapsani vztahu, pak
roznasobeni zavorky, poptipadé urceni poloviny soucinu danych rozméra. U vypoctu povrchu télesa v Uloze 8.24
musi zak nejdfive najit strategii pro reseni Ulohy (najit pocet stén, které tvofi povrch télesa, urceni povrchu jedné
stény), pak povrch spravné vyjadrit a upravit, pricemz sledujeme zejména jeho dovednosti a poznatky pro
umocriovani mocnin, popft. také scitani mnohoclena.
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Uloha 8.23

ZapisSte a upravte vyraz pro obsah trojuhelnika na obrazku.

Vysledek: S =% (3x + 5)4x = 6x? + 10x (nebo ekvivalentni vyjadreni).

3x +

Uloha 8.24

Hrana kaZdé z krychli tvoficich téleso na obrazku ma délku 2x3. Zapiste a upravte vzorec pro povrch télesa.

y 4
y Ry 4

Vysledek: S = 18(2x%)? = 72x° (nebo ekvivalenti vyjadFeni).

Konecné, uloha 8.25 je vhodnd ke zkoumani toho, jak maji Zaci spojen koncept druhé mocniny s konceptem
obsahu ctverce, dale museji prokazat dovednost rozkladu mnohoclenu se dvéma nezndmymi na soucin. Pokud
ma zdak zkuSenost s druhou mocninou vyrazu a — b, kde a i b € R+, v fesSeni jde o standardni Upravu.

Uloha 8.25
Obsah &tverce je vyjadien vyrazem 25 x>— 10xy + y2. Jaka je délka strany tohoto &tverce?

Vysledek: 5x + y

8.4 OBTIZE ZAKU A JAK JIM PREDCHAZET NEBO CELIT

A) ZAK MA TENDENCI ALGEBRAICKY VYRAZ ,VYPOCITAT, UZAVRIiT“, DOSTAT SE K JEDNOMU
VYSLEDKU.

Tato obtiz se mliZze projevit napfiklad tim, Ze se Zak v lloze 8.9 doZaduje hodnoty n, aby mohl vyraz vypocitat
nebo tim, Ze se v Uloze 8.14 snazi urcit hodnotu x, jako napfiklad Andrea (7. ro¢nik) v této ukazce:

Andrea: 2x + 3x.
T: Vi§, co to je to x, dokdzala bys mi to Fict?
Andrea: To je néjaky Cislo, ktery tam musime, se k tomu dopracovat?

Pro dalsi konkrétni ukazky odkazujeme ctenare na Knihu, oddil 6.4.3.

Doporuceni: Domnivame se, Ze obtiZz plyne predevsim z dosavadnich Zakovych zkusenosti s Ulohami obecné,
a s tlohami obsahujici proménnou zvlast. Pfipomerime, Ze pismeno-proménnd ma v matematice nékolik roli:
prvni z nich je proménna jako zobecnéné Cislo; druhou funkci proménné je funkce zdstupce mnoziny hodnot,
kterych mdlze nabyt dany referent (veli¢ina, mnoZstvi, mira atd.) pfi modelovani vztahd, naptiklad ve fyzice nebo
geometrii; tfeti roli je pismeno jako nezndma (tj. hledana odpovéd na otazku, v podobé konkrétnich hodnot,

98



nejcastéji v rovnicich) a konecné posledni, nejabstraktnéjsi, je proménna jako prvek systému, ktery podléha
pravidlim Uprav a ekvivalence napf. pfi provadéni rozkladu mnohoclenu na soucin, a je zaroven zastupcem jinych
algebraickych objektl (naptiklad mnohoclend, logickych vyrokd atd.).

V prvnich letech Skolni dochdazky se zaci v rdmci aritmetickych uloh setkavaji opravdu vétSinou s tlohami, jejichz
cilem (popft. dllezitym mezikrokem), je ziskat feSeni v podobé Ciselné hodnoty. Pismeno x (nebo jiny symbol pro
proménnou) dale zadind vystupovat nejdfive v roli neznamé, jako hodnota, kterou lIze nebo je tfeba urcit.
Proménnou jako zastupce hodnot z daného definicniho oboru pak znaji z uloh typu ,dosad do vyrazu”.
Algebraicky aparat je skute¢né ve Skolské matematice prostiedkem k FeSeni konkrétnich uloh, chceme-li vSak
u zak( budovat algebraické mysleni, a tim Uroven jejich abstrakce, je tfeba jim ukazovat, Ze i algebraicky vyraz je
objekt, ktery ma sdm o sobé& vyznam, ani? potfebujeme znat jeho aritmetickou hodnotu. Zaci by se tedy méli
setkavat s ulohami, ve kterych, podobné jako v nasich diagnostickych ulohach 8.7 az 8.15, 8.16a a 8.16d, nejde
o konkrétni vysledek, ale o ziskdni modelu situace. V této fazi je zdkdim tfeba ukazat, Ze v matematice je vyjadreni
situace matematicky alespon stejné tak duleZité jako provadéni vypoctu a ziskavani konkrétnich reseni.
V neposledni fadé si myslime, Ze k tomuto odliSeni dvou Urovni matematické ¢innosti mlize dopomoci i spravna
terminologie, ktera disledné odlisi nezndmou a proménnou.

B) ZAK MA PROBLEMY PRI ALGEBRAIZACI REALNE SITUACE POPSANE SLOVY.

K tomuto jevu patti problémy s vyjadifenim vztahu, ktery je popsan antisignalem, problémy s rozeznanim
a vyjadrenim multiplikacniho vztahu (napfiklad celkového poctu pfedmétd v zavislosti na poctu baleni a poctu
véci, které obsahuje jedno baleni), poptipadé aditivni struktury (napfiklad vypoctu celkové utraty). Napfriklad
Miriam (9. ro¢nik) se pozastavuje nad ulohou 8.15b:

Miriam: Sakra. Pocet okurek celkem, kdyZ v kazdé z c zavarovacich sklenic je d okurek.
T: To znamen3, Ze téch zavarovacich sklenic je ¢, néjakej nezndmej pocet c.

Miriam: A pocet okurek je d.

T: ... Av kazdy ty sklenici je d okurek.

Miriam: Hm, téch sklenic je, ne. (Je Spatné rozumét.)

T: Tak si to klidné nakresli. [...]

Miriam: To je docela blby s téma neznamejma.

Pro dalsi konkrétni pfipady z rozhovord se Zaky odkazujeme Ctenare na Knihu, oddil 6.4.5.

Doporuéeni: Zak si postupné buduje piedstavu jednotlivych modeld, pfi¢em? mnohé z nich jiz ovldda a chape na
urovni aritmetiky. Pouziti algebraické symboliky by mélo vychazet z toho, Ze vSechny urcité, konkrétni situace
(izolované modely) maji stejny "mechanismus" a roli ucitele je pomoci zakovi tento mechanismus objevit a popsat
novym jazykem, jazykem proménnych. Tato pomoc by méla vychazet k poukazovdni na souvislost s ¢iselnymi
pravidelnostmi, které se nachazeji v repertoaru izolovanych model(l Zaka. Od pocatku (a je tézko Fici, jak dlouho)
je tfeba slovni zadani konkretizovat na nékolik pfipad( na Urovni aritmetiky a objevovat obecny mechanismus,
aten se ucit zapsat algebraicky. Prace s Ciselnymi pravidelnostmi neni v Ceskych vzdélavacich planech ani
ucebnicich pfilis rozsifena. Ucitelé v dotazniku velkou vétSinou souhlasili s tim, Ze je dlleZita, nevime vsak, na
kolik je ve vyuce rozsifena. Jediny jeji presah s vystupy uvedenymi v RVP je u uciva funkce (napfiklad sestaveni
funkcni tabulky). Domnivame se, Ze to je z hlediska poznavaciho procesu pro Zaka dost pozdé.

C) ZAK NECHAPE ROLI KOEFICIENTU V ALGEBRAICKEM VYRAZU €I VE VZORCI.

Zak ma problémy s uchopenim formule na vypocet celkového hodnoceni v tloze 8.16a, toto neporozuméni se
nejlépe ukazuje u Ulohy 8.16d, ve které se vétsina zakd nejdrive uchylila ke zméné znamének ve formuli, a i pres
navodné snahy tazatelll jim role koeficientu ve vaZzeném ohodnoceni zlstala nejasna (vice podrobnosti najde
Ctendr v oddilu 6.4.1 a 6.4.5 v Knize). Zde uvadime na ukazku Nelinu (Zakyné 9. ro¢niku) nejistotu u ulohy 8.16a:

99



T: Hm, parada. Super! Tak tam doplri ty znaminka. Reklas to dobfe.

Nela: Jo, ale ja furt nevim, jako, proc je tady to. Ukazuje na koeficienty ve vzorci.

T:Jo, ty koeficienty, ty tam dodali ty vyrobci, nebo ty, jak se to tady piSe, ¢asopis DUm a design, jo, kterej
to odprezentoval, tak Fikal, Ze si jako tfeba myslel...

Nela: Jo takhle, to jsou ty body! Ukazuje do zadani.

T: No, tady to jsou ty body, ale to se téch koeficientl netyka.

Nela: Jo aha.

Doporuceni: Koncept koeficientu jako vahy kritéria je o stupen abstraktnéjsi nez multiplikativni vztahy dvou
veli¢in (napriklad v geometrii nebo ve vypoctu celkové ceny, jak vidime v pfedchozich odstavcich), kde jsou obé
nezdvislé proménné pojmenovatelné, a relativné redlné. Na rozdil od toho je vsak koeficient pouhd hodnota,
ktera nenese informaci o zadné jiné realné "veli¢iné". Objevovani a zobecnovani Ciselnych pravidelnosti vsak
muze pomoci zakim tuto prekazku prekonat pravé tim, ze hleddnim obecného mechanismu (oprosténého od
redlného kontextu, tedy pouze v oboru ciselnych hodnot) sami koeficienty za¢nou pouZivat. V nasich
rozhovorech se napfiklad Zakdim dafilo ¢aste¢né nezvyklost Glohy prekonavat pomoci napovéd tazatel, které
obsahovaly konkrétni hodnoty. U podulohy Bla tazatelé s Zaky rozebrali paralelni jednodussi model situace
hodnoceni (napfiklad tfi aut se tfemi kritérii hodnoceni, obr. 8.1), u Ulohy B1d zaky navedli na konkrétni zménu

koeficientu. Vsichni Zaci se shodli na tom, Ze podobné ulohy jesté nikdy nefesili.

Obr. 8.1: Navodné schéma k uloze o vazeném hodnoceni v soutézi o nejlepsi kuchyn. Tabulka zobrazuje udaje pro
alternativni situaci — soutéz o nejlepsi auto

D) ZAK MA PROBLEMY S GEOMETRICKOU REPREZENTACi ALGEBRAICKEHO VYRAZU.

Tento problém se objevil nej¢astéji u tloh 8.14 a 8.15. Zaci méli nejéastéji problém s prvni Glohou v tloze 8.14,
ve které Slo o porovnani délky usecky sestavajici ze segmentl délky 2, 3 a x s vyrazem 2x + 3x. Prikladem je
Michael (9. rocnik).

T: KdyZ tenhle Usek je dlouhej 2, tenhle je dlouhej 3 a tenhle je dlouhej ndkou neznamou hodnotu x.
Michael: No, tak by se to rovnalo x ... 5x.

T: Jako 5 krat x.

Michael: No.

Dalsi konkrétni ukazky uvadime v Knize v oddile 6.4.7.

Doporuceni: Kromé vyse uvedené potize s potiebou konkrétniho vysledku a potreba spojovat modely
geometrickych Utvarud s konkrétnimi mirami (viz oddil 4.4a), zde hraje roli mala nebo Zadna zkusenost Zaku s timto
propojenim. Geometrickd reprezentace algebraickych vyraz( je jedna z "opomenutych pfileZitosti" ve vyuce
matematiky. Historicky se algebraicka symbolika rodila z prostfedk( a pojmd geometrickych. Je tedy zvlastni, ze
operace soucet a soucin nejsou v nasi Skolni algebfe Castéji spojovany s modelem délek, obsahl a objem(
geometrickych Utvarl a téles. Pouze pfiblizné polovina ucitell v dotaznikovém Setfeni souhlasila s tim, Ze pfi
vyuce algebraickych vyrazl vyuZiva jejich geometrickd zndzornéni. V osobnich rozhovorech s uditeli jsme také
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zaznamenali nedlvéru v Uc¢innost nebo jasnost téchto prostfedkd. Domnivame se v3ak, Ze Ucinnost zaleZi opét
z velké miry na tom, kolik a jakych zkuSenosti Zakovi poskytneme. Pokud se nam napfiklad podafi z izolovanych
modeld délky Usecek rozdélenych na dva a vice segmentl vybudovat obecny aditivni model, tedy jestlize pro
Zaka soucet dvou a vice hodnot ¢i proménnych predstavuje Usecku a, analogicky, soucin hodnot, vyrazl i
proménnych reprezentuje obsah obdélnika se stranami pfislusnych délek, otvirame Zakovi novy repertoar pro
feSeni uloh. Objevovani vztah(li mezi geometrickymi a algebraickymi reprezentacemi je ostatné oblibena ¢innost
i pro ucitele. Ctenare vyzyvame k vyredeni tlohy 8.17 pomoci geometrického znazornéni rozdilu obsaht dvou
obdélnika.

E) ZAK NEPOUZIJE ZAVORKY PRI DOSAZOVANIi DO VYRAZU NEBO VZTAHU.

Typickym prikladem je feSeni ulohy 8.23, kde zak vyjadfi vztah pro obsah, aniz délku strany 3x + 5 opatfi
zavorkami. Soucin obou danych délek pak upravuje nespravné jako 4x - 3x + 5 nebo 3x + 5- 4x. Podobné
postupuje i u substituce dvoj¢lenem v Uloze 8.21 nebo u dosazeni zaporného Cisla za dvojclen v Uloze 8.22.

er e

neexistuje celek, ktery se explicitné zavorkami zabyva, Zaci sbiraji zkuSenosti postupné. Potfeba pouZit zavorky
by méla plynout z Zakovy potreby vymezit-ohranicit matematicky slozitéjsi objekt (Ciselny vyraz, zaporné Cislo,
mnohoclen atd.), na némzZ je konana urcitd operace (tato potfeba vsak na druhou stranu plyne z Zakova
porozumeéni prednosti operaci). Tuto potifebu miZzeme vyvolat napfiklad tim, Ze dany objekt reprezentuje urcitou
jednu entitu (napfiklad pravé v substitucnich Glohach by propojeni mélo byt nastoleno). Priklanime se k tomu,
aby zak pouzival zavorky dle své potreby, vici treba vSem operacim a i objektim, u kterych to neni z hlediska
obecné matematické konvence nutné. Pokud Zak zavorky naopak nepouziva, je mu zifejmé dileZitost vymezeni
nedostatecné jasna. Objeveni rozdilnych vysledk( s pouZzitim zavorek a bez nich je snadné a didakticky vhodné
u Ciselnych vyraz(, ale ani u algebraickych vyraz(i by nemélo chybét. Zda se, Ze o¢ekavani, Ze Zaci pochyti vyznam
zavorek ,,za chodu”, je zrejmé nerealistické, vénovani se této problematice explicitné v u¢ebnim celku stoji za
zvazeni.

G) ZAK SPATNE ROZNASOBUJE ZAVORKU.

Zak neaplikuje distributivni zakon. U nasich Gloh jde zejména o nasobeni dvojclenu &islem nebo jednodlenem.
73k vynésobi pouze jeden ¢len v zavorce, napiiklad upravuje 2(1 + x) na 2 + x.

Doporuéeni: Jde vlastn& o problém inverzni k pfedchozimu. Zék nedokaZe zavorku interpretovat jako pokyn
k provedeni operace na kazdém z ¢lend ohrani¢eného objektu. Toto je typicky algebraicky problém, nebot
u Ciselnych vyrazll Zak upravuje Ciselny vyraz pfirozené tak, Ze vydisli hodnotu v zdvorce a s hodnotou, kterou
ziska, provede operaci. Tato zkusenost zifejmé plsobi jako prekazka v prfipadé algebraickych vyrazd, kde vyraz
v zavorce zpravidla upravit na urcitou hodnotu ¢i jednoclen nelze. Distributivni zakon je tedy typicky
algebraickou, a tudiz pro Zaky novou, zaleZitosti, ktera si vyZaduje pozornost. To ovSem neznamena, Zze bychom
se méli vyhybat distributivnimu zdkonu u Cciselnych vyraz(i. Naopak, ukazani rovnosti Ciselnych vyrazl
,upravenych” pomoci distributivniho zakona a vyhodnoceni obvyklym zptsobem (vycisleni hodnoty v zavorce) je
vhodnou pfipravou k zobecnéni tohoto procesu v pripadé, Ze zadvorku nelze vycislit. DalSi reprezentaci
distributivniho zdkona je napftiklad jiz zminovana rovnost obsahu obdélnika a jeho ¢asti. Je vhodné opét zacit
s nékolika modely s konkrétnimi hodnotami, postupné pfridat proménné, diskutovat o obecnosti. Model funguje
i pro nasobeni dvojélend. Z ucebnic jej znaji ucitelé zejména jako reprezentaci vzorce pro druhou mocninu
dvojclenu. Vzhledem k tomu, Ze se s timto modelem Zaci setkavaji az v tak pozdnim stadiu, je mozné, Ze je vniman
spiSe jako zpestreni jak ze strany zaka, tak ze strany uciteld.
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Obr. 8.2: Soucet obsahl mensich obdélnik( je roven obsahu velkého: 7(2+3)=7-2+7-3.

Zaci mohou distributivni zdkon sami objevit. MGZeme jim napftiklad predkladat sérii obrazk(i rozdélenych
obdélnikli, podobnych tém zobrazenym na obr. 8.2, usporadat jednotlivé vypocty obsahl (jako v predchozi
ukdzce) do tabulky. Zaky pak vyzveme, aby pozorovali rovnosti vyrazil a vytvorili si k ni vlastni pravidlo
(distributivni zakon, popf. také asociativni zakon). Dilezité je, aby Zaci vnimali vztah jako rovnost (jde vidy o tyz
obsah téhoz Gtvaru). Samoziejmé, Ze pripadl je mozno uvést vice, zakon bude fungovat pro jakykoli konecny
pocet rozdéleni, objevi se zde znovu asociativita ndsobeni i s¢itani, role zavorek atd.

5 2x ]

3x

—_’L

Obr. 8.3: Dalsi ukazky pripad( pro geometrické odhaleni principu rovnosti v distributivnim zdkonu.

H) ZAK MA PROBLEM S NASOBENiM NEBO SCiITANiM JEDNOCLENU S JEDNOU PROMENNOU.

Zak naptiklad provede Gpravu (v Gloze 8.23) takto: 3x - 4x = 12x. Jinou situaci vystihuje napfiiklad piipad zaka,
ktery pti Upravé nasledujiciho typu chce nasobit koeficientem i mocnitel (v nasich rozhovorech $lo o Upravu
v Uloze 8.25): S =18 (2x3)2= 18 - 4x°® = 72x%18, 74k s¢itd &i odditda mocniny rlizného fadu napfiklad v tloze 8.24:
12x2+ 20x = 32x3.

Doporuceni: ZkuSenosti i odborna literatura ukazuji na nestdlost a nevyzpytatelnost chyb, kterych se Zaci
dopoustéji pfi Upravach vyrazl. Podle vieho si Zak Casto tvori sva vlastni pravidla, nebo systém pravidel, podle
kterych manipuluje s objekty. Tato pravidla mohou fungovat na nékolika mistech, ale matematicky selhat na
dalSich. Navic mohou byt Zakem vytvorena a udrZena pouze v kratkém casovém uUseku a nékdy k jejich tvorbé
nechté prispivame jako ucitelé (viz napfiklad pfipad Daga v Knize, oddil 6.6.3, uloha o povrchu télesa). Proc€ jsou
tato interni pravidla odlisna od téch, kterd vychazi z obecnych matematickych vztah(i? Na tuto otazku tézko
najdeme jednoznacnou odpovéd. Jednim z divodl je samotnd Uroven abstrakce, ktera je charakteristicka pro
algebraické vyrazy. Postradaji-li vyrazy vnitfni vyznam, Zak se nema o co opfit a v horsim pripadé se uci hrat hru
podle pravidel, jejichZ plvod mu unika. Jinym dldvodem mUze byt kvantum pravidel, které Zak s dpravami vyrazu
musi ovladnout (podobna situace nastava i napfiklad u operaci s celymi Cisly). Kazdopadné zbéhlost v Gpravach
vyrazl je zdleZitost dlouhodobého ziskdvani zkusenosti. Vime, Ze ucitelé pravidla (naptiklad nasobeni

102



mnohoclend) s Zdky odvozuji na zakladé jiz upevnénych poznatk(. Jednim z prostfedkl, ktery ma uditel
k dispozici, je diagnostika toho, jak Zaci uvazuji. Pfipadna reedukace by se méla opirat opét o konceptudini
podstatu, ze které vychazi a kterou by mél zak mit k dispozici vzdy, kdyz ,zapomene”. Jak aritmetické izolované
modely (Ciselné vztahy, dosazovani), tak geometrické reprezentace vztah( by zde mély hrat dlleZitou roli. Ucitelé
se v dotazniku i rozhovorech vyjadrovali ¢asto o pouZiti metafory, naptiklad ,nemuiZeme scitat jablka a hrusky”
(v pfipadé raznych mocnin jedné proménné). (Ale nasobit a délit je mGZeme. Nebo to bylo naopak?) Davame
Ctenafi k zamysleni, zda zavedena reprezentace rlznych mocnin jako délky, obsahu a objemu a tfeba
zjednodusena predstava ,nescitame Ctverec a krychli“ neposkytnou Zakovi ndzornéjsi oporu, az si nebude jist,
jak vyraz upravit.

K didaktickému rozboru obtizi zakd tykajicich se Uprav algebraickych vyrazli se musime zminit o podstaté uprav,
na kterou se ¢asto zapomind, a totiZ, Ze jadrem Uprav je rovnost, tedy rovnost mezi plivodnim a upravenym
vyrazem (rovnost znamena, Ze pro kazdou z hodnot definicniho oboru nabyvaji oba rovné vyrazy stejnou
hodnotu). | samotné vyjadreni ,Upravy vyraz(i“ naznacuje, Ze jde o Ukon, ale podstata rovnosti z néj neni zfejma
(na rozdil napfiklad od ekvivalentnich Gprav rovnic, kde je ekvivalence alespor soucasti terminologie), zejména
jelikoZz tento uUkon je provadén jako ,vypocet”, typicky zleva doprava. Domnivame se, spolu s odbornou
literaturou, e tato konceptudlni podstata je ddleZita. Ulohy podobné Gloze 8.19, by mohly podpofit tento
koncept. Stejné tak porovnavani dvou vyraz(, ¢i ulohy typu ,jaky byl plvodni vyraz?“, které apeluji na
»0bousmérnost” Uprav.

8.5 DALSI ULOHY

Uloha 8.26 (PISA 2013, upraveno)

Dverfe se za minutu otodi ¢tyfikrat kolem dokola. V kaZzdé ze tfi ¢asti dvefi je misto nejvySe pro dvé osoby. VyjadfFi
matematicky, kolik maximalné lidi (m) projde dvefmi za t hodin.
Komentar: Uloha nabizi dalsi zku$enost s multiplikativnimi modely, tentokrat v zavislosti na ¢ase, poctu rotaci

dvefi a poctu osob v ohrani¢eném prostoru. Doporucujeme Zaky vést k nacrtku situace a k tabulkovému zapisu
konkrétnich hodnot (t=1, 2, ...) pfed odvozenim obecného vztahu.

Reseni: m = 60-4-3-2-t = 1440t

Uloha 8.27 (Matematicky Klokan 2011)

Obvod obrazce se rovna

a)3a+4b o

b)3a +8b bl a
c)6a+4b

) 6a 2b

d) 6a + 6b a
e)6a +8b b

Odpovéd: e)

Komentar: Zeptejte se zakd, zda by uméli naértnout jiny Gtvar/Gtvary se stejnym obvodem (6a + 8b).
Ulohu miZe nasledovat tloha inverzni:

Jaké obrazce miiZze mit obvod o délce a) 12x + 2y + 4? b) 11s + 8r?

Nechte zaky vyjadrit obsah obrazce na obrazku. (Odpovéd'4b-a+3b-a+a-b=8ab.)

Jaky jiny obrazec se stejnym obsahem mohou sestavit? (Odpovéd napf. obdélnik se stranami délky 2a a
4b)
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Uloha 8.28 (TIMSS 1999)

- predstavuje pocet ¢asopisl, které precte Linda kazdy
tyden. Ktery z vyrazll vyjadiuje celkovy pocet ¢asopisQ,
které Linda precte za 6 tydn(?

a) 6+ (6,5%)

b) 6 * [

ol +6(4,3%)

d) (I ) * 6 (6,7 %)

Redeni: b)

Komentai: Uloha poskytuje 7akam daldi zkusenost s modelem multiplikativniho vztahu.

Uloha 8.29 (Klokan 2010)
a-1=b+2=c-3=d+4=e-5.Kterézcisel g, b, c, d, e je nejvétsi?

Regeni: e)

Uloha 8.30
Upravou vyrazu jsme ziskali vyraz x?(x + 2). Jak mohl vypadat pivodni vyraz?

Komentaf: Podporte rlizna feseni.
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